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ResumoNesta Tese disutimos três problemas have que estabeleem um número de one-xões entre aspetos fundamentais e apliações prátias em Dinâmia Não-Linear.No primeiro apítulo revisamos oneitos básios e omo simpli�ar e resolver demodo exato as equações de movimento de um difeomor�smo polinomial que exibe umenário rio em omplexidade, da integrabilidade ao aos dissipativo: o mapa de Hé-non. Apresentamos resultados exatos de�nindo todas as órbitas periódias de períodosaté 6 no limite Hamiltoniano do modelo para uma de não-linearidade representativaonde existe uma ferradura ompleta de Smale, quando todas órbitas possíveis são reais.Mostramos que é possível lassi�ar as órbitas segundo as irraionalidades algébriasenvolvidas nas soluções exatas, re-ordenando e mostrando inter-dependênias dos ró-tulos normalmente derivados através da dinâmia simbólia. Nossas soluções exataspermitem-nos resolver de uma vez por todas o enigma do entro de massa orbital, queonsiste na observação empíria, apresentada na literatura, da simpli�ação freqüenteda soma das oordenadas dos pontos orbitais em simples números raionais.No segundo apítulo mostramos que, ainda no limite Hamiltoniano mas para va-lores arbitrários do parâmetro de não-linearidade, o onjunto das órbitas periódiasé formado por três lasses de onjugação algébria bem de�nidas. Mostramos que alasse das órbitas assimétrias é omposto por pares de órbitas que exibem simetriaquiral. Apesar de ser omum na literatura estudar-se preferenialmente apenas asórbitas simétrias, mostramos que as órbitas assimétrias são as que dominam porompleto a estatístia orbital à medida que o período rese. Por exemplo, para pe-ríodo 20, omputamos que 97.2% das 52377 órbitas existentes, onsideradas até aquiomo meramente assimétrias são, na verdade, pares de órbitas om simetria quiral.A Tese é onluida no tereiro apítulo, onde apresentamos um estudo numériopara veri�ar alguns aspetos dinâmios que, devido à extensão dos álulos, nãopodem ser deididos analitiamente omo nos dois apítulos preedentes. Mais espe-i�amente, estudamos a onexão entre os espaços de fase real e omplexo de mapade Hénon dissipativos, quando se mantém os parâmetros de ontrole no domínio real.Tal enário nos permite enontrar dois resultados novos: (i) a existênia de uma in�-nidade de órbitas periódias que, apesar de existirem no plano omplexo, são estáveispara valores reais dos parâmetros de ontrole, e (ii) que os pontos rítios, atores en-trais hoje em dia da dinâmia holomór�a (i.e. analítia omplexa), na verdade sãototalmente não-esseniais. Isto porque, omo demonstramos, a mesma fenomenologiada dinâmia holomór�a pode ser obtida num regime realístio onde sequer é possí-vel de�nir-se pontos rítios. Em partiular, mostramos omo obter onjuntos maisgerais que o famoso onjunto de Mandelbrot sem envolver onsiderações de pontosrítios.



AbstratIn this Thesis we disuss three key problems that establish a number of onnetionsbetween fundamental aspets and pratial appliations in Nonlinear Dynamis.In the �rst hapter we review basi onepts and how to simplify and exatly solvethe equations of motion of a polynomial di�eomorphism whih exhibits a full range ofomplexity, from integrability to dissipative haos: the Hénon map. We report exatresults de�ning all periodi orbits with periods up to 6 in the Hamiltonian limit of themodel for a representative nonlinearity supporting a full Smale horseshoe, when allpossible orbits are real. We show that it is possible to lassify the orbits aording thealgebrai irrationality involved in the exat solutions, re-ordering and making visibleinterdependenies of the labels normally derived via symboli dynamis. Our exatsolution allow us to solve for good the puzzle of the orbital enter-of-mass.In the seond hapter we show that, still in the Hamiltonian limit but for arbitraryvalues of the nonlinearity parameter, the set of periodi orbits is omposed by threewell-de�ned algebrai onjugay lasses. We show that the lass of asymmetrial orbitsis omposed by pairs of orbits exhibiting a hiral symmetry. Although in the literatureit is ommon to study mainly symmetrial orbits, we show that it is the asymmetriorbits that ompletely dominate the orbital statistis when the period grows. Forinstane, for period 20 we omputed that 97.2% of the 52377 existing orbits, onsideredthus far as being merely asymmetri orbits, are in fat pairs of orbits with hiralsymmetry.The Thesis onludes in the third hapter, where we present a numerial study toverify some dynamial aspets that, due to the extension of the alulations, annot bedeided analytially as in the two preeding hapters. More spei�ally, we study theonnetion between the real and the omplex phase-spaes of the dissipative Hénon mapwhen maintaining the ontrol parameters in the real domain. This senario allowsus to �nd two new results whih are extremely surprising: (i) The existene of anin�nity of periodi orbits whih, albeit living in the omplex plane, are stable for realvalues of the ontrol parameters, and (ii) That the ritial point, key players nowadaysin holomorphi (i.e. analyti omplex) dynamis, in fat are totally non-essential.This beause, as we show, the same phenomenology of holomorphi dynamis may beobtained in a realisti regime where it is not even possible to de�ne ritial points. Inpartiular, we show how to obtain sets more general than the famous Mandelbrot setwithout onsidering ritial points.
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IntroduçãoA presente Tese onsiste basiamente de três apítulos, ada um deles apresentando resultadosnovos, obtidos ao estudar-se um sistema dinâmio paradigmátio muito popular na literatura,onheido pelo nome de �mapa de Hénon�[1℄ . As surpresas que enontramos são resultado deolharmos um sistema dinâmio bem onheido om novos olhos, sob pontos de vistas radialmentediferentes daqueles ristalizados nos últimos 20 anos no estudo de Sistemas Dinâmios, ondeo espaço de fase e as investigações numérias dominam a ena. Assim, além dos resultadosnovos, ada apítulo pode ser onsiderado omo introduzindo uma nova perspetiva para analisarsistemas dinâmios. Apesar de foarmos aqui o mapa de Hénon expliitamente, a metodologiautilizada é valida generiamente, onforme disutimos mais adiante. Desde a introdução do mapade Hénon ha 30 anos, ele vem sendo ontinuamente estudado por apresentar uma não-linearidadequadrátia, a menor possível, e ter dimensão maior do que 1, o que faz om que seja bem maisrealístio do que situações unidimensionais tão populares e e�ientes em muitos asos. Por isto,o mapa de Hénon é provavelmente o protótipo mais bem estudado e onheido de sistemasdinâmios multidimensionais, tanto om dissipação quanto sem.Suintamente, o mapa de Hénon é um sistema dinâmio formado por um par de equaçõesde movimento regidas por uma variável temporal t disreta. O par de equações de�ne a evo-lução temporal das variáveis (xt, yt), sendo tal evolução regulada através de dois parâmetros
(a, b) de ontrole. Ambas equações de movimento são ontínuas om inversa também ontínua(difeomor�smo), sendo de�nidas assim:

xt+1 = a − x2
t + b yt,

yt+1 = xt. (1)Na literatura enontram-se expressões distintas para o mapa de Hénon, todas sendo entretantoequivalentes, após efetuarem-se transformações simples das equações. A forma que esolhemos,uma das mais populares na literatura, tem a grande vantagem de produzir polin�mios m�niosomo equações de movimento, isto é, polin�mios ujo oe�iente do termo de maior grau é aunidade. A importânia de tal fato será expliada e explorada nos dois primeiros apítulos.O mapa de Hénon foi introduzido em 1976 omo uma simpli�ação da seção de Poinarépara o modelo de Lorenz da onveção em �uidos. O grande problema então era desobrirsem sombra de dúvidas se o �aos determinístio� do modelo de Lorenz era fato real ou erronumério. Desde sua introdução, o mapa de Hénon vem sendo investigado ininterruptamentee num resendo por ser onsiderado um modelo exelente dos fen�menos matemátios vistosapenas após arduas omputações em sistemas de equações difereniais não-lineares. O uso demapas disretos no tempo é muito popular devido a imensa failidade e preisão omputaionalde se iterar mapas numeriamente, em ontraste om as bem onheidas di�uldades e temponeessários para integrar sistemas de equações difereniais ordinárias não-lineares.Dependendo dos valores dos parâmetros (a, b), ertas regiões do hamado �espaço de fase�(i.e. do espaço x×y) dão origem a trajetórias ujas oordenadas resem sem limites, onvergindopara um atrator loalizado a uma distânia in�nita da origem (0, 0) das oordenadas. Outras tra-



2jetórias, quase sempre as de maior interesse, permaneem limitadas a distânias �nitas, podendoser periódias ou não. Tradiionalmente, um dos problemas básios da dinâmia é disrimi-nar periodiidade de não-periodiidade, determinar tamanhos e natureza (estrutura topológia)das regiões de onvergênia bem omo de suas fronteiras, araterizando-as e lassi�ando-as deaordo om o omportamento das trajetórias que elas ontém. O estudo do espaço de fase dossistemas dinâmios não-lineares determinístios tem mantido oupada uma parte onsiderávelda omunidade nestes últimos 25 anos. Tais estudos revelaram fatos surpreendentes sobre oomportamento da natureza, sendo uma das desobertas de maior impato a hamada �naturezafratal� assoiada om a existênia de auto-similaridades no espaço de fase, onde as estruturasapresentam sempre o mesmo tipo de sub-estruturas, independentemente do nível de detalhe omque são observadas.Entretanto, uma limitação muito araterístia desta fase da dinâmia não-linear é o estudoeminentemente numério e, adiionalmente, restrito quase predominantemente ao espaço de fase.Existe ainda uma diotomia entre �teoria� e �apliações� que faz om que o estudo da dinâmiaainda avane, infelizmente, por dois aminhos distintos que di�ilmente se ruzam. Enquantoum tipo de pesquisadores restrinje seus estudos à dinâmia no domínio omplexo, outro tipo depesquisadores tende a onsiderar quase que exlusivamente a dinâmia no domínio real.Os dois primeiros apítulos apresentam novidades obtidas graças ao fato de resolvermos ana-litiamente as equações de movimento, sem aproximações numérias usuais. Em outras palavras,exploramos a dinâmia deste ponto de vista algébrio o que, omo mostramos, revela muitosaspetos e regularidades inesperadas e nada usuais.No tereiro apítulo exploramos um regime dinâmio muito frutífero e que foi até aqui ig-norado na literatura. Em vez da diotomia real × omplexo aima menionada, nós mostra-mos haver um mundo novo amplo e rio ao permitir-se uma �dinâmia mista�, no sentido de,mantendo-se os parâmetros de ontrole no domínio real, permitir que as as variáveis físias pos-sam assumir valores no plano omplexo. Tal perspetiva nos permite ver laramente que fatosisolados e aparentemente desonexos na literatura atual, na verdade não são nada mais do quepedaços isolados de uma situação bem mais geral que os inlui todos omo asos partiulares,mostrando omo e em que ordem podem ser todos obtidos.Como menionado, no mapa de Hénon as variáveis x, y de�nem um espaço de fases bidimen-sional enquanto que o par (a, b) de�ne o hamado espaço de parâmetros do sistema, no qual a éo parâmetro de não-linearidade do sistema e b o parâmetro de dissipação. No intervalo |b| < 1o mapa é dissipativo, sendo ompletamente dissipativo quando b = 0, valor no qual as variáveisdesaoplam-se, om a dinâmia da variável x oinidindo om o mapa quadrátio xt+1 = a− x2
t ,já amplamente estudado na literatura. Para |b| = 1 o mapa é não -dissipativo. Mais espei�a-mente, para b = 1 o mapa reverte áreas enquanto que preserva áreas para b = −1. Portanto,neste último limite o mapa é Hamiltoniano, para |b| > 1 não existe nenhuma trajetória estávelno espaço de fase.Uma órbita de período k deste mapa é dita ser genuinamente de período k quando ontiver

k pontos (xi, yi) todos distintos. Para uma órbita genuina de período k = 4 temos a seguinteseqüênia de pontos:
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→ . . . , (2)onde xi 6= xj.Da seqüênia aima ve-se laramente a existênia de uma total redundânia entre os valores nalinha superior om os da linha inferior. Tal redundânia provém da equação yt+1 = xt na Eq. (1)aima, que mostra yt ser a oordenada xt meramente atrasada de um passo temporal. Portanto,apesar do ordenamento orbital exigir o orreto pareamento das oordenadas que de�nem os pontos



3orbitais, vemos que para efeitos de álulo de tais oordenadas basta onsiderarmos apenasuma equação (e não as duas na Eq. (1). Sem perda de generalidade podemos determinar asoordenadas usando a representação a dois índies do mapa, dada por
xt+2 = a − x2

t+1 + bxt. (3)Note que a bidimensionalidade manifesta-se agora através da neessidade de se forneer duasondições iniiais para poder iniiar o proesso iterativo.Os inúmeros resultados analítios exatos apresentados neste trabalho apenas puderam serobtidos graças a um e�iente método desenvolvido durante meu Mestrado [4, 5, 6, 7, 8℄. De ertomodo, quase todos os resultados aqui apresentados podem ser onsiderados omo sendo basi-amente apliações do método que foi desenvolvido anteriormente no Mestrado. Nosso métodopermite obter as equações de movimento exatas para sistemas dinâmios algébrios de dimensõesarbitrárias, onde o adjetivo �algébrio� refere-se a sistemas envolvendo apenas funções raionaisnas suas equações de movimento, em partiular, envolvendo polin�mios. Como já expliamos nasreferênias originais [4, 5, 6, 7, 8℄, nosso método é válido generiamente para qualquer sistemadinâmio algébrio om tempo disreto, ontendo um número arbitrário inde�nido de parâmetrosfísios de ontrole. Aqui, para simpli�ar, nos restringiremos a apresentar o método já apliadoao mapa de Hénon, um sistema bidimensional om dois parâmetros.O método envolve três passos bem de�nidos:1. redução do sistema de equações multidimensionais que de�ne o problema físio a um sistemaunidimensional equivalente;2. parametrização da equação unidimensional equivalente através de eliminações suessivasque visam expressar os oe�ientes algébrios do sistema unidimensional equivalente emtermos de uma qualquer de suas raízes. Este passo gera também um polin�mio auxiliar devínulo, que de�ne os valores numérios possíveis do parâmetro.3. solução da equação parametrizada juntamente om a equação auxiliar, forneendo as oor-denadas dos pontos orbitais.Este proedimente sera demonstrado expliitamente no apítulo a seguir.Para ada órbita periódia de período k, a equação parametrizada aima menionada é obtidaapós k iterações suessivas do mapa (3), om uma subsequente eliminação de todas menos umavariável. Isto produz um polin�mio em uma únia variável x, digamos, polin�mio que quandoigualado a zero dá origem a uma equação que hamaremos de equação orbital. Para o mapade Hénon, o polin�mio depende dos dois parâmetros a, b do mapa. Ele será denotado aquigeneriamente assim:
Pk ≡ Pk(x, a, b;σ) =

k
∏

i=1

(x − xi)

= xk − σxk−1 + θk−2x
k−2 + · · · − (−1)k−2θ2x

2 + (−1)k−1θ1x − (−1)kθ0 (4)onde o grau k é o período orbital, e os oe�ientes θi = θi(a, b, σ) são as onheidas funçõessimétrias elementares da Álgebra Elementar, parametrizados aqui através de σ, a soma das o-ordenadas dos k pontos periódios xi, i = 1, . . . , k. Os valores de σ por sua vez são determinadospela solução da importante equação auxiliar de vínulo menionada, denotada generiamenteassim:
Sk(σ, a, b) =

Mk
∏

i=1

Vi(a, b) σi = 0, (5)



4de grau Mk, o número total de órbitas de período k, e Vi(a, b) indiam os oe�ientes que de�nema equação de vínulo. Exemplos expliitos são dados no apítulo seguinte.A estabilidade de uma órbita de período k para o mapa em questão é de�nida pelos autovaloresda matriz Jaobiana
Jk = J(xk)J(xk−1)J(xk−2) . . . J(x2)J(x1), (6)onde ada matriz individual, ontendo um ponto orbital, é dada por

J(xi) =

(

−2xi b
1 0

)

. (7)Como bem sabido, os autovalores são obtidos resolvendo-se o determinante |Jk − λ I| = 0, queonduz à equação seular
Λk = λ2 + Sλ + (−b)k = 0. (8)Para λ = 1 esta equação fornee uma relação que de�ne as bifurações de dobra (tambémonheida omo tangente) e, analogamente, para λ = −1 obtemos uma outra relação que de�neas bifurações de dobramento de período. Como aima para a equação orbital, a equação deautovalores Eq. (8) pode ser igualmente esrita em termos do parâmetro auxiliar σ, de modoa ter-se, após álulos simples porém muito longos, uma expressão para S envolvendo apenas

a, b, σ, e não mais os pontos orbitais xi:
S = S(a, b, σ). (9)No primeiro apítulo desta Tese usamos ténias algébrias gerais desenvolvidas para estudaro limite Hamiltoniano, b = −1, do mapa de Hénon. Apresentamos uma expliação analítiapara o enigma do �entro de massa� observado por Gabor Vattay quando do estudo numério dofen�meno onheido omo dínamo inétio [2℄.No segundo apítulo mostramos que as equações algébrias de�nindo órbitas periódias apa-reem naturalmente segregadas em três lasses de onjugação algébria. Tais lasses impliamnuma série de propriedades nuna vistas antes, que são disutidas ao longo do apítulo todo.No tereiro e último apítulo estudamos o mapa de Hénon supondo um espaço de fase om-plexo porém mantendo os parâmetros reais. Mostramos que as regiões de estabilidade das órbitasomplexas permitem-nos obter uma imensa variedade de onjuntos que tem semelhanças estru-turais e métrias om o muito onheido onjunto de Mandelbrot, porém envolvendo muito maisriqueza e ontendo o onjunto de Mandelbrot num limite espeí�o muito partiular. Disutimosainda aspetos da onexão da dinâmia das órbitas omplexas om a das órbitas reais.



Capítulo 1Solução do Enigma do �Centro deMassa� OrbitalNeste apítulo abordamos o problema do entro de massa orbital de maneira exata, anteri-ormente tratado na literatura apenas de maneira empíria, via as equações algébrias quede�nem os movimentos periódios do mapa de Hénon no seu limite Hamiltoniano e para umparâmetro de não-linearidade, onde todas as órbitas existem e são instáveis (ferradura deSmale). Alguns dos resultados prinipais deste apítulo foram publiados na Ref. [73℄.1.1 IntroduçãoDurante um estudo numério de um efeito hamado de dinâmo inétio, Cvitanovi£ e ola-boradores [2℄ observaram o que �ou onheido omo o problema do entro de massa orbital.Tal problema onsiste em determinar-se a �natureza aritmétia� da soma das oordenadas dospontos periódios de trajetórias. Como enfatizado originalmente, om o uso do mapa de Hénonomo modelo, veri�ou-se [2℄ que para algumas órbitas de períodos partiulares, a soma σ dasoordenadas dos pontos orbitais, i.e. o entro de massa, por vezes assumia valores numériospartiularmente simples, a saber, por números raionais.Tal desoberta foi feita para um ponto partiular no espaço de parâmetros: (a, b) = (6,−1).Para b = −1 o mapa de Hénon, de�nido pela equação
xt+1 = a − x2

t + b xt−1, (1.1)preserva áreas e é uma transformação simplétia automór�a: automór�a pois o mapa é trans-formado em si próprio enquanto sua estrutura é preservada, e simplétia uma vez que preservaáreas.O valor a = 6 foi esolhido por um motivo simples. Sabe-se que à medida que au-mentamos o valor de a a dinâmia se torna ada vez mais aótia até um valor ritio [3℄,
ac ≈ 5.69931078670 . . . , de maneira que para valores de a maiores que este, todas as órbitasexistem no plano real e são instáveis, sendo possível assoiar um nome binário unívoo para adaórbita. Teniamente, dizemos que para a > ac temos o que se hama de uma ferradura de Smaleompleta. A esolha de a = 6 deve-se ao fato que este valor é o menor número inteiro para oqual temos uma ferradura ompleta.A Tabela 1.1 apresenta uma oleção de resultados para o mapa de Hénon, obtidos para a = 6.Nosso objetivo iniial será rever o onheido proesso derivado através da dinâmia simbólia paraatribuir �nomes�, isto é rótulos, para as órbitas desritas na Tabela 1.1 bem omo em tabelase �guras subsequentes. Para disussões mais detalhadas do proesso de rotulamentos veja, porexemplo, as referênias [9, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23℄.
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Tabela 1.1: A soma σ dos pontos orbitais para todas as órbitas até k = 6 quando a = 6. σé um número inteiro sempre que seu grau algébrio é 1. Pares onjugados de irraionalidadesquadrátias tem partes deimais idêntias e são mostrados em negrito. As somas orbitais dasreferênias originais [2, 9℄ são obtidas dividindo σ por a = 6. As lasses D, N, C são de�nidasem seções posteriores.Período Rótulo σ Grau ClasseBinário Deimal de σ

1 0 1,0 −3.6457513 2 D(√7)

1 1,1 1.6457513 2 D(√7)

2 01 2,1 2 1 N(√3)

3 001 3,1 −1.2360679 2 D(√5)
011 3,3 3.2360679 2 D(√5)

4 0001 4,1 −4.8989794 2 N(α)

0011 4,3 0 1 D(√6)
0111 4,7 4.8989794 2 N(β)

5 00001 5,1 −8.5561932 6 D(χ)
00011 5,3 −3.6399244 6 D(χ)
00101 5,5 0.9082530 6 D(χ)
00111 5,7 1.4907793 6 D(χ)
01011 5,11 5.2241728 6 D(χ)
01111 5,15 6.5729124 6 D(χ)

6 000001 6,1 −12.204805 3 N(ξ)
000011 6,3 −7.2915026 2 D(√7)
000101 6,5 −2.7039746 3 N(ξ)
000111 6,7 −2.1961524 2 N(√3)
001011 6,11 2 1 C(ϕ)
001101 6,13 2 1 C(ϕ)
001111 6,15 3.2915026 2 D(√7)
010111 6,23 6.908780 3 N(ξ)
011111 6,31 8.1961524 2 N(√3)



Capítulo 1: Solução do Enigma do �Centro de Massa� Orbital 7Como já menionado, para a = 6 o mapa exibe uma ferradura de Smale ompleta [24℄ e,portanto, é possível assoiar a ada ilo periódio um únio rótulo obtido iterando-se a Eq. (1.1)e armazenando os sinais sj dos suessivos pontos orbitais de aordo om a seguinte regra:
sj =

{

0 se xj < 0 ,

1 se xj > 0 .
(1.2)Chamamos de ilo s1s2 · · · sk ao onjunto de pontos periódios que pertenem a uma dadaórbita periódia de omprimento k, ou seja, ao onjunto

{xs1s2···sk
, xs2···sks1

, · · · , xsks1···sk−1
}.Um ilo p de omprimento kp orresponde a uma únia seqüênia de pontos da órbita; seurótulo é um bloo de kp símbolos que não podem ser esritos omo uma repetição de um bloomenor. Um ilo é invariante frente a permutações ílias dos símbolos. Aqui nós rotulamos osilos usando a menor representação binária possível obtida quando permutamos todos os ódigosonstituintes do rótulo.Cada permutação ília dos ódigos existentes em um rótulo de ilo é neessáriamente umrótulo de algum ponto no ilo.Os pontos orbitais podem ser rotulados usando estas permutações omo segue. O primeirosímbolo em um rótulo, isto é o símbolo mais a esquerda, será �0� ou �1�, dependendo do sinal desua oordenada xj , seguindo a regra espei�ada pela regra (1.2). Os símbolos subseqüentes norótulo são de�nidos pelos sinais das oordenadas xj dos pontos subseqüentes, na ordem que elessão visitados no ilo.Em outras palavra, na linguagem da referênia [9℄, ada ponto do ilo é rotulado pelosprimeiros kp passos de seu �itinerário futuro�. Por exemplo, os 3 pontos onseutivos do triângulomenor na Fig. 1.1, são

{x011, x110, x101} .Este 3-ilo, i.e. esta órbita de período 3 é rotulada pela seqüênia 011.No limite em que todas as possíveis órbitas existem os rótulos binários da ferradura de Smalesão úteis, porque eles atribuem um únio nome para ada ponto periódio e failitam a ontagemdos ilos [24, 22, 25, 26, 27, 28℄. O número Mk de ilos de período k (veja Tabela 1.1) estárelaionado om os 2k pontos orbitais através da fórmula de inversão de Möbius
Mk =

1

k

∑

d|k
µ(k/d) 2d . (1.3)onde µ(n) é a função de Möbius e, omo indiado, a soma é feita sobre todos os divisores d de k.Como os rótulos binários resem muito rápido em tamanho para períodos altos, ahamosonveniente rotular as órbitas não do modo usual através dos rótulos binários mas através deum par de inteiros deimais k,m, onde k denota o período da órbita e m é o número deimalequivalente ao ódigo binário.A nossa proposta a seguir é analisar o problema do entro de massa da órbita a partir deum ponto de vista algébrio, isto é, em termos das equações de movimento exatas. Em outraspalavras, desejamos determinar o valor numério exato da soma das oordenadas dos pontosorbitais, de modo a entender a origem dos �valores mais simples� observados empiriamentepor Cvitanovi£ e olaboradores [2℄. A primeira tarefa é obter e resolver as equações exatas demovimento, para assim obter os oordenadas orbitais e poder somá-las.
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Figura 1.1: O par de ilos de período 3 do mapa de Hénon: Ambos ilos possuem um pontona diagonal. Frente a uma re�exão em relação à diagonal, ambos triângulos são mapeados sobresi próprios.1.2 As equações orbitais exatas1.2.1 Órbitas exatas de períodos 1, 2 e 3Como mostramos anos atrás [4, 5, 6℄, para uma dada órbita de período k, o problema de seobter a informação orbital lássia máxima pode ser sempre reduzido à obtenção dum par depolin�mios, Pk(x) e Sk(σ), algebriamente determináveis.Os pares Pk(x) e Sk(σ) que forneem a informação máxima sobre todas as possíveis órbitasperiódias dos 3 menores períodos k = 1, 2, 3 são os seguintes:
P1(x) = x2 + 2x − a, (1.4a)
S1(σ) = σ2 + 2σ − a. (1.4b)

P2(x) = x2 − σ x + σ2/2 + σ − a, (1.5a)
S2(σ) = σ − 2. (1.5b)

P3(x) = x3 − σ x2 + (σ − 1) (3 − σ) x + (σ − 2) (σ − 1)2 , (1.6a)
S3(σ) = σ2 − 2σ + 2 − a. (1.6b)O grau do polin�mio Sk(σ) informa-nos o número de ilos de período k, omo de�nido pelaEq. (1.3). Por exemplo, das fórmulas aima vemos que, independentemente do valor de a, existemdois ilos de período 1, um ilo de período 2 e dois ilos de período 3.



Capítulo 1: Solução do Enigma do �Centro de Massa� Orbital 9Para o aso partiular a = 6 estudado por Cvitanovi£ e olaboradores [2℄, enontramos daEq. (1.4b) que as soluções para o período k = 1 são
σ1,0 = −1 −

√
7 ≈ −3.64, σ1,1 = −1 +

√
7 ≈ 1.64, (1.7)representando um par de pontos �xos sobre a diagonal.Como o grau da eq. (1.5b) india, independente do parâmetro a, a únia solução σ possí-vel para período k = 2 é σ2,1 = 2, o que explia o primeiro inteiro na Tabela 1.1. A órbitaorrespondente está loalizada fora da diagonal, simétria a ela.Para o período k = 3 as soluções da Eq. (1.6b) são

σ3,3 = 1 +
√

5 ≈ 3.23, σ3,1 = 1 −
√

5 ≈ −1.23. (1.8)O ilo orrespondente a σ3,3 = 1 +
√

5 envolve θ =
√

5 e u = 1 − θ = 1 −
√

5, raízes de
P3,3(x) = (x − 1 +

√
5)(x −

√
5)2. (1.9)Além da forma envolvendo dois instantes de tempo dada pela Eq. (1.1), o mapa de Hénonpode igualmente ser esrito omo um mapa bidimensional da seguinte forma:

xt+1 = a − x2
t + b yt, (1.10)

yt+1 = xt. (1.11)Esta forma bidimensional pode ser utilizada para produzir um ordenamento 2D muito onveni-ente, omo veremos mais adiante, dado por
(

θ

θ

)

→
(

u

θ

)

→
(

θ

u

)

→
(

θ

θ

)

→ . . . . (1.12)que pode se esrito ompatamente, aqui e subsequentemente, omo
(

θ u θ
θ θ u

)

≡
(
√

5 1 −
√

5
√

5√
5

√
5 1 −

√
5

)

. (1.13)Esta notação é invariante frente a permutações ílias.Similarmente, para σ3,1 = 1−
√

5 a órbita é onstruída om θ = −
√

5 e u = 1 − θ = 1 +
√

5,raízes de
P3,1(x) = (x − 1 −

√
5)(x +

√
5)2, (1.14)ujo orrespondente ordenamento 2D é

(

θ u θ

θ θ u

)

≡
(

−
√

5 1 +
√

5 −
√

5

−
√

5 −
√

5 1 +
√

5

)

. (1.15)As órbitas nas Eqs. (1.13) e (1.15) de�nem triângulos tendo um vértie na diagonal, omoilustrado na Fig. 1.1. Elas formam um par onjugado, omo podemos ver dos números algébriosenvolvidos em ambos os ilos. Note que enquanto todo trabalho analítio aqui feito reduziu-seao álulo das raízes xℓ de polin�mios [sistemas unidimensionais equivalentes℄, as simetrias doproblema bidimensional que estamos onsiderando emergem somente estudando-se o onjuntoompleto de oordenadas que de�nem pontos orbitais individuais.
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Figura 1.2: Para período 4 existem três ilos, todos eles auto-simétrios frente a re�exões omrelação à diagonal indiada. O primeiro número no anto superior esquerdo se refere ao períodoenquanto o segundo informa o número deimal equivalente ao rótulo binário mostrado no antoinferior direito. Os ilos 4,1 e 4,7 não possuem pontos na diagonal enquanto o ilo 4,3 possuidois pontos na diagonal.1.2.2 Órbitas exatas de período 4Para valores arbitrários do parâmetro a, todas as órbitas de período 4 são obtidas dos po-lin�mios
P4(x) = x4 − σ x3 +

(

σ2 + 2σ − 4 a
)

x2/2 −
(

σ2 + 6σ − 10 a
)

σ x/6 + σ4/24
+σ3/2 − 2aσ2/3 + a2 − aσ, (1.16a)

S4(σ) = σ
(

σ2 − 4 a
)

. (1.16b)Cada raiz σi, i = 1, 2, 3 de S4(σ) = 0 substituída em P4(x) produz a órbita orrespondente, aoresolvermos a equação P4(x) = 0.Para a = 6, os três ilos de período 4 são mostrados na Fig. 1.2. Seus valores de σ são
σ4,1 = −2

√
6 ≈ −4.89, (1.17a)

σ4,3 = 0, (1.17b)
σ4,7 = +2

√
6 ≈ +4.89, (1.17)inluidas na Tabela 1.1, para omparação. As três órbitas de período 4 são de�nidas pelas raízesdos seguintes polin�mios:

P4,1(x) =
(

x2 − 6 − 2
√

6
)(

x +
√

6
)2

, (1.18a)
P4,3(x) = x4 − 12x2 + 36 =

(

x2 − 6
)2

, (1.18b)
P4,7(x) =

(

x2 − 6 + 2
√

6
)(

x −
√

6
)2

. (1.18)Estes polin�mios de�nem três números básios que formam as órbitas de período 4. Tomandoos ramos positivos, um destes números é de�nido pela quantidade quadrátia que emerge omoraiz da Eq. (1.18b), a saber, θ =
√

6 ≈ 2.4494. As outras duas grandezas algébrias, raízes dosfatores quadrátios nas Eqs. (1.18a) e (1.18), são números quártios:
α =

√

6 + 2
√

6 ≈ 3.301, β =

√

6 − 2
√

6 ≈ 1.049. (1.19)



Capítulo 1: Solução do Enigma do �Centro de Massa� Orbital 11Usando estas quantidades, podemos ompatar as equações orbitais orrespondentes:
P4,1(x) =

(

x2 − α2
)(

x +
√

6
)2

, (1.20a)
P4,3(x) =

(

x2 − 6
)2

, (1.20b)
P4,7(x) =

(

x2 − β2
)(

x −
√

6
)2

. (1.20)Estas equações manifestam mais laramente os orpos de deomposição. Novamente, as expres-sões algébrias exatas de α e β nos permitem reonheer imediatamente a natureza onjugadadas órbitas em questão.Cada um dos polin�mios nas Eqs. (1.20a)-(1.20) representa um �estado puro� no sentido quesuas raízes de�nem órbitas individuais. Entretanto simpli�ações úteis apareem omo �amalga-mamentos� de polin�mios, obtidos ao multipliarmos entre si todas órbitas ontendo grandezasalgébrias do mesmo grau e, subsequentemente, fatorá-las novamente. Tal operação gera umrearranjo e simpli�ação dos fatores polinomiais que entrelaçam mais que uma órbita, mas fato-rando sobre orpos numérios mais simples. Por exemplo, o amalgamamento mais simples dasórbitas de período 4 é dado pelos dois fatores que entrelaçam pontos das duas órbitas indiadas:
P4,1(x)P4,7(x) =

(

x4 − 12x2 + 12
) (

x2 − 6
)2

. (1.21)Analogamente, o amalgamamento para as órbitas de período 3 é
P3,1(x)P3,3(x) = (x2 − 2x − 4)(x2 − 5)2. (1.22)Comparando Eqs. (1.21) e (1.20b) vemos que, notávelmente, P4,3(x) já está ontido automatia-mente no amalgamamento de P4,1(x) e P4,7(x). Este fato mostra que todas as três órbitas estãointimamente interonetadas, manifestando �marosópiamente� sua onjugação impliada pelaEq. (1.16b).A Eq. (1.21) pode também ser obtida diretamente, através da eliminação de σ entreEq. (1.16a) e a quadrátia σ2 − 24 na Eq. (1.16b). Em outras palavras, não é neessário de-terminar os pontos orbitais expliitamente para se obter os amalgamamentos.Uma vez que as Eqs. (1.18a)-(1.18) ontém raízes múltiplas, é natural indagar se elas de fatoproduzem órbitas de período 4. Esta aparente ontradição é failmente eslareida lembrando-seque omo o mapa de Hénon é bidimensional, as trajetórias são de fato de�nidos por pares deoordenadas orbitais. O ordenamento 2D orrespondente a σ = σ4,3 = 0 é

O4,3 ≡
(

−θ θ θ −θ
−θ −θ θ θ

)

, (1.23)para σ = σ4,1 = −2
√

6 é
O4,1 ≡

(

−θ α −θ −α
−α −θ α −θ

)

, (1.24)enquanto que para σ = σ4,7 = +2
√

6 é
O4,7 ≡

(

θ β θ −β
−β θ β θ

)

. (1.25)Esta notação manifesta a onjugação do trio, partiularmente entre Eqs. (1.24) e (1.25), naonjugação das irraionalidades envolvidas. Como indiado pelas multipliidades dos fatores nasEqs. (1.21) e (1.22), lidamos aqui om uma situação bem mais ompliada, envolvendo órbitasom mais pontos diagonais, do que aquela por nós investigada anteriormente [6℄.
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Figura 1.3: Todas os seis ilos de período 5, ontendo sempre um ponto na diagonal. Eles sãoauto-simétios frente a re�exão em relação a diagonal mostrada. Os pares 5,1 & 5,3 e 5,5 & 5,7tem uma simetria adiional frente a um estiamento e uma re�exão em relação a outra diagonal.1.2.3 Órbitas exatas de período 5O par de polin�mios que dá a máxima informação sobre todas as órbitas de período 5 paravalores arbitrários dos parâmetros a e b é dado expliitamente na Ref. [4℄, em onexão om umadetalhada disussão do protótipo amarão de estabilidade [14, 29, 30℄. Aqui, omo nos demaisasos anteriores, estudaremos somente o limite Hamiltoniano b = −1, limite este onde todasas órbitas de período 5 para valores arbitrários de a podem ser extraídas do par seguinte depolin�mios
P5(x) = x5 − σ x4 +

(

σ2/2 + σ − 5a/2
)

x3 −
(

σ3/6 + σ2 − 13aσ/6 + U/(6V )
)

x2

+
[

σ4/24 + σ3/2 −
(

11a/12 − 1/4
)

σ2 + (1/2 + U/(6V ) − 3a/2)σ − U/(8V )
+15a2/8 − 5 a/4

]

x − σ4/6 +
(

47 a/60 + 7U/(120V ) + 2/5 − 149 a2/120
)

σ
+

(

a/4 − 11/60
)

σ3 − σ5/120 − U/(30V ) − a +
(

7 a/6 − U/(12V ) − 3/10
)

σ2

+13Ua/(60V ), (1.26a)
S5(σ) = σ6 − 2σ5 − (11 a + 12) σ4 + 12 (2 + 3 a) σ3 +

(

20 a + 36 + 19 a2
)

σ2

−2 (a + 6) (17 a + 2) σ − 9 a3 + 88 a2 + 28 a + 56, (1.26b)onde V = −3σ2 + 6σ − 7 + 3 a, e
U = 3σ4 + 4σ3 − 6 (3 a − 5) σ2 − 4 (19 a + 9)σ + 15 a (6 + a) , (1.27)



Capítulo 1: Solução do Enigma do �Centro de Massa� Orbital 13Tabela 1.2: Os seis membros da família de órbitas onjugadas de período 5, governadas todaspelos valores sêxtios σ, raízes de Eq. (1.28). Em negrito mostramos os pontos que apareemsobre a diagonal na Fig. 1.2.3. Tais pontos são raízes de Z(x), de�nido na Eq. (1.32).
O5,1 O5,3 O5,5 O5,7 O5,11 O5,15

x1 −3.454 2.478 −2.318 −2.364 2.191 1.468
x2 −2.478 −2.621 2.942 2.773 −0.9916 2.376
x3 3.310 −3.353 −0.3392 0.6733 2.825 −1.116
x4 −2.478 −2.621 2.942 2.773 −0.9916 2.376
x5 −3.454 2.478 −2.318 −2.364 2.191 1.468

σ −8.556 −3.639 0.9082 1.490 5.224 6.572Para a = 6, existem seis ilos reais, mostrados na Fig. 1.2.3. Para este parâmetro aEq. (1.26b) reduz-se para
S5(σ) = σ6 − 2σ5 − 78σ4 + 240σ3 + 840σ2 − 2496σ + 1448, (1.28)polin�mio que não fatora-se sobre os raionais. Seu disriminante é dado por δ =

(218)(132)(172)(31)(241)(3893). Portanto, para o período 5 todas as somas de órbitas periódiassão dadas em termos de números algébrios sêxtios, um orpo numério de grau omparativa-mente alto, e somente se deompõe sobre o orpo algébrio irraional Q(χ), onde χ é qualqueruma das raízes de Eq. (1.26a), o mesmo χ indiado na Tabela 1.1.Uma vez que as oordenadas das órbitas de período 5 envolvem sempre 5 números e o graude S5(σ) é 6, seria de esperar que tais órbitas fossem de�nidas por números algébrios de grau
5 × 6 = 30. Entretanto, omo demonstramos, todas 30 oordenadas das seis órbitas, listadas naTabela 1.2, são nada mais do que simples números sêxtios amalgamados em três fatores a saber

A5(x) = X(x) Y 2(x) Z2(x), (1.29)onde
X(x) = x6 − 2x5 − 14x4 + 24x3 + 32x2 − 16x − 8, (1.30)
Y (x) = x6 − 2x5 − 16x4 + 26x3 + 81x2 − 84x − 125, (1.31)
Z(x) = x6 + 2x5 − 16x4 − 22x3 + 85x2 + 60x − 151. (1.32)O grupo de Galois destes três polin�mios e da Eq. (1.28) é o grupo simétrio de ordem 6, S6. Deaordo om a teoria de Galois, isto signi�a que não há maneira de obter as raízes dos polin�miosatravés um número finito de radiais, isto é, tais polin�mios não podem ser soluionados pormeio de radiais. À parte de um fator 212 para X(x), os disriminantes do trio de sêxtiasaima oinidem, sendo dados por ∆ = (26)(31)(241)(389). Obviamente, ada membro do trioirredutível gera preisamente o mesmo orpo numério.Um fato urioso é que os pontos diagonais para todas as seis órbitas de período 5 listadas naTabela 1.2 são raízes de um mesmo fator sêxtio: Z(x), de�nido na Eq. (1.32). E que os pontosfora da diagonal apresentam uma segregação similar. Este amalgamamento simétrio de pontosorbitais re�ete o seu perfeito entrelaçamento e a sua natureza onjugada.Para o período 5, o ordenamento 2D pode ser esrito de maneira bem ompata, a saber,

(

z y x y z
z z y x y

)

, (1.33)



Capítulo 1: Solução do Enigma do �Centro de Massa� Orbital 14onde z denota uma raiz de Z(x), y uma raiz de Y (x), e x uma raiz de X(x).A fatoração em tripletes de polin�mios, omo a da Eq. (1.29), permanee válida para esolhasarbitrárias de a, onforme mostram as Eqs. (2.32)-(2.34) mais adiante. Interdependênias não-lineares desta espéie já foram vistas anteriormente [31℄.1.2.4 Órbitas exatas de período 6O par de polin�mios que de�ne todas as órbitas possíveis de período 6, para valores arbitráriosde parâmetros a e b, já foi publiado na literatura por nós [7℄ e não será repetido aqui pela suaextenção. Para S6(σ) tem-se uma equação de grau nove que de�ne as somas orbitais. Paravalores arbitrários de a, e b = −1 ela fatora-se surpreendentemente, em ontraste om os asosanteriores, sobre os números raionais em três fatores, a saber:
S6(σ) = C2

6 (σ) D6(σ) N6(σ), (1.34)onde
C6(σ) = σ − 2, (1.35a)
D6(σ) = σ2 + 4σ − 4a, (1.35b)
N6(σ) = σ5 + 2σ4 − 4(5a + 4)σ3 + 8σ2a + 4(16a2 + 12a + 9)σ

+128a2 − 96a + 72. (1.35)
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Figura 1.4: O par de órbitas quirais de período 6: Frente à re�exão em relação à diagonal o ilo
6, 13 é mapeado em seu par 6, 11, e vie-versa. Para esses pares, σ é de�nido por um númeroalgébrio de grau 1, isto é, por um número inteiro, σ = 2, raiz da Eq. (1.35a).Fator C6(σ): as duas órbitas orrespondentes a σ = 2 expliam os dois inteiros restantes naTabela 1.1. A soma dos pontos orbitais destas duas órbitas é sempre 2, independente de a.Estas órbitas são rotuladas 6,11 e 6,13. Sua simetria quiral é ilustrada na Fig. 1.4, seus pontossão de�nidos por um polin�mio que se fatora sobre Q(

√
3):

O(x) = x6 − 2x5 − 14x4 + 22x3 + 62x2 − 60x − 83,
=

(

x3 − (1 +
√

3)x2 − 6x + 5 + 6
√

3
)

×
(

x3 − (1 −
√

3)x2 − 6x + 5 − 6
√

3
)

, (1.36)A irraionalidade básia que de�ne esses pontos orbitais, soluç�es de (1.36) é
ϕ =

3

√

61 + 96
√

3 − 3
√
−1599. (1.37)



Capítulo 1: Solução do Enigma do �Centro de Massa� Orbital 15Tabela 1.3: Comparação entre as órbitas de período 6 que tem σ não maior que números qua-drátios. Em negrito são mostradas as raízes oriundas dos fatores mais simples em ada aso.
O6,11 & O6,13 O6,15 O6,3 O6,31 O6,7

x1 −2.40946 2.64575 −2.64575 1.8268 0.6001
x2 2.51163 −2.39848 −3.48257 1.3313 2.8198
x3 2.10116 −2.39848 −3.48257 2.4007 −2.5519
x4 −0.926546 2.64575 −2.64575 −1.0947 −3.3322
x5 3.04034 1.39848 2.48257 2.4007 −2.5519
x6 −2.31713 1.39848 2.48257 1.3313 2.8198

σ 2 −2 + 2
√

7 −2 − 2
√

7 3 + 3
√

3 3 − 3
√

3
σ 2 3.29150 −7.29150 8.19615 −2.19615Todas as raízes da Eq. (1.36) são dadas na Tabela 1.3 e podem ser usadas para onstruir os ilos

6, 11 e 6, 13 depois de se ajustar a fase das ondições iniiais.Fator D6(σ): Para a = 6 as raízes de D6(σ) são
σ6,15 = −2 + 2

√
7 ≈ 3.2915, (1.38a)

σ6,3 = −2 − 2
√

7 ≈ −7.2915, (1.38b)sendo as órbitas orrespondentes dadas por:
O6,15(x) =

(

x2 + x − 6 +
√

7
)2(

x −
√

7
)2

, (1.39)
O6,3(x) =

(

x2 + x − 6 −
√

7
)2(

x +
√

7
)2

. (1.40)Chamando θ =
√

7, θ ≡ −θ, e
2u = −1 +

√

25 − 4
√

7, 2u = −1 −
√

25 − 4
√

7,

2 v = −1 +

√

25 + 4
√

7, 2 v = −1 −
√

25 + 4
√

7,o ordenamento 2D para σ6,15 é
O6,15 ≡

(

θ u u θ u u
u θ u u θ u

)

. (1.41)enquanto o ordenamento 2D onjugado, para σ6,3, é
O6,3 ≡

(

θ v v θ v v

v θ v v θ v

)

. (1.42)Este par de órbitas é mostrado na Fig. 1.5.Fator N6(σ): Para a = 6, o polin�mio quíntio fatora-se assim:
N6(σ) =

(

σ2 − 6σ − 18
)(

σ3 + 8σ2 − 70σ − 228
)

. (1.43)Do fator quadrátio temos
σ6,31 = 3 + 3

√
3 ≈ 8.1961, e σ6,7 = 3 − 3

√
3 ≈ −2.1961. (1.44)
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Figura 1.5: O par de órbitas de período 6 de�nidas pelas raízes de D6(σ) = 0, onforme aEq. (1.35b). Frente a re�exão em relação a diagonal ada ilo é mapeado nele mesmo, possuindoainda dois pontos sobre a diagonal.A equação orbital orrespondente a σ6,31 é
O6,31 =

(

x2 + x − x
√

3 − 2
)(

x2 − 2x − x
√

3 − 2 + 3
√

3
)2 (1.45)onduzindo aos pontos orbitais seguintes:

2 θ = −1 +
√

3 +

√

12 − 2
√

3, θ = 1.826, (1.46a)
2 θ = −1 +

√
3 −

√

12 − 2
√

3, θ = −1.094, (1.46b)
2u = 2 +

√
3 +

√

15 − 8
√

3, u = 2.400, (1.46)
2u = 2 +

√
3 −

√

15 − 8
√

3, u = 1.331. (1.46d)e o ordenamento 2D
O6,31 ≡

(

θ u u θ u u

u θ u u θ u

)

. (1.47)Comparando as representações analítias e numérias de θ, θ, u, u nas Eqs. (1.46a)-(1.46d)reonheemos failmente que enquanto as �projeções� numérias não dão a menor indiaçãoda presença de simetrias, os números algébrios manifestam inequivoamente a onjugação dospontos orbitais.Similarmente, a órbita onjugada a O6,31 é
O6,7 =

(

x2 + x + x
√

3 − 2
)(

x2 − 2x + x
√

3 − 2 − 3
√

3
)2

, (1.48)om pontos orbitais
2 v = −1 −

√
3 +

√

12 + 2
√

3, v = 0.600, (1.49a)
2 v = −1 −

√
3 −

√

12 + 2
√

3, v = −3.332, (1.49b)
2w = 2 −

√
3 +

√

15 + 8
√

3, w = 2.819, (1.49)
2w = 2 −

√
3 −

√

15 + 8
√

3, w = −2.551. (1.49d)e ordenamento 2D
O6,7 ≡

(

v w w v w w
w v w w v w

)

. (1.50)
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Figura 1.6: Os ino ilos de período 6 de�nidos por N6(σ) na Eq. (1.35b). Frente a umare�exão om relação à diagonal. ada ilo é mapeado em si próprio não tendo nenhum pontona diagonal. Os três ilos no topo, vem do fator úbio em Eq. (1.43), enquanto os outros doisvem do fator quadrátio.O par de órbitas onjugadas O6,31 e O6,7 é mostrado na Fig. 1.6.As raízes da úbia na Eq. (1.43) podem ser determinadas analitiamente sem problemas.Aqui, ontentar-nos-emos em menionar seus valores numérios aproximados, a saber,
σ6,1 ≃ −12.2048, σ6,5 ≃ −2.7039, σ6,23 ≃ 6.9087. (1.51)As órbitas orrespondentes são também mostradas na Fig. 1.6. Uma vez mais, a omparação dasrepresentações algébrias nas Eqs. (1.46a)-(1.46d) e Eqs. (1.49a)-(1.49d) mostra que todas estasórbitas são obviamente onjugadas.Os amalgamamentos resultantes dos fatores quadrátios produzem os polin�mios

O6,13 O6,15 = (x4 + 2x3 − 11x2 − 12x + 29)2 (x2 − 7)2, (1.52a)
O6,7 O6,31 = (x4 − 4x3 − 3x2 + 26x − 23)2 (x4 + 2x3 − 6x2 − 4x + 4)2, (1.52b)enquanto que os amalgamamentos dos fatores úbios na Eq. (1.43) produzem os polin�mios

O6,1(x) O6,5(x) O6,23(x) = h1(x)h2
2(x), (1.53)onde

h1(x) = x6 − 22x4 + 8x3 + 124x2 − 88x − 32, (1.54a)
h2(x) = x6 + 4x5 − 12x4 − 58x3 + 12x2 + 202x + 139. (1.54b)Os disriminantes deste par de sêxtias são quadrados: (218)(34)(659)2 e (26)(34)(659)2, respe-tivamente. Os pontos orbitais da Eq. (1.53) são dados na Tabela 1.4.



Capítulo 1: Solução do Enigma do �Centro de Massa� Orbital 18Estes amalgamamentos peuliares são diferentes dos que temos para as órbitas instáveisdo aso puramente aótio, envolvendo �heranças� [31℄ para a = 2, o parâmetro sabidamenteútil para emular portas lógias, para odi�ar números, e para realizar operações aritmétiasespeí�as tais omo adição e multipliação [33℄.Os polin�mios h1(x) e h2(x) deompõe-se em úbias no orpo sêxtio Q(ξ), de�nido por
ξ = (46 + 102 s)1/3 onde s ≡

√
−1977.À parte de uma onstante multipliativa trivial, a deomposição de h1(x) = ha hb é

ha = 112614x4 + αx3 − 1126140x2 − βx + γ (1.55a)
hb = 112614x2 − αx − δ, (1.55b)onde

α = (741 − 11 s)ξ2 + (8220 − 274 s)ξ, (1.56a)
β = (8892 − 132 s)ξ2 + (98640 − 3288 s)ξ − 450456, (1.56b)
γ = (4400 + 36 s)ξ2 − (25756 + 1644 s)ξ − 1651672, (1.56)
δ = (718 + 40 s)ξ2 − (29318 + 274 s)ξ + 300304. (1.56d)Similarmente ao que aontee no asus irreduibilis de equações úbias, aqui as raízes reaissão expressas por radiais de números omplexos, não por radiais reais. Em outras palavras, asraízes estão ontidas em uma extensão radial de orpo base real, ontudo não em uma extensãoreal do orpo base. Obviamente, todas as quantidades derivadas de ξ são reais, omo pode serfailmente veri�ado. As raízes de hb, Eq. (1.55b), são 2.7907 e 1.0863. A deomposição de h2(x)é análoga.Tabela 1.4: Comparação das três órbitas de período 6 provenientes de valores úbios em N6(σ),Eq. (1.43). Os pontos periódios são raízes de Eqs. (1.54a) e (1.54b). As raízes om multipliidade

1, Eq. (1.54a), são mostradas em negrito.
O6,1 O6,5 O6,23

x1 −3.598852 −3.323142 1.086351
x2 −3.475871 −2.521638 2.409920
x3 −2.482826 2.964483 −0.894067
x4 3.311442 −0.266521 2.790723
x5 −2.482826 2.964483 −0.894067
x6 −3.475871 −2.521638 2.409920

σ −12.204805 −2.703974 6.908780

1.3 A solução do enigmaA razão pela qual a soma dos pontos orbitais (σ) muitas vezes assume valores raionais (ha-mado de enigma do entro de massa orbital) para os parâmetros (a, b) = (6,−1) vem do fato quepara b = −1, a equação Sk, que fornee os valores de σ, já se deompõe (fatora) sobre o orpodos números inteiros mesmo para valores genérios do parâmetro a, deomposições estas quepermitem ainda relaionar órbitas que possuem omo somas orbitais, números algébrios irraio-nais, tornando possível veri�ar interonexões, entre órbitas, que não são failmente pereptíveisabordando o problema de maneira tradiional, ou seja numériamente.



Capítulo 2Quiralidade e Classes de Conjugação noLimite HamiltonianoNeste apítulo abordamos o problema de lassi�ação das órbitas no limite Hamiltonianodo mapa de Hénon, onsiderando neste estudo o aso para parâmetro a geral. Mostramosque além das órbitas simétrias, bem estudadas, as órbitas assimétrias apareem em paresquirais. Este fato revela a existênia de três lasses distintas de órbitas e revela também quea soma dos pontos das órbitas periódias pode ser usada para distinguir uma lasse de outra.Apresentamos também resultados exatos novos que mostram omo as órbitas de um mesmoperíodo e de uma mesma lasse estão relaionadas entre si em subfamílias algébrias bemde�nidas. Alguns dos resultados prinipais deste apítulo foram publiados na Ref. [74℄.2.1 SimetriasComo vimos no apítulo anterior, quando do tratamento algébrio do problema do entrode massa orbital, as órbitas apresentam uma simetria frente à re�exão om relação à diagonal.Algumas destas órbitas possuem pontos sobre a diagonal e outras não. Apresentaremos aquiuma breve disussão destas simetrias.É bem sabido que para parâmetros (a, b) arbitrários, o mapa de Hénon
H

(

xt+1

yt+1

)

=

(

a − x2
t + byt

xt

)

, (2.1)é inversível para b 6= 0 sendo sua inversa dada por
H−1

(

xt

yt

)

=

(

yt+1

−1
b (a − y2

t+1 − xt+1)

)

. (2.2)O mapa de Hénon pode também ser esrito omo uma omposição de duas transformações
R e S

H = R ◦ S, (2.3)onde
R

(

x
y

)

=

(

a − y2 + bx
y

)

, S

(

x
y

)

=

(

y
x

)

. (2.4)Além disto, temos S ◦ S = I e R ◦ R = I, onde I é a transformação identidade e, por isto, S e
R são hamadas de involuções.



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 20Para b = −1 (aso Hamiltoniano) as transformações aima simpli�am-se bastante, sendo omapa direto dado por
H

(

xt+1

yt+1

)

=

(

a − x2
t − yt

xt

)

, (2.5)e o mapa inverso por
H−1

(

xt

yt

)

=

(

yt+1

a − y2
t+1 − xt+1

)

. (2.6)Neste limite o mapa de Hénon é reversível [20℄, isto é, o mapa direto é onjugado ao seu mapainverso:
H ◦ S = S ◦ H−1. (2.7)Se �zermos a transformação

yt ≡ Xt+1, yt+1 ≡ Xt, (2.8)
xt ≡ Yt+1, xt+1 ≡ Yt, (2.9)teremos para o mapa inverso (2.6):

(

Yt+1

Xt+1

)

=

(

Xt

a − X2
t − Yt

)

. (2.10)Comparando agora (2.10) om (2.5) perebemos ter o mesmo mapa se interambiarmos aprimeira om a segunda linha.A transformação que �zemos é uma reversão temporal que implia numa simetria espaialem relação à diagonal y = x.As transformações S e R são hamadas de reversores, e de maneira mais geral é sabido [56℄que qualquer imagem de um reversor também é um reversor, de maneira que temos então todauma família de reversores dada por {HjR,HjS, j ∈ Z}. Desta maneira podemos de�nir:
T = H−1 ◦ S =

(

a − x2 − y
x

)

. (2.11)As órbitas simétrias apresentadas nas seções anteriores são invariantes frente ao reversor S,isto é SO = O, onde O é o onjunto de pontos de uma órbita. Dentre as órbitas simétriasalgumas possuem pontos sobre a diagonal y = x de simetria. Outras urvas relaionadas om asimetria podem ser obtidas usando o mapa direto e o inverso.Se impusermos agora a simetria y = x no mapa direto e inverso teremos que
(

xt+1

yt+1

)

=

(

a − x2
t − yt

xt

)

=

(

yt

xt

) (2.12)se e somente se valer a relação
2yt = a − x2

t . (2.13)De modo análogo, para o mapa inverso temos que
(

xt

yt

)

=

(

yt+1

a − y2
t+1 − xt+1

)

=

(

yt+1

xt+1

) (2.14)se e somente se
2xt+1 = a − y2

t+1. (2.15)



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 21Em resumo, temos então o seguinte onjunto de linhas de simetria:
S = {(x, y) : y = x} (2.16)
R = {(x, y) : 2x = −y2 + a} (2.17)
T = {(x, y) : 2y = −x2 + a} (2.18)Estas simetrias são onheidas na literatura, por exemplo, veja a Eq. (3.11), pg. 529, do artigode Dullin et al. [56℄.Nas próximas seções veremos omo as órbitas simétrias e não-simétrias separam-se algébri-amente.2.2 Classes de onjugaçãoDurante a abordagem do problema do entro de massa feita na seção 1.1 vimos a existêniade uma simetria em relação à diagonal nas órbitas, a natureza desta simetria é mostrada na seçãoanterior. Vimos que para as órbitas de períodos k ≤ 5 oorria uma fatoração dos polin�mios

Sk(σ) em no máximo dois fatores: um relaionado om órbitas simétrias ontendo pontos nadiagonal, e outro om órbitas simétrias sem pontos na diagonal. Esta fatoração é válida paravalores arbitrários do parâmetro a, omo mostrado na Tabela (2.1).Tabela 2.1: Os fatores que ompõem Sk(σ) e de�nem as duas lasses de órbitas auto-simétrias, asúnias lasses que existem para os períodos k ≤ 5. Os fatores são válidos para valores arbitráriosde a.
k Sk(σ)

1 D1(σ) = σ2 + 2σ − a

2 N2(σ) = σ − 2

3 D3(σ) = σ2 − 2σ + 2 − a

4 D4(σ) = σ , N4(σ) = σ2 − 4 a

5 D5(σ) = σ6 − 2σ5 − (11 a + 12) σ4 +12 (2 + 3 a) σ3 +
(

20 a + 36 + 19 a2
)

σ2

−2 (a + 6) (17 a + 2) σ −9 a3 + 88 a2 + 56 + 28 aEntretanto para o período k = 6, temos que S6(σ) se fatora, para valor de parâmetro aarbitrário, em três fatores a saber
S6(σ) = C2

6 (σ)D6(σ)N6(σ), (2.19)onde
C6(σ) = σ − 2, (2.20a)
D6(σ) = σ2 + 4σ − 4 a, (2.20b)
N6(σ) = σ5 + 2σ4 − 4 (5 a + 4) σ3 + 8σ2a + 4

(

16 a2 + 12 a + 9
)

σ
+128 a2 − 96 a + 72. (2.20)Na Tabela 2.2 mostramos alguns resultados adiionais para a deomposição de Sk. O resul-tado notável é a regularidade das deomposições bem omo a reorrênia do fator Ck, que surgepela primeira vez no período 6, para períodos superiores. As equações explíitas para ada fatorda tabela 2.2 são dadas no apêndie B, por serem muito extensas.



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 22Tabela 2.2: Deomposições de Sk para k ≤ 11, válidas para valores de arbitrários de a.
k Sk

7 C2
7 (σ)D7(σ)

8 C2
8 (σ)D8(σ)N8(σ)

9 C2
9 (σ)D9

10 C2
10(σ)D10(σ)N10(σ)

11 C2
11(σ)D11(σ)A notação Nk, Dk e Ck para os fatores de Sk de um período k, está relaionada om a simetriae a disposição dos pontos, om respeito à diagonal, de ada onjunto de órbitas obtidas pelassoluções de ada fator, em onjunto om a equação orbital Pk(x, σ) = 0. Desta maneira temostrês lasses de ilos, a saber,

D: Cilos diagonais: ilos auto-onjugados om pontos na diagonal.
N : Cilos não diagonais: ilos auto-onjugados sem pontos na diagonal.
C: Pares quirais: pares de ilos onjugados que são mapeados um no outro por meio de umare�exão em relação à diagonal.As soluções de Dk = 0, Nk = 0 e Ck = 0 dão origem a órbitas de lasse D, N e C,respetivamente. Sendo que a deomposição

Sk(σ) = C2
k(σ)Dk(σ)Nk(σ), (2.21)até onde vimos, é geral para o mapa de Hénon quando b = −1.Mostramos na 2.1 órbitas de lasse N e D para período par, usamos omo exemplo o período

4, mostrando que elas possuem dois pontos sobre ada parábola de simetria no aso das órbitasde lasse N ou dois pontos sobre a diagonal no aso da lasse D.
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Figura 2.1: As duas lasses de órbitas auto-simétrias frente à re�exão om respeito à diagonal
y = x, aqui para órbitas de período 4 e para a = 6 (ferradura de Smalle ompleta). Órbitas 4,1 e4,7 são de lasse N : sem pontos na diagonal, e om dois pontos sobre ada parábola de simetria.A órbita 4,3 é de lasse D: possui dois pontos sobre a diagonal.Para ilustrar a disposição dos pontos em relação às parábolas, para períodos ímpares, usamosas órbitas de período 5 omo mostrado na �gura 2.2, neste aso vemos que existem apenas umponto sobre a diagonal e um ponto sobre ada parábola.
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Figura 2.2: Órbitas auto simétrias para o período 5 frente à re�exão em relação à diagonal
y = x, para a = 6. Aqui todas as órbitas são de lasse D.As órbitas lasse C, por sua vez, não possuem nem um ponto orbital na linha y = x nem nasparábolas, ontudo uma re�exão em relação a esta linha mapeia uma órbita em outra, omo émostrado na �gura 2.3 para as órbitas de período 6 nesta lasse.A tabela 2.2 mostra o resultado �nal da lassi�ação das órbitas.Tabela 2.3: Resumo da lassi�ação das órbitas.ÓrbitasSimétrias AssimétriasClasse D Classe N Classe C

∀ período k tal que k 6= 2 períodos k pares períodos k ≥ 6Embora a diferença entre ada lasse seja bem determinada, podemos ter enários ondeórbitas de uma lasse podem estar relaionadas om órbitas de outra lasse. Podemos ver estefato, por exemplo, através das órbitas de período 6. Para qualquer valor de a as órbitas de lasse
C são dadas pelas soluções de

P6(x) = x6 − 2x5 − (3 a − 4) x4 + 2 (2 a − 1) x3
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Figura 2.3: O par quiral de período 6 para a = 6. Estas órbitas não são auto-simétrias frente àre�exão em relação à diagonal.
+

(

3 a2 − 8 a + 2
)

x2 − 2 a (a − 1) x − a3 + 4 a2 − 2 a + 1
= [x3 − (1 + r )x2 − ax + a(1 + r ) − 1][x3 − (1 − r )x2 − ax + a(1 − r ) − 1](2.22)onde r =

√
a − 3. Se alularmos o disriminante deste polin�mio om respeito a x obteremos

∆ = 64
(

16 a2 − 8 a + 5
)2

(a − 3)3 . (2.23)A ondição ∆ = 0 mara o ponto no espaço de parâmetros onde as órbitas em questão passamdo omplexo para o real no espaço de fase. Este ponto é a = 3, a únia raíz real de ∆ = 0. Nesteponto a Eq. 2.22 torna-se
P6(x) = (x − 2)2

(

x2 + x − 1
)2 (2.24)Já as duas órbitas de lasse D, são dadas , para a arbitrário, pelas soluções de:

P
(1)
6 (x) =

(

x −
√

a + 1
)2 (

x2 + x − a +
√

a + 1
)2

,

P
(2)
6 (x) =

(

x +
√

a + 1
)2 (

x2 + x − a −
√

a + 1
)2

, (2.25)que para a = 3 �am
P

(1)
6 (x) = (x − 2)2

(

x2 + x − 1
)2

,

P
(2)
6 (x) = (x + 2)2

(

x2 + x − 5
)2

. (2.26)Comparando om o que temos para a equação orbital para a lasse C neste valor partiular deparâmetro vemos que as órbitas de�nidas pelas soluções de P6(x) = 0 e P
(1)
6 (x) = 0 oinidem.De fato o que aontee em a = 3 é o nasimento de duas órbitas estáveis no momento dadesestabilização de uma órbita lasse D. É o que onheemos omo bifuração de forquilha.Na Fig. 2.4(a) mostramos as urvas de bifuração de período 6 na vizinhança do ponto (a, b) =

(6,−1), a urva em linha heia, nesta �gura, representa a urva de bifuração de dobra, assoiadaao autovalor λ = 1, enquanto a urva em linha traejada representa a bifuração assoiada omo autovalor λ = −1 (bifuração de dobramento de período 6 para 12). Esta �gura nos mostraque no ponto a = 3, rotulado de β, a urva de bifuração de dobra possui uma úspide.



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 25Na �gura 2.4(b) mostramos o aminho das três órbitas envolvidas na bifuração (soluçõesde P6(x) = 0 e P
(1)
6 (x) = 0), à medida que variamos o parâmetro a sobre a linha b = −1 desdeo ponto β, onde as três órbitas oinidem, até o ponto a = 6, onde os pontos de uma mesmaórbita tem o mesmo símbolo.
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Figura 2.4: Nasimento do par quiral de período 6. Em (a) é mostrado o espaço de parâmetrosna vizinhança do ponto de nasimento β. Os pontos α, β e γ são dados respetivamente por
a = 2.98377 . . . (número sêxtio), a = 3 e a = 3.00795 . . . (número úbio). Em (b) mostramoso �aminho� das soluções das órbitas envolvidas na bifuração. Os pontos orbitais para o par deórbitas quirais em a = 6, são indiados pelos símbolos � (para a órbita 6, 11) e △ (para a órbita
6, 13).A órbita de lasse D é estável no intervalo α ≤ a ≤ β, perdendo sua estabilidade no ponto βneste ponto as duas órbitas de lasse C nasem e ambas permaneem estáveis até o ponto γ ondesofrem uma bifuração de dobramento de período. Este ompartilhamento de estabilidade de umpar quiral sempre aontee, para qualquer outro período superior, pois uma das araterístiasdestes pares é o de terem um mesmo valor para σ, e uma vez que a equação que de�ne aestabilidade de um ilo (em b=-1) é dada pelas raízes (λ1, λ2) de λ2 + S(σ, a) + 1 = 0 teremosa mesma estabilidade, ou seja se um membro do par quiral é instável o outro também será.O enário de nasimento de órbitas quirais que mostramos não é o únio. Para período 8,por exemplo, alguns pares quirais nasem de bifurações de dobra. Neste aso há o nasimentode quatro órbitas quirais simultaneamente, sendo um par estável e o outro instável.Na Tabela (2.4) mostramos o número de órbitas em ada lasse, para períodos até k = 20.A partir da última oluna desta tabela vemos que, à medida que o período rese, as órbitas delasse C são ada vez mais freqüentes, passando a dominar a estatístia para períodos maioresque k = 9. Isto mostra a importânia das órbitas quirais em estudos omo os do aos quântio,onde a soma das in�nitas órbitas periódias desempenha um papel fundamental na obtenção daestatístia dos níveis de energia. Originalmente, determinamos expliitamente todas as órbitasem ada lasse para todos os períodos k ≤ 20, um trabalho omputaionalmente bastante extenso[74℄. Posteriormente o número de órbitas em ada lasse pode ser determinado de maneira geralanalitiamente [81℄, em termos da função de inversão de Möbius:

Dk =

{

Ak se k mod 2 = 1 ,

Ak/2 para os demais k ,
(2.27)



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 26Tabela 2.4: Partição do número total Mk de órbitas de período k no número de órbitas em adalasse. A última oluna mostra a porentagem das órbitas quirais.
k Mk Ck Dk Nk %
1 2 0 2 0 0
2 1 0 0 1 0
3 2 0 2 0 0
4 3 0 1 2 0
5 6 0 6 0 0
6 9 2 × 1 2 5 22.2
7 18 2 × 2 14 0 22.2
8 30 2 × 6 6 12 40.0
9 56 2 × 14 28 0 50.0
10 99 2 × 30 12 27 60.6
11 186 2 × 62 62 0 66.7
12 335 2 × 127 27 54 75.8
13 630 2 × 252 126 0 80.0
14 1161 2 × 500 56 119 84.9
15 2182 2 × 968 246 0 88.7
16 4080 2 × 1860 120 240 91.2
17 7710 2 × 3600 510 0 93.4
18 14532 2 × 6902 238 490 95.0
19 27594 2 × 13286 1022 0 96.3
20 52377 2 × 25446 495 990 97.2

Nk =

{

0 se k mod 2 = 1 ,

Qk/2 para os demais k ,
(2.28)onde

Ak =
∑

d|k
µ(k/d)2⌊

d+1

2
⌋, Qk =

∑

d|k
µ(k/d)2⌊

d+2

2
⌋, (2.29)om o símbolo ⌊α⌋ denotando a parte inteira de α, e a soma sendo feita sobre os divisores dde k. A quantidade de órbitas quirais pode então ser obtida subtraindo-se o número de órbitasauto-simétrias (usando as expressões 2.28 e 2.27) do número total de órbitas para ada período

k (dadas por Mk de�nido na Eq. (1.3)), ou seja, Ck = Mk − Dk − Nk.2.3 Amalgamamentos e ordenamentos algébrios geraisTal omo, na seção anterior, tratamos do aso da fatoração de Sk(σ) para parâmetro a geral,estando ada fator relaionado om uma lasse de órbitas (lasse D, N ou C), apresentamosnesta seção dois outros resultados genérios a respeito dos amalgamamentos e dos ordenamentosorbitais.Mostramos anteriormente que para a = 6 todas as seis órbitas de período 5 possuíam umordenamento 2D dado por:
OD

5 =

(

z y x y z
z z y x y

)

, (2.30)



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 27onde x, y, e z são raízes dos polin�mios X,Y,Z de�nidos no amalgamamento na Eq. (1.29). Estemesmo ordenamento ontinua válido para valores arbitrários do parâmetro a, sendo agora fatoresdo amalgamamento dados por
A5(x) =

6
∏

i=1

P5(a, b, x;σi) = X5(x) Y 2
5 (x) Z2

5 (x), (2.31)onde
X5 ≡ X5(x, a) = x6 − 2x5 − (3 a − 4) x4 + 4 ax3 +

(

3 a2 − 12 a − 4
)

x2

−2
(

a2 − 4 a − 4
)

x − a3 + 8 a2 − 12 a − 8, (2.32)
Y5 ≡ Y5(x, a) = x6 − 2x5 − (3 a − 2) x4 + 2 (2 a + 1) x3 +

(

3 a2 − 4 a − 3
)

x2

−2 a (a + 1) x − a3 + 2 a2 + 3 a + 1, (2.33)
Z5 ≡ Z5(x, a) = x6 + 2x5 − (3 a − 2) x4 − 2 (2 a − 1) x3 + (3 a − 1) (a − 1) x2

+2 a (a − 1) x − a3 + 2 a2 − a − 1. (2.34)Para a = 6 estes polin�mios oinidem om os das Eqs. (1.30)-(1.32), omo era de se esperar.Os disriminantes em relação a x dos polin�mios X5, Y5, Z5 estão relaionados entre si, demaneira que o disriminante de Y5 e Z5 é o mesmo, sendo dado por:
∆5,1 = 64(16a2 − 28a − 19)(16a5 − 108a4 + 105a3 + 27a2 − 97a − 47), (2.35)enquanto que para X5 temos, omo antes, ∆5,2 = 212∆5,1. As três soluções reais de ∆5,1 = 0são os pontos de bifuração de dobra onde as seis órbitas de período 6 nasem aos pares, doisdestes pontos (a = −0.522542 . . . , a = 2.27254 . . . ) raízes do fator quadrátio, e o tereiro ponto

(a = 5.5517014 . . . ) raiz do fator quíntio.Uma maneira fáil e rápida de fazermos a veri�ação do ordenamento (2.30) aima é enon-trando transformações algébrias T (x) que transformem um polin�mio do onjunto {X5, Y5, Z5}em outro existente nesse mesmo onjunto, isto é, por exemplo, uma transformação T (x) apliadaa ada uma das raízes de X5 = 0 nos resulta ada uma das raízes de Y5 = 0, tais transformaçõessão hamadas de transformações de Tshirnhaus.As transformações que levam Z5 em X5 e Y5 são dadas respetivamente pela primeira esegunda iterada do par (x, y) = (x, x) (ponto sobre a diagonal), enquanto que as transformaçõesque levam X5 em Y5 e Z5 são dadas respetivamente pela primeira e segunda iterada do par
(x, y) = (x, (a − x2)/2) (ponto sobre a parábola de simetria). Note que a primeira iterada de
(x, (a − x2)/2) resulta em ((a − x2)/2, x) (que é a segunda parábola de simetria). O resumoompleto das transformações de Tshirnhaus é dado na tabela 2.5.Assim omo mostrado na seção anterior para o período 5 para o período 6 também é possivelonsiderarmos os amalgamamentos para parâmetro a geral, sendo que para a lasse N temos:

AN
6 (x) =

5
∏

i=1

P6(a, x;σi) = X(x) Y (x)2 (2.36)
X6 = x10 + 2x9 + (−5 a + 2) x8 − 8 (a − 1) x7 + 2

(

5 a2 − 8 a + 6
)

x6 + 4
(

3 a2 − 10 a + 2
)

x5

−2 (a − 2)
(

5 a2 − 8 a + 2
)

x4 − 8 a (a − 1) (a − 6) x3

+
(

5 a4 − 32 a3 + 52 a2 − 64 a − 16
)

x2

+2
(

a4 − 12 a3 + 36 a2 − 16 a − 16
)

x − 32 + 24 a2 − 16 a − a5 + 10 a4 − 28 a3

Y6 = x10 − (5 a + 1) x8 + 4x7 +
(

10 a2 + 1
)

x6 − 4 (3 a + 1) x5 −
(

10 a3 − 6 a2 − a − 1
)

x4



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 28Tabela 2.5: Transformações T de Tshirnhaus que transformam o polin�mio p1 em p2.
p1 p2 T

Z5 Y5 T1 = a − x2 − x
X5 T2 = a − (a − x2 − x)2 − x
Y5 T3 = a − T 2

2 − T1

Z5 T4 = a − T 2
3 − T2

X5 Y5 t1 = a − x2 − ((a − x2)/2)
Z5 t2 = a − [a − x2 − ((a − x2)/2)]2 − x
Y5 t3 = a − t22 − t1
Y5 t4 = a − t23 − t2
X5 t5 = a − t24 − t3Tabela 2.6: Transformações T de Tshirnhaus que transformam o polin�mio p1 em p2, para oaso das equações que de�nem as órbitas na lasse N .

p1 p2 T

X6 Y6 t1 = a − x2 − ((a − x2)/2)
Y6 t2 = a − [a − x2 − ((a − x2)/2)]2 − x
X6 t3 = a − t22 − t1
Y6 t4 = a − t23 − t2
Y6 t5 = a − t24 − t3

+4
(

3 a2 + 2 a + 1
)

x3 +
(

5 a4 − 8 a3 − 5 a2 − 2 a − 1
)

x2 − 4
(

a2 + a + 1
)

ax
+a + 1 + 3 a3 + a2 − a5 + 3 a4. (2.37)As transformações de Tshirnhaus que relaionam estes polin�mios são dadas na tabela 2.6.A partir do onjunto de polin�mios que de�ne o amalgamamento AN

6 podemos então deter-minar o ordenamento algébrio geral, ON
6 , para qualquer valor de parâmetro a para órbitas lasse

N , sendo este dado por
ON

6 =

(

xi yi yj xj yj yi

yi xi yi yj xj yj

)

, (2.38)onde {xi, xj} e {yi, yj} representam raízes diferentes de X6 e Y6 respetivamente.Um mesmo ordenamento geral pode ser feito para as órbitas de lasse D, neste aso o amal-gamamento geral é dado por:
AD

6 (x) =

2
∏

i=1

P6(a, x;σi) = Z6(x)2 U6(x)2,

Z6 = x2 − a − 1,
U6 = x4 + 2x3 − (2 a − 1) x2 − 2xa + a2 − 1 − a.A tabela 2.7 mostra as transformações que onetam as raízes destes polin�mios.O ordenamento algébrio geral para esta lasse é então dado por:

OD
6 =

(

ui zi uj uj zj ui

ui ui zi uj uj zj

)

,



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 29Tabela 2.7: Transformações de Tshirnhaus (T (x)) que transformam o polin�mio p1 em p2, parao aso das equações que de�nem as órbitas de período 6 na lasse D
p1 p2 T

U6 Z2
6 T1 = a − x2 − x

U6 T2 = a − (a − x2 − x)2 − x
U6 T3 = a − T 2

2 − T1

Z2
6 T4 = a − T 2

3 − T2

U6 T5 = a − T 2
4 − T3onde a notação é análoga ao aso anterior.Um fato marante que podemos notar das tabelas de transformações para a lasse N e D parao aso do período 6, é que em ada aso somente é possivel onsiderar uma tranformação porlasse, isto é os polin�mios referentes aos amalgamamentos das órbitas de lasse N são obtidossomente pela iteração do ponto sobre a parábola (x, y) = (x, (a− x2)/2), já para os polin�miosreferentes aos almalgamamentos das órbitas de lasse D somente podemos gerar um polin�mioa partir de outro pela iteração do ponto sobre a diagonal (x, y) = (x, x).Veri�amos aqui um ontraste interessante entre as órbitas de lasse D de período ímpar e asórbitas de lasse D de período par. No primeiro aso existem duas maneiras diferentes de obteros polin�mios: pelas transformações oriundas das iterações de um ponto na diagonal, e pelastransformações oriundas de pontos sobre a parábola. Já no aso de órbitas lasse D de períodopar, a obtenção dos polin�mios não pode ser feita onsiderando as iterações do ponto sobre aparábola.Mostramos na tabela 2.8 os resultados para os amalgamamentos até o período 11 que obtive-mos, nesta tabela indiamos o grau algébrio dos polin�mios onstituintes de ada amalgamaçãoomo índie. Os polin�mios, por serem muito extensos, são dados no apêndie C.Tabela 2.8: Resumo dos amalgamamentos. Os subíndies em X,Y ,Z,U ,V e W indiam o grauem x do polin�mio.

k N D

1 - Z2

2 X2 -
3 - Y2Z

2
2

4 X4Y
2
2 Z2

2

5 - X6Y
2
6 Z2

6

6 X10Y
2
10 Z2

2U2
4

7 - X14Y
2
14Z

2
14U

2
14

8 X24Y
2
24Z

2
12 U2

12V
2
12

9 - X28Y
2
28Z

2
28U

2
28V

2
28

10 X54Y
2
54Z

2
54 U2

12V
2
24W

2
24

11 - X62Y
2
62Z

2
62U

2
62V

2
62W

2
62A tabela 2.9 mostra um resumo dos ordenamentos algébrios onseguidos via os amalgama-mentos gerais apresentados na tabela 2.8.O resumo dos ordenamentos orbitais algébrios, apresentados na tabela 2.9, ilustra a relaçãoestrutural que existe entre o ordenamento de órbitas de períodos diferentes pertenentes à uma



Capítulo 2: Quiralidade e Classes de Conjugação no Limite Hamiltoniano 30Tabela 2.9: Ordenamentos orbitais e lasses auto-simétrias para períodos 3 ≤ k ≤ 11. Índiesdiferentes de uma mesma variável denotam diferentes raízes de um mesmo polin�mio
k N D

1

(

x
x

)

2

(

x y
y x

)

3

(

z y z
z z y

)

4

(

xi yi xj yi

yi xi yi xj

) (

zi zj zj zi

zi zi zj zj

)

5

(

z y x y z
z z y x y

)

6

(

xi yi yj xj yj yi

yi xi yi yj xj yj

) (

ui zi uj uj zi ui

ui ui zi uj uj zi

)

7

(

z y u x u y z
z z y u x u y

)

8

(

xi yi zi yj xj yj zi yi

yi xi yi zi yj xj yj zi

) (

ui vi vj uj uj vj vi ui

ui ui vi vj uj uj vj vi

)

9

(

z y u v x v u y z
z z y u v x v u y

)

10

(

xi yi zi zj yj xj yj zj zi yi

yi xi yi zi zj yj xj yj zj zi

) (

vi wi ui wj vj vj wj ui wi vi

vi vi wi ui wj vj vj wj ui wi

)

11

(

z y u v w x w v u y z
z z y u v w x w v u y

)

mesma lasse, omo por exemplo as órbitas na lasse D para períodos ímpares, todos estesordenamentos tem araterístias similares ás enontradas para o período 5 a saber: (1) ospontos na diagonal são raízes de um unio polin�mio Z(x) e (2) os demais pontos da órbita sãoonstituídos de uma únia raiz por polin�mio, o que não aontee om os períodos pares onde asórbitas, de lasse D ou de lasse N são onstituídas de mais de uma raiz por polin�mio, o quepodemos ver na tabela 2.9 pela presença de índies diferentes.



Capítulo 3Mandelbrot sem Pontos CrítiosNeste apítulo, após rever oneitos básios assoiados ao famoso onjunto de Mandelbrot,mostramos que tal onjunto orresponde a uma situação limite de um aso bem mais geraldesoberto por nós. Tal aso geral é de muita importânia em físia e mostra que, porexemplo, os diagramas de fase, além das fases usuais obtidas lassi�ando-se as soluções noplano real, podem onter in�nitas fases adiionais totalmente novas, advindas de soluçõesestáveis no plano omplexo. Enquanto o ponto have da dinâmia no domínio omplexonos últimos 25 anos tem sido o estudo dos pontos rítios, mostramos que a situação maisgeral apresenta os fen�menos onheidos e muito mais, na ausênia total de pontos rítios.Alguns dos resultados prinipais deste apítulo foram publiados na Ref. [75℄.3.1 Dinâmia no plano omplexo: O onjunto de MandelbrotUm aspeto de grande impato gerado pelo estudo moderno da dinâmia não-linear foi aperepção da presença quase que universal de araterístias que estão direta ou indiretamenterelaionadas om o oneito de dimensão fratal que arateriza a estrutura de onjuntos depontos no espaço de fase dos sistemas físios. Por exemplo, o onjunto das ondições iniiais quedão origem a trajetórias que onvergem assintótiamente para um mesmo atrator onstituemum onjunto bem determinado, onheido pelo nome de baia de atração do atrator em questão.Como um fato que sedimentou-se na déada de 1980, foi a observação empíria que, om muitafreqüênia, as fronteiras de tais baias de atração podem ser objetos extremamente ompliados,araterizados por dimensões ujos valores são números não inteiros, que deram origem ao on-eito de dimensão fratal. Como é bem sabido, tal fato tem muito impato em todos fen�memosnaturais que envolvem modelos matemátios não-lineares na sua desrição teória. A literaturaproduzida nos últimos 25 anos sobre este assunto é extremamente volumosa em todos os amposda iênia [57℄.Grande parte do onheimento adquirido sobre fratalidade, dimensões, entropias, dinâmiasimbólia, et, provém, grosso modo, do estudo da dinâmia da versão para o plano omplexo domapa quadrátio ou, no dialeto matemátio, da família quadrátia seguinte
zt+1 = Qc(z) ≡ c − z2

t , (3.1)onde c = a + ib é o parâmetro omplexo e zt = xt + i ξt é a variável omplexa.Como é fáil veri�ar, a dinâmia disreta em uma variável omplexa é equivalente a umalasse restrita de mapas bidimensionais envolvendo duas variáveis reais e duas funções que pre-isam obedeer as ondições de Cauhy-Riemann. Mas estas ondições não são requeridas parasistemas dinâmios bidimensionais genérios usualmente usados omo modelos de fen�menos na-turais [58℄. No aso do mapa 3.1, o sistema bidimensional equivalente é dado por,
xt+1 = a − x2

t + ξ2
t ,
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Figura 3.1: O onjunto de Mandelbrot. Cores diferentes denotam regiões do espaço de parâmetrosonde órbitas de períodos diferentes são estáveis. Indiamos om números algumas das regiõesmaiores, orrespondentes a períodos mais baixos
ξt+1 = b − 2xtξt. (3.2)O subonjunto do espaço de parâmetros c do mapa 3.1, ou equivalentemente para o mapa 3.2,para os quais não há divergênia após um número in�nito de iterações do ponto rítio z = 0 domapa, é hamado de onjunto de Mandelbrot M. De�ne-se matemátiamente tal onjunto omo

M = {c| limn→∞ Qn
c (0) 9 ∞} onde z = 0 é o ponto rítio do mapa de Qc(z) e Qn

c (z) denota a
n-ésima omposição do mapa om ele próprio [76, 77℄. Mostramos o onjunto de Mandelbrot na�gura 3.1.Devido ao seu formato, o onjunto de Mandelbrot é muitas vezes hamado de atus, sendo seuorpo prinipal, que ompreende a região de estabilidade de movimentos de período 1, limitadopela superfíie algébria dada por:

256 b4 + 32
(

−3 + 16 a2
)

b2 + 256 a4 − 3 − 32 a − 96 a2 = 0. (3.3)Embora, omo já menionado, esta dinâmia omplexa ser própria de uma lasse partiular desistemas multimensionais, é possível ver sua dinâmia em experimentos de laboratório, omo ofeito por Isaeva et al.[80℄, que onstruiram um sistema eletr�nio baseado em uma rede�nição domapa 3.2, rede�nição esta que se onstitui na mudança de variáveis dada por
X = x + βy; Y = x − βy, (3.4a)
A = a + βb; B = a − βb, (3.4b)



Capítulo 3: Mandelbrot sem Pontos Crítios 33onde β é uma onstante arbitrária diferente de zero. Esta simples mudança de variáveis trans-forma o mapa da Eq. (3.2) em
Xt+1 = A − X2

t + ǫ(Xt − Yt)
2 (3.5)

Yt+1 = B − Y 2
t + ǫ(Xt − Yt)

2, (3.6)onde
ǫ =

1 + β2

4β2
. (3.7)O mapa da Eq. (3.6), pode ser interpretado omo dois mapas quadrátios distintos aoplados,sendo ǫ o parâmetro de aoplamento. Note que apesar de ser possível uma interessante represen-tação bidimensional da família quadrátia Eq. (3.2), os parâmetros A,B, ǫ da representação nãopodem ser esolhidos simultaneamente de modo arbitrário, devido às relações que os interone-tam.O que faremos neste apítulo é analisar a dinâmia omplexa para um aso mais rio, eom uma sobreposição maior om a dinâmia real. Até aqui, a imensa literatura sobre o mapaquadrátio estuda sua dinâmia sob dois pontos de vista extremos. Os ientistas que usam omapa para expliar fen�menos naturais ostumam onsiderar situações envolvendo variáveis eparâmetros no domínio real. Já os trabalhos de unho matemátio são baseados, quase invaria-velmente, apenas no domínio de variáveis e parâmetros omplexos. Neste apítulo estudaremosuma situação intermediária que serve de ponte entre os dois asos extremos menionados. Con-sideraremos os parâmetros de ontrole omo sendo reais, porém permitiremos que o espaço defase seja omplexo.3.2 Hénon om variáveis omplexas e parâmetros reaisO mapa de Hénon em sua versão tradiional, om variáveis reais e parâmetros reais podeservir omo modelo para diversos sistema físios tais omo aproximações para fen�menos físiosestudados em aeleradores de partíulas, uma vez que pode ser deduzido do Hamiltoniano domovimento betatr�nio bidimensional, para uma rede de elulas periódias, om uma únianão-linenaridade de sextupólo onentrada, na aproximação de um hute[44℄. Analogamente, omesmo mapa om parâmetros reais e variáveis de espaço de fase omplexas é usado para o mesmomodelamento, ontudo para uma não-linearidade otupolar [45℄.O mapa de Hénon om espaço de fase omplexo (x + i ξ) × (y + i η) pode ser esrito omo,

xt+1 = a − x2
t + b yt + ξ2

t , yt+1 = xt, (3.8a)
ξt+1 = −2xtξt + b ηt, ηt+1 = ξt, (3.8b)onde ξ e η são as omponentes omplexas de x e y respetivamente. Como é fáil ver, se ambasomponentes omplexas forem nulas, as equações aima desaoplam-se e reaem na situação bemonheida, estudada nos apítulos anteriores.Um fato marante é que a versão omplexi�ada do mapa de Hénon não possui pontorítio. Isto oorre em nítido ontraste omo o aso bem onheido do mapa quadrátioomplexi�ado uja dinâmia, omo vimos na seção anterior, é regida pelo ponto rítio.Como anteriormente para o aso do mapa quadrátio, o mapa de Hénon omplexi�ado daEq. (3.8) pode ser esrito omo dois mapas de Henón reais aoplados:

Xt+1 = a − X2
t + bXt−1 + ǫ(Xt − Yt)

2, (3.9a)
Yt+1 = a − Y 2

t + bYt−1 + ǫ(Xt − Yt)
2, (3.9b)
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Figura 3.2: Os domínios de estabilidade de período 1 e 6 no espaço de parâmetros. Em (a):Visão geral das urvas de bifuração de dobra e de dobramento de período para os períodos 1e 6. Em (b) magni�amos a região marada om a uma aixa em (a). Em () mostramos oomportamento de σ ao longo da linha b = −0.98 mostrada em (b).onde
Xt = xt + βξt, (3.10)
Yt = xt − βξt, (3.11)
ǫ ≡ 1 + β2

4β2
. (3.12)Novamente, os parâmetros não permitem variações totalmente independentes, apesar da reduçãoformal ser novamente possível.Outro ponto interessante é que a dinâmia omplexa pode emergir mesmo do mapa na suaversão ompletamente real, quando tratamos a dinâmia exatamente, isto é pelas soluções dasequações algébrias exatas, que desrevem os movimentos periódios, uma vez que ao obtermosas equações de movimento exatas não fazemos nenhuma restrição aera da natureza dos pontosque ompõem uma órbita, salvo, é laro, dela ser periódia. O primeiro aso onde vemos estainteronexão é o do aso dos movimentos de período 6 publiadas por nós em [7℄.Na �gura 3.2(a) mostramos os resultados exatos para as urvas de bifuração de período 1 e

6. Destaamos, por uma aixa nesta �gura, a presença de uma região de estabilidade nova, que
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Figura 3.3: Regiões estáveis de período 6 imersa na região brana instável (para período 6) . Em(a): a metade estável da região mostrada na �gura 3.2(b), juntamente om uma nova região deestabilidade, indiada por uma aixa. Em (b): ampliação da aixa mostrada em (a), Em ():ampliação da região destaada na aixa em (b), mostrando detalhes da onexão entre as regiõesdistintas.enontra-se magni�ada na �gura 3.2(b). Embora as regiões R2 e R3 sejam limitadas por umamesma urva algébria (em linha heia) que de�ne o nasimento de órbitas de período 6 omautovalor λ = 1, elas se distinguem drastiamente em termos da natureza das órbitas. Na região
R3 temos um par de órbitas de período 6 reais sendo uma instável e outra estável, estabilidadeesta que é perdida em um dobramento de período 6 → 12 quando passamos da região R3 paraa região R4. Já na região R2 temos uma situação diferente embora termos ainda uma região deestabilidade esta é devida a uma órbita omplexa de período 6, isto é uma órbita de período 6onstituída de pontos orbitais no plano omplexo.A �gura 3.2() mostra o omportamento dos valores de σ, a soma dos pontos orbitais, soluçõesde S6(σ, a) = 0, para um valor �xo do parâmetro de dissipação b = −0.98. Esta linha é mostradatambém na �gura 3.2(b) sendo as interseções desta linha om as bifurações de dobra, de órbitasreais de período 6, hamados de Ti , as interseções om a bifuração de dobra que dá origemà órbita omplexa estável são por sua vez hamadas de Ni e o ponto de dobramento de períodode 3 → 6 por sua vez é hamado de PD. O que a �gura 3.2() revela é que embora a órbitaestável entre os pontos N1 e N2 seja omplexa, ela possui um valor de σ real, havendo ainda duasoutras órbitas omplexas, no referido intervalo, om essa mesma araterístia ontudo instáveis.Um dos fatos prinipais que podemos onluir deste estudo é que as bifurações om autovalor
λ = 1, usualmente hamadas de bifuração de dobra, não nesessáriamente representam umaestabilização de uma órbita real antes omplexa e instável, omo vimos ela pode signi�ar umaestabilização de uma órbita omplexa que antes da bifuração também era omplexa, poréminstável.Contudo este ainda não é o enário ompleto, em termos de órbitas de período 6 estáveis.Uma vez que obtivemos os resultados exatos para o período em disussão, podemos analisar umatereira ondição de estabilidade: movimentos que possuem autovalores omplexos om módulomenor ou igual à unidade. A �gura 3.3 mostra o resultado desta onsideração na vizinhança daregião de estabilidade da órbita omplexa onsiderada anteriormente.A região destaada na �gura 3.3(a), e ampliada na �gura 3.3(b) (rotulada por B), tambémde�ne a estabilidade de órbitas omplexas, ontudo estas órbitas tem araterístias diferentes dasórbitas omplexas estáveis apresentadas quando do estudo da �gura 3.2. A primeira diferença estána quantidade das órbitas. Enquanto anteriormente tinhamos apenas uma únia órbita omplexaestável, temos agora nessa nova região duas órbitas omplexas, O1 e O2, ambas simultaneamente
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Figura 3.4: Regiões de estabilidade de período 8 análogas às que existem para período 6.estáveis, de maneira que a soma dos pontos de ada órbita, σ1 e σ2, são números omplexos. Emontraste, no aso anterior tinhamos uma soma de pontos σ real, embora a natureza omplexa daórbita. As órbitas omplexas estáveis O1 e O2 são tais que a soma de seus pontos orbitais estãorelaionados, de maneira que σ1 = σ∗
2 , isto é a soma dos pontos de uma órbita é o omplexoonjugado da soma da segunda órbita, e este fato traz um mesmo tipo entrelaçamento nospontos orbitais, uma vez que os pontos orbitais são soluções do que hamamos de equaçãoorbital parametrizada Pk(x, a, b;σ) = 0, ou seja os pontos de ada uma das órbitas são tais que

O1 = O∗
2.A �gura 3.3() mostra em detalhe que a onexão das duas regiões onde existem dois tipos deórbitas omplexas estáveis oorre ao longo de uma urva e que não há nenhuma superposição dasduas regiões, isto é, não existe nenhuma sub-região onde oexistam de maneira estável os doistipos distintos de órbitas omplexas, om σ real e σ omplexo.O enário desrito para o período 6 existe também para período 8. Através do álulo dasvariedades exatas, isto é, as equações algébrias que de�nem os limites de estabilidade, mostramosna �gura 3.4, as regiões do espaço de parâmetro onde enontramos uma situação similar oma anterior. Como mostrado nas �guras 3.4(a) e 3.4(d), para o período 8 temos duas estruturassemelhantes a aquelas que existem para o período 6. As ampliações suessivas da onexão entreas regiões, mostradas em 3.4(b)-() e 3.4(e)-(f), mostram novamente que não há superposiçãodas regiões.Uma situação diferente surge quando estudamos a possibilidade de órbitas estáveis omplexasde período 7 próximos ao limite Hamiltoniano. Na �gura 3.5(a) mostramos parte da região ondeexistem órbitas de período 7 estáveis, em partiular na região verde o número `1' assinala aregião onde existe um par de órbitas reais, sendo uma delas estável. A região vermelha maradaom um `2' india o domínio de estabilidade de duas órbitas omplexas simultaneamente estáveissendo este domínio de�nido pela ondição |λ| ≤ 1. Contudo, na presente situação há um grande
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Figura 3.5: Região do espaço de parâmetro onde órbitas omplexas de período 7 são estáveis. Naregião 1 existe uma par de órbitas reais, uma delas estável. Na região 2 temos oexistênia deduas órbitas omplexas estáveis. Na região 3 temos uma sobreposição dos dois asos anteriores,ou seja, oexistênia das três órbitas de período 7.diferenial dos asos anteriores, e este está em omo estes dois domínios de estabilidade estãorelaionados. Da �gura 3.5(b), que mostra a ampliação da aixa marada na �gura 3.5(a),vemos que existe uma região de superposição de domínios de estabilidade, que indiamos omum `3', onde três órbitas de período 7, duas omplexas e uma real, são simultâneamente estáveis.Tal região ontrasta radialmente om o enontrado nos asos de período 6 e 8 apresentadosanteriormente. Outro fato marante está na onexão da região `2' om o limite Hamiltoniano,que para os asos anteriores não existe.As regiões de estabilidade de órbitas omplexas até aqui apresentadas não são as úniasexistentes para os períodos onsiderados.Para o período 8 existe uma situação diferente, onde o domínio de estabilidade das órbitasomplexas está onetado om os domínios de órbitas reais, o que difere dos enários que mostra-mos haver próximo da linha b = −1 onde estes domínios de multiestabilidade estavam onetadosom outros domínios de estabilidade através de uma únia órbita omplexa, ou então, onetadosdiretamente om a linha b = −1.Na �gura 3.6(a) mostramos uma visão geral da estrutura de úspides que existem para operíodo 8. As regiões em vermelho fora da aixa marada destaam as regiões de multiestabilidade(oexistênia) de duas órbitas reais estáveis. Já na região em vermelho dentro da aixa temos aoexistênia de duas órbitas omplexas simultâneamente estáveis. Temos na �gura 3.6(b) umasituação similar à do período 6 (�gura 3.3(b)) e do período 8 (�guras 3.4(b) e 3.4(e)), no que serefere a presença de uma úspide e uma região de multiestabilidade onetada a ela. Contudo napresente situação temos uma onexão entre a região de�nida pela estabilidade de duas órbitasomplexas de período 8 om a úspide existente na urva de bifuração de dobra, que marao nasimento de duas órbitas reais de período 8, uma estável e outra instável. E neste fatoestá grande diferença dos asos anteriores, pois temos agora uma onexão entre a dinâmia deórbitas reais om órbitas omplexas estáveis. A onexão entre regiões de estabilidade de órbitasomplexas e órbitas reais não oorre somente na região mostrada na �gura 3.6. Uma região aindamais ria é mostrada no intervalo de parâmetros da �gura (3.7).
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Figura 3.6: Domínios de estabilidade de órbitas omplexas de período 8. (a) nas regiões vermelhasfora da aixa existem oexistênia de duas órbitas distintas de período 8 reais. Na região vermelhadentro da aixa existem duas órbitas de periodo 8, omplexas. (b) vista magni�ada da regiãodentro da aixa. Estas regiões forneem a estrutura exata e em esala das regiões disutidasanteriormente por El Hamouly e Mira [62℄, ampliando-a de modo a onter também o domíniodas órbitas estáveis omplexas.Na �gura 3.7 mostramos a região de estabilidade de órbitas omplexas e reais de período 8que irundam o domínio de estabilidade de órbitas de período 4 (o que ontém k = 4 na �gura3.7). Embora a região em verde seja limitada por uma únia urva algébria, ela é onstituída porduas sub-regiões diferentes: uma região que de�ne a estabilidade de uma órbita real de período
8 (indiada pelo rótulo R) e uma região de�nida pela existênia de uma órbita omplexa estávelde mesmo período (indiada pelo rótulo C), om a soma σ de seus pontos real, num enáriosemelhante ao que tinhamos para as órbitas omplexas de período 6 (ver �gura 3.3). Para umaórbita genuinamente omplexa ter a soma dos seus pontos dada por um número real, ela deveobviamente ser formada por pontos omplexos onjugados. Nesta situação novamente surge umaregião de multiestabilidade de duas órbitas omplexas de período 8. Contudo agora esta regiãoaparee onetada às duas regiões R e C, diferindo dos asos previamente apresentados.Existem mais três regiões de multiestabilidade de órbitas omplexas, uma região para adaperíodo (6, 7 e 8) onsiderados até aqui, estas regiões são mostradas na �gura 3.8.As regiões de estabilidade restantes apareem onetadas à linha b = 1 que de�ne o limitesuperior de estabilidade dos movimentos de períodos quaisquer para o mapa de Hénon. A dife-rença destas regiões, além da periodiidade dos movimentos que as de�nem e da sua forma, estáno modo que elas estão onetadas à linha b = 1 em questão. Enquanto as regiões relaionadasaos períodos 6 e 8 mostradas nas �guras 3.8(a) e 3.8(), respetivamente, estão onetadas àlinha b = 1 em um únio ponto (a = 0.75 para o período 6 e a = 0.5 para o período 8), a regiãoorrespondente ao período 7 está onetada ao longo de uma linha (não de um ponto), omotambém estava no aso da �gura 3.5.
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Figura 3.7: Domínios de estabilidade de órbitas omplexas de período 8, em onexão om bi-furações de período 8 que vem de dobramento de período 4 → 8. C india o domínio de umaórbita omplexa estável de período 8, enquanto que R india o domínio de uma órbita real es-tável de período 8. Veja na �gura 3.13 abaixo, na página 44, o que existe adiionalmente emtorno desta região aparentemente árida, ao onsiderarem-se também os domínios provenientesde órbitas omplexas estáveis de períodos maiores que 8.3.3 Conjuntos tipo Mandelbrot e mais geraisOs resultados apresentados até aqui, obtidos através de expressões analítias exatas, nos mos-tram a existênia de regiões onde pares de órbitas omplexas são simultaneamente estáveis. Taisregiões resultam de onsiderarmos os valores de a e b tais |λ| = 1 nas equações algébrias exatas.Esta ondição é a mesma que de�ne o orpo prinipal (ardióide) do onjunto de Mandelbrot.Notamos haver uma relação entre a presença de úspides nas urvas de bifuração no espaçode parâmetros e a existênia de regiões de estabilidade de órbitas omplexas onetadas a estasúspides. A presença de tais tipos novos de singularidades no espaço de parâmetros do mapa deHénon é muito freqüente, omo se pode ver na �gura 3.9.A �gura 3.9(a) mostra uma janela do espaço de parâmetros ontendo domínios de estabilidadeorbital obtidos numeriamente, onsiderando somente a estabilidade de órbitas reais, omo é feitotradiionalmente na literatura. Os domínios de estabilidade no espaço de parâmetros são geradosnumeriamente estudando-se para ada ponto (a, b) o omportamento das iteradas em (x, y) epintando tal ponto om uma or espeí�a odi�ando a periodiidade da órbita enontrada.A grande região rosa de fundo india os parâmetros para os quais temos somente órbitasnão-limitadas, isto é, divergênias para o atrator loalizado no in�nito. As várias estruturasoloridas orrespondem a orbitas periódias, om os períodos de alguns dos domínios maioresindiados próximo deles. A or brana é usada para indiar �aos�, isto é órbitas aperiódias ouórbitas que possuem um período maior que 512, limite superior de proura de�nido nas rotinasnumérias utilizadas.Para melhor ontraste, o orpo prinipal de ada ilha de estabilidade é mostrado em preto.Sempre que houver oexistênia de órbitas nós mostramos a órbita não-divergente om menorvolume de baia de atração no retângulo x ∈ [−2.5, 2.5] e y ∈ [−10, 10], disretizado em umarede de 1024 × 1024 valores.
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Figura 3.8: Domínios de estabilidade de órbitas omplexas que emergem ao longo da linha b = 1.(a) de período 6 (b) de período 7 () de período 8. Note que enquanto os domínios de períodos
6 e 8 emergem a partir de um ponto, o de período 7 emerge a partir de um segmento de reta.A aixa B na �gura 3.9(a) é magni�ada na �gura 3.9(b). Ela mostra dois diferentes tiposde estruturas singulares que se originam de um orpo entral de período 10: uma estruturaúspidal e uma estrutura arredondada. Estas singularidades podem ser desritas usando duasformas normais de um polinomio úbio de�nido pelo sinal de termo úbio [78℄. A �gura 3.9()mostra um par semelhante de singularidades surgindo desta vez de um orpo entral de período
14 (não mostrado). Ambas estruturas vistas em Figs. 3.9(b) e 3.9() apareem frequentementeem experimentos [60℄.Analogamente à seção anterior, analisaremos as regiões de estabilidade de órbitas omplexas,porém agora numeriamente, para poder ter aesso às órbitas de períodos elevados, inaessíveis aoálulo analítio, devido à extensão dos álulos. Em outras palavras, a investigação numéria nosforneerá aesso ao espaço de parâmetros ompleto, inluindo estabilidade de órbitas periódiasde periodiidade superior a aquelas onsideradas anteriormente.As estruturas nas aixas A e C da �gura Fig. 3.9(a) apareem magni�adas nas �guras 3.10e 3.11, onde inluimos agora as novas regiões de estabilidade devido a órbitas omplexas. Cada�gura individual mostra o resultado do estudo do espaço de fase para 600 × 600 valores deparâmetros.A anto superior esquerdo na �gura 3.10(a) mostra um exemplo do novo domínio tipiamenteenontrado perto de singularidades uspidais quando órbitas omplexas estáveis são levadas emonta : o apareimento de domínios semelhantes a ��ores de atus�, isto é formas semelhantes aonjuntos de Mandelbrot distoridos. A úspide preta na �gura 3.10(a) tem período 8, o mesmoperíodo do orpo entral amarelo da �or de atus magni�ada na �gura 3.10(b).Como já omentado quando da ánalise feita via as expressões exatas de período 8, os parâ-metros deste orpo produzem pares de órbitas omplexas onjugadas estáveis, possuindo analo-gamente a soma σ de suas oordenadas x números omplexos onjugados. Quando mudamos osparâmetros para baixo ao longo da linha de simetria da �gura 3.10a enontramos uma onversãoontínua de uma asata 8 × 2n de órbitas omplexas em uma asata 8 × 2n de órbitas reais.Estas asatas estão onetadas pelos dois domínios de período 8: o domínio de período 8 doatus de órbitas omplexas e a úspide de período 8 de órbitas reais. Os números denotamperíodos. A �gura 3.10 ilustra o novo fen�meno enontrado:(i) a existênia de �ores de atus autosimilares ao longo do domínio araterizado pelasórbitas reais,(ii) a aumulação destas �ores de atus, impliando séries de propriedades métrias até aquitotalmente desonheidas,
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Figura 3.9: (a) região do espaço de parâmetros do mapa de Hénon ilustrando regiões de estabi-lidades araterizadas por órbitas reais apenas. As aixas A, B e C são magni�adas nas �gurasseguintes. (b) magni�ação da aixa B, exempli�ando duas famílias bastante típias de ilhas deestabilidade, uspidal e não-uspidal, aqui para órbitas de período 10. () os mesmos dois tiposde ilhas, porém para período 14. Estas �guras exempli�am diagramas de fase omo usualmentegerados durante os últimos 25 anos: onsiderando-se a estabilidades das órbitas reais, apenas. As�guras 3.10 e 3.11 mostram as estruturas surpreendentes que desobrimos ao analisar também aestabilidade das fases no domínio omplexo.(iii) estruturas tipo Mandelbrot ordenamente �empaotadas� ao longo de segmentos de linhas,não urvas fehadas omo as enontradas no onjunto de Mandelbrot.Para dar uma pequena idéia da veloidade da onvergênia na direção do ponto de aumu-lação, os pontos pretos na �gura 3.10 maram os orpos prinipais de período 72, 120 e 168,do topo para a base. Uma análise detalhada das inúmeras propriedades métrias failmentepereptíveis destas �guras ainda está por ser feita.A �gura 3.11(a) ilustra as novas e surpreendentes estruturas, om formato que lembra um�peixe espada�, enontradas genériamente no topo de singularidades não-uspidais, Como an-teriormente, os novos domínios vistos são também devidos a órbitas omplexas esáveis. Elesomplementam aqui a estrutura não-uspidal no interior da aixa C na �gura 3.9, devida aórbitas reais de período 6 ujas expressões analítias já publiamos na literatura [6, 7℄.A estrutura não-uspidal de período 6 que forma o núleo entral é irundada por inodomínios de período 12. Existe um par trivial de estruturas uspidais simetriamente loalizadasnos lados do núleo entral. Eles orrespondem a dobramentos do período das órbitas originaisde período 6. As ilhas verdes dentro da aixa B na �gura 3.11(b) mostram os orpos entraisde estruturas não-triviais altamente estruturadas devido a órbitas omplexas. O �nariz� ao longodo eixo de simetria aparee de uma únia órbita omplexa tendo um valor real para a soma σdas oordenadas x das órbitas [73℄, isto é, formada por pontos orbitais omplexos onjugados.O estruturamento enontrado no topo uspidal do nariz dentro da aixa A (singularidade dolous de estabilidade [76℄) é análogo ao da �gura 3.10(a), aqui om o diferenial da natureza dasórbitas.Estruturas idêntias existem ao redor do topo da úspide que é enontrada na estrutura�gravata borboleta� de período 6 reportada analítiamente em [7℄, para o aso do período 6.O par de pontos pretos mara pontos de bifuração de odimensão dois, onde quatro regiõesde estabilidade se enontram. A situação ao redor destes pontos é mostrada em detalhe na�gura 3.11(). Parâmetros do domínio em or verde frao de período 12 onetado aima daurva ontendo o ponto preto na �gura 3.11() estão relaionados a pares de órbitas omplexasonjugadas esáveis.
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(c)Figura 3.12: Exemplos de onjuntos tipo Mandelbrot em diferentes regiões do espaço de parâ-metros. Em (a) para periodo 6 , (b) e () para período 8.surge pela inspeção da �gura 3.14 é a existênia de outras regiões de estabilidade que emergemda linha b = 1.Uma visão geral do espaço de parâmetros ao longo da linha b = 1 é mostrado na �gura3.15(a), página 45. Nesta �gura mostramos as regiões de estabilidade de período 6 e 8 analisadasanteriormente, em onjunto om as demais regiões de estabilidade de órbitas omplexas, bemomo as regiões de estabilidade de órbitas reais de período 1 e 2. Da �gura 3.15(b) vemos aaumulação das regiões periódias que oorre perto da bifuração de período 1. Esta situaçãoé análoga ao aso observado na �gura 3.13, que envolve regiões estáveis de período 4 e 8, e aoaso da �gura 3.11() que por sua vez está relaionada om as órbitas de período 6 e 12. Asemelhança entre estes asos om o presente aso se dá pela presença de um ponto de tangêniaentre bifurações, aqui entre a bifuração de obra de período 1 e a bifuração de dobramento deperíodo 1 → 2, que oorre ao longo da linha b = 1 no ponto a = 0. Podemos ver este ponto detangênia na �gura 3.2(a), página 34.Podemos obter exatamente a loalização das regiões estáveis que emergem de pontos sobre alinha b = 1, usando a equação orbital para o período 1, a saber x2 + (1 − b)x − a = 0, que para
b = 1 simpli�a-se signi�ativamente:

x2 − a = (x −√
a)(x +

√
a) = 0. (3.13)Temos portanto os dois pontos �xos dados por x+ = +

√
a e x− = −√

a. Os autovalores assoiadosa ada uma destas órbitas são onseguidos pela solução da equação de autovalores (de�nida naequação 8 para período k geral) na linha b = 1:
λ2 + 2λx − 1 = 0. (3.14)Tabela 3.1: Pontos �xos para b = 1, a = −3/4 e seus respetivos autovalores.
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a temos os autovalores dados por λ± =

√
a±

√
a + 1 para x− e λ± = −√

a±
√

a + 1para x+. Se onsiderarmos o ponto a = −3/4, onde as órbitas de período 6 omplexas nasem,teremos os autovalores dados na tabela 3.1. Desta tabela vemos que ada órbita de período 1 tempares de autovalores sendo raízes sêxtias da unidade, o que explia a existênia de biestabilidadepara o período 6 emergindo do ponto a = −3/4. O mesmo se aplia para a região de período 8,que emerge de a = −1/2 sobre a mesma linha b = 1. Nesta situação os autovalores das órbitasserão raízes oitavas da unidade. E, em geral, para qualquer período par, a loalização do pontoonde a região de estabilidade emerge pode ser obtida observando que os autovalores para asórbitas de período 1 na região onde estas são omplexas (a < 0) podem ser esritos omo
λ± = −i

√

|a| ±
√

−|a| + 1 para a órbita x+ = +i
√

a, (3.15a)
λ± = +i

√

|a| ±
√

−|a| + 1 para a órbita x− = −i
√

a. (3.15b)Obviamente o módulo destes autovalores é idêntio e igual à unidade e, se ompararmos a ex-pressão anterior em oordenadas polares om as raízes da unidade, nesta mesma forma, teremos
exp

[

i arctan
(

± a

−a + 1

)

]

= exp
[

i
2πn

k

]

. (3.16)Assim, a loalização das regiões periódias omplexas de periodo k par é dada por
a = − sin2

(2πn

k

) (3.17)onde n trata da multipliidade de período. Salientamos que esta expressão não fornee as regiõesde período ímpar por não estarem elas onetadas em apenas um únio ponto mas sim, ao longode uma linha, omo exempli�ado anteriormente para período 7 na �gura 3.8, página 40.
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1 × 2n de órbitas periódias se origina.



ConlusõesNesta tese apresentamos em detalhes três resultados, em sistemas dinâmios que evoluem atempo disreto. As onlusões entrais envolvendo tais resultados serão pormenorizados a seguir.A metodologia por nós desenvolvida e apliada é válida não apenas para o mapa de Hénon,usado meramente omo exemplo om dinâmia bem estudada na literatura, mas pode ser apliadaigualmente para sistemas dinâmios om equações de movimento regidas por funções raionais,polin�mios em partiular.Nosso trabalho jogou luz nova em vários tópios que pareiam já bem explorados na literatura.Resolvemos o enigma do entro de massa orbital, forneendo uma nova maneira, algébria, derotular as órbitas existentes no limite da ferradura de Smale. Coloamos o foo da dinâmiaorbital nas órbitas majoritárias, i.e. nas órbitas assimétrias. Mostramos a existênia de lassesde onjugação algébria bem de�nidas e failmente detetáveis a partir dos pontos e simetriasorbitais. Em partiular, mostramos a existênia de uma deomposição e segregação orbitalsistemátia em fatores bem araterístios:
Sk(σ) = Ck(σ)2 Dk(σ) Nk(σ),onde as soluções de ada fator aima formam lasses de órbitas espeí�as a saber:

• Classe C: órbitas assimétrias que possuem a soma de seus pontos orbitais(σ) omo soluçõesde Ck = 0, órbitas assimétrias, que apareem sempre em pares onde os membros destespares possuem uma simetria quiral entre si.
• Classe D: órbitas auto-simétrias que possuem pontos orbitais sobre a diagonal e e ujasoma σ são soluções de Dk = 0.
• Classe N : órbitas auto-simétrias sem pontos orbitais na diagonal e uja soma σ sãosoluções de Nk = 0.Através da análise algébria exata mostramos uma organização mirosópia dos pontos orbi-tais de todas as órbitas de uma mesma lasse, resultando nos hamados amalgamamentos, o quenos possibilitou fazer ordenamentos algébrios gerais. E o estudo destas expressões ainda podeser grandemente ampliado, prinipalmente no que tange os ordenamentos orbitais disutidos.Obtivemos ainda resultados exatos novos paras as equações que de�nem a dinâmia algébriaexata para parâmetros (a, b) gerais até o período 8. A partir destes resultados foi possível obteranalítiamente as regiões de estabilidade tanto de órbitas reais quanto de órbitas omplexas (istoé órbitas ujos pontos orbitais estão no plano omplexo), sendo o período 6 o período mais baixoonde as regiões de estabilidade de órbitas omplexas oorrem.Em geral veri�amos a existênia de dois tipos de regiões de estabilidade envolvendo órbitasomplexas. Um tipo de região tem por araterístia ser limitada por uma urva de bifuraçãotangente e delimitar a estabilidade de uma únia órbita estável omplexa que possui a soma dosseus pontos orbitais (σ) real, a estrutura Bowtie enontrada para o período 6, é um exemplo



Capítulo 3: Mandelbrot sem Pontos Crítios 47deste tipo de região. O outro tipo de região de estabilidade de órbitas omplexas, é limitadopela ondição de autovalores omplexos de módulo unitário, nesta região por sua vez temos poraraterístia a estabilidade simultânea de duas órbitas omplexas de mesmo período e que estãorelaionadas entre si de maneira que os pontos orbitais de uma órbita são os omplexos onjugadosda outra órbita. Este tipo de região tem onetadas a si regiões estáveis de periodiidadessuperiores, mais espeí�amente múltiplos inteiros, formando onjuntos similares ao onjuntode Mandelbrot. Notamos que, no aso do mapa de Hénon, sempre existe um onjunto tipoMandelbrot onetado a pontos de tangênia entre bifuraões de dobra e de dobramento deperíodo de órbitas reais, ou em onexão om úspides presentes nas bifurações de dobra tanto deórbitas reais quanto de órbitas omplexas. Em partiular notamos a existênia de uma in�nidadede onjuntos tipo Mandelbrot emergindo não de um orpo entral, mas sim da linha b = 1, onde omapa de Hénon não é dissipativo. A existênia destes onjuntos está relaionada om a tangêniaque existe entre a bifuração de dobra, que dá origem à órbitas de período 1, e a bifuração dedobramento de período de 1 para 2 que oorre no ponto (a, b) = (0, 1).O estudo e os resultados apresentados na presente tese, usando omo modelo o mapa de Hé-non, podem ser ampliados para outros mapas e também apliados em problemas novos, omo porexemplo o estudo da ontribuição das três lasses de órbitas, enontradas no limite Hamiltonianodo mapa, em formulas de soma de órbitas que ompõe os estudos de aos quântio, assim omoa in�uênia das órbitas omplexas estáveis no mesmo estudo.



Apêndie AExpressões gerais de Sk para k=7 e 8Apresentamos aqui as expressões gerais para Sk referentes ao período 7 e 8. Estas expressõespermitem alular as expressões exatas para as urvas de bifuração de dobra para estes períodos,no aso de parâmetros (a, b) gerais, por meio da solução do disriminante de Sk.As expressões oletadas nestes apêndies, obtidas após álulos simples porém bastantesextensos, feitos usando rotinas algébrias ad-ho bem omo várias semanas de omputações,servem vários propósitos. Tais propósitos vão desde oletar as expressões obtidas e neessáriaspara obter os resultados analítios disutidos no texto prinipal, quanto mostrar o resimento eomplexidade das expressões á medida que o período orbital rese.Estas expressões tem inúmeras propriedades número-teórias fortemente ligadas às variedadesalgébrias onde a dinâmia orbital vive. Algumas propriedades foram já exploradas no trabalhode Tese. Mas vários fatos novos podem ainda ser delas extraidas, o que pretendemos fazer embreve.Salientamos que antes do nosso trabalho, os resultados exatos onheidos na literatura nãoexediam períodos maiores do que 6, mesmo assim, apresentando apenas resultados isolados,para asos não gerais.Estes resultados foram obtidos om o uso do software de manipulação algébriaMaple versão9.0.Período 7

S7(a, b; σ) =
18

X

i=0

Θi(a, b)σi, (A.1)onde
Θ18 = 1,

Θ17 = b − 1,

Θ16 = −57 a + 88 b + 4 b2 + 4,

Θ15 = −4 (b − 1)
`

34 a − 5 b2 − 46 b − 5
´

,

Θ14 = 1188 a2 − 4
`

95 b2 + 866 b + 95
´

a + 2516 b2 + 504 b + 110 b4 + 504 b3 + 110,

Θ13 = 2 (b − 1)
`

1870 a2 − 4
`

131 b2 + 1342 b + 131
´

a + 319 b4 + 1116 b3 + 4090 b2 + 1116 b + 319
´

,

Θ12 = −11924 a3 + 4
`

2413 b2 + 11686 b + 2413
´

a2 − 2
`

1027 b4 + 13228 b3 + 30674 b2 + 13228 b + 1027
´

a

+5096 b5 + 3828 b6 + 5096 b + 16236 b4 + 29024 b3 + 16236 b2 + 3828,

Θ11 = −4 (b − 1) (10542 a3 −
`

5915 b2 + 45154 b + 5915
´

a2 + 2
`

103 b4 + 8972 b3 + 32658 b2 + 8972 b + 103
´

a

−38036 b3 − 2613 b6 − 7070 b5 − 17451 b4 − 2613 − 17451 b2 − 7070 b),

Θ10 = 61950 a4 − 4
`

25147 b2 + 67882 b + 25147
´

a3 + 4
`

13351 b4 + 91216 b3 + 118682 b2 + 91216 b + 13351
´

a2

−4
`

10699 b6 + 37258 b5 + 118957 b4 + 91764 b3 + 118957 b2 + 37258 b + 10699
´

a
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+27225 b8 + 103544 b7 + 113708 b6 + 194440 b5 + 115334 b4 + 194440 b3 + 113708 b2 + 103544 b + 27225,

Θ9 = (b − 1) (220870 a4 − 16
`

11719 b2 + 78492 b + 11719
´

a3

−4
`

5663 b4 − 196664 b3 − 657750 b2 − 196664 b + 5663
´

a2

−8
`

14169 b6 + 22142 b5 + 155363 b4 + 335068 b3 + 155363 b2 + 22142 b + 14169
´

a

+60665 b8 + 316744 b7 + 500204 b6 + 847816 b5 + 1326054 b4 + 847816 b3 + 500204 b2 + 316744 b + 60665),

Θ8 = −168606 a5 + 4
`

122747 b2 + 169850 b + 122747
´

a4

−4
`

117175 b4 + 552928 b3 + 265610 b2 + 552928 b + 117175
´

a3

+4
`

46651 b6 + 463402 b5 + 992933 b4 + 169984 b3 + 992933 b2 + 463402 b + 46651
´

a2

−(272825 b8 + 713864 b7 + 2630828 b6 + 3279176 b5 + 12902 b4 + 3279176 b3 + 2630828 b2

+713864 b + 272825)a − 51616 b5 + 1201824 b4 + 1032496 b7 + 1201824 b6 + 514176 b + 120032 + 1032496 b3

+946784 b2 + 120032 b10 + 514176 b9 + 946784 b8,

Θ7 = −4 (b − 1) (132974 a5 −
`

134443 b2 + 928082 b + 134443
´

a4

−2
`

18521 b4 − 412164 b3 − 1206010 b2 − 412164 b + 18521
´

a3

−
`

109761 b6 + 249962 b5 + 1691695 b4 + 3435564 b3 + 1691695 b2 + 249962 b + 109761
´

a2

+16
`

9411 b8 + 36252 b7 + 56171 b6 + 118759 b5 + 175251 b4 + 118759 b3 + 56171 b2 + 36252 b + 9411
´

a

−1415096 b5 − 820964 b8 − 1006168 b7 − 1226232 b6 − 269988 b − 1226232 b4 − 1006168 b3 − 820964 b2

−48908 b10 − 269988 b9 − 48908),

Θ6 = 254932 a6 − 4
`

302941 b2 + 168358 b + 302941
´

a5

+2
`

701411 b4 + 3112380 b3 + 1970 b2 + 3112380 b + 701411
´

a4

+4
`

95411 b6 − 2089898 b5 − 3330579 b4 + 506052 b3 − 3330579 b2 − 2089898 b + 95411
´

a3

+16 (19491 b8 + 118697 b7 + 958626 b6 + 1108227 b5 − 348904 b4 + 1108227 b3 + 958626 b2

+118697 b + 19491)a2 − 16 (78435 b10 + 176923 b9 + 186499 b8 + 845824 b7 + 782248 b6 − 152066 b5

+782248 b4 + 845824 b3 + 186499 b2 + 176923 b + 78435)a + 1590656 b6 + 5090496 b5 + 3832240 b4 + 2490544 b3

+3310512 b2 + 1523984 b + 494368 + 494368 b12 + 1523984 b11 + 3310512 b10 + 2490544 b9

+3832240 b8 + 5090496 b7,

Θ5 = 2 (b − 1) (319438 a6 − 4 (147067 b2 + 539606 b + 147067)a5

+
`

322351 b4 + 2825228 b3 + 6854106 b2 + 2825228 b + 322351
´

a4

+16
`

14925 b6 − 132877 b5 − 429747 b4 − 675946 b3 − 429747 b2 − 132877 b + 14925
´

a3

−8 (91375 b8 − 180031 b7 − 761370 b6 − 1246375 b5 − 1316332 b4 − 1246375 b3 − 761370 b2

−180031 b + 91375)a2 − 16 (12165 b10 + 93218 b9 + 315818 b8 + 590232 b7 + 645391 b6 + 578888 b5

+645391 b4 + 590232 b3 + 315818 b2 + 93218 b + 12165)a + 7903608 b7 + 8427328 b6 + 7903608 b5

+5200616 b3 + 2531208 b2 + 1155104 b + 6429568 b4 + 443192 b12 + 1155104 b11 + 2531208 b10

+5200616 b9 + 6429568 b8 + 443192),

Θ4 = −217188 a7 + 108
`

14429 b2 + 262 b + 14429
´

a6

−2
`

1624183 b4 + 2229900 b3 + 1618570 b2 + 2229900 b + 1624183
´

a5

+16
`

170068 b6 + 502264 b5 + 1242646 b4 + 3765 b3 + 1242646 b2 + 502264 b + 170068
´

a4

−16 (163533 b8 + 255155 b7 + 1435694 b6 + 2105683 b5 − 2920 b4 + 2105683 b3 + 1435694 b2

+255155 b + 163533)a3 + 16 (6903 b10 + 575659 b9 + 431437 b8 + 1740415 b7 + 2524702 b6

+294472 b5 + 2524702 b4 + 1740415 b3 + 431437 b2 + 575659 b + 6903)a2 + 16 (73789 b12 − 405868 b11

−900789 b10 − 355641 b9 − 1231736 b8 − 1872459 b7 − 700712 b6 − 1872459 b5 − 1231736 b4 − 355641 b3

−900789 b2 − 405868 b + 73789)a + 9962240 b7 + 698944 b14 + 8756096 b5 + 4174976 b4 + 8600448 b3

+3874944 b2 + 1515456 b + 1515456 b13 + 3874944 b12 + 8600448 b11 + 4174976 b10 + 8756096 b9 + 13634112 b8

+698944 + 13634112 b6,

Θ3 = −4 (b − 1) (94050 a7 −
`

344405 b2 + 420062 b + 344405
´

a6

+16
`

49192 b4 + 13175 b3 + 179097 b2 + 13175 b + 49192
´

a5

−4
`

272563 b6 − 17493 b5 + 646193 b4 + 950502 b3 + 646193 b2 − 17493 b + 272563
´

a4

+16
`

54688 b8 − 7370 b7 + 90058 b6 + 259497 b5 + 223443 b4 + 259497 b3 + 90058 b2 − 7370 b + 54688
´

a3

−8 (73355 b10 + 92926 b9 + 12938 b8 + 325059 b7 + 627000 b6 + 212804 b5 + 627000 b4 + 325059 b3

+12938 b2 + 92926 b + 73355)a2 − 32 (7632 b12 − 34833 b11 − 66163 b10 − 37365 b9 − 135997 b8 − 211441 b7

−170376 b6 − 211441 b5 − 135997 b4 − 37365 b3 − 66163 b2 − 34833 b + 7632)a + 106176 b14 − 4964640 b6

−2860912 b5 − 2518544 b4 − 2052880 b3 − 1190512 b2 − 349440 b − 349440 b13 − 1190512 b12 − 2052880 b11

−2518544 b10 − 2860912 b9 − 4964640 b8 − 6215936 b7 + 106176),

Θ2 = 97929 a8 − 36
`

27713 b2 − 9634 b + 27713
´

a7 + 16
`

211201 b4 − 28963 b3 + 344922 b2 − 28963 b + 211201
´

a6

−16
`

404151 b6 − 52667 b5 + 990275 b4 + 49584 b3 + 990275 b2 − 52667 b + 404151
´

a5

+16 (611924 b8 − 196677 b7 + 1177667 b6 + 1573277 b5 + 459711 b4 + 1573277 b3 + 1177667 b2

−196677 b + 611924)a4 − 32 (290931 b10 + 42114 b9 + 171938 b8 + 1044535 b7 + 1224092 b6 + 271172 b5

+1224092 b4 + 1044535 b3 + 171938 b2 + 42114 b + 290931)a3 + 64 (96230 b12 + 50264 b11 + 140437 b10

+202241 b9 + 497636 b8 + 562576 b7 + 424570 b6 + 562576 b5 + 497636 b4 + 202241 b3 + 140437 b2

+50264 b + 96230)a2 − 64 (44444 b14 + 58168 b13 + 54857 b12 + 134379 b11 + 164455 b10 + 467589 b9

+560162 b8 + 201584 b7 + 560162 b6 + 467589 b5 + 164455 b4 + 134379 b3 + 54857 b2 + 58168 b + 44444)a
−566272 b16 + 8154112 b8 + 2287616 b15 + 2538240 b14 + 4698496 b4 + 370176 b3 + 2538240 b2 + 2287616 b
+370176 b13 + 4698496 b12 + 8318080 b11 + 19647488 b10 + 17602304 b9 − 566272 + 17602304 b7
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+19647488 b6 + 8318080 b5,

Θ1 = (b − 1) (86913 a8 − 288
`

1993 b2 − 35 b + 1993
´

a7 + 48
`

45707 b4 − 31037 b3 + 81630 b2 − 31037 b + 45707
´

a6

−32
`

147143 b6 − 67942 b5 + 52384 b4 + 116234 b3 + 52384 b2 − 67942 b + 147143
´

a5

+16
`

420355 b8 − 35384 b7 − 166465 b6 + 107493 b5 + 74815 b4 + 107493 b3 − 166465 b2 − 35384 b + 420355
´

a4

−128 (61160 b10 + 14591 b9 − 58796 b8 − 5303 b7 − 9455 b6 − 103700 b5 − 9455 b4 − 5303 b3 − 58796 b2

+14591 b + 61160)a3 + 64 (82652 b12 + 65752 b11 + 8921 b10 − 124275 b9 − 6544 b8 − 44348 b7 − 324118 b6

−44348 b5 − 6544 b4 − 124275 b3 + 8921 b2 + 65752 b + 82652)a2 − 256 (13192 b14 + 14512 b13 + 18490 b12

+8108 b11 − 30631 b10 + 8299 b9 − 4967 b8 − 76767 b7 − 4967 b6 + 8299 b5 − 30631 b4 + 8108 b3 + 18490 b2

+14512 b + 13192)a + 512 (1120 b14 + 1144 b13 + 292 b12 − 5262 b11 + 1785 b10 − 5862 b9 − 2582 b8

−9215 b7 − 2582 b6 − 5862 b5 + 1785 b4 − 5262 b3 + 292 b2 + 1144 b + 1120) (b + 1)2),

Θ0 = −18225 a9 + 2592
`

97 b2 − 59 b + 97
´

a8 − 144
`

7753 b4 − 3967 b3 + 11382 b2 − 3967 b + 7753
´

a7

+144
`

18259 b6 − 247 b5 + 15829 b4 + 14857 b3 + 15829 b2 − 247 b + 18259
´

a6

−48
`

95261 b8 + 28792 b7 + 58721 b6 + 133523 b5 + 79153 b4 + 133523 b3 + 58721 b2 + 28792 b + 95261
´

a5

+64 (94609 b10 + 54457 b9 + 13359 b8 + 187523 b7 + 179660 b6 + 15330 b5 + 179660 b4 + 187523 b3 + 13359 b2

+54457 b + 94609)a4 − 64 (90772 b12 + 82080 b11 + 23359 b10 + 123911 b9 + 243352 b8 + 174892 b7 + 73122 b6

+174892 b5 + 243352 b4 + 123911 b3 + 23359 b2 + 82080 b + 90772)a3 + 128 (37080 b14 + 32768 b13 + 8902 b12

+42104 b11 + 172513 b10 + 1107 b9 − 1119 b8 + 275697 b7 − 1119 b6 + 1107 b5 + 172513 b4 + 42104 b3 + 8902 b2

+32768 b + 37080)a2 − 512 (4448 b14 − 3432 b13 + 6820 b12 − 1542 b11 + 13601 b10 − 16390 b9 + 34618 b8

−30319 b7 + 34618 b6 − 16390 b5 + 13601 b4 − 1542 b3 + 6820 b2 − 3432 b + 4448) (b + 1)2 a
+2048 (b6 + b5 + b4 + b3 + b2 + b + 1)(512 b10 − 1120 b9 + 1872 b8 − 2300 b7 + 2980 b6 − 3159 b5 + 2980 b4

−2300 b3 + 1872 b2 − 1120 b + 512) (b + 1)2 .Período 8

S8(a, b; σ) =
30

X

i=0

Θi(a, b)σi, (A.3)onde
Θ30 = 1,

Θ29 = 0,

Θ28 = −112 a + 168 b,

Θ27 = −192 (b − 1) (a − b) ,

Θ26 = 5184 a2 − 32
`

13 b2 + 13 + 478 b
´

a + 180 b4 + 11304 b2 + 432 b3 + 432 b + 180,

Θ25 = 192 (b − 1)
`

80 a2 − 200 ba + 5 b4 + 8 b3 + 8 b + 5 + 124 b2
´

,

Θ24 = −132096 a3 + 256 (157 b2 + 2170 b + 157)a2 − 64
`

135 b4 + 1532 b3 + 12470 b2 + 1532 b + 135
´

a

+388992 b3 + 5600 b6 + 17824 b5 + 56256 b4 + 5600 + 56256 b2 + 17824 b,

Θ23 = −64 (b − 1) (7968 a3 − 48
`

13 b2 + 656 b + 13
´

a2 + 4
`

128 b4 + 616 b3 + 10311 b2 + 616 b + 128
´

a

−1872 b5 − 540 b6 − 1872 b − 3168 b4 − 18999 b3 − 3168 b2 − 540),

Θ22 = 2072064 a4 − 512
`

2923 b2 + 20866 b + 2923
´

a3 + 64
`

4361 b4 + 87740 b3 + 338158 b2 + 87740 b + 4361
´

a2

−32
`

3585 b6 + 31262 b5 + 216275 b4 + 634060 b3 + 216275 b2 + 31262 b + 3585
´

a + 116190 b8 + 407664 b7

+805896 b6 + 2827920 b5 + 7316148 b4 + 2827920 b3 + 805896 b2 + 407664 b + 116190,

Θ21 = 64 (b − 1) (144384 a4 − 384
`

89 b2 + 2004 b + 89
´

a3 + 384
`

37 b4 + 373 b3 + 4019 b2 + 373 b + 37
´

a2

−4
`

4851 b6 + 18382 b5 + 60423 b4 + 351430 b3 + 60423 b2 + 18382 b + 4851
´

a + 5285 b8 + 45308 b7

+99078 b6 + 167498 b5 + 530334 b4 + 167498 b3 + 99078 b2 + 45308 b + 5285),

Θ20 = −21159936 a5 + 4096
`

7060 b2 + 7060 + 29593 b
´

a4

−1024
`

5977 + 285518 b2 + 5977 b4 + 142720 b3 + 142720 b
´

a3

−256
`

1647 − 1066689 b2 − 116506 b5 + 1647 b6 − 1482496 b3 − 1066689 b4 − 116506 b
´

a2

−32 (183000 b + 1434508 b2 + 7074472 b3 + 153931 + 183000 b7 + 153931 b8 + 8213490 b4 + 1434508 b6

+7074472 b5)a + 865296 + 20552832 b3 + 8524944 b + 20552832 b7 + 73882080 b5 + 8524944 b9 + 11773296 b2

+72922752 b6 + 865296 b10 + 11773296 b8 + 72922752 b4,

Θ19 = −64 (b − 1) (1588224 a5 − 3072
`

256 b2 + 3407 b + 256
´

a4

+32
`

10157 b4 + 128644 b3 + 875856 b2 + 128644 b + 10157
´

a3

−16
`

12413 b6 + 112824 b5 + 542821 b4 + 2391765 b3 + 542821 b2 + 112824 b + 12413
´

a2

+2 (117895 b8 + 628696 b7 + 1878606 b6 + 4784908 b5 + 13795038 b4 + 4784908 b3 + 1878606 b2 + 628696 b
+117895)a − 9158202 b5 − 1556454 b8 − 2849685 b7 − 4758720 b6 − 407730 b − 4758720 b4 − 2849685 b3
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−1556454 b2 − 42750 b10 − 407730 b9 − 42750),

Θ18 = 144850944 a6 − 40960
`

7943 b2 + 20834 b + 7943
´

a5

+1024
`

85299 b4 + 1997668 b3 + 2075026 b2 + 1997668 b + 85299
´

a4

+2048
`

10623 b6 − 249005 b5 − 2491010 b4 − 1490944 b3 − 2491010 b2 − 249005 b + 10623
´

a3

+64 (1044883 b8 + 131152 b7 + 17040284 b6 + 98961360 b5 + 44473858 b4 + 98961360 b3

+17040284 b2 + 131152 b + 1044883)a2 − 32(1008561 b10 + 8019226 b9 + 5197841 b8 + 31609728 b7

+123878942 b6 + 50465228 b5 + 123878942 b4 + 31609728 b3 + 5197841 b2 + 8019226 b + 1008561)a
+357491120 b6 + 1040951776 b5 + 321943996 b4 + 183428528 b3 + 242191976 b2 + 49805936 b + 8155140
+8155140 b12 + 49805936 b11 + 242191976 b10 + 183428528 b9 + 321943996 b8 + 1040951776 b7,

Θ17 = 64 (b − 1) (11194368 a6 − 3072
`

3209 b2 + 28030 b + 3209
´

a5

+256
`

17401 b4 + 246500 b3 + 1112016 b2 + 246500 b + 17401
´

a4

+128
`

1913 b6 − 220026 b5 − 1298721 b4 − 4033960 b3 − 1298721 b2 − 220026 b + 1913
´

a3

+16 (233337 b8 + 692256 b7 + 4537736 b6 + 15061036 b5 + 34408926 b4 + 15061036 b3 + 4537736 b2

+692256 b + 233337)a2 − 4 (330327 b10 + 3372166 b9 + 8628131 b8 + 23059300 b7 + 50494774 b6 + 85981676 b5

+50494774 b4 + 23059300 b3 + 8628131 b2 + 3372166 b + 330327)a + 80323704 b7 + 106561656 b6 + 80323704 b5

+28902384 b3 + 12498156 b2 + 2252232 b + 49081311 b4 + 322065 b12 + 2252232 b11 + 12498156 b10

+28902384 b9 + 49081311 b8 + 322065),

Θ16 = −670826496 a7 + 65536
`

34369 b2 + 57694 b + 34369
´

a6

−16384
`

53551 b4 + 1009324 b3 + 496094 b2 + 1009324 b + 53551
´

a5

−8192
`

5539 b6 − 651697 b5 − 6261856 b4 − 954340 b3 − 6261856 b2 − 651697 b + 5539
´

a4

−1024 (174965 b8 + 484848 b7 + 13356764 b6 + 82353152 b5 + 4289694 b4 + 82353152 b3 + 13356764 b2

+484848 b + 174965)a3 + 256 (1446805 b10 + 9298498 b9 + 8400717 b8 + 71201504 b7 + 302182670 b6

+18363708 b5 + 302182670 b4 + 71201504 b3 + 8400717 b2 + 9298498 b + 1446805)a2

−64 (3750949 b12 + 22696932 b11 + 75962726 b10 + 55062772 b9 + 189238523 b8 + 596391176 b7

+62506100 b6 + 596391176 b5 + 189238523 b4 + 55062772 b3 + 75962726 b2 + 22696932 b + 3750949)a
+558716160 b7 + 64329600 b14 + 3265986336 b5 + 1981846944 b4 + 3290518656 b3 + 1221795360 b2

+327795168 b + 327795168 b13 + 1221795360 b12 + 3290518656 b11 + 1981846944 b10 + 3265986336 b9

+8041906368 b8 + 64329600 + 8041906368 b6,

Θ15 = −64 (b − 1) (51732480 a7 − 61440
`

1177 b2 + 7284 b + 1177
´

a6

+3072
`

12369 b4 + 179012 b3 + 566213 b2 + 179012 b + 12369
´

a5

+256
`

23940 b6 − 997892 b5 − 6969564 b4 − 15252185 b3 − 6969564 b2 − 997892 b + 23940
´

a4

+32 (871139 b8 + 1067880 b7 + 24889888 b6 + 100616704 b5 + 173453194 b4 + 100616704 b3 + 24889888 b2

+1067880 b + 871139)a3 − 16 (328257 b10 + 9700624 b9 + 18113121 b8 + 83589926 b7 + 226225638 b6

+319497108 b5 + 226225638 b4 + 83589926 b3 + 18113121 b2 + 9700624 b + 328257)a2

+4 (1362514 b12 + 11894960 b11 + 72780473 b10 + 133867732 b9 + 312248722 b8 + 621051724 b7

+740867366 b6 + 621051724 b5 + 312248722 b4 + 133867732 b3 + 72780473 b2 + 11894960 b + 1362514)a
−2848624 b14 − 833200288 b6 − 530751916 b5 − 327038516 b4 − 189536017 b3 − 46822844 b2 − 13121680 b
−13121680 b13 − 46822844 b12 − 189536017 b11 − 327038516 b10 − 530751916 b9 − 833200288 b8

−878555238 b7 − 2848624),

Θ14 = 2076770304 a8 − 131072
`

74389 b2 + 78670 b + 74389
´

a7

+16384
`

342755 b4 + 4913588 b3 + 659770 b2 + 4913588 b + 342755
´

a6

−8192
`

151661 b6 + 4534366 b5 + 35634879 b4 − 4258020 b3 + 35634879 b2 + 4534366 b + 151661
´

a5

−1536 (707975 b8 − 6201064 b7 − 70012540 b6 − 383741720 b5 + 69700522 b4 − 383741720 b3

−70012540 b2 − 6201064 b + 707975)a4 − 512 (8242135 b10 + 3160618 b9 + 67909187 b8 + 334807880 b7

+1378910438 b6 − 197352292 b5 + 1378910438 b4 + 334807880 b3 + 67909187 b2 + 3160618 b + 8242135)a3

+64 (24021043 b12 + 267925036 b11 + 410491406 b10 + 824381692 b9 + 2611166973 b8 + 7697670360 b7

−240732028 b6 + 7697670360 b5 + 2611166973 b4 + 824381692 b3 + 410491406 b2 + 267925036 b + 24021043)a2

−32 (9690583 b14 + 227333834 b13 + 907834329 b12 + 1291838012 b11 + 1408420459 b10 + 2758408822 b9

+5819880677 b8 + 510162696 b7 + 5819880677 b6 + 2758408822 b5 + 1408420459 b4 + 1291838012 b3

+907834329 b2 + 227333834 b + 9690583)a + 451794825 b16 + 1537734672 b15 + 4885599096 b14

+16389812880 b5 + 23077147644 b4 + 16478125488 b3 + 4885599096 b2 + 1537734672 b + 16478125488 b13

+23077147644 b12 + 16389812880 b11 + 21326791752 b10 + 26687670192 b9 + 1213450614 b8

+26687670192 b7 + 21326791752 b6 + 451794825,

Θ13 = 64 (b − 1) (156106752 a8 − 196608
`

1595 b2 + 7603 b + 1595
´

a7

+16384
`

11324 b4 + 173530 b3 + 401187 b2 + 173530 b + 11324
´

a6

+1024
`

5507 b6 − 1394466 b5 − 10771133 b4 − 17145750 b3 − 10771133 b2 − 1394466 b + 5507
´

a5

+256 (378621 b8 + 391884 b7 + 19963554 b6 + 94483586 b5 + 122851286 b4 + 94483586 b3 + 19963554 b2

+391884 b + 378621)a4 − 128 (361083 b10 + 5668220 b9 + 10830817 b8 + 82773342 b7 + 263171212 b6

+306247708 b5 + 263171212 b4 + 82773342 b3 + 10830817 b2 + 5668220 b + 361083)a3

+32 (1695041 b12 + 8161416 b11 + 68021398 b10 + 126773962 b9 + 417350851 b8 + 974038942 b7

+1046950044 b6 + 974038942 b5 + 417350851 b4 + 126773962 b3 + 68021398 b2 + 8161416 b + 1695041)a2

+4 (1619351 b14 − 44054578 b13 − 188623301 b12 − 733572702 b11 − 1249537355 b10 − 2520422150 b9

−4543244743 b8 − 4602252372 b7 − 4543244743 b6 − 2520422150 b5 − 1249537355 b4 − 733572702 b3

−188623301 b2 − 44054578 b + 1619351)a + 8844195 b16 + 5102512818 b8 + 60856140 b15 + 191378238 b14

+1523118612 b4 + 519626322 b3 + 191378238 b2 + 60856140 b + 519626322 b13 + 1523118612 b12



Apêndie A: Expressões gerais de Sk para k=7 e 8 52
+2320480386 b11 + 3607271730 b10 + 5256194400 b9 + 8844195 + 5256194400 b7 + 3607271730 b6 + 2320480386 b5),

Θ12 = −4121952256 a9 + 524288
`

49148 b2 + 30521 b + 49148
´

a8

−262144
`

75033 b4 + 918704 b3 − 151114 b2 + 918704 b + 75033
´

a7

+65536
`

73727 b6 + 2704322 b5 + 14257151 b4 − 4379112 b3 + 14257151 b2 + 2704322 b + 73727
´

a6

+8192 (1268299 b8 − 8332248 b7 − 68604756 b6 − 264852712 b5 + 85336434 b4 − 264852712 b3 − 68604756 b2

−8332248 b + 1268299)a5 + 4096 (7100521 b10 − 13842109 b9 + 67232927 b8 + 241084784 b7 + 775121368 b6

−202158118 b5 + 775121368 b4 + 241084784 b3 + 67232927 b2 − 13842109 b + 7100521)a4

−1024 (10572917 b12 + 116133480 b11 − 20129438 b10 + 482409288 b9 + 1126900795 b8 + 2753618704 b7

−301731364 b6 + 2753618704 b5 + 1126900795 b4 + 482409288 b3 − 20129438 b2 + 116133480 b + 10572917)a3

+256 (42018377 b14 + 131476050 b13 + 1032196277 b12 + 521438600 b11 + 1924130123 b10 + 3495490814 b9

+5469446455 b8 + 801841232 b7 + 5469446455 b6 + 3495490814 b5 + 1924130123 b4 + 521438600 b3

+1032196277 b2 + 131476050 b + 42018377)a2 − 16 (122096899 b16 + 1100302576 b15 + 4715872760 b14

+17886790352 b13 + 12621395764 b12 + 18778947312 b11 + 23891138888 b10 + 17935263056 b9

+10836410642 b8 + 17935263056 b7 + 23891138888 b6 + 18778947312 b5 + 12621395764 b4

+17886790352 b3 + 4715872760 b2 + 1100302576 b + 122096899)a − 399741680 b18 + 16909867760 b16

+35078716672 b15 + 121894582624 b14 + 91265644128 b5 + 8580224200 b17 + 35078716672 b3

+16909867760 b2 + 8580224200 b + 91265644128 b13 + 90503608224 b12 + 75226977536 b11 − 31768205568 b10

+14278034864 b9 − 31768205568 b8 + 75226977536 b7 + 90503608224 b6 − 399741680 + 121894582624 b4,

Θ11 = −64 (b − 1) (296288256 a9 − 196608
`

3886 b2 + 16247 b + 3886
´

a8

+8192
`

44053 b4 + 1078052 b3 + 1840620 b2 + 1078052 b + 44053
´

a7

+4096
`

68873 b6 − 1250100 b5 − 9543099 b4 − 11675083 b3 − 9543099 b2 − 1250100 b + 68873
´

a6

−1024 (364462 b8 − 630048 b7 − 19288613 b6 − 99977210 b5 − 102610086 b4 − 99977210 b3 − 19288613 b2

−630048 b + 364462)a5 − 256 (792522 b10 + 1887020 b9 + 20789446 b8 + 185354517 b7 + 671252980 b6

+660841126 b5 + 671252980 b4 + 185354517 b3 + 20789446 b2 + 1887020 b + 792522)a4 + 32 (6165847 b12

+32325348 b11 + 167704368 b10 + 547138348 b9 + 2320319457 b8 + 6146249904 b7 + 6132114992 b6

+6146249904 b5 + 2320319457 b4 + 547138348 b3 + 167704368 b2 + 32325348 b + 6165847)a3 − 16 (9612111 b14

+51202448 b13 + 245814551 b12 + 841606365 b11 + 1854400201 b10 + 4745769340 b9 + 9669278289 b8

+9767956014 b7 + 9669278289 b6 + 4745769340 b5 + 1854400201 b4 + 841606365 b3 + 245814551 b2 + 51202448 b
+9612111)a2 + (203091959 b16 + 191307376 b15 + 1619462964 b14 + 6250383672 b13 + 15401830220 b12

+27091650232 b11 + 48265769356 b10 + 77392829856 b9 + 78845830138 b8 + 77392829856 b7 + 48265769356 b6

+27091650232 b5 + 15401830220 b4 + 6250383672 b3 + 1619462964 b2 + 191307376 b + 203091959)a
+42401610 b18 − 551155230 b16 − 1192671891 b15 − 3224995380 b14 − 6576731370 b5 − 184370859 b17

−1192671891 b3 − 551155230 b2 − 184370859 b − 6576731370 b13 − 9796754772 b12 − 14332841469 b11

−18932418468 b10 − 19403054262 b9 − 18932418468 b8 − 14332841469 b7 − 9796754772 b6

+42401610 − 3224995380 b4),

Θ10 = 4747952128 a10 − 16777216
`

2270 b2 + 677 b + 2270
´

a9

+1048576
`

25373 b4 + 426896 b3 − 220961 b2 + 426896 b + 25373
´

a8

+262144
`

116373 b6 − 2180704 b5 − 5805631 b4 + 2818948 b3 − 5805631 b2 − 2180704 b + 116373
´

a7

−65536 (1304375 b8 − 4390726 b7 − 28540390 b6 − 56393410 b5 + 22934966 b4 − 56393410 b3 − 28540390 b2

−4390726 b + 1304375)a6 − 16384 (2121863 b10 − 9421932 b9 + 65269301 b8 + 219754532 b7 + 377701556 b6

−115329520 b5 + 377701556 b4 + 219754532 b3 + 65269301 b2 − 9421932 b + 2121863)a5 + 4096 (4066545 b12

+120372506 b11 − 72092154 b10 + 540957314 b9 + 1110136007 b8 + 1631008388 b7 − 246691036 b6

+1631008388 b5 + 1110136007 b4 + 540957314 b3 − 72092154 b2 + 120372506 b + 4066545)a4

−1024 (52065505 b14 + 124764776 b13 + 1214241913 b12 + 133380020 b11 + 2489491599 b10 + 4207765832 b9

+3534428823 b8 + 862310456 b7 + 3534428823 b6 + 4207765832 b5 + 2489491599 b4 + 133380020 b3

+1214241913 b2 + 124764776 b + 52065505)a3 + 512 (12071500 b16 + 332744717 b15 + 690325515 b14

+3563606227 b13 + 1386176138 b12 + 3750261721 b11 + 5119782997 b10 + 407992007 b9 + 2280338068 b8

+407992007 b7 + 5119782997 b6 + 3750261721 b5 + 1386176138 b4 + 3563606227 b3 + 690325515 b2

+332744717 b + 12071500)a2 − 64 (449806581 b18 + 96844112 b17 + 2842344315 b16 + 7345456876 b15

+22008065422 b14 + 12729547640 b13 + 14353986914 b12 + 12332567508 b11 − 14903244128 b10

+3667031280 b9 − 14903244128 b8 + 12332567508 b7 + 14353986914 b6 + 12729547640 b5 + 22008065422 b4

+7345456876 b3 + 2842344315 b2 + 96844112 b + 449806581)a + 466971894144 b15 + 227176622400 b14

−459338342592 b9 − 4457778336 b20 + 9344158560 b19 + 45424473072 b18 + 86606853216 b17

+172667120352 b16 + 45424473072 b2 + 9344158560 b + 243912900480 b13 + 100076697024 b12

−459338342592 b11 − 139613889120 b10 − 4457778336 + 100076697024 b8 + 243912900480 b7

+227176622400 b6 + 466971894144 b5 + 172667120352 b4 + 86606853216 b3,

Θ9 = 256 (b − 1) (80216064 a10 − 196608
`

1081 + 1081 b2 + 5404 b
´

a9

−196608
`

827 + 827 b4 − 20535 b − 24064 b2 − 20535 b3
´

a8

+8192
`

106155 − 345710 b − 345710 b5 − 2351738 b3 − 2280921 b4 − 2280921 b2 + 106155 b6
´

a7

−4096 (348586 b8 − 12871532 b4 + 45716 b7 − 2797319 b6 − 2797319 b2 − 13966956 b5 + 348586
−13966956 b3 + 45716 b)a6 + 1024 (−27890892 b7 + 636026 − 3143075 b2 + 2720408 b + 2720408 b9

−27890892 b3 + 636026 b10 − 3143075 b8 − 113721343 b4 − 102013808 b5 − 113721343 b6)a5

−256 (−603374202 b6 + 7989207 b10 − 49627 b + 2050585 − 206232265 b8 − 628593997 b7

−628593997 b5 + 7989207 b2 − 39398740 b9 + 2050585 b12 − 49627 b11 − 206232265 b4 − 39398740 b3)a4

−32 (5371755 + 4900412221 b8 + 2118607746 b9 + 5371755 b14 + 2118607746 b5 + 5057585580 b7

+85371682 b3 + 85371682 b11 − 11883034 b + 618768637 b10 + 4900412221 b6 + 73963387 b12

−11883034 b13 + 618768637 b4 + 73963387 b2)a3 + 8 (807814744 b13 + 7326126846 b10 + 13258338444 b9



Apêndie A: Expressões gerais de Sk para k=7 e 8 53
+3133502080 b5 + 7326126846 b6 + 1315850436 b4 + 3133502080 b11 + 121740674 b2 + 67763548 b15

+807814744 b3 + 1315850436 b12 + 18625555 b16 + 121740674 b14 + 67763548 b + 18625555
+13258338444 b7 + 14255664978 b8)a2 − (2102876728 b3 + 966497281 b2 + 6954544616 b14

+44566294522 b8 + 966497281 b16 + 168660605 + 31471755336 b11 + 18794405792 b12 + 568769124 b17

+49357159736 b9 + 2102876728 b15 + 6954544616 b4 + 568769124 b + 11186555264 b5

+11186555264 b13 + 18794405792 b6 + 168660605 b18 + 44566294522 b10 + 31471755336 b7)a
+5137398413 b7 + 8324409735 b9 + 15353550 − 23657946 b + 7236401132 b8 + 294892775 b2

+3536043808 b6 + 2881210159 b5 + 3536043808 b14 + 1128747414 b16 + 682031127 b17

+8324409735 b11 + 9809299538 b10 + 294892775 b18 + 7236401132 b12 + 682031127 b3

+1128747414 b4 − 23657946 b19 + 2881210159 b15 + 15353550 b20 + 5137398413 b13),

Θ8 = −2415919104 a11 + 1207959552
`

20 b2 + b + 20
´

a10

+33554432
`

775 b4 − 15797 b3 + 15959 b2 − 15797 b + 775
´

a9

−4194304 (54569 b6 − 286432 b5 − 170640 b4 + 168418 b3 − 170640 b2 − 286432 b + 54569)a8

+1048576 (455987 b8 − 865068 b7 − 3291760 b6 − 1141888 b5 + 663570 b4 − 1141888 b3 − 3291760 b2

−865068 b + 455987)a7 − 262144 (1826501 b10 − 1149690 b9 − 8957203 b8 − 28601884 b7 − 5203486 b6

+502412 b5 − 5203486 b4 − 28601884 b3 − 8957203 b2 − 1149690 b + 1826501)a6 + 65536 (6623173 b12

−14806632 b11 − 13843118 b10 − 65706368 b9 − 163057157 b8 − 19436144 b7 + 5825276 b6

−19436144 b5 − 163057157 b4 − 65706368 b3 − 13843118 b2 − 14806632 b + 6623173)a5

−16384 (21015407 b14 − 28451302 b13 − 213367189 b12 − 109195808 b11 − 333119599 b10

−680306786 b9 + 132240741 b8 − 31246640 b7 + 132240741 b6 − 680306786 b5 − 333119599 b4

−109195808 b3 − 213367189 b2 − 28451302 b + 21015407)a4 + 8192 (24494505 b16 − 38111482 b15

−181538126 b14 − 718286348 b13 − 334758420 b12 − 657142008 b11 − 955751938 b10 + 880572478 b9

−163814282 b8 + 880572478 b7 − 955751938 b6 − 657142008 b5 − 334758420 b4 − 718286348 b3 − 181538126 b2

−38111482 b + 24494505)a3 + 1024 (21478777 b18 − 168918692 b17 + 810102021 b16 + 2520199876 b15

+6054111524 b14 + 2772385800 b13 + 3568774108 b12 + 2695700540 b11 − 8020127486 b10 − 79923144 b9

−8020127486 b8 + 2695700540 b7 + 3568774108 b6 + 2772385800 b5 + 6054111524 b4 + 2520199876 b3

+810102021 b2 − 168918692 b + 21478777)a2 + 256 (6118929 b20 − 776587918 b19 − 96659380 b18

−2859014174 b17 − 7663642707 b16 − 13406224912 b15 − 8101367408 b14 − 6059180688 b13 + 919670594 b12

+18147635020 b11 + 6918497864 b10 + 18147635020 b9 + 919670594 b8 − 6059180688 b7 − 8101367408 b6

−13406224912 b5 − 7663642707 b4 − 2859014174 b3 − 96659380 b2 − 776587918 b + 6118929)a
−1017519420672 b11 + 253386114048 b14 + 24421881600 b22 − 44519140224 b21 + 75682604736 b20

+125282885760 b19 + 257129924544 b18 + 575656871040 b17 + 686337497856 b16 + 423189232128 b15

−44519140224 b − 224466557184 b13 − 1007398675584 b12 + 24421881600 − 1007398675584 b10

−224466557184 b9 + 253386114048 b8 + 423189232128 b7 + 686337497856 b6 + 575656871040 b5

+257129924544 b4 + 125282885760 b3 + 75682604736 b2,

Θ7 = −1024 (b − 1) (9437184 a11 + 1572864
`

b2 − 131 b + 1
´

a10

−65536
`

3830 b4 − 15530 b3 − 7893 b2 − 15530 b + 3830
´

a9

+16384 (49201 b6 − 50424 b5 − 242719 b4 − 252636 b3 − 242719 b2 − 50424 b + 49201)a8

−4096 (336689 b8 + 262682 b7 − 896628 b6 − 3295194 b5 − 3832178 b4 − 3295194 b3 − 896628 b2

+262682 b + 336689)a7 + 1024 (1166739 b10 + 3294464 b9 + 120985 b8 − 7370448 b7 − 35085272 b6

−34525364 b5 − 35085272 b4 − 7370448 b3 + 120985 b2 + 3294464 b + 1166739)a6

−256 (4282485 b12 + 6875698 b11 + 16990332 b10 − 569274 b9 − 60081449 b8 − 243423500 b7 − 236237112 b6

−243423500 b5 − 60081449 b4 − 569274 b3 + 16990332 b2 + 6875698 b + 4282485)a5

+64 (7355279 b14 + 29208240 b13 − 325269 b12 + 67751952 b11 − 26964667 b10 − 387148896 b9 − 1147420607 b8

−1222397248 b7 − 1147420607 b6 − 387148896 b5 − 26964667 b4 + 67751952 b3 − 325269 b2 + 29208240 b
+7355279)a4 − 32 (11244544 b16 − 1951565 b15 + 19522432 b14 − 93676555 b13 + 45798472 b12 − 167768581 b11

−861484312 b10 − 1882462915 b9 − 2236874880 b8 − 1882462915 b7 − 861484312 b6 − 167768581 b5

+45798472 b4 − 93676555 b3 + 19522432 b2 − 1951565 b + 11244544)a3 − 4 (13665265 b18 − 16981978 b17

+196405923 b16 + 399066816 b15 + 1426210110 b14 + 942333436 b13 + 2075346634 b12 + 4963122352 b11

+8241615332 b10 + 10685828636 b9 + 8241615332 b8 + 4963122352 b7 + 2075346634 b6 + 942333436 b5

+1426210110 b4 + 399066816 b3 + 196405923 b2 − 16981978 b + 13665265)a2

−(70788845 b20 − 237965416 b19 − 533183011 b18 − 1488420044 b17 − 2553105227 b16 − 4469027824 b15

−4094693492 b14 − 5694606040 b13 − 8391583810 b12 − 10150008964 b11 − 13849817746 b10 − 10150008964 b9

−8391583810 b8 − 5694606040 b7 − 4094693492 b6 − 4469027824 b5 − 2553105227 b4 − 1488420044 b3

−533183011 b2 − 237965416 b + 70788845)a − 828586062 b14 − 967669674 b10 − 45795930 b22 − 22294872 b21

−86512062 b20 − 360058353 b19 − 727367184 b18 − 1003040850 b17 − 1542589728 b16 − 927405168 b15

−22294872 b − 1077047430 b13 − 967669674 b12 − 1684930398 b11 − 45795930 − 1077047430 b9 − 828586062 b8

−927405168 b7 − 1542589728 b6 − 1003040850 b5 − 727367184 b4 − 360058353 b3 − 86512062 b2),

Θ6 = −805306368 (116 b4 − 506 b3 + 753 b2 − 506 b + 116)a10

+67108864 (7202 b6 − 22970 b5 + 15425 b4 − 4174 b3 + 15425 b2 − 22970 b + 7202)a9

−16777216 (73413 b8 − 123296 b7 − 140713 b6 + 137944 b5 − 9392 b4 + 137944 b3 − 140713 b2 − 123296 b + 73413)a8

+4194304 (481178 b10 − 380880 b9 − 857083 b8 − 1471904 b7 + 1446975 b6 + 97004 b5 + 1446975 b4 − 1471904 b3

−857083 b2 − 380880 b + 481178)a7 − 1048576 (2212549 b12 − 172594 b11 − 5810186 b10 − 2843722 b9

−13095804 b8 + 13232760 b7 + 985434 b6 + 13232760 b5 − 13095804 b4 − 2843722 b3 − 5810186 b2

−172594 b + 2212549)a6 + 262144 (10011363 b14 + 927062 b13 − 22816260 b12 − 31705372 b11 − 15262198 b10

−65565550 b9 + 89581271 b8 + 608488 b7 + 89581271 b6 − 65565550 b5 − 15262198 b4 − 31705372 b3 − 22816260 b2

+927062 b + 10011363)a5 − 65536 (26476546 b16 + 41137906 b15 − 81261294 b14 − 155014750 b13 − 148422621 b12

−93341970 b11 − 171889166 b10 + 421907614 b9 + 27617502 b8 + 421907614 b7 − 171889166 b6 − 93341970 b5



Apêndie A: Expressões gerais de Sk para k=7 e 8 54
−148422621 b4 − 155014750 b3 − 81261294 b2 + 41137906 b + 26476546)a4 + 16384 (66555000 b18 + 95780348 b17

−14372659 b16 − 529640184 b15 − 677304467 b14 − 560324324 b13 − 378527893 b12 − 93050616 b11 + 1393419075 b10

+436430576 b9 + 1393419075 b8 − 93050616 b7 − 378527893 b6 − 560324324 b5 − 677304467 b4 − 529640184 b3

−14372659 b2 + 95780348 b + 66555000)a3 − 4096 (62265953 b20 + 168764304 b19 + 144434659 b18 − 447827800 b17

−2002602820 b16 − 2273942460 b15 − 1689625182 b14 − 187811132 b13 + 703966003 b12 + 3058040256 b11

+2564616918 b10 + 3058040256 b9 + 703966003 b8 − 187811132 b7 − 1689625182 b6 − 2273942460 b5

−2002602820 b4 − 447827800 b3 + 144434659 b2 + 168764304 b + 62265953)a2

+1024 (162118425 b22 + 86583848 b21 − 147866567 b20 − 726190750 b19 − 1907869071 b18 − 3387598456 b17

−3132833991 b16 − 2367109800 b15 − 557555426 b14 + 2672213520 b13 + 4804529894 b12 + 5304642316 b11

+4804529894 b10 + 2672213520 b9 − 557555426 b8 − 2367109800 b7 − 3132833991 b6 − 3387598456 b5

−1907869071 b4 − 726190750 b3 − 147866567 b2 + 86583848 b + 162118425)a − 94948721664 b15

−550975385088 b14 − 382038609408 b17 + 38247020800 b24 + 34146267648 b23 − 35276956416 b22

+365653035520 b21 + 346060822272 b20 + 412610001408 b19 + 945245704448 b18 + 346060822272 b4

+231472263936 b16 − 35276956416 b2 + 34146267648 b − 15761875968 b13 − 1470484743680 b12

−15761875968 b11 − 550975385088 b10 − 94948721664 b9 + 231472263936 b8 − 382038609408 b7

+945245704448 b6 + 412610001408 b5 + 38247020800 + 365653035520 b3,

Θ5 = 4096 (b − 1) (9437184 (b − 1)2 a11 − 786432 (97 b4 − 148 b3 + 75 b2 − 148 b + 97)a10

+131072 (1889 b6 − 627 b5 − 1209 b4 − 2536 b3 − 1209 b2 − 627 b + 1889)a9

−16384 (28423 b8 + 32628 b7 − 28086 b6 − 18676 b5 − 145218 b4 − 18676 b3 − 28086 b2 + 32628 b + 28423)a8

+4096 (132669 b10 + 323294 b9 + 202189 b8 − 58112 b7 − 714162 b6 − 1345100 b5 − 714162 b4 − 58112 b3

+202189 b2 + 323294 b + 132669)a7 − 1024 (563795 b12 + 1214368 b11 + 1829162 b10 + 2245140 b9

−294339 b8 − 8049804 b7 − 9193588 b6 − 8049804 b5 − 294339 b4 + 2245140 b3 + 1829162 b2 + 1214368 b
+563795)a6 + 256 (2167441 b14 + 4772710 b13 + 2796727 b12 + 10099360 b11 + 13768821 b10 − 4057066 b9

−47451389 b8 − 56875352 b7 − 47451389 b6 − 4057066 b5 + 13768821 b4 + 10099360 b3 + 2796727 b2

+4772710 b + 2167441)a5 − 64 (7499725 b16 + 12312712 b15 + 11351262 b14 − 10987640 b13 + 43951280 b12

+49087204 b11 − 29236774 b10 − 171323092 b9 − 274874906 b8 − 171323092 b7 − 29236774 b6 + 49087204 b5

+43951280 b4 − 10987640 b3 + 11351262 b2 + 12312712 b + 7499725)a4 + 32 (9605363 b18 + 24499556 b17

+3451021 b16 − 27987276 b15 − 66129962 b14 + 35120076 b13 + 55674898 b12 − 49444500 b11 − 215432392 b10

−391118688 b9 − 215432392 b8 − 49444500 b7 + 55674898 b6 + 35120076 b5 − 66129962 b4 − 27987276 b3

+3451021 b2 + 24499556 b + 9605363)a3 − 4 (45505774 b20 + 65146216 b19 + 75439489 b18 − 151364892 b17

−405523738 b16 − 709119132 b15 − 321765748 b14 + 121160028 b13 − 156080980 b12 − 498899724 b11

−1011358362 b10 − 498899724 b9 − 156080980 b8 + 121160028 b7 − 321765748 b6 − 709119132 b5 − 405523738 b4

−151364892 b3 + 75439489 b2 + 65146216 b + 45505774)a2 + (60247937 b22 + 219269532 b21 + 136081171 b20

−188960992 b19 − 1039465457 b18 − 1744725912 b17 − 1792985707 b16 − 652310024 b15 − 105988902 b14

+420066300 b13 + 637871854 b12 − 299638832 b11 + 637871854 b10 + 420066300 b9 − 105988902 b8

−652310024 b7 − 1792985707 b6 − 1744725912 b5 − 1039465457 b4 − 188960992 b3 + 136081171 b2

+219269532 b + 60247937)a − 270422136 b14 − 8790642 b24 − 72746073 b11 + 6212286 b23 − 13969305 b22

+115932690 b21 + 277228566 b20 + 507499371 b19 + 662012001 b18 + 468691965 b17 + 117690282 b16

−237191967 b15 + 6212286 b − 72746073 b13 − 9181692 b12 − 8790642 − 270422136 b10 − 237191967 b9

+117690282 b8 + 468691965 b7 + 662012001 b6 + 507499371 b5 + 277228566 b4 + 115932690 b3 − 13969305 b2),

Θ4 = 1024 (b − 1)2 (37748736 (b − 1)2 a11 − 2097152
`

143 b2 + 119 b + 143
´

(b − 1)2 a10

+524288 (2126 b6 − 37 b5 − 725 b4 − 2404 b3 − 725 b2 − 37 b + 2126)a9

−131072 (17857 b8 + 22219 b7 + 1128 b6 − 10621 b5 − 46019 b4 − 10621 b3 + 1128 b2 + 22219 b + 17857)a8

+16384 (198475 b10 + 479436 b9 + 340429 b8 + 98284 b7 − 504233 b6 − 818486 b5 − 504233 b4

+98284 b3 + 340429 b2 + 479436 b + 198475)a7 − 4096 (1015407 b12 + 2793572 b11 + 3474553 b10 + 2048364 b9

−419945 b8 − 6128866 b7 − 5148858 b6 − 6128866 b5 − 419945 b4 + 2048364 b3 + 3474553 b2

+2793572 b + 1015407)a6 + 1024 (3348692 b14 + 14393872 b13 + 20246896 b12 + 18662440 b11 + 2890769 b10

−14987654 b9 − 41068925 b8 − 38093676 b7 − 41068925 b6 − 14987654 b5 + 2890769 b4 + 18662440 b3

+20246896 b2 + 14393872 b + 3348692)a5 − 256 (11010920 b16 + 41428062 b15 + 92046041 b14 + 91091582 b13

+61283358 b12 − 41913540 b11 − 122412901 b10 − 194447160 b9 − 237594724 b8 − 194447160 b7 − 122412901 b6

−41913540 b5 + 61283358 b4 + 91091582 b3 + 92046041 b2 + 41428062 b + 11010920)a4

+64 (20223854 b18 + 113957258 b17 + 231571312 b16 + 342912580 b15 + 232018443 b14 + 923886 b13

−306108469 b12 − 616230172 b11 − 803507348 b10 − 855193024 b9 − 803507348 b8 − 616230172 b7

−306108469 b6 + 923886 b5 + 232018443 b4 + 342912580 b3 + 231571312 b2 + 113957258 b + 20223854)a3

−16 (66140513 b20 + 185407994 b19 + 429519043 b18 + 597874426 b17 + 672053243 b16 + 142811858 b15

−659964604 b14 − 1395316534 b13 − 1980103788 b12 − 2088232592 b11 − 2131449198 b10 − 2088232592 b9

−1980103788 b8 − 1395316534 b7 − 659964604 b6 + 142811858 b5 + 672053243 b4 + 597874426 b3

+429519043 b2 + 185407994 b + 66140513)a2 + 4 (57394894 b22 + 370365078 b21 + 734243852 b20

+1059715576 b19 + 722380191 b18 − 507444420 b17 − 1936346121 b16 − 2688820812 b15 − 3043969929 b14

−2522226130 b13 − 1842677863 b12 − 2034735064 b11 − 1842677863 b10 − 2522226130 b9 − 3043969929 b8

−2688820812 b7 − 1936346121 b6 − 507444420 b5 + 722380191 b4 + 1059715576 b3 + 734243852 b2

+370365078 b + 57394894)a + 1635684366 b14 − 1015688160 b12 − 139809000 b24 − 268781916 b23

−515556387 b22 − 354969276 b21 + 601165512 b20 + 2479560342 b19 + 4611602325 b18 + 6310532106 b17

+5972151696 b16 + 4119066330 b15 − 268781916 b − 531474402 b13 − 139809000 − 531474402 b11

+1635684366 b10 + 4119066330 b9 + 5972151696 b8 + 6310532106 b7 + 4611602325 b6 + 2479560342 b5

+601165512 b4 − 354969276 b3 − 515556387 b2),

Θ3 = −16384 (b − 1)3 (2359296
`

b2 + b + 1
´2

a10 − 196608
`

79 b6 + 174 b5 + 375 b4 + 472 b3 + 375 b2 + 174 b + 79
´

a9

+16384 (1727 b8 + 5944 b7 + 15580 b6 + 28290 b5 + 32107 b4 + 28290 b3 + 15580 b2 + 5944 b + 1727)a8



Apêndie A: Expressões gerais de Sk para k=7 e 8 55
−4096 (12076 b10 + 41768 b9 + 93195 b8 + 237566 b7 + 373045 b6 + 446520 b5 + 373045 b4 + 237566 b3

+93195 b2 + 41768 b + 12076)a7 + 1024 (125640 b12 + 320520 b11 + 572952 b10 + 1082098 b9 + 1990561 b8

+3058826 b7 + 3884926 b6 + 3058826 b5 + 1990561 b4 + 1082098 b3 + 572952 b2 + 320520 b + 125640)a6

−256 (553509 b14 + 2371538 b13 + 4252878 b12 + 5724738 b11 + 7031370 b10 + 11206658 b9 + 17124355 b8

+20802944 b7 + 17124355 b6 + 11206658 b5 + 7031370 b4 + 5724738 b3 + 4252878 b2 + 2371538 b + 553509)a5

+64 (2670701 b16 + 10695452 b15 + 24148560 b14 + 33061318 b13 + 32707143 b12 + 25320526 b11 + 37784484 b10

+59420716 b9 + 64746184 b8 + 59420716 b7 + 37784484 b6 + 25320526 b5 + 32707143 b4 + 33061318 b3

+24148560 b2 + 10695452 b + 2670701)a4 − 16 (5820508 b18 + 34886112 b17 + 87792261 b16 + 151135678 b15

+161972291 b14 + 107230960 b13 + 58836593 b12 + 31004466 b11 + 53782971 b10 + 90512704 b9 + 53782971 b8

+31004466 b7 + 58836593 b6 + 107230960 b5 + 161972291 b4 + 151135678 b3 + 87792261 b2

+34886112 b + 5820508)a3 + 4 (19551211 b20 + 86631518 b19 + 229771693 b18 + 406202952 b17

+532851978 b16 + 491985202 b15 + 269193002 b14 − 26245730 b13 − 242460885 b12 − 322333334 b11

−346890030 b10 − 322333334 b9 − 242460885 b8 − 26245730 b7 + 269193002 b6 + 491985202 b5 + 532851978 b4

+406202952 b3 + 229771693 b2 + 86631518 b + 19551211)a2 − (14551134 b22 + 118529492 b21 + 359160993 b20

+763973602 b19 + 1149674659 b18 + 1180308832 b17 + 746727288 b16 − 29501676 b15 − 726754870 b14

−1082172484 b13 − 1142958756 b12 − 1117378956 b11 − 1142958756 b10 − 1082172484 b9 − 726754870 b8

−29501676 b7 + 746727288 b6 + 1180308832 b5 + 1149674659 b4 + 763973602 b3 + 359160993 b2

+118529492 b + 14551134)a + 45628115 b23 − 604701663 b15 − 511132572 b14 + 12655160 b24 − 511132572 b10

+113910796 b22 + 209839165 b21 + 274792290 b20 + 243988095 b19 + 70403592 b18 − 226975126 b17

−489268410 b16 + 113910796 b2 + 45628115 b − 320141930 b13 − 242799504 b12 − 320141930 b11 + 12655160
−604701663 b9 − 489268410 b8 − 226975126 b7 + 70403592 b6 + 243988095 b5 + 274792290 b4 + 209839165 b3),

Θ2 = −4096 (b − 1)4 (9437184
`

b2 + b + 1
´2

a10 − 262144
`

151 b6 + 396 b5 + 990 b4 + 1138 b3 + 990 b2 + 396 b + 151
´

a9

+65536 (413 b8 + 2844 b7 + 10908 b6 + 18664 b5 + 23280 b4 + 18664 b3 + 10908 b2 + 2844 b + 413)a8

−16384 (627 b10 + 15512 b9 + 68334 b8 + 165654 b7 + 243967 b6 + 275736 b5 + 243967 b4 + 165654 b3 + 68334 b2

+15512 b + 627)a7 + 4096 (19158 b12 + 98380 b11 + 488696 b10 + 1244246 b9 + 1898308 b8 + 2363444 b7

+2558927 b6 + 2363444 b5 + 1898308 b4 + 1244246 b3 + 488696 b2 + 98380 b + 19158)a6

−1024 (29725 b14 + 492224 b13 + 2660410 b12 + 7262652 b11 + 12371395 b10 + 15717730 b9 + 17063640 b8

+17356632 b7 + 17063640 b6 + 15717730 b5 + 12371395 b4 + 7262652 b3 + 2660410 b2 + 492224 b + 29725)a5

+256 (765713 b16 + 3761452 b15 + 13840132 b14 + 35772828 b13 + 62777015 b12 + 79370902 b11 + 86460037 b10

+83130510 b9 + 76518494 b8 + 83130510 b7 + 86460037 b6 + 79370902 b5 + 62777015 b4 + 35772828 b3

+13840132 b2 + 3761452 b + 765713)a4 − 64 (2537713 b18 + 16298304 b17 + 56584970 b16 + 143570670 b15

+249778729 b14 + 327370676 b13 + 359512995 b12 + 308408722 b11 + 237832137 b10 + 218864536 b9

+237832137 b8 + 308408722 b7 + 359512995 b6 + 327370676 b5 + 249778729 b4 + 143570670 b3 + 56584970 b2

+16298304 b + 2537713)a3 + 16 (12807491 b20 + 70949850 b19 + 228296581 b18 + 509058372 b17 + 851233451 b16

+1149355672 b15 + 1268559225 b14 + 1114851836 b13 + 783128734 b12 + 440198062 b11 + 278577820 b10

+440198062 b9 + 783128734 b8 + 1114851836 b7 + 1268559225 b6 + 1149355672 b5 + 851233451 b4

+509058372 b3 + 228296581 b2 + 70949850 b + 12807491)a2 − 4 (13437560 b22 + 105846412 b21

+381236432 b20 + 958716702 b19 + 1805272055 b18 + 2645633502 b17 + 3049113087 b16 + 2623441496 b15

+1467983201 b14 − 33911642 b13 − 1261805183 b12 − 1699553612 b11 − 1261805183 b10 − 33911642 b9

+1467983201 b8 + 2623441496 b7 + 3049113087 b6 + 2645633502 b5 + 1805272055 b4 + 958716702 b3

+381236432 b2 + 105846412 b + 13437560)a + 9 (5053040 b20 + 25829680 b19 + 70342568 b18 + 134433408 b17

+188883901 b16 + 195254278 b15 + 136973737 b14 + 35889722 b13 − 55508101 b12 − 107474528 b11

−123515090 b10 − 107474528 b9 − 55508101 b8 + 35889722 b7 + 136973737 b6 + 195254278 b5 + 188883901 b4

+134433408 b3 + 70342568 b2 + 25829680 b + 5053040)(b2 + 1)2),

Θ1 = −65536 (b − 1)5 (589824 (b + 1)2
`

b2 + b + 1
´2

a9

−16384
`

b2 + b + 1
´ `

151 b6 + 547 b5 + 1154 b4 + 1507 b3 + 1154 b2 + 547 b + 151
´

a8

+4096 (482 b10 + 3838 b9 + 14057 b8 + 31290 b7 + 50277 b6 + 58988 b5 + 50277 b4 + 31290 b3 + 14057 b2

+3838 b + 482)a7 − 1024 (182 b12 + 11662 b11 + 43034 b10 + 114564 b9 + 246787 b8 + 380606 b7 + 438134 b6

+380606 b5 + 246787 b4 + 114564 b3 + 43034 b2 + 11662 b + 182)a6 + 256 (12855 b14 + 60476 b13 + 99494 b12

+129258 b11 + 322870 b10 + 851080 b9 + 1484997 b8 + 1752528 b7 + 1484997 b6 + 851080 b5 + 322870 b4

+129258 b3 + 99494 b2 + 60476 b + 12855)a5 − 64 (14605 b16 + 76386 b15 − 240872 b14 − 1915940 b13

−4552869 b12 − 5954932 b11 − 5359052 b10 − 3098910 b9 − 1529088 b8 − 3098910 b7 − 5359052 b6

−5954932 b5 − 4552869 b4 − 1915940 b3 − 240872 b2 + 76386 b + 14605)a4 + 16 (65918 b18 + 231022 b17

−1502397 b16 − 10409214 b15 − 27254653 b14 − 46505036 b13 − 60611411 b12 − 60408958 b11 − 52441257 b10

−49063644 b9 − 52441257 b8 − 60408958 b7 − 60611411 b6 − 46505036 b5 − 27254653 b4 − 10409214 b3

−1502397 b2 + 231022 b + 65918)a3 + 4 (484762 b20 + 3911398 b19 + 20154538 b18 + 64296584 b17

+140409495 b16 + 236686702 b15 + 322367154 b14 + 364644598 b13 + 363955151 b12 + 341218046 b11

+326983208 b10 + 341218046 b9 + 363955151 b8 + 364644598 b7 + 322367154 b6 + 236686702 b5

+140409495 b4 + 64296584 b3 + 20154538 b2 + 3911398 b + 484762)a2 − 2 (b2 + 1)(553308 b20 + 4872196 b19

+21288243 b18 + 61477112 b17 + 127961827 b16 + 203576180 b15 + 250637692 b14 + 230189956 b13

+145170157 b12 + 45776604 b11 + 767706 b10 + 45776604 b9 + 145170157 b8 + 230189956 b7 + 250637692 b6

+203576180 b5 + 127961827 b4 + 61477112 b3 + 21288243 b2 + 4872196 b + 553308)a
+3 (480000 b20 + 3081276 b19 + 10527196 b18 + 25077311 b17 + 45261216 b16 + 64406858 b15 + 72468519 b14

+62141452 b13 + 36433266 b12 + 9237991 b11 − 2436026 b10 + 9237991 b9 + 36433266 b8 + 62141452 b7

+72468519 b6 + 64406858 b5 + 45261216 b4 + 25077311 b3 + 10527196 b2 + 3081276 b + 480000)
`

b2 + 1
´2

),

Θ0 = −16384 (b − 1)6 (589824
`

b2 + b + 1
´2

(b + 1)4 a8

−16384
`

124 b8 + 554 b7 + 1654 b6 + 2848 b5 + 3491 b4 + 2848 b3 + 1654 b2 + 554 b + 124
´

(b + 1)2 a7



Apêndie A: Expressões gerais de Sk para k=7 e 8 56
−4096 (2 b12 − 1192 b11 − 11423 b10 − 41298 b9 − 93925 b8 − 149822 b7 − 173941 b6 − 149822 b5

−93925 b4 − 41298 b3 − 11423 b2 − 1192 b + 2)a6 + 2048 (1200 b14 + 4224 b13 − 1702 b12 − 54688 b11

−211190 b10 − 466670 b9 − 726503 b8 − 841910 b7 − 726503 b6 − 466670 b5 − 211190 b4 − 54688 b3

−1702 b2 + 4224 b + 1200)a5 + 256 (8801 b16 + 40482 b15 + 190071 b14 + 920230 b13 + 2951984 b12

+6736406 b11 + 11930420 b10 + 16624262 b9 + 18486380 b8 + 16624262 b7 + 11930420 b6 + 6736406 b5

+2951984 b4 + 920230 b3 + 190071 b2 + 40482 b + 8801)a4 + 64 (8476 b18 + 61794 b17 − 359966 b16

−3370734 b15 − 11898805 b14 − 28558434 b13 − 53525177 b12 − 81452074 b11 − 103991408 b10

−112863952 b9 − 103991408 b8 − 81452074 b7 − 53525177 b6 − 28558434 b5 − 11898805 b4 − 3370734 b3

−359966 b2 + 61794 b + 8476)a3 − 16 (b2 + 1)(119172 b18 + 311776 b17 − 2553893 b16 − 17278570 b15

−52930534 b14 − 110074452 b13 − 176233007 b12 − 231921830 b11 − 265769798 b10 − 276759288 b9

−265769798 b8 − 231921830 b7 − 176233007 b6 − 110074452 b5 − 52930534 b4 − 17278570 b3 − 2553893 b2

+311776 b + 119172)a2 + 8 (512 b18 − 487976 b17 − 4492908 b16 − 18661398 b15 − 47875861 b14

−87313560 b13 − 122009700 b12 − 138328816 b11 − 138181367 b10 − 135520540 b9 − 138181367 b8

−138328816 b7 − 122009700 b6 − 87313560 b5 − 47875861 b4 − 18661398 b3 − 4492908 b2

−487976 b + 512)(b2 + 1)2a + (1344512 b18 + 10816512 b17 + 44620912 b16 + 121991664 b15 + 241185552 b14

+359573332 b13 + 412417513 b12 + 370649532 b11 + 282347251 b10 + 237730992 b9 + 282347251 b8

+370649532 b7 + 412417513 b6 + 359573332 b5 + 241185552 b4 + 121991664 b3 + 44620912 b2

+10816512 b + 1344512)
`

b2 + 1
´3

).



Apêndie BFatores das deomposição de Sk parak=7, 8, 9, 10Apresentamos neste apêndie as expressões exatas para os fatores que ompoem fatoraçãoem lasse Sk = C2
kDkNk mostrada no apítulo 2.Período 7

S7 = C2
7D7

C7 = σ2 − 2 σ − a,

D7 = σ14 + 2 σ13 − (55 a + 76) σ12 + 4 (13 a − 6) σ11

+
`

1077 a2 + 2972 a + 1936
´

σ10

−2
`

1425 a2 + 2672 a + 1072
´

σ9

−
`

9715 a3 + 37336 a2 + 41840 a + 15408
´

σ8

+8
`

4427 a3 + 13262 a2 + 10088 a + 5416
´

σ7

+(41443 a4 + 184632 a3 + 361296 a2

+95808 a + 36176)σ6 − 2(81713 a4 + 398992 a3

+336528 a2 + 217952 a + 132976)σ5

−(76005 a5 + 251964 a4 + 1166832 a3

+323680 a2 + 61936 a − 287040)σ4

+4(57933 a5 + 619706 a4 + 291712 a3

+689936 a2 + 89392 a + 103392)σ3

+(61479 a6 − 554004 a5 + 1780192 a4

+97408 a3 + 372976 a2 + 100928 a − 839040)σ2

−2(50463 a6 + 153504 a5 + 1256928 a4

+2099616 a3 + 1015280 a2 + 643072 a − 61568)σ
+7749072 a4 + 655776 a6 − 5014368 a5

−18225 a7 + 4861824 a2 − 1684608 a
+908416 − 2999376 a3.Período 8

S8 = C2
8D8N8

C8 = σ6 − 4 σ5 − 4 (2 a + 1) σ4 + 16 (2 a + 1) σ3 + 16 a (a + 1) σ2 − 64 a (a + 1) σ − 16,

D8 = σ6 + 8 σ5 − 16 (2 a + 1) σ4 − 128 (a + 1) σ3 + 256 a (a + 2) σ2 + 2048 aσ − 4096 a2 − 1024,

N8 = σ12 − 32 (2 a + 3) σ10 + 256 (a + 1) σ9 + 32
`

39 a2 + 89 a + 81
´

σ8 − 768
`

8 a2 + 24 a + 15
´

σ7

−32
`

296 a3 + 524 a2 + 204 a + 451
´

σ6 + 512
`

72 a3 + 376 a2 + 507 a + 288
´

σ5

+256
`

121 a4 − 298 a3 − 1737 a2 − 1997 a − 951
´

σ4 − 512
`

128 a4 − 576 a3 − 224 a2 + 464 a + 39
´

σ3

−512
`

72 a5 − 812 a4 + 2808 a3 − 2385 a2 − 1763 a − 1935
´

σ2

+
`

−8192 a3 + 245760 a2 − 780288 a − 1400832
´

σ

−1869824 a + 36864 a4 + 1229056 − 434176 a3 + 1570816 a2.



Apêndie B: Fatores das deomposição de Sk para k=7, 8, 9, 10 58Período 9

S9 = C2
9
D9

C9 = σ14 − 10 σ13 + (−31 a + 10) σ12 + 4 (71 a + 56) σ11 +
`

357 a2 − 488 a − 812
´

σ10

−2
`

1467 a2 + 1588 a + 372
´

σ9 −
`

1867 a3 − 5842 a2 − 14468 a − 7352
´

σ8

+8
`

1649 a3 + 1468 a2 − 1388 a − 656
´

σ7 +
`

4483 a4 − 25344 a3 − 55080 a2 − 44736 a − 19792
´

σ6

−2
`

12331 a4 + 9720 a3 − 26840 a2 − 45472 a − 14864
´

σ5

−
`

5373 a5 − 49806 a4 − 96152 a3 + 2352 a2 − 1328 a + 32480
´

σ4

+4
`

5031 a5 − 8480 a4 − 7656 a3 − 17600 a2 − 16144 a + 22784
´

σ3

+
`

3159 a6 − 44568 a5 − 40940 a4 + 43392 a3 + 140240 a2 − 76288 a − 97408
´

σ2

−2
`

2997 a6 − 22284 a5 − 58908 a4 + 157856 a3 − 43984 a2 − 24768 a − 17408
´

σ

−87516 a5 + 14742 a6 − 4736 − 729 a7 − 76704 a2 + 6144 a + 132024 a4 − 13360 a3,

D9 = σ28 + 20 σ27 − 2 (91 a + 43) σ26 − 4 (677 a + 893) σ25 +
`

13987 a2 + 24186 a − 2332
´

σ24

+8
`

18075 a2 + 57298 a + 33436
´

σ23 − 4
`

149223 a3 + 537713 a2 + 300760 a − 133622
´

σ22

−8
`

468399 a3 + 2770105 a2 + 4027848 a + 1375046
´

σ21

+
`

15610137 a4 + 92563980 a3 + 141739112 a2 + 27075736 a − 25305680
´

σ20

+4
`

10437351 a4 + 121511332 a3 + 346572360 a2 + 304237592 a + 69303520
´

σ19

−2
`

130203141 a5 + 1105081857 a4 + 3021435376 a3 + 2624839548 a2 + 182421024 a − 295407312
´

σ18

+4
`

28845441 a5 − 931244987 a4 − 6276535056 a3 − 11202796012 a2 − 6847234864 a − 1094931536
´

σ17

+(2801756307 a6 + 30643232190 a5 + 126631867036 a4 + 209873608072 a3

+127375774480 a2 + 5966025376 a − 7527891136)σ16

−16 (526274247 a6 + 2138761118 a5 − 7581438444 a4 − 38464116520 a3

−51543462720 a2 − 23326157600 a − 2582837152)σ15

−8 (2414113329 a7 + 30787986099 a6 + 175393233976 a5 + 449740452258 a4 + 544986821248 a3

+256157706768 a2 + 14278061632 a − 6122376368)σ14

+16 (5919718755 a7 + 54625630249 a6 + 116087423064 a5 − 43874530790 a4 − 471103552912 a3

−543253601424 a2 − 181542266976 a − 12110896112)σ13

+(83754045147 a8 + 1100118792456 a7 + 8175034241968 a6 + 29222588980592 a5 + 56083750153184 a4

+54563905824128 a3 + 20342931677440 a2 + 1213748546944 a − 100794693632)σ12

−4(125037943677 a8 + 1677469813976 a7 + 6763107442416 a6 + 12294647390704 a5 + 7083682030656 a4

−10034870897792 a3 − 12136807967872 a2 − 2606394099840 a − 29881455872)σ11

−2(112354614581 a9 + 1204595739453 a8 + 11282947345888 a7 + 56006171017656 a6 + 147851161685056 a5

+238620184431648 a4 + 194375004415744 a3 + 53668089647168 a2 + 2372672378112 a + 178142396928)σ10

+4 (340535830189 a9 + 5921945392189 a8 + 34616150858208 a7 + 96957797630792 a6 + 158206625245408 a5

+130604350146720 a4 − 3396405005696 a3 − 27414008582208 a2 − 213765820416 a + 365892820480)σ9

+(376787501921 a10 + 1333693095638 a9 + 17977134963676 a8 + 153755501832848 a7 + 644570132978464 a6

+1290941501460416 a5 + 2032447835233664 a4 + 1384032951181184 a3 + 198056801808896 a2

+610017270784 a + 404214786048)σ8

−8(257024236733 a10 + 4198577797590 a9 + 40956458448948 a8 + 169498096214832 a7 + 319583801779456 a6

+477115092223808 a5 + 406971800591936 a4 + 59119718489216 a3 + 7406503333120 a2

+6734472810496 a − 35598908416)σ7

−4(98997216775 a11 − 958569332775 a10 + 2465074064056 a9 − 93486097527982 a8 − 3531767845248 a7

+262722111721760 a6 + 219376027368320 a5 + 934890590952416 a4 + 418517336817920 a3

−46298326081536 a2 − 2141489410048 a − 2124196081664)σ6

+8 (218595291225 a11 + 1679277104215 a10 + 36289378515224 a9 + 220613933714002 a8

+767763718380768 a7 + 774615105130336 a6 + 1303540338486208 a5 + 971633197687776 a4

+103501761723904 a3 + 57357176744960 a2 − 8626344180736 a + 1065291139072)σ5

+(253849156875 a12 − 7524969279700 a11 + 58058394452840 a10 − 615229805353608 a9

−4596028092973712 a8 − 2702246933408384 a7 − 1840405737728768 a6 − 7225244284970880 a5

+2168537159072768 a4 − 1688672519929856 a3 − 72055862784000 a2 − 127781869961216 a
+11052483809280)σ4

−4 (196842639375 a12 − 1929206565300 a11 + 35589694391256 a10 + 74247974842472 a9

+249664319808416 a8 + 2805511931599488 a7 − 159627027997056 a6 + 3361152928731008 a5

+609533608637184 a4 + 295015094151168 a3 − 165750093305856 a2

+24634230702080 a − 1452510793728)σ3

−2 (45444796875 a13 − 2577774695625 a12 + 42901612055600 a11 − 179654069811828 a10

−911988595276128 a9 − 8165957062526928 a8 + 1444864410761472 a7 − 5714722150688064 a6

−2266625804781312 a5 − 2566580874158592 a4 + 147183057432576 a3 − 285846173483008 a2

−24883834073088 a − 23435500867584)σ2

+4 (36590484375 a13 − 1344213073125 a12 + 16582073348400 a11 + 166683456405540 a10

−2059133176570160 a9 − 507540336619728 a8 − 986297090381952 a7 + 931154111326272 a6

−1103984460432384 a5 + 358602230874624 a4 − 473679173068800 a3 + 12857015193600 a2

−83728234401792 a − 10382411141120)σ
+1111447502301696 a6 + 1232032155312800 a9 − 2270653645888512 a5 + 1313168387722560 a8

−1501273513829760 a7 + 524146334896128 a2 − 349974336917400 a11 + 35301267742500 a12

+964467075451600 a10 − 475049074262016 a3 − 1271697468750 a13 + 13953515625 a14
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+69341499342848 + 1308396521072640 a4 + 68117810028544 a.Período 10

S10 = C2
10D10N10

C10 = σ30 − 12 σ29 − 4 (22 a + 15) σ28 + 128 (9 a + 10) σ27 + 16
`

207 a2 + 158 a − 72
´

σ26

−64
`

723 a2 + 1474 a + 800
´

σ25 − 32
`

2184 a3 + 178 a2 − 7104 a − 5475
´

σ24

+128
`

7968 a3 + 21952 a2 + 20554 a + 7057
´

σ23

+32
`

28536 a4 − 43744 a3 − 314928 a2 − 409440 a − 174517
´

σ22

−128
`

106440 a4 + 346016 a3 + 398128 a2 + 184992 a + 32961
´

σ21

−128
`

60336 a5 − 254456 a4 − 1574528 a3 − 2691000 a2 − 2063268 a − 656613
´

σ20

+512
`

225408 a5 + 798400 a4 + 922112 a3 + 180272 a2 − 363889 a − 168580
´

σ19

+128
`

335904 a6 − 2709568 a5 − 17160576 a4 − 35458496 a3 − 35819336 a2 − 19289624 a − 5144461
´

σ18

−512
`

1234464 a6 + 4569152 a5 + 4036544 a4 − 5120224 a3 − 12946516 a2 − 10311996 a − 2917443
´

σ17

−512 (305664 a7 − 4057376 a6 − 27528960 a5 − 65972016 a4 − 80555136 a3

−53565392 a2 − 20203237 a − 5050151)σ16

+8192 (272064 a7 + 1073728 a6 + 444632 a5 − 4325268 a4 − 9733103 a3

−9543608 a2 − 5295595 a − 1306311)σ15

+256 (1400832 a8 − 28590080 a7 − 220149248 a6 − 602300928 a5 − 821599008 a4 − 614756928 a3

−216441240 a2 − 1860992 a − 6053631)σ14

−1024 (4767744 a8 + 23123968 a7 + 1154048 a6 − 179319040 a5 − 458155008 a4 − 561272416 a3

−379690296 a2 − 162746336 a − 37452061)σ13

−1024 (458752 a9 − 14393344 a8 − 144599040 a7 − 460679680 a6 − 675302528 a5 − 438641120 a4

−39729112 a3 + 160690920 a2 + 140818666 a + 14153429)σ12

+8192 (737280 a9 + 6012928 a8 + 471040 a7 − 67155968 a6 − 183917248 a5 − 249810592 a4

−225788248 a3 − 112166496 a2 − 37038731 a − 11479803)σ11

+2048 (131072 a10 − 7340032 a9 − 128188416 a8 − 484679680 a7 − 732406272 a6 − 472760832 a5

+251227648 a4 + 712940256 a3 + 482138786 a2 + 219698160 a + 29962407)σ10

−8192 (393216 a10 + 8847360 a9 + 5570560 a8 − 117153792 a7 − 374482432 a6 − 548337920 a5

−433128320 a4 − 294932288 a3 − 104196818 a2 − 40953452 a − 21481587)σ9

+8192 (655360 a10 + 34930688 a9 + 177143808 a8 + 310415360 a7 + 81688064 a6 − 171585536 a5

−342216704 a4 − 443569040 a3 − 157098574 a2 − 89467309 a − 21350596)σ8

+32768 (1572864 a10 + 6094848 a9 − 32112640 a8 − 137637888 a7 − 145354752 a6 − 151675648 a5

−48484224 a4 − 21987552 a3 − 26098544 a2 − 11225409 a − 4890503)σ7

−4096 (31457280 a10 + 390070272 a9 + 660144128 a8 + 114884608 a7 − 842440704 a6 − 880279552 a5

−303834368 a4 − 665453056 a3 − 314665728 a2 − 259189488 a − 57002217)σ6

−16384 (18874368 a10 − 45613056 a9 − 210829312 a8 − 381714432 a7 + 144130048 a6 − 156710912 a5

+8978688 a4 − 71012608 a3 − 12142336 a2 − 897016 a − 695773)σ5

+16384 (52428800 a10 + 180355072 a9 − 68091904 a8 − 286359552 a7 + 34988032 a6 − 125974528 a5

+149008128 a4 − 186574720 a3 − 9078848 a2 − 46323456 a − 4021569)σ4

+131072 (6291456 a10 − 36175872 a9 + 11468800 a8 − 21889024 a7 + 51732480 a6 − 40345600 a5

+5040384 a4 − 433152 a3 + 253216 a2 + 720260 a − 156897)σ3

−65536 (36700160 a10 − 29360128 a9 − 36896768 a8 − 13238272 a7 + 98189312 a6 − 104910848 a5

+63759104 a4 − 26714880 a3 + 11679888 a2 − 4872208 a + 60481)σ2

−262144 (3145728 a10 − 25165824 a9 + 48431104 a8 − 41549824 a7 + 16637952 a6 − 3215360 a5

+3835136 a4 − 2656000 a3 + 255440 a2 − 303368 a + 3051)σ
+2820669440 a − 8658654068736 a9 + 12317966204928 a8 + 2473901162496 a10 + 1399823794176 a4

+4110283702272 a6 − 9148280340480 a7 − 213775286272 a3 + 43432017920 a2

−1953136377856 a5 − 33292288,

D10 = σ12 + 24 σ11 − 8 (11 a − 18) σ10 − 32 (47 a + 10) σ9 + 16
`

159 a2 − 296 a − 240
´

σ8

+256
`

111 a2 + 104 a + 16
´

σ7 − 256
`

109 a3 − 110 a2 − 304 a − 172
´

σ6

−1024
`

207 a3 + 282 a2 + 304 a + 64
´

σ5 + 256
`

559 a4 − 928 a3 + 208 a2 − 656 a − 1296
´

σ4

+2048
`

335 a4 + 288 a3 + 400 a2 + 1152 a + 96
´

σ3

−2048
`

171 a5 − 770 a4 − 368 a3 + 1688 a2 + 336 a − 800
´

σ2

−8192
`

99 a4 − 78 a3 + 336 a2 − 160 a + 736
´

aσ

+331776 a6 − 3244032 a5 + 4718592 a4 − 1769472 a3 + 4915200 a2 + 262144,

N10 = σ27 + 2 σ26 − 12 (18 a + 25) σ25 + 8 (70 a + 57) σ24 + 16
`

1215 a2 + 3194 a + 2211
´

σ23

−32
`

3629 a2 + 8542 a + 4857
´

σ22 − 64
`

15060 a3 + 52617 a2 + 65386 a + 29002
´

σ21

+128
`

63076 a3 + 229235 a2 + 274210 a + 110874
´

σ20

+32
`

914040 a4 + 3468128 a3 + 4973960 a2 + 3314792 a + 897987
´

σ19

−64
`

4541512 a4 + 21150240 a3 + 36599704 a2 + 28666232 a + 8589581
´

σ18

−128
`

4451760 a5 + 15122408 a4 + 12738016 a3 − 10620760 a2 − 20762996 a − 7516387
´

σ17

+256
`

23922608 a5 + 129416440 a4 + 274722848 a3 + 284011864 a2 + 149520064 a + 33591447
´

σ16
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+128 (56677920 a6 + 126414144 a5 − 302036064 a4 − 1446332864 a3 − 2072135720 a2

−1345541928 a − 311511913)σ15

−256 (307501408 a6 + 1846147520 a5 + 4357062624 a4 + 4820736064 a3 + 2375698424 a2

+410110376 a + 53846065)σ14

−512 (117550080 a7 + 35645920 a6 − 2691828160 a5 − 9403549824 a4 − 14068454784 a3

−11175519536 a2 − 4776789485 a − 870804090)σ13

+1024 (602611712 a7 + 4015805088 a6 + 8768934464 a5 + 7748931712 a4 − 1743946960 a3

−8132437264 a2 − 4849992837 a − 656754916)σ12

+256 (1244160000 a8 − 2765197312 a7 − 73232437504 a6 − 233389412096 a5 − 358695382560 a4

−289918671040 a3 − 116991282584 a2 − 32438983792 a − 8473578135)σ11

−512 (5576597504 a8 + 43175366656 a7 + 39964628224 a6 − 70135603456 a5 − 288245955168 a4

−367823187776 a3 − 241976487816 a2 − 90692398064 a − 13287729321)σ10

−1024 (1004339200 a9 − 4819869696 a8 − 132068939776 a7 − 383912667904 a6 − 524297534080 a5

−330830109728 a4 − 37889561240 a3 + 101619404944 a2 + 31541256034 a − 2083479821)σ9

+2048 (3554082816 a9 + 35961331712 a8 − 98216138752 a7 − 463283091712 a6 − 721050934400 a5

−679645574240 a4 − 419635490232 a3 − 132018999680 a2 − 75149876662 a − 10196254743)σ8

+2048 (897712128 a10 − 5046403072 a9 − 257281769472 a8 − 546800451584 a7 − 245234695168 a6

+308308857856 a5 + 627097065152 a4 + 640384574496 a3 + 395159168498 a2

+155467872956 a − 8754200331)σ7

−4096 (2117468160 a10 + 41433563136 a9 − 399634448384 a8 − 1340859793408 a7 − 1347533784064 a6

−394465291264 a5 − 205098866368 a4 + 165275954784 a3 + 234710495334 a2

−11646239404 a − 28119757541)σ6

−8192 (169869312 a11 + 763232256 a10 − 141628342272 a9 + 168644001792 a8 + 969765527552 a7

+1140006382592 a6 − 40389234432 a5 + 432510410560 a4 − 152108183936 a3 + 15320592302 a2

+76087874141 a + 18663321850)σ5

+16384 (169869312 a11 + 16483221504 a10 − 243482296320 a9 − 544971374592 a8 + 178259877888 a7

+545166033920 a6 − 30093091584 a5 + 627026480832 a4 − 225854675648 a3 + 255536249418 a2

+4204597889 a + 19378489776)σ4

+4096 (8153726976 a11 − 378629259264 a10 + 2658134917120 a9 + 7892211400704 a8 − 2393515753472 a7

−2094658617344 a6 − 5124662554624 a5 − 4639066140928 a4 − 113526021888 a3 − 2059627773936 a2

+200036010800 a − 166596103167)σ3

−8192 (19025362944 a11 − 510391222272 a10 + 2836078264320 a9 + 4547302064128 a8 − 4019512147968 a7

−1190248841216 a6 − 6027134611456 a5 − 1177090467584 a4 − 1848101213440 a3 − 513290188496 a2

−65610807760 a − 58221305505)σ2

+16384 (14948499456 a11 − 330461872128 a10 + 1785163415552 a9 + 203631820800 a8 − 1285055807488 a7

−1300581842944 a6 − 1816461459456 a5 − 36213016320 a4 − 794592074624 a3 − 26268426544 a2

−49337275144 a − 15023547645)σ
+10566002949488640 a4 + 24536408353931264 a6 + 560034917220352 − 9305228377587712 a5

+2709849485869056 a10 − 1133703986937856 a − 133590662774784 a11 − 7538403117629440 a7

−5378512219275264 a3 + 4143235153264640 a2 + 14364842391502848 a8 − 15117339989114880 a9.



Apêndie CAmalgamamentos para k=7, 8, 9 e 10Apresentamos aqui as expressão gerais exatas para os fatores que ompoem os amalgamamen-tos, para os períodos 7 até 10, bem omo seus ordenamentos orbitais orrespondentes. Obtivemostodas as amalgamações para períodos até 20 ontudo não as apresentamos aqui por serem extre-mamente extensas.Período 7

A7(x) =
7

Y

i=1

P7(a, x;σi) = X(x) Y 2(x) Z2(x) U2(x)

X = x14 − 2 x13 − (7 a − 4) x12 + 4 (3 a + 2) x11 +
`

21 a2 − 36 a − 16
´

x10 − 2 (3 a + 4) (5 a − 4) x9

−
`

35 a3 − 120 a2 − 16 a − 16
´

x8 + 8
`

5 a3 − 2 a2 − 24 a − 4
´

x7 +
`

35 a4 − 200 a3 + 144 a2 + 64 a + 48
´

x6

−2
`

15 a4 − 32 a3 − 144 a2 + 80 a − 16
´

x5 −
`

21 a5 − 180 a4 + 368 a3 − 32 a2 + 208 a + 64
´

x4

+4 a
`

3 a4 − 14 a3 − 32 a2 + 136 a + 16
´

x3 + a (a − 4)
`

7 a4 − 56 a3 + 96 a2 + 16
´

x2

−2 a (a − 2) (a − 4)
`

a3 − 2 a2 − 20 a + 8
´

x + 16 a6 − 128 − 96 a5 − a7 + 128 a2 + 256 a + 272 a4 − 368 a3

Y = x14 − 2 x13 − 7 ax12 + 4 (3 a + 2) x11 +
`

21 a2 − 4 a − 10
´

x10 − 2
`

15 a2 + 16 a + 2
´

x9

−
`

35 a3 − 20 a2 − 42 a − 16
´

x8 + 2
`

20 a3 + 24 a2 − 3
´

x7 +
`

35 a4 − 40 a3 − 68 a2 − 36 a − 9
´

x6

−2
`

15 a4 + 16 a3 − 12 a2 − 13 a − 3
´

x5 − a
`

21 a4 − 40 a3 − 52 a2 − 12 a − 7
´

x4

+2
`

6 a5 + 4 a4 − 16 a3 − 17 a2 − 6 a + 1
´

x3 + a
`

7 a5 − 20 a4 − 18 a3 + 20 a2 + 13 a + 4
´

x2

−2 (a + 1)
`

a5 − a4 − 5 a3 − 2 a2 − a + 2
´

x + 4 a6 − a7 + 3 − 11 a3 − 4 a2 + 2 a5 − 12 a4

Z = x14 + 6 x13 − (7 a − 16) x12 − 4 (9 a − 7) x11 +
`

21 a2 − 84 a + 38
´

x10 + 2
`

45 a2 − 66 a + 20
´

x9

−
`

35 a3 − 180 a2 + 158 a − 32
´

x8 − 2
`

60 a3 − 124 a2 + 72 a − 9
´

x7 +
`

35 a4 − 200 a3 + 252 a2 − 100 a + 5
´

x6

+2
`

45 a4 − 116 a3 + 96 a2 − 23 a − 1
´

x5 −
`

21 a5 − 120 a4 + 188 a3 − 108 a2 + 11 a + 4
´

x4

−2 (a − 1)
`

18 a4 − 36 a3 + 20 a2 + a − 1
´

x3 +
`

7 a6 − 36 a5 + 62 a4 − 44 a3 + 7 a2 + 4 a − 2
´

x2

+2 a
`

3 a3 − 4 a2 + a + 1
´

(a − 1)2 x + 4 a6 − a7 − 1 − a3 + 2 a − 6 a5 + 4 a4

U = x14 − 2 x13 − (7 a − 4) x12 + 4 (3 a + 1) x11 +
`

21 a2 − 28 a − 10
´

x10 − 2
`

15 a2 + 6 a − 10
´

x9

−
`

35 a3 − 80 a2 − 26 a + 4
´

x8 + 2
`

20 a3 + 4 a2 − 40 a − 1
´

x7 +
`

35 a4 − 120 a3 − 4 a2 + 20 a + 5
´

x6

−2
`

15 a4 − 4 a3 − 60 a2 + a − 3
´

x5 − a
`

21 a4 − 100 a3 + 44 a2 + 36 a + 3
´

x4

+2
`

6 a5 − 6 a4 − 40 a3 + 5 a2 − 6 a + 3
´

x3 +
`

7 a6 − 44 a5 + 46 a4 + 28 a3 − 9 a2 − 4 a + 4
´

x2

−2 a
`

a5 − 2 a4 − 10 a3 + 3 a2 − 3 a + 3
´

x + 8 a6 + 1 − 14 a5 − a7 + 4 a2 − 4 a − 8 a4 + 7 a3

O7
D =

„

z y u x u y z
z z y u x u y

«Período 8Para a lasse N: A8 = XY 2Z2

X = x24 − 12 ax22 + 24 x21 + 6 a (11 a − 4) x20 − 240 ax19 − 4
`

55 a3 − 60 a2 − 56
´

x18 + 120 a (9 a − 4) x17

+3 a
`

165 a3 − 360 a2 + 80 a − 608
´

x16 − 64
`

45 a3 − 60 a2 − 16
´

x15
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−8 a

`

99 a4 − 360 a3 + 240 a2 − 816 a + 448
´

x14 + 16 a
`

315 a3 − 840 a2 + 240 a − 416
´

x13

+4
`

231 a6 − 1260 a5 + 1680 a4 − 3680 a3 + 5504 a2 + 576
´

x12

−96 a
`

63 a4 − 280 a3 + 240 a2 − 192 a + 128
´

x11

−8 a
`

99 a6 − 756 a5 + 1680 a4 − 3144 a3 + 7104 a2 − 2688 a + 1472
´

x10

+16
`

315 a6 − 2100 a5 + 3600 a4 − 2720 a3 + 3456 a2 + 96
´

x9

+a
`

495 a7 − 5040 a6 + 16800 a5 − 33984 a4 + 83200 a3 − 89088 a2 + 24320 a − 18432
´

x8

−64 a
`

45 a6 − 420 a5 + 1200 a4 − 1360 a3 + 1536 a2 − 768 a + 96
´

x7

−4
`

55 a9 − 720 a8 + 3360 a7 − 8416 a6 + 19840 a5 − 35328 a4 + 20736 a3 − 14336 a2 + 1024
´

x6

+8 a
`

135 a7 − 1680 a6 + 7200 a5 − 13248 a4 + 14592 a3 − 15360 a2 + 1152 a − 512
´

x5

+2 a
`

33 a9 − 540 a8 + 3360 a7 − 10944 a6 + 26112 a5 − 55296 a4 + 68480 a3 − 30720 a2 + 18432 a + 4096
´

x4

−16
`

15 a9 − 240 a8 + 1440 a7 − 4096 a6 + 6144 a5 − 6144 a4 + 4480 a3 − 512 a2 + 512
´

x3

−4 a (a − 4)
`

3 a9 − 48 a8 + 288 a7 − 888 a6 + 1952 a5 − 3712 a4 + 4480 a3 − 2560 a2 + 1024
´

x2

+8 a
`

3 a6 − 36 a5 + 144 a4 − 208 a3 + 64 a2 − 64
´ `

a3 − 8 a2 + 16 a − 16
´

x

−9216 a7 + 240 a10 + 4096 a4 − 24 a11 − 8192 − 10240 a5 + 4352 a8 − 1312 a9 + 12544 a6 + a12

Y = x24 − 12 ax22 + 16 x21 + 6 a (11 a − 2) x20 − 160 ax19 − 4
`

55 a3 − 30 a2 − 22
´

x18 + 16 a (45 a − 8) x17

+a
`

495 a3 − 540 a2 + 48 a − 704
´

x16 − 64
`

30 a3 − 16 a2 − 3
´

x15

−8 a
`

99 a4 − 180 a3 + 48 a2 − 308 a + 46
´

x14 + 32 a
`

105 a3 − 112 a2 + 8 a − 35
´

x13

+4
`

231 a6 − 630 a5 + 336 a4 − 1248 a3 + 548 a2 + 43
´

x12 − 16 a
`

252 a4 − 448 a3 + 96 a2 − 168 a + 13
´

x11

−8 a
`

99 a6 − 378 a5 + 336 a4 − 818 a3 + 678 a2 − 8 a + 73
´

x10

+8
`

420 a6 − 1120 a5 + 480 a4 − 420 a3 + 82 a2 + 31
´

x9

+a
`

495 a7 − 2520 a6 + 3360 a5 − 5888 a4 + 7120 a3 − 192 a2 + 612 a − 244
´

x8

−32 a
`

60 a6 − 224 a5 + 160 a4 − 70 a3 + 17 a2 − 2 a + 23
´

x7

−4
`

55 a9 − 360 a8 + 672 a7 − 936 a6 + 1300 a5 − 32 a4 + 12 a3 − 180 a2 − 4
´

x6

+16 a
`

45 a7 − 224 a6 + 240 a5 − 42 a4 − 14 a3 − 12 a2 + 53 a − 3
´

x5

+2 a
`

33 a9 − 270 a8 + 672 a7 − 832 a6 + 984 a5 + 64 a4 − 134 a3 − 380 a2 + 8 a + 48
´

x4

−16 a2
`

10 a7 − 64 a6 + 96 a5 − 31 a3 − 12 a2 + 30 a − 2
´

x3

−4 a2
`

3 a9 − 30 a8 + 96 a7 − 118 a6 + 68 a5 + 48 a4 − 30 a3 − 84 a2 + 8 a + 28
´

x2

+8 a
`

2 a9 − 16 a8 + 32 a7 + 4 a6 − 22 a5 − 8 a4 + 15 a3 + 2 a2 + 4
´

x

−4 a6 + 48 a10 − 12 a11 + 4 − 52 a5 + 64 a7 − 16 a8 − 64 a9 − 16 a2 + 16 a4 + a12

Z = x12 − 6 ax10 + 4 x9 + a (15 a − 4) x8 − 16 ax7 − 4 a2 (5 a − 4) x6 + 24 a2x5 + a
`

15 a3 − 24 a2 + 4
´

x4

−16 a3x3 − 2 a2
`

3 a3 − 8 a2 + 4
´

x2 + 4 a4x + 4 a3 − 4 + a6 − 4 a5Ordenamento: (Onde índies diferentes de uma mesma variável denotam diferentes raízes de um mesmo polin�mio)
O8

N =

„

xi yi zi yj xj yj zi yi

yi xi yi zi yj xj yj zi

«Para a lasse D: A8 = U2V 2

U = x12 + 6 x11 − 2 (3 a − 8) x10 − 2 (15 a − 14) x9 +
`

15 a2 − 68 a + 38
´

x8 + 4
`

15 a2 − 26 a + 10
´

x7

−4
`

5 a3 − 28 a2 + 30 a − 8
´

x6 − 2
`

30 a3 − 72 a2 + 52 a − 9
´

x5 +
`

15 a4 − 88 a3 + 132 a2 − 68 a + 4
´

x4

+2
`

15 a4 − 44 a3 + 44 a2 − 14 a − 2
´

x3 − 2 (a − 1)
`

3 a4 − 13 a3 + 15 a2 − 5 a − 3
´

x2

−2 (a − 1)
`

3 a4 − 7 a3 + 5 a2 − 2
´

x − 2 + a6 − 4 a5 + 6 a4 − 4 a3 + 2 a

V = x12 − 2 x11 − 6 ax10 + 2 (5 a + 4) x9 +
`

15 a2 − 4 a − 12
´

x8 − 4 a (5 a + 6) x7 − 4 (a − 2)
`

5 a2 + 6 a + 2
´

x6

+2
`

10 a3 + 12 a2 − 8 a − 7
´

x5 +
`

15 a4 − 24 a3 − 48 a2 − 20 a − 4
´

x4 − 2
`

5 a4 + 4 a3 − 16 a2 − 18 a − 6
´

x3

−2 (a + 1)
`

3 a4 − 11 a3 − a2 + 5 a + 1
´

x2 + 2 (a + 1)
`

a4 − a3 − 7 a2 − 4 a − 2
´

x

+12 a3 + a6 + 6 a − 4 a4 + 2 + 16 a2 − 4 a5Ordenamento:
O8

D =

„

ui vi vj uj uj vj vi ui

ui ui vi vj uj uj vj vi

«Período 9Para a lasse D: A9 = XY 2Z2U2V 2

X = x28 − 2 (7 a − 1) x26 + 28 x25 +
`

91 a2 − 54 a + 4
´

x24 − 48 (7 a − 1) x23 − 4
`

91 a3 − 123 a2 + 24 a − 78
´

x22

+8
`

231 a2 − 150 a + 10
´

x21 +
`

1001 a4 − 2420 a3 + 1128 a2 − 3240 a + 432
´

x20

−16
`

385 a3 − 585 a2 + 110 a − 108
´

x19 − 2
`

1001 a5 − 3795 a4 + 3440 a3 − 7860 a2 + 5088 a − 272
´

x18

+4
`

3465 a4 − 9540 a3 + 4740 a2 − 3968 a + 432
´

x17

+
`

3003 a6 − 16434 a5 + 25020 a4 − 49400 a3 + 67344 a2 − 11360 a + 4672
´

x16

−32
`

693 a5 − 3015 a4 + 3060 a3 − 2264 a2 + 1264 a − 40
´

x15

−8
`

429 a7 − 3201 a6 + 7416 a5 − 14390 a4 + 28352 a3 − 14384 a2 + 4928 a − 304
´

x14
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+16

`

1617 a6 − 10206 a5 + 17850 a4 − 15232 a3 + 14192 a2 − 1840 a + 240
´

x13

+
`

3003 a8 − 29304 a7 + 96432 a6 − 206864 a5 + 475104 a4 − 492160 a3 + 181504 a2 − 70784 a − 512
´

x12

−32
`

693 a7 − 5985 a6 + 16170 a5 − 19124 a4 + 20016 a3 − 9480 a2 + 1072 a + 64
´

x11

−2 (1001 a9 − 12375 a8 + 55008 a7 − 140840 a6 + 342720 a5 − 555872 a4

+342784 a3 − 172992 a2 + 8960 a + 4096)x10

+4
`

3465 a8 − 39240 a7 + 152040 a6 − 261632 a5 + 299680 a4 − 262080 a3 + 48448 a2 − 4864 a − 1536
´

x9

+(1001 a10 − 15290 a9 + 88380 a8 − 279920 a7 + 716576 a6 − 1498688 a5

+1589120 a4 − 845440 a3 + 302080 a2 + 38912 a − 8192)x8

−16(385 a9 − 5535 a8 + 29160 a7 − 71792 a6 + 100768 a5 − 110320 a4 + 56384 a3 − 7936 a2 − 2560 a + 1280)x7

−4(91 a11 − 1683 a10 + 12280 a9 − 48550 a8 + 135936 a7 − 320864 a6 + 506240 a5

−388384 a4 + 209664 a3 + 5632 a2 − 22528 a + 3072)x6

+8(231 a10 − 4110 a9 + 28290 a8 − 96256 a7 + 180576 a6 − 224544 a5 + 200480 a4

−42752 a3 − 4096 a2 + 11776 a − 1024)x5

+(91 a12 − 2004 a11 + 18024 a10 − 88520 a9 + 284016 a8 − 711296 a7 + 1399040 a6 − 1693056 a5

+984576 a4 − 337920 a3 − 180224 a2 + 61440 a − 12288)x4

−16(21 a10 − 453 a9 + 3950 a8 − 17932 a7 + 46112 a6 − 71344 a5

+73568 a4 − 48000 a3 + 3072 a2 + 9984 a − 6144t)ax3

−2(7 a13 − 181 a12 + 1968 a11 − 11876 a10 + 45152 a9 − 120848 a8 + 251136 a7 − 396608 a6 + 395008 a5

−171008 a4 − 49152 a3 + 92160 a2 − 36864 a − 4096)x2

+4
`

a2 − 6 a + 4
´

(7 a10 − 138 a9 + 1084 a8 − 4336 a7 + 9376 a6 − 10688 a5

+5056 a4 + 1664 a3 − 2560 a2 + 3584 a + 1024)x
−28672 a2 + a14 − 2840 a11 − 102272 a7 + 13008 a10 + 40960 a − 16384 a4

+36864 a3 + 77888 a8 − 39008 a9 + 388 a12 + 81920 a6 − 30 a13 + 16384 − 28672 a5

Y = x28 − 2 x27 − (14 a − 3) x26 + 2 (13 a + 9) x25 +
`

91 a2 − 51 a − 35
´

x24 − 2
`

78 a2 + 96 a − 23
´

x23

−
`

364 a3 − 378 a2 − 352 a − 123
´

x22 + 2
`

286 a3 + 462 a2 − 329 a − 111
´

x21

+
`

1001 a4 − 1650 a3 − 1514 a2 − 941 a + 227
´

x20 − 2
`

715 a4 + 1320 a3 − 1977 a2 − 842 a − 209
´

x19

−
`

2002 a5 − 4785 a4 − 3480 a3 − 3045 a2 + 2698 a + 619
´

x18

+2
`

1287 a5 + 2475 a4 − 6783 a3 − 2407 a2 − 1133 a + 181
´

x17

+
`

3003 a6 − 9801 a5 − 3945 a4 − 5419 a3 + 12771 a2 + 3695 a + 769
´

x16

−2
`

1716 a6 + 3168 a5 − 14982 a4 − 2328 a3 − 2260 a2 + 1852 a + 331
´

x15

−
`

3432 a7 − 14652 a6 + 480 a5 − 6062 a4 + 32984 a3 + 7900 a2 + 3436 a + 1
´

x14

+2
`

1716 a7 + 2772 a6 − 22554 a5 + 3682 a4 − 1716 a3 + 6920 a2 + 1801 a + 354
´

x13

+
`

3003 a8 − 16236 a7 + 9156 a6 − 5698 a5 + 52262 a4 + 4668 a3 + 4888 a2 − 841 a − 90
´

x12

−2
`

1287 a8 + 1584 a7 − 23730 a6 + 14308 a5 + 50 a4 + 12828 a3 + 3919 a2 + 1556 a − 81
´

x11

−
`

2002 a9 − 13365 a8 + 15792 a7 − 6986 a6 + 53340 a5 − 8966 a4 − 212 a3 − 3755 a2 + 144 a − 78
´

x10

+2
`

715 a9 + 495 a8 − 17502 a7 + 20538 a6 − 134 a5 + 12490 a4 + 4229 a3 + 2982 a2 − 441 a − 63
´

x9

+(1001 a10 − 8085 a9 + 15195 a8 − 8950 a7 + 35518 a6 − 19006 a5

−7950 a4 − 6765 a3 + 1574 a2 + 322 a + 140)x8

−2
`

286 a10 − 8883 a8 + 16808 a7 − 2148 a6 + 5396 a5 + 2161 a4 + 3448 a3 − 682 a2 − 124 a − 41
´

x7

−(364 a11 − 3498 a10 + 9280 a9 − 8039 a8 + 15256 a7 − 14580 a6 − 9116 a5

−6365 a4 + 2928 a3 + 1396 a2 + 536 a + 16)x6

+2
`

78 a11 − 66 a10 − 2957 a9 + 8237 a8 − 2660 a7 − 448 a6 + 235 a5 + 2702 a4 − 210 a3 + 22 a2 − 39 a − 2
´

x5

+(91 a12 − 1026 a11 + 3590 a10 − 4417 a9 + 4119 a8 − 4660 a7 − 4464 a6 − 3419 a5

+2130 a4 + 1476 a3 + 624 a2 + 32 a + 21)x4

−2(13 a12 − 24 a11 − 581 a10 + 2262 a9 − 1321 a8 − 1260 a7 − 203 a6

+1332 a5 + 267 a4 + 164 a3 + 45 a2 − 5)x3

−(14 a13 − 183 a12 + 808 a11 − 1345 a10 + 682 a9 − 77 a8 − 892 a7 − 1081 a6 + 512 a5

+442 a4 + 200 a3 + 16 a2 + 30 a + 5)x2

+2
`

a12 − 3 a11 − 51 a10 + 269 a9 − 245 a8 − 327 a7 − 57 a6 + 298 a5 + 155 a4 + 81 a3 + 43 a2 + 2 a − 5
´

ax

−175 a11 + 5 a + 9 a2 + 81 a12 − 28 a4 − 30 a6 − 175 a7 + 63 a10 + a14 − 27 a8 + 199 a9 − 15 a13 + 1 − 38 a5

Z = x28 − 2 x27 − (14 a − 3) x26 + 2 (13 a + 5) x25 +
`

91 a2 − 51 a − 23
´

x24 − 6
`

26 a2 + 16 a − 5
´

x23

−
`

364 a3 − 378 a2 − 224 a − 27
´

x22 + 2
`

286 a3 + 198 a2 − 209 a − 43
´

x21

+
`

1001 a4 − 1650 a3 − 898 a2 − 61 a + 91
´

x20 − 2
`

715 a4 + 440 a3 − 1217 a2 − 290 a − 5
´

x19

−
`

2002 a5 − 4785 a4 − 1720 a3 + 603 a2 + 970 a + 111
´

x18

+2
`

1287 a5 + 495 a4 − 4023 a3 − 563 a2 + 223 a + 43
´

x17

+
`

3003 a6 − 9801 a5 − 645 a4 + 3653 a3 + 3915 a2 + 459 a − 19
´

x16

−2
`

1716 a6 − 8502 a4 + 712 a3 + 1628 a2 + 332 a + 13
´

x15

−
`

3432 a7 − 14652 a6 + 4704 a5 + 9106 a4 + 7768 a3 − 84 a2 − 444 a − 35
´

x14

+2
`

1716 a7 − 924 a6 − 12138 a5 + 5418 a4 + 4668 a3 + 720 a2 + 7 a − 34
´

x13

+
`

3003 a8 − 16236 a7 + 12852 a6 + 12446 a5 + 7126 a4 − 3540 a3 − 1936 a2 − 173 a + 56
´

x12

−2
`

1287 a8 − 1584 a7 − 11970 a6 + 11732 a5 + 6938 a4 − 180 a3 − 231 a2 − 116 a − 7
´

x11

−
`

2002 a9 − 13365 a8 + 17904 a7 + 9142 a6 − 420 a5 − 7758 a4 − 3548 a3 − 271 a2 + 268 a + 100
´

x10

+2
`

715 a9 − 1485 a8 − 8142 a7 + 14210 a6 + 5410 a5 − 3090 a4 − 741 a3 − 38 a2 + 177 a + 31
´

x9

+(1001 a10 − 8085 a9 + 15855 a8 + 1898 a7 − 8050 a6 − 6774 a5 − 2910 a4 − 241 a3 + 228 a2 + 116 a + 82)x8
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−2

`

286 a10 − 880 a9 − 3723 a8 + 10632 a7 + 1548 a6 − 5372 a5 − 969 a4 + 328 a3 + 698 a2 + 148 a + 23
´

x7

−(364 a11 − 3498 a10 + 9280 a9 − 2567 a8 − 8680 a7 − 996 a6 − 404 a5

−489 a4 − 648 a3 − 312 a2 + 176 a + 66)x6

+2(78 a11 − 330 a10 − 1077 a9 + 4897 a8 − 692 a7 − 4408 a6 − 603 a5 + 562 a4 + 962 a3 + 178 a2 + 81 a + 48)x5

+(91 a12 − 1026 a11 + 3502 a10 − 2449 a9 − 4497 a8 + 2556 a7 + 1016 a6 − 871 a5

−1472 a4 − 632 a3 + 340 a2 + 78 a − 1)x4

−2(13 a12 − 72 a11 − 173 a10 + 1278 a9 − 637 a8 − 1820 a7 − 157 a6 + 364 a5

+573 a4 + 36 a3 + 93 a2 + 124 a + 35)x3

−(14 a13 − 183 a12 + 776 a11 − 897 a10 − 1174 a9 + 1815 a8 + 684 a7 − 677 a6 − 1092 a5

−364 a4 + 480 a3 − 42 a2 − 142 a − 41)x2

+2(a13 − 7 a12 − 11 a11 + 145 a10 − 137 a9 − 305 a8 − 7 a7 + 86 a6

+125 a5 − 25 a4 + 35 a3 + 76 a2 + 51 a + 14)x
+77 a12 − 54 a3 − 187 a7 − 121 a10 − 284 a6 + 234 a4 − 141 a2 − 127 a11 + 387 a9

−15 a13 + a14 + 137 a8 − 25 − 60 a5 − 113 a

U = x28 − 2 (7 a + 3) x26 + 12 x25 +
`

91 a2 + 66 a + 16
´

x24 − 16 (9 a + 4) x23 − 4
`

91 a3 + 81 a2 + 32 a − 5
´

x22

+4
`

198 a2 + 152 a + 37
´

x21 +
`

1001 a4 + 924 a3 + 400 a2 − 324 a − 184
´

x20

−8
`

330 a3 + 320 a2 + 129 a + 18
´

x19 − 2
`

1001 a5 + 825 a4 + 240 a3 − 958 a2 − 824 a − 198
´

x18

+4
`

1485 a4 + 1560 a3 + 705 a2 + 116 a − 9
´

x17

+
`

3003 a6 + 1782 a5 − 480 a4 − 6028 a3 − 6296 a2 − 2604 a − 438
´

x16

−4
`

2376 a5 + 2400 a4 + 792 a3 − 176 a2 − 260 a − 59
´

x15

−2
`

1716 a7 + 396 a6 − 1344 a5 − 5764 a4 − 6688 a3 − 3416 a2 − 1000 a − 145
´

x14

+4
`

2772 a6 + 2352 a5 − 294 a4 − 1456 a3 − 1264 a2 − 485 a − 51
´

x13

+
`

3003 a8 − 792 a7 − 4704 a6 − 14056 a5 − 17136 a4 − 8560 a3 − 2616 a2 − 858 a − 166
´

x12

−4
`

2376 a7 + 1344 a6 − 2100 a5 − 3080 a4 − 2628 a3 − 1431 a2 − 310 a + 2
´

x11

−2
`

1001 a9 − 891 a8 − 2400 a7 − 5404 a6 − 6608 a5 − 1908 a4 + 760 a3 + 39 a2 − 290 a − 82
´

x10

+4
`

1485 a8 + 240 a7 − 2982 a6 − 3304 a5 − 2650 a4 − 1945 a3 − 689 a2 − 10 a + 35
´

x9

+
`

1001 a10 − 1650 a9 − 3120 a8 − 4696 a7 − 5488 a6 + 2584 a5 + 7500 a4 + 3046 a3 − 778 a2 − 828 a − 172
´

x8

−4
`

660 a9 − 240 a8 − 2280 a7 − 1904 a6 − 1004 a5 − 1105 a4 − 676 a3 − 44 a2 + 104 a + 33
´

x7

−2(182 a11 − 462 a10 − 640 a9 − 274 a8 − 288 a7 + 1928 a6 + 3976 a5

+2197 a4 − 316 a3 − 852 a2 − 376 a − 60)x6

+4
`

198 a10 − 200 a9 − 1023 a8 − 496 a7 + 360 a6 + 81 a5 − 229 a4 − 52 a3 + 102 a2 + 79 a + 18
´

x5

+(91 a12 − 324 a11 − 304 a10 + 492 a9 + 424 a8 + 1488 a7 + 3560 a6 + 2466 a5

−538 a4 − 1784 a3 − 1208 a2 − 392 a − 51)x4

−4
`

36 a11 − 64 a10 − 254 a9 + 4 a8 + 436 a7 + 355 a6 + 58 a5 − 22 a4 + 32 a3 + 59 a2 + 32 a + 6
´

x3

−2(7 a13 − 33 a12 − 16 a11 + 122 a10 + 72 a9 + 10 a8 + 232 a7 + 213 a6 − 194 a5

−474 a4 − 424 a3 − 212 a2 − 55 a − 6)x2

+4 (a + 1)
`

3 a11 − 11 a10 − 16 a9 + 36 a8 + 71 a7 + 38 a6 + 3 a5 − 5 a4 + 4 a3 + 9 a2 + 5 a + 1
´

x

−12 a − 6 a13 + a14 − 46 a7 − 204 a5 + 8 a10 + 36 a11 − 220 a4 − 118 a6 − 152 a3 − 59 a2 − 70 a8 − 76 a9 − 1

V = x28 + 14 x27 − 7 (2 a − 13) x26 − 2 (91 a − 185) x25 +
`

91 a2 − 1099 a + 1073
´

x24

+2
`

546 a2 − 2080 a + 1199
´

x23 −
`

364 a3 − 6090 a2 + 11264 a − 4335
´

x22

−2
`

2002 a3 − 10670 a2 + 11777 a − 3259
´

x21 +
`

1001 a4 − 20482 a3 + 53646 a2 − 39849 a + 8255
´

x20

+2
`

5005 a4 − 33000 a3 + 52161 a2 − 27994 a + 4407
´

x19

−
`

2002 a5 − 46585 a4 + 153000 a3 − 164049 a2 + 66090 a − 7841
´

x18

−2
`

9009 a5 − 68475 a4 + 137319 a3 − 106875 a2 + 32771 a − 2807
´

x17

+
`

3003 a6 − 75537 a5 + 290355 a4 − 398063 a3 + 233175 a2 − 53901 a + 2921
´

x16

+2
`

12012 a6 − 100320 a5 + 238326 a4 − 238232 a3 + 106348 a2 − 17716 a + 321
´

x15

−
`

3432 a7 − 89628 a6 + 385056 a5 − 630070 a4 + 475160 a3 − 159892 a2 + 16708 a + 685
´

x14

−2
`

12012 a7 − 106260 a6 + 285642 a5 − 342230 a4 + 196844 a3 − 47608 a2 + 1539 a + 524
´

x13

+
`

3003 a8 − 78540 a7 + 364308 a6 − 679322 a5 + 615230 a4 − 266548 a3 + 40000 a2 + 3603 a − 818
´

x12

+2
`

9009 a8 − 81840 a7 + 240450 a6 − 329532 a5 + 227650 a4 − 70612 a3 + 2941 a2 + 2392 a − 217
´

x11

−(2002 a9 − 50589 a8 + 246192 a7 − 504994 a6 + 523740 a5

−272046 a4 + 51620 a3 + 7745 a2 − 3344 a + 154)x10

−2
`

5005 a9 − 45375 a8 + 141486 a7 − 213934 a6 + 169082 a5 − 62510 a4 + 2791 a3 + 4356 a2 − 809 a + 13
´

x9

+(1001 a10 − 23485 a9 + 116775 a8 − 255614 a7 + 292390 a6 − 173126 a5

+38410 a4 + 8655 a3 − 5330 a2 + 554 a + 8)x8

+2(2002 a10 − 17600 a9 + 56619 a8 − 91480 a7 + 79516 a6 − 33212 a5

+1299 a4 + 3984 a3 − 1146 a2 + 60 a + 5)x7

−(364 a11 − 7546 a10 + 37280 a9 − 84523 a8 + 103000 a7 − 66596 a6 + 16236 a5

+5255 a4 − 4112 a3 + 740 a2 + 8 a − 8)x6

−2(546 a11 − 4510 a10 + 14501 a9 − 24207 a8 + 22268 a7 − 10016 a6 + 217 a5

+1876 a4 − 754 a3 + 86 a2 + 11 a − 4)x5

+(91 a12 − 1554 a11 + 7358 a10 − 16685 a9 + 20835 a8 − 14052 a7 + 3528 a6 + 1625 a5

−1526 a4 + 436 a3 − 8 a2 − 16 a + 3)x4

+2(91 a12 − 680 a11 + 2093 a10 − 3450 a9 + 3199 a8 − 1468 a7 − 17 a6 + 408 a5
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−221 a4 + 44 a3 + 7 a2 − 4 a − 1)x3

−(14 a13 − 175 a12 + 744 a11 − 1597 a10 + 1930 a9 − 1273 a8 + 300 a7 + 203 a6

−224 a5 + 98 a4 − 8 a3 − 8 a2 + 2 a + 3)x2

−2
`

7 a12 − 45 a11 + 123 a10 − 183 a9 + 155 a8 − 67 a7 − 3 a6 + 28 a5 − 21 a4 + 5 a3 + a2 − 1
´

ax

+35 a10 − a2 + 21 a12 + 2 a5 + 3 a + 5 a7 + 5 a8 − 21 a9 − 35 a11 − 6 a6 − 7 a13 + a14 + 1Período 10Para a lasse N: A10 = XY 2Z2

X10 = x54 + 2 x53 − 27 ax52 − 4 (13 a − 12)x51 + (351 a2 − 52 a + 100)x50 + 2 (325 a − 2)(a − 2)x49

−(2925 a3 − 1300 a2 + 2404 a − 1016)x48 − 16 (325 a3 − 1056 a2 + 156 a − 138)x47

+2 (8775 a4 − 7800 a3 + 14472 a2 − 14112 a + 184)x46

+4 (7475 a4 − 34776 a3 + 14424 a2 − 12312 a + 3128)x45

−2 (40365 a5 − 59800 a4 + 116104 a3 − 182064 a2 + 26408 a − 14176)x44

−8 (16445 a5 − 102212 a4 + 81752 a3 − 71940 a2 + 45272 a − 928)x43

+2 (148005 a6 − 328900 a5 + 693220 a4 − 1472416 a3 + 566104 a2 − 295648 a + 49856)x42

+4 (115115 a6 − 913836 a5 + 1185492 a4 − 1164152 a3 + 1159848 a2 − 162528 a + 58624)x41

−2 (444015 a7 − 1381380 a6 + 3251556 a5 − 8458296 a4 + 6063112 a3 − 3383488 a2

+1534016 a − 43200)x40

−16 (82225 a7 − 807576 a6 + 1536612 a5 − 1785190 a4 + 2292200 a3 − 811040 a2 + 289920 a − 33856)x39

+(2220075 a8 − 9209200 a7 + 24680656 a6 − 73934784 a5 + 83021840 a4

−55392640 a3 + 38860800 a2 − 5175808 a + 1304064)x38

+2 (1562275 a8 − 18535792 a7 + 48431152 a6 − 68715856 a5 + 102939600 a4

−65665920 a3 + 26231040 a2 − 9016832 a + 320512)x37

−(4686825 a9 − 24996400 a8 + 77142736 a7 − 256598496 a6 + 405302832 a5 − 344411840 a4

+299284480 a3 − 96634112 a2 + 25062912 a − 2058752)x36

−4 (1562275 a9 − 21977604 a8 + 75270096 a7 − 131885688 a6 + 221285232 a5 − 211936320 a4

+108591360 a3 − 56246016 a2 + 7006208 a − 1226240)x35

+3 (2812095 a10 − 18747300 a9 + 66971124 a8 − 242493504 a7 + 500018288 a6 − 550219072 a5

+548412800 a4 − 307974656 a3 + 94127616 a2 − 24966144 a + 1049600)x34

+2 (5311735 a10 − 87275892 a9 + 378479772 a8 − 817758480 a7 + 1522327152 a6 − 1948088256 a5

+1348519680 a4 − 843240960 a3 + 245623808 a2 − 47647744 a + 2753536)x33

−(13037895 a11 − 106234700 a10 + 439648220 a9 − 1717292808 a8 + 4374965232 a7 − 6172485120 a6

+6986901888 a5 − 5615298432 a4 + 2356738560 a3 − 919763456 a2 + 105292800 a − 11958272)x32

−32 (482885 a11 − 9152528 a10 + 48931916 a9 − 129336306 a8 + 268422384 a7 − 424727232 a6

+393214464 a5 − 284675712 a4 + 138575872 a3 − 33672704 a2 + 6797312 a − 317696)x31

+4 (4345965 a12 − 42493880 a11 + 203316872 a10 − 854652832 a9 + 2580074904 a8

−4568235648 a7 + 5948176896 a6 − 6080666112 a5 + 3598364160 a4 − 1681352704 a3

+433690624 a2 − 63164416 a + 2523136)x30

+8 (2414425 a12 − 52240728 a11 + 337080216 a10 − 1078264440 a9 + 2517370200 a8 − 4684567680 a7

+5599597824 a6 − 4776973824 a5 + 3169664000 a4 − 1127127040 a3 + 331360256 a2

−33983488 a + 1949696)x29

−4 (5014575 a13 − 57946200 a12 + 319328136 a11 − 1446383664 a10 + 5012430280 a9 − 10862502240 a8

+16491240960 a7 − 20082411264 a6 + 16048227840 a5 − 8956150272 a4 + 3696289792 a3 − 725254144 a2

+104148992 a − 4947968)x28

−16 (1300075 a13 − 31825836 a12 + 243591096 a11 − 932150868 a10 + 2468056600 a9 − 5241758880 a8

+7770133248 a7 − 7967205120 a6 + 6485835776 a5 − 3337818624 a4 + 1190002688 a3 − 262312448 a2

+27310080 a − 675840)x27

+4 (5014575 a14 − 67603900 a13 + 427048636 a12 − 2090466336 a11 + 8120822072 a10 − 21008047840 a9

+37428626880 a8 − 52655058432 a7 + 53592924672 a6 − 36928611328 a5 + 19904324608 a4 − 6057086976 a3

+1300373504 a2 − 112574464 a − 708608)x26

+8 (2414425 a14 − 66355828 a13 + 593856172 a12 − 2687796696 a11 + 8113657864 a10 − 19358225120 a9

+34301889024 a8 − 42474831360 a7 + 40721515520 a6 − 28057322496 a5 + 12548164608 a4 − 4240100352 a3

+660729856 a2 − 52125696 a + 1757184)x25

−4 (4345965 a15 − 67603900 a14 + 486956092 a13 − 2584937992 a12 + 11063424424 a11 − 33373347904 a10

+69690470720 a9 − 112068795072 a8 + 138124687872 a7 − 118612863488 a6 + 77256510464 a5

−34383607808 a4 + 9347895296 a3 − 1618542592 a2 + 90861568 a + 475136)x24

−32 (482885 a15 − 14798568 a14 + 152997348 a13 − 810281030 a12 + 2795086008 a11 − 7441620576 a10

+15299150464 a9 − 22672987584 a8 + 25373968384 a7 − 21761198592 a6 + 12592498688 a5 − 5402762496 a4

+1378895872 a3 − 191479808 a2 + 10678272 a + 1572864)x23

+(13037895 a16 − 231784800 a15 + 1893503520 a14 − 10933544832 a13 + 50940386848 a12 − 175425712384 a11

+426317944832 a10 − 782216088576 a9 + 1126730535936 a8 − 1187242205184 a7 + 923086495744 a6

−539000848384 a5 + 196408180736 a4 − 50718703616 a3 + 5623152640 a2 + 157417472 a − 32571392)x22

+2 (5311735 a16 − 180435552 a15 + 2132823264 a14 − 13087432864 a13 + 51575197856 a12

−152989441280 a11 + 356997189120 a10 − 622684361728 a9 + 813506828288 a8 − 829024182272 a7

+610624659456 a6 − 320069758976 a5 + 119392403456 a4 − 23570939904 a3 + 2321973248 a2 + 149028864 a
−18284544)x21



Apêndie C: Amalgamamentos para k=7, 8, 9 e 10 66
−(8436285 a17 − 169975520 a16 + 1566389792 a15 − 9862218432 a14 + 49628190304 a13 − 191508487040 a12

+535745832960 a11 − 1121404444160 a10 + 1848653300736 a9 − 2328009018368 a8 + 2166492553216 a7

−1544246689792 a6 + 758728802304 a5 − 249358581760 a4 + 48620011520 a3 − 1796472832 a2

−347275264 a + 85590016)x20

−4 (1562275 a17 − 58510804 a16 + 783706528 a15 − 5521930480 a14 + 24807746400 a13 − 82048487040 a12

+214163129856 a11 − 431300739584 a10 + 656160215040 a9 − 777140249600 a8 + 701343432704 a7

−453160200192 a6 + 217058222080 a5 − 63098142720 a4 + 10095656960 a3 − 215613440 a2

−293273600 a + 24641536)x19

+(4686825 a18 − 106234700 a17 + 1098630236 a16 − 7554417024 a15 + 40867458720 a14 − 173920009600 a13

+552807706880 a12 − 1317399835648 a11 + 2459726404608 a10 − 3607027623936 a9 + 3997987342336 a8

−3379891290112 a7 + 2125202423808 a6 − 891659550720 a5 + 255878512640 a4 − 27988197376 a3

−3391291392 a2 + 1291321344 a − 79953920)x18

+2 (1562275 a18 − 64202292 a17 + 966856572 a16 − 7758728736 a15 + 39604600800 a14 − 146225704320 a13

+423341787648 a12 − 966766654464 a11 + 1699123824640 a10 − 2319154939904 a9 + 2476223551488 a8

−1964437598208 a7 + 1146067959808 a6 − 466177589248 a5 + 105040363520 a4 − 8795324416 a3

−3520004096 a2 + 656146432 a − 27000832)x17

−(2220075 a19 − 56241900 a18 + 649464156 a17 − 4881225096 a16 + 28320195552 a15 − 131178201600 a14

+467109139200 a13 − 1261000815360 a12 + 2654115056640 a11 − 4442907921408 a10 + 5780243748864 a9

−5752296542208 a8 + 4391685734400 a7 − 2373830574080 a6 + 874490445824 a5 − 175935258624 a4

−4539875328 a3 + 7224033280 a2 − 1672216576 a + 98566144)x16

−16 (82225 a19 − 3691776 a18 + 62080524 a17 − 563200242 a16 + 3253145568 a15 − 13418935680 a14

+42917935104 a13 − 109502984448 a12 + 219615944704 a11 − 343823901696 a10 + 424725352448 a9

−404631393792 a8 + 285619412992 a7 − 148230078464 a6 + 47404662784 a5 − 7428898816 a4

−945094656 a3 + 734265344 a2 − 100925440 a + 4980736)x15

+2 (444015 a20 − 12498200 a19 + 160399976 a18 − 1317783456 a17 + 8193019032 a16 − 40875607296 a15

+160742292480 a14 − 487589078016 a13 + 1153322044416 a12 − 2175993032704 a11 + 3261695381504 a10

−3797829476352 a9 + 3420812083200 a8 − 2308553703424 a7 + 1071561015296 a6 − 322907275264 a5

+24074452992 a4 + 15546187776 a3 − 6295126016 a2 + 794820608 a + 9437184)x14

+4 (115115 a20 − 5624696 a19 + 104973176 a18 − 1069436280 a17 + 6958887576 a16 − 32068505856 a15

+113171157504 a14 − 319178947584 a13 + 720189274112 a12 − 1284511420416 a11 + 1814624120832 a10

−2022642763776 a9 + 1716908982272 a8 − 1082115620864 a7 + 472684789760 a6 − 110222508032 a5

−15138816 a4 + 11713118208 a3 − 2836922368 a2 + 246415360 a − 2097152)x13

−2 (148005 a21 − 4604600 a20 + 65385320 a19 − 586908784 a18 + 3910729416 a17 − 20850518496 a16

+89293722624 a15 − 301057371648 a14 + 796833709056 a13 − 1682156672000 a12 + 2856015769600 a11

−3844148002816 a10 + 4037614510080 a9 − 3267925180416 a8 + 1913512230912 a7 − 749464453120 a6

+137243459584 a5 + 31796101120 a4 − 21873819648 a3 + 5821693952 a2 − 399507456 a + 3145728)x12

−8 (16445 a21 − 871332 a20 + 17949624 a19 − 204108564 a18 + 1489313016 a17 − 7660583712 a16

+29837514240 a15 − 92409853440 a14 + 231398236160 a13 − 465215751168 a12 + 746137223168 a11

−954134490112 a10 + 955626557440 a9 − 722531508224 a8 + 397886455808 a7 − 133567217664 a6

+14216003584 a5 + 11147411456 a4 − 6185025536 a3 + 1138229248 a2 − 96468992 a − 7340032)x11

+2 (40365 a22 − 1381380 a21 + 21613284 a20 − 211758624 a19 + 1513158328 a18 − 8574167904 a17

+39465651648 a16 − 145944480768 a15 + 429118288896 a14 − 1008553641984 a13 + 1915191756800 a12

−2931033300992 a11 + 3555923574784 a10 − 3366654607360 a9 + 2411286536192 a8 − 1194435674112 a7

+351740952576 a6 + 12813074432 a5 − 53486551040 a4 + 23066574848 a3 − 3832545280 a2 − 60817408 a
+33554432)x10

+4 (7475 a22 − 428076 a21 + 9686292 a20 − 122262360 a19 + 995769800 a18 − 5707647840 a17

+24552837888 a16 − 83247836160 a15 + 228726179840 a14 − 511274731520 a13 + 922677696512 a12

−1337048287232 a11 + 1543687577600 a10 − 1382523617280 a9 + 919383859200 a8 − 418947923968 a7

+85893382144 a6 + 24863047680 a5 − 29253435392 a4 + 8697937920 a3 − 1121976320 a2 − 48234496 a
+12582912)x9

−2 (8775 a23 − 328900 a22 + 5647972 a21 − 60320568 a20 + 462599720 a19 − 2776296640 a18

+13571737920 a17 − 54205387200 a16 + 175043552256 a15 − 455208141824 a14 + 958458353664 a13

−1640448667648 a12 + 2263578468352 a11 − 2472430927872 a10 + 2087354638336 a9 − 1291314561024 a8

+503842799616 a7 − 54242443264 a6 − 74388340736 a5 + 45757759488 a4 − 14022606848 a3

+1007681536 a2 + 104857600 a − 12582912)x8

−16 (325 a23 − 20056 a22 + 496276 a21 − 6918318 a20 + 62612200 a19 − 399034400 a18 + 1896809088 a17

−7036502592 a16 + 21046202368 a15 − 51534244864 a14 + 103195045888 a13 − 167610187264 a12

+218899156992 a11 − 226403876864 a10 + 178977529856 a9 − 100560011264 a8 + 32340377600 a7

+2311847936 a6 − 8582332416 a5 + 4702076928 a4 − 1111490560 a3 + 110100480 a2

+33554432 a − 4194304)x7

+(2925 a24 − 119600 a23 + 2245904 a22 − 26105024 a21 + 215019728 a20 − 1364382080 a19 + 7010652160 a18

−29717727744 a17 + 103628158464 a16 − 294886350848 a15 + 682819182592 a14 − 1288955674624 a13

+1981182312448 a12 − 2450853593088 a11 + 2382321057792 a10 − 1745597366272 a9 + 876491767808 a8

−202190618624 a7 − 94781833216 a6 + 116035420160 a5 − 54670655488 a4 + 11215568896 a3

+536870912 a2 − 369098752 a + 33554432)x6

+2 (325 a24 − 21552 a23 + 580848 a22 − 8901904 a21 + 89137296 a20 − 629961600 a19 + 3309107456 a18

−13442827776 a17 + 43590919168 a16 − 115331620864 a15 + 251250286592 a14 − 449269616640 a13

+652359598080 a12 − 757547139072 a11 + 686531444736 a10 − 461085474816 a9 + 197325553664 a8

−14297333760 a7 − 51010076672 a6 + 42649780224 a5 − 15716057088 a4 + 2592079872 a3 + 452984832 a2

−167772160 a − 33554432)x5



Apêndie C: Amalgamamentos para k=7, 8, 9 e 10 67
−(351 a25 − 15600 a24 + 319248 a23 − 4031328 a22 + 35682416 a21 − 239291840 a20 + 1281556480 a19

−5654291712 a18 + 20768865792 a17 − 63289317888 a16 + 158761295872 a15 − 325916065792 a14

+545511194624 a13 − 740057284608 a12 + 801580679168 a11 − 669382344704 a10 + 396048269312 a9

−121494175744 a8 − 39276511232 a7 + 74172071936 a6 − 45380272128 a5 + 16250830848 a4

−1258291200 a3 − 520093696 a2 + 167772160 a + 33554432)x4

−4 (13 a24 − 924 a23 + 27024 a22 − 453400 a21 + 5002544 a20 − 39091520 a19 + 226789632 a18

−1010382592 a17 + 3549497344 a16 − 10042660352 a15 + 23230119936 a14 − 44223035392 a13

+69023784960 a12 − 86980280320 a11 + 85893939200 a10 − 62795153408 a9 + 29319561216 a8

−2711093248 a7 − 8597274624 a6 + 8624537600 a5 − 4974444544 a4 + 1688207360 a3

−234881024 a2 − 218103808 a + 33554432)ax3

+(27 a26 − 1300 a25 + 28900 a24 − 395712 a23 + 3765008 a22 − 26698432 a21 + 148094592 a20

−665585152 a19 + 2480103936 a18 − 7739497472 a17 + 20195757056 a16 − 43653447680 a15

+77095010304 a14 − 109374537728 a13 + 121874268160 a12 − 102912622592 a11 + 61075947520 a10

−19363528704 a9 − 5557714944 a8 + 13677625344 a7 − 12308185088 a6 + 7092568064 a5

−2080374784 a4 − 167772160 a3 + 234881024 a2 − 67108864 a − 67108864)x2

+2 (a26 − 76 a25 + 2404 a24 − 43984 a23 + 532656 a22 − 4588224 a21 + 29366016 a20 − 143681024 a19

+547810304 a18 − 1648446464 a17 + 3944956928 a16 − 7529451520 a15 + 11435819008 a14

−13708066816 a13 + 12755877888 a12 − 8921677824 a11 + 4293197824 a10 − 757334016 a9

−1216086016 a8 + 1872756736 a7 − 1463812096 a6 + 591396864 a5 − 75497472 a4 − 33554432 a3

−33554432 a2 + 134217728 a − 67108864)x
+25165824 a5 + 1424384 a22 − 855925760 a17 + 33554432 a3 − 8388608 a4 − 182452224 a6

−1435172864 a11 + 574750720 a10 + 65798144 a9 − 33554432 a2 + 400556032 a7 − 129501696 a19

+2354905088 a12 − a27 + 3020685312 a14 − 2990325760 a13 + 18552 a24 − 8149888 a21

+1607776256 a16 − 189744 a23 + 370018816 a18 − 1252 a25 + 52 a26 − 2450964480 a15 − 408944640 a8

+36439424 a20 − 134217728 + 201326592 a

Y10 = x54 + 2 x53 − (27 a − 2)x52 − 2 (26 a − 19)x51 + (351 a2 − 76 a + 71)x50 + 2 (325 a2 − 499 a + 34)x49

−(2925 a3 − 1250 a2 + 1751 a − 611)x48 − 8 (650 a3 − 1569 a2 + 300 a − 132)x47

+(17550 a4 − 12400 a3 + 20964 a2 − 15476 a + 965)x46

+2 (14950 a4 − 50324 a3 + 18456 a2 − 12284 a + 2709)x45

−(80730 a5 − 85100 a4 + 162196 a3 − 186352 a2 + 31315 a − 8556)x44

−2 (65780 a5 − 288926 a4 + 171248 a3 − 139784 a2 + 65394 a − 3723)x43

+(296010 a6 − 435160 a5 + 910294 a4 − 1422260 a3 + 446097 a2 − 186352 a + 29064)x42

+2 (230230 a6 − 1264494 a5 + 1096788 a4 − 1034228 a3 + 744247 a2 − 109467 a + 20661)x41

−(888030 a7 − 1735580 a6 + 3942246 a5 − 7735658 a4 + 3834327 a3 − 1993836 a2 + 657140 a − 34327)x40

−2 (657800 a7 − 4384996 a6 + 5215056 a5 − 5571840 a4 + 5336860 a3 − 1423782 a2 + 416576 a − 49215)x39

+(2220075 a8 − 5566000 a7 + 13679204 a6 − 31950604 a5 + 22690035 a4 − 13900992 a3

+6948192 a2 − 895484 a + 124198)x38

+2 (1562275 a8 − 12363604 a7 + 19253080 a6 − 23183572 a5 + 27154935 a4 − 11173870 a3

+4124922 a2 − 1015761 a + 49701)x37

−(4686825 a9 − 14661350 a8 + 38975156 a7 − 104241144 a6 + 99299605 a5 − 70512628 a4 + 46014872 a3

−10402482 a2 + 2279206 a − 219369)x36

−2 (3124550 a9 − 28856421 a8 + 56851344 a7 − 77119176 a6 + 104583066 a5 − 60200043 a4 + 26544216 a3

−9736461 a2 + 1119966 a − 122753)x35

+(8436285 a10 − 32206900 a9 + 92712609 a8 − 275818668 a7 + 335874495 a6 − 275133840 a5

+215222936 a4 − 72888988 a3 + 20401178 a2 − 3996806 a + 191737)x34

+2 (5311735 a10 − 56467829 a9 + 137053422 a8 − 209579196 a7 + 317323581 a6 − 238841235 a5

+123598877 a4 − 58087659 a3 + 11266273 a2 − 2003497 a + 174870)x33

−(13037895 a11 − 59654870 a10 + 186237601 a9 − 602858505 a8 + 904054713 a7 − 852457044 a6

+758812708 a5 − 349381259 a4 + 117559770 a3 − 33616661 a2 + 3658749 a − 358903)x32

−8 (1931540 a11 − 23371634 a10 + 68416568 a9 − 117977688 a8 + 194726772 a7 − 182176074 a6

+109802288 a5 − 60796551 a4 + 17045572 a3 − 3931562 a2 + 688352 a − 33996)x31

+2 (8691930 a12 − 46951280 a11 + 159188612 a10 − 551377796 a9 + 987838329 a8 − 1069286400 a7

+1049400576 a6 − 613384024 a5 + 242310988 a4 − 87269192 a3 + 15535148 a2 − 2557878 a + 218623)x30

+4 (4828850 a12 − 65880372 a11 + 228614232 a10 − 444325260 a9 + 787456065 a8 − 879654948 a7

+613603532 a6 − 380997554 a5 + 140313714 a4 − 39076228 a3 + 9937232 a2 − 1106758 a + 104116)x29

−2 (10029150 a13 − 63146500 a12 + 232765428 a11 − 851872448 a10 + 1777406015 a9 − 2199413148 a8

+2336486288 a7 − 1645397228 a6 + 752639180 a5 − 314566074 a4 + 78838780 a3 − 17301254 a2

+2996469 a − 149736)x28

−4 (5200300 a13 − 79356578 a12 + 321785520 a11 − 703910024 a10 + 1327672290 a9 − 1713665115 a8

+1372753680 a7 − 928717458 a6 + 419450308 a5 − 136417398 a4 + 43830224 a3 − 8034772 a2

+1289222 a − 101071)x27

+(20058300 a14 − 145608400 a13 + 583889684 a12 − 2237069576 a11 + 5317080650 a10 − 7478635104 a9

+8516361296 a8 − 6931413872 a7 + 3625672072 a6 − 1674397096 a5 + 538775804 a4 − 146415532 a3

+37450222 a2 − 4106736 a + 329531)x26

+2 (9657700 a14 − 163705444 a13 + 766334296 a12 − 1882730824 a11 + 3762483894 a10 − 5459913654 a9

+4974282794 a8 − 3607761404 a7 + 1894624196 a6 − 703874924 a5 + 265033816 a4 − 69630676 a3

+15010372 a2 − 2288970 a + 114487)x25

−(17383860 a15 − 144122600 a14 + 628820276 a13 − 2505576892 a12 + 6652601670 a11 − 10561047224 a10

+12835386408 a9 − 11674512798 a8 + 6887021960 a7 − 3408815828 a6 + 1319188524 a5 − 430713192 a4

+142106266 a3 − 24837424 a2 + 3401155 a − 265334)x24



Apêndie C: Amalgamamentos para k=7, 8, 9 e 10 68
−2 (7726160 a15 − 144598056 a14 + 773370528 a13 − 2128120384 a12 + 4499476904 a11 − 7175289732 a10

+7349467840 a9 − 5664527362 a8 + 3312868848 a7 − 1378621944 a6 + 582868672 a5 − 202506464 a4

+54124584 a3 − 11661428 a2 + 1260360 a − 105023)x23

+(13037895 a16 − 122429920 a15 + 581066664 a14 − 2397293080 a13 + 6986371782 a12 − 12416027520 a11

+16082688960 a10 − 15909570248 a9 + 10416582644 a8 − 5416327408 a7 + 2398086120 a6 − 927814428 a5

+367195670 a4 − 88351520 a3 + 16123754 a2 − 2482160 a + 120597)x22

+2 (5311735 a16 − 109176584 a15 + 661199088 a14 − 2031558888 a13 + 4546487582 a12 − 7818359796 a11

+8886382076 a10 − 7242435486 a9 + 4551260230 a8 − 2078458712 a7 + 964010752 a6 − 420282188 a5

+134151664 a4 − 35397100 a3 + 6043434 a2 − 883297 a + 68648)x21

−(8436285 a17 − 89073710 a16 + 459587656 a15 − 1958005328 a14 + 6163516362 a13 − 12150461544 a12

+16773302416 a11 − 17660004076 a10 + 12600466164 a9 − 6781326398 a8 + 3300885192 a7 − 1504988172 a6

+685712306 a5 − 206949840 a4 + 46046450 a3 − 10273188 a2 + 1119835 a − 79777)x20

−2 (3124550 a17 − 70196621 a16 + 477636896 a15 − 1633165520 a14 + 3874734180 a13 − 7075847246 a12

+8797011600 a11 − 7553517686 a10 + 4948210036 a9 − 2423210262 a8 + 1220932448 a7 − 644862520 a6

+240151300 a5 − 71320986 a4 + 16689392 a3 − 3354881 a2 + 518124 a − 22466)x19

+(4686825 a18 − 55280500 a17 + 309796729 a16 − 1361150424 a15 + 4560504830 a14 − 9872016416 a13

+14524400176 a12 − 16003516360 a11 + 12189167276 a10 − 6696732196 a9 + 3469496470 a8

−1865597596 a7 + 957145574 a6 − 337427152 a5 + 87279993 a4 − 24755072 a3 + 4455563 a2

−548338 a + 30627)x18

+2 (1562275 a18 − 38201229 a17 + 290031390 a16 − 1099783992 a15 + 2772014730 a14 − 5310988350 a13

+7111161954 a12 − 6405126234 a11 + 4260136254 a10 − 2176865702 a9 + 1193084916 a8 − 746817780 a7

+318091676 a6 − 100372974 a5 + 29407261 a4 − 7544791 a3 + 1713060 a2 − 166494 a + 6839)x17

−(2220075 a19 − 29082350 a18 + 176815881 a17 − 800995749 a16 + 2817977970 a15 − 6623514024 a14

+10377963176 a13 − 11813997598 a12 + 9385285676 a11 − 5177590550 a10 + 2780653678 a9

−1778527614 a8 + 1017261186 a7 − 393693744 a6 + 113992601 a5 − 38356274 a4 + 10051821 a3

−1702997 a2 + 159495 a + 5028)x16

−2 (657800 a19 − 17439796 a18 + 146838384 a17 − 615338256 a16 + 1651348176 a15 − 3289302504 a14

+4665400640 a13 − 4379164140 a12 + 2886001264 a11 − 1487118424 a10 + 898685952 a9 − 660108720 a8

+314630512 a7 − 100793528 a6 + 34399792 a5 − 11048150 a4 + 3280624 a3 − 513736 a2 + 26284 a − 287)x15

+(888030 a20 − 12852400 a19 + 84660884 a18 − 395653188 a17 + 1443407865 a16 − 3637949952 a15

+6056190208 a14 − 7054347632 a13 + 5693985336 a12 − 3079156208 a11 + 1678409832 a10 − 1304089924 a9

+829421370 a8 − 332020416 a7 + 102864476 a6 − 39641632 a5 + 14284146 a4 − 3169368 a3 + 335372 a2

+38368 a − 4048)x14

+2 (230230 a20 − 6595204 a19 + 61247032 a18 − 282662316 a17 + 809323641 a16 − 1665290376 a15

+2458548824 a14 − 2379891732 a13 + 1515217012 a12 − 751573112 a11 + 517333664 a10 − 447046020 a9

+231969704 a8 − 72130376 a7 + 26683356 a6 − 10891466 a5 + 4076864 a4 − 877400 a3 + 29872 a2

+7603 a − 1543)x13

−(296010 a21 − 4710860 a20 + 33571076 a19 − 162036560 a18 + 605976063 a17 − 1614543516 a16

+2842366752 a15 − 3362256344 a14 + 2675196728 a13 − 1362028228 a12 + 742043848 a11 − 731799492 a10

+517694462 a9 − 201599472 a8 + 62005740 a7 − 27149336 a6 + 13420302 a5 − 3945074 a4 + 371276 a3

+133424 a2 − 29588 a + 1731)x12

−2 (65780 a21 − 2029566 a20 + 20686512 a19 − 104787432 a18 + 320664138 a17 − 678862047 a16

+1024087840 a15 − 1005618100 a14 + 599150856 a13 − 265726220 a12 + 224057440 a11 − 231327512 a10

+125946708 a9 − 35757426 a8 + 12980480 a7 − 7201154 a6 + 3518184 a5 − 939196 a4 − 8308 a3 + 37661 a2

−8990 a + 575)x11

+(80730 a22 − 1406680 a21 + 10827894 a20 − 54059012 a19 + 205070933 a18 − 568070832 a17

+1049018536 a16 − 1251415216 a15 + 946268200 a14 − 419452584 a13 + 227162876 a12 − 311263876 a11

+244242762 a10 − 86567568 a9 + 22326397 a8 − 11464000 a7 + 8538390 a6 − 3458924 a5 + 263706 a4

+248672 a3 − 81672 a2 + 10310 a + 218)x10

+2 (14950 a22 − 495374 a21 + 5517204 a20 − 30574340 a19 + 100132035 a18 − 217685007 a17

+329068737 a16 − 319330668 a15 + 169089908 a14 − 57284556 a13 + 71520184 a12 − 90487004 a11

+49178748 a10 − 11312646 a9 + 3126497 a8 − 3063886 a7 + 2213144 a6 − 691876 a5 − 44314 a4 + 69271 a3

−21837 a2 + 2491 a − 147)x9

−(17550 a23 − 333500 a22 + 2768326 a21 − 14321146 a20 + 54582835 a19 − 154083612 a18 + 294424292 a17

−351058763 a16 + 240397864 a15 − 76234948 a14 + 42335660 a13 − 98851888 a12 + 84807886 a11

−25374480 a10 + 2726853 a9 − 2139962 a8 + 3737658 a7 − 2174018 a6 + 182786 a5 + 251864 a4

−112364 a3 + 21873 a2 + 486 a − 131)x8

−2 (2600 a23 − 92276 a22 + 1118480 a21 − 6759488 a20 + 23714460 a19 − 52929990 a18 + 78550016 a17

−72145079 a16 + 30283664 a15 − 3704456 a14 + 16543168 a13 − 26134336 a12 + 13285352 a11

−1711252 a10 − 286904 a9 − 753211 a8 + 1032880 a7 − 379304 a6 − 33692 a5 + 62579 a4 − 27220 a3

+4086 a2 − 476 a − 25)x7

+(2925 a24 − 60400 a23 + 539764 a22 − 2898716 a21 + 11005335 a20 − 30874048 a19 + 59638752 a18

−69927708 a17 + 40204310 a16 − 2780048 a15 + 2923224 a14 − 22849332 a13 + 20632114 a12

−4760608 a11 − 1269350 a10 + 425616 a9 + 1144041 a8 − 961112 a7 + 140636 a6 + 127904 a5 − 82304 a4

+21124 a3 + 84 a2 − 412 a + 60)x6

+2 (325 a24 − 12324 a23 + 161976 a22 − 1064324 a21 + 4002139 a20 − 9181518 a19 + 13089562 a18

−10524697 a17 + 2267709 a16 + 1520472 a15 + 2796736 a14 − 5307044 a13 + 2337920 a12 + 143092 a11

−445670 a10 − 76485 a9 + 339384 a8 − 153016 a7 − 5880 a6 + 28649 a5 − 17393 a4 + 3062 a3 − 482 a2

−83 a + 13)x5

−(351 a25 − 7850 a24 + 75396 a23 − 421112 a22 + 1580625 a21 − 4263012 a20 + 7971736 a19 − 8838322 a18
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+3596054 a17 + 1907039 a16 − 374280 a15 − 3636132 a14 + 3201254 a13 − 494192 a12 − 606974 a11

+322172 a10 + 242151 a9 − 275373 a8 + 72636 a7 + 22832 a6 − 30636 a5 + 9269 a4 − 420 a3 − 450 a2

+132 a − 7)x4

−2 (26 a25 − 1051 a24 + 14928 a23 − 106344 a22 + 428674 a21 − 1013031 a20 + 1355736 a19 − 805029 a18

−224738 a17 + 401935 a16 + 356512 a15 − 680456 a14 + 243740 a13 + 98922 a12 − 127664 a11 + 3027 a10

+66444 a9 − 37650 a8 + 3556 a7 + 5967 a6 − 4782 a5 + 955 a4 − 124 a3 − 91 a2 + 26 a − 5)x3

+(27 a26 − 652 a25 + 6719 a24 − 39100 a23 + 144147 a22 − 356688 a21 + 586936 a20 − 537980 a19

+41354 a18 + 332794 a17 − 41223 a16 − 343092 a15 + 255842 a14 − 11952 a13 − 93329 a12 + 56384 a11

+29935 a10 − 40434 a9 + 16347 a8 − 1760 a7 − 4648 a6 + 1494 a5 − 238 a4 − 188 a3 + 84 a2 − 14 a + 3)x2

+2 (a25 − 43 a24 + 658 a23 − 5068 a22 + 21897 a21 − 53455 a20 + 65505 a19 − 15443 a18 − 45911 a17

+29319 a16 + 28646 a15 − 41308 a14 + 12324 a13 + 11134 a12 − 13909 a11 + 533 a10 + 5156 a9 − 3566 a8

+1323 a7 + 397 a6 − 219 a5 + 63 a4 + 29 a3 − 33 a2 + 13 a − 5)ax
+19 a4 + 13252 a22 + 2 a5 − 12 a3 − 495 a9 − 55 a6 − 905 a11 + 937 a10 − 1058 a12 + 7 a2

+84 a7 + 13238 a19 + 1111 a20 − 2672 a14 + 4353 a13 − 6205 a17 + 1743 a24 − 14132 a21 + 11635 a16

−6277 a23 − 9155 a18 − 287 a25 + 26 a26 − 4502 a15 − 36 a8 − a27 + 1 − 3 a

Z10 = x54 − 2 x53 − (27 a − 2)x52 + 2 (26 a + 11)x51 + (351 a2 − 76 a − 45)x50 − 2 (325 a2 + 251 a − 22)x49

−(2925 a3 − 1250 a2 − 1037 a − 189)x48 + 8 (650 a3 + 681 a2 − 188 a − 50)x47

+(17550 a4 − 12400 a3 − 11148 a2 − 3428 a + 381)x46

−2 (14950 a4 + 18676 a3 − 10984 a2 − 4004 a − 395)x45

−(80730 a5 − 85100 a4 − 73692 a3 − 27960 a2 + 11563 a + 1776)x44

+2 (65780 a5 + 90574 a4 − 95920 a3 − 35648 a2 − 4886 a + 827)x43

+(296010 a6 − 435160 a5 − 330418 a4 − 131652 a3 + 147209 a2 + 29864 a + 1556)x42

−2 (230230 a6 + 329406 a5 − 575036 a4 − 179164 a3 − 17425 a2 + 21811 a + 2029)x41

−(888030 a7 − 1735580 a6 − 1030722 a5 − 368606 a4 + 1104047 a3 + 203688 a2 + 4872 a − 3853)x40

+2 (657800 a7 + 928004 a6 − 2549008 a5 − 492360 a4 + 61580 a3 + 234534 a2 + 26472 a + 315)x39

+(2220075 a8 − 5566000 a7 − 2103948 a6 − 461916 a5 + 5604155 a4 + 590224 a3 − 148584 a2

−84260 a − 4182)x38

−2 (1562275 a8 + 2057396 a7 − 8742888 a6 − 166060 a5 + 875655 a4 + 1441790 a3 + 104290 a2

−17299 a − 2555)x37

−(4686825 a9 − 14661350 a8 − 1711292 a7 + 778848 a6 + 20734909 a5 − 792064 a4 − 1670592 a3

−713590 a2 − 26998 a + 3325)x36

+2 (3124550 a9 + 3590829 a8 − 23906256 a7 + 5058864 a6 + 4207890 a5 + 5778491 a4 − 237232 a3

−277583 a2 − 40106 a + 53)x35

+(8436285 a10 − 32206900 a9 + 6013557 a8 + 5067300 a7 + 58524807 a6 − 14954136 a5 − 8556796 a4

−3157540 a3 + 180278 a2 + 89894 a + 4253)x34

−2 (5311735 a10 + 4821421 a9 − 53188410 a8 + 26678508 a7 + 11700981 a6 + 16052107 a5 − 4241155 a4

−1780881 a3 − 201735 a2 + 27645 a + 3646)x33

−(13037895 a11 − 59654870 a10 + 31625253 a9 + 11078577 a8 + 130009761 a7 − 72785976 a6 − 25721160 a5

−7382553 a4 + 2787990 a3 + 763393 a2 + 22553 a − 5009)x32

+8 (1931540 a11 + 1144066 a10 − 24416216 a9 + 20895516 a8 + 4601220 a7 + 7921802 a6 − 5414632 a5

−1561789 a4 − 26188 a3 + 91394 a2 + 12892 a + 133)x31

+2 (8691930 a12 − 46951280 a11 + 42820756 a10 + 4197708 a9 + 116474769 a8 − 112260384 a7

−22000496 a6 − 1982568 a5 + 7452116 a4 + 1533512 a3 − 122948 a2 − 56862 a − 1777)x30

−4 (4828850 a12 + 980628 a11 − 74726696 a10 + 95743660 a9 + 1713345 a8 + 22241156 a7

−33604004 a6 − 6042774 a5 + 1647762 a4 + 1043060 a3 + 117272 a2 − 10600 a − 590)x29

−2 (10029150 a13 − 63146500 a12 + 84066564 a11 − 11687432 a10 + 172341495 a9 − 252869424 a8

−7863616 a7 + 16202684 a6 + 22672916 a5 + 2788962 a4 − 1477460 a3 − 426502 a2 − 5971 a + 248)x28

+4 (5200300 a13 − 1352078 a12 − 95902576 a11 + 171422560 a10 − 33979430 a9 + 22174795 a8

−72297408 a7 − 3326214 a6 + 8917652 a5 + 3246734 a4 + 67592 a3 − 147538 a2 − 9954 a + 1235)x27

+(20058300 a14 − 145608400 a13 + 260223012 a12 − 101310888 a11 + 432995066 a10 − 879041712 a9

+140043624 a8 + 124148592 a7 + 84191672 a6 − 2419672 a5 − 13789012 a4 − 3010620 a3 + 264622 a2

+26288 a − 5045)x26

−2 (9657700 a14 − 7696444 a13 − 207161864 a12 + 494575016 a11 − 216891610 a10 + 36659558 a9

−225285190 a8 + 31377996 a7 + 50704612 a6 + 10809500 a5 − 2761464 a4 − 1515416 a3 − 54240 a2

+39802 a + 47)x25

−(17383860 a15 − 144122600 a14 + 328450948 a13 − 216920340 a12 + 478190518 a11 − 1212985904 a10

+463999952 a9 + 245049558 a8 + 81333304 a7 − 38268604 a6 − 36812292 a5 − 4616080 a4 + 2406634 a3

+107088 a2 − 64405 a − 10126)x24

+2 (7726160 a15 − 10876056 a14 − 188476960 a13 + 584030512 a12 − 413689016 a11 + 48823684 a10

−255323536 a9 + 105801098 a8 + 93721904 a7 + 3645080 a6 − 12949648 a5 − 3881356 a4 + 291240 a3

+260164 a2 − 8144 a − 6277)x23

+(13037895 a16 − 122429920 a15 + 343576392 a14 − 328098232 a13 + 481818454 a12 − 1351607712 a11

+864949904 a10 + 307793928 a9 − 25625236 a8 − 98824976 a7 − 60123576 a6 + 2847828 a5 + 9239542 a4

−414176 a3 − 443926 a2 − 89952 a + 9593)x22

−2 (5311735 a16 − 11113784 a15 − 144223376 a14 + 569097576 a13 − 575486210 a12 + 104141908 a11

−202677332 a10 + 176623590 a9 + 119257798 a8 − 26931080 a7 − 30631600 a6 − 4201248 a5 + 2239228 a4

+834156 a3 − 140366 a2 − 60387 a − 568)x21

−(8436285 a17 − 89073710 a16 + 300072168 a15 − 382235616 a14 + 452953882 a13 − 1230428992 a12

+1137956352 a11 + 238895228 a10 − 229950292 a9 − 137089898 a8 − 53848344 a7 + 27319956 a6

+19789986 a5 − 4317712 a4 − 1675134 a3 − 291204 a2 + 121119 a + 11521)x20
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+2 (3124550 a17 − 8907371 a16 − 92434848 a15 + 458866720 a14 − 619642860 a13 + 185706222 a12

−96689632 a11 + 183156974 a10 + 105472708 a9 − 72855090 a8 − 45094512 a7 + 3957148 a6

+6421684 a5 + 1221586 a4 − 841080 a3 − 257995 a2 + 18404 a + 7022)x19

+(4686825 a18 − 55280500 a17 + 219252077 a16 − 354599736 a15 + 394037390 a14 − 924125168 a13

+1123459688 a12 + 71263816 a11 − 421429580 a10 − 98449692 a9 − 1671890 a8 + 57796372 a7

+23744998 a6 − 14955376 a5 − 3272631 a4 − 201424 a3 + 664503 a2 + 74802 a − 5381)x18

−2 (1562275 a18 − 5753979 a17 − 49265898 a16 + 305700120 a15 − 528554310 a14 + 241075310 a13

−4202302 a12 + 108875026 a11 + 64637518 a10 − 102607714 a9 − 42633612 a8 + 21701880 a7

+9851144 a6 − 137762 a5 − 2616179 a4 − 568373 a3 + 206268 a2 + 60498 a + 3987)x17

−(2220075 a19 − 29082350 a18 + 133725933 a17 − 265508907 a16 + 306655554 a15 − 578688432 a14

+848509424 a13 − 76422346 a12 − 476949772 a11 + 6471806 a10 + 67781846 a9 + 65175510 a8

+9956562 a7 − 29293488 a6 − 1934927 a5 + 1283990 a4 + 1920889 a3 + 137397 a2 − 68761 a − 19736)x16

+2 (657800 a19 − 3018796 a18 − 21598896 a17 + 167342424 a16 − 359892720 a15 + 231438568 a14

+33490016 a13 + 6364956 a12 + 30601392 a11 − 92041224 a10 − 24304688 a9 + 37814556 a8

+7380976 a7 − 3554024 a6 − 4803520 a5 − 556562 a4 + 884560 a3 + 211576 a2 + 13828 a − 6921)x15

+(888030 a20 − 12852400 a19 + 67663332 a18 − 160914420 a17 + 205033617 a16 − 305964096 a15

+489621792 a14 − 121154064 a13 − 380513016 a12 + 98748400 a11 + 104380232 a10 + 36635980 a9

−15570150 a8 − 35995968 a7 + 5491932 a6 + 4419200 a5 + 2979482 a4 − 224040 a3 − 312532 a2

−127840 a − 1980)x14

−2 (230230 a20 − 1282204 a19 − 7666120 a18 + 74512908 a17 − 195180519 a16 + 167383880 a15

+27198968 a14 − 56943676 a13 + 19599668 a12 − 52369000 a11 − 6298544 a10 + 38745520 a9 − 929572 a8

−5923128 a7 − 5351444 a6 + 129250 a5 + 2055520 a4 + 349928 a3 − 16824 a2 − 52083 a − 7095)x13

−(296010 a21 − 4710860 a20 + 28102228 a19 − 78551928 a18 + 113670711 a17 − 138324240 a16

+211766912 a15 − 82874760 a14 − 222674552 a13 + 117527764 a12 + 90950504 a11 − 3532932 a10

−31988018 a9 − 27964080 a8 + 15257804 a7 + 7018600 a6 + 1879542 a5 − 1439822 a4 − 666356 a3

−311488 a2 + 5616 a + 9993)x12

+2 (65780 a21 − 435666 a20 − 2152304 a19 + 26562304 a18 − 83412510 a17 + 91621711 a16 + 9863936 a15

−62161212 a14 + 19885992 a13 − 15254468 a12 + 170416 a11 + 25057396 a10 − 8012316 a9 − 4182934 a8

−3337168 a7 + 824234 a6 + 2855544 a5 + 187236 a4 − 136188 a3 − 162965 a2 − 32326 a + 717)x11

+(80730 a22 − 1406680 a21 + 9425262 a20 − 30504404 a19 + 50679213 a18 − 53716728 a17 + 65576068 a16

−30375248 a15 − 97017320 a14 + 77856552 a13 + 53462060 a12 − 23482676 a11 − 28598774 a10

−12667184 a9 + 18656045 a8 + 6745888 a7 − 1359442 a6 − 2819988 a5 − 653654 a4 − 323616 a3

+85740 a2 + 38826 a + 10454)x10

−2 (14950 a22 − 115874 a21 − 461692 a20 + 7399540 a19 − 27519845 a18 + 37573319 a17 + 364473 a16

−37558788 a15 + 16686484 a14 + 1766140 a13 − 1080056 a12 + 9596248 a11 − 8564656 a10 − 149994 a9

−614855 a8 + 591350 a7 + 2403944 a6 − 257668 a5 − 214474 a4 − 264359 a3 − 48965 a2 + 5169 a + 4669)x9

−(17550 a23 − 333500 a22 + 2491038 a21 − 9220974 a20 + 17608555 a19 − 17631096 a18 + 12999336 a17

−2852937 a16 − 31850344 a15 + 31786484 a14 + 22589180 a13 − 19404024 a12 − 15043010 a11

−2234512 a10 + 13280029 a9 + 4344766 a8 − 3712622 a7 − 2956158 a6 − 85502 a5 − 46320 a4 + 230616 a3

+44555 a2 + 30922 a − 2913)x8

+2 (2600 a23 − 23276 a22 − 71632 a21 + 1551640 a20 − 6770420 a19 + 11229510 a18 − 1324696 a17

−14692845 a16 + 9211984 a15 + 3713768 a14 − 2206896 a13 + 1432156 a12 − 4834328 a11 + 2051428 a10

+661456 a9 − 180313 a8 + 1148048 a7 − 511592 a6 − 93204 a5 − 233355 a4 − 22756 a3 + 13826 a2

+13748 a + 2349)x7

+(2925 a24 − 60400 a23 + 499652 a22 − 2093868 a21 + 4579391 a20 − 4668784 a19 + 1037208 a18

+2814972 a17 − 8063942 a16 + 7357328 a15 + 7231608 a14 − 8325220 a13 − 4680110 a12 + 562464 a11

+5548698 a10 + 2113120 a9 − 3244131 a8 − 1786408 a7 + 407420 a6 + 190304 a5 + 282012 a4 − 24452 a3

+29132 a2 − 10836 a − 3008)x6

−2 (325 a24 − 3324 a23 − 7304 a22 + 230276 a21 − 1170325 a20 + 2316126 a19 − 622526 a18 − 3718123 a17

+3184349 a16 + 1581704 a15 − 1391824 a14 − 411328 a13 − 1558204 a12 + 1609484 a11 + 539138 a10

−474447 a9 + 231480 a8 − 363384 a7 + 76464 a6 − 107657 a5 + 8687 a4 + 10210 a3 + 13934 a2

+2895 a − 783)x5

−(351 a25 − 7850 a24 + 71508 a23 − 336320 a22 + 837593 a21 − 919104 a20 − 187456 a19 + 1475338 a18

−1613542 a17 + 540373 a16 + 1825752 a15 − 1924740 a14 − 745034 a13 + 247504 a12 + 1175442 a11

+875996 a10 − 1460613 a9 − 602355 a8 + 362492 a7 + 152960 a6 + 193920 a5 − 96177 a4 + 11204 a3

−8950 a2 − 3312 a − 1029)x4

+2 (26 a25 − 301 a24 − 400 a23 + 21552 a22 − 126886 a21 + 295351 a20 − 129776 a19 − 557655 a18

+632854 a17 + 323365 a16 − 408400 a15 − 220524 a14 − 260692 a13 + 547678 a12 + 163080 a11

−252143 a10 − 23100 a9 − 119522 a8 + 89740 a7 − 21911 a6 + 8842 a5 − 3967 a4 + 6324 a3 + 279 a2

−1630 a + 97)x3

+(27 a26 − 652 a25 + 6507 a24 − 34092 a23 + 96059 a22 − 117368 a21 − 57708 a20 + 317884 a19

−240826 a18 − 138842 a17 + 339933 a16 − 187044 a15 − 26910 a14 − 27664 a13 + 46815 a12 + 280112 a11

−328981 a10 − 99662 a9 + 116915 a8 + 35872 a7 + 83124 a6 − 74950 a5 + 6430 a4 − 2676 a3 + 2464 a2

−298 a + 343)x2

−2 (a25 − 13 a24 − 6 a23 + 956 a22 − 6495 a21 + 17575 a20 − 11039 a19 − 37833 a18 + 55617 a17

+27213 a16 − 48066 a15 − 29624 a14 − 15864 a13 + 73810 a12 + 18283 a11 − 46449 a10 − 13188 a9

−14654 a8 + 25023 a7 − 1053 a6 + 1133 a5 − 4803 a4 + 1469 a3 − 267 a2 + 433 a + 161)ax
−18744 a7 + 19546 a19 − 27491 a20 + 1649 a4 + 7192 a22 − 3890 a5 − 1744 a3 − 10895 a9

+18947 a6 + 27291 a11 + 5879 a10 − 44922 a12 + 357 a2 − 4486 a15 + 696 a8 − a27 + 16912 a14

+16921 a13 − 33433 a17 + 1641 a24 + 4648 a21 − 1219 a16 − 5197 a23 + 26551 a18 − 283 a25
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+26 a26 + 343 − 343 aPara a lasse D: A = U2

10V 2
10W 2

10

U10 = x12 − 6 ax10 + 4 x9 +
`

15 a2 − 4 a − 2
´

x8 − 16 ax7 − 4
`

5 a2 − 4 a − 2
´

ax6 + 24 a2x5

+
`

15 a4 − 24 a3 − 12 a2 + 4 a + 1
´

x4 − 16 a3x3 − 2
`

3 a4 − 8 a3 − 4 a2 + 4 a + 1
´

ax2 + 4 a4x

+a6 − 4 a5 − 2 a4 + 4 a3 + a2 − 1

V10 = x24 − 6 (2 a + 1) x22 + 10 x21 + 3
`

22 a2 + 18 a + 5
´

x20 − 50 (2 a + 1) x19

−
`

220 a3 + 210 a2 + 90 a − 11
´

x18 + 2
`

225 a2 + 185 a + 51
´

x17

+
`

495 a4 + 450 a3 + 183 a2 − 191 a − 109
´

x16 − 8
`

150 a3 + 145 a2 + 62 a + 10
´

x15

−4
`

198 a5 + 135 a4 + 6 a3 − 235 a2 − 190 a − 48
´

x14 + 2
`

1050 a4 + 980 a3 + 388 a2 + 44 a − 7
´

x13

+2
`

462 a6 + 126 a5 − 273 a4 − 1110 a3 − 1046 a2 − 438 a − 82
´

x12

−2
`

1260 a5 + 910 a4 − 24 a3 − 336 a2 − 198 a − 27
´

x11

−
`

792 a7 − 252 a6 − 1092 a5 − 2890 a4 − 2888 a3 − 1352 a2 − 480 a − 99
´

x10

+2
`

1050 a6 + 350 a5 − 830 a4 − 940 a3 − 629 a2 − 199 a − 1
´

x9

+
`

495 a8 − 540 a7 − 1050 a6 − 2066 a5 − 2030 a4 − 532 a3 − 196 a2 − 263 a − 76
´

x8

−2
`

600 a7 − 140 a6 − 1144 a5 − 920 a4 − 676 a3 − 414 a2 − 64 a + 19
´

x7

−
`

220 a9 − 450 a8 − 552 a7 − 636 a6 − 584 a5 + 592 a4 + 672 a3 − 126 a2 − 248 a − 57
´

x6

+2
`

225 a8 − 220 a7 − 732 a6 − 300 a5 − 129 a4 − 318 a3 − 170 a2 + a + 15
´

x5

+
`

66 a10 − 210 a9 − 141 a8 + 100 a7 + 20 a6 + 556 a5 + 852 a4 + 210 a3 − 224 a2 − 147 a − 23
´

x4

−2
`

50 a9 − 95 a8 − 232 a7 + 64 a6 + 202 a5 − 55 a4 − 152 a3 − 55 a2 + 10 a + 10
´

x3

−
`

12 a11 − 54 a10 − 6 a9 + 125 a8 + 8 a7 + 56 a6 + 320 a5 + 241 a4 − 8 a3 − 91 a2 − 46 a − 5
´

x2

+2 (a + 1)
`

5 a9 − 20 a8 − 9 a7 + 53 a6 + 40 a5 − 19 a4 − 26 a3 − 11 a2 + 6 a + 4
´

x

−1 − 13 a − 44 a7 + 44 a4 − 13 a8 + 69 a5 − a3 + 25 a9 + 20 a6 − 6 a11 + 3 a10 + a12 − 23 a2

W10 = x24 + 12 x23 − 6 (2 a − 11) x22 − 2 (66 a − 113) x21 + 3
`

22 a2 − 222 a + 185
´

x20

+6
`

110 a2 − 350 a + 177
´

x19 −
`

220 a3 − 3030 a2 + 4770 a − 1657
´

x18

−6
`

330 a3 − 1455 a2 + 1409 a − 359
´

x17 + 3
`

165 a4 − 2730 a3 + 6065 a2 − 4063 a + 785
´

x16

+4
`

990 a4 − 5340 a3 + 7398 a2 − 3648 a + 541
´

x15

−4
`

198 a5 − 3645 a4 + 10110 a3 − 9753 a2 + 3658 a − 412
´

x14

−2
`

2772 a5 − 17010 a4 + 29820 a3 − 21252 a2 + 6130 a − 501
´

x13

+2
`

462 a6 − 8946 a5 + 28875 a4 − 35458 a3 + 19274 a2 − 4230 a + 218
´

x12

+2
`

2772 a6 − 18396 a5 + 38010 a4 − 34608 a3 + 14490 a2 − 2314 a + 37
´

x11

−3
`

264 a7 − 5124 a6 + 18340 a5 − 26682 a4 + 18568 a3 − 5928 a2 + 600 a + 27
´

x10

−2
`

1980 a7 − 13650 a6 + 31626 a5 − 34230 a4 + 18370 a3 − 4279 a2 + 137 a + 51
´

x9

+
`

495 a8 − 9180 a7 + 35070 a6 − 57462 a5 + 47570 a4 − 19508 a3 + 2908 a2 + 261 a − 74
´

x8

+2
`

990 a8 − 6840 a7 + 17052 a6 − 20832 a5 + 13310 a4 − 3996 a3 + 194 a2 + 144 a − 23
´

x7

−
`

220 a9 − 3690 a8 + 14520 a7 − 25684 a6 + 23960 a5 − 11712 a4 + 2288 a3 + 298 a2 − 192 a + 27
´

x6

−2
`

330 a9 − 2205 a8 + 5676 a7 − 7476 a6 + 5382 a5 − 1939 a4 + 130 a3 + 142 a2 − 53 a + 9
´

x5

+
`

66 a10 − 930 a9 + 3615 a8 − 6612 a7 + 6612 a6 − 3636 a5 + 876 a4 + 138 a3 − 164 a2 + 57 a − 9
´

x4

+2
`

66 a10 − 410 a9 + 1035 a8 − 1392 a7 + 1070 a6 − 442 a5 + 41 a4 + 56 a3 − 37 a2 + 14 a − 2
´

x3

−
`

12 a11 − 126 a10 + 450 a9 − 801 a8 + 808 a7 − 472 a6 + 136 a5 + 21 a4 − 48 a3 + 33 a2 − 10 a + 1
´

x2

−2 (a − 1)
`

6 a9 − 27 a8 + 48 a7 − 45 a6 + 25 a5 − 8 a4 − 3 a3 + 4 a2 − 3 a + 2
´

ax

+a − 1 − 12 a7 − 2 a4 − a2 + 19 a8 + a5 + 3 a3 − 21 a9 + 4 a6 − 6 a11 + 15 a10 + a12
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