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SINOPSE 

O objetivo deste trabalho é a análise não-li- 
near de pilares de concreto armado com seção transversal e 

distribuição da armadura arbitrárias, variáveis ao longo do 

eixo, e com condições genéricas de apoio nas extremidades. A 

fluência e a retração do concreto são consideradas na análi- 

se. 

A solução é obtida através do método dos ele- 
mentos finitos, com um modelo em deslocamentos, empregando 

um algoritmo que usa a rigidez tangente e um algoritmo que u - 
sa a rigidez secante. 

~stão incluidos exemplos de utili~~ção do mé- 

todo proposto. 



SUMMARY 

The aim of this work is the nonlinear analy- 

sis of reinforced concrete pillars of arbitrary cross sec - 
tion and reinforcement distribution, variable along the 

axis, and with arbitrary boundary conditions. Creep and 

shrinkage of concrete are considered in the analysis. 

The solution is obtained by the finite ele- 

ment method, using a displacement model. Tangent and secant 

stiffness approaches are both used. 

Some examples o£ application of the proposed 

method are included. 



Letras Romanas ~aiÚsculas 

A - área 
Ac - área da seção transversal geométrica da peça 
AS 

- área da seção transversal da armadura 
E - módulo de deformação longitudinal 
Ec - módulo de deformação longitudinal do concreto 
Ecm 

- módulo de deformação longitudinal médio do concreto 
Es 

- módulo de deformação longitudinal do aço 
F - ações ; ' função 
G - módulo de deforma.ção transversal; função 
I - momento de inércia 
=t 

- momento de inércia à torção 

K - rigidez 
K~ - constante torsional de St. Venant 
L - comprimento 
M - momento 
N - força normal 
P - força axial 
S - momento estático 
T~~ - momento torsional de St. Venant 
U - deslocamento 
V - volume 
X - coordenada 



Y - coordenada 
Z - coordenada 

Letras Romanas ~inúsculas 

a - distância; coeficiente 
b - coeficiente 
d - altura Útil 

- diâmetro efetivo 
e - excentricidade de uma força normal 
f - resistência; força; flecha 

- resistência à compressão do concreto 

cd - resistência de cálculo do concreto 
f - resistência média do concreto à compressão, prevista 
c j 

. para a idade de j dias 

'ck - resistência característica do concreto à compressão 

f - resistência média do concreto à compressão cm 

£ct - resistência à tração do concreto 

'ctk 
- resistência característica do concreto à tração 

'ctm 
- resistência média do concreto à tração 

fv 
- resistência de escoamento do aço 

f L - resistência de escoamento do aço à compressão 
YC 
f 
yd 

- resistência de cálculo do aço 
f 
yk 

- resistência característica do aço 

£Yt 
- resistência de escoamento do aço à tração 

- 

he f - espessura efetiva 
j - número de dias 
k - rigidez 
R - comprimento 
m - momento 
s - coordenada curvilínea 
t - espessura 
u - deslocamento; coordenada 
v - coordenada 
x - coordenada 
Y - coordenada 
z - coordenada 



X I I  

Letra Greqa ~aiúscula 

Q - curvatura 

Letras Greaas Minúsculas 

a - ângulo; fator interpolador 
B - ângulo; razão; função 
Y - ângulo; distorção específica 
6 - coeficiente de variação; distância 
E - deformação específica; tolerância 
E 
C 

- deformação específica do concreto 
€CU 

- deformação específica última do concreto à compressão 

€cut - deformação específica última do concreto à tração 

Es - deformação específica do aço; deformação específica de 
- 

retração 

- deformação especifica de escoamento do aço 
1 

8 - ângulo; giro 
K - coeficiente 
X - coeficiente 
P - taxa geométrica de armadura 
0 - tensão normal 
o - tensão normal no concreto 
C 

0 - tensão normal Última de compressão no concreto cu 
o - tensão normal na armadura 
S 

T - tensão tangencial 
@ - diâmetro; coeficiente de fluência; coeficiente 
w - área setorial 



A análise de um pilar submetido à flexo-com - 
pressão oblíqua é um problema tridimensional. A deformada do 

pilar é uma curva reversa e o plano de flexão é variável, de 

seção para seção, em virtude da própria deformação da barra. 

Este trabalho apresenta um método para a aná- 

lise de pilares de concreto armado submetidos à flexo-com- 

pressão oblíqua. Os pilares a serem estudados podem apresen- 

tar seção transversal de forma qualquer, inclusive variável 

ao longo do comprimento. A distribuição da armadura na seção 

transversal é arbitrária, também podendo variar ao longo da 

peça. As condições de vinculação e de carregamento são gené- 

ricas. 

No estudo, são consideradas a não-linearidade 

geométrica e a não-linearidade física. A não-linearidade geg 

métrica é considerada ao levar-se em conta os deslocamentos 

na análise da peça. A não-linearidade física é considerada 

pela utilização dos diagramas tensão-deformação adequados pa - 
ra os materiais. 

No capítulo 2, deste trabalho, está apresenta - 
da a forma de solução utilizada para o problema. A solução é 



obtida através do método dos elementos finitos, com um mode- 

lo em deslocamentos, conforme S. Rajasekaran, no capitulo 12 

da referência [12]. Emprega-se, neste capítulo, o termo viga 
-coluna, como uma generalização para o caso de pilar. 

No capítulo 3, estão expostas as propriedades 

dos materiais idealizadas e a determinação das rigidezes ne- 

cessárias para a utilização do método apresentado no capítu- 

lo 2. 

No capítulo 4, está apresentado o método em- 

pregado para a avaliação das deformações de fluência e retra - 
ção no concreto. 

No capítulo 5, resultados obtidos através do 

método apresentado neste trabalho, são comparados com outros 

resultados teóricos e experimentais. 



2 - O  TODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA VIGAS-COLUNAS 

2 . 1  - Generalidades 

O método dos elementos finitos consiste basi- 

camente na obtenção de um modelo analítico para uma estrutu- 

ra real por subdividi-la em um número finito de elementos. O 

comportamento de cada elemento pode ser estudado independen- 

temente dos outros, através de um conjunto arbitrário de fun - 
ções que aproximam os deslocamentos !ou as tensões) naquela 

região. O processo de ligação dos elementos para formar o mo - 
de10 completo é puramente topológico e independente da natu- 

reza física do problema. O conjunto de funções para os deslo - 
camentos (ou tensões) deve ser escolhido de tal forma que fi - 
que assegurada a continuidade (ou equilíbrio) através de to- 

do o sistema. Para a solução numérica de um problema utili - 
zando o método dos elementos finitos é necessária a montagem 
e a resolução de um grande sistema linear de equações algé- 

bricas. 

Embora a formulação dos elementos finitos pos - 
sa estar baseada tanto num campo de tensões quanto num campo 

de deslocamentos, esta Última é mais frequentemente usada , 
por ser mais facilmente programável em computadores digitais 

[ 1 2 ] .  Assim, neste trabalho, um modelo em deslocamentos é u- 



tilizado para obter as relações forças-deslocamentos para o 

elemento de viga-coluna pela consideração do princípio dos 

trabalhos virtuais. 

A aplicação do método dos elementos finitos , 
modelo de deslocamentos, envolve os seguintes passos: 

- discretização do corpo em elementos finitos; 
- determinação da rigidez dos diversos elementos; 
- montagem das matrizes de rigidez e de forças externas 
aplicadas; 

- aplicação das condições de contorno; 
- obtenção dos deslocamentos nodais pela solução do sis - 
tema de equações resultantes; 

- cálculo de deformações e de tensões a partir dos des- 
locamentos nodais. 

AS vantagens do método dos elementos finitos 

são: 

- o método permite a análise de estruturas com irregula - 
ridades de carga, material, geometria e variadas con- 

dições de contorno; 

- o método permite uma fácil automatização. 

As limitações do método dos elementos finitos 

são principalmente as seguintes: 

- o método requer relativamente grandes quantidades de 

memória e tempo computacional; 

- a interpretação dos resultados é de fundamental impor - 
tância pelo grande volume de resultados gerados pela 

aplicação do método. 

2.1.2 - ~ipóteses Assumidas 

Adotou-se o termo viga-coluna (beam-column em 

[ 1 2 ] )  neste capítulo, por se tratar do estudo de um elemento 

estrutural que apresenta tanto as características de uma vi- 

ga,quanto de uma coluna. 



Neste estudo, considera-se que as seções per- 

manecem planas após a deformação. Assume-se ainda que a rigi - 
dez ao longo dos elementos é constante. Note-se que os valo- 
res EA, EIx, E1 GKT, que aparecem no desenvolvimento desta 

Y' 
formulação, são as rigidezes dos elementos. Assim, EA é o va - 
lor da integral do módulo de deformação E sobre a área A, e 

não o simples produto de um determinado módulo de deformação 
por uma área. Esta notação também foi adotada em 1121 e 1291. 

Deve-se ainda observar que as referências a centros de gravi - 
dade, eixos principais, etc., são relativas à rigidez da se- 
ção. (ver item 3.2). 

Uma vez que o objetivo deste trabalho é a aná - 
lise de peças de concreto armado, o problema da torção, como 

uma simplificação para este caso[68], foi considerado segun- 

do a torção de St. Venant. 

Para o desenvolvimento desta formulação, par- 

tiu-se das equações de equilíbrio total. Portanto, os módu - 
10s de deformação utilizados são secantes. Com poucas altera - 
ções, partindo das equações de equilíbrio incremental, che- 

gar-se-ia a expressões semelhantes. Nesta outra formulação , 
a rigidez tangente deve ser empregada. 

O desenvolvimento segundo a formulação incre- 

mental encontra-se apresentado em [I21 e foi aqui omitido de - 
vido a sua semelhança como o desenvolvimento da formulação 

de equilíbrio total. As conclusÕes finais das duas formula- 

ções são basicamente iguais. Deve-se ter apenas o cuidado de 

que na primeira formulação usam-se valores totais de desloca - 
mentos, deformações, forças, tensões, etc., e na outra, in- 

crementos destas mesmas quantidades. 

2.2 - ~ormulação das ~quaçÓes ~ásicas de ~quilíbrio . 
A equação de equilíbrio total será desenvolvi - 

da usando o princípio dos trabalhos virtuais. Este 6 mais ge - 
ral do que a formulação da energia potencial, já que as ex- 

pressões desenvolvidas pelo princípio dos trabalhos virtuais 



são válidas tanto para problemas elãçticos como plásticos. 

Uma seção transversal arbitrária de uma viga- 

coluna é mostrada na Fig. 2.1. Os pontos C e O representam a 

origem do sistema de coordenadas e um ponto arbitrário. x,y 

e z representam os eixos de coordenadas de um sistema dextró - 
giro com origem em C. A expressãc do trabalho virtual para 

um elemento de viga-coluna, desprezando as forças de volumee 

de superfície, pode ser escrita c:omo 

desde que 
*X 

= T  = O para U I I ~  viga-coluna. 
Y XY 

Na Eq. ( 2 . 1 ) ,  a 6 a tensão normal e T e 
xz 

Figura 2.1 - Coordenadas da seção transversal 



T sao as componentes da tensão de cisalhamento e & E ,  6yxZ e 
YZ 
6yVz s8o as deformações virtuais correspondentes em um ponto 

arbitrário N. Na Eq. (2.1), t. e 6u. representam forças nodais 
1 1 

e deslocamentos virtuais correspondentes. 

As resultantes de tensões m m , mZ, fx, f e 
x' Y Y 

fZ são consideradas positivas nas direções indicadas na Fig. 

272. por conveniencia desta formulação o sentido positivo do 

momento fletor m não segue a regra da mão direita para mo- 
Y' 

mentos. Note-se que a força normal fZ e os momentos fletores 

m e m são reduzidos ao eixo C, enquanto os momentos torso- 
X Y 
res m e os esforços de corte f e f são reduzidos ao eixo z X Y 
O. Deve-se notar ainda que as forças transversais de corte fx 

e f" não podem ser definidas em função das deformações como 
L 

as demais solicitações. Por isso não são consideradas como 

tensões generalizadas. São chamadas reações por serem necessg 

rias somente para o equilíbrio. 

Figura 2.2 - Resultantes de tensões 



As relações entre tensões e resultantes de ten - 
sões são estabelecidas pelas seguintes equações de equilíbrio 

onde, mZ é o momento torsor correspondente a torção de St. Ve- 
nant. O momento torsor TsV 6 resultante do torque devido as 
tensões de corte. 

No caso de problemas que envolvem estabilidade, 

mudanças de geometria devidas as deformações devem ser conside - 
radas nas equações de equilíbrio. Assim, a forma não-linear 

das relações deformações-deslocamentos é adotada como 

- 
YYz - u ~ , y  + u Y ~ Z  + (ux rY u Xrz + u YIY u YIZ + u u 1 

ZtY ZtZ 

( 2 . 3 )  
onde ux, u e u são os deslocamentos do ponto arbitrário 

Y Z 
N 

nas direções x, y e z, respectivamente e u = auz/az, etc. 
z ,z 

Para estabelecer uma relação entre os desloca- 

mentos de um ponto da seção transversal, e o deslocamento e a 

rotação da seção transversal, adotou-se a hipótese de que a 

forma da seção transversal permanece inalterada durante a de- 

formação. 

A seguir será demonstrado que o deslocamento de 

um ponto da seção transversal pode ser descrito por três compo - 



nentes de deslocamento ux , u e u , nos pontos O e C da se- 
o Yo zc 

ção transversal, respectivamente, nas direções x, y e i e o ân- 

gulo de rotação sobre o eixo longitudinal. Os deslocamentos 

u u de um ponto arbitrário N podem ser descritos como ( ver xf .y 
Fig. 2.1) 

u = u - (y - e ) sen BZ - (x - ex) (1 - cos BZ) 
X xo Y 

(2.4) 
u = u + (x - e ) sen BZ - ( y  - e ) (1 - cos BZ) 
Y Y o X Y 

Contudo, por serem as rotações de torção peque- 

nas (sen Bt E 0,; cos BZ - I ) ,  os deslocamentos ux e u das 4s. 
Y 

(2.4) podem ser reduzidos para 

onde ux = u (z) e u = u ( 2 )  representam os deslocamentos do 
o x o Yo Yo 

eixo que passa através de O nas direções x e y, respectivamente 

e e e posicionam O com respeito a origem C e 0 = BZ(z) é a 
xf Y Z 

rotação da seção transversal sobre qualquer eixo longitudinal . 
Tem-se ainda que 

As Eqs.(2.5) e Eq.(2.6) dão os deslocamentos de 

um ponto arbitrário N da seção em termos de u , u 
xo y,, UZc e Oz 

ou suas derivadas, para qualquer posição de O e C, consistentes 

com as hipóteses da teoria de viga-coluna. 

substituindo as relações não lineares deforma- 

cões-deslocamentos, isto é, as Eqs.(2.3), na Eq.(2.1), a expres - 
são do trabalho virtual se reduz para 



Na Eq.(2.7) os termos contendo produtos de deri- 

vadas de uZ foram negligenciados. 

Agora, aplicando a expressão do trabalho vir- 

tual, Eq.(2.7), para o segmento de viga-coluna, uma forma varia - 
cional da equação de equilibrio total é obtida substituindo-se 

u u das Eqs.(2.5) na Eq.(2.7), e usando as Eqs.(2.2) para as 
x t  Y 
tensões 

Na Eq. (2.8), uGo e u" são as curvaturas de fle- 
Y o 

xão da seção transversal sob os eixos y e x, passando através 

do ponto 0. Estas curvaturas são referenciadas neste trabalho, 

também por b e bx. 
Y 

A Eq. (2.8) é uma forma variacional da equação to - 
tal do trabalho virtual que é válida para eixos de referência 
arbitrários O e C. É aproximada somente pelas imposições das hi - 
póteses da teoria de viga-coluna e por negligenciar os termos 

de ordem mais alta. Desde que nenhuma hipótese foi feita com 

respeito a origem das tensões, é igualmente válida para análi- 

ses elásticas e plásticas. 

2.3 - ~elações ~ensões Generalizadas-Deformações 

Considerando que para uma viga-coluna, somente 

as tensões normais contribuem para a plastificação dos mate- 

riais , a relação entre a deformação total e as deformações 

generalizadas ut , u" e u" 6 obtida da Eq. (2.6) 
zc Y o x o 

Substituindo-se a Eq.(2.9) na Eq.(2.2), as ten- 



sões generalizadas P, mx e m para a seção transversal de uma 
Y 

viga-coluna podem ser expressas em termos das deformações ge- 

neralizadas uScI U" e uXo sobre os eixos de referência 
Y o 

e o momento torsor de St. Venant tem o valor 

onde E é o módulo de elasticidade longitudinal, G é o módulo 

de elasticidade transversal e KT é a constante torsional de 

St. Venant. 

2.4 - O Modelo para Elementos Finitos 

Considere-se o elemento prismãtico mostrado na 

Fig. 2.4. O elemento tem deslocamento axial, de flexão e de 

torção sob a ação de forças nodais P*, fx*, f *, m * 
Y x ,?q* e.mz** 

Escolhendo os eixos de coordenadas x,y como os 

eixos principais da seção transversal e selecionando C e O co - 
mo centro de gravidade e centro de corte, os termos fora da 

diagonal na matriz dos coeficientes das relações tensões gene - 
ralhadas-deformações. Eq.(2.10), se anulam. Assim as tensões 

generalizadas P, mx e m podem ser escritas como 
Y 

Substituindo as relações tensões generalizadas 

-deformações da Eq.(2.12) na Eq.(2.8), a equação de equili- 



Figura 2.3 - Deslocamentos nodais de um elemento 

Figura 2.4 - Resultantes de tensões de um elemento 



brio do trabalho virtual total é obtida como 

11 J O  [EA I& &I& + EIx u' 6u' + E1 u" 6u' + GKT 8' 60il dz 
Yo Yo y xo xo 

+ 2 e um 8' - 2 ex u' 0') + m 6(uGO 0;) - 
y xo z YO z Y 

O')] dz = [P* 6uZc + f* 6u + f* 6u - m 6 (uio 
X x xo Y Yo - 

A equação acima coloca que 6U (trabalho virtual 

interno) = 6We (trabalho virtual externo). Para estabelecer as 

relações forças-deslocamentos para o elemento de viga-coluna,os 

deslocamentos contínuos na Eq.(2.13), tais como u t u  e zcf uxo yo 
devem ser escritos em.termos dos deslocamentos nodais nas ex - 

tremidades e por integração ao longo do comprimento do elemen- 

to. Isto será feito a seguir. 

2.4.1 - Escolha das ~unções-~eslocamentos 

Para qualquer formulação numérica aceitável, a 

solução numérica deve convergir ou tender para a solução exata 

do problema, se as subdivisões da viga-coluna forem feitas em 

maior número. Isto foi mostrado para o método dos elementos fi- 

nitos para problemas lineares [76.]. A formulação em deslocamen- 

tos aproxima por cima a verdadeira rigidez da viga-coluna e as- 

sim, uma formulação de elementos finitos convergirá para o des- 

locamento exato por baixo. A fim de que esta convergência seja 

rigorosamente assegurada, três condições devem ser cumpridas pa - 
ra a escolha das funções-deslocamentos 

(a) A função-deslocamento deve ser contínua dentro do ele- 

mento e o deslocamento deve ser compatível entre ele- 

nentos adjacentes. Isto é assegurado se o campo de des - 
locamentos 6 contínuo no contorno interelementos para 

a derivada de uma ordem a menos que a derivada de or- 

dem mais alta que aparece nas relações deformações-des - 
locamentos. Esta condição na literatura sobre elemen- 

tos finitos 6 conhecida corno "condição de compatibili- 
idem ou "de conformidade". 



(b) A função-deslocamento deve incluir deslocamento de 

corpo rígido do elemento. 

(c) A função-deslocamento deve incluir estado de deforma - 
cão constante do elemento. 

As duas Últimas condições são conhecidas como 

"critério de completidade". Para satisfazer o critério de com - 
pletidade, a expansão dos deslocamentos deve ter ao menos um 

polinômio completo de ordem igual a da derivada mais alta que 

aparece nas relações deformações-deslocamentos. 

Para um elemento de viga-coluna as relações de - 
formações-deslocamentos contêm derivadas segundas em desloca- 

mentos laterais e derivadas primeiras nos deslocamentos axi- 

ais e de torção. Assim, é necessário escolher as funções-des- 
locamentos, tais que, u , u , O = u' I U = u1 

zc_ xo Yo xo yor Oxo yoe 
devem ser contínuos nos nos. Isto pode ser obtido adotando-se 

um campo de deslocamentos linear para u 
ZC e Oz e um campo de 

deslocamentos cúbico para os outros graus de liberdade. Usan- 

do a notação < > para um vetor linha e { 1 para um vetor colu - 
na, u é escrito como 

xo 

Substituindo os valores correspondentes para 

as extremidades p e q do elemento de viga-coluna mostrado na 

Fig. 2.4, obtém-se 



Assim, 

u = <n, > {u } ( 2 . 1 8 )  
xo -x o 

onde <n3> 6 a função de interpelação cúbica dada por 

e <u > são os deslocamentos nodais -* o 

onde 

Procedendo-se de forma análoga, obtém-se expres- 

sões semelhantes para os outros deslocamentos. Assim, resumin- 

do, os deslocamentos de um elemento são representados pelos des - 
locamentos nodais como 



onde 

e os deslocamentos nodais do elemento nas extremidades p e q 

são dados como 

Portanto, em cada nó de um elemento de viga-co- 

luna há seis graus de liberdade (ux , e , u , 8 o xo yo yot e ez) 
como mostra a Fig. 2.4. 

2.4.2 - A Matriz de Rigidez para um Elemento de Viga-Coluna 

A equação de equilibrio total para um elemento 

de viga-coluna pode ser obtida em termos dos deslocamentos no- 

dais nas extremidades, substituindo-se as Eq. (2.22) na Eq 

(2.13). 

Por exemplo, o primeiro termo da Eq.(2.13) / 
(EA 6uic u;,) pode ser escrito na forma matricial como 

T EA (6~;~) (u;,) = escalar 

onde 

e o índice simboliza o transposto de um vetor. A linha asso- 

ciada com a função de forma simboliza a diferencial com respei - 
to ao parâmetro não dimensional B = z/R . 



Assim, 

Similarmente, todos os outros termos da Eq. 

(2.13) podem ser escritos em função dos deslocamentos nodais. 

Agrupando-se os termos semelhantes, obtém-se a equa~ão de e- 

quilíbrio total do trabalho virtual como 

E1 
< 6ux 

1 P 
> I < >  d~ + jO a {n:) <n:> dB) i u  1 

o -x o 

1 E1x 1 P + <6u > [I  - {n:} <n;> dg + /O {n:} <n:> dg) {u } 
-Y o O R -Y o 

Aqui se usam as notações 8 = B x e B  = 8 em 
x o Y 0 Y 

concordância com a notação usada para a rotação 8 . Os termos 
z 

contidos dentro dos primeiros parênteses da Eq.(2.13) e que pg 
dem também ser encontrados na Eq.(2.26), constituem a matriz 

de rigidez à flexão usual [kç] e os termos remanecentes na in- 

tegral do lado esquerdo da Eq.(2.13) representam a matriz "de 

rigidez geométrica" [kG] . 
Assumindo-se propriedades constantes, carga a- 

xial constante e variação linear de momentos ao longo do com- 
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Os índices g,e h são os graus dos vetores de in - 
terpolação, s e t são os graus de diferenciação e j é o expoen - 
te do fator de multiplicação B .  As matrizes que aparecem nas 

Eqs.(2.27) são dadas na Tab. 2.1. 

A equação de equilibrio total, Eqs.(2.27), no 

sistema de coordenadas Locais x,y,z para um elemento de viga- 

coluna pode ser escrito em forma compacta como 

onde {u),, são os deslocamentos nodais e {f}L são as forças no - 
dais. [k ] é a matriz de rigidez usual à flexão do elemento e 

S 
[kG] é a matriz de rigidez geométrica. O nome da matriz de ri- 
gidez geométrica vem de que ela depende da geometria do elemen - 
to deslocado. As matrizes de rigidez à flexão [kç] e a geomé- 

- 

trica [kG] são dadas na Tab. 2.2. Note-se que a estas matrizes 

correspondem deslocamentos e forças com sentidos segundo um 

sistema dextrógiro, conforme a Fig. 2.5 e não mais com os sen- 

tidos adotados anteriormente para o desenvolvimento da formula - 
cão. 

2.5 - A Matriz de Rotação e a Matriz de Rigidez Total 

Antes de se obter a matriz de rigidez total pa- 

ra a estrutura inteira, montando a matriz de rigidez dos ele- 

mentos, uma matriz de rotação [R(3x3)] é necessária para trans - 
formar um vetor do sistema global ( X , Y , Z )  para o sistema local 

(x,y,z). Assim, 

(~(3) I =  [R(3x3) 1 ( V ( 3 )  ) 
local global 
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Figura 2.5 - convenção de sentidos para as resultantes de 

tensões e para os deslocamentos 



Figura 2.6 - Deslocamentos de um elemento 

onde (xX) é o cosseno diretor entre o eixo de coordenadas lo- 

cais x e o eixo de coordenadas globais X, etc. 

No cálculo da matriz de rotação, [R(3x3)], os 

deslocamentos totais devem ser considerados, Seja um elemento 

que, após a deformagão, tenha a posição AB a partir dos pontos 

originais A B e os vetores unitários no sistema local {vxi} , i i 
{v 1 e {vZi} são os seguintes 
yi 

Depois da deformação, os pontos das extremida- 



Figura 2.7 - A transformação de eixos 

des mudam-se de {UA} e {UB}, assim 



O comprimento de AB 6 agora 

e o novo eixo z fica determinado pelo vetor unitário 

A determinação do novo eixo y não é direta. Pri - 
meiro, o eixo y gira sobre o eixo z pelo ângulo médio da ro- i i 
tação das extremidades A e B mais a rotação dos eixos prin- i i 
cipais y, devida a plastificação da seção. 

- I OZi = 2 ('z~A + eZiB) + Y (2.37) 

Assim, o eixo Y é obtido como mostra a Fig.2.7. 

~á que a direção do eixo y coincide com a proje - 
ção de {v-} no plano perpendicular ao eixo z, 

Y 



onde M é o produto escalar de {v-) e {vZ) 
Y 

M = {v-) <v > = (Yx) (2x1 + (YY) (zY) + (Fz) (zZ) 
Y z 

(2.40) 

e o comprimento de {v-) projetado é 
Y 

O vetor unitário do novo eixo x, {vx}, é obtido 
pelo produto vetorial de {v } e {vZ}, 

Y 

Assinale-se que esta matriz de rotação foi obti - 
da levando em consideração, tanto as mudanças geométricas, co- 

mo a plastificação dos materiais. Não foram levadas em conta 

nesta matriz as translações dos centros de gravidade dos ele- 

mentos, já que este efeito fica minimizado pela utilização de 

um maior número de elementos. Assim, o vetor de forças (f(12)) 

e o vetor de deslocamentos (~(12)) no sistema local são trans- 

formados para o sistema global para (F(12)) e (U(12) 1 usando a 
matriz [R (1 2x1 2) 1 . 

onde 

* (2.42) 

Agora, a matriz de rotaçao do segmento AB, de- 

pois da deformação é determinada das ~qs.(2.36), (2.38) e 
(2.42). 

I \ 

r = {vx} = . 
f > 

(yY) (zZ) - (yZ) (zY) 

(yZ) (zX) - (yX) (zZ) 

(yX) (zY) - (yY) (2x1 
i 

(xX) 

(xY) 

(xZ 
/ 



Agora a relação da Eq. (2.29) pode ser também 

transformada para o sistema global pelo uso das Eqs.(2.44). 

Montando esta relação para todos os elementos , 
a relação para a estrutura inteira é obtida 

onde 

T 
[K(NxN)] = matriz de rigidez total = C [R] [k] [R] 

N = 6 x (número de nós) 

A matriz de rigidez [K(NxN)] é simétrica e ban- 

da, podendo ser armazenada para cálculo na matriz [K(NxNB)]. A 

largura de banda NB é dada por 

NB = 6 x (o máximo número de nós ligados) 

No caso de uma viga-coluna, somente dois nós 

são conectados por elemento, e assim NB = 12. 

Aplicando-se à Eq. (2.47) o que foi determinado 
para a Eq.(2.29), obtém-se que 

2.6 - Os ~étodos de Solucão Dara o Problema das Viaas-Colunas 

No caso das vigas-colunas, o problema deve ser 



resolvido por uma aproximação carga-deslocamento. Isto envol- 

ve a solução da Eq.(2.48), que por causa da dependência de 

[KG] em relação a {U}, é não linear. Existem diversos métodos 
para a resolução deste conjunto de equações não-lineares, em- 

bora, basicamente, a maioria destas técnicas numéricas possam 

ser divididas em dois grupos, o dos métodos incrementais e o 

dos métodos iterativos. Os métodos incrementais não satisfa- 

zem necessariamente as condições de equilíbrio, enquanto os 

métodos iterativos verificam o equilíbrio a cada estágio de 

carga. Este trabalho utilizará dois métodos iterativos, um em - 
pregando rigidez tangente e outro rigidez secante. 

2.6.1 - solução ~umérica Utilizando a Rigidez Tangente 

A matriz de rigidez tangente total da estrutu- 

ra [K] é ~btida com a utilização em seus cálculos das proprie - 
dades instantâneas da seção. 

Considere-se uma estrutura que esteja sujeita 

a forças {F } e que tenha deslocamentos tuA}. Este estado é A 
representado pelo ponto A na Fig, 2.8a. Quando as forças são 

aumentadas de F para {FB}, os deslocamentos passam para 

{U }. O valor correto de {uB} não pode ser obtido diretamente B 
por causa da não-linearidade do sistema. 

~á que a rigidez do sistema é uma função dos 

deslocamentos atuais, a matriz de rigidez tangente muda de 

[K I para [KBl durante a variação de deslocamentos de {UA} pg A 
ra {u~}. Na Fig. 2.8a, estas rigidezes estão representadas pe - 
las inclinações da curva carga-deslocamento. Assumindo-se que 

a rigidez do sistema varie monotonamente, a rigidez [K] entre 
os dois estados A e B é limitada por 

ou, usando-se um fator interpolador, a, ela pode ser expressa 

Por 

O fator interpolador a é limitado por 



Figura 2.8 - ~écnica iterativa utilizando a rigidez tangente 



Nos casos extremos 

a = l  [KI = íKAl limite superior 

a = O  [E] = IKBI limite inferior 

Se o fator a pudesse ser corretamente estimado, 

os deslocamentos {UB} poderiam ser diretamente encontrados sem 

o uso de técnicas iterativas laboriosas. Como isto não é pos- 

sível, procura-se por aproximações sucessivas chegar à solu- 

ção, empregando um valor fixo de a. 

Conforme a Fig. 2.8b, a variação inicial de for - 
ças é 

Usando a rigidez tangente no ponto A, [KA], OS 

novos deslocamentos {ul) são calculados por 

Destes deslocamentos, a rigidez tangente [K1] é 
obtida. As forças correspondentes {F1) são calculadas usando a 

Eq. (2.50) como 

Este estado é representado pelo ponto P1 na Fig. 
2.8b. Existem forças não equilibradas de 

Repete-se a mesma rotina para obter o novo esta - 

{u2} = 1 ~ ~ 1 - l  { A F ~ I  + t u i )  

{Fz) = [ a  K1 + (1-a) K21 {UZ- U1I +{Fl) (2.56) 

{AF,} = IFB) - {FzI 

Depois de n ciclos de iteração as relações aci- 



ma ficam 

Este procedimento é repetido até que as forças 

não equilibradas {AF 1 tornam-se menores que um limite prescri n - 
to de tolerância. Esta verificação de convergência é feita a- 

través da comparação do quociente da norma das forças não equi - 
libradas pela das forças aplicadas com um valor de tolerância 

E (tomado como 1 . 
Adotou-se neste trabalho para o fator interpela - 

dor um valor de 0,s. O fluxograma para o método está apresenta - 
do na Fig. 2.9. 

2.6.2 - Solução ~umérica Utilizando a Rigidez Secante 

A matriz de rigidez secante total da estrutura, 

[K], é obtida a partir das propriedades secantes dos materiais 
que compõe a peca. 

Seja uma estrutura que está sujeita a forças 

{F } e que tenha deslocamentos {LIA}. Este estado é representa- A 
do pelo ponto A na Fig. 2,lOa. Quando as forças crescem de 

{F } para {F } os deslocamentos passam para {uB). O valor cor- A B 
reto de {U } não pode ser diretamente obtido, pois a rigidez B 
[KB] é dependente de tuB}. A matriz de rigidez secante muda de 
[ K ~ ]  para [KB] durante a variação dos deslocamentos de {U pa A - 
ra {U*}. Na Fig. 2.10a. estas rigidezes estão representadas pe - 
la inclinação das retas secantes à curva carga-deslocamento. 

Segundo a Fig. 2.10b, a variação inicial de for - 
ças é 

Usando a rigidez secante no ponto A, [KA], os 

novos deslocamentos  são calculados por 



I SIM 

Figura 2.9 - Fluxograma para solução usando rigidez tangente 



Figura 2.10 - ~écnica iterativa utilizando a r i - ~ i d e z  secante 



Com estes deslocamentos, a rigidez secante , 
[K1], é obtida. As forças correspondentes {F1} são calculadas 

como 

Este estado é representado pelo ponto P1 na 

Fig. 2.10b. Existem forças não equilibradas de 

Repete-se a mesma sequência para obter o novo 

estado 

{u2} = [ K ~ I - '  {AFII + {ul) 

{F21 = [K21 {U2) ( 2 . 6 2 )  

2 = {FB} - {Fz} 

Depois de n ciclos de iteração as relações aci- 

ma ficam 

Este procedimento é repetido até que as forças 

não equilibradas {DF tornam-se menores que um limite prescri n - 
to de tolerância. A verificação da convergência é feita pela 

comparação do quociente da norma das forças não equilibradas 

pela das forças aplicadas com um valor de tolerância E (  tomado 

como 1  . 
O fluxograma do método está apresentado na Fig. 

2 .11 .  



Figura 2.11 - Fluxograma para solução usando rigidez secante 



3 - DETERMINAÇÃO DAS PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS 

3.1 - As Características dos materiais 

3.1.1 - O Aço 

Adotou-se como diagrama tensão-deformação para 

o aço, 0 diagrama bilinear da Fig. 3.1, que é o proposto pelo 
código Modelo CEB-FIP [21] para os aços obtidos por laminagem 

a quente e resfriados naturalmente. 

O valor do módulo de elasticidade inicial do 

aço E foi tomado igual a 210.000 MPa e os valores das resis- s 
tências à tração e à compressão do aço são os mesmos (f = 

Yt 

3.1.2 - O Concreto 

O diagrama tensão-deformação para o concreto, 

conforme o código Modelo CEB-FIP [Sl], apresenta a forma es- 

quematicamente apresentada na Fig. 3.2. 

Segundo [ 2 1 ] ,  a deformação relativa máxima ccU 

é função não só da resistência do concreto, como também, do 

formato da seção em estudo. Seu valor pode variar de -0,0035 

até -0,0070. Da mesma maneira, a abscissa do ponto correspon- 

dente a máxima tensão pode assumir valores entre -0,0020 e 
-0,0025, e a tensão Última valores compreendidos entre 0,75 



Figura 3.1 - Diagrama tensão-deformação idealizado para o aço 

Figura 3.2 - Diagrama tensão-deformação esquemático para o 

concreto 



Para a zona comprimida do concreto é apresen- 

tada no código Modelo CEB-FIP ( 2 1 1 ,  uma curva proposta por 
Grasser [ 3 4 ] ,  que foi obtida por ajustagem a resultados de 

ensaios de corpos de prova submetidos a cargas de curta dura - 
ção. 

Esta curva para o diagrama tensão-deformação 

do concreto, que aparece na Fig. 3.3, é expressa analitica - 
mente pela equação 

onde 

1 
= -0,0022 (deformação máxima para a compressão cen- 

trada) 

Ec 
= módulo de elasticidade longitudinal do concreto 

Figura 3.3 - Diagrama tensão-deformação proposto para o con- 
creto 



O módulo de elasticidade do concreto pode ser 

obtido pela expressão 

onde Ecm, f e fck devem ser fornecidos em MPa. cm 

Para a zona tracionada do concreto foi feita a 

suposição de que a forma da curva tensão-deformação 6 seme - 
lhante àquela obtida para a zona comprimida, ou seja, 

onde 

A resistência média à tração do concreto pode 

ser obtida conforme [21]  por 

3.2 - A Rigidez Axial e à Flexão dos Elementos 

3.2.1 - ~eterminação da Rigidez dos Elementos 

Para obter-se as rigidezes axial (EA) e 5 fle- 
xão (E1,;EI ) correspondentes aos eixos principais da seção 

Y 
transversal de cada elemento é preciso integrar-se a inclina- 

ção dos diagramas tensão-deformação dos materiais sobre a se- 

ção. Adotou-se para o elemento a rigidez de sua seção central 

Com este propósito foi desenvolvido um proces- 



Figura 3.4 - seção de forma poligonal arbitrária 

8 = n / 2 + a  8 = 3 n / 2  - ric 

Figura 3.5 - ~otação dos eixos de coordenadas 



so automático e geral, que obtém estes valores para uma secão 

poligonal de forma qualquer e com uma distribuição arbitrária 

das barras da armadura. Note-se que as expre~sões~centro de 

gravidade, eixos principais, etc., referem-se a rigidez. 
- 

3.2.1.1 - Processo de Cálculo 

Seja uma seção de concreto armado de forma po- 

ligonal arbitrária, dada através das coordenadas de seus vér- 

tices e das barras da armadura, segundo dois eixos ortogonais 

x,y, conforme é mostrado na Fig. 3.4. são conhecidas, ainda, 

para cada eixo, as curvaturas da seção (Q - @  ) e a deformação 
x 1  Y 

específica longitudinal (co) na origem do sistema de coordena - 
das. Para qualquer ponto da seção, considerando-se que a se- 

ção permanece plana, pode-se obter a deformação longitudinal 

Em primeiro lugar, determina-se um sistema de 

referência auxiliar u',v', de tal forma que o eixo v' é per- 
pendicular a linha neutra, orientado no sentido da fibra me- 

nos comprimida da seção e o eixo u' forma com v' um sistema 

dextrógiro que passa pela origem do sistema x,y. 

Analiticamente, faz-se esta transformação de 

sistema de coordenadas da maneira que será exposta a seguir , 
e que aparece na Fig. 3.5. Calcula-se o ângulo diretor a como 

a = arctg (Qx/@ ) 
Y 

Conforme os sentidos de @ e Q recai-se em 
X Y' 

um dos casos da Fig. 3.5. Pelas expressões que aparecem na fi - 
gura, determina-se o giro 8 que ocorreu na transformação de 

sistema de coordenadas e consequentemente as novas coordenadas 

U' = x cos 0 + y sen 8 

v' = y cos 8 - x sen 8 

A curvatura Q da seção transversal fica deter- 

minada por 



Figura 3.6 - ~ranslação dos eixos de coordenadas 

Em seguida, faz-se uma translação da origem des - 
te novo sistema, de tal forma que o novo eixo u coincida com a 

linha neutra (ver Fig. 3.6) . 
Assim, 

onde 

Agora 6 possivel determinar a deformação longi- 
tudinal de um ponto qualquer da seção transversal pela expres- 

são 

€(V) = V 0 (3.12) 

Comparando-se a E q .  (3.6) e a Eq. (3.12), nota-se 



Figura 3.7 - Seção poligonal com o novo sistema de referência 

Figura 3.8 

4 

- ~ivisão da seção em regiões trapezoidais 



que agora a deformação longitudinal é função de uma única coor - 
denada. Isto vai simplificar de forma extraordinária a obten- 

ção analítica das expressões das integrais para cálculo das ri - 
gidezes das seções. 

3.2;  1 . 2 - ~ntegração dos Diagi-ar,id:; 'Tensão--~cformação sobre a 
Seção 

A seção de conci.c:t-o ar~iiiido 1 forma poligonal 

arbitrária, que foi considerada na Fig. 3.4, pode ser agora da - 
da através das coordenadas de seus vértices e das barras da ar - 
madura, segundo os dois novos eixos ortogonais u,v, conforme é 

apresentado na Fig. 3.7. O estacio de deformação da seção fica 

definido somente pela curvatura ,I'. 

Traçando-se segmentos de reta, paralelos ao ei- 

xo v, a partir dos vértices, até encontrar o eixo u, pode-se 

definir uma série de trapézios sobre a seção (ver a Fig. 3.8). 

Os trapézios que se encontram nos quadrantes 

correspondentes a valores de v positivos são inteiramente tra- 

cionados, enquanto os demais são inteiramente comprimidos. Ca- 

so na região tracionada, seja atingida a deformação correspon- 

dente a fissuração, a área que excede este limite deve ser des - 
considerada por não contribuir para a rigidez da peça (Fig. 

3 . 9 ) .  

Embora se formem c~lguns triângulos e retângu- 

los, eles não deixam de ser casos particulares de trapézios. 

Desta forma, substitui-se o c5lculo das rigidezes de uma área 

poligonal qualquer, pelo cál.culo das rigidezes de áreas trape- 

zoidais. No final, somam-se as rigidezes das diversas áreas 

trapezoidais que compõem a seção com a rigidez oriunda das bar - 
ras da armadura. 

A integração do m6dulo de elasticidade longitu- 

dinal do concreto sobre a área trapezoidal e a do módulo de e- 

lasticidade longitudinal do aço sobre as barras da armadura se - 
rão apresentadas nos itens 3.2.2 e 3.2,3. 

3 .2 .1 .3  - ~eterminação dos Eixos Principais 

Obtidas as rigidezes da seção segundo o sistema 



Figura 3.9 - ~ivisão em regiões trapezoidais no caso da seção 
fissurada 

de eixos u,v (EA; ESU; ESv; EIu; EIV; EIUV) determina-se a po - 

sição do centro de gravidade através das expressões 

~ p õ s ,  obtém-se os valores das rigidezes para 

um sistema de eixos paralelos a u,v e que passa pelo centro 

de gravidade da seção 

Finalmente obtém-se as rigidezes da seção se- 

gundo os seus eixos principais 

2 I-'Iuv(; 
rctg ( Y = 2 a  

---) 
EIUG-E' 

v G  



EI = E I ~ ~  cos2 y + EIVG sen2 y  - EIUVG sen 2 y  
XP 

(3.16) 
E1 = EIvG cos2 y + EIUG sen2 y  + EIUVG YP 

sen 2 y  

Assim, os valores para entrar na matriz de rigi - 
dez, obtida no capítulo anterior, são a rigidez axial EA, as 

rigidezes à flexão EIx=EI e E1 =E1 
Y YP' 

e a rotação dos eixos 
XP 

principais (y+8).  

3.2.2 - As Propriedades Tangentes da Seção 
3.2.2.1 - Rigidez Tangente para o Aço 

Conforme o diagrama da Fig. 3.1, pode-se deter- 

minar que 

Et = Es para O 5 1 2 E 
Y 

e E~ = O para IE,I > E~ 

onde Et é o módulo de elasticidade do aço. 

Desta forma, a rigidez proporci~nada através de 

cada barra da armadura é dada por 

ESVS = US Et As 

EIUs = V: Et As 

EIVs = u2 E A s t s  

EIUVs = Us Vs Et As 

onde As é a área da seção transversal da barra, us e vS são as 
coordenadas do centro de gravidade da barra e o módulo de elag 

ticidade tangente do aço, Et, é dado pelas Eqs.(3.17). 

3.2.2.2 - Rigidez Tangente para o Concreto 

Em primeiro lugar será analisada uma região trg 



Figura 3.10 - ~egião trapezoidal na zona comprimida do concre- 
to 

pezoidal na zona comprimida do concreto (ver Fig. 3.10). 

A expressão da reta AB que define o lado supe- 

rior do trapézio é dada por 

onde 

Os valores, que se procura determinar, são ex- 

pressos pelo seguinte conjunto de integrais 

EAc = IrA Gt(v) dv du 

ESUc = IrA Gt (v) V dv du 

ESVc = llA Gt (V) u dv du 

EIUc = llA Gt (v) v' dv du 



onde G (v) é a função que define o módulo de elasticidade tan- t 
gente do concreto e A é a área da região trapezoidal. O valor 

do módulo de elasticidade tangente é função somente da deforma 
ção longitudinal do concreto e; assim, pela Eq.(3.12), uma fun - 
ção da ordenada v. Pela definição de módulo de elasticidade 

tangente, tem-se que 

Da Eq. (3.12) vem que 

Substituindo-se na Eq.(3.22) 

Usando o resultado da Eq.(3.24) nas Eqs.(3.21) 

e integrando tem-se 

- au+b 
wUC - r:: r. G~(v) V dv du = 

au+b 1 au+b - - 
@ I0 a(v) dvl du 

au+b 
EIUc = lU2 l0 Gt (V) v' dv du = 

u1 

- u2 1 - - au+b lau+b 5 (v) v dv] du - IU1 [, 0 (v) v2 I. @ o 



u 1 au+b u au+b 
= / 2[- a(v) U v I O  

ui @ - 6 'O a(v) dvl du 

substituindo a Eq,(3.12) na Eq.(3.1), obtém-se 

Operando, encontra-se 

onde 

Substituindo a Eq. (3.27) nas Eqs. (3.25) e inte- 

-*ando, encontra-se 

u 
ESVC 

= [Aa - u2 3 + (Ab+b) - 2 - E a u ~ U 2 t  I 

A u u2 EIU, = [3 (a3 7 + a2 bu3 ) + (Aab2 + BCa) 7 t 

+ (c + BCb + 3BC2 - 2BC2 ln;) ulU2 - 3 u 1 



u4 u3 
EIVc = [Aa - + (Ab+b) - - - -- 4 3 a 2 a BC u2 + 7 (b+C) ulU2 - 

u 1 
BC au +b+C - (b+C)2 ln(au:+b+C 1 (3.29e) 

Pode acontecer que o valor de a ?a Eq. (3.19) 

seja nulo (o trapézio estaria degenerado em um retângulo). Nes - 
te caso, as Eqs.(3.29) não são utilizáveis, e torna-se necessá - 
rio lan~ar mão do seguinte conjunto de expressões 

Ab2 BCb C 
ESUc 

= [ (T - - - BC ln (-1 ) U 2  
b+C btC u1 

BC u2 ~2 
ESVc = 

[ (Ab + B - -) -1 b+C 2 ul 

BC u3 ~2 
EIVC = 

[ (Ab + B - -) -1 b+C 3 ul 

No caso em que a curvatura @ da seção seja nula 

(compressão ou tração simples), as Eqs.(3.29) e as Eqs.(3.30) 

tornam-se não utilizáveis. Nesta situação, deve-se usar este 

out ro  conjunto de expressões 



au2 + bu] U2 EAc = Et [-j- 
u1 

onde Et é o módulo de elasticidade tangente do concreto, que 
pode ser calculado pela Eq.(3.32), obtida por derivação da Eq. 

(3.1). 

Para a zona tracionada do concreto pode-se to- 

mar as mesmas expressões, Eqs. (3.29), Eqs. (3.30) ou Eqs. (3.31), 

tendo-se apenas o cuidado de usar os parâmetros que aparecem 

na Eq. (3.3). 

3.2.3 - As Propriedades Secantes da Seção 

3.2.3.1 - Rigidez Secante para o Aço 

Segundo o diagrama da Fig. 3.1, pode-se estabe- 

lecer que 

Esec = E~ s Y para O S ~ E I S E  

Esec = f /cS para I csl > cY Y 

onde E sec é o módulo de elasticidade secante do aço. 

Desta maneira, a rigidez proporcionada através 

de cada barra da armadura é dada por 



EIVS = u2 E s sec As 

EIUVs = u  v E s s sec As 

onde As é a área da seção transversal da barra, uS e v são as 
S 

coordenadas do centro de gravidade da barra e o mõdulo de elas - 
ticidade secante do aço, EsecI é dado pelas Eqs. (3.33). 

3.2.3.2 - Rigidez Secante para o Concreto 

Seja uma região trapezoidal situa?a na zona com - 
primida da seção de concreto, conforme a Fig. 3.11. A expres - 
são da reta AB que define o lado superior do trapézio é dada 

Por 

onde 

e 

Os valores, que se busca determinar, são defini - 
dos pelo seguinte conjunto de integrais 

EAc = IIA Gs (v) dv du 

E S ~ c  = Gs (v) v dv du 

Es vc = llA Gs(v) u dv du 

E1 uC = liA Gs (v) v' dv du 



EIvc =I! G (v) u' dvdu A s 
(3.3;. 

EIUVc = ilA Gs(v) u v dv du 

onde G (v) é a função que define o módulo de elasticidade se- 
s 

cante do concreto e A é a área da região trapezoidal. O valor 

do módulo de elasticidade secante é função somente da deforma- 

cão longitudinal do concreto e, assim, pela Eq.(3.12), uma fun - 
ção da ordenada v. 

Pela definição do módulo de elasticidade secan- 

te, tem-se que 

Da Eq. (3.12), vem que 

Substituindo-se as Eq. (3.38) e Eq. (3.39) na Eq. 

(3.1 ) , obtém-se 

Figura 3.11 - Região trapezoidal na zona comprimida do concre- 
to 



onde 

Substituindo-se a Eq. (3.40) nas Eqs. (3.37) e in 

tegrando, encontra-se 



ABC + -  b + C  b+C 
2 ( ( 2  - ( 1  ln (u2 + -) - a 

Se acontecer que o valor de a na Eq.(3.35) se - 
ja nulo, as Eqs.(3.42) não são utilizáveis, e torna-se necessá - 
rio usar o seguinte conjunto de expressões 

No caso em que a curvatura @ da seção seja nula 

(compressão ou tração simples), as Eqs.(3.42) e Eqs.(3.43) tor - 
nam-se não utilizáveis. Nestas condições, deve-se usar este ou - 
tro conjunto de expressões 



onde Esec é o módulo de elasticidade secante do concreto, que 
pbde ser calculado pela Eq.(3.45), obtida a partir da ~q.(3.1). 

- - K-T) £c 
Esec I + ( K - ~ ) ~ E  

c 1 

Para a zona tracionada do concreto pode-se to- 

mar as mesmas expressões, Eqs. (3.42) , Eqs. (3.43) ou Eqs. (3.44), 
tendo-se apenas o cuidado de usar os parâmetros que aparecem 

na Eq. (3.3). 

3.3 - A Rigidez Torsional dos Elementos 

As seções cheias de concreto armado submetidas 

à torção funcionam segundo atorção de St. Venant[Ggl. A seção 

fica sujeita basicamente a tensões de corte. As seções apreseg 

tam um pequeno empenamento, que não afeta em nada a capacidade 
de carga da peça. 

O comportamento estrutural de uma seção de con- 

creto armado submetida a torção de St. Venant difere nas condi - 
çÕes fissurada e não fissurada. Assim, adotou-se conforme [14], 

as seguintes relações 



r , . , .  1 ,  f l ,  n 7 m . w  h&= d d  /6 

. . .  hef -@89cruura efetiva 

Figura 3.12 - seção efetiva para o cáiculo do momento de inér- 
cia à torção 

Figura 3.13 - seção efetiva no caso de seções compostas por re 
tângulos 



onde GKTI é a rigidez para o estádio I (não fissurado), GKTII 
é a rigidez para o estádio I1 (fissurado), It é o momento de 

inércia à torção e E, é o módulo de elasticidade longitudinal 
do concreto. 

Buscando uma automatização e uma generaliza - 
ção do cálculo, adotou-se o modelo apresentado por [21] para 

avaliação do momento de inércia à torção da seção transversal 

(Fig. 3.12). 

No caso de seções transversais compostas por 

retângulos (do tipo T ou L), a forma da seção efetiva pode 

ser obtida, conforme [IG], da aplicação das regras, para os 
retângulos componentes da seção de maneira separada (ver Fig. 

3.13). 

Apesar do propósito do modelo se destinar a de 

terminação da resistência última à torção de uma seção de con - 
ereto armado, os resultados do cálculo do momento de inércia 

à torção para este modelo não diferem significativamente para 

os de. seção cheia. 

3.3.2 - Determinação da Rigidez Torsional dos Elementos 

3.3.2.1 - Propriedades das Seções Delgadas Fechadas 

Para o desenvolvimento desta formulação, consi - 
derar-se-á o elemento prismático da Fig. 3.14, posicionado 

conforme o sistema de coordenadas x,y,z , de tal forma que o 

eixo dos z, coincide com o eixo da barra prismática, e os ou- 

tros dois com os eixos principais de inércia da seção trans- 

versal. 

Designando-se por A a área da seção e por z* 
e ã os seus momentos de inércia em relação, respectivamente, 

Y 
aos eixos dos x e dos y, tem-se 



Figura 3.14 - Elemento prismático submetido 2 torção 

Figura 3.15 - Centro de corte e centro de rotação 



Pode-se determinar para uma seção transversal, 

conforme a Fig. 3.15, a área setorial correspondente a uan 

centro de rotação qualquer 0'. A partir desta, pode se chegar 

a área setorial principal w, aplicando-se a seguinte expres - 
são 

A área setorial principal correspondem as se- 

guintes propriedades 

Usando a Eq.(3.49) e as propriedades dadas pe- 

las Eqs. (3.48) e Eqs. (3.50), tem-se 

De maneira análoga 

- 
IA y w dA = IA o d A + b I x = O  

Donde se conclui que 

Estes são os coeficientes a se introduzir na 

Eq.(3.49) para obter-se a área setorial procurada. Conhecida 

a área setorial correspondente ao centro de rotação O', de 

coordenadas xo e y o ,  é possível determinar as coordenadas x 
C 

e Yc do centro de corte C, com as seguintes fórmulas, onde a 

e b são os coeficientes dados pelas Eqs.(3.54) 



Ainda, para seções delgadas fechadas tem-se 

onde s é a coordenada que descreve o desenvolvimento L da 

parede, t é a espessura da parede e A* é uma constante da 

seção que vale 
T 

onde Am é a área limitada pelo eixo da parede e It é o mo- 

mento de inércia à torção, dado por 

3.3.2.2 - ~álculo das Propriedades dos Elementos 
A seguir, serão determinadas as propriedades 

da seção, conforme o item anterior, a partir das coordenadas 

dos vértices do perímetro S d i o  da seção efetiva do elemento. 

As propriedades da seção - área, momentos estg 
ticos e momentos de inércia - podem ser obtidos pelas seguin- 
tes expressões 

ou quando sen ai = O 



F i g u r a  3.16 - Lado g e n é r i c o  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  do  e lemento  

ou quando c o s  a = O i 

ou quando s e n  (x = O i 

ou  quando c o s  a = O i 

NL 
- y .  ) s e n  ai] I = L [ t i  x; ( Y ~ + ~  i 

Y i=l 

NL 3 x3 -x3 
i+? i y;+.,-Yi 

I 5 1 :  { t i [  3 s e n  n + 3 cos ai + i xY i = l  



(~~+~-x;+y;-y;+~ 
+ (yi cos ai - xi sen ai) 2 1 )  (3.59f) 

onde NL é o número de lados da seção efetiva. 

Com estes valores determinam-se os eixos princi - 
pais de inércia e faz-se a translação e a rotação necessárias. 

Por simplificação da notação, serão mantidos xi,yi, agora como 

coordenadas que definem a seção efetiva com relação aos eixos 

principais da seção. 

A distância do centro de rotação 0' até o la - 
do i da seção é dada por 

'i = sen a (xo-x. ) + cos ai (yi-yo) i 1 
(3.60) 

onde xo,yo são as coordenadas de O'. 

O comprimento bi do lado é dado por 

bi = cos ai -x. ) + sen a (Xi+~ 1 i ( Y ~ + ~ - Y ~ )  

(3.61) 

A área limitada pelo eixo da parede A e o mo- 
# m 

mento de inércia à torção I serão assim dados por t 

Usando a Eq.(3.56), obtém-se a expressão para a 

área setorial 

onde 



Com a expressão para a área setorial c, Eq. 
( 3 . 6 4 ) .  pode-se determinar o valor das integrais que aparecem 

nas Eqs.(3.54). Assim, obtém-se 

No caso em que o cosai = O (xi = x ) ,  as ex- i+l 
pressões acima ficam reduzidas para 

i- 1 - 
+ ( r WTj)[tixi(yi+l -y . sena. I ) 

j=1 1 1 

(3.68) 

i-1 - ti 
Tj 

-y? ) sena. I ) + ( r f ~ l  )[T  (Y;+~ 
1 

(3.69) 
j = 1 

Quando sena = O (yi = yiil i ,as Eq. (3.66) e 
Eq. (3.67) ficam como 



Entrando com estes valores nas Eqs.(3.54), de- 

terminam-se a e b. Substituindo a e b nas Eqs.(3.55) , 
obtém-se as coordenadas do centro de corte da seção. 



4 - AS DEFORMAÇÕES DEVIDAS A RETRAÇÃO E A FLUENCIA DO CONCRETO 

4.1 - Conceitos ~ásicos 

Uma peça de concreto colocada ao ar livre perde 

parte da água não fixada quimicamente durante o endurecimento. 

Produz-se assim uma diminuição de volume, denominada retração. 

Se por outro lado a peça é imersa em água, absorve água adicio - 
na1 e apresenta um aumento de volume. 

A fluência é definida como um aumento das defor - 
mações relativas ao longo do tempo devido a tensões permanen- 

tes que atuam sobre o concreto. Uma peça de concreto ao ser 

carregada, sofre uma deformação imediata. Devido a esta defor- 

mação imediata, ocorrerá uma diminuição do volume da peça, pro - 
votando o deslocamento da água quimicamente inerte, existente 

no concreto, para regiões onde sua evaporação já tenha se pro- 

cessado. Isto desencadeia um processo, ao longo do tempo, aná- 

logo ao ãa retração, que produz um aumento das deformações , 
mantido constante o carregamento sobre a peça. 

A fluência e a retração dependem, entre outros 

fatores, da umidade ambiente, das dimensões da peça, da compo- 

sição do concreto, da temperatura ambiente e da velocidade de 

endurecimento do concreto. A separação entre fluência e retra- 

ção é apenas convencional pois tratam basicamente do mesmo £e- 

nômeno físico. 



4.2 - O Comportamento do Concreto ao Longo do Tempo Conforme o 
código Modelo CEB/FIP 

4.2.1 - Generalidades 

No Boletim N9 1241125 [ S I ]  do código Modelo CEB 

/FIP, anexo e, são apresentadas uma série de funções obtidas 

experimentalmente, que descrevem o comportamento do concreto 

no tempo. No presente trabalho foi adotado este anexo para a - a 
valiação das deformações de fluência e retração do concreto. 

Este anexo concerne 5 fluência e 5 retração do 

concreto sob uma tensão de compressão constante, no máximo i- 

gual a 0,4 fcj, sendo j a idade de entrada em carga e sob con- 

dições termo-higrométricas constantes. Para a fluência, seu do - 
mínio estende-se também para o concreto em tração. 

No domínio das tensões utilizadas, as deforma- 

ções de fluência devidas a uma parcela de tensão aplicada em 

dois instantes diferentes são consideradas como aditivas (hipó - 
tese da superposição). ~ ã o  se enquadram na hipótese da superpo - 
sição e consequentemente na hipótese da linearidade sob tensão 

constante, aquelas em que as tensões são mais elevadas. 

Da hipótese da superposição tem-se que a defor- 

mação de fluência sob tensão constante está ligada linearmente 

2 tensão. Referindo-se convencionalmente a deformação inicial 
para uma peça em carga a 28 dias, o coeficiente de fluência 

41 (t, t O ) é de£ inido pela equação 

onde : 

cC(tItO) - é a deformação de fluência no instante t sob 

tensão constante a o  aplicada no instante to. 

E - é o módulo de elasticidade longitudinal do concre- 
C2 8 

to a 28 dias. 



A deformação total no instante t sob tensão cons - 
tante (a deformação inicial no instante t mais a deformação de 

fluência) é dada por 

1 O (t, to 
E: (tit~) = 0 0  ( E ~ ( ~ o )  + 1 (4.2) E tot 

c28 

onde Ec(tu) é o módulo de elasticidade longitudinal inicial a - u 
ma idade t ,,. 

O termo 

é chamado função de fluência. Note-se que por razões de simpli- 

ficação, o índice c para o concreto é omitido daqui em diante 

para os símbolos E e o .  

A função de fluência F(t,to) representa a rela- 

ção no tempo da deformação total do concreto no instante t sob 

tensão constante unitária. 

4.2.2.2 - ~eterminação do Coeficiente de ~luência 

O coeficiente de fluência pode ser determinado 

com 

onde : 

d - é o coeficiente de fluência para a parcela da 

deformação elástica retardada, tomado igual a 0,4. 

- 
+f - @f10 4'f2 - é o coeficiente de fluência para a 

parcela de deformação plástica retardada. 

Of 1 
- é um coeficiente que depende do meio ambiente 

(Tab. 4.1 , coluna 3 )  . 



Figura 4.1 - Variação da resistência do concreto com a idade 

Figura 4.2 - ~nfluência da espessura fictícia sobre a fluência 



Figura 4.3 - Desenvolvimento no tempo da deformação elástica de 
fluência 

Figura 4.4 - Desenvolvimento no tempo da deformação plástica de 
fluência 
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- é um coeficiente que depende da espessura ficti - 
tia h. (Fig. 4.2). 

d - é a função correspondente ao desenvolvimento no tempo 
da deformação elástica de fluência (Fig. 4.3). 

f3f - é a função correspondente ao desenvolvimento no tempo 

da deformação plástica de fluência (Fig. 4.4). 

t - é a idade do concreto no momento considerado, corrigi- 
da segundo o item 4.2.4. 

to - é a idade do concreto no momento em que a peça é car- 
regada, corrigida segundo o item 4.2.4. 

A deformação total sob tensão constante unitária 

(função de fluência) é obtida da Eq. (4.4) 

O valor do módulo de elasticidade ~ ~ ( t , )  que ca- 

racteriza a deformação inicial deve ter em conta somente a de- 

formaç70 que ocorre nos primeiros instantes após a aplicação da 

carga (os primeiros 30-60 segundos). Na ausência de ensaios es- 

pecíficos, Ec(to) deve ser tomado igual a 1,25 Ecm, comE de- cm 
terminado por meio da Eq. (4.7), sendo fcm(to) a resistência do 

concreto no instante to (idade corrigida segundo o item 4.2.4). 

Na falta de dados mais precisos esta resistência pode ser tira- 

da da Fig. 4.1. 

Pelas Eq. (4.4) e Eq. (4.6) admite-se que a defor- 

mação lenta resulta da soma de três parcelas: 

- o termo Ba (to) /Ec , representa a parcela de deformação 
2 8 

que se desenvolve dentro das primeiras horas após a 

aplicação da carga (24 horas); 

- o termo (d Bd (t-t ) /E , representa a parte reversível 
C 2 8  

da deformação de fluência; a parcela reversível é supos- 



ta independente do tempo, fato este caracterizado pelo 

valor constante do coeficiente C$d; 

- o termo [ B ~  (t) - fif (to) ] /Ec , representa a deforma- 
2 8 

ção de fluência irreversível; esta parcela varia bastan - 
te dependendo da idade de entrada em carga da peça. 

0s valores indicados na Tab. 4.1 para @f e E 
1. s1 

se referem a concretos com consistência plástica. Devem ser re - 
duzidos de 25 % para os concretos de consistência seca e aumen - 
tados de 25 % para os concretos de consistência mole. 

A deformação específica de retração que se de- 

senvolve em um intervalo de tempo (t-to) é dado por 

onde 

E = E  . E - é O coeficiente de retração; 
so S1 s 2 

E - é um coeficiente que depende do meio-ambiente 
s 1 

(Tab. 4.1, coluna 4); 

E - é um coeficiente que depende da espessura fic- 
s 2 

tícia h. (item 4.2.5 e Fig. 4.5); 

Os - é a função que corresponde ao desenvolvimento da re- 
traçãonotempo (Fig. 4.6); dependedaespessura fic - 
tícia h,(item 4.2.5); 

t - é a idade do concreto no momento considerado, corrigi - 
do segundo o item 4.2.4, empregando-se a = 1 em todos 

OS casos; 

to - é a idade do concreto a partir da qual a influência 

àa retração é considerada., corrigida segundo o item 

4.2.4, empregando-se a = 1 em todos os casos. 

4.2.4 - Idade Corrigida 

Para considerar-se a temperatura ambiente que - o 
corre durante o endurecimento do concreto, se ela é sensivel- 

. mente diferente de 20°c, e do tipo de cimento, a idade real do 



Figura 4.5 - Influência da espessura fictícia sobre a retração 

. 
Figura 4.6 - Desenvolvimento da retração no tempo 



concreto deve ser corrigida. 

Considerando-se cada período real Atm, no curso 

do qual a temperatura média ambiente é T(tm), o tempo corrigi- 

do é - obtido pela relação 
a tm 

t = -  .Z { [T (tm) + 101 btm} 
30 o 

(4.9) 

onde : 

a - é um coeficiente que assume os seguintes valores: 

1, para os cimentos com endurecimento normal e lento 

2, para os cimentos com endurecimento rápido 

3, para os cimentos com endurecimento rápido e de al 
ta resistência. 

T - é a temperatura média diária do concreto em graus cen - 
tígrados ; 

~t~ - número de dias em que a temperatura diária média te - 
ve o valor T. 

4.2.5 - Espessura ~icticia 

A espessura fictícia é definida por 

onde : 

x - é um coeficiente que depende do meio-ambiente ( Tab. 

4.1, coluna 5); 

Ac - é a área da seção de concreto; 

u - é o perímetro em contato com a atmosfera. 

4.2.6 - E'ormulação Geral 

Pela aplicação do principio da superposi~ão, a 
deformação total no concreto será 

- para variações descontinuas da tensão: 



- para uma variaçao contínua da tensão: 

com 

cn(t) - deformacão independente da tensão (retracão); 
F (t,~) - função de fluência; 
Ao(ti) - variação da tensão no instante ti: 
do(r) - variação da tensão em um intervalo infinitesimal 

de tempo. 

4.3 - Ajustagem das Curvas que Descrevem o Comportamento do 

Concreto no Tempo 

4.3.1 - Generalidades 

Para automatizar o cálculo das deformações as- 

sumidas pelo concreto no decorrer do tempo, é necessário que 

se tenham expressões analíticas para o conjunto de curvas pro - 
postas pelo CEB e que foram apresentadas no item 4.2. Com es- 

te propósito fez-se a ajustagem destas curvas com curvas do 

tipo logarítmico, Eq.(4.13), ou potencial, Eq.(4.14). O CEB 

propos expressões analíticas para algumas destas curvas em um 
anexo do Boletim N9 136 [22]. Contudo não foi possivel obter 

estas expressões até a data de conclusão deste trabalho. 

Conforme a necessidade, a ajustagem foi feita 

por trechos, de forma a permitir que a expressão obtida para 

a curva fosse a mais fiel possível. 

4.3.2 - Resultados Obtidos 

4.3.2.1 - Variação da Resistência do Concreto com a Idade 

A expressão obtida para a curva da Fig. 4.1., 

que relaciona a variaçao da resistência do concreto com a ida - 
de (fc(to)/fcoo x to) foi da forma seguinte 



onde os valores de a e b estão apresentados na Tab. 4.2, e to 

é dado em dias. 

4.3.2.2 - ~nfluência da Espessura Fictícia sobre a Fluência 
A curva logarítmica definida pela Eq.(4.16) re- 

presenta adequadamente a curva da Fig. 4.2, que expressa a in- 

fluência da espessura fictícia sobre a fluência 

onde h, é dado em dias. 

4.3.2.3 - Desenvolvimento no Tempo da ~eformação Elástica de 
Fluência 

A expressão que de melhor maneira descreve a 

curva do desenvolvimento no tempo da deformacão elástica de 

fluência, conforme a Fig. 4.3, é da forma potencial apresenta- 

da pela Eq. (4.17). 

onde t e to são dados em dias e os valores de a e b são os que 

aparecem na Tab. 4.3. 

4.3.2.4 - Desenvolvimento no Tempo da ~eformação plástica de 

Fluência 

As curvas apresentadas na Fig. 4.4, que descre- 

vem o desenvolvimento no tempo da deformação plástica de fluên 

cia foram divididas para ajustagem em diversos trechos. Deter- 

minados trechos apresentaram melhor ajustagem por uma curva 

logarítmica, enquanto outros se ajustaram melhor a uma curva 

potencial. Desta maneira, as curvas da Fig. 4.5 ficaram avalia - 
das ou por uma expressão de curva logarítmica, Eq.(4.18), ou 

por uma expressão de curva potencial, Eq.(4.19). 

onde t é dado em dias e os coeficientes a e b são dados pela 

Tab. 4.4. 



Tabela 4.2 - Coeficientes para a expressão da variação da re- 

sistência do concreto com a idade 

Tabela 4.3 - Coeficientes para a expressão do desenvolvimento 
no tempo da deformação elástica de fluência 
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onde t é dado em dias e os coeficientes a e b são dados pela 

Tab. 4.5. 

4.3.2.5 - Influência da Espessura Fictícia sobre a ~etração 

A curva apresentada na Fig. 4.5 que exprime a 

influência da espessura ficticia sobre a retração é aproximada 

pela expressão 

onde h, 6 dado em dias e a e b são obtidos na Tab. 4.6. 

4.3.2.6 - Desenvolvimento da Retração ao Longo do Tempo 

Para as curvas da Fig. 4 . 6  que descrevem o de- 

senvolvimento da retração ao longo do tempo, foi necessário a- 
dotar o mesmo critério do item 4 . 3 . 2 . 4  sobre o desenvolvimento 

no tempo da deformação plástica de fluência. Assim, trechos 

das curvas da Fig. 4.6 ficam avaliadas por meio de uma expres- 

são logarítmica, Eq.(4.21), e outros por meio de uma expressão 

potencial, Eq. (4.22). 

Tabela 4.6 - Coeficientes para a expressão da influ- 
ência da espessura fictícia sobre a re- 

tração 





Tabela 4.8 - Coeficientes para a expressão potencial para o desenvolvimento da retração ao longo 
do tempo 



Tabela 4.9 - Coeficientes dependentes da umidade pa- 
ra a fluência e a retração 

umidade 

(u) 

~ 2 9 0 %  

7 0 % < ~ < 9 0 %  

~ 5 7 0 %  

onde t é dado em dias e os coeficientes a e b são dados pela 

Tab. 4.7. 

expressões para cálculo 

dos coeficientes 

Ofl 
= 2,8 - 2 u 

E = -0,0022 + 0,0023 u 
s1 

X = -220 + 250 u 

@f1 
= 5,s - 5 u 

E = 0,00311 - 0,0049 u 
s1 

X = -10,75 + 17,s u 

@fl 
= (13 - 10 ~ ) / 3  

E = (-0,00236 - 0,002 ~ ) / 3  
s1 

X = (1 + 5 u)/3 

onde t é dado em dias e os coeficientes a e b são dados pela 

Tab. 4.8. 

4.3.2.7 - Coeficientes Dependentes da Umidade para a Fluência 
e a Retração 

A fim de obter-se os coeficientes dependentes 

da umidade para fluência e retração interpolou-se linearmente 

os valores apresentados na Tab. 4.1. As expressões resultantes 

estão apresentadas na Tab. 4.9. 



4 . 4  - Influência da Armadura sobre a ~luência e a Retração do 
Concreto 

Quando ocorre fluência e/ou retração em peças 

armadas de concreto, a armadura, devido à aderência, acompa- - 
nha estas deformações e fica por isso submetida a tensões adi - 
cionais. Pelas condições de equilíbrio há uma redistribuição 

interna de esforços, as tensões de compressão no concreto di- 

minuem e as tensões no aço aumentam. 

Suponha-se que uma seção de concreto armado 

com deformações E (i) , (i) e @ (i) tenha um incremento de dg 
X Y 

formações AE, AQx e AQ devido a fluência e/ou a retração.Con 
Y - 

siderando-se a linearidade dos diagramas tensão-deformação 

dos materiais para a região de validade deste estudo, as re- 

sultantes de tensões para a seção antes do incremento de de- 

formações são as seguintes 

onde N é o esforço normal e M e M são os momentos fletores 
X Y 

equilibrados pela seção; Ec e Es são os módulos de deformação 

do concreto e do aço respectivamente; I são a área IXC' yc 
e os momentos de inércia principais da seção de concreto; As, 

I são a área e os momentos de inércia principais da se IXS' ys - 
ção de aço. 

Como a fluência e a retração não. causam direta - 
,mente tensões adicionais no concreto e como após o incremento 

de deformações os esforços equilibrados pela seção não variam, 

as expressões para as resultantes de tensões passam a ser 



onde E 
(f) q, (f) a (f) são as deformações da seção, que cau- 

, X  y 
sam tensão no concreto e são obtidas pelas Eqs.(4.25). 

Nas Eqs.(4.25) fica evidenciada a parcela da va - 
riação de deformacão no concreto devida a presença da armadura. 

4.5 - Determinação das Deformações do Concreto ao Longo do Tem 
po 

Para considerar-se a variação das tensões será 

empregado o princípio da superposição dos efeitos, conforme o 

item 4.2.6. Assim, o período referente ao tempo de atuação do 

carregamento será dividido em vários intervalos de tempo, ao 

longo dos quais a tensão será considerada constante. Devido a 

variação da deformação ser mais acentuada no período que se se - 
gue a aplicação da carga, determinou-se [29] que uma subdivi- 

são logarítmica para o intervalo seria mais adequada. Conforme 

estudos comparativos realizados em [29] e [62] ficou demonstra 

do que a utilização de cinco intervalos de tempo conduz a er- 

ros inferiores a 5%, ao passo que, para oito intervalos os er- 

ros são inferiores a 1%. 

Portanto, para a avaliação das deformações de 

fluência e retração basta aplicar à Eq,(4.11) o esquema que a- 
parece na Fig. 4.7. Assim, o efeito da tensão 0 0  para cálculo 

das deformações será considerado no intervalo de tempo de to a - 
té t; o efeito do acréscimo de tensão Ao1 será considerado no 

intervalo de tempo ti até t, e assim sucessivamente. 

O processo de cálculo segue então a seguinte se - 
quência. Inicialmente determinam-se as deformações, consideran - 



Figura 4.7 - variação das tensões ao longo do tempo 

a N-1 

N-2 

a  1 

o 0 

do-$e as deformações de fluência geradas pela ação da tensão 

O, no período to-t, e que vão produzir o acréscimo de tensões 

Aol,  por meio das Eqs. (4.26). 
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onde 



A seguir, determinam-se as variações de defor- 

mações que vão produzir tensões no concreto através das Eqs. 

(4.28), usando i=l. 

Finalmente, determinam-se pelas Eqs.(4.29), as 

novas deformações, já considerada a ação de Aol .  

+ - En(ti-l)) (I - A)) 

Repete-se a utilização das Eqs.(4.28) e Eqs. 

(4.29) até o Último intervalo. ~ntão ficarão determinados os 

acréscimos de deformações da seção devidos à fluência e ã re- 

tração do concreto. 

4.6 - consideração das ~eformações devidas à ~luência e Re- 

tração no Alqoritmo de Solução 

0s acréscimos de deformações devidos as defor- 

mações de fluência e de retração não vão produzir diretamente 

tensões no concreto. Assim, para a avaliação da rigidez devi- 

da ao concreto de uma certa seção, desconta-se do valor da de - 
formação total, determinada para esta seção, a parcela de de- 

formação que foi originada diretamente pela fluência e/ou re- 

tração. Jã, para a avaliação da rigidez devida ao aço, empre- 

ga-se a deformação total. 



Da mesma maneira, os deslocamentos resultantes 

do acréscimo de deformação devido a fluência e a retra~ão~não 

vão produzir esforços de primeira ordem no pilar. Deste modo, 

estes deslocamentos são simplesmente impostos à peça, e não 

participam do equilíbrio. Assim, na verificação do equilíbrio, 

no algositmo que utiliza a rigidez secante, deve-se descontar 

esta parcela dos deslocamentos totais ({F) = [Kl {u)). 



5 - EXEMPLOS 

Neste capítulo são apresentados diversos exem- 

plos para a avaliação do método. Resultados experimentais e 

teóricos são comparados com os obtidos pela aplicação do pro- 

grama. 

5.1 - Exemplo 1 

Com o objetivo de analisar a precisão da solu- 

ção em um problema com não-linearidade geométrica, um pilar e 
lástico com imperfeição inicial é examinado. Como mostra a 

Fig. 5.1, o pilar é bi-rotulado nas extremidades e tem uma de 

formada inicial de forma senoidal, conforme 

- 7FZ U(Z) = u0 sen - L 
- 

onde uo é o deslocamento inicial no centro do pilar, L é o 
comprimento do pilar e z é a coordenada que descreve o desen- 

volvimento do pilar. 

A solução exata para o deslocamento no centro 

do pilar pode ser obtida através da Eq. (5.2). 



Figura 5.1 - Pilar elástico linear bi-rotulado 

A carga crítica de Euler para este pilar, con- 

siderando-se que a rigidez axial seja infinita, é dada por 

Usando um pilar com deslocamento inicial de 

U,/L = 0,0002 e com a relação EA/P~ = 10000, foram obtidos os 

resultados que estão apresentados na Tab. 5.1 e na Fig. 5.2 . 
0s.incrementos de carga empregados foram AP = 0,10 PE. Nesta 

análise o pilar foi subdividido em oito elementos. 

5.2 - Exemplo 2 

Compararam-se os resultados obtidos pelo pro- 

grama com os valores determinados experimentalmente apresent~ 

dos em [44], para um pilar de concreto armado sob flexo-com- 

pressão oblíqua. O pilar tinha um comprimento de 514,5 cm e u - 
ma seção transversal com 17,40 x 26,55 cm. A armadura longitu - 
dinal era constituída por quatro barras de canto, sendo que a 

taxa total de armadura era de 2,80 % .  O aço utilizado, BSt 42 

/50, apresentou uma tensão média de escoamento de 453,3 MPa . 







A resistência prismática média do concreto determinada no dia 

do ensaio foi de 25,4 MPa e o módulo de elasticidade longitu- 

dinal do concreto foi de 30500 MPa. O pilar foi ensaiado aos 

31 dias de idade. As caracteristicas geométricas do pilar , 
bem-como a posiqão de aplicação da carga, estão apresentadas 

na Fig. 5.3 (pilar S XII ) . 
O carregamento do pilar foi aplicado em está- 

gios de aproximadamente 1/10 da carga de ruptura esperada - 
50000 N. Assim, compararam-se os valores das flechas obtidas 

no centro do pilar e das deformações nos vértices'da seção 

transversal central do pilar, para cada um dos estágios de 

carga, com os valores obtidos empregando-se os algoritmos que 

utilizam rigidez tangente e rigidez secante. Estes valores es - 
tão apresentados na Tab. 5.2 até Tab. 5.6 e nas Fig. 5.4 até 

Fig. 5.8. Na análise, o pilar foi subdividido emdez elementos. 

O giro da seção transversal, no seu plano, no 

meio do pilar, para a carga de 500 kN, medido no ensaio, foi 

de 0,00055 radianos. O giro determinado pelo algoritmo tangen - 
te foi igual a 0,000496 radianos e o giro pelo algoritmo se- 

cante 0,000498 radianos. 

4 4  2Omm o . 43.6 mm 

Figura 5.3 - Seção transversal do pilar 









+J 
k 

'a, 
3 





EXPERIMENTAL 

------- TANGENTE 

o.o.-.-.-. SECAMTE 

5 10 I I) 2 0  2s 30 f (mm) 

Figura 5.4 - Flechas no centro do pilar 
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Figura 5.6 - ~eformações no vértice 2 





EXPERIMENTAL 

TANGENTE 

SECANTE 

Figura 5.8 - ~eformações no vértice 4 



Figura 5.9 - Pilar bi-rotulado com seção transversal variável 

5.3 - Exemplo 3 

Analisaram-se comparativamente os resultados 

obtidos pelo programa com os do processo teórico para verifi- 

cação à flexo-compressão reta desenvolvido em [40]. Con esta 

finalidade, aplicou-se o programa a um pilar bi-rotulado e a 

um pilar livre-engastado, que estão apresentados em [ 4 0 1 ,  co- 

mo exemplificação do método. Utilizou-se como resistências dos 

materiais para o cálculo f = 0.85 f / 1 , 4  e f = f /1,15- cd ck yd yk 

5.3.1 - Pilar Bi-Rotulado 

Neste exemplo, verifica-se a estabilidade do 

pilar esquematizado na Fig. 5.9. O pilar apresenta inércia va - 
riãvel ao longo do comprimento e além da carga axial e do mo- 

mento fletor, está solicitado por urna carga distribuída trans - 
versal, com variação linear, atuando no plano de menor inér- 

cia. 

Os dados do pilar sao 

- Concreto: fck = 15 MPa 

- Aço: CA-5OA 



- Percentagem geométrica de armadura: p = p' = 1,97 % 

- Recobrimento da armadura: dl/d = 0,10 

Para a análise o pilar foi subdividido em dez 

elementos. Os valores obtidos estão apresentados na Tab. 5.7. 

5.3.2 - Pilar Livre-Engastado 

Agora verifica-se a estabilidade do pilar apre - 
sentado na Fig. 5.10. O pilar tem inércia variável ao longo 

do comprimento. 

0s dados do problema são 

- Concreto: fck = 18 MPa 

- Aço: CA-SOA 
- Percentagem geométrica de armadura: p = p' = 0,59 % 

- Recobrimento da armadura: d'/d = 0,10 

Para a análise, o pilar foi subdividido em oi- 

to elementos. Os valores obtidos estão apresentados na Tab. 

Figura 5.10 - Pilar livre-engastado com seção transversal va- 
riável 







Figura 5. I 1  - Secão t~~lnsvc~rsal em "L" 

Neste exemplo, buscou-se determinar a influên- 

cia da rotação da seção transversal sobre a capacidade de car - 
ga do pilar. Com este propósito, testou-se um pilar com seção 

transversal em forma de "L", conforme a Fig. 5.11,  e que apre - 
senta a mesma área de concreto e de aço que o pilar do exem- 

plo 1. O comprimento do pilar, as resistências dos materiais 

e a idade de entrada em carga foram também tomadas os mesmos 

do exemplo 1.  

O pilar foi dividido para a análise em dez ele - 
mentos e os resultados obtidos para a flecha no meio do vão 

estão apresentados na Tab. 5.9. 

O giro da seção transversal obtido, no centro 

do pilar, na última etapa antes dd ruptura, foi de 0,007342 

radianos pelo algoritmo tangente c de 0,007355 radianos pelo 

algoritmo secante. 

Analisou-se novamcntc o pilar, impedindo-se a 
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rotação da seção transversal. A variação nos deslocamentos en 

contrada foi muito pequena. Para a flecha no centro do pilar 

na etapa que antecedeu a ruptura, a variação encontrada foi 

um pouco inferior a 1 %. 
- 

5.5 - Exemplo 5 

Finalmente,compararam-se resultados obtidos pe - 
10 programa, com valores determinados experimentalmente, para 

pilares de concreto armado, submetidos a cargas de longa dura - 
ção [24] (pilares B-1-B e B-3-B) . 

Os pilares ensaiados tinham um comprimento de 

396,24 cm e uma seção transversal de 12,7 x 12,7 cm, conforme 

a Fig. 5.12. A armadura longitudinal era constitulda por qua- 

tro barras de canto de 12,7 mrn de diâmetro. O aço utilizado a - 
presentou uma tensão média de escoamento de 394,2 MPa. Os en- 

O saios foram realizados a uma temperatura média de 24 C e com 

uma umidade relativa do ar média de 50 %. 

O primeiro pilar a ser comparado apresentou o 

Figura 5.12 - Seção transversal dos pilares 



concreto com uma resistência prismática média, determinada a 

28 dias, de 24,68 MPa. Aos 28 dias o pilar foi carregado até 

76.205 N. Esta carga foi mantida por 181 dias, e então, foi 

feito um carregamento rápido até a ruptura. A ruptura ocorreu 

para uma carga total de 136.080 N. Um pilar de mesmas caracte - 
rísticas, ensaiado até a ruptura, aos 28 dias, rompeu para u- 

ma carga de 154.224 N. Na Fig. 5.13, estão apresentadas as 

curvas carga-deslocamento correspondentes a estes ensaios, u- 

tilizando-se o algoritmo que usa a rigidez tangente e o que - u 
sa a rigidez secante. 

O segundo pilar a ser comparado tinha um con- 

creto com uma resistência prismática média, a 28 dias, de 

26,58 MPa. Aos 28 dias, o pilar foi carregado até 104.328 N . 
Esta carga foi mantida por 631 dias, e então, foi feito um 
carregamento rápido até a ruptura. O pilar rompeu para uma 

carga total de 124.740 N. Na Fig. 5.14, estão apresentadas as 

curvas carga-deslocamento, correspondentes a este ensaio, uti - 
lizando-se o algoritmo que usa a rigidez tangente e o que usa 

a rigidez secante. Nesta figura, aparecem também, as curvas 

para um carregamento de curta duração feito a 28 dias. 

Deve-se observar que através do algoritmo pro- 

posto não é viável determinar a carga exata de ruptura da pe- 

ça. Assim, nas curvas da Fig. 5.13 e Fig. 5.14 os deslocamen- 

tos máximos correspondem ao Último estágio de carga que foi - e 
quilibrado pelo pilar. Ao acrescentar-se um novo invremento 

de carga, não foi mais possivel conseguir o equilíbrio. Isto 

equivale a dizer que a carga de ruptura exata estimada pelo 

processo está dentro deste intervalo (da ordem de 8% da carga 

total). 







0s resultados obtidos através da aplicação do 

processo desenvolvido neste trabalho apresentaram uma boa a- 

proximação em comparação com valores teóricos e experimen - 
tais. 

No primeiro exemplo, apresentado no capítulo 

anterior, o pilar bi-rotulado de material elástico linear,os 

valores obtidos tanto pelo algoritmo que emprega a rigidez 

tangente, como pelo algoritmo que emprega a rigidez secante, 

ficaram bem próximos da solução exata. A pequena variação en - 
tre os resultados é, principalmente, uma consequência do cri - 
tério de convergência adotado. Assim, caso fosse empregado 

um critério mais rigoroso, as soluções tenderiam a se aproxi 

mar. 

No segundo exemplo, os valores determinados 

pelo programa reproduziram de maneira bastante fiel o compor - 
tamento real do pilar submetido a um carregamento de flexo- 

compressão oblíqua de curta duração. A variação para os re- 

sultados experimentais, é naturalmentetem maior escala, uma 

decorrência da imprecisão na qualificação das propriedades 

dos materiais. Cabe aqui observar, que o aumento da diferen- 

ça nas Últimas etapas de carga, entre os resultados obtidos 



pelo algoritmo que usa a rigidez tangente e o que usa a rigi - 
dez secante, é uma consequência do modelo empregado, para a 

obtenção da rigidez. a partir da fissuração. Surge uma inde- 

terminação ao tentar-se avaliar a rigidez tangente de uma se - 
ção fissurada. Contornou-se este problema, no algoritmo que 

utiliza a rigidez tangente, não se considerando a rigidez da 

zona tracionada do concreto a partir da fissuração. Com isto, 

superestima-se um pouco a rigidez da seção. 

No terceiro exemplo, da comparação dos valo- 

res obtidos pelo programa, com os do processo para análise 

de pilares à flexo-compressão reta desenvolvido em [ 4 0 ] ,  ve- 

rificou-se que para os casos testados, existe uma boa aproxi - 
mação de resultados. 

No quarto exemplo, apesar da rotação da seção 

transversal do pilar em "L" ser da ordem de dez vezes supe- 

rior a do pilar retangular, os efeitos decorrentes deste gi- 

ro, parecem não ter importância no comportamento global da 

estrutura. 

No quinto exemplo, as cargas de ruptura obti- 

das ficaram bastante próximas das determinadas experimental- 

mente, para os pilares submetidos a carregamentos de flexo- 

compressão-oblíqua de longa duração. 

E necessário ainda, que se teste o modelo de 

resistência à tração no concreto, em peças em que a zona tra - 
cionada seja mais significativa. Com isto será possível veri - 
ficar, se este é realmente um modelo adequado. 

Seria também interessante, a obtenção de um 

modelo mais realístico para avaliação da rigidez torsional 

de uma peça de concreto armado. Com isto, poder-se-ia confir - 
mar, se a rotação da seção transversal, como efeito secundá- 

rio da flexo-compressão oblíqua, é efetivamente desprezível. 
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