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ABSTRACT

Reference Tracking Strategy for Discrete-time Systems
With Saturating Actuators

This paper addresses the problem of tracking constant refer-
ences for linear systems subject to actuator saturation con-
sidering an state-space framework. The constant reference
tracking and the constant disturbance rejection are taken into
account by the introduction of an integral action in a uni-
tary output feedback scheme. Based on this structure, con-
ditions to design simultaneously a stabilizing feedback gain
and an anti-windup gain are presented in the form of ma-
trix inequalities. These conditions ensure that the trajecto-
ries of the closed-loop system are bounded in an invariant
ellipsoidal set, provided that the initial conditions are taken
in this set and the references and the disturbances belong to
a certain admissible set. LMI-based optimization problems
are then proposed to compute the gains aiming at enlarging
the set of admissible references, disturbances or initial con-
ditions.

KEYWORDS: reference tracking, actuator saturation, anti-
windup, LMls.

RESUMO

Este trabalho aborda o problema de seguimento de refe-
réncias em sistemas lineares sujeitos a saturacdo dos atua-
dores através de uma representagdo no espaco de estados.
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O objetivo é garantir o seguimento de referéncias constan-
tes e a rejeicdo de perturbacfes também constantes, em re-
gime permanente, através da adicdo de uma acdo integral a
uma malha de controle com realimentacdo unitaria. Base-
ado nesta estrutura, condi¢es na forma de inequagdes ma-
triciais sdo propostas para o projeto simultaneo de uma rea-
limentagdo de estados estabilizante e de um controlador de
anti-windup estético. Estas condi¢Bes garantem que as tra-
jetorias do sistema em malha fechada sdo limitadas em um
conjunto invariante se as condices iniciais do sistema per-
tencerem a este conjunto e se as referéncias/perturbacdes per-
tencerem a um certo conjunto admissivel. Problemas de oti-
mizacgdo baseados em inequacdes matriciais lineares (LMIs)
580 entdo propostos para maximizar os conjuntos de referén-
cias/perturbacdes e/ou condicGes iniciais admissiveis.

PALAVRAS-CHAVE: seguimento de referéncias, saturacéo
de atuadores, anti-windup, LMIs.

1 INTRODUCAO

Nas malhas de controle reais, atuadores estdo sujeitos a uma
série de restricdes, podendo estas serem tanto construtivas
quanto inerentes ao processo que se deseja controlar. Foi
visando introduzir estas restricdes nos modelos teodricos que
surgiu o conceito de saturacdo. Os efeitos causados pela sa-
turacdo em malhas de controle s&o bem conhecidos. O me-
nos nocivo deles é a perda de desempenho, podendo deixar o
sistema mais lento e menos amortecido. Além disso, a satu-
racdo pode provocar o aparecimento de pontos de equilibrio
indesejados, ciclos-limite ou ainda, em um caso extremo, le-



var o sistema em malha fechada a instabilidade.

Motivados por este problema, uma grande quantidade de
autores tem publicado trabalhos nessa area (ver, por exem-
plo, (Kapila and Grigoriadis, 2002), (Hu and Lin, 2001),
(Tarbouriech et al., 2007), (Gomes da Silva Jr. et al., 2002)
e referéncias nestes contidas). Em particular, podem ser en-
contradas abordagens para o projeto de leis de controle es-
tabilizantes que levam em conta a priori a ocorréncia da sa-
turagdo. Entretanto, a maioria destes métodos preocupa-se
somente com o problema de regulacdo. No caso de estabili-
zacdo global, para um dado ponto de equilibrio (sem perda
de generalidade, considerado como a origem), € mostrado na
literatura ((Sontag and Sussmann, 1990), (Burgat and Tar-
bouriech, 1992)) que é sempre possivel encontrar uma reali-
mentacéo de estados linear saturante que estabilize e melhore
o desempenho do sistema em malha fechada, desde que este
seja assintoticamente estavel em malha aberta. Em (Hu and
Lin, 2001) e (Saberi et al., 2000) séo apresentados resulta-
dos para a estabilizagcdo semi-global, onde é assumido que
o0 sistema em malha aberta seja “null controllable”, ou seja,
no caso discreto, todos os autovalores estdo no interior ou
sobre o circulo de raio unitario centrado na origem do plano
complexo. Para sistemas instaveis em malha aberta, apenas
a estabilizacdo local (regional) é possivel. Resultados neste
sentido sdo apresentados em (Pittet et al., 1997), (Gomes da
Silva Jr. and Tarbouriech, 2001), (Hu et al., 2002), entre ou-
tros.

Além disso, sdo encontrados trabalhos lidando com a cha-
mada abordagem anti-windup. O objetivo da compensagéo
de anti-windup é o estabelecimento de uma correcdo auto-
mética dos estados do controlador, quando da ocorréncia da
saturacdo, a fim de minimizar a perda de performance ou ma-
ximizar a regido de atracéo do sistema em malha fechada (ver
(Kothare et al., 1994), (Grimm et al., 2003), (Gomes da Silva
Jr. and Tarbouriech, 2005) e referéncias). Considerando o
caso de estabilidade local, em (Hu et al., 2002), é proposta
uma formulag&o baseada em inequagdes matriciais bilineares
(BMiIs) relaxadas utilizando um modelo politépico do termo
de saturacdo. A sintese de anti-windup estatico baseada em
uma condicdo de setor modificada é proposta em (Gomes
da Silva Jr. and Tarbouriech, 2005). Neste tipo de mode-
lagem, a estrutura da condigdo de setor classica € relaxada,
permitindo a obtencdo de condi¢Bes diretamente na forma
de LMIs. Resultados relativos a compensadores dinamicos
de anti-windup sdo apresentados em (Grimm et al., 2003),
(Gomes da Silva Jr. and Tarbouriech, 2006) e (Tarbouriech
et al., 2006).

Do ponto de vista pratico, o problema de seguimento de re-
feréncias em sistemas com restricdo de controle é de grande
interesse. No inicio do ano 2000, Matthew C. Turner (Turner
et al., 2000) j& apontava a escassez de trabalhos tratando

deste tema, especialmente no que se refere a abordagens no
espaco de estados. Uma das metodologias mais usuais para
o tratamento do problema de seguimento de referéncias em
sistemas com atuadores saturantes baseia-se em uma reali-
mentacdo de estados linear, que desconsidera a saturacdo,
adicionada de um elemento ndo-linear. Neste caso, pode-se
provar que, para um dado elemento ndo-linear e ndo-negativo
no laco de realimentagdo, o sistema seguira assintoticamente
uma referéncia constante e ainda seu estado ficara confinado
a um certo conjunto elipsoidal. Um dos trabalhos mais re-
levantes desta abordagem € (Lin et al., 1996), onde a teo-
ria de regulacdo de saida de (Francis, 1977) é aplicada ao
caso com saturacdo, em conjunto com a nocdo de estabili-
dade semi-global. Em (Turner et al., 2000) o trabalho de (Lin
et al., 1996) é estendido para o caso multivariavel e em (Hu
and Lin, 2000) é caracterizada uma regido de regulabilidade
assintdtica, isto &, um conjunto de condicoes iniciais do sis-
tema e da referéncia/perturbacéo para o qual a regulacéo de
saida ainda é possivel. Recentemente, outros trabalhos nesta
mesma linha foram propostos: (Su and Wu, 2006), (Teng
et al., 2007) e (Pavlov et al., 2007). Outra abordagem impor-
tante baseia-se em técnicas de controle preditivo ou condi-
cionadores de referéncias. Neste tipo de solucdo, destacam-
se os trabalhos de (Rawlings, 2000), (Maciejowski, 2002),
(Grimm et al., 2007), (Bemporad, 1998), (Gilbert and Kol-
manovsky, 2002).

Finalmente, encontra-se a linha de pesquisa na qual se in-
sere o presente trabalho, que faz uso do principio do modelo
interno para garantir o seguimento de referéncias com erro
nulo em regime permanente, além de introduzir um termo de
anti-windup a fim de minimizar os efeitos da saturacdo. Em
(Tarbouriech, Pittet and Burgat, 2000), o esquema de con-
trole utilizado considera a introducdo de uma agdo integral e
de um lago de anti-windup, conforme proposto inicialmente
em (Krikelis and Barkas, 1984). Com o objetivo de garantir
que as trajetorias do sistema em malha-fechada ndo deixem
um certo conjunto elipsoidal, uma metodologia para a sintese
de uma realimentacdo de estados estabilizante e de um ga-
nho de anti-windup é proposta. Além disso, é garantido que
0 ponto de equilibrio associado com o perfeito seguimento
de referéncia esta no interior da regido de operacao linear do
sistema. Considerando um modelo politépico para de repre-
sentar os efeitos da saturacdo no sistema, uma comparacéo
entre a solucdo do problema via equac@es algébricas de Ric-
cati (ARE) e LMIs é apresentada. Estes resultados foram
estendidos para sistemas discretos e com referéncias varian-
tes em (Tarbouriech, Queinnec and Pittet, 2000). Seguindo
as mesmas idéias, mas utilizando um modelo politépico me-
nos conservador, estes resultados foram melhorados em (Cao
et al., 2004). Mesmo com condi¢des menos conservadoras,
a metodologia apresentada nao permite a sintese simultanea
do controlador estabilizante e do ganho anti-windup a partir
de uma condigdo LMI, exigindo assim, a utilizacéo de pro-
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cedimentos iterativos para a solugdo de BMIs. O trabalho
(Flores et al., 2008) segue idéias similares as propostas em
(Tarbouriech, Pittet and Burgat, 2000) e (Cao et al., 2004),
usando, entretanto, a condicdo de setor modificada proposta
em (Gomes da Silva Jr. and Tarbouriech, 2005) para consi-
derar os efeitos da saturacdo. Baseada nesta representacéo,
condi¢bes LMI sdo obtidas diretamente, evitando-se assim
a aplicacdo de procedimentos iterativos. Estas condi¢@es fo-
ram obtidas para um esquema de controle mais simples e com
um ndmero menor de LMIs quando comparado aos traba-
Ihos anteriores. Além disto, um estudo sobre a possibilidade
de existéncia de pontos de equilibrio indesejados no interior
da regido invariante é realizado. Para o caso mono-entrada,
é mostrado que estes pontos de equilibrio s podem existir
quando o sistema em malha aberta é assintoticamente esta-
vel.

O objetivo deste trabalho € estender os resultados de (Flores
et al., 2008) para sistemas em tempo discreto. Mais uma
vez, deseja-se obter a sintese simultanea de um controla-
dor estabilizante e do ganho anti-windup, além de apresen-
tar estimativas dos dominios de referéncias/perturbaces e
condi¢des iniciais admissiveis. Este artigo esta organizado
como segue. Na Sec¢do 2, serdo apresentadas algumas con-
sideraces iniciais sobre o sistema de interesse. Na Se¢do
3 serdo apresentados os resultados principais deste trabalho,
onde serdo estabelecidas condigdes que garantem que as tra-
jetorias do sistema sejam limitadas para condic@es iniciais e
referéncias/perturbagdes pertencentes a certos conjuntos ad-
missiveis. Além disto, garante-se a existéncia de um ponto
de equilibrio no interior da regido de comportamento linear
do sistema em malha fechada, correspondente a condigéo
de erro nulo de seguimento da referéncia em regime perma-
nente. Baseado nestas condi¢des, na Se¢do 4 sdo apresenta-
dos problemas de otimizacdo para o calculo do ganhos com
0 intuito de maximizar os conjuntos admissiveis. O com-
portamento da solugdo apresentada sera ilustrado através de
exemplos numéricos na Se¢do 5 e, por fim, serdo apresenta-
das algumas conclusdes.

NotacOes: A i-ésima componente do vetor = é represen-
tada por z(;. A denota a i-ésima linha da matriz A,
A(i, 7) denota o elemento na linha i e coluna j de A e AT
denota sua transposta. diag{x} representa a matriz diago-
nal cujos elementos sdo dados pelo vetor x, I,,, € a matriz
identidade de ordem m e conv{-} denota um envelope con-
vexo. A pseudo-inversa de uma matriz M é definida como
M# = MT(MMT)~! de tal forma que MM# = I,,.
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2 CONSIDERACOES INICIAIS

2.1 Estrutura de Controle

Considere o sistema em tempo discreto, descrito por:

x(k+1) = Ax(k)+ Bv(k)+ Bad
y(k) = Cx(k)
e(k) = y(k)—r 1)

sendo = € R™ o vetor de estados do sistema, v € R™ o vetor
de entradas de controle, y € RP o vetor de saidas do sistema,
d € R! o vetor de perturbacBes constantes, »r € R” o vetor
de referéncias constantes que se deseja seguir e e € RP 0
vetor de erro de seguimento. As matrizes A, B, By e C sao
matrizes constantes, reais e de dimensdes apropriadas.

Assume-se que o sinal de controle é saturante, isto &,
v(k) = satu, (u(k))

onde u(k) corresponde ao sinal calculado por um controla-
dor. A funcdo de saturagdo é definida, de maneira cléssica,
como

St (U (k) = sign(ug (k) min(|ug (k)| wog)),

i1=1,....,m

onde ug;) € 0 limite simétrico da entrada de controle v ;) (k),
ou seja, tem-se

—ugay < V() (k) <ugpy, i=1,...,m.
Sobre este sistema, as seguintes hip6teses séo feitas:

Al O par (A, B) é controlavel e o par (C, A) é observével;

A2 A condicéo (Young and Willems, 1972)

& I,-A -B N
ran _C 0 =n+p.

é verificada;
A3 Matrizes B e C possuem posto completo;

A4 O nlmero de entradas é maior ou igual que 0 nimero de
saidas (m > p).

A suposi¢cdo A2 implica que o sistema ndo possui zeros de
transmissdo em z = 1. Caso isto ndo se verifique, a adi¢do
de um integrador ndo garantira o seguimento de referéncias
constantes. A suposi¢do A3 garante que ndo ha entradas ou
saidas redundantes.



Como o objetivo de controle é garantir o seguimento de refe-
réncias contantes com erro nulo e rejeitar perturbacoes tam-
bém constantes em regime permanente, uma acao integral em
tempo discreto é adicionada & malha de controle através do
estado ¢ € RP, dado por:

§(k+1) = e(k) + (k) + Ec(satu, (u(k)) —u(k)). (2)

O termo E.(saty,(u(k)) — u(k)) corresponde a um termo
de anti-windup estatico, introduzido a fim de evitar possiveis
efeitos indesejados causados pela saturagdo do atuador. E, €
RP*™ ¢ a chamada matriz de ganho anti-windup.

Seguindo a abordagem apresentada em (Tarbouriech, Quein-
nec and Pittet, 2000), é feita a mudanca de coordenadas
do sistema para as coordenadas do erro (Krikelis and Bar-
kas, 1984). Nestas coordenadas, 0 novo vetor de estados é
dado por

e(k)
z2(k)
&(k)
com zo(k) € R™ P definido por z2(k) = Mjx(k), onde
M, € R(n»=p)xn & escolhida de tal forma que

C
M,y

z(k) = e R™P @)

MQZ |: :l eRan

seja invertivel.

A partir do sistema (1), as seguintes relacdes podem ser es-
critas:

y(k+1)=Cxz(k+1)
= CAx(k) + CBsaty, (u(k)) + CBgd  (4)

= My Ax(k) + M; Bsaty, (u(k)) + M1 Bgd.
Considerando-se uma referéncia constante tem-se e(k+1) =
y(k+1)—r,ouseja, y(k+1) =e(k+ 1)+ r. Comisto, a
partir da relacdo (4), segue que
e(k +1) = CAx(k) + CBsaty, (u(k)) —r + CBad
ou, na forma matricial,

B T Jaew [ ] Bsatatue

(B, [cC

o " m

Por suposicdo, My = [CT M éinvertivel, o que permite
que a relacdo acima seja escrita na forma

{ e(k+1) Cz(k)
za(k + 1) Miz(k)

} Bgd.

} =My AM;" { ] + Mz Bsaty, (u(k))

— [ [Op :|T+MQde

a qual, apds a substituicdo de Cz(k) = e(k) +r e zo(k) =
M z(k), é dada por

{ e(k+1) e(k)

1’2(]{,‘)
+ (MuAMy ' — I,,) { Iy :|T+Mzde. (5)

ok + 1) ] = Mo AMy {

} + M2 Bsaty, (u(t))

0

Da composicdo da equacdo (5) com o termo integral (2)
obtém-se o sistema aumentado (6).

Assim, neste novo sistema de coordenadas, (1)-(2) pode ser
reescrito como

z2(k+1) =Az(k) + Bysaty, (u(k))
+ Ba(satu, (u(k) — u(k) + Bog, (1)

com q = (MyAMy ' — I,,)Er + M3 Byd,

A:[MZAMQ1 ow}’E:[ I, ]

BT Ip O(n—p)xp
MQB Onxm
B, = , By = =VE,,
o] e 5]

0y, % I
V = nxXP | eBy = " .
[Ip ] ’ [Opm}

Nota-se que, pelas suposicdes A1-A3, o par (A, B;) também
é controléavel.

Observacdo 2.1 E importante notar que 0 novo vetor de in-
fluéncias externas ¢ é agora uma combinacéo entre os sinais
de referéncia e/ou perturbacdo agindo no sistema. Em (Cao
et al., 2004) as matrizes MQAMglE e My B, séo incorpo-
radas a matriz B, deixando ¢ = [r* d*]”. Este tipo de so-
lucdo provoca uma dificuldade adicional na composigao das
condi¢des na forma de LMIs, j& que é necessaria a existéncia
da pseudo-inversa pela esquerda de B3. Esta pseudo-inversa
pode ndo existir, dependendo das matrizes A, M, e B;. Con-
servando a formulacdo proposta em (Tarbouriech, Pittet and
Burgat, 2000), a matriz B3 possui a desejavel propriedade
BIB; = I,.

Considerando agora o sinal de controle como uma realimen-
tacdo estatica do estado z(k), segue que
u(k) = Fz(k), F e Rm*(+p)
levando ao seguinte sistema em malha-fechada:
z(E+1)=(A+B1F)z(k) — (B1 + B2)V,, (Fz(k))

Neste caso, U, (w(k)) = w(k) — saty, (w(k)) é uma ndo-
linearidade do tipo zona-morta descentralizada (Gomes da
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e(k+1) MoAMSY 0 e(k)
zo(k+1) | =] TE 2 za(k) | +
E(k+1) ] (k) |
(MyAM, ' — I,)E  M,B
* [ 0 0

Figura 1: Sistema em malha-fechada

Silva Jr. and Tarbouriech, 2005). Considerando agora A =
A + B;F eB = B; + By, 0 sistema (8) pode ser reescrito
como

2(k+1) = Az(k) — BY,,(Fz(k)) + Bsg.  (9)

Na Figura 1, ¢ ilustrada a estrutura de controle proposta.

2.2 Pontos de equilibrio

A mudanca para as coordenadas do erro traz algumas vanta-
gens relativas a analise dos pontos de equilibrio do sistema
em malha-fechada. Como o objetivo é o seguimento de re-
feréncias com erro nulo, o ponto de equilibrio de interesse
deve ser da forma

0

T2e

€e

(10)

Ze =

Suponha que este ponto de equilibrio esteja no interior da
regido de linearidade do sistema, ou seja, z. € S(F,ug),
com

S(F7'U/Q) = {Z S R'n+p; ’F(l)z‘ < Up (1), 1= 1, cee ,m}.
Se (A + By F) é Schur-estavel, entdo foi provado em
(Tarbouriech, Queinnec and Pittet, 2000) que o ponto de
equilibrio

Ze = (Inyp — (A + B F)) 'Bag, (11)
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(6)

é 0 Unico ponto de equilibrio do sistema (9) no interior
S(F,up). A fim de satisfazer z. € S(F,up), é neces-
s&rio adicionar a seguinte restricdo ao vetor de referén-
cia/perturbacéo g:

|F(7,)((]n+p — (A + B]F))_lng)‘ S ’l,l/o(i)7 1= 1, e,

(12)
Ainda baseado nos resultados de (Tarbouriech, Queinnec and
Pittet, 2000), pode-se provar que z. € S(F, ug) € equivalente
aq € S(F,up) onde

S(fauo) = {q € Rn; !f(z)q| < Uo(4)» = 17"',m}a

- -1 #
Fo(01, | I~ MAMy " —MoB T g3
—-F 0
Assim, a relacdo (12) pode ser substituida por:
|.7:(L)q‘ §u0(7;), 1= 1,...,m, (14)

relagdo esta que independe dos ganhos F' e E. a serem deter-
minados.

2.3 Formulacéo do problema

Considere Z, um conjunto de condigdes iniciais e Qy um
conjunto de referéncias/perturbacdes para o sistema (9). Ba-
seado nestes conjuntos, o seguinte problema é formulado:

Problema 2.1 Calcular o ganho da realimentacdo de esta-
dos F' e o ganho de anti-windup E. tais que, Vz(0) € Z, e
Vr,d tais que ¢ € Qp, 0 ponto de equilibrio z. € S(F,uo)
é localmente assintoticamente estavel e ainda y(k) — r
quando k — oo.

Neste caso, 0s conjuntos Z, e Q sdo ditos admissiveis.

Assim, um problema de otimizagdo implicito no Problema
2.1 e determinar as matrizes F' e E. tais que 0s conjuntos ad-
missiveis Z, e Qy sejam maximizados. Neste trabalho, estes
conjuntos serdo considerados conjuntos elipsoidais definidos
como:

2 QP,v) ={z e R"P; TPz < v},
o} QR,0) = {q e R"*';¢"Rqg < 7},

onde P = PT > 0 ¢ R)x(4p) 1y > 0 ¢ Re R =
RT > 0 e RetOx(+) 5> (e R.



3 RESULTADO PRINCIPAL

Considere a matriz G € R"*("+P) e o conjunto poliedral

S(F — G,uo) £ {z € R"; {(F(i) - G(i))z‘ < Uo(a),
Vi=1,...,m}.

Baseado no conjunto acima e na ndo-linearidade zona-morta
descentralizada, o seguinte Lema pode ser enunciado.

Lema 3.1 (Gomes da Silva Jr. and Tarbouriech, 2006) Se
z(k) € S(F — G,uyp), entdo a relagéo

Uy (F2(k) T [Wy, (Fz(k)) = Gz(k)] <0 (15)
se verifica para qualquer matriz 7' € R™*™ diagonal
positiva-definida.

Considerando a funcéo candidata de Lyapunov quadratica
V(k) = z(k)TPz(k), o seguinte teorema pode ser enun-
ciado.

Teorema 3.1 Se existem matrizes simétricas positivas-
definidas W e R(+P)x(ntp) @ R ¢ R+D* 2+ matrizes
Y € Rmx(ntp) | X ¢ Rm*(n+p) e M € RPX™, uma matriz
diagonal positiva-definida L € R™*™ e escalares positivos
A\, w, v e o satisfazendo?

—\W * *
X —2L *
0 0 —wR
0 0 0
AW +BY —-ByL—-VM Bsj
* *
* *
* * <0, (16)
AV +wo —v *
0 -w
w *
|: Y'(l) _ X(z) v lu[)(z) :| Z 0, 1 5 ,m (17)

{ R . )

_ >0,i=1,...,m,
Fay © 1“(2)(1') } -

entdo os ganhos F = YWl e E. = ML™! so tais que,
Vg € Q(R,0), 0 elipsdide Q(P,v) é uma regido de invari-
ancia positiva para o sistema (9) e (11) é o Unico ponto de
equilibrio na forma (10) dentro de S(F, ug).

Prova. A satisfagdo de (17) implica que o elipsoide Q(P, v)
estd incluso na regido S(F — G,ug) (Boyd et al., 1994).

Lx denota elementos simétricos.

Logo, para todo z(k) € (P, v) segue que a ndo-linearidade
U, (Fz(k)) satisfaz a condicéo de setor (15).

Aplicando o complemento de Schur na relagéo (18) e pré e
poés-multiplicando o resultado por ¢, segue que

g

(19)

qTf(Y;) —Fi)q < ¢'Rg<o,i=1,....m
Yo(i)
é verificada. A relacdo (19) garante entdo que, Vg €
Q(R,0), tem-se ¢ € S(F,ug). A partir dos resultados de
(Tarbouriech, Queinnec and Pittet, 2000) apresentados na se-
¢ao anterior, isto significa que o ponto de equilibrio z. con-
tido na regido linear é Unico e garante erro de seguimento
nulo em regime permanente.

Considere agora a funcdo candidata de Lyapunov definida
anteriormente. De (9) segue que o valor desta fungdo em
k + 1 é dado por

ATPA s *
Vk+1)=7n"| -BTPA BTPB * n (20
BY¥rPA -BYPB BIPB;

comy = [2(k)T W, (F2(k)" qT]T

Para garantir a invariancia do elipsdide Q(P,v), basta que
2(k + D)TPz(k + DT < v, Vz2(k) € Q(P,v) eVq €
Q(R, o). Usando o S-procedure (Boyd et al., 1994), pode-
se mostrar que isto é garantido se existirem escalares A > 0
e w > 0 verificando a relagdo

Vk4+1)—v—=Xz(k)TPz(k) —v) —w(¢"Rg—0) < 0.
(21)

Suponha agora, que z(k) € S(F —G, up). Baseado no Lema
3.1, (21) seréa verificada se

V(k+1) —v—Mz(k)T'Pz(k) —v) —w(¢" Rqg — o)
0 * *

+9T | TG —2T * |n<o. (22)
0 0 0

A relagdo (22) pode ser escrita em forma matricial como
[ 77 1}M{717]<Ocom

ATPA — AP .
Mo | ~BTPA+TG BTPB-oT
= BY PA _BTPB
0 0
*k *
k *
BT PB; — wR . (23)
0 AV +wo —v
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Assim, para que (22) seja satisfeita, basta que M < 0 e que
O(P,v) C S(F — G,uyp). Esta tltima condicéo é satisfeita
pela relagdo (17). A condi¢do M < 0 pode ser escrita como

—\P * * *
TG 2T * *
0 0 —wR *
0 0 0 AV 4+ wo —v
AT
_BT
+ BT P[A -B Bs 0]<0 (24)
0
ou, apos a aplicagdo do complemento de Schur,
—\P * * * *
TG =-2T * * *
0 0 -wR * * <0. (25)
0 0 0 AV 4+ wo —v *
A —-B B; 0 —pt

Pré e pds-multiplicando (25) por diag{P~', T I,1,I}
e fazendo a substituicdo de variaveis W = P~ X =
GP . Y=FP ' L=T"'eM = E. T~ tem-se entdo
que (25) é equivalente a (16), o que conclui a prova. m

O Teorema 3.1 garante que, dado ¢ € Q(R, o) e uma con-
dicdo inicial no interior de Q(P,v), as trajetorias do sistema
(9) ndo deixam o elipsdide (P, ). Além disso, é garantido
que o ponto de equilibrio associado ao seguimento de refe-
réncia com erro nulo esta no interior da regido de linearidade
e é Unico. Apesar de tudo isto, a existéncia de outros pon-
tos de equilibrio associados a ¢ € Q(R, o) ndo é descartada.
Tal possibilidade é ignorada em (Tarbouriech, Queinnec and
Pittet, 2000) e (Cao et al., 2004). Em (Flores et al., 2008), é
apresentada uma andalise sobre os possiveis pontos de equi-
librio do sistema fora da regido linear, para o caso monova-
ridvel em sistemas de tempo continuo. A seguir, esta analise
sera estendida para sistemas de tempo discreto.

Considere as funcbes de transferéncia em malha-aberta
G, (z) e G4(z), definidas por

Gy(2) = ZEE; =C(zI,-A)~'B
o ZJ(Z) _ -1
Gd(z) = d(z) = C(an - A) Bd.

Para estas func@es de transferéncia, foram considerados va-
lores positivos para 0 ganho estatico do sistema, ou seja,
G,(1) > 0e Gg(1) > 0. A dedugdo para G,(1) < 0 e
G4(1) < 0 € andloga. Além disso, considere z., COMO um
possivel ponto de equilibrio fora da regido linear. Baseado
em (2), z., SO existira se a seguinte relacdo for verificada:

ee = E Uy (Fzeo). (26)

20 Revista Controle & Automagéo/Vol.21 no.1/Jan. e Fev. 2009

Seguindo a metodologia adotada em (Flores et al., 2008), a
analise da existéncia de z., serd apresentada considerando
trés casos relacionado aos autovalores da matriz A. Supde-se
que todas as condicdes do Teorema 3.1 sdo verificadas, pos-
sibilitando assim, o enunciado dos corolérios que seguem.

Caso 1: A Matriz A possui todos autovalores no interior do
circulo unitario (sistema em malha aberta assintotica-
mente estavel).

Corolério 3.1 Se o sistema em malha-aberta ¢ assinto-
ticamente estavel e se a referéncia r e a perturbacédo d
sdo constantes e verificam a relagéo

r

-Gl ][ <0n @
entdo o ponto de equilibrio z. € S(F,u) é o Unico
ponto de equilibrio no interior do elipsdide (P, v).

Prova. Suponha que o sistema (1) esta saturado em
qualquer um de seus limites (aqui chamado de u.) e
ainda que o ponto de equilibrio z., existe. Entdo, a saida
Yeo O sistema sera dada por

Yeo = Gou(1)ue + Gq(1)d. (28)

Considere ainda . < 0 e que o sistema esta satu-
rado em seu limite superior. Neste caso, u. = ug €
U, (Fzeo) > 0. Pela relagdo (26), pode-se concluir
que este equilibrio existird somente se e, = Yoo —7 < 0
ou, ainda, se

Gy(Dug + Ga(1)d —r < 0. (29)

Desta equacdo, segue que o ponto de equilibrio z., s6
existird se 1 — G4(1)d > G,(1)ug, 0 que contradiz a
relacdo (27).
Considere agora, E. < 0 e que o sistema esta saturado
em seu limite inferior. Neste caso, u. = —ug € ainda
U, (Fzeo) < 0. Pela relagdo (26), pode-se concluir
que este equilibrio existira somente se e, = yeo—1 > 0
ou se

—Gy(Dug + Gg(1)d — r > 0. (30)

Desta equacdo, segue que o ponto de equilibrio z., s6
existira se r — G4(1)d < —G,(1)ug, 0 que também
contradiz a relacéo (27).

E importante notar que se E. > 0, por construgio,
ndo ha a possibilidade de existéncia de z.,, devido ao
fato da relacdo (26) ndo possuir solugdo neste caso. Se
0 sistema estd saturado em seu limite superior, entdo
Uy (Fzeo) > 0@ yeo < 1, 0U SEJR, €00 < 0, 0 que
impossibilita a verificacdo de (26). O mesmo pode ser
concluido quando o sistema estiver saturado em seu li-
mite inferior. m



Caso 2: A matriz A possui pelo menos um autovalor fora
do circulo unitério.

Este caso corresponde a sistemas exponencialmente ins-
taveis em malha-aberta. O seguinte corolario resume a
existéncia de z.,.

Corolario 3.2 Se osistema (1) é exponencialmente ins-
tdvel em malha aberta, entdo o ponto de equilibrio z. €
S(F,up) é o Unico ponto de equilibrio no interior do
elipsdide Q(P, v).

Prova. O sistema nas coordenadas do erro (7) pode ser
reescrito na forma

2(k+1) = Az(k) + Bsat,, (Fz(k)) + Bsg  (31)

onde A = A —ByF e B = B; + B,. Assim, 0 suposto
ponto de equilibrio z., fora da regido linear deve ser da
forma

Reo = (In+p - A)_l(Bue + BSQ)a

onde u. € o um dos limites de saturacao.

Fazendo, agora, a mudanca de variavel z(k) = z(k) —
Zeo NO entorno do ponto de equilibrio, segue que

2(k+1) = Az(k) + Azeo + Bsatu, (Fz(k) — Fzeo)
+B3q — Zeo,
Zk+1) = Az(k). (32)

Por definicéo, a matriz A = A — B, F pode ser escrita,
considerando F' = [F; F3], como

MyAM,;?
ET _ E.F,

A _ Onxp
I, — E.Fy |’

ou seja, uma matriz bloco-triangular inferior. Assim,
como MQAMQ‘1 é uma transformacao de similaridade,
A possuira os mesmos autovalores de A, acrescidos dos
autovalores de I, — E.F5. Logo, se A ¢ instavel, entdo
A também ser4, o que implica que z.,, se existir, € um
ponto de equilibrio instavel e, conseqlientemente, ndo
pode estar no interior de Q(P,v) pois existiriam dire-
¢Oes invariantes (associadas aos autovetores de A fora
do circulo unitario) nas quais as condices iniciais pro-
vocariam a divergéncia das trajetérias. m

Caso 3: A Matriz A possui pelo menos um autovalor real
unitério (sistema com integradores).

Para este tipo de sistema, a existéncia de z., pode ser
resumida no corolario a seguir:

Coroléario 3.3 Se o sistema (1) possui autovalores em
z = 1, entdo o ponto de equilibrio z. € S(F,ug)
€ 0 Unico ponto de equilibrio no interior do elipsoide
Q(P,v).

Prova. Neste caso, o sistema se comporta de maneira
idéntica a um integrador em malha aberta sujeito a uma
entrada constante. E conhecido da teoria de anélise de
sistemas lineares que a saida de um sistema linear em
malha-aberta com polo em z = 1 sujeito a uma entrada
constante tende a divergir, ou seja, y(k) — oo quando
k — oo. Suponha agora, que o sistema (1) esta saturado
em qualquer um de seus limites, admitindo o seguinte
comportamento:

z(k 4+ 1) = Az(k) + Bue + Bad = x(k) = Az(k) + B

com @ sendo um vetor de entradas constantes.

Assim, partindo das suposi¢des que os pares (A, B) e
(C, A) sdo respectivamente controlavel e observavel, e
de que o sistema estd em equilibrio em z.,, a saida do
sistema y(k) = Cxz(k) diverge e, conseqlientemente,
e(k) = y(k) — r também diverge. Como o ponto de
equilibrio z.,, por defini¢do, é dado por

e(i()
Zeo = T2eo0 ,

€eo

entdo, o fato do sinal de erro estar divergindo contradiz
a suposicdo de que o sistema estd em equilibrio. Por
outro lado, no caso que u,. corresponde a um sinal ndo
saturado, existe sinal de controle suficiente para cance-
lar os efeitos da perturbacédo e o ponto de equilibrio es-
tara na regido linear, alcancada devido ao fato de que
Bu, =BFz, = —Bud. m

Observacdo 3.1 A ocorréncia destes possiveis pontos de
equilibrio fora da regido de linearidade esta diretamente re-
lacionada a introducdo do lago de anti-windup na malha de
controle. No caso sem anti-windup (E. = 0), a relacéo (26)
implicaria em erro nulo de seguimento também para estes
pontos. Por outro lado, nesta situacdo, o sistema se compor-
taria como um sistema em malha aberta sujeito a uma entrada
constante. Para plantas assintoticamente estaveis em malha
aberta, a saida do sistema assumiria o valor G, (1)u., apre-
sentando assim um erro de seguimento constante, contradi-
zendo a equacdo (26). Observe que, neste caso, o valor do
estado do integrador tenderd ao infinito, ndo se verificando
portanto as suposic¢des de equilibrio e de que as trajetorias fi-
cam confinadas em um elipsoide invariante. Para plantas ins-
taveis ou com integradores, a saida do sistema divergiria, 0
que contradiz a suposicdo de que o sistema esta em equilibrio
(de forma analoga ao Caso 3 apresentado anteriormente).

4 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

A seguir, baseado no teorema da se¢éo anterior, sdo formula-
dos alguns problemas de otimizacdo para a obtencdo dos ga-
nhos da realimentacéo de estados e do laco de anti-windup:
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4.1 Maximizagéo dos elipsdides em uma
dada direcéao

Neste caso, 0 objetivo é calcular F' e E. de tal forma que
o0 tamanho dos elipsoides Q(P,v) e Q(R, o) sejam maximi-
zados. O tamanho dos conjuntos Q(P,v) e (R, o) pode
ser medido em relagdo aos conjuntos poliedrais Z, e Q,

2y = conv{z1,22,...,2;} € Qp = conv{q1,q2,...,9s}
onde os vértices z;, € R"™P, ¢ = 1,...,leq; €
R®+D 4§ = 1,...,s correspondem as direcdes em que

deseja-se maximiza-los, conhecidas a priori.

Assim, o objetivo do problema de otimizacdo torna-se ma-
ximizar a > 0e 8 > 0 a fim de garantir a2, C Q(P,v)
e 5Qy C Q(R, o). Esta solugdo pode ser obtida a partir da
resolucdo do seguinte problema de otimizacéo:

min (1 —€)y + €

vy z
w

Z;

} >0, i=1,...,1

sujeito a (33)

qjRq; <0d, j=1,...,s

Relacdes (16), (17) e (18).

Em todos 0s casos, considerando ov = %ﬁ ef = % a mi-
nimizagéo de « e § implica na maximizacéo de o e 3. O es-
calar 0 < e < 1 pode ser escolhido a fim de priorizar a
maximizacéo de (P, v) ou (R, ). Na solugdo dos pro-
blemas de otimizacdo sera considerado um grid em relagéo
as variaveis A\, w, v e o, fazendo com que todas as relagdes
tornem-se LMls.

Observacdo 4.1 Neste caso, 0s procedimentos iterativos es-
t&do unicamente relacionados aos escalares introduzidos pelo
S-procedure, fazendo com que o problema de otimizagéo
seja resolvido fixando-se 0s mesmos sucessivamente em
uma grade e avaliando a solucdo de problemas LMI. Em
(Tarbouriech, Queinnec and Pittet, 2000) e (Cao et al., 2004)
os procedimentos iterativos estdo relacionados aos ganhos
F e E., além das variadveis introduzidas pelo S-procedure.
Desta forma, pelas abordagens propostas naqueles trabalhos,
é impossivel fazer a sintese simultanea da realimentacdo de
estados e do lago de anti-windup. Note que este problema
ndo ocorre na presente abordagem.

4.2 Maximizacdo da referéncia admissi-
vel

A maximizacéo da referéncia admissivel esta relacionada aos
elipsdides Q(P,v) e Q(R, o) de forma distinta. Para o elip-
soide Q(P, v), esta referéncia, na verdade, é uma condicéo
inicial do sistema. E fécil notar que, caso z(0) = 0 e
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£(0) = 0, a condigdo inicial nas coordenadas do erro serd

Assim, basta que o elipsoide Q(P,v) seja maximizado em
Zy, = conv{z1},z1 = [1 0 0]7, para que o valor das refe-
réncias admissiveis também seja maximizado no caso em que
2(0) = 0. Para o caso monovariavel, apds calculada a ma-
triz P, pode-se determinar a maxima referéncia da seguinte
forma:

—r
[—r 0 0P| 0 | <v=rP(1)r<v
0
v
< .
r<d=4 POLT) (34)

Em relagdo ao elipsoide Q(R,v) e considerando d = 0,
basta que este seja maximizado em Q, = conv{q:}, q1 =
[(MyAM;* — 1,,)E)T 0]T para que a referéncia seja ma-
ximizada. O procedimento para a obtencédo desta referéncia
é analogo ao anterior, considerando apenas a matriz R em
vez da matriz P. Ao longo deste trabalho, a referéncia de-
terminada pelo elipséide Q(P,v) serd chamada 74,1 € @
referéncia determinada pelo elipsdide Q(R, o) serd chamada

Tmax2-

5 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secdo, a abordagem proposta serd ilustrada com base
em exemplos numéricos. Para todos 0s exemplos mono-
variaveis, as matrizes B, By, C e o escalar ug Sd0 comuns,
cujos valores sdo dados por

0 1
B{J,m{lyC[loLeww.

Nestes casos, 0 que difere é apenas a matriz A. Além disso,
serd escolhido M; = [0 1], 0 que levaa My = Is.

Quando ndo indicado o contrario, serdo apresentados 0s re-
sultados numéricos obtidos a maximizacdo da referéncia ad-
missivel. Neste caso, considerando-se z:(0) = 0 e £(0) = 0,
0s pardmetros A, w, v e o indicados em cada exemplo cor-
respondem a configuragdo que apresentou a maior referén-
cia possivel. Neste caso, os elipsdides foram maximiza-
dos nas dire¢des Z, = conv{z;} comz; = [1 0 0]T e
Qy = conv{q;} com q; = [(MxAM; "' — I,)E)T 0]T
para os exemplos monovariaveis e z; = [1 0 0 0T e
a1 = [(MeAMy ' — 1,)E)” 0 0]” para o exemplo multi-
varidvel.



5.1 Duplo Integrador

Este exemplo é a versdo de tempo discreto do caso de dois
integradores em cascata. Sua representacdo no espaco de es-
tados é dada por

—_ =
[ S

Neste caso, (I,, — MQAMgl)E = 0, fazendo com que a
referéncia  ndo influencie no elipséide (R, o). Assim,
a maxima referéncia admissivel é definida unicamente por
Q(P,v) e ainda Q(R, o) define exclusivamente a maxima
perturbacgdo admissivel.

O problema de otimizacéo (33) foi resolvido considerando
e = 0, obtendo-se assim a solucdo 6tima para A = 0.9, w =
1.0x107% v =1.0x 1073 e o = 1.0 x 1075, Para estes
parametros, a maxima referéncia obtida a partir de (34) foi
Tmaz = 932.1852, com

E, = —15.0770
F=[-0.1106 —1.1069 — 0.0037].

O resultado da simulacéo do sistema é apresentado na Figura
2, onde nota-se que o sinal de controle satura, tanto no limite
superior quanto no limite inferior, antes de entrar na regido
de operacdo linear do sistema.

800

600 -

= L
< 400

200 -

i i i i i
0 50 100 150 200 250 300
Amostra

sat (u(k))

i i i i i
50 100 150 200 250 300
Amostra

Figura 2: Duplo Integrador - » = 532.1852, z(0) = 0, £(0) =0
ed=0.

5.2 Planta Estavel

Para este caso, foi considerada uma planta assintoticamente
estavel em malha-aberta dada por

0.8 1
A{ 0 0.9}'

Agora, a maxima referéncia admissivel sera o menor valor
entre a referéncia determinada por Q(P, v) e aquela determi-
nada por Q(R, o). Este exemplo sera utilizado para mostrar
que a existéncia de pontos de equilibrio indesejaveis no inte-
rior de Q(P, v) deve ser levada em conta.

A resolugdo do problema de otimizagdo (33) com ¢ = 0.5
apresentou a existéncia de pontos de equilibrio fora da regido
linear, mas ainda no interior do elipséide. Os resultados para
A=09, w=10,vr=10x10"2ec = 1.0 x 1076 foram

E. = —13.0381,
F=[—-02487 —1.0194 —0.0506 ]

Tmazl = 2338.6 € Tyaze = 1666.1. A Figura 3 mostra a
saida do sistema considerando-se uma referéncia » = 100
para0 < k < 70er = —100 para k > 70. Pode-se notar
que a saida do sistema ndo ultrapassa o valor G, (1)uy =
15. Este exemplo justifica a analise dos pontos de equilibrio
apresentada anteriormente. Para este sistema, considerando
d = 0, qualquer referéncia maior que » = 15 ndo levaré a
erro nulo em regime permanente.

Na Figura 4 é apresentada a saida do sistema para r = 14.
Pode-se notar que o sinal de controle permanece saturado por
quase todo o tempo de acomodacdo, mas a saida acaba por
convergir para a referéncia.

y(k)

Amostra

sat, (u(k))

i i
50 100 150
Amostra

Figura 3: Planta Estavel - »r = 100 para0 < k <70 er =
—100 para k > 70, 2(0) =0, £(0) =0e d = 0.
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Figura 4: Planta Estavel - r = 14, z(0) =0, £(0) =0e d = 0.

Seja agora solucdo do problema de otimizacdo (33) visando
a maximizacdo do conjunto das condices iniciais. Neste
caso, considerando ¢ = 0.5 e as dire¢des z; = [1 1 0]
eq = [((MyAM; ' — 1,)E)T 0]7, os resultados obtidos
foram A = 0.83, w = 1, v = 1.0 x 1072, 1.0 x 1072,
22(0) = 502.9148 com

E. = —6.2938,

F=[—-01255 —1.0209 —0.0312 ],
0.0228  0.0447 0.0047

P = 0.0447 0.3857 0.0118 | x107°.

0.0047 0.0118 0.0011

Na Figura 5 é apresentada a simulagdo do sistema prar = 5
e z(0) = [0 502.9148]T, ambas condigdes admissiveis para
o0 conjunto definido pela matriz P dada acima. Neste caso,
pode-se notar que, além do elevado sobre-sinal, o sinal de
controle permanece saturado por quase todo tempo de aco-
modagcdo. Isto indica um grande esforco do laco de anti-
windup.

Para este mesmo exemplo, foi projetado um controlador con-
siderando E. = 0 a fim de comparar a influéncia do termo de
anti-windup. O valor de F encontrado foi ' = [-0.4618 —
1.2000 — 0.0204]. Na Figura 6, nota-se que o sistema com
compensagdo de anti-windup acomoda-se muito mais rapido
do que o controlador com E. = 0.

5.3 Planta Instavel

Considere a planta com um polo instvel dada por
1.1 1
A= { 0 08 } '
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Figura 5: Planta Estavel - » = 5, 2(0) = [0 502.9148]7,
£€0)=0ed=0.
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Figura 6: Comparagdo - E. =0e E. # 0.

Esta planta sera utilizada para mostrar que a solu¢do proposta
é capaz de estabilizar o sistema, garantir seguimento de refe-
réncia e ainda rejeitar perturbagcdes constantes, mesmo para
plantas instaveis.

Considerando-se a solugdo do problema (33) com € = 0.5,
obtém-se A = 0.83, w = 1.0, » = 1.0 x 1072 e o =
1.0 x 1074, com

E. = —14.7201,
F=]-05212 —1.2465 —0.0295 |,

Tmazl = 19.7914 € 1002 = 13.2174. A simulagdo da saida
do sistema e do sinal de controle é apresentada na Figura 7.
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Figura 7: Planta Instavel - r = 13.2174, z(0) = 0, £(0) =0 e
d=0.

5.4 Planta Multivariavel

Este exemplo é a discretizacdo do exemplo multivariavel
apresentado em (Chellaboina et al., 1999) e estudado em
(Tarbouriech, Queinnec and Pittet, 2000). Sua formulac&o,
no espaco de estados é dada por

1 0.1025 0.2080
A=|0 11167 41522 |, C=[1 0 0]
0 0.0951 1.0716
0.0879  0.0097 11
B=—| 18038 02140 |, Bg=|1 1
0.0992 0.0326 11

60 010
”0{60}"*%{0 0 1]'

Com esta escolha de M; tem-se My, = I3. Este exemplo tem
como objetivo mostrar a aplicabilidade da solucdo proposta
a um sistema multivariavel associado a um problema real.
E importante ressaltar que os autovalores da matriz A sio
dados por {1.0000, 1.7229, 0.4654}.

Neste caso, sistema 0 apresenta uma Unica saida, fazendo
com que o calculo da mé&xima referéncia admissivel seja feito
de forma analoga ao caso monovaridvel. Considerando-se
(83)come =0.5eparal = 0.9, w=0.01, v = 1.0x 1073
e o = v, obtém-se

E.=[ -1.7685 —0.7536 ],
p_ [ L7601 07441 35254 0.1792
T | 57322 —0.2351 1.9107 —0.9656

Tmazl = 1793.8 € Tyaze = 104.1962. Estes resultados sdo
ilustrados através da simulagdo da saida do sistema apresen-
tada na Figura 8. Pode-se observar os dois sinais de controle
oscilando entre os limites de saturagéo.

150

100

y(k)

50

0 50 100 150
Amostra

—
- = 0, ]

saueo(u(k))

i
100 150
Amostra

Figura 8: Planta Multivariavel - r =

. fa M 104.1962, 2(0) = 0,
£0)=0ed=10 0]”.

Considerando o sistema sujeito a perturbagdes, o pro-
blema de otimizag&o (33) foi resolvido considerando as di-
regdes z; = [1 0 0 0T eq = [(MaAM;' —
I,)E)T (M3By)T])T e ainda e = 1. Os resultados obti-
dos foram A = 09, w = 1.0 x 1072, v = 1.0 x 1073 e
o =1.0 x 1072 onde

E.=[0.6884 —0.3833 |,
g | 20758 07844 34481  0.1396
~ | —6.5536  —0.3930 2.0061 —0.6695 |’
0.3122  0.0187 —0.1161  0.0196
p_ | 00187 00065 0.0260 0.0009 | . 5
| —0.1161 0.0260 0.2530  —0.0080 ’
0.0196  0.0009 —0.0080  0.0021
3.1456  —1.6199 —1.5258
R=| —1.6199 3.2552 —1.6354 |.
| —1.5258 —1.6354 3.1611

A simulacéo da saida do sistema parar = 1, z(0) = 0 e
di = dy = 1.3509 (admissiveis para os elipsoides defini-
dos pelas matrizes P e R dadas) é apresentada na Figura 9,
onde nota-se que a mudanca de referéncia ndo chega a satu-
rar os sinais de controle, mas a perturbagdo faz com que a
safda us (k) fique saturada por quase todo tempo de acomo-
dacdo. Neste caso, as perturbagdes foram simultaneamente
aplicadas para & > 60.

6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia sistematica
para abordar o problema de seguimento de referéncias em
sistemas de tempo discreto sujeitos a saturacdo de controle.

A maior vantagem em relagdo as metodologias anteriores é
que as condigOes apresentadas sdo obtidas diretamente na
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Figura 9: Planta multivariavel - r = 1, z(0) = 0, £(0) = 0 e
d = [1.3509 1.3509]" aplicada em & > 60,

forma de LMIs, desde que certos pardametros sejam fixados.
Assim, diferentemente de (Tarbouriech, Queinnec and Pit-
tet, 2000) e (Cao et al., 2004), ndo € necessaria a aplicacdo de
esquemas iterativos envolvendo a matriz da funcéo de Lya-
punov e as matrizes de ganho a serem calculadas. Foi mos-
trado, através de exemplos, que a metodologia proposta se
aplica tanto para sistemas mono como para sistemas multiva-
ridveis. Para o caso monovariavel, estudou-se ainda a possi-
bilidade da existéncia de pontos de equilibrios que ndo garan-
tem erro de seguimento nulo em regime permanente dentro
do dominio de invariancia. Convém ressaltar que esta possi-
bilidade néo foi considerada em (Tarbouriech, Queinnec and
Pittet, 2000) e (Cao et al., 2004).

O fato de utilizar-se uma realimentacéo de estados para esta-
bilizar o sistema pode ser uma limitacdo em algumas aplica-
¢Oes préaticas, mas estabelece de maneira formal uma solugéo
para um problema complexo. A fim de superar este tipo de li-
mitacdo, tem-se como perspectiva a extensdo da metodologia
para considerar a sintese de observadores de estado, sendo
um ponto de partida o trabalho (Paim et al., 2004). Ainda
sob um ponto de vista pratico, a abordagem proposta, por ser
baseada em LMIs, permite a extensdo imediata dos resulta-
dos ao caso de sistemas apresentando incertezas politopicas
ou limitadas em norma.

A extensdo para referéncias variantes, conforme apresentado
em (Tarbouriech, Queinnec and Pittet, 2000), a extensdo do
estudo dos pontos de equilibrio indesejados no caso de plan-
tas com polos imaginarios sobre o circulo unitario e ainda,
a extensdo deste estudo para plantas multivariaveis estdo sob
investigacao.
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