MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

METODOLOGIA PARA A OBTENCAO DA SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE DE BOLTZMANN CONSIDERANDO ESPALHAMENTO
COMPTON SIMULADO POR KLEIN-NISHINA

por

Béarbara Denicol do Amaral Rodriguez

Tese para obtencao do Titulo de

Doutor em Engenharia

Porto Alegre, Agosto de 2007



METODOLOGIA PARA A OBTENCAO DA SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE DE BOLTZMANN CONSIDERANDO ESPALHAMENTO
COMPTON SIMULADO POR KLEIN-NISHINA

por

Barbara Denicol do Amaral Rodriguez

Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduacao em Engenharia
Mecanica, PROMEC, da Escola de Engenharia da Universidade Federal do Rio Grande do

Sul, como parte dos requisitos necessarios para a obtencao do Titulo de
Doutor em Engenharia

Area de Concentragao: Fenomenos de Transporte
Orientador: Prof. Dr. Marco Tullio Mena Barreto de Vilhena
Co-Orientadores: Prof. Dr. Volnei Borges

Prof. Dr. Carlos Malamut

Aprovada por:

Prof. Dr. Jorge Rodolfo Zabadal (PROMEC/UFRGS)

Prof*. Dra. Gabriela Hoff (Faculdade de Fisica/PUCRS)

Prof. Dr. Claudio de Oliveira Graga (Departamento de Fisica/UFSM)

Prof. Dr. Ricardo Barros (IPRJ/UERJ)

Prof. Dr. Flavio José Lorini

Coordenador do PROMEC

Porto Alegre, 22 de Junho de 2007



AGRADECIMENTOS

Quero agradecer a todos que, de alguma maneira, e a seu tempo, contribuiram para
a elaboracao da presente tese.

Agradego a minha mae Sonia e ao meu esposo Hugo, que sempre me apoiaram e
serviram de ponto de apoio nos momentos mais dificeis.

Ao meu orientador, Professor Marco Tulio de Vilhena, pela competente orientacao
e pelo encaminhamento as pessoas certas, no momento certo.

Ao meu co-orientador Professor Volnei Borges e a Professora Gabriela Hoff pelos
inestimaveis conselhos oferecidos, pela paciéncia demonstrada, sempre dispostos a auxiliar e
pelas sugestoes que foram decisivas para a finalizagao deste trabalho.

A todos os colegas do PROMEC.

Ao CNPQ pelo suporte financeiro e ao Programa de Pés-Graduagao em Engenharia
Mecanica da UFRGS (PROMEC) representado em seu corpo de funcionarios e docentes.

22 de Agosto de 2007

v



RESUMO
METODOLOGIA PARA A OBTENCAO DA SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANS-
PORTE DE BOLTZMANN CONSIDERANDO ESPALHAMENTO COMPTON SIMULADO
POR KLEIN-NISHINA

Nesse trabalho ¢ apresentada uma solucao analitica para a equacao de transporte
bidimensional em um dominio retangular considerando o espalhamento Compton, utilizando
o método LTSy e a aproximacao Py na variavel angular. Esse procedimento leva a uma
formulagao para a taxa de dose total devido a radiacao gama. Nessa derivacao, a energia
depositada pelo elétron livre é considerada. Para alcancarmos esse objetivo dois problemas
sao resolvidos: o primeiro para o transporte de fétons, assumindo como secao de choque
diferencial o nticleo de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo em
energia; e o segundo para o transporte de elétrons livres, considerando a secao de choque de
espalhamento diferencial de Rutherford. Simulacoes numéricas e validacoes com os resultados

obtidos pelo método de Monte Carlo sao apresentadas para ambos os problemas.



ABSTRACT
METHODOLOGY FOR OBTAINING ANALYTIC SOLUTION FOR THE BOLTZMANN
TRANSPORT EQUATION CONSIDERING COMPTON SCATTERING SIMULATED BY
KLEIN-NISHINA

In this work we present the analytical solution for the two-dimensional transport
equation in a rectangle considering Compton scattering, using the LTSy method and the
Px approach for the angular variable. This procedure leads to a formulation for the total
dosis due the gamma radiation. In this derivation, the energy deposited by the free electron
is taken into account. To reach this objective we solve two model problems: the first one
for the transport of photons, assuming the Klein-Nishina scattering kernel as the scattering
differential cross section as well as the multigroup model in the energy variable; and the
second one the transport of free electrons considering the screened Rutherford scattering
kernel. Numerical simulations and validations with Monte Carlo results are reported for

both problems.
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SAI+N-2-Q-Q): fungao generalizada Delta de Dirac.

a: constante dependente do meio.

O matriz dos coeficientes da decomposicao em fragoes parciais.

Aq: Laplaciano para a aproximacao de Fokker-Planck.

M constante do nucleo de espalhamento de Rutherford.

Al comprimento de onda do féton espalhado.

N: comprimento de onda do féton incidente.

A: constante de decaimento.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Logo depois de descobertos por Whilhelm C. Roentgen, os raios-X comecaram a ser
utilizados em diagndstico e terapéutica, tendo Emil A. Grubbe como um pioneiro, ainda em
1896. Nesse mesmo ano, Pierre e Marie Curie descobriram o Radium- 226. Nesta época, os
cirurgioes passaram a utilizar as radiagoes no tratamento de tumores malignos, acreditando
atuarem por agao caustica nos tecidos. A falta de conhecimentos técnicos e cientificos levou
ao aparecimento de inumeras e graves complicacoes levando as aplicacoes terapéuticas ao
descrédito.

Inicialmente as doses eram avaliadas pelas reacoes induzidas na pele e a unidade
correspondente foi denominada “dose eritema”. A dose administrada era avaliada segundo
a intensidade do eritema. A avaliagao era, no entanto, subjetiva e feita apds o tratamento.

Os progressos da fisica médica na década de 30 permitiram quantificar as doses de
radiacao e estabelecer uma relagao entre quantidade e efeito bioldgico. Em 1944, Strandqvist
publicou os resultados de observagoes clinicas que relacionavam o efeito das radiacoes sobre
os tecidos e da dose com o tempo de administragao e a distribuicao dessa no tempo.

O desenvolvimento da fisica e da engenharia nuclear proporcionaram um grande
avanco na producao de materiais radioativos obtidos artificialmente, propiciando novas fontes
(entre elas o Cobalto-60) com diferentes caracteristicas para uso em terapias. Esses avancos
na area da fisica, associados a uma melhor compreensao dos mecanismos bioquimicos da
interacao da radiacao com a matéria, trouxeram as bases tedricas para tratamentos que con-
centram grandes doses de radiagao em um determinado volume alvo, protegendo os tecidos
normais e lesando ao maximo os tumorais.

O desenvolvimento na engenharia de construcao de aceleradores de particulas, que

passaram a ser construidos em tamanhos apropriados para uso clinico com grande variedade
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de energias, representou um aumento significativo de opgoes de tratamento, cada vez melho-
res e mais otimizados.

As radiagoes ionizantes podem atravessar a matéria ou serem absorvidas por ela,
o que possibilita diversas aplicacoes. Mesmo em mintusculas quantidades, cuja deteccao
seja muito ardua pelos métodos quimicos, a radiacao emitida pode ser detectada. Pela
absorcao da energia das radiagoes, células ou microrganismos, podem ser destruidos. Essa
caracteristica, é muito util quando empregada para destruir células tumorais, reduzir ou
exterminar colonias de bactérias ou microorganismos nocivos.

Os radioisotopos sao utilizados na medicina nuclear tanto em diagnésticos como em
terapias. Hoje, uma das mais importantes aplicagoes das radiagoes ionizantes é a radiotera-
pia.

Radioterapia significa tratamento com radiacao em seu sentido mais amplo, na ver-
dade, aplica-se esse nome a uma especialidade médica, que se ocupa do tratamento de de-
terminadas doencas, fundamentalmente oncolégicas, por meio de radiagoes ionizantes. A ra-
dioterapia é um procedimento que compete em igualdade de condigoes com a quimioterapia,
a cirurgia e a imunologia no tratamento de tumores malignos. De fato, esses procedimentos,
em varios casos, se complementam.

As radiagoes ionizantes destroem as células tumorais, mas também podem destruir
as células sadias. A meta da radioterapia é levar a maxima dose de radiacao possivel a
células tumorais, com um minimo de dose aos tecidos saos que estao em volta. Isto requer
uma boa compreensao tedrica dos processos de interagao das radiagoes com a matéria viva,
da resposta dessa as radiacoes ionizantes e da distribuicao do fluxo de radiagao em diferentes
meios, o que nos leva a determinagao de parametros e grandezas fundamentais para as areas
de protecao radioldgica e terapéutica.

Uma das formas de obter-se o fluxo das radiagoes é através da equagao de transporte
de Boltzmann para particulas e fétons. A equacao de transporte de Boltzmann modela
matematicamente problemas de distribuicao de particulas em meios materiais, com origem
na teoria cinética dos gases [Lewis e Miller, 1984], [Bell e Glastone, 1985], e representa um
balanco de particulas num elemento de volume do espago de fase.

A equacao de transporte constitui-se numa ferramenta matematica fundamental

para o estudo quantitativo de varios fenomenos fisicos associados as radiacoes. Na area
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de protecao radiologica essa equacao ¢ aplicada, principalmente, no calculo e andlise de
blindagens e na dosimetria das radiacoes.

Decorrente da enorme aplicabilidade da teoria de transporte em diversas areas das
engenharias e da fisica, surge o interesse no desenvolvimento de técnicas computacionais efi-
cientes de solucao dessa equacao. Para modelagem de problemas de transporte de particulas
existem duas abordagens bem definidas. Os métodos de modelagem computacional proba-
bilistica (métodos de Monte Carlo) visam a estimar a solucao tratando diretamente o pro-
blema fisico. Nos ultimos anos, um grande ntimero de cédigos de Monte Carlo vem sendo
desenvolvido para calcular as interacoes da radiacao com a matéria. Entre eles, podemos
destacar o EGS4 (“Electron Gama Shower”, versao 4), que simula a interagao de particulas
com a matéria em um grande alcance de energia. Recentemente, uma atencao especial vem
sendo dada ao cédigo Geantd [Agostinelli et. al], [Allison et al]. Geantd é um cédigo de
simula¢ao Monte Carlo desenvolvido pela CERN (“European Organization for Nuclear Re-
serch”) com o objetivo de descrever a fisica de particulas. Na abordagem deteministica,
modelos matematicos aproximados sao usados para representarem a equacao de transporte,
uma vez que solugoes exatas para essa equacao s6 podem ser obtidas, para problemas es-
pecificos, por exemplo, pelo método de Case [Case, 1960], [Case e Zweifel, 1967] e pela
técnica de “Wiener-Hopf”. Dentre os métodos de calculos deterministicos destacam-se os
métodos baseados nas aproximagoes Py (expansao em harmonicos esféricos) e Sy (método
das ordenadas discretas). Na formulagao Py, os fluxos angulares sao expandidos em termos
das fungoes de Legendre nas variaveis angulares, e substituidos na equacao de transporte,
resultando um sistema de equacoes que é resolvido para os coeficientes da expansao. Na
formulacao Sy, assume-se que as particulas sofrem espalhamento segundo um ntmero finito
de diregoes.

Dentre os métodos numéricos de discretizagao espacial das equagoes Sy em geome-
tria multidimensional cartesiana, destacam-se os métodos espectro-nodais SGF-CN [Barros
e Larsen, 1992] e SGF-ExpN [Barros e Larsen, 1991], [Mello, 2000], [Barros e Mello, 2002]
que possibilitam a obtencao de resultados precisos sem que se faga necessaria a utilizacao de
malhas finas na discretizagao espacial do dominio. O método SGF-CN considera os fluxos
angulares constantes ao longo dos contornos dos nodos espaciais, enquanto que no método

SGF-ExpN sao utilizadas fungoes exponenciais para aproximar os fluxos angulares ao longo



dos contornos dos nodos espaciais.

Na ultima década, surgiu na literatura, o método LTSy que resolve, analiticamente,
a equagao de ordenadas discretas (Sy) em uma placa plana pela técnica da transformada
de Laplace. A idéia principal desse método compreende dois passos: a aplicacao da técnica
da transformada de Laplace na variavel espacial do conjunto de equacgoes Sy, solucao da
equacao algébrica resultante do processo da diagonalizacao da matriz, e a inversao dos fluxos
angulares transformados pelo uso da teoria da transformada de Laplace. Aqui, solucao
analitica significa que nenhuma aproximagao é feita ao longo do processo de derivacao da
solucao. Antes disso, a transformada de Laplace vinha sendo aplicada, na solugao da equacao
de transporte, na variavel tempo [Kuscer e Zweifel, 1965], [Ito, 1972]. Desde entao, essa
metodologia vem sendo aplicada a varios problemas de transferéncia radiativa e de transporte
de particulas, entre eles podemos citar: [Vilhena e Barichello, 1991], [Barichello and Vilhena,
1993, [Vilhena e Barichello, 1995], [Vilhena e Segatto, 1996], [Brancher et al, 1999], [Vilhena
e Barichello, 1999], [Batistela et al, 1997], [Borges e Derivi, 2001], [Rodriguez et al, 2006,
[Velho et al., 2003], [Vasques et al., 2003], [Larsen et al., 2005].

A partir da abordagem do método LTSy derivou-se um método genérico [Cardona,
1996] [Vilhena et al, 1998], onde prevalece o carater analitico da solugao para as aproximagoes
que transformam a equacao de transporte num conjunto de equagoes diferenciais ordinarias.
Essas versoes sao conhecidas como LTPy [Vilhena e Streck, 1992 [Streck, 1993], LTWy
[Cardona e Vilhena, 1993] [Cardona e Vilhena, 1994a], LTChy [Cardona e Vilhena, 1994b]
[Cardona, 1996], LTAy [Cardona e Vilhena, 1995] [Cardona e Vilhena, 1997] e LTLDy
[Barros et. al, 1996].

Por outro lado, recentemente uma atencao especial vem sendo dada a aplicagao
do método LTSy na solucao das equagoes Sy nodais multidimensionais. De fato, diversos
trabalhos sobre esse assunto estao disponiveis na literatura. Entre eles podemos citar os
trabalhos de Zabadal [Zabadal et al, 1995] [Zabadal et al, 1997], Pazos [Pazos et al, 2003]
e Hauser [Hauser, 2002]. Cumpre ressaltar que os trabalhos citados consideram um grupo
de energia e espalhamento isotrépico. Em nosso conhecimento, essa metodologia ainda nao
foi aplicada na solucao da equacao de transporte assumindo o kernel de espalhamento de
Klein-Nishina e modelo multigupo. Portanto, neste trabalho, com o objetivo de aumen-

tar a abrangéncia do método, é apresentada uma nova aplicacao do método LTSy nodal:
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considerando o espalhamento Compton, simulado pela secao de choque de espalhamento di-
ferencial de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo, resolvemos a equacao de transporte
de fétons em um retangulo. A principal idéia esta na solugao das duas equagbes Sy unidi-
mensionais, resultantes das integragoes transversas das equacoes Sy no retangulo, pelo bem
conhecido método LTSy [Rodriguez et al, 2006]. Uma vez aproximados por exponenciais, 0s
termos de fuga transversal, que surgem nas equacoes Sy integradas transversalmente, nos é
possivel determinar uma solugao analitica para a equacao de transporte de fétons.

Os fétons ao interagirem com o meio material depositam a energia na forma, prin-
cipalmente, dos efeitos fotoelétrico e espalhamento Compton. No efeito Compton, além da
radiacao espalhada, de menor energia, o elétron emerge com energia cinética que depende do
angulo de espalhamento. A energia depositada por esses elétrons devem ser consideradas no
calculo de dose, e, no presente trabalho, essa consideragao sera feita mediante o tratamento
devido a secao de choque de espalhamento diferencial de Rutherford. Sendo assim, dentro da
area de radioterapia e protecao radiolégica, neste trabalho, propomos uma formulagao de um
método analitico para a solucao da equacao de transporte bidimensional em um retangulo,
considerando o espalhamento Compton, e a obtencao de uma expressao para o calculo de
dose total devido a radiacao gama. Para tal, dois problemas sao resolvidos: o primeiro, para
o transporte de fétons, considerando o nticleo de espalhamento de Klein-Nishina bem como
modelo multigrupo em energia. E o segundo, para o transporte de elétrons livres, assumindo
a secao de choque de espalhamento diferencial de Rutherford. Os problemas sao acoplados
pela energia.

Visando a cumprir o objetivo proposto, o contetdo desse trabalho estd organizado
em sete capitulos. O capitulo 2, tem o carater de informar os procedimentos necessarios
a obtencao da solucao, pelo conhecido método LTSy, da equacao de transporte de fétons
em uma placa plana, considerando o nicleo de espalhamento de Klein-Nishina e modelo
multigrupo em energia. Simulagbes numéricas para o problema de transporte de fétons
em uma dimensao e comparacoes com resultados disponiveis na literatura sao apresentadas
no capitulo 3. No capitulo 4 apresentamos a equacao de transporte para fétons em um
retangulo, assumindo modelo multigrupo e secao de choque de espalhamento diferencial de
Klein-Nishina, bem como sua solugao pelo método LTSy nodal bidimensional. No capitulo

5, desenvolvemos uma solucao para a equacgao de transporte de elétrons em duas dimensoes,
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bem como a definicao de algumas quantidades e procedimentos que permitem determinar a
quantidade de energia depositada pelos elétrons. Simulacoes numéricas e comparagoes com
os resultados obtidos pela técnica de Monte Carlo sao apresentadas no capitulo 6, compro-
vando a eficiéncia desejada, para a validacao da metodologia desenvolvida. E finalmente, no
capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes do presente trabalho e as sugestoes para trabalhos
futuros. O Apéndice I contém uma deducao da equacao de transporte para fétons e radiacao
gama. No Apéndice II é apresentada uma introducao a questao do cancér juntamente com
alguns termos relacionados com a radioterapia. No Apéndice III sao introduzidos alguns
fundamentos da interacao de fétons e elétrons com a matéria. Aproximacoes utilizadas para
resolver a equacao de transporte para particulas carregadas e tabelas com os dados utilizados

compoem, respectivamente, os Apéndices IV e V deste trabalho.



CAPITULO 2

A EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN PARA FOTONS E
RADIACAO GAMA

2.1 Uma Revisao da Solucao LTSy para a Equacao de Transporte de Fétons

Consideremos a equacao de transporte dependente da energia, escrita em termos do
comprimento de onda do féton, A, independente do tempo, sem fonte externa [Lunelli, 2002],

[Sauer, 1997], [Trindade, 1997], dada por,

A
pgele ) + @A) =[x [ @ T X e a -1, @
0 7y

com intensidade de fluxo angular I(z, A, 1) conhecida nas fronteiras. Aqui, y; () representa
o coeficiente de atenuacao linear e o niucleo de espalhamento é aproximado por uma série

finita em termos de polinomios de Legendre,

L
) = — 2041
o (N0 = 0) = 30 =V ) P, (2.2)

™
=0

onde pg = Q-0 6 0 cosseno do angulo de espalhamento.

Reescrevendo a equagao (2.1), temos,

2[ + 1
ar(N', M) Pi(po) x

0 /
w1 A ) + (N, A ) = /dA/M

1=0
xI(z, N, 1/)dQY . (2.3)

Usamos, entao, o teorema da adicao dos polinomios de Legendre,



Pi(po) = Py(p) (1) + termos contendo cosm(yp — ¢') (2.4)

P
desconsidera-se, pois ¢ é muito pequeno(simetria azimutal)

obtendo, no lado direito da equagao (2.3),

SERE _
/ d/\’/ H 1N ) Bulpio) (e, N, 1) 60 =
47Tl 0

/ o [ 22”101 NN P (i), N g (25)

=0

Substituindo o resultado encontrado em (2.5), na equagao (2.3), a equagao para a

intensidade de fluxo angular resulta em

0 Iz, 2, Q) + w(N (2,0, Q) =

=
Ox
/ o [ S0 2L ) B X (26)

=0

O nitcleo de espalhamento contido na equagao (2.1) pode ser escrito como,

o(N,Q— Q)= %k(/\’ - A0 - Q), (2.7)

onde k(N — )\ Q — ﬁl) representa a secao de choque de espalhamento de Klein-Nishina

para o espalhamento Compton e é dada pela seguinte expressao:

3 NAZp N
160 A OT(X)Q %
[)\ N

<[5 +5 —200-X)+ (A= XP|o(1+X =2 -0-Q), (2.8)

KN — A0 - Q)=

onde N4 representa o nimero de Avogadro (6.02 x 10%*/mol), Z, o ntiimero atomico, A, a
massa atomica, p, a densidade do meio, §(1 + X — X\ — € - ﬁl), a funcao generalizada Delta

de Dirac e o7, a secao de choque de Thomson, escrita como,



or = %ﬂg = 6.65245 x 10~ % cm?, (2.9)

e a uma constante dependente do meio determinada por,

NAZp
o =

oo (2.10)

Desta forma, o nicleo de espalhamento em (2.3) é tal que,

3 N/N A
/ AN A T qin2 I
a(N,\) = 29 ()\ +; —sin «9)]31(1 + X =), (2.11)
ou ainda,
a (N, A) = ak(N, NP1+ N — N, (2.12)
onde

3N N / / 2 / /
SANA LA LN =N+ (V= A N <A< XN +2
N, ) = 8ALY A ( )+ N ) (2.13)

0 c.c.

Finalmente, substituindo a equagao (2.12) na equagdo (2.3) obtemos,

0
oL@, A 1) + m(A (2, A, )
L o 41 [rot2 1
=D 5 ak(XN, ) P(1+ X — A)Pz(u)/ B (z, X, ' )dp'dN'. (2.14)
1=0 Ao -1

Neste trabalho, é mais conveniente usar, ao invés de considerar energia variavel, o

comprimento de onda do féton em unidades de Compton,
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0,511
A= = 2.15
0 EO[MGV]J ( )

onde Ej é a energia do féton incidente no meio dada em MeV. O aumento no comprimento

de onda associado com o espalhamento Compton é dado pela equacao,

A—N = (1-cosh). (2.16)

O valor maximo do comprimento de onda é 2 unidades de Compton, e ocorre quando
o féton sofre um desvio de 180°. A integral em A, na equagao (2.14), é calculada desde o
limite maximo de energia para o féton, A\, até o limite minimo de energia, \g + 2.

Neste ponto, propomos a aproximacao do termo integral em A, que aparece na
equagao (2.14), resultando em solugoes para cada valor de energia. Assim sendo, apresenta-
mos a seguir, a quadratura de Gauss e a regra de Simpson para o tratamento da integral em

questao.

2.1.1 Calculo da Integral em )\ pela Quadratura de Gauss

Numa abordagem diferenciada, aproximamos o termo integral em A, contido na
equagao (2.14), por Quadratura de Gauss. A férmula de integracao de Gauss-Legendre é

dada por,

/_1 F(z)dx = ZwZF(x,), (2.17)

onde as abscissas x; sdo as raizes do polinomio de Legendre P, (), de grau n, no intervalo

[—1,1] e os pesos sao obtidos por,

—2
- i=1,2,..n. 2.18
T DB @) @) g (2.18)

Assim, fazendo a seguinte mudanca de varidvel,
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A=A—Ag—1, (2.19)

e, conseqiientemente, d\, = d\, de forma que a integral contida na equagao (2.14) pode ser

aproximada por,

1

Ao+2
/A ok (N, NP1+ N — N Pi(p) /IPZ( NI (e, N, p)dpldN =

1
- / k(N AP+ N, — A)Pi(w) / P, ho, )i . (2.20)

1 -1

e, de acordo com a férmula (2.17), temos,

1

1
[ aRALAIR X = AP [ R 0N,
—1 -1

1

=Y @k AR A = ARG [ RGO A i) (221)

-1

ou,

1

Ao+2
/ ak(N, NP1+ X — N Pi(p) / P()] (2, M, p)dpdN =

Ao -1
1

M
=3 kP14 Ay — A Pi() / P Lz, g Yon i, (2.22)

r=1 -1
onde os indices r e j correspondem respectivamente, a energia do féton antes e depois do
espalhamento, A\, = A — Ay — 1, s@o as rafzes da quadratura de Gauss, k(A\.r, \yj) = k,j €

I(@, Ay p!) = L, '),

Desta forma, a equacao (2.14) pode ser escrita como,

L

) p) N 1
g o)+ L) = 3255 5 a1 A= APl | RGO e

(2.23)

A integral restante na equacao (2.23) pode ser entao aproximada novamente por
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quadratura de Gauss (2.17), ou seja,

/ RO o — 3 BT o . (2.24)

1 =1

Reescrevendo a equagao (2.23), utilizando o resultado obtido em (2.24), temos a

aproximacao em ordenadas discretas,

d A-20+1 < al
pn 1 (2, pn) 5 15 (2, o) = 3 > — > aky P14 A —A) Pi(tn) Z Pi(pi) I (2, ps)wiwr,
=0 r=1 i=1 (225)
ou ainda,
d Loyl E al
Mn%[jn(x) + ,U/lj[jn(x Z 9 Z aijPl *r - )\*])PI(Hn) Z Pl(,uz>lr(x7 ui)wiwra
=0 r=1 i=1 (226)

onde w, sao os pesos da quadratura de Gauss para a energia e w; sao os pesos da quadratura
usada na variavel angular.
2.1.2 Calculo da Integral em )\ pela Regra de Simpson

Usando a férmula da regra de Simpson dada por [Atkinson, 1988],

[row =S|t e+t X ez X fw)) o

j=1,j fmpar j=2,j par

onde n € Z é um numero (par) de subintervalos,

(2.27a)
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T, =a+rArTeE (2.27Db)

para aproximar a integral em A, contida na equagao (2.14) podemos escrever,

1

Ao+2
| kW NP N =R [ RGO X =

Ao —1
A m+1 1
=5 cak NP+ A = VARG [ PG )i, (2.28)

=1 -1

onde m é o nimero (par) de subintervalos do intervalo (Mg, A\g + 2), sendo M = m + 1 o

numero de grupos de energias considerado; além disso,

2
A== (2.28a)
m
C1 = Cm+1, (228b)

4  ser for par
Cr = (2.28c¢)
2 se r for impar

A =X +TAr € Z. (2.28d)

Assim para cada um dos valores discretos de energia, usando a notacao simplificada
kA, Aj) = kpje I(z, A\, i) = I.(x, 1) e substituindo em (2.14) o resultado obtido em (2.28),

temos,
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L M 1
o i)+ (o) = 3 30 P S kg BL A= M)P) [ PG

- " (2.29)
com j = 1,...,M (M = m + 1, m nimero par de subintervalos do intervalo (Ag, Ao + 2)).
Segundo o tratamento proposto a varidvel A, o sistema resultante depende agora das variaveis

x e p. Aproximamos, entdo, o termo integral na equacao (2.29), por quadratura de Gauss.

Assim, escrevemos

d Ag20+1 & al
pon 13 (@, ) L (2, pn) = g;T;Crakrjf)l(l‘i‘)\r_)\j)Pl(Mn)izlpl(ﬂi)jr(xaﬂi)wia
(2.30)
ou,
d A2l +1 al
= Tin () + i () = 5 Y —— Zcrakzmpl(l“ = N)Pi(pn) Y Pulsi) (),
- . (2.31)

onde w; sao os pesos da quadratura de Gauss.

2.1.3 Aplicagao do Método LTSy

As equagoes (2.26) e (2.31) sao as aproximagoes Sy para a equagao (2.14), com o
caculo da integral em )\, respectivamente, pela quadratura de Gauss e pela regra de Simpson.
Nesse momento, aplicamos, entdao, o método LTSy para a solucao do sistema resultante.
Assim sendo, a transformada de Laplace, na variavel z aplicada & equagao (2.26), resulta no

sistema de equacoes algébricas representado por,

L M N
STjn(s)+ Z:] _i > 2l ; L > aky P14 A —Ag) Pi(ptn) Y Ppi)wiwn Ii(s) = 1 (0),
1=0 r=1 i=1 (2.5
comj=1,2...Men=1,2 .. N.
De forma anéloga, aplicamos a transformada de Laplace, na varidvel z, na equagao

(2.31) e obtemos o sistema de equagdes algébricas dado por,
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<

N

- A 2041 -
STjn(s)+ Z“z = > Z erakn P(1H N =) Pi(1tn) Y Pi(pi)wil i(s) = 1in(0),
n " =0 r=1 i=1
(2.33)

comj=12,... Men=12,....,N.

Devido a caracteristica do nicleo de espalhamento, k;; = 0 se ¢ > j, conforme (2.13),
as equagoes (2.32) e (2.33) representam um conjunto de M sistemas de ordem N, cujas
solugoes representam a intensidade de fluxo angular para cada um dos M valores de energias
considerados, calculados nas N diregoes discretas. Os sistemas podem ser representados

matricialmente por,

Aj(8)Ljn(8) = Ljn(0) + Zj1(s), (2.34)

onde I;,(s) é o vetor de N componentes do fluxo angular transformado pela técnica de
Laplace e I;,(0) é o vetor de N componentes do fluxo angular em = = 0. Eles sdo escritos

CO1mo:

Ijn(s):[fﬂ(s) Iio(s) ... IjN(s)}T, (2.35)

1) = [13(0) 1(0) . Tw(0)] - (236)

Por outro lado, os elementos da matriz A;(s), (/N x N) para cada valor de energia,

J, tém, para o sistema dado por (2.32), a forma,

L
s+ Bu u—lp Zl:() ﬂ_;leijl(Mp)Pl(Mp)ijq Sep =4

Hp

S0 (2.37)
o 2oito 5ok Pi(pp) P )wiwg sep # q

Apg =
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Z;1(s) = Z Hil(s). (2.38)

O vetor Z;_1(s) representa o termo de espalhamento transformado, para a energia j — 1,
sendo nulo para o primeiro valor de grupo de energia. As componentes da matriz constante

H,; sao dadas por,

Ml_p Zleo 2lzilnkijpl(l + A ) B (pp) P(pp)wjwg — sep = q

- A
Ul o (2.39)
T 21:0 T+nkijpl(1 + Aei — )‘*j)Pl<Np)Pl(/v‘q)ijq sep # q.

Py =

Considerando que para a secao de choque de espalhamento de Klein-Nishina o com-
primento de onda varia de A\g & A\g + 2 (Mg é o comprimento de onda da radiagao incidente
na placa), discretizamos, sem perda de generalidade, esse intervalo em M subintervalos,
quer dizer M grupos, sendo que o primeiro grupo (grupo 1) corresponde ao subintervalo
com o menor comprimento de onda e maior energia e o grupo M, ao subintervalo de maior
comprimento de onda e menor energia. Resolvemos recursivamente a equagao (2.34), com j

variando de 1 a M, devido ao retro-espalhamento e obtemos o seguinte resultado:

Lin(s) = [A;(s)] 7 1n(0) + [A;(s)] 7' Zj1(s). (2.40)

A transformada inversa de Laplace, aplicada & equagao (2.40) nos fornece a intensi-

dade do fluxo angular, em funcao de z, para a energia j, na diregao n, isto é,

Ljn(w) = & H[A; ()] L (0)} + £7H{[As(5)] " Z-a(5)}- (2.41)

. [ —1 . . .
Uma vez obtida a matriz inversa [A4;(s)]” ", a transformada inversa do primeiro termo
do segundo membro da equacao (2.41), pode ser obtida através da técnica de expansao de
Heaviside e para o segundo termo, usamos a propriedade da convolucao ou também a técnica

de expansao de Heaviside. Portanto, a intensidade do fluxo angular de energia sera dada por
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Lin(x) =) Bee™ L (0) + Zj_y (z) » A7 (s)}, (2.42)
k=1

onde I;,(z) é definido como

Lin(x) = |y (x) Ip(z) .. I (x)]T, (2.42a)

sendo que [;,(z) representa a intensidade de fluxo angular com direc@o p, e grupo j, G, a
matriz (N x N) para cada grupo de energia j dos coeficientes da decomposi¢ao em fragoes

parciais da matriz A;,(s), é representada por

_ Adj(A(s))

O ldetAy,(s)]

: (2.42D)

S=sp

onde sy, sao as raizes do polinémio caracteristico da matriz A;,(s) e o termo de espalhamento

¢é escrito como

Zj_1<l') = Hilj—l,n(x> (243)

com H; de elementos dados por (2.39).

Uma dificuldade relacionada a soluc¢ao proposta para o método LTSy em (2.42) diz
respeito ao incoveniente da mesma gerar erros de “overflow”, originados na avaliacao de
exponenciais com argumentos s positivos, no caso de buscar-se a solucao para problemas
de transporte envolvendo grandes espessuras. Tal situacao era contornada discretizando-se
o dominio e utilizando-se condicoes de continuidade nas interfaces. Hoje, pode ser superada

efetuando-se uma mudanca de base e apresentando-se a solucao LTSy como sendo,

() = (Z Bre k) 15 @esw) I,0) + Z; 1 (2) « €A ()}, (2.44)

k=1g, >0 k=1g,<0

onde I7,(0) = C(a)l;,(0) é o vetor de N componentes, para cada grupo de energia j, que



18

representa as intensidades de fluxos angulares na nova base em z = 0, representado por,

T
1,0) = |1,(0) I(0) . Ly()] (2.44)
sendo I7,(0) a componente da intensidade do fluxo angular modificado na diregao y,, e grupo

jemz =0e C(a)éamatriz (N x N) para cada grupo de energia j escrita como

C(a)z(z Bre ™+ m) . (2.44b)

k:15k>0 k:18k<0

Determinamos a nova constante arbitraria 1*;,(0) pela aplicagao das condi¢oes de contorno.

A equagao (2.33) representa um conjunto de M sistemas de equagoes lineares algébri-
cas, de ordem N, com as mesmas caracteristicas das apresentadas pela equagao (2.32), onde
a integral em A foi aproximada pela quadratura de Gauss. Assim, considerando a equacao
(2.40) como a representagao matricial da equagao (2.33), podemos, entao, obter os elementos

da matriz A;(s), para cada valor de energia j. Eles sdo definidos, para o sistema (2.33), por,

st AN 2tejak; Pi(pp) Pi(pp)wq sep=q

Apg = ”PA 3”PL - (2.45)
T > ito ik Pi(py) Pul(ptg)wy sep#q
e os elementos da matriz constante H;, escritos como:
A L
By = 3up > ito ﬂTJrlCiakijPl(l + i = X)) Pi(pp) Pi(pp)wg  se p=gq (2.46)

ﬁ ZZL:O Qgiciakijpl(l + i = X)) Pipp) Pi(pg)wy  se p # q.

A transformada de Laplace é entao aplicada, e a solugao é obtida seguindo o formalismo
apresentado para a equagao (2.32), uma vez que ambas aproximagdes nao resultam em
matrizes significativamente diferentes.

A generalizagao da solugao LTSy para uma placa heterogénea assumindo a sec¢ao de
choque de espalhamento diferencial de Klein-Nishina e modelo multigrupo ¢ feita de maneira
direta. De fato, aplicamos solucao LTSy para cada sub-camada e calculamos as constantes

de integracao aplicando-se as condicoes de contorno e de interface. Esse procedimento leva
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ao seguinte resultado para uma placa arbitraria no dominio demonstrado na Figura (2.1):

jn Jn
e S e ES W ) AT

k 77 (o)« LA ()] (2.47)

onde 0<x<zxp—2p_1,r=1:Re
@) = @) o Iyl o L) .. J;N(x)r, (2.48)
1,00 = [I4(0) . Iy(0) . I4(0) . I]’?N(s)r. (2.49)

Aqui I7,(z) é o fluxo angular para uma placa genérica r.

I I I I
Flaca 1 | Flaca 2 | Flaca t | | Flaca R
| | | |

Hp 1 H N Er1 Hr N Epl ER

Figura 2.1 — Geometria unidimensional heterogénea



CAPITULO 3

RESULTADOS NUMERICOS PARA O PROBLEMA DE TRANSPORTE DE
FOTONS EM GEOMETRIA UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo, apresentamos os resultados numéricos gerados pelo emprego do co-
nhecido método LTSy, apresentado no capitulo 2, na solucao da equacao de transporte de
fotons em um dominio unidimensional homogéneo. Os resultados obtidos sao comparados

com referéncias da literatura.

3.1 Uma Aplicagao ao Calculo do Fator de Build-up de Exposicao

Para ilustrarmos a eficiéncia do emprego do método LTSy na geracao de resultados
benchmark para problemas de transporte em uma placa plana, considerando o ntcleo de
espalhamento de Klein-Nishina e modelo multigrupo, mostramos, em seqiiéncia, simulacoes
numéricas para o fator build-up de exposicao.

Consideramos uma placa plana heterogénea tendo sua primeira camada uma es-
pessura fixa de lmfp (“mean free path”), bem como um fluxo incidente em z = 0 com
intensidade igual a 1 (um) para o primeiro grupo de energia e 0 (zero) para os demais. Para
tal, de acordo com a definigdo proposta por Fitzgerald [Fitzgerald et al, 1967], calculamos o

fator de build-up de exposicao como:

. ar AZ
T ) o )

Be(x) = B ) (3.1)
#ZTE)\())()O(:Ea )\0)
Aqui o sub-indice 0 indica o fluxo incidente, %()‘i) é o coeficiente de atenuacao do ar para
;"()\()) ,

o comprimento de onda \;, & ,— €o coeficiente de atenuacao do ar para o fluxo incidente

(para o comprimento de onda ), ¢(z, A;) é o fluxo escalar para o comprimento de onda ;
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e o(x, \g) é o fluxo escalar incidente.

Os resultados numéricos apresentados foram obtidos assumindo-se cinco grupos de
energia e um feixe de fétons com energia incidente de 1 MeV. Aqui, vale lembrar que os dados
para os coeficientes de atenuagao [Hirayama, 1995] foram os mesmo usados por Hirayama e
Shin [Hirayama e Shin, 1998]. No que segue, apresentamos os resultados numéricos para os
seguintes problemas:

Problema 1: Vamos considerar uma placa plana heterogénea com duas regioes constituidas
por dgua (u;/p = 0.0707 cm?/g, mfp = 1.0) e chumbo (;;/p = 0.06848 cm? /g, mfp = 4.0,

5.0, 10.0, 20.0, 30.0 e 40.0) e condi¢oes de vacuo nas demais fronteiras.

Agua 1.0 mfp + Chumbo
mfp | LTS EGS4
4.0 2.30 2.31
5.0 2.07 2.08
10.0 | 3.57 3.59
20.0 | 5.29 5.31
30.0 | 6.77 6.79
40.0 8.26 8.27

Tabela 3.1 — Simulagao numérica para o fator build-up de exposicao

num meio heterogéneo formado por Agua 1.0 mfp +

Chumbo

Na Tabela 3.1 apresentamos a simulagao numérica do método LTSy para o fator de
build-up de exposicao e comparacoes com os resultados obtidos por Hirayama e Shin pelo
método EGS4 [Hirayama e Shin, 1998].

O método EGS4 (“Electron Gama Shower”, version 4), utiliza a técnica de Monte
Carlo e descreve as interagaoes de particulas (f6tons, elétrons e/ou pdsitrons) com a matéria
em uma grande escala de energia, desde poucos keV até varias centenas de GeV. Esse cédigo
simula o transporte de radiacao em formas geométricas arbitrarias e permite a inclusao
de praticamente todos os materiais. As simulagoes utilizam interagoes eletromagnéticas de

baixa energia: bremsstrahlung e ionizacao para elétrons, e efeito Rayleigh, espalhamento



N 4 mfp 10 mfp

2 | 2.29043291 | 3.56575823
4 | 2.29124721 | 3.56773931
6 | 2.29593785 | 3.56981458
8 | 2.29921456 | 3.57019857
12 | 2.30013541 | 3.57022344
14 | 2.30014775 | 3.57022455
16 | 2.30014786 | 3.57022457
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Tabela 3.2 — Convergéncia numérica do método LTSy

Compton (se¢ao de choque de Klein-Nishina aplicada a elétrons livres) e efeito fotoelétrico
para fétons.

Analisando os resultados apresentados na Tabela 3.1 e considerando que aqueles
obtidos pelo método EGS4 sao gerados para modelos de um grupo de energia, podemos afir-
mar que eles apresentam uma boa concordancia. Para enfatizarmos a provada convergéncia
do método LTSy [Pazos and Vilhena, 2000], na Tabela 3.2 apresentamos a convergéncia
numeérica dos resultados obtidos pelo método LTSy para N crescente. De fato, observando
os resultados obtidos para N = 14 e N = 16 percebemos a concordancia em 6 digitos signi-
ficativos. Isto significa, lembrando que nenhuma aproximacao ¢é feita ao longo da derivacao
da solugao, exceto para o erro de arredondamento, que B.(z) = 2.30 e B.(z) = 3.57 sao os
resultados exatos para o problema 1 e, conseqiientemente, resultados benchmark para este

problema. Esta afirmativa estda fundamentada na ja provada convergéncia do método LTSy

[Pazos and Vilhena, 2000].

Problema 2: Para conferirmos a influéncia do coeficiente de atenuacao na solucao do fator
de build-up de exposicao, vamos considerar uma placa plana de duas regioes composta por
dgua (u;/p = 0.0707 cm? /g, mfp = 1.0) e ferro (p;/p = 0.0596 cm?/g, mfp = 4.0, 5.0, 10.0,
20.0, 30.0 e 40.0) e sujeita as condigoes de vicuo nas demais fronteiras.

Pela analise dos resultados obtidos para os problemas 1 e 2, podemos observar uma

boa concordancia entre aqueles encontrados pelo LTS;¢ € os obtidos pelo método EGS4. A
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Agua 1.0 mfp + Ferro
mfp | LTSy EGS4
4.0 4.99 5.01
5.0 6.21 6.23
10.0 13.9 13.9
20.0 36.3 36.3
30.0 67.6 67.5
40.0 101. 101.

Tabela 3.3 — Simulacao numérica para o fator build-up de exposicao
num meio heterogéneo formado por Agua 1.0 mfp +

Ferro

precisao encontrada para os resultados no problema 1, uma vez empregado o método LTS,
nos permite afirmar, baseados nos mesmos argumentos, que os resultados encontrados para
o fator de build-up de exposicao para o problema 2 sao também resultados benchmark.
Nas simulagoes numéricas implementadas nao foram utilizados, na primeira sub-
camada, elementos como o chumbo, de alta densidade e alto niimero atomico (Z). Na presenca
de materiais com essas caracteristicas ha a producao de outros efeitos que predominam sobre
o espalhamento Compton, aqui modelado por Klein-Nishina e que devem ser inseridos na
formulacao para a obtencao de bons resultados. Isso pode ser observado na figura ??.
Devemos mencionar também que os calculos utilizando-se o método LTSy foram
realizados em um microcomputador AMD Athlon 1700 (1.4 GHz). Além disso, o tempo
computacional maximo observado para gerar todos os resultados em cada tabela foi de

aproximadamente 90 segundos.



CAPITULO 4

SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN EM
DUAS DIMENSOES PARA FOTONS E RADIACAO GAMA

4.1 O Método LTSy Nodal Bidimensional

Podemos facilmente estender a equagao de transporte de fotons em uma dimensao,
com o nucleo de Klein-Nishina, para problemas em duas dimensoes.

Uma vez obtida a equacao de transporte em duas dimensoes para o transporte de
fotons, podemos resolvé-la aplicando o método LTSy nodal bidimensional. A principal idéia
do método esta na solucao das duas equagoes Sy unidimensionais, resultantes da integracao
transversa das equacoes Sy no retangulo, pelo bem conhecido método LTSy. Uma vez
aproximados por exponenciais os termos de fuga transversal, que surgem nas equagoes Sy
integradas transversalmente, nos é possivel determinar uma solucao analitica para a equagao
de transporte de fétons em um dominio retangular.

Para isso, assumindo o kernel de espalhamento de Klein-Nishina, consideremos o
problema Sy nodal bidimensional, modelo multigrupo em energia, sem fonte externa, dado

por [Rodriguez et al, 2007],

0 0
Nn%ljn<x7y) + nna_yfjn<$a y) + il (2, y) =

AZar1E N
=30 Ty D kg P+ A = ) Pilin) D Pulpui) i, y)e, (4.1)
=0 r=1 =1

em um dominio retangular 0 < x < a e 0 < y < b, um fluxo incidente em z = 0 e para
qualquer y com intensidade igual a 1 (um) para o primeiro grupo de energia e sujeito a

condigoes de véacuo nas demais fronteiras. Aqui n = 1 : N (ntimeros inteiros de 1 até
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N, inclusive), N = N (N2—+2), N ¢é a ordem da quadratura angular, N é a cardinalidade do

conjunto de ordenadas discretas (nimero de diregoes discretas), j = 1 : M, com M o ntimero
de grupos de energia, 1y, é o coeficiente de atenuagao, I;,(z, y) denota a intensidade do fluxo
angular de particulas na dire¢ao discreta Q, = (n,n,) para o grupo de energia j, w, é o
respectivo peso na quadratura angular de simetria de nivel [Lewis e Miller, 1984].

Para construirmos a solu¢cao LTSy nodal para o problema (4.1), integramos essa
equacao com respeito a x entre os limites 0 e a. Dividimos por a, o que resulta a equacao

nodal unidimensional na variavel y

d fhn
Mg T 8) + 72 [T, ) = L0,9) | i Ty ) =
Ag20+1E N
= 32 T Do etk Pl A = A)Pia) Y Pipi) iy (9)s (4.2)
=0 r=1 i=1

onde, para n =1: N, I;,(a,y) e 1;,(0,y) sdo as intensidades de fluxos angulares incidentes
e emergentes dos contornos e a intensidade de fluxo angular médio ao longo do lado x de

comprimento a na diregao discreta €2, = (fi,,7,) é definida como,

a

) = ¢ [ Tl 0)d, (43)

Analogamente, integrando a equacao (4.1) com respeito a y entre os limites 0 e b, e

dividindo por b, resulta a equagao nodal unidimensional na variavel x dada por

d Mn
Mn%]jmc(x) + ? |:Ijn(x7 ) - ]jn<x7 b)] +Mlj]jnx(x) =
A2+1¢ N
=30 T D G0k Pl A = X)) Pilja) Y Pilpi) L (), (4.4)
=0 r=1 =1

onde, para n =1: N, I;,(z,b) e I;,(z,0) sdo as intensidades de fluxos angulares incidentes
e emergentes dos contornos e a intensidade de fluxo angular médio ao longo do lado y de

comprimento b na diregao discreta €2, = (u,,n,) é dada por
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1

—/0 Ly (z,y)dy. (4.5)

Nesse ponto podemos aplicar o método LTS y.

4.2 Método LTSy Nodal Utilizando Aproximacao Exponencial

O método LTSy nodal bidimensional [Zabadal, 1994] consiste em resolver as equagoes
nodais, (4.2) e (4.4), através do uso da transformada de Laplace.
Assim, aplicando a transformada de Laplace com respeito a y em (4.2) e denotando

L{Ijny (1)} = Ijny(s), obtemos o sistema linear algébrico dado por,

- A 2+1E
$Tian() + 20Ty (5] = 5 > T D7 ek PUL+ A, = AP (1) X
TIn "I =0 r=1
Hn,
X Z Pl(ﬂz)hzy( []ny(o) W |:Ijn<aa 3) - [jn(()? 5) ) (46)

para j =1: M en=1:MN, que pode ser representado matricialmente por,

(81 = Bjny) Liny(s) = Liny(0) + Z(j-1)y(8) + Sjny(s)- (4.7)

Aqui Ij,,(s) é o vetor do fluxo angular transformado por Laplace com N componentes na
varidvel y e Ijn,(0) é o vetor do fluxo angular com N componentes na varidvel y em y = 0.

Eles possuem a seguinte forma:

Luy(0) = [ (0) Lay(0) . Ly ©)] (4.9

Por outro lado, as componentes da matriz Bj,, sao dadas por,
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—L+ + 3, Zl 0 QZQFICJO‘]“JJPZWP)PI(MP) Wg Sep=4q

byp.g) =4 ™ " (4.10)
3, Zl Lo T ik Pipp) By(p1g)wq se p7#q
e o termo de espalhamento é representado por
j—1
Z1yy(s) =Y HiyTiny(5), (4.11)
i=1
onde as entradas da matriz constante H;, sao escritas como
2041
cioki i Pr(1 4+ X — Aj) P, P, sep=
hy(p, q) = 3np Zl 0 22l 1 2l )P (1p) P (b )wg p=4q (4.12)
EDS Zl =0 ; Czakwpl(l + A — A )Pl(ﬂp)Pl(,uq)wq se p # q.
O vetor Sjn,(s) tem a componente genérica
T M
S3) =~ [Tars) - Tu(0,9)]. (4.13)

an;

Similarmente, aplicando a transformada de Laplace com respeito a x na equacao

(4.4) e denotando £{I;,,(x)} = Ijn.(s), obtemos o sistema linear dado por

s A 2+ 1
$Ling(s) + = -3 Z > craky P14 A — X)) Pi(p) %
Mn Hn 5 —1
al T I n
X Ppi) Lria(s)wi = Lina(0) + j [Ijn(s,b) - Ijn(S,O)]a (4.14)
i=1 n

que, similarmente, pode ser reescrito na forma matricial como

(81 = Ajna) Ljna (8) = Ljna(0) + Z(j-1)2(8) + Sjna(s). (4.15)

Aqui Ij,,,(s ) é o vetor de N componentes do fluxo angular transformado por Laplace

na variavel e I, (0) é o vetor de N componentes do fluxo angular na varidvel « no ponto



x = 0. Eles tém a seguinte forma:

L@ = [1n) Tl - Talo)] -

Ijna(0) = [Iﬂx(O) Ling(0) ... IM(O)]T.

Por outro lado, as entradas da matriz A;,, sao escritas como

i L
az(p,q) = _Z_: + ﬁ > 10 2ZQLICjo‘kjjpl(,“p)Pl(/ip)Wq sep=4q
P e 2 ejaky Pl Pipglwy  sep# 4

e o termo de espalhamento é dado por,

j—1

Z(j-1)z(s) = Z HipLina(s),

=1

onde a matriz constante H;, tem seus elementos representados por

) AT B aaki; P(1+ N = M) P P, sep=gq
hx(p7 Q) - Z L 2141
- leo T+Ciakijpl(1 + A — )‘j)PZ(ﬂp)Pl(,“q)Wq sep#q

3

O vetor Sjn;(s) é escrito como,

Sils) = ”— [zji(s, b) — I:(s,0)].
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

As solugdes LTSy para as equagoes (4.7) e (4.15) sdo dadas, respectivamente por

Tiny(3) = (81 = Bjuy) ™ | L (0) + Z511,(5) + Sy (5).

(4.22)
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T (8) = (sI — Ajpa) ™) [ij(m + Zg1(s) + Sjm(s)] . (4.23)

Para a determinacao das intensidades dos fluxos angulares, aplicamos a transfor-

mada de Laplace inversa em (4.22) e (4.23) e o resultado obtido é,

Liny(y) = s-l{<sf = Bin) ™ | Lina 0) + Zg1,(5) + Sy (5)| } (4.24)

Lna(7) = 2—1{(51 — Ajna) " [ Lina(0) + Zj_1)2(s) + Sjm(s)} } (4.25)

Neste ponto aplicamos o método da diagonalizagao [Segatto et al, 1999] usado em
problemas de transporte com elevados graus de anisotropia e de quadratura angular, para
determinarmos £7H(sI — Bju,)} ' e £ (sI — Ajn)} " Aqui, caso os autovalores das
matrizes Bj,, e Aj,, sejam reais, a transformada de Laplace inversa das equagdes (4.24) e
(4.25), tém a mesma expressao para aquela obtida para a equagao (2.44). A explicagdo para
essa afirmativa segue do fato que as matrizes A;,, e Bj,, sao também nao degenerativas.

Por outro lado, os autovalores das matrizes Bj,, e Aj,, podem ser complexos. Sendo
assim, para a diagonalizacdo dessas matrizes, é necessaria uma generalizagao [Simch, 2004]
do método original da diagonalizagao, de forma a obter a abrangéncia desses autovalores.

Entao sejam ID a matriz que contém os autovalores de Bj,, e X a matriz dos autove-
tores associados a esses autovalores. Inicialmente, por analogia ao caso em uma dimensao, é

considerado que a matriz Bj,, pode ser decomposta de modo que

Bjn, = XDX (4.26)

de onde,
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2—1{(51 - Bjny)}_l = Xs—l{(sl - D)}_lx—l. (4.27)

Agora, utilizando-se a simbologia,

]D)l = ERe(]D)) [§ ]D)Q = %m(]D)), (428)

é obtida a expressao,

-1
2_1{(31 - ]D))} = WP cos(yDy) + iePV) sin(yDy). (4.29)

Substituindo-se as equagoes (4.27) e (4.29) na equagao (4.24), obtemos,

Ling (y) = [Xq 4 Y] [PV cos(yDy) 4 i sin(yDy)][Xg 4 i Yo Ly (0) +  (4.30)
+ |:Z(j—1)y(y):| * {[Xl + Y] [e(yml) cos(yDy) + ie¥P1) sin(yDy)|[Xs + iYQ]} +

! {Sjny@)] : {[Xl FAVL][0PY) cos(yDy) + i€ sin(yDy)][Xs + iYs) }

para

Xy = Re(X) e Y, = Im(X), (4.31)

Xy = Re(XH e Yy = Im(XH). (4.32)

Aqui * representa convolucao.
Considerando que I, (y) € RI", as matrizes (eWPV), (cos(Dy)) e (sin(Dy)) comutam
e procedendo a mudanca de variaveis, usual no método LTSy, na parte de D, a solucao LTSy

nodal bidimensional fica reduzida a
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]jny<y) = [Xl COS(yDQ) - Yy Sin(y]D)2)] X (4‘33)
e Wt — |:X1 sin(yDy) + Y, Cos(y]D)Q)] L W2 4
+ [Z(J'*l)y(y) + Sjny(y)] * [Xl cos(yDy) — Y,y sin(y]DQ)} eyD1X2 —
- [Z(j—l)y<y) + Sjny<y)] * [X1 sin(yDy) + Y, cos(y[D)Q)} ey,

onde

D*(y) = ydl(i’i), , - dl(z:’%) = (4.34)
(y — yo)d1(i,7) se di(i,i) >0

com d;(7,1) elementos da diagonal de D; e

Wt =eP"OX, 15,00 (4.35)

W? = e P"Ov,1;,,00) (4.36)

vetores modificados em consequéncia da mudanca de base.
Repetindo-se o mesmo processo para a matriz Aj,,, obtemos a solu¢ao em x escrita

CcOo1mo

Linz(x) = [Xg cos(zEp) — Y3 sin(wEg)} X (4.37)
x B @S |:X3 sin(zEq) + Y3 COS<$E2):| ErOWt 4
+ [Xg cos(zEy) — Y3 sin(xEQ)} e Xy # [Z(j_m(m) + Sjm(cc)} —
— [Xg sin(xEQ) + Yg COS((L‘EQ)} 61E1Y4 * |:Z(j_1)$(l’) + Sjnx<l’)i| s

com [E a matriz que contém os autovalores de A;,,, e V a matriz dos autovetores associados

a esses autovalores e a simbologia



El = §R€(E) [§ Eg = 3m<E),

X3 =Re(V) e Y3 =3Im(V),

Xy =Re(VHeYy=m(VH,

xeq (1,1 se e(2,1) <0

(x —xo)er(iyi) see(i,i) >0

com e (7,7) elementos da diagonal de E; e

WS = eiE* (O)X4Ijnx (O)

W4 = €_E* (0)Y4[]nx(0) .
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(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Para completarmos a solugao, devemos determinar os fluxos angulares desconhecidos

nas fronteiras. Sao eles [;,(z,0), 1;,(0,y), I;,(z,b) e I;,(a,y). Fundamentados na fisica de

penetracao profunda, onde o fluxo decresce a medida que se distancia da fonte, utilizamos

a aproximagao exponencial [Hauser, 2002] para expressarmos os fluxos angulares médios.

Assim, os fluxos angulares médios sao escritos como,

[jn(xa O) _ Fﬂjne—sign(un)Ax

(4.44)
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Lin(0,y) = G e siomtmy (4.45)
Lin(2,0) = Ojpestomum)he (4.46)
Lin(a,y) = Pye "0 (4.47)

onde sign(u) representa a fungao sinal

, 1 ifpu>0
sign(p) = (4.48)
—1 ifpu>0
e A representa a constante de decaimento, que deve ser escolhida a priori. Nesse trabalho,

assumimos A, de acordo com Hauser [Hauser, 2002], como sendo a segao de choque de

absorcao, dada por,

AN=o0,=0;— 0. (4.49)

As funcoes sign(u,,) e sign(n,) que aparecem nas equagoes (4.44) - (4.47) garantem que os
fluxos angulares aproximados irao decair para qualquer direcao discreta a medida que se
afastam da fonte. Substituindo (4.44) - (4.47) nas equagoes (4.24) e (4.25) as solugoes para o
fluxo angular z-médio e o fluxo angular y-médio estao completas apds a transformada inversa
de Laplace. Aplicando as condicGes de contorno, determinamos as constantes de integracao

e conseqiientemente a solucao LTSy nodal bidimensional estd bem determinada.

4.3 Calculo da Taxa de Dose Absorvida

A taxa de dose absorvida é dada por,
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. dD
D=2 4,
dt’ (4.50)

onde dD ¢ a variacao da dose absorvida por unidade de tempo dt.

A taxa de dose total absorvida devido a um fluxo de fétons de diferentes energias
incidindo em um meio material homogéneo ou heterogéneo, sera a soma de todas as taxas de
dose, para cada valor de energia considerado. Desta forma, a taxa de dose absorvida, obtida

em funcao do fluxo escalar, pode ser calculada pela seguinte expressao,

M

Drg(z,y) Z “Enbi(@,y), (4.51)
=0

onde pl é o coeficiente de absorgao do meio material em cm?/g para a energia E; (MeV) e

Yi(x,y) é o fluxo escalar de fétons em energia nas varidveis de interesse (z,y), com,

a; a /\z
p p
e?
0.511
Ai 4.53
& (153

sendo o fluxo escalar em energia, dado pela seguinte expressao,

il ) = d(@, g, A / / .y, Ao, ) dpun. (4.54)

Mais precisamente, calculamos os fluxos angular e escalar para cada nivel de energia.



CAPITULO 5

SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN EM
DUAS DIMENSOES PARA ELETRONS

5.1 Introdugao

Em terapia de feixes externos, elétrons secundarios sao produzidos por ionizagoes
das interagoes de fétons primarios - usualmente espalhamento Compton. A dose absorvida é
devido a energia depositada no meio por esses elétrons livres, que causam ionizacoes e que-
bram ligacoes quimicas formando radicais livres que atacam a funcionalidade das células. In-
teragoes de particulas carregadas sao qualitativamente diferentes de interacoes de particulas
neutras. Enquanto particulas neutras devem “bater em algo” para interagir, elétrons livres
interagem ao longo de todo o alcance da forca coulombiana. Mais precisamente as interacoes
ocorrem com os elétrons orbitais distantes, causando excitacao ou ionizagao do atomo com
pequena perda de energia ou troca na direcao pelo elétron livre. Isso é chamado de reagao
ineldstica leve, que ocorre continuamente, porque o elétron sempre experimenta uma forca
Coulombiana dos atomos na vizinhanca. Alternativamente o elétron livre pode sofrer uma
colisao inelastica forte, resultando em um grande angulo de espalhamento e depositando uma
grande fracao de sua energia no elétron ejetado. Essa reacao ocorre raramente comparada
as colisoes leves, mas deposita muito mais energia por evento. Interagoes radiativas fortes
e leves entre elétrons livres energéticos e o forte campo elétrico na vizinhanca do ntcleo
atomico podem também ocorrer, produzindo fétons “bremsstrahlung” secundérios. Secoes
de choque para essas reagoes inelasticas radiativas sao grandes para materiais com alto Z
(nimero atomico) e elétrons de alta energia; e assim podem ser importantes em calcular
espectros de fontes de raios-X de LINACS ou em terapia com feixe de elétrons, mas sao

normalmente desconsideradas para o transporte de elétrons Compton no tecido. Elétrons



36

também espalham-se elasticamente do ntucleo, causando trocas irregulares na direcao sem
perda de energia.

Extensoes do método de ordenadas discretas para descrever o transporte de elétrons
tém sido uma area atuante de pesquisa por quase vinte anos. A técnica convencional de orde-
nadas discretas para a representacao da distribuicao angular de espalhamento pela expansao
de Legendre para a equagao de transporte de Boltzmann para elétrons nao funciona muito
bem para interacoes ineldsticas leves. Uma aproximacao alternativa é a Aproximacao de
Fokker-Planck (FP), que representa um processo de espalhamento onde os elétrons perdem
energia e trocam de direcao de forma continua. Essa aproximagao pode ser obtida de uma
expansao em séries de Taylor do integrando no termo de espalhamento da equacao de Boltz-
mann, assumindo que somente pequenas variacoes na energia e na direcao sao significativas.

Sendo assim, neste capitulo, apresentamos uma formulagao para a obtencao da
solugao da equacao de Fokker-Planck para o transporte de elétrons. Para construirmos
a solugao, comecamos pela aplicacao da aproximacao Py na variavel angular da equacao de
transporte de elétrons, seguida do uso da transformada de Laplace na variavel espacial x,
obtendo-se dessa forma uma equagao diferencial linear de primeira ordem na variavel espacial

Yy, cuja solucao pode ser feita de maneira direta.

5.2 Formulacao

Consideremos a equagao de transporte de elétrons dependente da energia em duas

dimensoes, invariante no tempo, sem fonte externa,

(@ OB | 0@y R E) oG gy =

ox i y
N /dE// o (E' — B9 - Q)(x,y,9, E), (5.1)
A

em um retangulo 0 < z < a e 0 <y < b, onde ¥ (z,y,Q, F) representa o fluxo angular de
particulas com energia E na dire¢do Q = (i, ), com ¥(x,y,Q, E) conhecido nas fronteiras

e a secao de choque diferencial de espalhamento descrita como,
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S+
JS(E?/’LO> = Z 9 Usl(‘E)-Pl(MO)u N impar (52)

=0

onde py = Q' -Q é 0 cosseno angulo de espalhamento, o é a [-ésima componente da se¢ao de
choque diferencial de espalhamento. Vale ressaltar que no presente trabalho é usado como

nucleo de espalhamento a secao de choque de espalhamento diferencial de Rutherford escrita

como,
A
os(E, o) = B_ 2 (5.3)
— Ko
onde,
1
2T
e?
B =1+ 2n,, (5.5)
com A = —— indicando o livre caminho médio percorrido pelas particulas no meio. Ainda

Ut(E)

nas equagoes (5.4) e (5.5) temos uma constante, 7, > 0, dada por,

h2Z3
= LB (5.6)

sendo h a constante de Planck (= 6.63x1073*].s), ay o raio de Bohr (= 5.29x107"m), Z o
nimero atomico do material que esta sendo irradiado e m.v o momento do elétron que esta

sofrendo espalhamento (m.= 9.11x1073'Kg e v= 10"m/s).
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5.2.1 Aproximacao multigrupo

O tratamento multigrupo para a variavel energia requer que seu dominio seja divi-

dido em G intervalos. As particulas no grupo g sao aquelas com energia entre £, 1e E,

[

e 0 g = 1 representa o grupo de maior energia e ¢ = G o grupo de menor energia. O fluxo

angular do grupo é definido como

wg(xaya Q) =

A integral sobre todas as energias é entao definida como segue

oS G G
/ dE = /dE => AE,. (5.8)
0 g=1"9 g=1

As secoes de choque multigrupo sao tratadas como constantes dentro de cada grupo

de energia e sao definidas como

S /Eg%dEa(E). (5.9)

Introduzindo a aproximacao multigrupo no termo integral do lado esquerdo da

equacao 5.1 temos

/dE’/ Vo (E' — E,Q - QW(z,y,Q, E) =
4

= Z/dE/ dE’/ Vo, (F' — E,Q - QW(z,y,Q, E). (5.10)
g=1"9 g’ 47

A secao de choque de espalhamento diferencial do grupo g para ¢’ é escrita como

9 =9(QY . Q) = / iE / 1% / Vo (B — B0 Q) (5.11)
g g Am



39

5.2.2 Aproximacao de Fokker-Planck

A aproximacao de Fokker-Planck para a equagao (5.1) é escrita como,

aqu)FP(Iayaﬁ? E) 8¢Fp(x’y7§7 E) Otr a 2 8 FP raY
= ——|(1—p")=— QO F A2
P 9 [ 1), ¢ @y 0. B), (512

onde P (x,y,Q, E) representa o fluxo angular de particulas com energia E na direcio
Q = (u,m) aproximado por Fokker-Planck e oy, representa a secao de choque de transporte

e é definida por

1 1
O = 27‘(‘/ / os(E, po) (1 — po)dpodn. (5.13)
-1Jo

O termo diferencial do lado direito da equacao (5.12) pode ser reescrito sob a forma

2

0 0 — 0 0 _
Sl e e 88 = 0= i~ 2 [0 e BB, ()

Substituindo a equagao (5.14) na equacao (5.12) obtemos

OV (x,y, L E) oW (x,y,Q,E) oy -
p B +1n By = 7[(1—11 >W_2M5_M]w (z,y,, £).(5.15)

Para a aplicacao da aproximacao Py, o fluxo angular é aproximado por uma série

finita em termos de polinomio de Legendre,

BFP (T, E) = ZQ"HWP( E)P,(1). (5.16)

Definimos ainda o momento do fluxo angular de Legendre,

!/

VEP (2, E) = 27?/ VP (2,9, Q, E)P, (1/)dQ =

_27r/ / VI (g, 1l 0, EYP, (1) dy' dny. (5.17)
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Substituindo a equagao (5.16) na equagao (5.15), aplicando na equagao resultante o

operador
/ / w)dudn, comm =0,...,N, (5.18)
-1
escrevendo 1 em termos de p (n = +/1 — p?) e utilizando a férmula de recorréncia,

n+1 n
P
1 )+ 5

MPn(N) = Pn—l(:u>’ (519)

bem como a propriedade de ortogonalidade dos polindomios de Legendre [Strang, 1988], [Krei-
der, 1966], obtém-se o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias acopladas nas

variaveis z e v,

n+1 0 pp n 0 ,pp 2n+10
271—0—1% n+1(x>yaE)+2 %¢n—1($any)+ 9

= 5ln <n+1>1w5P<x,y,E>, (5:20)

wFP@c y, E)T, =

com n=0,...,N, sendo ¢}~ (z,y,E) = 0 na aproximagao Py e T, representado por uma

integral que pode ser resolvida analiticamente escrita como,

T_/ U= 2P (1) P (1)ds (5.21)

Aplicando a transformada de Laplace na varidvel espacial z da equagao (5.20), re-

sulta o seguinte sistema de equacoes algébricas:

n+1 -
S |[$VET (5,0, B) = OTE 0.9, B) |+ 5 50T (5,0, B) = 07,09, B) |+

o T YT, = % [=nn + D]3 (5,0, B), (52)

com n=0,....N e FP (s, y, E), $FP(s,y, E) e I (s,y, E') denotam os fluxos angulares trans-

formados na variavel espacial x.
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O sistema descrito na equagao (5.22) pode ser reescrito na seguinte forma matricial,

A BEF (5,9, E) + Bu(s)0EP (s, y, E) — CopFP(0,y, E) = 0.

(5.23)

Aqui vFP(s,y, E) é o vetor com N componentes do fluxo angular transformado por Laplace

na variavel z e X7 (0,9, E) é o vetor com N componentes do fluxo angular em z = 0. Eles

possuem a seguinte forma:

GEP (5,9, E) = [P (5,9, B) 077 (s, E)

IR0,y B) = [P (0.9. ) P (0,y.E)

Além disso, A,, B,(s), e C,, sao matrizes expressas, respectivamente por

17T,
0
An = 0

2s 60}/7«

Bn(s) - 0 4s

9T
0

4s
300tr

0

0
2575

6s

0 - 0

0 --- 0

0 0 ,
0 (2N +1)*Ty

2Ns N(N +1)(2N + 1)oy,

T
]@P(SayaE)} ’

T
£P(0,9,E)]

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)
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(02 0 0 0 |
2 0 4 0 0
S D R 529
00 - 2N—-2 0 2N
|00 0 -+ 2N 0

com oy € T,, definidos pelas equagoes (5.13) e (5.21), respectivamente. ¢5P/(s,y, E) repre-
senta o vetor de N componentes das derivadas de /P (s,y, F) com respeito a varidvel y e é

escrito como

— =/ —_— _ [ T
VEP (s,y, E) = [P (s,y, B) ¥IP (s,y,E) .. ]@P(s,y,E)]. (5.29)

A solugao da equagao (5.23) pode ent@o ser expressa por

UTP(s,y, E) = cl(s) - e~ P45 ] 0 (B ()t 0P (0,5, ), (5.30)

onde cl(s) é uma constante arbitraria a ser determinada a partir da aplicagao das condigoes
de contorno.
O fluxo angular pode entao ser obtido aplicando a transformada inversa de Laplace

a solucao do problema transformado descrito pela equacao (5.30), ou seja,

ot e) = s aw) o e fem e vronn ) 63

ou ainda,

WFP (2., E) = 2—1{01(3) e [Bnrant] } ‘G, 2_1{[Bn(s)]‘1} FP(0,y, E). (5.32)

Uma vez obtidas as inversas das matrizes A, e B,(s), isto é, A_' e B,(s)™!, a transformada
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inversa de Laplace no primeiro termo do segundo membro da equagao (5.31) pode ser obtida
através do uso da propriedade da convolugao. Aqui, cumpre ressaltar, que nao determinamos
a inversa da matriz B, (s) analiticamente, face a existéncia do parametro s, um parametro nao
numérico. Dessa forma, optamos por determinar a inversa da transformada de Laplace no
segundo termo do segundo membro da equacao (5.31) numericamente. No presente trabalho,
foi considerado o método de inversao por quadratura de Gauss [Stroud, 1986], método que
ja se mostrou eficiente em outros trabalhos [Streck, 1993|, [Davies e Martin, 1979].

No processo de deposicao de energia ha um interesse especial na avaliagao da de-
posicao local da energia dos elétrons em um meio. Sendo assim, abaixo, sao definidas algumas
quantidades e procedimentos que permitem determinar a quantidade de energia depositada

num meio por elétrons.

5.3 Determinacao da Dose Absorvida

Uma das nossas propostas, nesse trabalho, é a obtencao de uma expressao para
o célculo da quantidade de energia total depositada em um meio irradiado. Para isso, é
necessario, além de saber a quantidade de dose imposta devido ao feixe de fétons, determinar
a quantidade de dose devido ao elétron livre.

Sendo assim, para o calculo da taxa de dose absorvida devido ao elétron livre,
precisamos determinar o fluxo escalar, ja que a dose é proporcional a este fluxo. O fluxo
escalar de particulas é obtido a partir do fluxo angular, solugao da equagao (5.32), integrando-

o nas diregoes p e 1, isto é,

(r, E) = / / . B)dp, (5.33)

onde,

p = cosf. (5.34)

Conhecendo-se o fluxo escalar de particulas, a taxa de dose absorvida D(r, E), nas

coordenadas espaciais de interesse r = (z,y), é obtida usando-se a relagao:
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D(r, E) = (S/p)eato(r, E), (5.35)
onde (S/p)eor denota o poder de parada de colisdao (“collision stopping power”) do elétron
no meio considerado em relacao a massa.

A taxa de dose absorvida total devido ao elétron livre para diferentes energias em
um meio material homogéneo ou heterogéneo, sera a soma de todas as taxas de dose, para
cada valor de energia considerado. Desta forma, a taxa de dose absorvida total devido ao
elétron livre Dr.(r), nas coordenadas espaciais de interesse (x, y), obtida em funcéo do fluxo

escalar, pode ser calculada pela expressao,

M

DTe(xv y) = Z(S/P)iolw(% y, Ei), (5.36)

=0

onde (S/p):,, denota o poder de parada de colisao (“collision stopping power”) do elétron

no meio em relagao a massa para a energia considerada Fj;.



CAPITULO 6

RESULTADOS NUMERICOS PARA PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS

Neste capitulo, é obtida uma expressao para a taxa de dose absorvida total devido
a radiacao gama, onde a energia depositada pelo elétron livre, proveniente do espalhamento
Compton, também é considerada. Além disso, sao apresentados os resultados numéricos
obtidos para a energia total depositada em dominios retangulares homogeéneos de diferentes
dimensoes e composigoes.

Para alcancarmos esse objetivo dois problemas foram resolvidos: o primeiro para o
transporte de fétons, assumindo como secao de choque diferencial o nticleo de espalhamento
de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo em energia; e o segundo, para o transporte
de elétrons livres, considerando a secao de choque de espalhamento diferencial de Rutherford.
Os problemas sao acoplados pela energia.

Para validagao do método e dos cédigos computacionais desenvolvidos, os resultados
numéricos sdo comparados com os obtidos pelo programa Geant4 (versao 8) [Wright, 2001];

[Agostinelli et. al], que aplica a técnica de Monte Carlo para bibliotecas de baixa energia.

6.1 Obtencao de uma Expressao para o Calculo de Dose

Nesta secao é apresentada uma expressao para a taxa de dose absorvida total devido
a radiacao gama, onde a energia depositada pelo elétron livre, proveniente do espalhamento
Compton, também é considerada.

A taxa de dose absorvida total pode ser obtida pela soma da taxa de dose absorvida
total devido ao feixe de fotons com a taxa de dose total absorvida devido ao elétron livre,
onde as taxas de doses absorvidas devido ao feixe de foétons e ao elétron livre sao dadas

respectivamente por



46

Dryl.y) = 3_ 2 Eitile,v) (6.1)
DTe(xv y) = Z(S/p)Zoll/)z(x? y) (62)

A seguir sao apresentados os resultados numéricos obtidos para a energia total de-
positada no meio por féton emitido. A energia total depositada é obtida em fun¢ao da taxa
de dose absorvida e do fluxo escalar de fétons, utilizando-se a seguinte conversao de unidades:

MeV féton cm? B
cm? - s g |

foton

MeV
g-s

. (6.3)

6.2 Problema-teste

Para ilustrarmos a aplicagao do método, consideramos um feixe de fétons mono-
energéticos com energia inicial de 1.25 MeV, incidindo perependicularmente em um dominio
retangular em (0,y), com dimensdes (x,y) € [0,a] x [0, b], sujeito as seguintes condicoes de

contorno,

I(0,y,\\) =1, parapu>0en>0,u>0en<0, (6.4)

I(0,y,\;) =0, parapu>0en>0,u>0en<0ei=23,.., M. (6.5)

As demais fronteiras estao sujeitas as condi¢oes de vacuo. Aqui, cumpre ressaltar que para
o problema de transporte de elétrons também sao consideradas as condigoes de contorno

dadas por,
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¢(0,y,Ei):%, para p>0en>0,u>0en <0, (6.6)
W(a,y,E;) =0, parapu<0en>0,u<0en<0, (6.7)
Y(x,0,E;) =0, parau>0en>0,u<0en>0, (6.8)
Y(x,b,E;) =0, parapu<0en<0,u>0en<0, (6.9)

comi=1,2,3,.... M e u;/p o coeficiente de atenuagao linear da radiagdo gama para o meio
e a energia F; considerados.

Os fétons incidentes sdo acompanhados até depositarem toda a sua energia e/ou
sairem do meio de interesse. Nesse estudo também é levada em conta a deposicao de energia
dos elétrons secundarios gerados através do efeito Compton.

Os algoritmos foram implementados para meios retangulares de diferentes dimensoes
e compostos homogeneamente por agua, tecido mole ou osso. Os coeficientes de atenuacao
e absorcao e o poder de parada de colisao em funcao da energia e do meio foram obtidos no
site http://www.physics.nist.gov/ e sdo apresentados no apéndice II deste trabalho.

Os algoritmos foram testados, com ordem de quadratura N = 4, 6 e 8, para o
problema de transporte de fétons, onde utilizamos o conjunto de quadratura angular com
simetria de nivel, dado por [Lewis e Miller, 1984]. E para o problema de transporte de
elétrons, onde foi usada a aproximacao Py, N =1,3,5, 7e9.

Obtivemos resultados numéricos para 3 e 5 valores de energia (M = 3 e M = 5).
Além disso, a inversao numérica da transformada de Laplace por quadratura de Gauss foi
aplicada na soluc¢ao da equagao de transporte de elétrons (5.32) utilizando-se 8 pontos de
quadratura.

Nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 apresentamos os valores numéricos obtidos para a energia
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depositada pelo elétron livre pela técnica proposta nesse trabalho e comparacoes com os
resultados obtidos pelo programa Geant4 (versao 8) [Hoff, 2007]. Analisando os resultados
apresentados nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, considerando que aqueles obtidos pelo programa
Geant4 sao gerados para modelos de um grupo de energia, podemos afirmar que eles apre-
sentam uma boa coincidéncia. Na verdade, a variacao apresentada pode estar associada ao
fato de termos usado a equacao de Fokker-Planck para simular o transporte de elétrons. Ou
ainda, para o caso da Tabela 6.3, onde o meio é composto por osso, a producao de outros

efeitos, envolvendo elétrons secundarios, que nao foram considerados neste trabalho.

Agua
Dimensoes do retangulo | Aproximacao Py Geant4 Variacao percentual
10cm x 10cm 0.02149855 0.02289237 6.0885%
10cm x 20cm 0.02100552 0.02240557 6.2487%
20cm x 10cm 0.01845323 0.01971250 6.3882%
20cm x 20cm 0.03378688 0.03609384 6.3916%
30cm x 40cm 0.04580598 0.04893386 6.3921%

Tabela 6.1 — Energia depositada em [eV/fétons emitidos pela fonte]

pelo elétron livre num retangulo homogéneo composto

por agua
Tecido Mole (ICRU44)

Dimensoes do retangulo | Aproximacao Py Geant4 Variagao percentual
20cm x 10cm 0.02288590 0.02440210 6.2134%
20cm x 20cm 0.03317010 0.03542490 6.3650%
30cm x 40cm 0.04951665 0.05288919 6.3766%

Tabela 6.2 — Energia depositada em [eV/f6tons emitidos pela fonte]
pelo elétron livre num retangulo homogéneo composto

por tecido mole (ICRU44)

Na Tabela 6.4 apresentamos a convergéncia numérica dos resultados obtidos pelo
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emprego da aproximacao Py para N crescente. De fato, observando os resultados obtidos
para N =7 e N =9 percebemos a concordancia em 4 digitos significativos.

Nas Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7 sao apresentadas os valores para a energia depositada
em retangulos homogéneos de diferentes dimensoes sem considerar a energia depositada pelo
elétron livre.

Pela analise dos resultados apresentados nas Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7 podemos observar
uma boa concordancia entre os encontrados pela metodologia proposta neste trabalho e
aqueles obtidos pela técnica de Monte Carlo.

Na Tabela 6.8 apresentamos a convergéncia numérica dos resultados obtidos pelo
método LTSy nodal para N crescente. De fato, observando os resultados obtidos para
N =6 e N = 8 percebemos a concordancia em 3 digitos significativos. Aqui, vale lembrar
que nenhuma aproximagao é feita ao longo da derivacao da solugao, exceto para os fluxos
angulares médios na fronteira e o erro de arredondamento.

Os resultados gerados pelo programa Geant4 foram implementados considerando-se
uma espessura de 0.1nm. Foram considerados ainda 10*, 10° e 10° fétons.

A comparacao entre os valores encontrados pela formulacao proposta e os resulta-
dos gerados pelo programa Geant 4, usados como referenciais, mostra uma concordancia
cuja variacao maxima obtida é inferior a 9% para o problema de transporte de elétrons e
inferior a 4% para o problema de transporte de fétons. Os resultados que apresentaram
varia¢oes maiores foram para a energia depositada pelo elétron livre e/ou para meios forma-
dos por osso. Acreditamos que essa variacao acumulada na obtencao das solucoes deve-se
ao arredondamento nas operagoes aritméticas e ao uso da equacao de Fokker-Planck, uma
aproximacao para a equacao de transporte de Boltzmann, para o transporte de elétrons.
A variacao apresentada nos resultados para meios composto por osso indicam que outros
efeitos devem ser considerados na formulacao. Devido a maior densidade do osso, aumenta o
numero de interagoes e a possibilidade da producao de outros processos envolvendo elétrons
secundarios.

Devemos mencionar ainda que os céalculos utilizando-se o método LTSy nodal e
a aproximacao Py foram realizados utilizando-se um microcomputador AMD Athlon 1700
(1.4 GHz). Enquanto que o programa Geant 4 foi implementado em um microcompuatdor

Pentium 4 (Intel) - CPU 2.8GHz, 1G HD. Os tempos computacionais observados para gerar
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os resultados pelos métodos propostos neste trabalho estao registrados nas tabelas 6.9 e 6.10.
E importante ainda ressaltar que o tempo computacional observado para gerar os resultados
pela técnica de Monte Carlo foi em média de dois dias.

Os valores numéricos, para os problemas apresentados, foram obtidos com a im-
plementacao dos algoritmos no programa Fortran 90, utilizando-se precisao dupla. Esses

resultados foram determinados com o auxilio de rotinas numéricas do pacote IMSL.

Osso (ICRU44)

Dimensoes do retangulo | Aproximagao Py Geant 4 Variacao percentual
20cm x 10cm 0.83789957 0.91244397 8.1697%
20cm x 20cm 0.79284239 0.86380422 8.2150%
30cm x 40cm 0.89218297 0.97249263 8.2581%

Tabela 6.3 — Energia depositada em [eV/fétons emitidos pela fonte]
pelo elétron livre num retangulo homogéneo composto

por osso (ICRU44)

N | Energia depositada pelo elétron
1 0.02590432
3 0.03199219
5 0.03252043
7 0.03370622
9 0.03378688

Tabela 6.4 — Convergéncia numérica da aproximacao Py para um

retangulo 20 ¢cm x 20 cm homogéneo composto por agua



Agua
Dimensoes do retangulo | LTSg nodal Geant 4 Variacao percentual
10cm x 10cm 0.00298551 | 0.00304630 1.9955%
10cm x 20cm 0.00594042 | 0.00606202 2.0059%
20cm x 10cm 0.00120395 | 0.00122915 2.0502%
20cm x 20cm 0.00585222 | 0.00597681 2.0845%
30cm x 40cm 0.00837496 | 0.00855399 2.0929%

Tabela 6.5 — Energia depositada em [eV /fétons emitidos pela fonte]

num retangulo homogéneo composto por agua

Tecido Mole (ICRU44)

Dimensoes do retangulo | LTSg nodal Geant 4 Variacao percentual
20cm x 10cm 0.00217469 | 0.00221796 1.9509%
20cm x 20cm 0.00966018 | 0.00986673 2.0934%
30cm x 40cm 0.01343034 | 0.01372775 2.1665%

Tabela 6.6 — Energia depositada em [eV/fétons emitidos pela fonte]

num retangulo homogéneo composto por tecido mole

(ICRU44)

Osso (ICRU44)

Dimensoes do retangulo | LTSg nodal Geant 4 Variacao percentual
20cm x 10cm 0.12279419 | 0.12594990 2.4261%
20cm x 20cm 0.23779116 | 0.24449431 3.1506%
30cm x 40cm 0.34551587 | 0.35676863 3.1541%

Tabela 6.7 — Energia depositada em [eV/fétons emitidos pela fonte]

num retangulo homogéneo composto por osso (ICRU44)

o1
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N | Energia depositada sem considerar o elétron livre
2 0.0070012
4 0.0065073
6 0.0059405
8 0.0058522

Tabela 6.8 — Convergéncia numérica do método LTSy nodal para um

retangulo 20 cm x 20 cm homogéneo composto por agua

Ordem da Quadratura - Aproximacao Py Tempo Computacional(min)
3 6.2
5 10.3
7 19.6
9 30.0

Tabela 6.9 — Tempo de execucao computacional para a aproximacao

Py

Ordem da Quadratura - LTSy nodal Tempo Computacional(min)
4 6.42
6 25.9
8 125

Tabela 6.10 — Tempo de execucao computacional para o método LTSy

nodal



CAPITULO 7

CONCLUSOES

Propomos no presente trabalho obter uma solugao analitica para a equacao de trans-
porte de Boltzmann em duas dimensoes, considerando espalhamento Compton simulado pela
secao de choque de Klein-Nishina e modelo multigrupo, bem como uma expressao para o
calculo de dose total devido a radiacao gama. Isso foi de fato obtido aplicando-se o método
LTSy nodal bidimensional na equagao de transporte de fétons e a aproximagao Py na solugao
da equacao de Fokker-Planck para o transporte de elétrons.

A principal vantagem do método apresentado reside no fato de possibilitar a ex-
tensao da formulagao LTSy nodal para a solugao da equacao de transporte de Boltzmann
considerando a secao de choque de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo multi-
grupo. Além disso, em se tratando da questao de analiticidade, devemos enfatizar que a
unica aproximacao feita ao longo desta solugao foi para os fluxos angulares médios na fron-
teira. Devemos ainda ressaltar, que a formulacao apresentada representa uma nova aplicagao
do método LTSy nodal bidimensional. Pois, até entao, em nosso conhecimento, este método
ainda nao havia sido aplicado na solugao da equagao de transporte assumindo a secao de
choque de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo. Antes disso, a
solucao LTSy era restrita a problemas de transporte que envolviam espalhamento isotrépico
ou anisotropico. Sendo assim, a partir deste trabalho, o método LTSy nodal pode ser consi-
derado como um método ainda mais abrangente, no sentido que ele pode ser aplicado a um
grupo mais diverso de problemas.

A partir da analise dos resultados obtidos, as principais contribuig¢oes originadas
durante o desenvolvimento deste trabalho podem ser resumidas em:

e Obtencao de resultados benchmark para o fator de build-up de exposicao para

o problema de transporte de fétons em uma placa plana, assumindo a secao de choque de
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espalhamento diferencial de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo. Esta afirmativa
estd fundamentada na ja provada convergéencia do método LTSy e no carater analitico da
solugao, no sentido que nenhuma aproximacao é feita ao longo de sua derivagao a partir das
equacgoes Sy, exceto para o erro de arredondamento.

e Extensao da formulacao LTSy nodal para o problema de transporte de fétons em
um retangulo considerando o ntcleo de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo
multigrupo em energia.

e Obtencao de uma boa concordancia, com os resultados gerados pela técnica de
Monte Carlo, através de um esforco computacional pequeno. Isso nos permite afirmar que o
método proposto é um método promissor e pode ser considerado uma ferramenta 1til para
a variedade de aplicagoes que requerem a resolucao de problemas que envolvam o transporte
de particulas, entre eles a determinacao de parametros e grandezas importantes na area de
protecao radioldgica: calculo e analise de blindagens e dosimetria das radiacoes.

e Obtencao de uma solugao analitica para a aproximacao Py da equacao de Fokker-
Planck para o transporte de elétrons em um retangulo.

Pelo exposto, é entendido que os objetivos deste trabalho tenham sido alcancados.
Outras perspectivas de continuidade e aplicagoes incluem a modelagem do problema para o
transporte de fétons em meios heterogéneos formados por elementos de alto nimero atomico
e alta densidade, com a incorporacao de termos que simulem outros efeitos, além do es-
palhamento Compton, na equacao de transporte; a extensao da solucao LTSy nodal para
problemas em meios heterogéneos e para problemas tridimensionais assumindo o ja men-

cionado kernel de espalhamento bem como modelo multigrupo.
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APENDICE I

OBTENCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE PARA FOTONS E
RADIACAO GAMA

Para descrever completamente o movimento de particulas neutras num meio é uti-
lizada uma equagao que fundamentalmente descreve um balango de particulas num elemento
de volume no espaco de fase (r, £, 2). Assim, neste capitulo, é deduzida, na sua forma geral,
a equagao governante para o transporte de fotons através da matéria.

Primeiramente, assumimos que os problemas sejam estacionarios. A descricao desse
processo envolve N particulas neutras em 6 dimensoes do espaco de fase: 3 dimensoes es-
paciais, 2 componentes de direcio (€2) e uma componente de energia. Nesse espaco de fase,
usaremos o elemento infinitesimal de volume dado por dv = dVdQ2dE. Uma particula nesse
elemento de volume, nesse espaco de fase esta no elemento de volume dV e estd viajando na
direcdo dQ em torno de €, com energia E que varia de E a dE.

Para estabelecer a equacao de transporte, devemos discutir os processos que influ-
enciam o nosso sistema.

Dois processos podem fazer com que a particula deixe o elemento de volume dv, um
deles é a conveccao espacial fora do espago de volume dV e o outro, uma colisao que tira a
particula de dQ)dE.

Considerando a conveccao espacial, a perda do volume dV é representada pelo di-
vergente do nimero da densidade de corrente. Basicamente, isso é justamente a definicao
matematica de divergente. O nimero da densidade de corrente para as particulas no volume
dv é QN (r, E,Q)dQdE e dV é o elemento de volume infiniesimal espacial sobre o ponto 7.
Conseqlientemente, a taxa de perda de particulas resultante da conveccao espacial fora de

v é,
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div - (ANdQAE)dV =V - (ANdQAE)dV. (L1)

O numero de particulas perdidas de dv devido as colisoes que removem particulas

de dQ)dE é igual ao nimero de particulas sofrendo interacoes em dv, isto é,

(u(NdQAE)dV, (1.2)

onde p; representa o coeficiente de atenuacao linear.
Particulas podem entrar em dv de duas maneiras: sendo produzidas dentro do
préprio dv, ou sendo espalhadas para dQQdEdV de um outro elemento de volume. As

particulas produzidas dentro de dv sao representados por um termo de fonte,

s(r, B,Q)dVdQdE, (1.3)

onde s representa o numero de particulas criadas por unidade de tempo em r que movem-se
na direcdo Q por unidade de angulo sélido com energia E por unidade de alcance de energia.

Para estabelecer uma expressao que descreva o ganho de particulas em dv pelo
espalhamento de outro elemento de volume para dQ2dEdV (“inscattering” ), devemos definir
uma secao de choque diferencial da direcao 93 para Q e de E’ para E por unidade de angulo
solido e por unidade de intervalo de energia. Essa secao de choque diferencial é representada
por U(Q/ — W E — E).

O numero de colisoes de espalhamento por unidade de tempo em dV nas quais as

particulas sao espalhadas de Q' dE' em QdFE é dado por,

ndV(o(Q — Q; E' — E)QdE[N (r, E', Q) dYdE), (1.4)

onde « é o numero de particulas espalhadas por unidade de volume em r. (Para o espa-
lhamento Compton de fétons a« = ZNorp/A, o nimero de elétrons por centimetro ctbico.

Para espalhamento de néutrons a = Naorp/A, o niimero de nicleos por centimetro ctibico.)
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Para a taxa total de “inscattering”, a expressao (I.4) dever ser integrada sobre todo E’ e a.

Quando juntamos todas as expressoes, a equacao de transporte fica dada por,

V-QN(r,E, Q)+ uN(r,E,Q) = //N(r, E’,ﬁl)aa(ﬁl — QB — E)dE'dY + s(r, E,Q).
(I.5)
Reescrevendo a equagao (I.5) em termos de densidade de fluxo em energia, isto é,

multiplicando a equacgao por E, temos,

EdE'

E’/

dQ + S(r, E,Q),
(1.6)

V-QI(r, E,Q) +wl(r,E,Q) = //](T, E Mac(@Q - GE — E)

onde S = FEs é a densidade fonte-energia, a energia de particulas criadas em unidade de
tempo em 7 que estdo movendo-se na direcdo 2 por unidade de angulo sélido com energia
E por unidade de alcance de energia.

Em se tratando de fétons, podemos utilizar o espalhamento Compton para relacionar

E', E e o angulo de espalhamento €. Esta relacio pode ser dada por,

A—=XN=(1-cosh), (L.7)

onde os comprimentos de onda dos f6tons estao escritos em termos de h/m.c e X refere-se
ao comprimento de onda do féton incidente e A ao comprimento de onda do féton espalhado.
O angulo @ é formado por Q e ﬁ,; conseqiientemente, cosf = () - Q. Assim a equacao (L1.7)

pode ser escrita como,

A=N=(1-0-9). (18)

Para incorporar a condigao dada pela equagao (1.8) na equagao (1.6) podemos fazer

o uso da funcao generalizada delta de Dirac com as seguintes propriedades,
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BA+N-A-0Q-Q)] 0 A=N)#(1-0-9)
7 = / o, (1.9)
oo A=XN)=(1-Q-Q)
e tal que,
/00[5(1+X—)\—ﬁ-§')]%:1. (1.10)

Usando essa fungao generalizada de delta, podemos caracterizar a secao de choque
diferencial, construindo-a dentro da defini¢ao de espalhamento Compton relacionando E’, E

__/' ,
e -0, isto é,

S14+XN-A—0-0)

o(@ - GE - E) =cN,0Q— ﬁ,) 7 : (I.11)
Integrando a expressao (I.11) em E, obtemos,
— — R — . dF N
/G(Q’ — O E' — E)dE = /a(x, Q— Q’)5(1+X—)\—Q-Ql)ﬁ —o(N, 0= Q). (1.12)

Incorporando a equagao (I1.11) na equagao (1.6) e considerando a mudanga de variavel

de E’ para X, obtemos a seguinte expressao,

A
_— _ _ __ — Q) _ —
V- [QI(r, E, Q)] + ul(r, E,Q) = / dN / dQ'I(r, N, Q/)O;\—,a()\’, 0—Q)x
0 4
61+ XN =A=Q-Q)+5r,AQ). (113)

Podemos ainda usar a seguinte substituicao,

A _ _
kX, A) =2 5o (X, Q — Q) (1.14)

resultando em,
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A /
V- [QIr E, Q)]+ ul(r, E,Q) = / dX/ d'I(r, X,ﬁ’)w X
0 47 T
x6(1+ N =A=0-Q)+S(r Q). (1.15)

A fungao k(N \) pode ser escrita explicitamente em termos de X' e A se empregarmos
a equacao (I.7), que expressa a troca no comprimento de onda como uma fungao do angulo

de espalhamento, e da formula de Klein-Nishina para secao de choque diferencial dada por,

gy S WA A e
0(A,Q—>Q)—16W e ()\+/\’ sin 9). (1.16)

Com essas substitui¢oes k(\', \) pode ser escrita como,

3N A N / / 2 / /
S5+ 4+20 =N+ N =X N<A<N+2
EN A = A A ( )+ . ) (1.17)
0 c.c.
A equagao (I.15) é a equacao de Boltzmann integro-diferencial para a densidade de
fluxo para raios gama e fétons. Ela descreve a densidade de fluxo total, isto é, o que foi
espalhado e o que nao foi espalhado (“scattered” e “unscattered”). Essa equacao é a base

de todos os calculos em dosimetria de radiacao gama. Ela sofrerda modificacoes dependendo

da fonte e da geometria considerada.



APENDICE II

TABELAS DOS COEFICIENTES DE ATENUACAO

B (Ag)
o)
uz(p/\j)) e

Neste apéndice sao apresentados os valores dos coeficientes de atenuacao (
da 4gua, ferro e chumbo utlilizados no capitulo 3 e os coeficientes de atenuagao (
absor¢ao (@) e pode de parada de colisao (S/p).o da dgua, tecido mole e osso utlilizados
no capitulo 6, para as energias de interesse. Esses coeficientes foram obtidos a partir dos
dados apresentados por [Hirayama e Shin, 1998 para o problema em uma dimensdo e a
partir do site http://www.physics.nist.gov/ para os problemas em duas dimensoes. Também

é apresentada uma tabela com os dados dos meios materiais considerados.

Tabela I1.1 — Coeficientes de atenuacao [cm?/g] em fungao da energia,
considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia

e energia do feixe de fétons incidente igual a 1 MeV.

E; [MeV] W (ij) (H,0) M(;\j) (Fe) 0 (ij) (Pb) i (p/\j) (Ar)
1.0000 0.0707 0.0596 0.0685 0.06385
0.5054 0.0963 0.0825 0.1488 0.0864

0.3382 0.1129 0.0995 0.2801 0.1013

0.2541 0.1253 0.1203 0.5919 0.1131

0.2035 0.1352 0.1378 0.9185 0.1223




Tabela I1.2 — Coeficientes de atenuagao [cm?/g] em funcio da energia,
considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia

e energia do feixe de fétons incidente igual a 1.25 MeV.

E;[MeV] @(HQO) ““;/\j) (Tecido Mole) @(Osso)
1.2500 0.02965 0.02938 0.02745
0.5623 0.03292 0.03262 0.03062
0.3627 0.03256 0.03227 0.03057
0.2677 0.03141 0.03114 0.03022
0.2121 0.03007 0.02981 0.03006

Tabela I1.3 — Coeficientes de absor¢ao [cm?/g] em funcao da energia,
considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia

e energia do feixe de fétons incidente igual a 1.25 MeV.

E;[MeV] @(HQO) @(Tecido Mole) @(Osso)

1.2500 0.02965 0.02938 0.02745
0.5623 0.03292 0.03262 0.03062
0.3627 0.03256 0.03227 0.03057
0.2677 0.03141 0.03114 0.03022

0.2121 0.03007 0.02981 0.03006




Tabela I1.4 — Pode de Parada de Colisao [MeV cm?/g] em fungao da
energia, considerando Regra de Simpson, cinco valores

de energia e energia do feixe de fétons incidente igual a

1.25 MeV.

E;[MeV] | (S/p)cot(H20) | (S/p)cor(Tecido Mole) | (S/p)eor(Osso)
1.2500 1.829 1.809 1.614
0.5623 1.987 1.968 1.749
0.3627 2.210 2.192 1.952
0.2677 2.459 2.439 2.169
0.2121 2.717 2.695 2.393

Tabela I1.5 — Dados dos meios materiais considerados.

Meio plg/em?®] | Z/A Z a

Agua 1.000 | 0.55508 | 7.2167 | 0.2223

Ferro 7.874 | 0.46556 | 26.000 | 1.4631
Chumbo 15.50 | 0.39575 | 82.000 | 1.7988

Tecido Mole (ICRU 44) 1.060 | 0.54996 | 7.0200 | 0.2335
Osso (ICRU 44) 1.920 | 0.51478 | 10.866 | 0.3958




