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RESUMO
O METODO DAS PROBABILIDADES DE COLISAO TRIDIMENSIONAL:
CRITICALIDADE E FLUXO NEUTRONICO EM UM ARRANJO HEXAEDRICO

Neste trabalho, o método das probabilidades de colisao (método CP) é aplicado a
solucao do problema de criticalidade em um grupo de energia para um hexaedro. O método
¢ implementado com o dominio espacial particionado em zonas, nas quais a aproximacao de
fluxo plano é adotada. Para o cédlculo das probabilidades de colisao necessarias, um método
numérico é empregado. Tal método baseia-se na subdivisao das zonas espaciais em partes
chamadas elementos e na simplificacao de que a interagao entre um elemento de emissao
e um elemento de colisao ocorre somente ao longo da trajetoria que une seus centros de
massa. O calculo é repetido com o nimero de elementos sendo aumentado sucessivamente
e a extrapolacao repetida de Richardson sendo utilizada para acelerar a convergéncia da
sequéncia de resultados assim obtidos. Alguns casos-exemplo sao estudados em detalhe e
uma comparacao com resultados da teoria de difusao é fornecida. Conclui-se que o método
CP ¢é capaz de fornecer resultados com boa precisao numérica, num tempo de computacao

razoavel.



ABSTRACT
THE COLLISION PROBABILITY METHOD IN THREE DIMENSIONS:
CRITICALITY AND NEUTRON FLUX IN A HEXAHEDRAL SETUP

In this work, the collision probability method (CP method) is applied to the solution of the
one-group criticality problem for a hexahedron. The method is implemented with the spatial
domain being partitioned into zones, where the flat-flux approximation is used. A numerical
method is employed for computing the required collision probabilities. Such method is based
on the subdivision of the spatial zones into parts called elements and on the simplifying
assumption that the interaction between an emission element and a collision element occurs
only along the path that connects their centers of mass. The calculation is repeated with
the number of elements being increased successively and repeated Richardson extrapolation
being used to accelerate the convergence of the sequence of results so obtained. Some sample
cases are studied in detail and a comparison with results from diffusion theory is presented.

It is concluded that the CP method can yield accurate results, in reasonable computer time.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Um dos métodos mais utilizados em céalculos de reatores, principalmente em calculos
celulares e de “assembly”, é o chamado método das probabilidades de colisao (método
CP) [Duderstadt, 1979; Stamm’ler, 1983; Sanchez, 1982], devido a sua simplicidade e bom
desempenho computacional para sistemas opticamente pequenos, ou seja, de dimensoes pe-
quenas quando medidas em caminhos livres médios. Quando o sistema a ser estudado nao é
pequeno, é possivel dividi-lo em subdominios, e o método CP podera assim ser aplicado indi-
vidualmente a cada um desses, com o acoplamento entre os subdominios adjacentes levando
em conta o efeito das correntes parciais nas suas interfaces. Dependendo do tipo de apro-
ximacao usada para as correntes de interface, esta abordagem origina um dos dois métodos
que sao conhecidos na literatura como método das correntes de interface (IC) e método
das probabilidades de colisao com acoplamento por correntes (CCCP) [Fuentes, 1995]. Al-
guns codigos de transporte fazem uso do CP ou um desses métodos relacionados; pode-se
mencionar, entre outros, os cédigos WIMS [Askew, 1966] e APOLLO [Sanchez, 1988].

Muitas das implementagoes CP existentes seguem a idéia bésica proposta original-
mente por Carlvik [Carlvik, 1965] em seu engenhoso esquema para célculo das probabilidades
de primeira colisao em cilindros infinitos de secao transversal arbitraria e sao restritas assim
a duas dimensoes. No entanto, alguns trabalhos estenderam estas idéias a trés dimensoes,
como discutido em seguida.

Métodos analiticos para avaliacao da CP e das probabilidades de transmissao e de
escape existem, mas sao restritos a casos e/ou geometrias especiais [Case, 1953; Carlvik, 1967;
Marleau, 1990]. Aparentemente, a primeira tentativa de desenvolver um método mais geral
para calcular a CP e as probabilidades de escape e de transmissao em trés dimensoes foi feita

por Chow e Roshd em 1980 e foi implementado no cédigo SHETAN [Chow, 1980]. Quase 10
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anos mais tarde, Roy, Hébert e Marleau desenvolveram uma técnica de “ray-tracing” que fez
os resultados de seu c6digo EXCELL [Roy, 1989] serem melhores do que os do SHETAN, dos
pontos de vista de exatidao e eficiéncia. Os métodos usados no EXCELL foram integrados
no codigo geral DRAGON [Marleau, 1990]. Mais recentemente, Fuentes [Fuentes, 1995]
implementou e testou algoritmos CP, IC e CCCP para cédlculos de “assemblies” de reatores
tridimensionais em méquinas paralelas. Além disso, deve-se relatar [Loubiere, 1999; Sanchez,
2000] que o c6digo APOLLO calcula as CPs em trés dimensodes, desde que o meio seja
homogéneo na terceira dimensao (axial).

Em todos estes trabalhos, o método bésico para computar a CP e as probabilidades
de escape e transmissao estd fundamentado em uma transformacao de variaveis para evitar
a singularidade do “kernel” do tipo [1/(|r — r’|?)], seguido por integracao sobre a zona de
emissao e sobre a zona de colisao. Por exemplo, no caso das CPs, tém-se que efetuar seis
integragoes (trés sobre a zona de emissao e trés sobre a zona de colisao). Duas das inte-
grais sao definidas ao longo da trajetoria do néutron e podem ser resolvidas analiticamente.
Restam assim uma integral dupla em um plano perpendicular ao da trajetoria do néutron
e uma integral dupla sobre todas as direcoes possiveis de trajetoria do néutron, ambas as
quais sao realizadas numericamente.

O maior desafio para se utilizar o método CP de uma forma mais corriqueira em
célculos tridimensionais (3-D) de reatores reside na dificuldade de se calcular, em um tempo
de processamento moderado, probabilidades de colisao 3-D com precisao suficiente para
aplicacoes. Todos os codigos 3-D disponiveis utilizam técnicas de normalizacao de eficacia
discutivel para melhorar a precisao das probabilidades de colisao calculadas.

Em trabalho recente [Garcia, 2003a], foi proposto um novo método para calculo de
probabilidades de colisao, escape e transmissao em geometria 3-D. O método estd baseado
na divisao das zonas de emissao e de colisao em sub-zonas que sao chamadas de elementos e
na suposicao que a interagao de um elemento de emissao com um elemento de colisao ocorre
somente ao longo da trajetéria que une os centros de massa de ambos os elementos. Como
serd visto adiante, este modelo evita a singularidade do “kernel” de uma maneira natural,
superando a necessidade de se executar transformacoes de variaveis. O célculo é repetido
com um nivel de refinamento crescente e aplica-se a extrapolacao repetida de Richardson a

seqiiéncia de resultados, até que a precisao desejada seja alcancada.
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Embora a forma de aplica¢ao do método introduzida nesse trabalho [Garcia, 2003a]
seja bastante geral, ela nao é a mais eficiente quando a geometria apresenta regularidade.
Assim, em um trabalho posterior [Garcia, 2004], foi desenvolvida uma versao otimizada do
método para aplicacao ao calculo de probabilidades de colisao em geometria ciibica que se
mostrou suficientemente precisa e eficiente, a ponto de dispensar o uso de técnicas de nor-
malizacao. Ainda naquele trabalho [Garcia, 2004], a férmula de calculo para a probabilidade
de auto-colisao (na qual a zona de emissao do néutron é a mesma da zona de interagao) em
um cubo foi generalizada para o caso de um hexaedro regular.

Neste trabalho, a férmula anteriormente obtida [Garcia, 2004] para probabilidades
de colisao que relacionam zonas cubicas distintas em um cubo homogéneo é generalizada
para o caso de zonas hexaédricas distintas em um hexaedro regular homogéneo e a eficiéncia
computacional da mesma é estudada. Com o uso das férmulas obtidas para as probabilidades
de colisao estima-se, neste trabalho, os valores dos fluxos e do fator de multiplicacao efetivo
(kesf) para um hexaedro regular homogéneo. Quando acoplado a uma metodologia similar,
recentemente desenvolvida para probabilidades de escape e transmissao [Garcia, 2007] , é
esperado que o resultado deste trabalho possibilite uma implementacao eficiente do método
das correntes de interface (método IC) no cdlculo de sistemas heterogéneos em geometria

XYZ.



CAPITULO 2

PROBABILIDADES DE COLISAO EM GEOMETRIA XYZ

2.1 METODO DAS PROBABILIDADES DE COLISAO

Em geral, o método CP resolve a equacao integral de transporte com dependéncia
em energia descrita pelo modelo de multigrupos. Para ilustrar o método, pode-se utilizar a
equacao integral de transporte para o modelo de um grupo de energia e mais tarde indicar
como generalizar para o caso de multigrupos.

Inicia-se esta apresentacao com a equacao de transporte de néutrons, a qual é uma
equagao integro-diferencial parcial linear de primeira ordem para a densidade (ou fluxo)
angular de néutrons, deduzida a partir de um balango de perdas e ganhos de néutrons em
um espago de fase [Bell, 1979].

Na sua forma mais geral, a equagao de transporte de néutrons pode ser escrita como

1
—%@(r,Q,E,t)+Q-V(I>+Z® = q(r,Q, B, 1), (2.1)
v

onde ®(r, 2, E,t) é o fluxo angular de néutrons, quantidade que corresponde ao nimero de
néutrons com energia no intervalo elementar dE em torno de E' e direcao de movimento no
angulo sélido elementar d€2 em torno de €2, que, no tempo ¢, cruzam uma superficie de area
unitaria centrada na posicao r, por unidades de tempo, energia e angulo sélido. Por sua vez,

a quantidade ¢(r, €2, E, t) é dada por
q(r,Q,E,t) = //z(r, ENf(r;Q E — Q,E)o(r,Q,E  1)dQ dE + Q(r,Q, E,t), (2.2)

onde X(r, E') é a secdo de choque macroscépica total e f(r; Q' E — Q, E) é a funcao de
distribuicdo de probabilidades que descreve a transferéncia de néutrons com direcio Q' e

energia FE para a direcao d€2 em torno de € e energia no intervalo dE em torno de FE.
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Desta forma, ¢ é a taxa total em que os néutrons aparecem em r, df2 e dF no tempo t, em
conseqiiéncia das colisoes e da fonte independente, ().

A equacao (2.1) pode ser convertida em uma equagao integral para o fluxo escalar
de néutrons (definido como a integral do fluxo angular de néutrons sobre todas as diregoes)
através de um procedimento conhecido como método das caracteristicas [Bell, 1979], seguido
de uma integracao sobre todas as dire¢oes. Considerando, por simplicidade de apresentagao,
um problema estaciondrio com apenas uma faixa de energia, fontes fixas (independentes)
nulas e espalhamento isotrépico, a equacao integral de transporte que se obtém através
desse procedimento pode ser escrita como:

efr(r,r’)
o(r) = — / ey, (2.3)

At Jy, v — /|2

onde @(r) é o fluxo escalar de néutrons e 1(r') = [E,(r') + £v(r')Zs(r')]@(r') é a taxa de
emissao, com Y(r’) denotando a segao de choque macroscopica de espalhamento, ¥ ¢(r') a
segao de choque macroscopica de fissao, v(r’) o nimero médio de néutrons emitido por fissdo
e k., um parametro a ser determinado, de modo que a equacdo (2.3) tenha uma solugao
fisicamente valida (ndo negativa) em todas as posigoes do dominio.

A integral na equagao (2.3) é tomada sobre todo o espago que define o dominio, que,
no caso, subentende um volume V. A meta agora é resolver esta equagao numericamente.
Supoe-se vacuo externamente ao dominio e que este é subdividido em N zonas de volumes
Vi,Vo, .Vn,com V =V +Vo+...+Vy, eque Xy, 2s,..., 2y sao as secoes de choque totais
correspondentes. Neste caso, 7(r,r’), a distancia medida em unidades de caminhos livres

médios entre r’ e r, pode ser expressa como

N

T(r,r) =) Sidi(r, 1), (2.4)

i=1
onde d;(r,r’) representa a distancia percorrida pelo néutron na zona i de volume V;, no
caminho de r’ a r. E claro, d;(r,r') = 0 se o néutron nao cruzar a zona i. Para um dominio
homogéneo, 7(r,r’) é simplesmente ¥;|r — r’|, onde ¥; denota a segdo de choque total.
Agora, pode-se integrar a equagao (2.3) numa zona arbitraria i e usar a aproximacao

de fluxo constante (“flat-flux approximation”) [Stamm’ler, 1983]

¢(r) =i, reV, (2:5)



para obter o problema de autovalor k, descrito por

N

1
LiVigi = Z (Cs,j + k_cf,j) Pii¥;Vi;, (2.6)
j=1 *
parai=1,2,..., N. Nesta expressao, ¢, ; = X, ;/%; e cy; = v;2¢ /2, sdo, respectivamente,

o niumero médio de néutrons espalhados e de fissao produzidos por colisao na zona j, e

T(rr)

d3 ! (2.7)

|r—r/\2

d3

Py = 47TV

é a probabilidade de um néutron gerado uniformemente e isotropicamente na zona j sofrer
sua primeira colisao na zona 1.

O termo %;V;¢; do lado esquerdo da equagao (2.6) equivale a taxa de colisdes por
segundo em V; e o lado direito da equagao (2.6) corresponde a taxa de produgao de néutrons
em V;. Além dos fluxos ¢;, i = 1,2,..., N, procura-se determinar o maior valor de k, que
faz com que a igualdade entre estes dois termos exista, para todo ¢ = 1,2,..., N. Pode-se
adicionar aqui que a definicao basica da probabilidade de colisao para o caso de multigrupos
de energia é a mesma da equagao (2.7), exceto que as segoes de choque ¥; e a distancia
6ptica 7(r,1’) sdo, neste caso, ambas funcoes dos grupos de energia.

E importante notar que, quando a zona de emissao ¢ idéntica & zona de colisao, isto é,
quando i = j, o “kernel” de transporte exp[—7(r,r’)]/|r —1’|? presente na integral da equagao
(2.7) torna-se singular para r' = r. Geralmente esta singularidade ¢ evitada em métodos
existentes de calculo das probabilidades de colisao pela aplicacao de uma transformagao
de variaveis. Mas a transformacao de varidaveis nao é necessaria no método descrito neste
trabalho, onde a singularidade da equagao (2.7) para i = j é removida por meio de uma
consideracao de carater fisico simples e consistente. Além disso, como a probabilidade de

colisao definida pela equagao (2.7) satisfaz a relacao de reciprocidade
Y ViPj = X, ViPy, (2.8)

isto significa que o niimero de probabilidades de colisao independentes cuja avaliacao neces-
sita ser realizada com a equagao (2.7) é de somente N (N +1)/2. As N(N — 1)/2 probabili-

dades restantes podem ser obtidas em seguida, com a equacao (2.8).
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2.2 METODO APROXIMADO PARA AVALIACAO DAS PROBABILIDA-
DES DE COLISAO

Na avaliagao das probabilidades de colisao definidas pela equacao (2.7), as zonas i
e j sao inicialmente subdivididas em K elementos cada e supoe-se que as interacoes entre
os néutrons e o meio material no volume V' podem ocorrer somente ao longo das trajetorias
que unem centros de massa de elementos na zona j com centros de massa de elementos na

zona i. Com esta aproximagao, a equagao (2.7) pode ser escrita, para i # j, como

Pij ~ 47ﬂ/; ZAkaAvk’

onde r;, e AV, sao, respectivamente, a posi¢ao do centro de massa e o volume do elemento

rl k> ]k/)

2.9
’rlk—r]k/|2’ ( )

k na zona 1.

Quando as zonas de emissao e interacao do néutron coincidem, a contribuicao de
um elemento qualquer para ele mesmo corresponde, tendo em vista a aproximagao adotada,
a uma situacdo na qual o néutron nao se move do ponto de emissao. Assim, todas as
contribuigoes deste tipo podem ser ignoradas e a probabilidade de colisao para i = 7, também

chamada de probabilidade de auto-colisao, se reduz a

MV ZAm Z AV o

k=1
K #k

Trzk: 1k;/)

m , K >1. (2.10)
O fato das contribui¢oes com k' = k terem sido ignoradas na equagao (2.10) pode também ser
justificado através de argumentos matemaéticos [Garcia, 2006], demonstrando-se que quando
o nimero de elementos tende ao infinito as contribucoes do tipo &' = k tendem a zero.
Com este procedimento, verifica-se que a singularidade do “kernel” de transporte que ocorre
na definicao da probabilidade de colisao quando i = j acaba sendo removida da expressao
aproximada correspondente.

O procedimento computacional é iniciado com um valor de K pequeno na equacao
(2.9) [ou equagao (2.10)] para se obter uma estimativa inicial de P;; (ou P;;). Em seguida,
utilizando-se uma escolha conveniente dos incrementos em K (ver a referéncia [Garcia,

2003a]), a equagao (2.9) [ou equagao (2.10)] é avaliada tantas vezes quantas necessarias,
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incrementando-se o valor de K sucessivamente e aplicando-se a extrapolacao repetida de
Richardson [Dahlquist, 1974] na seqiiéncia de calculos, até que a diferenga relativa observada
entre dois valores extrapolados consecutivos de P;; (ou P;;) seja menor que uma tolerancia

pré-estabelecida.

2.3 UM ALGORITMO OTIMIZADO PARA O CASO DE UM HEXAEDRO
HOMOGENEO

As expressoes obtidas na secao anterior para as probabilidades de colisao e
auto-colisao, apesar de gerais, podem requerer um tempo de computagao excessivamente
elevado conforme o nimero de elementos por zona (K) vai sendo aumentado, pois o nimero
de termos a serem avaliados em cada uma dessas expressoes ¢ da ordem de K2 Para
geometrias regulares, é possivel otimizar o tempo computacional gasto para avaliar estas
expressoes, através da classificacao, agrupamento e contagem do nimero das relagoes bindrias
que descrevem as contribuicoes de todos os elementos da zona de emissao para todos os
elementos da zona de colisao do hexaedro, exceto, é claro, as contribuicoes para as quais os
elementos de emissao e de colisao sao os mesmos no calculo das probabilidades de auto-colisao
(P,).

Considera-se um hexaedro regular homogéneo posicionado no octante z > 0,y > 0 e
z > 0 do sistema de coordenadas cartesiano (x, y, z), com um dos vértices na origem z = 0,
y=0ez=0. As arestas a,, a, e a, do hexaedro sao subdivididas, respectivamente, em n,,
ny € n, segmentos de comprimentos d, = a,/n,, d, = a,/n, e d, = a,/n,, as quais definem
N = n, x ny, X n, zonas hexaédricas de volume d,d,d, cada. A fim de identificar estas zonas,
é conveniente usar dois tipos de identificagdo no algoritmo: (i) um, de indices seqiienciais i =
1,2,...,N, e (ii) outro que consiste no trio (e, 3,7), coma =1,2,...,n,, f=1,2,...,n,e
v=1,2,...,n,, os quais especificam a localizacao de uma zona em termos dos seus intervalos
de definigao, isto é, (o — 1)d, < x < ady, (B—1)d, <y < fd, e (y —1)d, < z < vd,. Por
exemplo, o trio (3,5,8) identifica a zona delimitada por 2d, < = < 3d,, 4d, < y < bd, e

7d, < z < 8d,. Estes dois tipos de identificagao podem ser relacionados por

i=a+n[(8—1)+n,(y— 1) (2.11)
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Como a derivacao do algoritmo otimizado é mais simples para a probabilidade de auto-colisao

P;;, comegaremos por este caso.

2.3.1 PROBABILIDADE DE AUTO-COLISAO P,

Como explicado anteriormente, o método consiste na subdivisao das zonas do
hexaedro em elementos e no calculo das contribuigoes elementares, ao longo das trajetorias
que unem seus centros de massa. Utilizando elementos hexaédricos idénticos com compri-
mentos de aresta iguais a d,/m,, d,/m, e d,/m,, ao longo dos eixos z, y e z respectivamente,
tem-se que o numero total de elementos por zona é K = m, X m, X m,. Para identificar os
elementos de uma zona, utiliza-se dois tipos de identificacao semelhantes aqueles usados para
as zonas. Assim, para uma dada zona, pode-se identificar os seus elementos através de outra
seqiiéncia de inteiros k = 1,2,..., K ou de um trio de inteiros (u,&,n), com p=1,2,... my,
§=1,2,....myen=1,2,...,m,. Nota-se que as letras gregas usadas para identificar os
elementos de uma zona (i, £ e 1) sao diferentes das usadas para identificar as zonas no
dominio («, 3 e 7).

Para comecar, nota-se que, como todas as zonas sao hexaedros idénticos com compri-
mentos de aresta iguais a d,, d, e d,, as P;; tém o mesmo valor para qualquer ¢ = 1,2,..., N,
e assim é suficiente computar apenas uma delas, por exemplo P;;. Claramente, o niimero de
contribuigoes a partir de um elemento de emissao aos possiveis elementos de colisao na zona
i éigual a (K —1), e entdo o nimero total de contribuigoes elementares na probabilidade de
auto-colisao é dado por K(K —1) = mym,m,(mym,m, —1). Como serd visto adiante, clas-
sificando e agrupando estas contribuigoes de acordo com a sua dimensionalidade, é possivel
conseguir uma reducao significativa no esfor¢o computacional necessario para avaliacao da
equagao (2.10) no caso de um hexaedro regular homogéneo.

O primeiro tipo de contribui¢do consiste no que se convencionou chamar “con-
tribuigoes 1-D” [Garcia, 2004]. Estas contribui¢oes sao caracterizadas pelo fato que dois
dos inteiros no trio (u,&,n) s@o iguais para o elemento de emissao e o de colisdo e apenas
um é diferente. Por exemplo, fixando os valores de £ e 7, tem-se as seguintes contribuigoes

1-D ao longo da coordenada x:

(1,6,m) & (1 +p, &) (2.12)
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para u=1,2,...,my —p, comp=1,2,... m, — 1. A seta de duplo sentido indica que esta
formula é valida em ambas as direcoes. Uma contagem simples pode entao ser feita para

mostrar que o nimero das contribuigoes 1-D ao longo do eixo x no calculo da P;; é dado por

2 X my X m, X Z (my —p) = 2mym, 5 = (my — 1)mymym,. (2.13)

iy {(mx — 1)mx}
p=1

As contagens dos nuimeros de contribuicoes 1-D ao longo dos eixos y e z podem ser feitas
de maneira similar a que foi feita para o eixo x, com a diferenga que ocorrem mudancas nos
indices da equacgao (2.13). Pode-se assim demonstrar que ha (m, — 1)m,m,m, contribui¢oes
1-D ao longo do eixo y e (m, — 1)my,m,m, contribuigdes 1-D ao longo do eixo z. O nimero
total de contribuicoes 1-D no calculo da Pj; é entao a soma do nimero de contribuicoes 1-D
ao longo dos trés eixos.

A parte da P; na equagao (2.10) que é devida as contribuigoes 1-D ao longo do eixo

x descritas pela equacao (2.13) é denotada como PZ.(Z.LT) e pode ser escrita como

pti) _ Ddadyd: mz_l(m _ ) ER(=Sdap/ms)

" 2mmym. £~ (d.p)? ’

(2.14)

onde o indice subscrito na secao de choque total foi removido porque o dominio é homogéneo.
Analogamente, é possivel mostrar que as partes da Pj; na equagao (2.10) que sao devidas as
contribuigoes 1-D ao longo dos eixos y e z sao similares a mostrada acima para o eixo x, s6
ocorrendo reorganizagdes nos indices da equagao (2.14). Estas contribuigdes sao denotadas

1 1z ~ .
como Pz(z v) e Pz(z ) € sao dadas, respectlvamente, por

my—1
Ydyd,d, exp(—Xd,q/m
e (g, — ) SR ) (215)

pl) —
2Tmem., g (dyq)?

7

pa) _ Yd.d,d, i exp(—Xd,r/m,)

K 2rmgmy, (m: =) (d,r)?

(2.16)

O segundo tipo de contribui¢ao inclui as chamadas “contribuigoes 2-D”, onde so-
mente um dos inteiros do trio (u,&,n) é o mesmo para o elemento de emissao e o de colisao,
e os outros dois sao diferentes. Por exemplo, fixando o valor de ) e considerando primeiro

o caso onde os inteiros i e £ aumentam ou diminuem ao mesmo tempo, tem-se as seguintes
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contribuigoes 2-D ao longo de diregoes paralelas ao plano x — y:

(1&m) < (k+p.&+a,m) (2.17)

para u = 1,2,...,m; —p, comp = 1,2,...,m, — 1, e { = 1,2,...,m, — q, com q =
1,2,...,m,— 1. Para encontrar o nimero total de contribuicoes 2-D, deve-se primeiro notar
que a relagdo dada pela equagao (2.17) é reversivel, e que hé contribui¢bes onde um dos
indices (p ou £) aumenta enquanto o outro diminui nessa equacao. Assim, o nimero de

contribuigoes 2-D em diregoes paralelas ao plano x — y é dado por

mge—1 my—1
2x2xm.x » (mg—p) > (my—q)
p=1 g=1

= | 2 [ S (i, 1), .. (219

Calculos similares sao efetuados ao longo de diregoes paralelas aos planos © — z e y — z, 0s
quais fornecem, respectivamente, (m, —1)(m, —1)mym,m, e (m, —1)(m, — 1)m,m,m, con-
tribuigdes. Conseqiientemente, as partes da equagao (2.10) que sdo devidas a contribuicoes
ao longo de diregoes paralelas aos planos x — y, * — 2z e y — z podem ser escritas, respecti-

vamente, como

; Sd.d,d, "¢
P = =2 N (i, — p)

TmZm2m,
p=1
my—1
— (opfma)® + (dyafmy)?
mg—1
(2zz) Yd,d,d, ‘
Pn - ﬂ_QOme Z (mz _p)
Yz p=1
mz—1
- - dx T 2 dz z 2

(dep/ma)? + (dzr/m.)?

r=1
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(§]
my—1
2yz Edzd dz -
Pi(iy = ™ mmeQ Z(my—q)
X Yy z q:l
mz—1
- =Y/ (d 2+ (d, 2)?
p— (dygq/my)? + (dzr/m.)

Finalmente, “contribuigoes 3-D” sao aquelas nas quais o trio de identificacao para
os elementos de emissao e de colisao nao tém nenhum indice em comum. Para o caso onde
os trés indices (u, £, n) aumentam ou diminuem ao mesmo tempo, estas contribuigdes podem

ser representadas por

(&) = (p+p.E+q,n+1), (2.22)

parap=1,2,... . my—p,comp =12 ... . m,—1,{=1,2,... , my—q,comqg=1,2,...,my,—
l,en=12...,m,—r, comr = 1,2,...,m, — 1. Para encontrar o nimero total de
contribuigoes 3-D, nota-se que a relacdo dada pela equacao (2.22) é reversivel e que ha outras
contribuigdes 3-D nas quais dois dos indices aumentam (diminuem) enquanto o terceiro
diminui (aumenta).

Usando o simbolo “seta para cima” (“seta para baixo”) para representar um indice
que aumenta (diminui), pode-se listar todas as combinagoes possiveis de indices crescentes

e decrescentes como segue:

LD LD D LD LD 1D 411, (14 D).

Observe que as duas primeiras combinacoes representam as contribuicoes especificadas na
equagao (2.22). Considerando todas as combinagbes descritas acima, encontra-se que o

numero total de contribuicoes 3-D é dado por

8 X mgl(mx —p) my;ll(my —q) W:Z:Z_ll(mz —7)
_3 [(mx —21)”%} [(my gl)my} [(mz _21)mz:|

= mymym,(m, — 1)(m, — 1)(m, — 1) (2.23)
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e a parte correspondente a estas contribuigoes na equacao (2.10) é

me—1 my—1
2¥.d,d,d
3 T z
B = it 20 (e = P) 2 (my —a)
'y q=1

X mzzl(mz - T)exp[_z\/(dxp/mx)Q + (dyg/my)* + (dzr/mZ)Q].

(dxp/mx)2 + (dyq/my)Q + (dzr/mz)z (2.24)

r=1
Como uma verificacao simples das férmulas desenvolvidas, pode-se notar que os
nimeros de contribui¢des 1-D, 2-D e 3-D somados resultam em m,m,m,(m,m,m, —1), que,
como mencionado no comego desta subsecao, é o niimero total de contribuicoes elementares
no calculo de Pj;.
Finalmente, para obter uma férmula conveniente para a aproximagao desejada de
P, soma-se as equagoes (2.14), (2.15), (2.16), (2.19), (2.20), (2.21) e (2.24) e agrupa-se os

termos resultantes num so, o que resulta em

my—1

Gl N (0 b)(me =) Y (2 8)m, )

p=0 q=0

S oy O (dap/ma)? + (dya/my)? + (dar/m.)?]
x 2 ) =) e Gy + (o P

Fi= s 53
drmzmyms;

. (2.25)

onde d,0, 040 € 0,0 sao deltas de Kronecker e a restricao p+ ¢+ # 0 deve ser aplicada neste

resultado.

2.3.2 PROBABILIDADE DE COLISAO P,; PARA i # j

A derivagao de uma férmula aproximada para P;;, ¢ # j, pode ser realizada de
uma maneira direta, uma vez que se observa que a geometria do calculo da P;; pode ser
reduzido aquele do célculo da P;; por uma translagao da posicao da zona de colisao com
respeito a zona de emissao.

Para o calculo de P;;, considera-se que o centro da zona de colisao i esta separado do

7
centro da zona de emissao j por uma distancia s;;, a qual possui componentes «;;d,, 5;;d, e
7ijd. ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente. Aqui, o, Bi; € 7,5 sao inteiros que dao a
localizacao da zona de colisao em relacao a zona de emissao e podem assumir qualquer valor

entre 0en, —1,0en, —1,e0en, — 1, respectivamente, exceto que os trés nao podem ser

iguais a zero ao mesmo tempo (recordando que n,, n, e n, sao os nimeros de subdivisdes
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das arestas do hexaedro).

Uma exibi¢ao 2-D da situagao geométrica para o exemplo mais simples de 2 sub-
divisoes por aresta de zona é mostrada na figura 2.1, a qual reproduz uma figura de um
trabalho anterior [Garcia, 2004]. Na figura la, as contribuigoes para o célculo da P;; do
elemento 11 ao elemento 12 e vice-versa estao indicadas pela seta de duplo sentido. As
distancias entre os centros de massa dos elementos de emissao e de colisao sao iguais para
ambas as contribuigoes e valem d,/2 na direcao x. A figura 1b mostra as contribuigoes
correspondentes ao cédlculo da P;; com «;; = 2 e 3;; = 1. Nota-se que agora a distancia do
centro do elemento 11 da zona de emissao ao centro do elemento 12 da zona de colisao tem
projecoes de comprimento (a;; + 1/2)d, = 5d,/2 na direcao de z e §;;d, = d, na diregao v,
enquanto a distancia do centro do elemento 12 da zona de emissao ao centro do elemento 11
da zona de colisao tem projecoes de comprimento (o;; — 1/2)d, = 3d,/2 na diregao de z e
Bi;d, = d, na direcao de y.

Incluindo os outros tipos de contribuicoes na anélise e generalizando o resultado
para quaisquer numeros m,, m, e m, de subdivisoes das arestas da zona, encontra-se que a
férmula desejada para Pj; pode ser obtida a partir da férmula da P;; por uma mera mudanga
das distancias na ultima e adicionando um termo novo que corresponde as contribui¢oes nao
permitidas no calculo da P;; (isto é, removendo a restrigdo p + ¢ + r # 0). Definindo-se

exp[_Ztlj (p7 q, T)]
tz?j (p7 q, T)

Eij(paqﬂr) = ) (226>

com
tii(p.a,r) = [(ouj + p/ma)>d2 + (Bi + a/my)*ds + (vij + r/m.)*d2)"?, (2.27)

pode-se escrever a férmula resultante para F;; como

Sdpdyd, e iy
Py = o5 23 D (2= 60)(ma —p) D (2= 640)(my — q)
x Yy z p:0 q:O
m,—1

X Z (2 = dr0)(m. — 1)[Eij(p.q,7) + Eij(p. g, —7) + Eij(p, —¢.7) + Eij(—p. ¢, 7)
r=0

+ Eij(p,—q,—7) + Eij(—p,q, —7) + Eij(—p, —q,7) + Eij(—p, —q, —7)]. (2.28)
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Para completar esta secao, aponta-se a vantagem principal das formulas otimizadas
dadas pelas equagoes (2.25) e (2.28) sobre as férmulas originais dadas pelas equagoes (2.9)
e (2.10). Naturalmente, as férmulas otimizadas sao limitadas a geometria hexaédrica mas,
comparando o numero de termos que tém que ser avaliados em ambos os tipos de expressoes,
pode-se ver que as férmulas otimizadas sao muito mais convenientes do que as originais, pois
o esforco computacional requerido para avaliar as primeiras aumenta linearmente com o
nimero de elementos por zona, K = m,m,m,, enquanto que para as férmulas originais o

esforco aumenta quadraticamente com K.
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Figura 2.1 — Tustragiao em 2-D das contribuiges entre os elementos 11 e 12 em

P;; e P;; calculadas para m, = m, = 2.



CAPITULO 3

PROGRAMAS PARA O CALCULO DAS PROBABILIDADES DE COLISAO
E DE AUTO-COLISAO

O método das probabilidades de colisao (método CP) pode em principio ser im-
plementado sem a necessidade de ferramentas computacionais, mas, conforme o nivel de
refinamento espacial aumenta, o processo logo se torna impraticavel sem a utilizagao de um
computador. Os programas usados neste trabalho para estimar as probabilidades de co-
lisao e de auto-colisao em uma zona hexaédrica homogénea foram desenvolvidos em precisao
simples (numeros reais de 32 bits), na linguagem FORTRAN.

Foi testado o método de calculo de probabilidades de colisao discutido neste trabalho,
para varias escolhas dos parametros envolvidos: os comprimentos das arestas das zonas do
hexaedro (d,, d, e d,), os nimeros iniciais de subdivisoes dessas arestas (m,, m, e m,) e
as projecoes da distancia entre os centros de massa das zonas de emissao e de interagao
do néutron em multiplos de d,, d, e d, (o, Bi; e 7). Neste capitulo sao apresentados
resultados numéricos para alguns casos selecionados.

Para dar inicio aos cédlculos, o usuario fornece os dados que definem a geometria e a
composi¢ao do problema. Dados como secao de choque total, comprimentos das arestas que
definem a zona, entre outros, dependem do tipo de probabilidade (colisao ou auto-colisao)
que se deseja calcular, como serd visto detalhadamente adiante.

Vérias versoes foram implementadas para os programas, a fim de melhorar o tempo
de CPU e acelerar a convergéncia da seqiiéncia de calculos. Todos os resultados deste capitulo
foram gerados num computador com processador Pentium I1I de 800MHz e 256 MB de RAM.
E importante notar que, neste capitulo, os resultados sao tabelados sempre com todos os
digitos significativos fornecidos por cada programa (os quais nao necessariamente sao todos

corretos), para deixar claras as diferengas existentes entre as varias versoes dos programas.
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3.1 FERRAMENTAS USADAS PARA MELHORAR OS RESULTADOS DOS
PROGRAMAS

Com o objetivo de melhorar o desempenho computacional do método, mantendo

a qualidade dos resultados, foram implementadas nos programas varias ferramentas, as quais

visam melhorar nao apenas a taxa de convergéncia do método mas também diminuir o tempo
de execugao do mesmo.

A ferramenta mais simples para obter melhores resultados com o método consiste

no incremento do ntmero de subdivisoes das arestas da zona ao longo das diregoes x, y e

z, ou seja, no aumento de my, m, e m,. Mas esta ferramenta é limitada pelo tempo de

computacao, que cresce rapidamente com o aumento de m,, m, e m,, de maneira que logo

tem-se que optar também por outras ferramentas, além desta, para melhorar os resultados.

3.1.1 EXTRAPOLACAO REPETIDA DE RICHARDSON

A extrapolacao repetida de Richardson é uma técnica usada para melhorar

a precisao dos valores estimados por qualquer método numérico baseado em discretizagao

por grades. Denotando como F'(h) o resultado obtido para o parametro desejado quando

o tamanho do intervalo da grade é h, nota-se que o valor exato desse parametro é definido
como F(0) = limy_o F'(h).

Para explicar o processo, seguimos Dahlquist e Bjork [Dahlquist, 1974] e o apéndice

do trabalho de Garcia [Garcia, 2003a] e iniciamos supondo que F'(h) comporta-se como:
F(h) =F(0)+ah? +O(R"), r>p>0, (3.1)

para h — 0. Fazendo uso da equacdo (3.1) para um tamanho de intervalo de grade gh,
com ¢ > 1, e subtraindo a equagao resultante da equacao (3.1) multiplicada por ¢, pode-se
eliminar o parametro desconhecido a e obter para F(0) a seguinte expressao:

F(h) — F(qh)

F(0) = F(h) +———

+O(h"). (3.2)

Logo, pode-se ver que embora F'(h) tenha um erro de O(hP?), utilizando-se a extrapolagao
de Richardson ¢ possivel usar F'(h) e F'(¢h) para obter uma estimativa para F'(0) com um

erro reduzido, de O(h").
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A extrapolacgao repetida de Richardson nada mais é do que uma aplicacao iterativa

do processo acima explicado. Se for assumido que F'(h) se comporta como:
F(h) = F(O) + alhpl + CLthQ + agh”3 + ... s (33)
onde p; < ps < p3 < ..., e a sequiéncia definida por

Fi(h) = F(h) (3.4)

Fy(h) = Fi(gh)
qPr — 1

Fiia(h) = Fi(h) + , k=1, (3.5)

for considerada, pode-se mostrar por indugao [Dahlquist, 1974] que
F.(h) = F(0) 4 byhP™ + by hPm+t + L. (3.6)

Claramente, F),(h) fornece uma estimativa para F'(0) a partir de (n — 1) aplicagoes repetidas
da extrapolagao de Richardson na seqiiéncia F'(h), F(qh), F(q*h), ..., F(¢""h), e possui
um erro de O(hP*). Um algoritmo conveniente para a implementagdo da extrapolagao de
Richardson nesta forma é dado na referéncia [Dahlquist, 1974].

Neste trabalho, o parametro h esta relacionado ao tamanho das arestas dos elementos
nos quais uma zona ¢ subdividida. No caso de um cubo pode-se tomar h = h, = h, = h;
uma vez que os comprimentos das arestas h, hy, e h, de um elemento sao todas iguais. Em
um hexaedro, os tamanhos das arestas nao sao iguais, mas pode-se ainda assim supor um
valor de h efetivo dado pela média dos tamanhos das arestas.

A vantagem de se conceber o tamanho de intervalo h desta forma é que nao é
necessario conhecer explicitamente o seu valor durante a implementagao da extrapolagao
repetida de Richardson, pois dividindo-se ao meio os comprimentos dos intervalos simul-
taneamente nas trés diregoes garante-se que h é dividido ao meio. Em todos os problemas-
teste resolvidos neste capitulo, os resultados foram refinados dividindo-se ao meio o tamanho
das arestas dos elementos simultaneamente em todas as direcoes, o que corresponde a uma
escolha do parametro ¢ igual a 2 na equagao (3.5).

Finalmente, a escolha de py = k que é utilizada na equacao (3.5) reduz a equacao
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(3.3) a uma expansao em série de poténcias para F'(h) em torno de h = 0, tornando todo o
processo equivalente & aproximagao da fun¢ao F'(h) por um polinémio de grau (n — 1) em
h. Nao foi testado neste trabalho o comportamento dos resultados com uma escolha de p;
diferente desta. Contudo, é possivel que uma melhor escolha de p; exista, e isto pode ser
um topico interessante para investigacoes futuras.

O ciclo de calculos realizado pela extrapolacao repetida de Richardson é inter-
rompido quando a diferenca relativa entre os dois tltimos resultados obtidos for igual ou
menor ao erro imposto no programa, ou seja, antes de executar o programa o usuario devera

especificar o erro relativo que julga satisfatério.

3.1.2 TRUNCAMENTO EXPONENCIAL

Tendo sido observado que a taxa de convergéncia do método se deteriora um
pouco conforme os valores de d,, d, e d, (em caminhos livres médios) aumentam, foi in-
troduzido um dispositivo importante de reducao de tempo computacional para dominios de
grande extensao, chamado “truncamento exponencial”. A idéia por tras deste dispositivo é
que, quando o tamanho dos elementos aumenta, aumenta também a distancia entre seus cen-
tros de massa e, portanto, a contribuicdo de cada termo nas equagoes (2.25) e (2.28) diminui
exponencialmente com essa distancia. Consequentemente, contribui¢oes de elementos muito
distantes um do outro podem ser suficientemente pequenas para poderem ser desprezadas
nos calculos de P;; e P;;.

O truncamento exponencial pode ser introduzido da seguinte maneira. Se para uma
tolerancia e e uma distancia ¢ entre os centros de massa dos elementos de emissao e interacao
tem-se que

exp(—2t)

A 3.7
eXp(_Etmzn) =6 ( )

onde t,,;, ¢ distancia minima entre centros de massa dos elementos de emissao e interagao,
pode-se mostrar que, para um erro relativo inferior a € nas probabilidades de colisao, é
possivel desprezar, sem afetar a qualidade dos resultados, as contribuicoes para as quais a

distancia entre os centros de massa dos elementos de emissao e interacao é > Xt + Ine
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caminhos livres médios. O valor de t,;, é dado no calculo de P; por
tmin == mln{dz‘/mw7 dy/mya dz/mz}a (38>
e no calculo de P;; por

tonin = {maxQ[ozij — (mg — 1)/my, O]di + maxQ[ﬂij — (my —1)/my, O]dz

+max?ly;; — (m. — 1)/m., 01d2}'%. (3.9)

Neste trabalho foi utilizado uma tolerancia igual a 10~% em todos os programas que
fazem uso do truncamento exponencial, o que equivale a desprezar, sem afetar a qualidade
dos resultados, as contribuicoes para as quais a distancia entre os centros de massa dos
elementos de emissao e interacao superam a distancia minima em 13,8 ou mais caminhos

livres médios, ou seja as contribuicoes onde a relagao Xt > it + 13, 8 é satisfeita.

3.1.3 PARTICAO ADAPTAVEL

A particao adaptavel visa melhorar a taxa de convergéncia do método e consiste
na escolha do nimero de subdivisoes das arestas do hexaedro ou de suas zonas, ao longo
das diregoes x, y e z, com base no comprimento relativo de cada aresta em relagao aos das
outras, conforme especificado a seguir. Seja d,,;;, = min(d,, d,, d,) o comprimento da menor

das arestas. Os valores iniciais de m,, m, e m, sao entao dados pela expressao:
mg = Par(d,/dmin), a=2x, you z, (3.10)

onde Par(x) indica o menor nimero par que é > x. Pode-se concluir da equagao (3.10) que
o numero inicial de subdivisdes da menor aresta é sempre igual a 2, pois Par(dmin/dmin) =

Par(1) = 2.

3.1.4 AGRUPAMENTO DOS TERMOS EXPONENCIAIS

Esta ferramenta é usada apenas no calculo de P;; e seu objetivo é diminuir o
tempo de computagao. Quando um ou dois dos parametros «;;, 3;; € v;; sao iguais a zero é
possivel agrupar alguns termos exponenciais na equacao usada para estimar a probabilidade

de colisao, pois entre os oito termos exponenciais alguns serao iguais e portanto podem ser



22

agrupados. O agrupamento dos termos nao altera (exceto por uma possivel diferenca de
arredondamento no 1ltimo digito) os resultados obtidos para os valores das probabilidades

de colisao.

3.2 PROGRAMAS PARA PROBABILIDADES DE AUTO-COLISAO

Nos programas para calculo das probabilidades de auto-colisao o usudario devera
fornecer os dados da zona, e esses dados sao: secao de choque total e comprimentos das

arestas que definem a zona.

3.2.1 DESCRICAO DOS PROGRAMAS

A primeira versao do programa Auto-Colisao estima a probabilidade de auto-
colisao em um dado elemento por meio da equacao (2.25). A segunda versao é semelhante a
primeira, com uma diferenca: usa-se a extrapolacao repetida de Richardson, a qual propor-
ciona uma maior rapidez na convergéncia da seqiiéncia de calculos. O calculo é iniciado com
my = 2, my =2 e m, = 2 e esses numeros sao duplicados sequencialmente a cada passo de
aceleragao de convergeéncia por extrapolacao de Richardson.

A terceira versao também é semelhante a primeira, mas a diferenca agora é o dis-
positivo usado para reduzir o tempo de CPU, o chamado “truncamento exponencial”, o qual
nao altera os resultados dos cédlculos de probabilidades de auto-colisao significativamente.

Foi criada ainda uma quarta versao para o programa Auto-Colisao, a qual faz uso
dos dois mecanismos citados nas versoes anteriores, ou seja, o truncamento exponencial e
a extrapolacao repetida de Richardson para melhorar os resultados obtidos no céalculo da
probabilidade de auto-colisao e no tempo de CPU.

Finalmente, a quinta e tltima versao do programa Auto-Colisao é muito semelhante
a quarta, mas aqui, além dos outros mecanismos ja citados, se faz também uso da particao
adaptdvel para determinar os valores iniciais de mg,, m, e m,. Os valores de m,, m, e m,
também vao sendo duplicados a cada passo de aceleracao de convergéncia por extrapolacao

de Richardson.
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3.2.2 RESULTADOS

Na tabela 3.1 sao apresentados resultados para probabilidades de auto-colisao
calculadas com a primeira e segunda versoes do programa Auto-Colisao e os tempos totais
de CPU, em segundos. Os dados da zona sao: comprimentos das arestas iguais a 1,0, 2,0 e
4,0 cm, ao longo dos eixos z, y e z respectivamente, secao de choque total igual a 1 cm ™!
e erro relativo imposto para o truncamento do ciclo de calculos na segunda versao igual a
1,0E — 04. Observa-se que, na primeira versao do programa Auto-Colisao o tempo total de

CPU foi 516,5 segundos e obteve-se no final um erro relativo igual a 8, 7E—04. Ja na segunda

versao, o programa levou 9,58 segundos para atingir um erro relativo igual a 4,3F — 05.

Tabela 3.1 — Probabilidades de auto-colisio estimadas pela primeira e segunda

versoes do programa Auto-Colisao.

m Primeira Versao | Segunda Versao
2 2,514613E-01 -
4 3,742204E-01 4,969795E-01
8 4,247006E-01 4,679146E-01
16 4,473476E-01 4,683160E-01
32 4,586589E-01 4,703303E-01
64 4,645449E-01 4,707167E-01
128 4,676118E-01 4,707985E-01
256 4,691941E-01 4,708188E-01
512 4,700022E-01 -
1024 4,704117E-01 -

Tempo de CPU (s)

916,50

9,58

Os resultados obtidos com a terceira versao do programa Auto-Colisao encontram-
se na tabela 3.2, onde pode-se comparar esses resultados com os resultados obtidos pela
primeira versao do programa. Para o caso 1 os dados sao: comprimentos das arestas da zona
iguais a 1,0, 2,0 e 4,0 cm, ao longo dos eixos x, y e z respectivamente, secao de choque total
igual a 1 ecm™!. Para o caso 2 os dados sdo: comprimentos das arestas da zona iguais a 1,0,

50,0 e 100,0 cm, ao longo dos eixos x, y e z respectivamente, secao de choque total igual a
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1 ecm™t. No caso 1, para a primeira versao do programa Auto-Colisao obteve-se um tempo
total de CPU igual a 516,5 segundos e para a terceira versao obteve-se um tempo total igual
a 737,96 segundos, ambos com nimeros maximos de subdivisoes m, = m, = m, = 1024.
Como esperado, pode-se notar, observando a tabela 3.2, que a terceira versao ¢ mais eficiente
que a primeira somente nos casos onde os tamanhos das arestas que definem a zona (d,, d,
e d,), ou apenas um ou dois deles, sdo consideravelmente grandes, pois no caso 2, com
a primeira versao do programa Auto-Colisao obteve-se um tempo de CPU igual a 575,55
segundos enquanto que com a terceira versao obteve-se um tempo igual a 22,48 segundos,
ambos com numeros maximos de subdivisoes m, = m, = m, = 1024. Observa-se que,
nos dois casos, os valores estimados para as probabilidades de auto-colisao permaneceram
praticamente inalterados. Além disso, no dificil caso 2, a convergéncia é muito lenta e os
valores obtidos para as probabilidades de auto-colisao estao ainda totalmente incorretos, pois
sao todos maiores do que 1. Como visto a seguir, esta dificuldade pode ser superada com a

aplicagao da extrapolacao repetida de Richardson.

Tabela 3.2 — Probabilidades de auto-colisdo estimadas pela primeira e terceira

versoes do programa Auto-Colisao.

Caso 1 Caso 2
m Primeira Versao | Terceira Versao | Primeira Versao | Terceira Versao
2 2,514613E-01 2,514613E-01 120,665400 120,665400
4 3,742204E-01 3,742204E-01 133,896700 133,896700
8 4,247006E-01 4,247006E-01 99,200330 99,200330
16 4,473476E-01 4,473476E-01 61,554570 61,554570
32 4,586589E-01 4,586589E-01 34,848790 34,848790
64 4,645449E-01 4,645449E-01 18,834020 18,834020
128 4,676118E-01 4,676118E-01 10,020460 10,020460
256 4,691941E-01 4,691941E-01 5,390332 5,390332
512 4,700022E-01 4,700021E-01 3,016802 3,016802
1024 4,704117E-01 4,704114E-01 1,815118 1,815118
Tempo de CPU (s) 516,50 737,96 575,55 22,48

Na tabela 3.3 pode-se comparar os resultados obtidos com a primeira versao e quarta

versao do programa, onde foram usados os dados: comprimentos das arestas da zona iguais a
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1,0, 50,0 e 100,0 cm, ao longo dos eixos z, y e z respectivamente, secao de choque total igual
a1 cm~!. Observa-se claramente que o tempo de CPU baixou muito e que o valor estimado
para a probabilidade de auto-colisdo convergiu para um valor fisicamente aceitavel (< 1)
com a quarta versao do programa enquanto na primeira versao essa convergencia ainda nao

foi alcancada.

Tabela 3.3 — Probabilidades de auto-colisdo estimadas pela primeira e quarta

versoes do programa Auto-Colisao.

m Primeira Versao | Quarta Versao
2 120,665400 -
4 133,896700 147,128000
8 99,200330 36,962620
16 61,554570 6,579181
32 34,848790 1,500399
64 18,834020 6,868396E-01
128 10,020460 5,999838E-01
256 5,390332 6,020952E-01
512 3,016802 6,033836E-01
1024 1,815118 6,033798E-01
Tempo de CPU (s) 575,55 26,57

Finalmente, sao apresentados na tabela 3.4 os resultados obtidos para a proba-
bilidade de auto-colisao e o tempo de CPU com a quarta e quinta versoes do programa
Auto-Colisao, para os mesmos dados que definem a zona usados para obter os resultados da
tabela 3.3. Em ambas as versoes do programa, o erro relativo imposto foi 1,0F — 04. A
quinta versao leva um menor tempo de CPU para convergir o resultado e ja no sexto passo
a convergéncia ¢ alcancada, enquanto que na quarta versao a convergéncia sé é alcancada

no nono passo.
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Tabela 3.4 — Probabilidades de auto-colisdo estimadas pela quarta e quinta

versoes do programa Auto-Colisao.

Passo de Aceleragao | Quarta Versao | Quinta Versao
1 147,128000 5,587311E-01
2 36,962620 5,998521E-01
3 6,579181 6,029757E-01
4 1,500399 6,033140E-01
5 6,868396E-01 6,033723E-01
6 5,999838E-01 -
7 6,020952E-01 -
8 6,033836E-01 -
9 6,033798E-01 -
Tempo de CPU (s) 25,64 8,91

3.3 PROGRAMAS PARA PROBABILIDADES DE COLISAO

Nos programas que estimam a probabilidade de colisao o usudrio terda que
fornecer, além dos dados citados anteriormente, o valor para as projecoes das distancias

entre os centros geométricos das zonas 7 e j, ou seja, os valores de oy, B € vij-

3.3.1 DESCRICAO DOS PROGRAMAS

A primeira versao do programa Colisao estima a probabilidade de colisao por
meio da equagao (2.28). A segunda versao é semelhante a primeira mas com uma diferenga,
usa-se a extrapolacao repetida de Richardson. O célculo inicia com m, =2, m, =2em, = 2
e vai duplicando esses numeros sequencialmente a cada passo de aceleracao de convergéncia
por extrapolagao de Richardson. A terceira versao também é semelhante a primeira com a
diferenca que o dispositivo usado para reduzir o tempo de CPU é o truncamento exponencial.

A quarta versao do programa calcula a probabilidade de colisao fazendo uso do trun-
camento exponencial e da extrapolacao repetida de Richardson para melhorar os resultados

obtidos no céalculo da probabilidade de colisao e o tempo de CPU.
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A quinta versao do programa Colisao, a qual é muito semelhante a quarta, usa, além
dos outros mecanismos ja citados, o comprimento relativo de cada aresta em relagao aos das
outras para definir os valores iniciais de m,, m, e m..

Para o programa Colisao foi feita uma versao a mais do que as feitas para o programa
Auto-Colisao. A sexta versao consiste em um programa muito semelhante ao da quinta
versao, onde a unica diferenca é que se usa o agrupamento de alguns termos exponenciais
no célculo das probabilidades de colisao para reduzir o tempo de CPU. O agrupamento dos
termos nao altera significativamente os resultados obtidos para os valores das probabilidades

de colisao.

3.3.2 RESULTADOS

Sao apresentados na tabela 3.5 resultados para as probabilidades de colisao
calculadas com a primeira e segunda versoes do programa Colisao, para o caso onde o0s
comprimentos das arestas da zona sao 1,0, 2,0 e 4,0 cm, ao longo dos eixos z, y e z respec-
tivamente, secio de choque total igual a 1 em™, ay; = 1, 8;; = 0, 7;; = 0 e erro relativo
imposto para o truncamento do ciclo de célculos na segunda versao igual a 1,0F — 05. Na
primeira versao do programa Colisao o tempo de CPU foi igual a 2644,85 segundos, com
ntimeros maximos de subdivisoes m, = m, = m, = 1024, e obteve-se um erro relativo igual
a 8, 1E —06. Ja na segunda versao, o programa levou 378,76 segundos para um erro relativo
igual a 1,3F — 06.

Na tabela 3.6, pode-se comparar os resultados para as probabilidades de colisao e
para os tempos de CPU obtidos pela primeira e pela terceira versoes do programa Colisao.
No caso 1 os dados sao: comprimentos das arestas da zona iguais a 1,0, 2,0 e 4,0 cm, ao
longo dos eixos x, y e z respectivamente, secao de choque total igual a 1 cm™*. No caso 2
os dados sao: comprimentos das arestas da zona iguais a 1,0, 50,0 e 100,0 cm, ao longo dos
eixos ¥, y e z respectivamente, secao de choque total igual a 1 em™!. Para ambos os casos,
ag =1, B =0e ;=0

Na tabela 3.7, sao apresentados resultados para outros casos avaliados nos quais
também foram usadas, para o calculo das probabilidades de colisao, as versoes primeira e
terceira do programa Colisao. Em ambos os casos os dados sao: comprimentos das arestas

da zona iguais a 1,0, 50,0 e 100,0 cm, ao longo dos eixos x, y e z respectivamente, secao de
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choque total igual a 1 ecm~!. O que diferencia um caso do outro sao os valores das projecoes
das distancias entre os centros geométricos das zonas ¢ e j. No caso 1 esses valores sao
a;; =1, B;j =1e;; =1 eno caso 2 os valores sao a;; = 3, 3;; = 0 e v;; = 0.

Avaliando as tabelas 3.6 e 3.7, nota-se novamente que a terceira versao do programa
é eficiente apenas nos casos onde os tamanhos das arestas que definem a zona (d,, d, e d.),

ou apenas um ou dois deles, sao consideravelmente grandes, quando medidos em caminhos

livres médios.

Tabela 3.5 — Probabilidades de colisdo estimadas pela primeira e segunda

versoes do programa Colisao.

m Primeira Versao | Segunda Versao
2 1,575488E-01 -
4 1,138024E-01 7,005592E-02
8 9,887571E-01 8,858008E-02
16 9,479231E-01 9,358823E-02
32 9,377068E-01 9,348963E-02
64 9,352600E-02 9,345984E-02
128 9,346883E-02 9,345373E-02
256 9,345570E-02 9,345234E-02
512 9,345280E-02 9,345222E-02
1024 9,345204E-02 -
Tempo de CPU (s) 2644,85 378,76




Tabela 3.6 — Probabilidades de colisio estimadas pela primeira e terceira

versoes do programa Colisao.

Caso 1 Caso 2

m Primeira Versao | Terceira Versao | Primeira Versao | Terceira Versao
2 1,575488E-01 1,575488E-01 81,095680 81,095680

4 1,138024E-01 1,138024E-01 34,362910 34,362910

8 9,887571E-01 9,887571E-01 12,507730 12,507730
16 9,479231E-01 9,479231E-01 4,165633 4,165633
32 9,377068E-01 9.,377068E-01 1,346720 1,346720
64 9,352600E-02 9,352600E-02 4,817322E-01 4,817321E-01
128 9,346883E-02 9,346883E-02 2,386158E-01 2,386158E-01
256 9,345570E-02 9,345569E-02 1,744390E-01 1,744390E-01
512 9,345280E-02 9,345280E-02 1,579788E-01 1,579788E-01
1024 9,345204E-02 9,345203E-02 1,538116E-01 1,538116E-01

Tempo de CPU (s) 2644,85 2697,83 2987,61 808,63
Tabela 3.7 — Probabilidades de colisio estimadas pela primeira e terceira
versoes do programa Colisao.
Caso 1 Caso 2

m Primeira Versao | Terceira Versao | Primeira Versao | Terceira Versao

2 4,154074E-27 4,154072E-27 6,630416E-01 6,630416E-01

4 1,414472E-15 1,414472E-15 1,743709E-01 1,743709E-01

8 4,171291E-10 4,171284E-10 4,438613E-02 4,438613E-02
16 1,264834E-07 1,264832E-07 1,343960E-02 1,343960E-02
32 1,359160E-06 1,359156E-06 7,735032E-03 7,735029E-03
64 3,131915E-06 3,131893E-06 7,239566E-03 7,239564E-03
128 3,966966E-06 3,966913E-06 7,226841E-03 7,226837E-03
256 4,204430E-06 4,204351E-06 7,224628E-03 7,224626E-03
512 4,264108E-06 4,264008E-06 7,224081E-03 7,224080E-03
1024 4,278934E-06 4,278827E-06 7,223939E-03 7,223940E-03

Tempo de CPU (s)

3773,45

820,61

3003,07

975,33
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Através da tabela 3.8, pode-se comparar os resultados da primeira versao com a
quarta versao do programa, onde os dados usados foram: comprimentos das arestas da zona
iguais a 1,0, 50,0 e 100,0 cm, ao longo dos eixos x, y e z respectivamente, secao de choque
total igual a 1 em™, ay; = 1, B;; = 1 e 7;; = 1. Observa-se que o tempo de CPU baixou
muito quando foi usada a quarta versao do programa Colisao. Obteve-se um erro relativo
igual a 3,5F — 03 na primeira versao do programa Colisao e na quarta versao o erro relativo
obtido foi igual a 1,0F — 04.

Com os mesmos dados usados para obter os resultados da tabela 3.8, encontram-se
na tabela 3.9 os resultados obtidos para a probabilidade de colisao e o tempo de CPU para
a quarta e quinta versoes do programa Colisao. A quinta versao leva um menor tempo de
CPU para convergir o resultado e no quarto passo a convergéncia é alcancada, enquanto que
na quarta versao a convergéncia sé é alcancada no nono passo. Para ambas as versoes o erro
relativo imposto foi de 1,0F — 03.

Através da tabela 3.10, pode-se comparar os resultados para as probabilidades de
colisao e para o tempo de CPU obtidos pela quinta e sexta versoes do programa Colisao.
No caso 1 os dados sao: comprimentos das arestas da zona iguais a 1,0, 50,0 e 100,0 cm, ao

longo dos eixos x, y e z respectivamente, secao de choque total igual a 1 cm™!

e a;; = 2,
Bij = 0 e y; = 0. No caso 2 os comprimentos das arestas da zona e se¢ao de choque total
sao iguais ao do caso 1 e aj; = 1, B;; = 1 e 755, = 0. O erro relativo imposto em ambas as
versoes para os dois casos foi igual a 1,0F — 05. Observa-se que o tempo de CPU é menor

quando utiliza-se a sexta versao do programa Colisao e que os resultados obtidos por ela nao

alteram significativamente os resultados obtidos pela quinta versao do programa Colisao.



Tabela 3.8 — Probabilidades de colisdo estimadas pela primeira e quarta versoes

do programa Colisao.

m Primeira Versao | Quarta Versao

2 4,154074E-27 -

4 1,414472E-15 2,828944E-15

8 4,171291E-10 1,112340E-09
16 1,264834E-07 3,843604E-07
32 1,359160E-06 4,033235E-06
64 3,131915E-06 6,219661E-06
128 3,966966E-06 4,467765E-06
256 4,204430E-06 4,216273E-06
512 4,264108E-06 4,283583E-06
1024 4,278934E-06 4,284016E-06

Tempo de CPU (s) 3773,45 883,03

Tabela 3.9 — Probabilidades de colisdo estimadas pela quarta e quinta versoes

do programa Colisao.

Passo de Aceleragao

Quarta Versao

Quinta Versao

1

2,828944E-15

4,616728E-06

1,112340E-09

4,305413E-06

3,843604E-07

4,282584E-06

4,033235E-06

4,283710E-06

6,219661E-06

4,467765E-06

4,216273E-06

4,283583E-06

O |0 | N | O | T = | W |

4,284016E-06

Tempo de CPU (s)

883,03

35,45




Tabela 3.10 — Probabilidades de colisdo estimadas pela quinta e sexta versoes

do programa Colisao.

Passo de aceleragao

Caso 1

Caso 2

Quinta Versao

Sexta Versao

Quinta Versao

Sexta Versao

1

2,702283E-02

2,702283E-02

7,976248E-04

7,976249E-04

2 2,886853E-02 | 2,886852E-02 | 1,061192E-03 | 1,061192E-03
3 2,827149E-02 | 2,827152E-02 | 9,929645E-04 | 9,929646E-04
4 2,827298E-02 | 2,827297E-02 | 9,844316E-04 | 9,844311E-04
5 2,827293E-02 | 2,827290E-02 | 9,844758E-04 | 9,844746E-04
6 - - 9,844810E-04 | 9,844793E-04

Tempo de CPU (s)

289,49

112,90

278,07

166,33

32



CAPITULO 4

CRITICALIDADE DE UM HEXAEDRO HOMOGENEO

Neste capitulo, é apresentada a aplicacao da teoria e técnicas desenvolvidas nos

Capitulos 2 e 3 ao problema de criticalidade de um hexaedro homogéneo para verificar sua
adequagao e desempenho computacional.

Primeiramente, note que a equagao (2.6) se reduz, para o caso de um dominio

homogéneo subdividido em /N zonas de volumes iguais, a

N
1
¢i:<68+k_cf)zpij¢jv i:1727"'7N7 (41>
* =1

onde os parametros ¢, e ¢y sao agora independentes da zona. Ao introduzir a matriz P de
dimensao N x N que tem as probabilidades de colisao {P;;} como elementos e o vetor ®
de dimensao N com os fluxos escalares médios {¢;} como componentes, pode-se escrever a

equagao (4.1) parat=1,2,..., N como

P® = )\o, (4.2)
onde
k.
= 4.3
k.cs +cy (4.3)

Pode-se ver facilmente que A aumenta monoticamente com k,, e conseqiientemente o maior
autovalor (denotado como \,,,) de P estd associado ao fator de multiplicagao efetivo k..
Entao, uma vez que A4 é encontrado, obtém-se, rearranjando a equagao (4.3),

_Crdmaz (4.4)

kepr = ,
<7 1 - Cs>\mam
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e uma aproximacao para a distribuicao do fluxo escalar dentro do dominio é fornecida pelo
autovetor correspondente ® (A4 )-

A implementagao do método CP para o caso de um hexaedro homogéneo faz uso
de zonas hexaédricas de volumes iguais, cada uma das quais, de acordo com a discussao da
Secao 2.3, pode ser identificada por duas maneiras diferentes: (i) por um inteiro positivo
em uma seqiiéncia, como na equagao (4.1), ou (ii) por um trio de inteiros positivos («, 3,7)
que fornece a posicao da zona no hexaedro com relacao a origem das coordenadas z, y
e z. Assim, quando divide-se as arestas a,, a, e a, do hexaedro em n,, n, e n, partes
iguais, respectivamente, obtém-se um total de N = n,nyn. zonas de volumes iguais, as quais

podem-se ser identificadas por
i,comi=1,2,..., N,
ou por
(a,B,7),coma=1,2...,n,, B=1,2,...,n,, vy=1,2,...,n,,

e pode-se fazer a seguinte correspondéncia entre estes dois tipos de identificacao:
i=a+n[(8—1)+n,(y—1). (4.5)

A principal vantagem do sistema de identificacao (o, 3,7) é que desta forma é mais
facil visualizar as simetrias do hexaedro no processo de redugao do nimero de avaliagoes
das probabilidades de colisao independentes para o minimo possivel. De fato, nota-se que

a probabilidade de colisao F;; pode também ser denotada como P,

(a,By)—(a’ 8 /) € assl,

conclui-se que é suficiente considerar as situagdes onde o/ — a| = 0,1,...,n, — 1, |§ —
Bl=0,1,....ny —1le |y —7]=0,1,...,n, — 1, para definir as probabilidades de colisao
independentes no hexaedro.

Em seguida, como descrito da Segao 2.3, cada zona do hexaedro ¢ subdividida em
elementos hexaédricos de volumes iguais para calcular a matriz das probabilidades de co-
lisao. O calculo é baseado nas versoes otimizadas das equagoes (2.9) e (2.10) expressas
pelas equagoes (2.25) e (2.28), as quais sao desenvolvidas pelo agrupamento e contagem do
numero de relagoes bindrias similares que descrevem as interagoes permitidas entre todos os

elementos das zonas de emissao e de colisao do hexaedro.
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4.1 REDUCAO DO NUMERO DE INCOGNITAS NA EQUACAO DO FLUXO

Além da simplificacao na montagem da matriz das probabilidades de colisdo descrita
acima, pode-se fazer uso de simetrias de fluxo para reduzir a ordem do auto-sistema expresso
pela equagao (4.2), conforme explicado detalhadamente a seguir. Como na implementagao
computacional do método CP desenvolvida neste trabalho sempre foram consideradas sub-
divisdes uniformes das arestas, verifica-se que, com o uso do trio (a, 3,7) como sistema de
identificacao das zonas, as simetrias de fluxo neste caso sao tais que, quando algum dos
indices a, (3, ou 7 do fluxo for > n,/2, > n,/2, ou > n,/2, respectivamente, o mesmo pode
ser substituido por n,+1—a, n,+1— 3 oun,+1—, respectivamente. Assim conclui-se que
o numero de componentes independentes do vetor fluxo em um hexaedro com n,, n, e n,
subdivisoes nas arestas a,, a, € a,, respectivamente, ¢ dado pelo nimero de combinacoes dis-
tintasde o, feyparaa =1,2,...,n,/2, 6 =1,2,...,n,/2ev=1,2,...,n,/2, totalizando
N/8 componentes.

Para se atingir a reducao desejada no nimero de incégnitas na equacao do fluxo,
toma-se a equagao (4.1) e transforma-se o sistema de identificagdo das zonas para o sistema
(a,3,7), coma =1,2,...,n,, 6 =1,2,....n,ey=1,2,...,n,. Com esta mudanca no
sistema de identificagdo das zonas, a equagao (4.1) pode ser reescrita como

Ny ny

Dlapr) = (1/A) Z Z Z BPla8r) (a8 7 Pl 3 7") - (4.6)

o/=1p'=1~'=1
A seguir, com as utilizacao das simetrias de fluxo:
Plor 1) = Onati—arpr)y @ = 1,200, m0/2
D, 87) = P my+1-g7), B =1,2,...,my/2
Do 8 = PlatBinat1—y), V=12, n/2
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a equagao (4.6) se transforma em

Doy = (1) {

nz/2ny/2n./2
DD Papmta g s
o'=1F'=1~'=1
ng /2 ny/2 ns
+ Z Z Z P(aﬂﬂ)*(a’ﬂ’ﬂ’)Qb(a’ﬂ’ﬁ’)
a'=1p'=1+'=5&+1
ng /2 Ny n./2
+ Z Z Z P(Oé,67’y)<—(()f/7/6,7’)//)¢(()5/7/6/7’y/)
o/=1pg="0419'=1
Ny ny/2nz/2
+ D DY Plagm @ besan
/_Tl_z+1 6/:1 7/:1
ng/2 ny
> Z Plapr)y—( 870 5 )
o'=1pgr= "y+1fy/ _z_+1
Ny ny/2 Nz
+ Z Z Z (a,ﬂw (o 6’,7’)¢(a’ﬁ’,v’)
/ ”z_;'_l/gl 1,y/ ’Vlz+1
Ny n./2

+ Z > D Pasmyeiat s onbas

o= "’LT+1 ﬂ,_ny+1 ,Yl 1

+ Z Z Z (,B,7)— (a8 ) Pla 5'/} (4.7)

o/ =1 gr=lY 4 =4

ou, com as transformacoes de indices

=n,+1—-a
ﬁ:ny"i_l_ﬁ/
f?:nz—i_l_fyl?



nz/2ny/2n,/2

gb(aﬁﬁ) (1/X) { Z Z Z Pla,pq)—

/ IB/ 1,.},/ 1

APl B )

ng /2 ny/2n./2

+ Z Z Z Pla,gr)y—(o/ 8 mat1-3) (B ot 1-7)

o’'=1p'=14=1
Nz /2Ny /20, /2
+ Z Z Z P(a»ﬂfY)‘*(a/anyJFl*B”‘/,)¢(a/:”y+1fﬁﬁl)
a'=1 g=1v'=1
nz/2ny/2n,/2

+ Z Z Z Pla,8r)—(na+1-a,8' /) P(not+1-6,8' ")

a=1 g'=1~'=1

Ng/2ny/2n;/2

22 R

a'=1 g=1 4=1
nz/2ny/2n,/2

(a,8,7)—(a/ ,ny+1— Byna+1— ’y)¢a ny+1— Byna+1— 4)

+ Z Z Z P (a,8,7)—=(ne+1-6&,0" n-+1-7) ¢(nz+1 &3 n.+1-7)

a=1 pg’'=14=1
Nz /2ny/2n;/2

200 F

a=1 g=1+'=1
nz/2ny/2n;/2

220 R

alﬁil'yl

o,B,77)—(ng+1—d&,ny+1— ﬁ 5 )¢(nz+1fd,ny+lfﬁ,7’)

o,B,7)—(nz+1—é&,ny+1— Bna+1— ’y)¢(nz+1 G,ny+1— Bna+1— )}

A seguir, para uniformizar a notacao, faz-se

da—ao, f—peqy—
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(4.8)

na equacao (4.8). Utiliza-se ent@o as simetrias de fluxo vistas anteriormente, mais as

seguintes, as quais podem ser deduzidas das primeiras:

P(ar 8 4")

= ¢(n1+17a’,ﬂ’,nz+1

Obtém-se, entao,

nz/2ny/2n;/2

(e.B8,7) = (1/A) Z Z Z¢(a ﬁ’ﬁ)

o/'=1p3'=1~'=1

= ¢(a’,ny+lfﬁ’,nz+lf’y’) = ¢(nm+1fo/,ny+lfﬂ’,'y’)

1) = Plngt1—a/ ny+1—F 1)

+ Plo,gr)—( my+1-6'7) T Pla,sr)—(o my+1-8 n+1-v)

+ Plagr)—(nat1-a',87) T Plasr)—(net1-a/,8 m.+1-7)

+ P(a7/877)H(nz+17a/7ny+17ﬂ/77/) + P(a:ﬂf}’)‘*(nz+1*a/7ny+1*ﬁ/,nz+1*7/):| ‘

(@B —(a 87" T Pla,Br)y—(a 8 m.+1-7)

(4.9)
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Note que a relacao de reciprocidade 3;V;P;; = X;V;P;; para um meio homogeneo,

ou seja, X; = Xj, e com volume de zonas igual, V; =V}, se simplifica para
P = Pj;. (4.10)

Empregando esta relacdo na equagao (4.9), obtém-se

Nz /2 ny/2n;/2

Bty = (LN DD D bt [Pars oy —@pm) + Plar nei1-9) (i)

a/=1p'=1~'=1
+ P(alvny‘i’l*/@/v'y/)(*(aw@v’}/) + P(alzny+17ﬁ/7nz+17’7/)‘7(a7577)
+ Pingt1-a,8 vy —(a,8) T Pinat1-0,8/ 2 +1-7)~(a,8,7)

+ Pl 1oy 41-3 ) (0,89) F Plngti-o/myt1-8nat1-v) (@B |- (411)

A equagdo (4.11) é usada apenas para

a=1,2,...,n,/2

B=1,2,...,n,/2
vy=1,2,...,n,/2,

j& que para valores de a, [ e/ou v fora desses intervalos as relagdes de simetria de fluxo
podem ser utilizadas para expressar os fluxos respectivos em termos dos fluxos ¢, g, @ =
1,2,...,n,/2, 8=1,2,...,ny/2ey=1,2,... ,n,/2.

Chamando de Qo g 1/)—(a,3,y) @ soma das 8 probabilidades de colisao na equacao

(4.11), pode-se, ao mesmo tempo, inverter a ordem dos somatérios e escrever

ny/2ny/2ng/2

S =1/ND DD Qg n—tapsmPars - (4.12)

y'=1p'=1a'=1
Por meio das relacoes
i= ot %[(B-1)+ % - 1)
jEA I =D+ 30 1)
pode-se reescrever a equagao (4.12) como

N/8

¢ = (1/7) ZQiijj (4.13)



39

ou, matricialmente,
QP. =)\, (4.14)

a qual define um problema de autovalores de ordem N/8 para a matriz Q = [Q;;]. O
autovalor dominante A, estd relacionado ao k.ss desejado e o autovetor correspondente
D, (Aae) fornece os fluxos em 1/8 do hexaedro, na aproximagao de “flat flux”.

Neste ponto, algumas observagoes importantes com relacao as probabilidades de
colisao a serem calculadas se fazem necessarias. Observa-se que as probabilidades de auto-
colisao Pa,3,4)—(a,8,y) 520 todas iguais, portanto basta calcular uma. As probabilidades de
colisao P;; com 7 # j s6 dependem dos mddulos das diferencas entre os indices dos trios que

identificam as zonas de emissao e colisao. Assim, para
a=1,2,...,n,/2

B=1,2,...,n,/2
vy=1,2,...,n,/2

o =1,2,...,n,
f'=12,...,n,
v =1,2,...,n,
pode-se simplificar a notacao para
Platgr @) = Plla-arl I8 ) (4.15)

com a restricao |a — o'| + |6 — | + |y —7'| # 0, onde

o —a/|=0,1,...,n, — 1
B =0,1,... 0, —1
v —~'|=0,1,...,n. — L.

Logo, o elemento ();; da matriz Q ¢ dado por

Qij = Pla-o'l,18-0'L1v—l) T Plla—a’|,|8-8]Inz+1-7—'])
+ Pla—a|,iny+1-8-8'v—') + Plla—a’|,Iny+1-8-|,Inz+1-7—~/])
+ Plne+1-a—a'18-8'v—v') T Pllne+1-a—a’|,|3-p],In.+1-7—])

+ Pling+1-a—a’|ng+1-B-F'Lv—v') T Plinat1-a—a’|lng+1-f-F/|Ins+1-7—'])- (4.16)
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4.2 PROGRAMA PARA O CALCULO DO FATOR DE MULTIPLICACAO
EFETIVO E DOS FLUXOS

Nesta secao é apresentado o programa Hexacrit, o qual estima o valor do fator de
multiplicagao efetivo, k.ss, por meio da equagao (4.4). Os valores do \,,q, € dos fluxos sao
calculados através da solugao do auto-sistema definido pela equagao (4.14), com auxilio do
método das poténcias [Jennings, 1977], explicado no Apéndice I. A matriz das probabilidades
é definida pelos programas anteriormente descritos, ou seja, pela ultima versao dos programas
para o calculo da probabilidade de colisao e de auto-colisao, os quais sao usados como
subrotinas no programa Hexacrit.

O programa Hexacrit também utiliza a particao adaptavel, para definir o niimero de
zonas N no qual serd dividido o hexaedro em estudo, e a extrapolagao repetida de Richardson,
para melhorar a precisao dos resultados para o k.s¢. Este programa ¢ muito semelhante aos
anteriores, o calculo é iniciado com um nimero pequeno de zonas o qual vai aumentando a

cada passo de aceleragao de convergéncia por extrapolacao de Richardson.

4.2.1 RESULTADOS

Nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 encontram-se os resultados obtidos para o ks em trés
distintos casos analisados, onde o volume dos hexaedros é mantido constante. Considerou-se
nos trés casos que o material do qual o hexaedro é composto é o U-235, o qual é especificado
pelas segoes de choque [Sood, 1999]: 3 = 0,32640 cm™!, ¥, = 0,248064 cm ™!, 3, =
0,065280 cm™ ! e v =2,7.

No primeiro caso, os comprimentos das arestas do hexaedro sao iguais a 5,00 cm,
25,00 cm e 27,00 cm, no segundo caso, 9,00 cm, 15,00 cm e 25,00 cm, e, no terceiro caso,
15,00 cm, 15,00 cm e 15,00 cm, ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente. A segunda
coluna das tabelas mostra os resultados obtidos para o k.r¢ sem aceleracao, ou seja, nesses
casos nao se usou a extrapolagao repetida de Richardson para acelerar a convergéncia do
kefs no corpo principal do programa Hexacrit, mas se usou nas subrotinas para calcular as
probabilidades de colisao. J& na terceira coluna encontram-se os resultados obtidos para o

kers com aceleracao, ou seja, nesses casos usou-se a extrapolacao repetida de Richardson
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também no corpo principal do programa. O tempo de CPU apresentado na quarta coluna é
para o calculo do k.sy com aceleracao de convergencia em um computador com processador
AMD Athlon (TM) XP 2000+ de 1,26GHz e 128MB de RAM.

A diferenca relativa entre os resultados das duas ultimas linhas das tabelas foi,
no primeiro caso, de 1,9F — 03 sem aceleracao e 2,9F — 04 com aceleracao, no segundo
caso, de 1,9F — 03 sem aceleracao e 3,6F — 04 com aceleracao e, no terceiro caso, de
2,3E—03 sem aceleragao e 1,1 E—04 com aceleragao. Pode-se notar, novamente, uma melhor
convergéncia nos resultados quando se faz uso da extrapolagao repetida de Richardson.
Observa-se também que diferentes configuragoes com volumes iguais podem resultar em
valores de k. sy muito distintos, sendo a configuracao mais reativa a que possui arestas iguais,

como previsto pela teoria.

Tabela 4.1 — Fator de multiplicacdo efetivo estimado pelo programa Hexacrit

para um hexaedro com arestas de 5,0, 25,0 e 27,0 cm.

N2 de subdivisées nas arestas | kg sem aceleracao |keg com aceleracao|Tempo de CPU (s)
2x6x6 0,76119 — —
4x12x 12 0,80187 0,84255 26,70
8 x 24 x 24 0,81971 0,83589 41,00
16 x 48 x 48 0,82529 0,82760 353,10
32 x 96 x 96 0,82682 0,82735 36251,70

Tabela 4.2 — Fator de multiplicacdo efetivo estimado pelo programa Hexacrit

para um hexaedro com arestas de 9,0, 15,0 e 25,0 cm.

N2 de subdivisées nas arestas | kg sem aceleracao |keg com aceleracao|Tempo de CPU (s)
2x2x4 8,8518E-01 — —
4x4x8 9,7095E-01 1,0567 51,25
8 x 8x16 1,0252 1,0870 42,50
16 x 16 x 32 1,0452 1,0568 113,55
32 x 32 x 64 1,0511 1,0531 1604,27
64 x 64 x 128 1,0527 1,0533 9509,97
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Tabela 4.3 — Fator de multiplicacdo efetivo estimado pelo programa Hexacrit

para um hexaedro com arestas de 15,0, 15,0 e 15,0 cm.

N9 de subdivisoes nas arestas |keg sem aceleragao |keg com aceleragao | Tempo de CPU (s)
2x2x2 9,2135E-01 — —
4x4x4 1,0251 1,1289 25,50
8x 8x8 1,1046 1,2026 6,00
16 x 16 x 16 1,1365 1,1575 21,20
32 x 32 x 32 1,1462 1,1496 200,30
64 x 64 x 64 1,1488 1,1497 14822,20

Para verificar a coeréncia dos resultados fornecidos pelo programa Hexacrit, foi re-
alizada uma comparacao com resultados da teoria da difusdo em um grupo de energia (vide
desenvolvimento apresentado no Apéndice II). Tal comparagao pode ser vista na tabela 4.4.
Considerou-se, nesses casos, hexaedros compostos pelo mesmo material dos casos anterior-
mente citados; a diferenga de um caso para outro estd nos comprimentos das arestas que
definem o hexaedro.

Pode-se observar na tabela 4.4 que os resultados obtidos com o programa Hexacrit e
com a teoria da difusao sao muito semelhantes e que a magnitude do erro do resultado obtido
pela teoria da difusao tende a diminuir com o aumento das dimensoes do hexaedro, como
esperado. Observa-se também que no caso com arestas de 135 cm, 675 cm e 729 cm 0 keyy
estimado por ambas as teorias se aproxima do fator de multiplicagao infinito, k., que ¢é igual
a 2.25 para as sec¢oes de choque usados neste trabalho. O critério usado para interromper o
processo de cdlculo do k.f¢ no programa Hexacrit, nesses cincos casos, foi o de fixar o nimero
de extrapolacoes repetidas de Richardson a serem efetuadas. Esse ntimero foi definido como
sendo igual a quatro, e o truncamento no processo de calculo das probabilidades de colisao
ocorre quando a diferenca relativa entre os dois ultimos resultados for < 10™* e no caso
do A\q estimado pelo método das poténcias o processo é interrompido quando a diferenca
relativa entre os dois tltimos resultados for < 1079 trés vezes seguidas. Um valor negativo do
erro relativo significa que o resultado obtido pela teoria da difusao é menor que o resultado

obtido pela teoria de transporte.
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Tabela 4.4 — Comparacao do fator de multiplicio efetivo calculado pelas teorias

de transporte e de difusao para hexaedros.

ax X ay x a, |Fator de multiplicacao efetivo

(em cm) Transporte CP Difusao Erro Relativo (%)
5 x 25 x 27 0,828 0,818 —1,21
15 x 75 x 81 1,643 1,629 —0,85
45 x 225 x 243 2,129 2,128 —0,05
135 x 675 x 729 2,250 2,234 -0,71

Nas figuras 4.1 a 4.6 pode-se observar os valores dos fluxos escalares médios para
diferentes hexaedros com discretizacao em 8 x 24 x 24 zonas e os correspondentes desvios
relativos percentuais observados nos fluxos da difusao em relacao aos fluxos do método CP.
Considerou-se novamente que os hexaedros eram compostos pelo mesmo material dos casos
anteriormente citados; a diferenca de um hexaedro para outro esta nos comprimentos das
arestas que os definem. Observa-se que os resultados obtidos para o fluxo da difusao nas
zonas internas (longe dos contornos) possuem desvios menores. E natural que os desvios
sejam maiores para as zonas adjacentes ao contorno pois a teoria da difusao nao é valida

nestas regioes.
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Figura 4.1 — Fluxo escalar médio nas zonas delimitadas pelo plano z = 0 para
o hexaedro com a, = 5,0 cm, ay, = 25,0 cme a, = 27,0 cm e
desvios relativos percentuais observados nos fluxos da difusao em

relacao aos do método CP.
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Figura 4.2 — Fluxo escalar médio nas zonas delimitadas pelo plano y = 0 para
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desvios relativos percentuais observados nos fluxos da difusao em

relacao aos do método CP.
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Figura 4.3 — Fluxo escalar médio nas zonas delimitadas pelo plano z = 0 para
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desvios relativos percentuais observados nos fluxos da difusao em

relacao aos do método CP.
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Figura 4.4 — Fluxo escalar médio nas zonas delimitadas pelo plano y = 0 para

o hexaedro com a, = 15,0 cm, a;, = 75,0 cm e a, = 81,0 cm e
desvios relativos percentuais observados nos fluxos da difusao em

relacao aos do método CP.
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a 4.5 — Fluxo escalar médio nas zonas delimitadas pelo plano z = 0 para
o hexaedro com a, = 45,0 cm, a, =225,0 cme a, =243,0 cm e
desvios relativos percentuais observados nos fluxos da difusao em

relacao aos do método CP.
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Figura 4.6 — Fluxo escalar médio nas zonas delimitadas pelo plano y = 0 para

o hexaedro com a, = 45,0 cm, a, =225,0 cme a, = 243,0 cm e
desvios relativos percentuais observados nos fluxos da difusao em

relacao aos do método CP.
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Como uma ultima investigacao, plotou-se os valores obtidos pelo método das poténcias
para os fluxos escalares médios ao longo de trés diferentes hexaedros, os quais tém arestas
de comprimentos 5,00, 25,00 e 27,00 cm, 15,0, 75,0 e 81,0 cm e 45,00, 225,00 e 243,00
cm. O numero de subdivisoes nas arestas para os trés casos distintos € igual a 16 nas arestas
ag, 48 nas arestas a, e 48 nas arestas a,. Devido as simetrias de fluxo, as figuras 4.7 a 4.12
nos fornecem o comportamento dos fluxos ao longo de % do volume dos hexaedros. Os fluxos

mostrados nessas figuras foram normalizados de acordo com

/ AV () = % (4.17)
V/8

v=1 v=6 =11

= Valores dos fluxos entre 1,93 - 2,40
= Valores dos fluxos entre 1,45-1,92

Valores dos fluxos entre 0,96 - 1,44
= Valores dos fluxos entre 0,48 - 0,95
= Valores dos fluxos entre 0,00- 0,47

v=16 =20 =24

Figura 4.7 — Fluxo escalar médio para seis valores diferentes de v para um
hexaedro com arestas de 5,0, 25,0 e 27,0 cm e com o numero de

subdivisoes nas arestas iguais a 16, 48 e 48, respectivamente.



ol

ki

v=6 v=11 =16 =20 v=24

= Valores dos fluxos entre 2,35 - 2,93
= Valores dos fluxos entre 1,76 - 2,34

Valores dos fluxos entre 1,17 - 1,75
= Valores dos fluxos entre 0,58 - 1,16
= Valores dos fluxos entre 0,00 - 0,57

Figura 4.8 — Fluxo escalar médio para seis valores diferentes de v para um
hexaedro com arestas de 15,0, 75,0 e 81,0 cm e com o nimero de

subdivisoes nas arestas iguais a 16, 48 e 48, respectivamente.

v=11 =16 v=20 v=24

= Valores dos fluxos entre 2,20- 2,74
= Valores dos fluxos entre 1,65-2,19

Valores dos fluxos entre 1,10 - 1,64
= Valores dos fluxos entre 0,55- 1,09
® Valores dos fluxos entre 0,00-0,54

Figura 4.9 — Fluxo escalar médio para seis valores diferentes de v para um
hexaedro com arestas de 45,0, 225,0 e 243,0 cm e com o nuimero

de subdivisoes nas arestas iguais a 16, 48 e 48, respectivamente.



Figura 4.10 — Fluxo escalar médio para v = 11 e = 24, respectivamente, para

um hexaedro com arestas de 5,0, 25,0 e 27,0 cm.

Figura 4.11 — Fluxo escalar médio para v = 11 e v = 24, respectivamente, para

um hexaedro com arestas de 15,0, 75,0 e 81,0 cm.
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Figura 4.12 — Fluxo escalar médio para v = 11 e y = 24, respectivamente, para

um hexaedro com arestas de 45,0, 225,0 e 243,0 cm.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO

Neste trabalho, desenvolveu-se uma versao otimizada de um método numérico para
o célculo de probabilidades de colisao em geometria XYZ. Este desenvolvimento foi integrado
ao método das probabilidades de colisao (método CP) e utilizado na resolucao do problema
de criticalidade em um grupo de energia para um hexaedro homogéneo.

Concluiu-se, a partir de resultados numéricos obtidos para varios casos, que o método
de célculo de probabilidades de colisao XYZ integrado ao método CP fornece bons resulta-
dos com um moderado esfor¢co computacional. Concluiu-se também que a extrapolacao de
repetida de Richardson é uma importante ferramenta para uma eficiente implementacao do
método CP no calculo do fator de multiplicagao efetivo (k.ss) para o problema de criticali-
dade em geometria XYZ.

Foi também observado, em comparacoes realizadas com resultados da teoria da
difusao para os casos estudados neste trabalho, que a diferenca do k.ss entre os resultados da
teoria de transporte (obtidos com o método CP) e os da teoria de difusdo é pequena (da ordem
de 1% ou menor), enquanto que os desvios observados nos fluxos escalares médios de difusao
nas zonas em termos das quais o hexaedro é subdividido sao bem maiores, podendo atingir
magnitudes de aproximadamente 60% nas zonas adjacentes aos contornos do hexaedro.

Finalmente, como recomendacao para trabalhos futuros, pode ser citado, inicial-
mente, conforme ja comentado na introducao, o acoplamento do método documentado neste
trabalho com um método similar recentemente desenvolvido para o cédlculo de probabilida-
des de escape e transmissao em geometria XYZ [Garcia, 2007] e sua subseqiiente aplicagao
a solucao de problemas de criticalidade para meios heterogéneos em geometria XYZ, na
forma do método das correntes de interface (método IC). Em adi¢ao, como observado neste

trabalho e também em outro trabalho anterior relacionado ao assunto [Garcia, 2003b] , a
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convergéncia do método CP para o calculo de k.sy e fluxos médios associados se torna pro-
gressivamente mais lenta conforme as dimensdes do dominio (medidas em caminhos livres
médios) aumentam. Assim sendo, o estudo e possivel utilizagao de um método de aceleragao
de convergéncia, como a aceleracao de Chebishev, junto com o método das poténcias em-
pregado neste trabalho para o calculo do autovalor dominante, também constitui um tépico
de grande interesse para trabalhos futuros. Neste sentido, pode ser ainda mencionada a

extensao do presente estudo para problemas XYZ em multigrupos de energia.
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APENDICE I

O METODO DAS POTENCIAS

O método das poténcias pode ser usado para calcular o autovalor dominante (de
maior médulo) e o autovetor correspondente de uma matriz genérica.

Para explicar o método, sejam os autovalores de uma matriz A de ordem n ordenados
de forma que [A;| > [A2| > ... > |A\,|. Um vetor arbitrario u®) pode ser expresso como uma

combinagao linear dos autovetores de uma matriz,
u? = ciq + a + -+, (I.1)

contanto que a matriz dos autovetores Q =[q; q2 ... Q) ndo seja singular. Se o vetor

arbitrario u(® é previamente multiplicado por A, um vetor u") é obtido de modo que

u) = Au® = Z ciAq; = Z AiCiCi- (12)
i=1

=1

k

Se a pré-multiplicacdao por A é realizada k vezes, um vetor u®) é obtido, o qual satisfaz

u® = Aku©® = MNerar + Mscoqa + ... + M, qn. (1.3)
Portanto, se |A1]| > |Az|, obtém-se, quando k é grande e ¢; # 0,
u® ~ Meeyqy, (14)

ou seja, u®) tende a tornar-se proporcional ao autovetor dominante q; que se deseja deter-
minar.
Por razdes computacionais, é conveniente normalizar os vetores u®, k = 1,2, ...,

obtidos apods cada multiplicagao. Um algoritmo iterativo para determinar q; pode entao ser
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expresso por duas equagoes:

v = Au® (L.5)
e
k1) — Lo
u =—v\ (1.6)
«
onde
a==£|v¥| (L.7)
e || - || indica uma das normas vetoriais. Note que para iniciar o uso do algoritmo, é

necessario entrar com os componentes do vetor arbitrario u(®. Se no passo de normalizacéo
expresso pela equagao (1.7) for escolhida a norma com base no componente de maior médulo,
isto é || - ||, € 0 sinal de « for selecionado sempre de modo a preservar o sinal do maior
com d *®) pod lor d d lor domi

ponente do vetor u'*’, pode-se mostrar que o valor de « tende ao autovalor dominante
A1 desejado, quando k tende a infinito. Um procedimento alternativo mais interessante para
a determinacao de \; do ponto de vista computacional faz uso do quociente de Rayleigh

®TAu®  [u®)Ty®
®Ta®  — [u®Tu®

(L.8)

e do fato que A tende a A\; quando k tende a infinito.



APENDICE II
FLUXOS E FATOR DE MULTIPLICACAO EFETIVO PELA TEORIA DA

DIFUSAO

Na teoria da difusao [Lamarsh, 1983], o fluxo em um reator hexaédrico posicionado

em —a,/2 < <a,/2, —a,/2 <y<a,/2e—a,/2<z<a,/2édado pela expressao

o(x,y, 2) = Acos?cos%cos %, (IL.1)
T y z

onde A é uma constante e @, a, e a, sdo dados por:

a:r =a; + 220a
ay = ay + 220,
a, = a, + 2z.
Nestas expressoes, os parametros a,, a, € a, sao os comprimentos das arestas do hexaedro e

zp € a distancia extrapolada, a qual é calculada por meio de

1
20 =0, 710445 (11.2)

Com a normalizacao do fluxo pela imposicao arbitraria que a integral da distribuicao

do fluxo sobre todo o hexaedro deve ser igual ao volume total do hexaedro, obtém-se, para

T a,a,0 Ta Ta ra,\1 !
A= _Az/\y/\z . Az . Ty . /\Z ‘ 1.3
8 Gz0ya, [sm (2%) St (Qay> St (Qaz)] ( )

A fim de possibilitar uma comparacao dos resultados da teoria da difusao com os do

a constante A,

método CP, deve-se integrar os fluxos da teoria de difusao nas zonas do hexaedro, para se
obter os fluxos médios de difusdo. Assim, para uma zona genérica («, 3,7), cuja localizagao

no hexaedro é definida por
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(0 — Dag/n, <z < aa,/n,,
(8 = Day/ny <y < Bay/ny,
(v —Da./n. <z <va./n.,

onde n,, n, e n, denotam os nimeros de subdivisoes efetuadas nas arestas a,, a,, a, do
hexaedro, respectivamente, e, para varrer todas as zonas em 1/8 do hexaedro, se utilizam as

possiveis combinagoes de
a=1,2,...n./2,

B=1,2,...n,/2,
v=1,2,...n,/2,

obtém-se a seguinte expressao para o fluxo médio de difusao:

1
&a,ﬁ,'y = n”;ynz {sin (;ng) sin <%) sin (;;:) 1
[ . (mmx) , (7?'(04 — 1)%)}
X | sin — | —sin [ ————
Nyply Ny
X {sin (Wﬂgy) — sin (M) ]
Ty Gy Ty Gy
(e (= Da,
X | sin — | —sin [ ————=] |. (II.4)

Na teoria da difusao, a condicao de criticalidade de um reator pode ser obtida

através da imposicao da igualdade entre o “buckling” material e o “buckling” geométrico.

O “buckling” material é dado por

(& - =)
B =~ (I1.5)

onde ¥, = ¥ — X5 é a segdo de choque de absorcao e D = 1/(3X) é o coeficiente de difusao.

Ja o “buckling” geométrico do hexaedro é obtido através da expressao

#-(2) @) () o

Portanto, em um reator critico B2 = BS, e isto resulta em

B2 \!
kerp = koo (1 + 32% ) 7 (IL.7)

onde ky = v3;/%, é o fator de multiplicacdo infinito.



