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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos algumas técnicas de Análise Harmônica (envol-

vendo operadores integrais singulares, teoria de Calderón-Zygmund e o teorema Hardy-

Littlewood-Sobolev) para a investigação das soluções da equação de Poisson ∆u = f em

Rn, no caso em que f ∈ Lp(Rn) para algum 1 < p < ∞. Nesta situação, as soluções não

são (em geral) clássicas, mesmo assim exibem interessantes propriedades de regularidade

que são analisadas com o uso destas técnicas. Em particular, mostramos como construir

soluções e indicamos condições garantindo sua unicidade. Além disso, são obtidas diversas

estimativas de interesse para as soluções construídas. Finalmente, aproveitamos parte da te-

oria desenvolvida para estabelecer alguns resultados importantes conhecidos sobre a pressão

hidrodinâmica p(·, t) em escoamentos descritos pelas equações de Navier-Stokes para �uidos

viscosos incompressíveis.
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ABSTRACT

In this work, we show some harmonic analysis techniques (involving singular

integral operators, Calderón-Zygmund theory and the Hardy-Littlewood-Sobolev theorem)

to investigate the solution of the Poisson equation ∆u = f in Rn, in the case f ∈ Lp(Rn)

for some 1 < p < ∞. In this situation, the solutions are not (in general) classics, but

they still show interesting regularity properties that will be analyzed with the use of these

technics. In particular, we show how to build solutions, and indicate conditions ensuring

its uniqueness. In addition, various estimates of interest for solutions built are obtained.

Finally, we take advantage of the theory developed to establish some important known results

on the hydrodynamic pressure p(·, t) in �ows described by the Navier-Stokes equations for

incompressible viscous �uids.
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1 INTRODUÇÃO

Um operador integral, tipo convolução tem a forma

Tf(x) = K ∗ f(x) =

∫
Rn
K(x− y)f(y)dy. (1.1)

Quando 1
r

+ 1
q

= 1 + 1
p
e K ∈ Lr(Rn), a desigualdade de Young

||K ∗ f ||Lp(Rn) ≤ C(n, p, q)||K||Lr(Rn)||f ||Lq(Rn)

mostra que T : Lq(Rn)→ Lp(Rn) é limitado. Existem diferentes provas da desigualdade de

Young na literatura mas a constante optimal foi obtida apenas nos anos 70 (ver [6]).

Quando o núcleo K não pertence a um espaço Lr(Rn), o operador é chamado de

integral singular. Estamos interessados em duas classes de integrais singulares, as integrais

fracionárias, Iα, correspondendo aos núcleos Kα(x) = cn|x|α−n, e as integrais singulares

de Calderón-Zygmund, em particular as transformadas de Riesz, Rj correspondendo aos

núcleos Kj(x) = cn
xj
|x|n+1 . Os teoremas de Hardy-Littlewood-Sobolev e Calderón-Zygmund

estabelecem a continuidade em espaços Lp(Rn) desses operadores.

Dada f ∈ Lp(Rn) (1 < p <∞), considere o problema de Poisson

−∆u = f.

Vamos estudar esse problema utilizando a forma integral
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u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy,

onde Γ : Rn → R é de�nida por

Γ(x) = Γ(|x|) =

 1
(n−2)ωn

|x|2−n , se n > 2

−1
2π
log|x− y| , se n = 2.

Com ωn sendo a área da superfície esférica de raio 1 em Rn.

É um fato clássico que sob hipóteses adequadas sobre f , u(x) = I2f(x) satisfaz

−∆u = f . Também é um corolário imediato do teorema de Calderón-Zygmund que para

u ∈ C∞0 e 1 < p <∞,

||DiDju||Lp(Rn) ≤ Cp||∆u||Lp(Rn).

Nesta Dissertação, vamos utilizar os Teoremas acima nas equações de Poisson e

Navier-Stokes.

Vamos abordar também os problemas −∆u = Dif e −∆u = DiDjf , com

f ∈ Lp(Rn) para 1 < p < ∞, mostrando a existência de uma solução fraca u. Indicamos

condições garantindo sua unicidade, e mostramos algumas estimativas, tais como

||Du||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn) para o problema −∆u = Dif

e

||u||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn) para o problema −∆u = DiDjf.
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No capítulo 2, serão apresentados resultados já conhecidos, mas que serão impor-

tantes para a teoria desenvolvida nos capítulos seguintes. Entre os resultados mais importan-

tes discutidos nesse capítulo, estão o Teorema de Calderón-Zygmund e de Hardy-Littlewood-

Sobolev, além de outros teoremas necessários as suas demonstrações, tais como o teorema

de interpolação de Marcinkiewicz e o teorema de decomposição de Calderón-Zygmund.

No capítulo 3, trabalhamos com a forma integral da solução da equação de

Poisson −∆u = f , com f ∈ L∞loc(Rn)∩Lp(Rn) (para 1 < p < n
2
) Hölder contínua. Mostramos

que ela está bem de�nida ∀x ∈ Rn e obtemos a importante desigualdade

||DiDju||Lp(Rn) ≤ K||f ||Lp(R) para 1 < p <
n

2

Nos capítulos seguintes, enfraquecemos as hipóteses sobre f, e mostramos que a forma integral

ainda representa a solução no sentido das distribuições. Como L∞0 (Rn) é denso em Lp(Rn)

para 1 ≤ p <∞, os resultados aqui obtidos vão ser fortemente usados nos capítulos seguintes

através de argumentos de densidade.

No capítulo 4, trabalhamos com o problema de Poisson −∆u = f , com f ∈

Lp(Rn) e 1 < p < ∞. Mostramos como construir uma solução fraca u para o problema e

obtemos estimativas para a norma da solução. O espaço em que se encontra a solução, muda

de acordo com a região de R em que se encontra o p. Por exemplo, temos que Du ∈ L
np
n−p (Rn)

para 1 < p < n enquanto que u ∈ C1(Rn) para n < p <∞. Em todos os casos, pelo teorema

de Calderón-Zygmund, temos que

||D2u||Lp(Rn) ≤ K||f ||Lp(Rn).

No capítulo 5, trabalhamos com o problema de Poisson −∆u = Dif , com

f ∈ Lp(Rn), 1 < p < ∞ e 1 ≤ i ≤ n. Mostramos a existência e obtemos estimativas para a

solução fraca u do problema. Mais uma vez, essas estimativas mudam de acordo com a região

de R em que se encontra o p. Os resultados obtidos nesse capítulo podem ser vistos como

consequências do capítulo 4, mas escolhemos obtê-las de maneira independente por uma
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questão de clareza e simplicidade dos argumentos. Fazemos também uma aplicação para

as equações de Navier-Stokes, obtendo estimativas envolvendo a velocidade e vorticidade da

solução.

No capítulo 6, trabalhamos com o problema de Poisson −∆u = DiDjf , com

f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞ e 1 ≤ i, j ≤ n. Mostramos a existência e obtemos estimativas para a

solução fraca u do problema. Obtemos, por Calderón-Zygmund, a importante desigualdade

||u||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn).

Fazemos também uma aplicação para as equações de Navier-Stokes, obtendo a

unicidade da pressão nas regiões em que a solução u da equação de Navier-Stokes é clássica.

Resultados mais gerais sobre a solubilidade de P (D)u = f podem ser encontra-

dos em [4]. Muitos dos resultados apresentados podem ser obtidos dos métodos em [9] e [3],

porém nossa apresentação é mais elementar e direta, elaborada por P.R. Zingano, usando

representações integrais e utilizando apenas rudimentos da teoria de distribuições.
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2 TÓPICOS EM OPERADORES SINGULARES

Neste Capítulo faremos uma revisão da Teoria de Calderón-Zygmund e dos

Teoremas de Hardy-Littlewood-Sobolev.

2.1 Algumas de�nições

De�nição 2.1. De�nimos a bola B(x,R) aberta de centro x e raio R como

B(x,R) = {y ∈ Rn : |y − x| < R}.

De�nimos ωn como a área da superfície esférica de raio 1 em Rn.

De�nição 2.2. Vamos denotar a derivada parcial de uma função f em relação a coordenada

xi por Dif , isto é

Dif =
∂

∂xi
f.

De�nição 2.3. De�nimos Lpσ(Rn) como

Lpσ(Rn) = {f ∈ Lp(Rn) : ∇ · f = 0}.

De�nição 2.4. Dizemos que a sequência {φm} de funções em C∞0 (Rn) converge em C∞0 (Rn),

quando existe K ⊂ Rn compacto, tal que supp(φm) ⊂ K para todo m e existe φ ∈ C∞0 (Rn),

tal que para todo α, Dαφm → Dαφ uniformemente em K.

De�nição 2.5. Dado um funcional linear u no espaço C∞0 (Rn), vamos denotar u(φ) por

< u, φ >. Uma distribuição é um funcional linear u que é contínuo no seguinte sentido: se

φm → φ em C∞0 (Rn) então < u, φm >→< u, φ >. O espaço das distribuições será denotado

por D′. Vamos utilizar a topologia fraca em D′, isto é, um → u em D′ se e somente se

< um, φ >→< u, φ >, para todo φ ∈ C∞0 (Rn).
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De�nição 2.6. Vamos de�nir a norma Lp da derivada e da derivada de segunda ordem de

uma função u por

||Du||Lp =

( n∑
i=1

||Diu||pLp
) 1

p

,

||D2u||Lp =

( n∑
i,j=1

||DiDju||pLp
) 1

p

.

De�nição 2.7. Dado Ω ⊂ Rn de�nimos W k,p(Ω) como

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), para 0 ≤ α ≤ k},

onde Dαu é a derivada no sentido das distribuições de u.

De�nição 2.8. Seja T : Lp(Rn) → Lq(Rn). T é dita de tipo fraco (p, q) (1 ≤ p ≤ ∞ e

1 ≤ q <∞), quando

m{x : Tf(x) > α} ≤
(
A||f ||Lp(Rn)

α

)q
para todo α > 0, onde A não depende de f e nem de α.

2.2 Teorema de interpolação

De�nição 2.9. De�nimos o espaço Lp1(Rn) + Lp2(Rn), como

Lp1(Rn) + Lp2(Rn) = {f : f = f1 + f2, f1 ∈ Lp1(Rn) e f2 ∈ Lp2(Rn)}

Proposição 2.10. Lp(Rn) ⊂ Lp1(Rn) + Lp2(Rn), ∀ p1 ≤ p ≤ p2
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Demonstração. Seja f ∈ Lp(Rn) e γ > 0, de�na

f1(x) =

 f(x) , se |f(x)| > γ

0 , se |f(x)| ≤ γ

f2(x) =

 f(x) , se |f(x)| ≤ γ

0 , se |f(x)q| > γ

Temos
∫
|f1(x)|p1dx =

∫
|f1(x)|p|f1(x)|p1−pdx ≤ γp1−p

∫
|f(x)|pdx < ∞, já que

p1 − p ≤ 0. De maneira semelhante temos que

∫
|f2(x)|p2dx =

∫
|f2(x)|p|f2(x)|p2−pdx ≤ γp2−p

∫
|f(x)|pdx <∞, se p2 <∞.

Se p2 =∞, basta notar que |f2(x)| ≤ γ ∀x ∈ Rn.

Logo f1 ∈ Lp1(Rn) e f2 ∈ Lp2(Rn), com f = f1 + f2, concluindo a prova da

proposição.

Teorema 2.11. (Teorema de Marcinkiewicz)Seja 1 < r ≤ ∞, e T um operador. Supo-

nha que:

i.

|T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)|+ |Tg(x)|, ∀f, g ∈ L1(Rn) + Lr(Rn)

ii.

m({x : |Tf(x)| > α}) ≤ A1

α
||f ||1, ∀f ∈ L1(Rn), α > 0

iii.

m({x : |Tf(x)| > α}) ≤ (
Ar
α
||f ||r)r, ∀f ∈ Lr(Rn), α > 0, se r <∞
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iv.

||Tf ||∞ ≤ A∞||f ||∞, ∀f ∈ L∞(Rn), se r =∞

Então

||Tf ||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn) ,∀f ∈ Lp(Rn)

para todo p tal que 1 < p < r, onde Ap depende apenas de A1, Ar, p, e r.

Demonstração. Suponha primeiro que r < ∞. Seja f ∈ Lp(Rn) e λ(α) = m({x : |tf(x)| >

α}). Vamos aplicar a proposição (2.10) para f . Escrevendo f = f1 + f2, f1 ∈ L1(Rn) e

f2 ∈ Lr(Rn), onde

f1(x) =

 f(x) , se |f(x)| > α

0 , se |f(x)| ≤ α

f2(x) =

 f(x) , se |f(x)| ≤ α

0 , se |f(x)| > α

Como |Tf(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|, temos que

{x : |Tf(x)| > α} ⊂ {x : |Tf1(x)| > α/2} ∪ {x : |Tf2(x)| > α/2}

e portanto

λ(α) = m({x : |Tf(x)| > α}) ≤ m({x : |Tf1(x)| > α/2}) +m({x : |Tf2(x)| > α/2}),

e logo, pelas hipóteses (ii) e (iii), temos que
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λ(α) ≤ A1

α/2

∫
|f1(x)|dx+

Arr
(α/2)r

∫
|f2(x)|rdx.

Pelas de�nições de f1 e f2, obtemos

λ(α) ≤ 2A1

α

∫
|f |>α

|f(x)|dx+
(2Ar)

r

αr

∫
|f |≤α

|f(x)|rdx. (2.1)

Temos também que

p

∫ ∞
0

αp−1λ(α)dα = p

∫ ∞
0

αp−1

∫
|Tf |>α

1dxdα = p

∫ ∞
0

αp−1

∫
Rn
1{|Tf | > α}dxdα

= p

∫
Rn

∫ ∞
0

αp−1
1{|Tf | > α}dαdx =

∫
Rn
p

∫ |Tf |
0

αp−1dαdx =

∫
Rn
|Tf |pdx.

Logo, para estimar ||Tf ||Lp(Rn) temos que multiplicar (2.1) por pαp−1 e integrar

com respeito a α. Para isso observe que

∫ ∞
0

αp−1α−1

∫
|f |>α

|f |dxdα =

∫
Rn
|f |
∫ |f |

0

αp−2dαdx =
1

p− 1

∫
Rn
|f ||f |p−1dx

pois p > 1. De maneira semelhante

∫ ∞
0

αp−1α−r
∫
|f |≤α

|f |rdxdα =

∫
Rn
|f |r

∫ ∞
|f |

αp−1−rdαdx =
1

r − p

∫
Rn
|f |r|f |p−rdx

pois p < r. Colocando os dois juntos temos, por (2.1), que

||Tf ||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn), com App =
2A1

p− 1
+

(2Ar)
r

r − p
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No caso em que r = ∞, de�na f1 e f2 como acima mas cortando a f em

α/(2A∞), obtendo

|T (f)| = |T (f1 + f2)| ≤ |Tf1|+ |Tf2| ≤ |Tf1|+ A∞||Tf2|| ≤ |Tf1|+ α/2

Logo, {x : |Tf(x)| > α} ⊂ {x : |Tf1(x)| > α/2}

Agora basta fazer as mesmas estimativa que antes para f1, obtendo novamente

que

||Tf ||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn), mas com App =
2pA1(A∞)p−1

p− 1

2.3 Os Teoremas de Calderón-Zygmund

Lema 2.12. (Lema da Cobertura de Vitali). Seja B = {B1, B2, ..., BN} uma coleção de

bolas abertas do Rd. Então existe uma sub-coleção disjunta Bi1 , Bi2 , ..., Bik tal que

m(
N⋃
l=1

Bl) ≤ 3d
k∑
j=1

m(Bij).

Demonstração. O argumento e construtivo, e se utiliza da seguinte observação: Suponha

que B e B′ são duas bolas que se interceptam, com o raio de B′ não maior do que o raio de

B. Então B′ está contida na bola B̃ que é concêntrica com B, mas com o raio 3 vezes maior.
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Primeiro escolha Bi1 ∈ B a bola com maior raio, então retire de B a bola Bi1 e

todas as outras bolas que interceptam Bi1 .

As bolas restantes formam uma nova coleção B ′ para a qual repetimos o pro-

cedimento anterior. Escolhemos Bi2 ∈ B ′ com o maior raio, retirando de B ′, Bi2 e todas

as bolas que interceptam Bi2 . Continuando esse procedimento temos, após no máximo N

passos, uma coleção de bolas disjuntas Bi1 , Bi2 , ..., Bik . Como toda bola Bl está contida em

alguma bola B̃ij e m(B̃ij) = 3m(Bij), temos que

m(
N⋃
l=1

Bl) ≤ m(
k⋃
j=1

B̃ij) ≤
k∑
j=1

m(B̃ij) = 3d
k∑
j=1

m(Bij)

De�nição 2.13. Seja f uma função integrável, de�nimos sua função maximal f ∗ como

f ∗(x) = sup
x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy, x ∈ Rd

Onde o supremo é tomado sobre todas as bolas que contém x.

Teorema 2.14. (Teorema de Hardy-Littlewood). Suponha que f é integrável em Rd.

Então:

i. f ∗ é mensurável

ii. f ∗(x) <∞ para quase todo x ∈ Rd

iii. f ∗ satisfaz

m({x ∈ Rd : f ∗(x) > α}) ≤ A

α
||f ||L1(Rd) (2.2)

Para todo α > 0, onde A = 3d.

iv. Se f ∈ L∞(Rd) então ||f ∗||L∞(Rd) ≤ A∞||f ||L∞(Rd)
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v. Se f ∈ Lp(Rd) então ||f ∗||Lp(Rd) ≤ Ap||f ||Lp(Rd), 1 < p ≤ ∞

Demonstração. Vamos provar i. Seja Eα = {x ∈ Rd : f ∗(x) > α} e x̄ ∈ Eα, então existe

uma bola B, com x̄ ∈ B e

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy > α

logo f ∗(x) > α ∀x ∈ B, isto é, B ⊆ Eα, o que prova que f ∗ é mensurável.

ii é consequência de iii, pois {x ∈ Rd : f ∗(x) = ∞} ⊂ {x ∈ Rd : f ∗(x) > α}

para todo α. Tomando o limite quando α vai para in�nito, por iii temos que m({x ∈ Rd :

f ∗(x) =∞}) = 0.

Vamos demonstrar iii. Para cada x ∈ Eα existe uma bola Bx com x ∈ Bx e

1

m(Bx)

∫
Bx

|f(y)|dy > α.

Logo para cada bola Bx, temos

m(Bx) <
1

α

∫
Bx

|f(y)|dy. (2.3)

Seja K ⊂ Ealpha compacto. Como K é coberto por
⋃
x∈Eα Bx, podemos tomar

uma sub-cobertura �nita de K, k ⊂
⋃N
l=1Bl. O lema 2.12 garante a existência de uma

sub-coleção Bi1 , ..., Bik de bolas abertas disjuntas com

m(
N⋃
l=1

Bl) ≤ 3d
k∑
j=1

m(Bij). (2.4)

Como as bolas Bi1 , ..., Bik são disjuntas, e satisfazem (2.3) e (2.4), temos que
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m(K) ≤ m(
N⋃
l=1

Bl) ≤ 3d
k∑
j=1

m(Bij) ≤
3d

α

k∑
j=1

∫
Bij

|f(y)|dy

=
3d

α

∫
∪kj=1Bij

|f(y)|dy ≤ 3d

α

∫
Rd
|f(y)|dy =

3d

α
||f ||L1(Rd)

Como essa desigualdade é válida para todo subconjunto compacto K de Eα, a

desigualdade é válida também para Eα e prova de iii está completa.

Temos também que se f ∈ L∞(Rn) então

f ∗(x) = sup
x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy ≤ sup
x∈B
||f ||L∞(Rn)

1

m(B)

∫
B

1dy = ||f ||L∞(Rn).

O que demonstra iv.

v está demonstrado para p = ∞, para 1 < p < ∞, por iii, iv e pelo fato de

(f + g)∗ ≤ f ∗ + g∗ podemos aplicar o Teorema 2.11, o que conclui a demonstração.

Corolário 2.15. Se f ∈ Lp(Rn), ou mais geralmente, se f é localmente integrável, então

lim
r→∞

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y) = f(x)para quase todo x ∈ Rn.

Demonstração. Ver página 5 de [9].

Teorema 2.16. (Decomposição de Calderón-Zygmund)Seja f ∈ L1(Rn) não negativa

e α > 0 constante. Então existe uma decomposição de Rn tal que

1. Rn = F ∪ Ω, F ∩ Ω = ∅.
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2. f(x) ≤ α em quase toda parte em F

3. Ω é a união de cubos, Ω =
⋃
kQk, cujos interiores são disjuntos, e para cada

Qk vale que

α <
1

m(Qk)

∫
Qk

f(x)dx ≤ 2nα (2.5)

Demonstração. Vamos decompor Rn em uma malha de cubos de mesmo tamanho, tais que
1

m(Q′)

∫
Q′
f(x)dx ≤ α, para todo cubo Q′ na malha.

Seja Q′ um cubo �xo na malha. Vamos dividir cada um dos seus lados ao meio,

gerando assim 2n cubos congruentes. Seja Q� um desses cubos.

Primeiro caso: 1
m(Q′′)

∫
Q′′
f(x)dx ≤ α.

Segundo caso: 1
m(Q′′)

∫
Q′′
f(x)dx > α.

No segundo caso Q′′ não é subdividido. Q′′ é selecionado como um dos cubos

Qk do teorema. Tal cubo satisfaz a desigualdade (2.5), pois

α <
1

m(Q′′)

∫
Q′′
f(x)dx ≤ 1

2−nm(Q′)

∫
Q′
f(x)dx ≤ 2nα.

No primeiro caso, continuamos com a subdivisão de Q′′, e continuamos esse

processo até (se for o caso) cair no segundo caso. Escrevemos Ω =
⋃
kQk, a união dos cubos

obtidos no segundo caso, onde começamos o processo com todos os cubos Q′ da malha inicial.

A�rmamos que f(x) ≤ α para quase todo x em F = Ωc. De fato, para quase todo x ∈ F ,

temos, pelo Corolário 2.15, que

f(x) = lim
|Q|→0

1

m(Q)

∫
Q

f(y)dy
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Onde o limite é tomado sobre todos os cubos Q contendo x. Porém, para cada

um dos cubos que entram na nossa de composição e contém x ∈ F , vale o primeiro caso, o

que prova o teorema.

Lema 2.17. Seja F um conjunto fechado com m(CF ) < ∞ e δ(x) a distância de x até F .

De�na I(x) por

I(x) =

∫
Rn

δ(x+ y)

|y|n+1
dy.

Então existe c > 0 tal que

∫
F

I(x)dx ≤ cm(CF ).

Demonstração.∫
F

I(x)dx =

∫
F

∫
Rn

δ(x+ y)

|y|n+1
dydx =

∫
f

∫
Rn

δ(y)

|x− y|n+1
dydx

=

∫
F

∫
CF

δ(y)

|x− y|n+1
dydx =

∫
CF

∫
F

1

|x− y|n+1
dxδ(y)dy.

O menos valor de |x− y| (quando x ∈ F ) é por de�nição δ(y), que é a distância

de y até F . Portanto

∫
F

1

|x− y|n+1
dx ≤

∫
|x|≥δ(y)

1

|x|n+1
≤ c(δ(y))−1.

Isso mostra que

∫
F

I(x)dx ≤
∫
CF

c(δ(y))−1δ(y)dy = cm(CF ).
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Teorema 2.18. Seja K ∈ L2(Rn) e K̂ a transformada de Fourier de K. Suponha:

|K̂| ≤ B (2.6)

|∇K(x)| ≤ B/|x|n+1 (2.7)

Para f ∈ L1 ∩ Lp seja

(Tf)(x) =

∫
Rn
K(x− y)f(y)dy (2.8)

Então existe Ap ∈ R (que depende apenas de B, p e n) tal que

||T (f)||p ≤ Ap||f ||p, 1 < p <∞ (2.9)

Demonstração. Primeiro mostramos que f é de tipo fraco (2,2):

Usando a Transformada de Fourier temos que T̂ f(y) = K̂(y)f̂(y) para f ∈

L1 ∩ L2, então pela hipótese (2.6) e o Teorema de Plancherel temos

||T (f)||2 ≤ B||f ||2 (2.10)

Por (2.10) temos que T tem extensão única para todo L2, onde (2.10) ainda é

válido. Logo T é de tipo (2,2) e portanto de tipo fraco (2,2).

m{x : |Tf(x)| > α} ≤ (B2/α2)

∫
Rn
|f |2dx, f ∈ L2(Rn). (2.11)
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Agora mostramos que T é de tipo fraco (1,1).

Para isso precisamos encontrar uma constance C 1 tal que

m{x : |Tf(x)| > α} ≤ C

α

∫
Rn
|f(x)|dx, f ∈ L(Rn). (2.12)

Para isso �xe α, e para este α e |f(x)| aplique o Teorema 2.16. Temos então

que Rn = F ∪ Ω com F ∩ Ω = ∅, |f(x)| ≤ α para x ∈ F e Ω =
∞⋃
j=1

Qj, onde os interiores de

Qj são dois a dois disjuntos;

m(Ω) ≤ C

α

∫
Rn
|f |dx, e 1

m(Qj)

∫
Qj

|f(x)|dx ≤ Cα.

De�nimos

g(x) =

 f(x) , se x ∈ F
1

m(Qj)

∫
Qj
f(x)dx , se x ∈ Qj

(2.13)

g(x) está de�nida em quase toda parte. De�nindo b(x) = f(x)−g(x) temos que

b(x) = 0, para x ∈ F∫
Qj

b(x)dx = 0, para cada cubo Qj

(2.14)

Como Tf = Tg + Tb, segue que

m{x : |Tf(x)| > α} ≤ m{x : |Tg(x)| > α/2}+m{x : |Tb(x)| > α/2}

1C vai denotar uma constante geral (não necessariamente a mesma cada vez que ela aparece) que depende
apenas de B e da dimensão n.
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É su�ciente estabelecer desigualdades análogas à desigualdade (2.12) para cada

um dos termos do lado direito da desigualdade acima.

Estimativa para Tg: Temos que g ∈ L2(Rn), pois por (2.13)

||g||22 =

∫
Rn
|g(x)|2dx =

∫
F

|g(x)|2dx+

∫
Ω

|g(x)|2dx

≤
∫
F

α|f(x)|dx+ C2α2m(Ω) ≤ (C2α + 1)α||f ||1

Logo a desigualdade (2.11) também é válida para g. Obtemos

m{x : |Tg(x)| > α/2} ≤ C

α
||f ||1 (2.15)

Estimativa para Tb: De�na

bj(x) =

 b(x) , se x ∈ Qj

0 , se x /∈ Qj

Assim, temos que b(x) =
∑

j bj(x) e (Tb)(x) =
∑

j(Tbj)(x), com

Tbj(x) =

∫
Qj

K(x− y)bj(y)dy (2.16)

Vamos obter uma boa estimativa para (2.16) quando x ∈ F . Primeiro, podemos

escrever

Tbj(x) =

∫
Qj

[K(x− y)−K(x− yj)]bj(y)dy

com yj o centro do cubo Qj, pois
∫
Qj
bj(y)dy = 0. Como |∇K| ≤ B|x|−n−1,

segue que
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|K(x− y)−K(x− yj)| ≤ C
diâmetro(Qj)

|x− yj|n+1

Onde yj é um ponto do segmento de reta ligando yj com y.

Os cubos Qj podem ser escolhidos de forma que o seus diâmetros são propor-

cionais a suas distâncias até F . Isso signi�ca que �xado x ∈ F , o conjunto das distâncias

{|x− y| : y ∈ Qj} são todas comparáveis umas com as outras. Por isso

|Tbj(x)| ≤ Cdiâmetro(Qj)

∫
Qj

|b(y)|dy
|x− y|n+1

Entretanto
∫
Qj
|b(y)|dy ≤

∫
Qj
|f(y)|dy + Cα

∫
Qj
dy, logo

∫
Qj
|b(y)|dy ≤ (1 +

C)αm(Qj). Isso tem a seguinte consequência, se δ(y) denotar a distância de y a F , como

diâmetro(Qj)m(Qj) ≤ C
∫
Qj
δ(y)dy, então

|Tbj(x)| ≤ Cα

∫
Qj

δ(y)

|x− y|n+1
dy, x ∈ F

Finalmente,

|Tb(x)| ≤ Cα

∫
Rn

δ(y)

|x− y|n+1
, x ∈ F (2.17)

Usando o lema 2.17, temos que

∫
F

|Tb(x)|dx ≤ Cαm(Ω) ≤ C||f ||1, (2.18)

dessa desigualdade segue que

m{x ∈ F : |Tb(x)| > α/2} ≤ 2C

α
||f ||1, (2.19)
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como m(cF ) = m(Ω) ≤ C
α
||f ||1, temos a estimativa desejada para Tb, isto é

m{x : |Tb(x)| > α/2} ≤ C

α
||f ||1, (2.20)

combinando (2.19) com (2.15), obtemos (2.12), logo T é de tipo fraco (1,1).

A desigualdade (2.9) foi provada para p = 2 em (2.10). Para 1 < p < 2, é

su�ciente veri�car as hipóteses do Teorema 2.11 para o caso r = 2. T está bem de�nido para

L1(Rn) + L2(Rn) e é linear. É de tipo fraco (1,1) e de tipo fraco (2,2). Pelo Teorema 2.11,

temos que

||T (f)||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn), 1 < p < 2, f ∈ Lp,

onde Ap depende apenas de B, p e n.

Para 2 < p < ∞, vamos explorar a dualidade entre Lp e Lq, 1/p + 1/q = 1,

e o fato de que o Teorema está provado para Lq. Observe o seguinte: se uma função ψ

é localmente integrável e se sup |
∫
ψϕdx| = A < ∞, onde o sup é tomado sobre todas as

funções contínuas ϕ de suporte compacto com ||ϕ||q ≤ 1, então ψ ∈ Lp e ||ψ||Lp(Rn) = A.

Seja f ∈ L1 ∩ Lp (2 < p < ∞) e ϕ como acima. Como K ∈ L2, pela nossa

escolha de f e ϕ, a integral dupla

∫
Rn

∫
Rn
K(x− y)f(y)ϕ(x)dxdy

converge absolutamente, podemos escrever então

I =

∫
Rn
f(y)

∫
Rn
K(x− y)ϕ(x)dxdy
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O teorema é verdadeiro para 1 < q < 2 ( com kernel K(−x) no lugar de

K(x), mas com a mesma constante Aq). Logo
∫
Rn K(x − y)ϕ(x)dx ∈ Lq, e sua norma Lq é

majorada por Aq||ϕ||q ≤ Aq, pela desigualdade de Hölder temos que |
∫
Rn(Tf)ϕdx| = |I| ≤

Aq||f ||Lp(Rn), tomando o supremo sobre todos os ϕ obtemos

||Tf ||Lp(Rn) ≤ Aq||f ||Lp(Rn), 2 < p <∞

provando o Teorema.

Corolário 2.19. A condição 2.7 do teorema 2.18 pode ser substituída por

∫
|x|>2|y|

|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B, |y| > 0 (2.21)

Demonstração. O argumento é o mesmo do Teorema 2.18, exceto a parte que prova que T é

de tipo fraco (1,1), portanto vamos mostrar este fato. Considere para cada cubo Qj o cubo

Q∗j com o mesmo centro yj, mas expandido 2n
1
2 vezes. Temos:

1. Qj ⊂ Q∗j ; se Ω∗ = ∪Q∗j , então Ω ⊂ Ω∗ e m(Ω∗) ≤ (2n
1
2 )nm(Ω); se F ∗ =c

Ω∗, então F ∗ ⊂ F.

2. se x /∈ Q∗j , então |x− yj| ≥ 2|y − yj|∀y ∈ Qj.

A outra diferença é que não vamos majorar |Tb(x)| pela integral da distância,

vamos estimá-la diretamente, como consequência da estimativa favorável obtida para F ∗, ao

invés de F .

Como no Teorema 2.18,

Tbj(x) =

∫
Qj

[K(x− y)−K(x− yj)]bj(y)dy
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obtemos,

∫
F ∗
|Tb(x)|dx ≤

∑
j

∫
x/∈Q∗j

∫
y∈Qj
|K(x− y)−K(x− yj)||b(y)|dydx

no entanto por (2.) para y ∈ Qj,

∫
x/∈Q∗j
|K(x− y)−K(x− yj)|dx ≤

∫
|x′|≥2|y′|

|K(x′ − y′)−K(x′)|dx′ ≤ B

onde a última desigualdade é válida por hipótese. Logo

∫
F ∗
|Tb(x)|dx ≤ B

∑
j

∫
Qj

|b(y)|dy ≤ C||f ||1. (2.22)

Isso nos traz de volta a (2.18) na demonstração do Teorema 2.18, o resto segue

como na outra demonstração.

Lema 2.20. Suponha que K(x) satisfaça as condições

|K(x)| ≤ B|x|−n, 0 < |x|∫
|x|>2|y|

|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B, 0 < |y|
(2.23)

e

∫
R1<|x|<R2

K(x)dx = 0, 0 < R1 < R2 <∞. (2.24)
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Seja,

Kε(x) =

 K(x) , se |x| ≥ ε

0 , se |x| < ε

Então Kε ∈ L2(Rn) e

sup
y
|K̂ε(y)| ≤ CB, ε > 0 (2.25)

onde C depende apenas da dimensão n.

Demonstração. Como |K(x)| ≤ B|x|−n, temos que Kε(x) ≤ Bε(x), onde

Bε(x) =

 B|x|−n , se |x| ≥ ε

0 , se |x| < ε

como Bε(x) ∈ L2(Rn), temos que Kε ∈ L2(Rn).

Vamos provar a desigualdade (2.25) primeiro para o caso especial ε = 1.

Observe que K1(x) satisfaz as mesmas condições (2.23) e (2.24) que K(x), onde

a cota superior B deve ser substituída por CB onde C depende apenas da dimensão n.

Temos que

K̂1(y) = lim
R→∞

∫
|x|≤R

e2πix.yK1(x)dx =

∫
|x|≤1/|y|

e2πix.yK1(x)dx

+ lim
R→∞

∫
1/|y|≤|x|≤R

e2πix.yK1(x)dx = I1 + I2

No entanto,
∫
|x|≤1/|y| e

2πix.yK1(x)dx =
∫
|x|≤1/|y|[e

2πix.y − 1]K1(x)dx, pois K1 sa-

tisfaz a condição (2.24). Logo|I1| ≤ C|y|
∫
|x|≤1/|y| |x||K1(x)|dx ≤ CB por (2.23)
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Para estimar I2 de�na z = z(y) com z = y
2|y|2 . Temos então que e2πiy.z = −1.

Observe que
∫
Rn K1(x)e2πiy.zdx = 1

2

∫
Rn [K1(x)−K1(x− z)]e2πiy.zdx logo,

lim
R→∞

∫
1/|y|<|x|≤R

K1(x)e2πiy.zdx

=
1

2
lim
R→∞

∫
1/|y|<|x|≤R

[K1(x)−K1(x− z)]e2πiy.zdx

− 1

2

∫
1/|y|≤|x+z|, |x|≤1/|y|

K1(x)e2πiy.zdx

A última integral é feita sobre uma área contida na casca esférica, 1
2
|y| ≤ |x| ≤

1/|y|, e é limitada já que |K1(x)| ≤ B|x|−n. A primeira integral do lado direito é majorada

por 1
2

∫
|x|≥1/|y| |K1(x− z)−K1(x)|dx. Como |z| = (2|y|)−1, a condição análoga a (2.23) apli-

cada a K1 mostra que essa integral também é limitada por CB. Se somarmos as limitações

de I1 e I2obtemos a prova do lema para ε = 1. Vamos passar agora para o caso geral ε > 0.

Seja τε a dilatação pelo fator ε, isto é, (τεf)(x) = f(εx). Assim se T é um

operador de convolução T (f) = ϕ ∗ f , então τε−1Tτε = ϕε ∗ f , onde ϕε = ε−nϕ(ε−1x).

No nosso caso T corresponde ao kernel K(x) e τε−1Tτε corresponde ao kernel ε−nK(ε−1x).

Note que se K satisfaz as condições do teorema, então ε−nK(ε−1x) também satisfaz essas

condições, e com as mesmas constantes. Assim, dado K como na hipótese, seja K ′ =

εnK(εx). Então K' satisfaz as condições do lema com a mesma constante B, de�nindo

K ′1(x) =

 K ′(x), se |x| > 1

0, se |x| ≤ 1
, sabemos que K̂ ′1(x) ≤ CB. A transformada de Fourier de

ε−nK ′1(ε−1x) é K̂ ′1(εx) que também é limitada por CB. Como ε−nK ′1(ε−1x) = Kε(x), o lema

está provado.

Teorema 2.21. Suponha que K(x) satisfaça (2.23) e (2.24).
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Para f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞, seja

Tε(f)(x) =

∫
|y|≥ε

f(x− y)K(y)dy, ε > 0. (2.26)

Então

||Tε(f)||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn) (2.27)

onde Ap não depende de f e de ε. Além disso para todo f ∈ Lp(Rn), limε→0 Tε(f) = T (f)

existe na norma Lp. O operador T assim de�nido também satisfaz a desigualdade (2.27).

Demonstração. Como K(x) satisfaz as condições (2.23) e (2.24), Kε(x) satisfaz as mesmas

condições. Cada Kε ∈ L2(Rn), ε > 0. Logo aplicando diretamente o Teorema 2.18 e o

Corolário 2.19 obtemos (2.27). Seja f1 ∈ C1
0 . Então, pela condição (2.24)

Tε(f1)(x) =

∫
|y|≥ε

K(y)f1(x− y)dy

=

∫
|y|≥1

K(y)f1(x− y)dy +

∫
1≥|y|≥ε

K(y)[f1(x− y)− f1(x)]dy

A primeira integral representa uma função Lp pois é a convolução de f1 ∈ L1

comK ∈ Lp, já que |K(y)| ≤ B|y|−n, se |y| ≥ 1. A segunda integral é feita sobre um conjunto

compacto, e converge uniformemente em x quando ε → 0 pois |f1(x − y) − f1(x)| ≤ A|y|,

pela diferenciabilidade de f1. Resumindo, temos que Tε(f1) converge na norma Lp quando

ε→ 0.

Dado f ∈ Lp podemos escrever f = f1 +f2, onde f1 é como acima e ||f2||Lp(Rn) é

pequena. Se aplicarmos a desigualdade (2.27) para f2 no lugar de f , vemos que limε→0 Tε(f)

existe na norma Lp. Basta fazer ε → 0 para veri�car que o operador limite T também

satisfaz desigualdade (2.27), o que completa a prova do teorema.
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Teorema 2.22. (Teorema de Calderón-Zygmund). Seja Ω limitada e homogênea de

grau 0 e ω(δ) = sup{|Ω(x)− Ω(x′)| : |x− x′| ≤ δ , |x| = |x′| = 1}, suponha que

∫ 1

0

ω(δ)

δ
dδ <∞ (2.28)

e que

∫
Sn−1

Ω(x)dσ = 0 (2.29)

onde σ é a medida euclidiana induzida em Sn−1.

Para 1 < p <∞, e f ∈ Lp(Rn) seja

Tε(f)(x) =

∫
|y|≥ε

Ω(y)

|y|n
f(x− y)dy.

então

1. ∃Ap ∈ R (independente de f e de ε) tal que

||Tε(f)||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn).

2. limε→0 Tε(f) = T (f) existe em Lp, e

||T (f)||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn).

Demonstração. As conclusões (1) e (2) do teorema são consequências diretas do Teorema

2.21, uma vez que tenhamos mostrado que qualquer K(x) da forma Ω(x)
|x|n (com Ω homogênea

de grau 0) satisfaz (2.23).
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Como Ω é limitado temos que claramente que K(x) ≤ B
|x|n . Temos também que

K(x− y)−K(x) = (
Ω(x− y)− Ω(x)

|x− y|n
) + Ω(x)(

1

|x− y|n
− 1

|x|n
).

O segundo grupo de termos satisfaz a estimativa, pois

∫
|x|≥2|y|

| 1

|x− y|n
− 1

|x|n
|dx ≤ C

e Ω é limitado. Para estimar o primeiro grupo de termos, observe que a distância entre as

projeções de x − y e x em Sn−1, | x−y|x−y| −
x
|x| |, é limitada por C| y

x
|, se |x| ≥ 2|y|. Logo a

integral correspondendo ao primeiro grupo de termos é dominada por

C ′
∫
|x|≥2|y|

ω(C
|y|
|x|

)
dx

|x|n
= C ′′

∫ c/2

0

ω(δ)

δ
dδ <∞.

2.4 Os Teoremas de Hardy-Littlewood-Sobolev

De�nição 2.23. De�nimos Iα, o Potencial de Riez, como

Iα[f ](x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

Lema 2.24. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto limitado mensurável, d = diam(Ω) o diâmetro de Ω

e 0 < α < n. Então ∫
Ω

1

|x− y|n−α
dy ≤ ωn

dα

α
∀x ∈ Ω.
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Demonstração.∫
Ω

1

|x− y|n−α
dy ≤

∫
B(x,d)

1

|x− y|n−α
dy

≤
∫

B(0,d)

1

|z|n−α
dy = ωn

∫ d

0

r−n+α+n−1dr = ωn
dα

α
.

Lema 2.25. Dada f ∈ Lp(Ω) para algum 1 ≤ p ≤ ∞, Ω ⊂ Rn um conjunto limitado

mensurável, d = diam(Ω) o diâmetro de Ω e 0 < α < n temos que∫
Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy <∞ para quase todo x ∈ Ω. (2.30)

Além disso, Iα[f ](x) ∈ Lp(Ω), com

||Iα[f ](x)||Lp(Ω) ≤ ωn
dα

α
||f ||Lp(Ω) (2.31)

Demonstração. Para p =∞, temos que∫
Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy ≤ ||f(y)||L∞(Ω)

∫
Ω

1

|x− y|n−α
dy.

Pelo lema (2.24), temos que∫
Ω

1

|x− y|n−α
dy ≤ ωn

dα

α

e portanto

∫
Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy ≤ ||f(y)||L∞(Ω)ωn

dα

α
∀x ∈ Ω.

O que demonstra (2.30) e (2.31) no caso em que p =∞.

Para p = 1, temos que
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∫
Ω

|Iα[f ](x)|dx ≤
∫

Ω

[ ∫
Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy

]
dx

=

∫
Ω

|f(y)|
[ ∫

Ω

1

|x− y|n−α
dx

]
dy.

Pelo lema (2.24), temos que∫
Ω

1

|x− y|n−α
dy ≤ ωn

dα

α

e portanto

∫
Ω

|Iα[f ](x)|dx ≤
∫

Ω

|f(y)|ωn
dα

α
dy = ωn

dα

α
||f ||L1(Ω).

O que demonstra (2.30) e (2.31) no caso em que p = 1.

Para 1 < p <∞, seja q > 0 tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Temos que

u(x) ≡
∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy

=

∫
Ω

1

|x− y|(n−α) 1
q

|f(y)|
|x− y|(n−α) 1

p

dy

≤
(∫

Ω

1

|x− y|n−α
dy

) 1
q
(∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|pdy

) 1
p

≤
(
ωn
dα

α

) 1
q
(∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|pdy

) 1
p

.

Obtemos então que
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∫
Ω

u(x)pdx ≤
(
ωn
dα

α

) p
q
∫

Ω

[ ∫
Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|pdy

]
dx

=

(
ωn
dα

α

) p
q
∫

Ω

|f(y)|p
[ ∫

Ω

1

|x− y|n−α
dx

]
dy

≤
(
ωn
dα

α

) p
q
∫

Ω

|f(y)|pωn
dα

α
dy

=

(
ωn
dα

α

)1+ p
q

||f ||pLp(Ω) =

(
ωn
dα

α

)p
||f ||pLp(Ω)

e portanto

||Iα[f ]||Lp(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω) ≤ ωn
dα

α
||f ||Lp(Ω).

O que demonstra (2.30) e (2.31) no caso em que 1 < p < ∞, completando a

demonstração.

Teorema 2.26. (Potencial de Riesz para regiões limitadas). Seja n ≥ 1, 0 < α < n e

1 ≤ p ≤ ∞ dados. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto mensurável limitado e d = diam(Ω) o diâmetro

de Ω. Dado f ∈ Lp(Ω), considere Iα[f ] dado por

Iα[f ](x) =

∫
Ω

1

|x− y|n−α
f(y)dy para quase todo x ∈ Ω. (2.32)

Então

1. Se 1 ≤ p < n
α
, então Iα[f ](x) ∈ Lq(Ω) ∀ p ≤ q < np

n−αp , com

||Iα[f ]||Lq(Ω) ≤ K(n, d, α, p, q)||f ||Lp(Ω). (2.33)

2. Se p = n
α
, então Iα[f ](x) ∈ Lq(Ω) ∀ n

α
≤ q <∞, com

||Iα[f ]||Lq(Ω) ≤ K(n, d, α, p, q)||f ||Lp(Ω). (2.34)
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3. Se n
α
< p <∞, então Iα[f ](x) ∈ Lq(Ω) ∀ p ≤ q ≤ ∞, com

||Iα[f ]||Lq(Ω) ≤ K(n, d, α, p, q)||f ||Lp(Ω). (2.35)

4. Se p =∞, então Iα[f ] ∈ C0(Ω) ∩ L∞(Ω), com

||Iα[f ]||L∞(Ω) ≤ K(n, d, α, p, q)||f ||L∞(Ω). (2.36)

Demonstração. O caso em que p = q ∈ [1,∞], foi demonstrado no Lema 2.25 acima, onde

obtemos que

||Iα[f ]||Lp(Ω) ≤ ωn
dα

α
||f ||Lp(Ω). (2.37)

Vamos considerar agora, o caso em que p = 1 e 1 ≤ q < n
n−α (este é o caso

(2.33) para p=1). O caso q = 1 é dado em (2.37) acima, portanto vamos considerar o caso

1 < q < n
n−α .

Escrevendo

1

|x− y|n−α
|f(y)| = 1

|x− y|n−α
|f(y)|

1
q |f(y)|1−

1
q

obtemos que

|Iα[f ](x)| ≤
∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy ≤

(∫
Ω

1

|x− y|(n−α)q
|f(y)|dy

) 1
q
(∫

Ω

|f(y)|dy
)1− 1

q

.

(2.38)

Observe que (n− α)q < n, pois q < n
n−α , de modo que

|Iα[f ](x)|q ≤
∫

Ω

1

|x− y|(n−α)q
|f(y)|dy||f ||q−1

L1(Ω), (2.39)

e portanto, pelo lema (2.24), temos que
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||Iα[f ](x)||qLq(Ω) ≤
∫

Ω

[ ∫
Ω

1

|x− y|(n−α)q
|f(y)|dy

]
dx||f ||q−1

L1(Ω)

=

∫
Ω

|f(y)|
[ ∫

Ω

1

|x− y|(n−α)q
dx

]
dy||f ||q−1

L1(Ω)

≤ ωn
dn−(n−α)q

n− (n− α)q

∫
Ω

|f(y)|dy||f ||q−1
L1(Ω) = ωn

dn−(n−α)q

n− (n− α)q
||f ||qL1(Ω)

(2.40)

e portanto

||Iα[f ](x)||Lq(Ω) ≤
(
ωn

dn−(n−α)q

n− (n− α)q

) 1
q

||f ||L1(Ω) ∀ 1 ≤ q <
n

n− α
. (2.41)

Agora vamos considerar o caso 1 < p < n
α
e p ≤ q < np

n−αp . Como o caso q = p

já foi feito em (2.37) acima, vamos tratar apenas o caso p < q < np
n−αp . Seja

δ =
1

p
− 1

q
, (2.42)

temos que 0 < δ < α
n
< 1. Seja r dado por

1

r
= 1 +

1

q
− 1

p
= 1− δ, isto é, r =

1

1− δ
. (2.43)

Observe que r < q, escrevendo

1

|x− y|n−α
|f(y)| =

(
1

|x− y|n−α

) r
q

|f(y)|
p
q

(
1

|x− y|n−α

)1− r
q

|f(y)|1−
p
q , (2.44)

temos que



33

u(x) ≡
∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy

=

∫
Ω

(
1

|x− y|n−α

) r
q

|f(y)|
p
q

(
1

|x− y|n−α

)1− r
q

|f(y)|p(
1
p
− 1
q

)dy

≤
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

) 1
q
(∫

Ω

|f(y)|pdy
) 1

p
− 1
q
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)(1− r
q

) p
p−1

)1− 1
p

(2.45)

Observe que a expressão acima faz sentido, pois

1

r
= 1− δ > 1− α

n
⇒ (n− α)r < n

e

(n− α)(1− r

q
)

p

p− 1
= (n− α)r(1− 1

p
)

p

p− 1
= (n− α)r.

Da equação (2.45), temos que

|u(x)|q ≤
∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy||f ||q−pLp(Ω)

(∫
Ω

1

|x− y|(n−α)r

)(1− 1
p

)q

, (2.46)

de modo que

|u(x)|q ≤
∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy||f ||q−pLp(Ω)

(
ωn

dn−(n−α)r

n− (n− α)r

)q− q
p

(2.47)

e portanto, escrevendo β = n− (n− α)r, temos que
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||Iα[f ]||qLq(Ω) ≤
∫

Ω

|u(x)|qdx ≤ ||f ||q−pLp(Ω)

(
ωn
dβ

β

)q− q
p
∫

Ω

[ ∫
Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

]
dx

= ||f ||q−pLp(Ω)

(
ωn
dβ

β

)q− q
p
∫

Ω

|f(y)|p
[ ∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
dx

]
dy

||f ||q−pLp(Ω)

(
ωn
dβ

β

)q− q
p

ωn
dβ

β
||f ||pLp(Ω).

Logo

||Iα[f ]||Lq(Ω) ≤
(
ωn
dβ

β

)1− 1
p
(
ωn
dβ

β

) 1
q

||f ||Lp(Ω) (2.48)

∀ 1 ≤ p < n
α
e p ≤ q < np

n−αp .

Vamos considerar agora o caso p = n
α
e n
α
≤ q <∞. O caso q = p já foi estudado

em (2.37) acima. Vamos considerar então, apenas o caso n
α
< q <∞.

De�na δ e r como

δ =
1

p
− 1

q
=
α

n
− 1

q
(2.49)

e

1

r
= 1− δ = 1 +

1

q
− 1

p
(2.50)

Observe que 0 < δ < α
n
< 1 e r < n

n−α . Podemos escrever

1

|x− y|n−α
|f(y)| =

(
1

|x− y|n−α

) r
q

|f(y)|
p
q

(
1

|x− y|n−α

)r(1− 1
p

)

|f(y)|1−
p
q (2.51)

De modo que obtemos, por Hölder e pelo Lema 2.24, que
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u(x) ≡
∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy

=

∫
Ω

(
1

|x− y|n−α

) r
q

|f(y)|
p
q

(
1

|x− y|n−α

)r(1− 1
p

)

|f(y)|1−
p
q dy

≤
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

) 1
q
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
dy

)1− 1
p
(∫

Ω

|f(y)|pdy
) 1

p
− 1
q

≤
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

) 1
q
(
ωn

dn−(n−α)r

n− (n− α)r

)1− 1
p

||f ||
1− p

q

Lp(Ω).

(2.52)

Obtemos então que

|u(x)|q ≤
∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω), (2.53)

onde β = n− (n− α)r. Observe que β > 0, pois r < n
n−α . Portanto

||Iα[f ]||qLq(Ω) ≤
∫

Ω

|u(x)|qdx

≤
(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω)

∫
Ω

[ ∫
Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

]
dx

=

(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω)

∫
Ω

|f(y)|p
[ ∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
dx

]
dy

≤
(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω)ωn
dβ

β

∫
Ω

|f(y)|pdy,

(2.54)

isto é,

||Iα[f ]||Lq(Ω) ≤
(
ωn
dβ

β

)1− 1
p

+ 1
q

||f ||Lp(Ω) ∀ p ≤ q <∞, (2.55)

onde p = n
α
e β = n− (n− α)r.
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Vamos considerar agora o caso em que

n

α
< p <∞ e p ≤ q ≤ ∞.

Como o caso q = p já foi considerado acima em (2.37), vamos considerar apenas

o caso p < q ≤ ∞. Vamos começar pelo caso p < q <∞. Seja

δ =
1

p
− 1

q
(2.56)

e

1

r
= 1− δ = 1 +

1

q
− 1

p
(2.57)

Temos que 0 < δ < α
n
e 1 < r < n

n−α . Escrevendo

1

|x− y|n−α
|f(y)| =

(
1

|x− y|n−α

) r
q

|f(y)|
p
q

(
1

|x− y|n−α

)1− r
q

|f(y)|p(
1
p
− 1
q

). (2.58)

Como 1− r
q

= r(1− 1
p
), temos, pela desigualdade de Hölder e pelo lema (2.24),

que

u(x) ≡
∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy

≤
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

) 1
q
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
dy

)1− 1
p
(∫

Ω

|f(y)|pdy
) 1

p
− 1
q

≤
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

) 1
q
(
ωn
dβ

β

)1− 1
p

||f ||
1− p

q

Lp(Ω).

(2.59)

Temos então que
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|u(x)|q ≤
∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω) (2.60)

e portanto

||Iα(f)||qLq(Ω) ≤
∫

Ω

|u(x)|qdx

≤
(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω)

∫
Ω

[ ∫
Ω

1

|x− y|(n−α)r
|f(y)|pdy

]
dx

=

(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω)

∫
Ω

|f(y)|p
[ ∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
dx

]
dy

≤
(
ωn
dβ

β

)q(1− 1
p

)

||f ||q−pLp(Ω)ωn
dβ

β
||f ||pLp(Ω),

(2.61)

isto é,

||Iα(f)||Lq(Ω) ≤
(
ωn
dβ

β

)1− 1
p

+ 1
q

||f ||Lp(Ω). (2.62)

Vamos considerar agora o último caso, isto é

n

α
< p <∞ e q =∞.

Temos, pela desigualdade de Hölder e pelo Lema 2.24, que

|Iα(f)(x)| ≤
∫

Ω

1

|x− y|n−α
|f(y)|dy

≤
(∫

Ω

1

|x− y|(n−α)r
dy

) 1
r
(∫

Ω

|f(y)|pdy
) 1

p

(
ωn
dβ

β

)1− 1
p

||f ||Lp(Ω).

(2.63)

Observe que β = n− (n− α)r > 0, pois p > n
α
. Temos então que
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||Iα[f ]||L∞(Ω) ≤
(
ωn
dβ

β

)1− 1
p

||f ||Lp(Ω). (2.64)

Finalmente, o caso p = q =∞, já foi considerado em (2.37) acima.

Teorema 2.27. (Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev) Se 0 < α < n e f ∈ Lp(Rn),

onde 1 < p < n
α
, então g de�nida por

g(x) =

∫
Rn

1

|x− y|n−α
f(y)dy

está bem de�nida para quase todo x ∈ Rn e

||g||Lq(Rn) ≤ A(n, p, α)||f ||Lp(Rn) onde q =
n

n− αp
p

Demonstração. Uma demonstração utilizando a decomposição de Calderón-Zygmund e o

Teorema de Marcinkiewicz está em [9] e [3]. Uma demonstração mais elementar utilizando

somente o operador maximal de Hardy-Littlewood pode ser encontrada em [8]. Em [6] uma

outra prova via rearranjos de funções é apresentada bem como o argumento com as constantes

ótimas.
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3 PRELIMINARES

Neste capítulo vamos tratar da forma integral da solução da equação de Pois-

son. Supomos uma grande regularidade nas funções para obtermos soluções clássicas para

a equação de Poisson. Os resultados aqui obtidos serão fortemente utilizados nos capítulos

seguintes.

3.1 Solução Clássica

Nesta seção, vamos apresentar uma solução para o problema −∆u = f , quando

f ∈ L∞loc(Rn) ∩ Lq(Rn), 1 < q < n/2. Além de obter algumas estimativas para a solução.

Seja Γ : Rn → R de�nida por

Γ(x) = Γ(|x|) =

 1
(n−2)ωn

|x|2−n , se n > 2

−1
2π
log|x− y| , se n = 2

(3.1)

e u de�nida por

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy, (3.2)

onde f ∈ L∞loc(Rn) ∩ Lq(Rn), 1 < q < n/2.

Lema 3.1. u(x) está bem de�nida para todo x ∈ Rn.

Demonstração. Seja q′ tal que 1
q

+ 1
q′

= 1, observe que 1 < q < n/2⇒ (n− 2)q′ > n. Temos

então que, dado x ∈ Rn:
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|u(x)| ≤
∫
Rn
|Γ(x− y)||f(y)|dy =

∫
|x−y|≤1

|Γ(x− y)||f(y)|dy +

∫
|x−y|>1

|Γ(x− y)||f(y)|dy

≤Mx

∫
|x−y|≤1

|Γ(x− y)|dy +

( ∫
|x−y|>1

|Γ(x− y)|q′
)1/q′( ∫

|x−y|>1

|f(y)|q
)1/q

= Mx

∫
|y|≤1

|Γ(y)|dy +

( ∫
|y|>1

|Γ(y)|q′
)1/q′( ∫

|x−y|>1

|f(y)|qdy
)1/q

≤Mx

∫
|y|≤1

|Γ(y)|dy + Cn

( ∫
|y|>1

|y|−(n−2)q′dy

)1/q′

||f ||Lq(Rn) <∞

Logo u(x) está bem de�nida para todo x ∈ Rn.

Para mostrar que u ∈ C0(Rn) vamos usar uma função de corte Φ ∈ C∞([0,∞)),

tal que

Φ(r) =

 0 , se 0 ≤ r ≤ 1

1 , se r ≥ 2

e r ∈ [1, 2] ⇒ Φ(r) ∈ [0, 1]. Além disso podemos supor que Φ′(r) ≥ 0 ∀r ≥ 0 e Φ′(r) ≤ 2 ∀

1 ≤ r ≤ 2.

De�nição 3.2.

Φδ(y) = Φ

(
|y|
δ

)
(3.3)

Γδ(y) = Γ(y)Φδ(y) (3.4)

uδ(x) =

∫
Rn

Γδ(x− y)f(y)dy =

∫
|x−y|≥δ

Γ(x− y)Φ

(
|x− y|
δ

)
f(y)dy (3.5)
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Lema 3.3. uδ ∈ C0(Rn) ∀ δ > 0.

Demonstração. Seja δ > 0, Bδ(y) = {x ∈ Rn : |x− y| < δ} e x̂ ∈ Rn. Temos então que pra

todo x ∈ Bδ(x̂):

uδ(x)− uδ(x̂) =

∫
Rn

[Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)]f(y)dy

=

∫
|x̂−y|≤2δ

[Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)]f(y)dy

+

∫
|x̂−y|>2δ

[Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)]f(y)dy = J1(x) + J2(x).

Para J1(x) temos que:

|J1(x)| ≤
∫

|x̂−y|≤2δ

|Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)||f(y)|dy

≤
( ∫
|x̂−y|≤2δ

|Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)|q′dy
)1/q′( ∫

|x̂−y|≤2δ

|f(y)|qdy
)1/q

≤
( ∫
|x̂−y|≤2δ

|Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)|q′dy
)1/q′

||f ||Lq(Rn)

Como lim
x→x̂
|Γδ(x− y)−Γδ(x̂− y)| = 0 ,Γδ(ξ) ≤ cnδ

−n+2 ∀ ξ ∈ Rn e constantes são integráveis

na bola B(x̂, δ), temos pelo Teorema da convergência limitada que

lim
x→x̂

( ∫
|x̂−y|≤2δ

|Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)|q′dy
)1/q′

= 0

e portanto lim
x→x̂

J1(x) = 0.

Para J2(x) temos que:



42

|J2(x)| ≤
∫

|x̂−y|>2δ

|Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)||f(y)|dy

≤
( ∫
|x̂−y|>2δ

|Γδ(x− y)− Γδ(x̂− y)|q′dy
)1/q′( ∫

|x̂−y|>2δ

|f(y)|qdy
)1/q

≤ cn

( ∫
|x̂−y|>2δ

∣∣|x− y|−n+2 − |x̂− y|−n+2
∣∣q′dy)1/q′

||f ||Lq(Rn)

Como para x ∈ B(x̂, δ) e y /∈ B(x̂, 2δ), temos que:

|y − x̂|
2

≤ |y − (x̂+ δ
y − x̂
|y − x̂|

)| ≤ |y − x|

e portanto, |y−x|(−n+2)q′ ≤ 2(−n+2)q′|y− x̂|(−n+2)q′ . Como |y− x̂|(−n+2)q′χ{|y−x̂|>2δ} ∈ L1(Rn),

obtemos pelo Teorema da convergência dominada que

lim
x→x̂

( ∫
|x̂−y|>2δ

∣∣|x− y|−n+2 − |x̂− y|−n+2
∣∣q′dy)1/q′

= 0

e portanto

lim
x→x̂

J2(x) = 0.

Finalmente obtemos que

lim
x→x̂

uδ(x) = uδ(x̂).

O que conclui a demonstração do lema.

Lema 3.4. Temos que uδ(x) → u(x), quando δ → 0, uniformemente para todo K ⊂ Rn

compacto (n > 2).
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Demonstração. Para todo x ∈ Rn e δ > 0, temos que:

uδ(x)− u(x) =

∫
Rn

[
Γδ(x− y)− Γ(x− y)

]
f(y)dy

=

∫
Rn

Γ(x− y)
[
Φ

(
|x− y|
δ

)
− 1
]
f(y)dy

=

∫
|x−y|≤2δ

Γ(x− y)
[
Φ

(
|x− y|
δ

)
− 1
]
f(y)dy,

de maneira que

|uδ(x)− u(x)| ≤
∫

|x−y|≤2δ

|Γ(x− y)|
∣∣Φ( |x− y|

δ

)
− 1
∣∣|f(y)|dy

≤
∫

|x−y|≤2δ

cn|x− y|−n+2|f(y)|dy.

Logo, se x ∈ B(0, R) (para algum R > 0 dado) e δ < 1, temos que

|uδ(x)− u(x)| ≤
∫

|x−y|≤2δ

cn|x− y|−n+2|f(y)|dy

≤ sup
|y|<R+2

|f(y)|
∫

|x−y|≤2δ

cn|x− y|−n+2dy

≤ cn sup
|y|<R+2

|f(y)|
∫

|ξ|≤2δ

|ξ|−n+2dξ.

Como

lim
δ→0

∫
|ξ|≤2δ

|ξ|−n+2dξ = 0
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Temos que lim
δ→0

uδ = u, uniformemente em B(0, R).

Obs.: O Lema 3.4 também é verdadeiro para n = 2, assumindo que f ∈ L∞loc(R2)

e
∫
|ξ|>1

log |ξ||f(ξ)|dξ <∞.

Teorema 3.5. Se f ∈ L∞loc(Rn) ∩ Lq(Rn), 1 < q < n/2. Então u ∈ C0(Rn).

Demonstração. Seja x̂ ∈ Rn e ε > 0, pelo Lema 3.4, existe δ̂ > 0, tal que

|uδ̂(x)− u(x)| ≤ ε

3
∀ x ∈ B(x̂, 1).

Como, pelo Lema 3.3, uδ̂ ∈ C0(Rn), existe 0 < η < 1 tal que

|uδ̂(x)− uδ̂(x̂)| ≤ ε

3
, se |x− x̂| ≤ η.

Logo, para todo x ∈ B(x̂, η), temos que

|u(x)− u(x̂)| ≤ |u(x)− uδ̂(x)|+ |uδ̂(x)− uδ̂(x̂)|+ |uδ̂(x̂)− u(x̂)| ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

Isto é, |x− x̂| < η ⇒ |u(x)− u(x̂)| ≤ ε.

Obs.: O Teorema 3.5 também é verdadeiro para n = 2, assumindo que f ∈

L∞loc(R2) e
∫
|ξ|>1

log |ξ||f(ξ)|dξ <∞.

Seja vj : Rn → R de�nida por

vj(x) =

∫
Rn

∂Γ

∂xj
(x− y)f(y)dy. (3.6)
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De modo similar ao Lema 3.1, pode-se mostrar que v está bem de�nida.

Lema 3.6. Se f ∈ L∞loc(Rn) ∩ Lq(Rn), 1 < q < n/2. Então uδ ∈ C1(Rn). Nesse caso:

∂uδ
∂xj

=

∫
Rn

∂Γδ
∂xj

(x− y)f(y)dy ∀ x ∈ Rn, 1 ≤ j ≤ n. (3.7)

Demonstração. Dado x̂ ∈ Rn, seja |h| < δ/4. Como

|x̂−y| ≤ 3δ

4
⇒ |x̂+hej−y| ≤ |x̂−y|+ |h| ≤

3δ

4
+
δ

4
= δ ⇒ Γδ(x̂−y) = Γδ(x̂+hej−y) = 0.

Temos que

uδ(x̂+ hej − y)− uδ(x̂− y)

h
=

∫
Rn

Γδ(x̂+ hej − y)− Γδ(x̂− y)

h
f(y)dy

=

∫
|x̂−y|> 3δ

4

Γδ(x̂+ hej − y)− Γδ(x̂− y)

h
f(y)dy

=

∫
|x̂−y|> 3δ

4

∂Γδ
∂xj

(x̂+ θ(h, y)ej − y)f(y)dy.

Onde |θ(h, y)| < |h|. Como

lim
h→0

∂Γδ
∂xj

(x̂+ θ(h, y)ej − y)f(y) =
∂Γδ
∂xj

(x̂− y)f(y) = 0

para quase todo y ∈ B(x̂, 3δ
4

) e

|x̂+ θ(h, y)ej − y| ≥ |x̂− y| − |hej| = |x̂− y| − |h| ≥ |x̂− y| −
δ

4
≥ 2

3
|x̂− y|

para todo y /∈ B(x̂, 3δ
4

). Temos que
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|∂Γδ
∂xj

(x̂+ θ(h, y)ej − y)f(y)| ≤ g(x̂, y), ∀ y ∈ B
(
x̂,

3δ

4

)c
com g(x̂, .) ∈ L1(B

(
x̂,

3δ

4

)c
).

Logo pelo Teorema da convergência dominada, temos que

lim
h→0

∫
|x̂−y|> 3δ

4

∂Γδ
∂xj

(x̂+ θ(h, y)ej − y)f(y)dy =

∫
|x̂−y|> 3δ

4

∂Γδ
∂xj

(x̂− y)f(y)dy

=

∫
Rn

∂Γδ
∂xj

(x̂− y)f(y)dy

e portanto

∂uδ
∂xj

= lim
h→0

uδ(x̂+ hej − y)− uδ(x̂− y)

h
=

∫
Rn

∂Γδ
∂xj

(x̂− y)f(y)dy.

Vamos mostrar agora que ∂uδ
∂xj
∈ C0(Rn) para que possamos concluir que uδ ∈

C1(Rn).

Dado x̂ ∈ Rn, considere x ∈ B(x̂, δ/4), temos que

∣∣∣∣∂uδ∂xj
(x)− ∂uδ

∂xj
(x̂)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

∣∣∣∣∂Γδ
∂xj

(x− y)− ∂Γδ
∂xj

(x̂− y)

∣∣∣∣|f(y)|dy

=

∫
|x̂−y|>3δ/4

∣∣∣∣∂Γδ
∂xj

(x− y)− ∂Γδ
∂xj

(x̂− y)

∣∣∣∣|f(y)|dy

Como acima, pelo Teorema da convergência limitada, temos que

lim
x→x̂

∫
|x̂−y|>3δ/4

∣∣∣∣∂Γδ
∂xj

(x− y)− ∂Γδ
∂xj

(x̂− y)

∣∣∣∣|f(y)|dy = 0
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e portanto

lim
x→x̂

∣∣∣∣∂uδ∂xj
(x)− ∂uδ

∂xj
(x̂)

∣∣∣∣ = 0.

Assim, ∂uδ
∂xj
∈ C0(Rn), j = 1, ..., n. Portanto, uδ ∈ C1(Rn)

Lema 3.7. lim
δ→0

∂uδ
∂xj

= vj uniformemente para todo K ⊂ Rn compacto.

Demonstração. Observe que

∂uδ
∂xj

(x) =

∫
Rn

∂Γδ
∂xj

(x− y)f(y)dy =

∫
Rn

∂Γ

∂xj
(x− y)Φ

(
|x− y|
δ

)
f(y)dy

+
1

δ

∫
Rn

Γ(x− y)Φ′
(
|x− y|
δ

)
xj − yj
|x− y|

f(y)dy.

Temos então que

∂uδ
∂xj

(x)− vj(x) =

∫
Rn

∂Γ

∂xj
(x− y)

[
Φ

(
|x− y|
δ

)
− 1

]
f(y)dy

+
1

δ

∫
Rn

Γ(x− y)Φ′
(
|x− y|
δ

)
xj − yj
|x− y|

f(y)dy

=

∫
|x−y|≤2δ

∂Γ

∂xj
(x− y)

[
Φ

(
|x− y|
δ

)
− 1

]
f(y)dy

+
1

δ

∫
δ≤|x−y|≤2δ

Γ(x− y)Φ′
(
|x− y|
δ

)
xj − yj
|x− y|

f(y)dy

Para |x| < R (R > 0 dado) e 0 < δ < 1, temos
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∣∣∣∣∂uδ∂xj
(x)− vj(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫
|x−y|≤2δ

∣∣∣∣ ∂Γ

∂xj
(x− y)

∣∣∣∣∣∣∣∣Φ( |x− y|δ

)
− 1

∣∣∣∣|f(y)|dy

+
1

δ

∫
δ≤|x−y|≤2δ

|Γ(x− y)|
∣∣∣∣Φ′( |x− y|δ

)∣∣∣∣∣∣∣∣xj − yj|x− y|

∣∣∣∣|f(y)|dy

≤MR+2

∫
|x−y|≤2δ

∣∣∣∣ ∂Γ

∂xj
(x− y)

∣∣∣∣dy +
2

δ
MR+2

∫
δ≤|x−y|≤2δ

|Γ(x− y)|dy

= MR+2

∫
|ξ|≤2δ

∣∣∣∣ ∂Γ

∂ξj
(ξ)

∣∣∣∣dy +
2

δ
MR+2

∫
|ξ|≤2δ

|Γ(ξ)|dy

≤MR+2
1

nωn

∫
|ξ|≤2δ

|ξ|−n+1dξ +
2

n(n− 2)ωn

MR+2

δ

∫
|ξ|≤2δ

|ξ|−n+2dξ

= MR+22δ +
2

n(n− 2)

MR+2

δ
4δ2 → 0, ao δ → 0.

Onde MR+2 = ||f ||L∞(B(0,R+2)), o que conclui a demonstração do lema.

Obs.: O lema acima também é válido para n = 2, repetindo o argumento acima,

obtemos que

|Djuδ(x)− vj(x)| ≤ CRδ|log(δ)| para todo |x| ≤ R, 0 < δ ≤ 1.

Segue dos Lemas 3.4, 3.6 e 3.7 o seguinte resultado fundamental:

Teorema 3.8. Seja n ≥ 3 e f ∈ L∞(Rn) ∩ Lq(Rn) para algum 1 ≤ q < n
2
. Seja u ∈ C0(Rn)

dado por

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy, ∀ x ∈ Rn. (3.8)

Então u ∈ C1(Rn) e, para cada 1 ≤ j ≤ n:



49

∂u

∂xj
=

∫
Rn

∂Γ

∂xj
(x− y)f(y)dy, ∀ x ∈ Rn. (3.9)

Demonstração. Pelo Lema 3.7, sabemos que lim
δ→0

∂uδ
∂xj

= vj em todo conjunto K ⊂ Rn com-

pacto. Temos então que vj ∈ C0(Rn) (pois pelo lema 3.6, ∂uδ
∂xj
∈ C0(Rn), ∀ δ > 0).

Basta apenas mostrar então que

∂u

∂xj
(x) = vj(x). (3.10)

Onde vj é de�nido, como acima, por

vj(x) =

∫
Rn

∂Γ

∂xj
(x− y)f(y)dy, ∀ x ∈ Rn. (3.11)

Dado x = (x1, x2, ..., xn), seja (x′, a) = (x1, ..., xj−1, a, xj+1, ..., xn), a ∈ R qual-

quer. Como

uδ(x) = uδ(x
′, 0) +

∫ xj

0

∂uδ
∂xj

(x′, t)dt, ∀ x ∈ Rn

para todo δ > 0. Fazendo δ → 0, obtemos, pelo Lema 3.4

u(x) = u(x′, 0) +

∫ xj

0

vj(x
′, t)dt

u(x1, ..., xj−1, a, xj+1, ..., xn) +

∫ xj

0

vj(x1, ..., xj−1, a, xj+1, ..., xn)dt

Derivando em relação a j-ésima variável, obtemos ∂u
∂xj

(x) = vj(x).

Com um argumento parecido, é possível demonstrar que o Teorema 3.8 também

é verdadeiro para n = 2, com a seguinte hipótese adicional
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∫
|ξ|>1

log |ξ||f(ξ)|dξ <∞.

De�nição 3.9. f é dita Hölder Contínua em compactos quando para cada K ⊂ Rn com-

pacto, existem C > 0, 0 < α ≤ 1 tais que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α ∀ x, y ∈ K.

Lema 3.10. Seja n ≥ 2, Ω ⊂ Rn aberto e limitado e ρ ∈ L∞(Ω) localmente Hölder contínua

em Ω. De�na

w(x) =

∫
Ω

Γ(x− y)ρ(y)dy ∀ x ∈ Ω. (3.12)

Então w(x) ∈ C2(Ω) e temos, para cada aberto limitado Ω0 ⊃ Ω onde o Teorema da diver-

gência é valido, que

DiDjw(x) =

∫
Ω0

(DiDjΓ)(x− y)(ρ̂(y)− ρ(x))dy − ρ(x)

∫
∂Ω0

(DiΩ)(x− y)vj(y)dσ(y) (3.13)

∀x ∈ Ω, 1 ≤ i, j ≤ n.

Onde ρ̂(y) = ρ(y) se y ∈ Ω, ρ̂(y) = 0 se y ∈ Ω0 e vj(y) é o vetor normal unitário

de ∂Ω0 no ponto y ∈ ∂Ω0 que aponta para fora.

Demonstração. Ver página 55 de [2].

Lema 3.11. Temos, para cada 1 ≤ j ≤ n, que

∫
|ξ|=R

ξ2
j dσ(ξ) =

1

n
ωnR

n+1 ∀R > 0, n ≥ 2.

Demonstração. Por simetria, temos que

∫
|ξ|=R

ξ2
1dσ(ξ) =

∫
|ξ|=R

ξ2
2dσ(ξ) = ... =

∫
|ξ|=R

ξ2
ndσ(ξ)
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e portanto

∫
|ξ|=R

ξ2
j dσ(ξ) =

1

n

n∑
i=1

∫
|ξ|=R

ξ2
i dσ(ξ) =

1

n

∫
|ξ|=R

|ξ|2dσ(ξ) =
1

n

∫
|ξ|=R

R2dσ(ξ) =
1

n
ωnR

n+1

Teorema 3.12. Seja n ≥ 2 e f ∈ L∞loc(Rn) localmente Hölder contínua. Se n = 2, suponha

que
∫
|ξ|>1

log|ξ||f(ξ)|dξ <∞. Se n ≥ 3, suponha que f ∈ Lq(Rn) para algum 1 ≤ q < n
2
. Seja

u de�nida por

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy.

Então u ∈ C2(Rn) e para todo ε > 0 e x ∈ Rn:

DiDju(x) =

∫
|x−y|≥ε

DiDjΓ(x−y)f(y)dy+

∫
|x−y|<ε

DiDjΓ(x−y)[f(y)−f(x)]dy se i 6= j. (3.14)

DiDiu(x) =

∫
|x−y|≥ε

DiDiΓ(x−y)f(y)dy+

∫
|x−y|<ε

DiDiΓ(x−y)[f(y)−f(x)]dy− 1

n
f(x). (3.15)

Em particular, fazendo ε→ 0, temos

DiDju(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|≥ε

DiDjΓ(x− y)f(y)dy se i 6= j. (3.16)

DiDiu(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|≥ε

DiDiΓ(x− y)f(y)dy − 1

n
f(x). (3.17)
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Demonstração. De�na ζ ∈ C∞(R) tal que ζ(r) = 1 ∀ r ≤ 2, ζ(r) = 0 ∀ r ≥ 3 e ζR(y) =

ζ
( |y|
R

)
.

Dado x ∈ Rn e R > |x|, temos que

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy =

∫
Rn

Γ(x− y)ζR(y)f(y)dy +

∫
Rn

Γ(x− y)[1− ζR(y)]f(y)dy

=

∫
|y|<3R

Γ(x− y)ζR(y)f(y)dy +

∫
|y|>2R

Γ(x− y)[1− ζR(y)]f(y)dy

=

∫
|y|<2R

Γ(x− y)ζR(y)f(y)dy +

∫
2R<|y|<3R

Γ(x− y)ζR(y)f(y)dy

+

∫
|y|>2R

Γ(x− y)[1− ζR(y)]f(y)dy := u1(x) + u2(x) + u3(x).

(3.18)

Onde

u1(x) =

∫
|y|<2R

Γ(x− y)ζR(y)f(y)dy. (3.19)

u2(x) =

∫
2R<|y|<3R

Γ(x− y)ζR(y)f(y)dy. (3.20)

u3(x) =

∫
|y|>2R

Γ(x− y)[1− ζR(y)]f(y)dy. (3.21)

É fácil ver que u2 ∈ C∞(B(0, R)), u3 ∈ C∞(B(0, R)) e para cada i, j, temos

DiDju2(x) =

∫
2R<|y|<3R

DiDjΓ(x− y)ζR(y)f(y)dy ∀ x ∈ B(0, R). (3.22)
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DiDju3(x) =

∫
|y|>2R

DiDjΓ(x− y)[1− ζR(y)]f(y)dy ∀ x ∈ B(0, R). (3.23)

É fácil ver também que

lim
R→∞

DiDju2(x) = lim
R→∞

DiDju3(x) = 0. (3.24)

Tomando Ω = Ω0 = B(0, 2R) e aplicando o Lema 3.10, temos que u1 ∈

C2(B(0, 2R)). Em particular, como u = u1 + u2 + u3, temos que u ∈ C2(B(0, R)).

Tomando 0 < ε < R temos, pelo Lema 3.10, que
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DiDju1(x) =

∫
B(0,2R)

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy − f(x)

∫
|y|=2R

DiΓ(x− y)vj(y)dσ(y)

=

∫
ε<|y−x|<2R

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy

+

∫
B(x,ε)

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy − f(x)

∫
|y|=2R

DiΓ(x− y)vj(y)dσ(y)

=

∫
ε<|y−x|<2R

DiDjΓ(x− y)f(y)dy +

∫
B(x,ε)

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy

− f(x)

∫
ε<|y−x|<2R

DiDjΓ(x− y)dy − f(x)

∫
|y|=2R

DiΓ(x− y)vj(y)dσ(y)

=

∫
ε<|y−x|<2R

DiDjΓ(x− y)f(y)dy +

∫
B(x,ε)

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy

+ f(x)

∫
|y|=2R

DiΓ(x− y)vj(y)dσ(y)− f(x)

∫
|x−y|=ε

DiΓ(x− y)
yj − xj

ε
dσ(y)

− f(x)

∫
|y|=2R

DiΓ(x− y)vj(y)dσ(y)

=

∫
ε<|y−x|<2R

DiDjΓ(x− y)f(y)dy +

∫
B(x,ε)

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy

− f(x)
1

ωnεn+1

∫
|x−y|=ε

(yi − xi)(yj − xi)dσ(y)

=

∫
ε<|y−x|<2R

DiDjΓ(x− y)f(y)dy +

∫
B(x,ε)

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy

− f(x)
1

ωnεn+1

∫
|ξ|=ε

(ξi)(ξj)dσ(ε)

onde o último termo é zero, se i 6= j. Portanto obtemos pelo Lema 3.11, que

DiDju1(x) =

∫
ε<|y|<2R

DiDjΓ(x− y)f(y)dy +

∫
B(x,ε)

DiDjΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy (3.25)
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∀x ∈ B(0, R), se i 6= j, e

DiDiu1(x) =

∫
ε<|y|<2R

DiDiΓ(x− y)f(y)dy +

∫
B(x,ε)

DiDiΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy − 1

n
f(x).

(3.26)

Por (3.22), (3.23) e pelo fato de ser u(x) = u1(x) + u2(x) + u3(x), temos que

DiDju(x) = DiDju1(x) +

∫
2R<|y|<3R

DiDjΓ(x− y)ζR(y)f(y)dy

+

∫
|y|>2R

DiDjΓ(x− y)[1− ζR(y)]f(y)dy

(3.27)

∀x ∈ B(0, R) e 0 < ε < R

Fazendo R→∞, temos que (uma vez que as duas últimas integrais vão a zero

quando R vai a in�nito)

DiDju(x) =

∫
|x−y|>ε

DiDjΓ(x−y)f(y)dy+

∫
|x−y|<ε

DiDjΓ(x−y)(f(y)−f(x))dy se i 6= j (3.28)

e

DiDiu(x) =

∫
|x−y|≥ε

DiDiΓ(x−y)f(y)dy+

∫
|x−y|<ε

DiDiΓ(x−y)[f(y)−f(x)]dy− 1

n
f(x). (3.29)

para ε > 0 arbitrário, obtendo (3.14) e (3.15). Fazendo ε → 0, obtemos (3.16) e (3.17), o

que completa a demonstração.
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Proposição 3.13.
n∑
i=1

DiDiΓ(x− y) = 0 ∀x 6= y (3.30)

Demonstração. Derivando Γ duas vezes, obtemos que

DiDiΓ(x− y) =
|x− y|−n

nωn
− (xi − yi)2

ωn
|x− y|−n−2

Somando em i, obtemos que
n∑
i=1

DiDiΓ(x− y) =
|x− y|−n

ωn
− |x− y|

2

ωn
|x− y|−n−2 = 0

Teorema 3.14. Seja n ≥ 2 e f ∈ L∞loc(Rn) localmente Hölder contínua. Se n = 2, suponha

que
∫
|ξ|>1

log|ξ||f(ξ)|dξ <∞. Se n ≥ 3, suponha que f ∈ Lq(Rn) para algum 1 ≤ q < n
2
. Seja

u de�nida por

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy.

Então

−∆u = f(x)

Demonstração. Pelo teorema (3.12) temos que

DiDiu(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|≥ε

DiDiΓ(x− y)f(y)dy − 1

n
f(x).

Somando em i, e utilizando a Proposição 3.13 obtemos que

n∑
i=1

DiDiu(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|≥ε

n∑
i=1

[DiDiΓ(x− y)]f(y)dy − f(x) = −f(x)
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Lema 3.15. (Lema de Weyl)Se u ∈ D′(Rn) e ∆u = 0, então u ∈ C∞(Rn)

Demonstração. Ver página 28 de [1].

Proposição 3.16. Considere f e u como no Teorema 3.12, sabemos (pelo mesmo Teorema)

que −∆u = f . Seja v ∈ D′(Rn) outra solução, isto é −∆v = f . Então v ∈ C2(Rn).

Demonstração. Temos que v − u ∈ D′(Rn) e que ∆(v − u) = 0, pelo Lema 3.15, v − u ∈

C∞(Rn). Como u ∈ C2(Rn), temos que v = u+ (v − u) ∈ C2(Rn)

Uma condição �sicamente interessante que podemos impor para o problema

−∆u = f é a de que lim
|x|→∞

u(x) = 0. Vamos veri�car que essa condição torna de fato a

solução única quando impomos certa regularidade a f e que a solução u que construímos

satisfaz essa condição.

Teorema 3.17. Seja f ∈ Lp(Rn) ∩ L∞(Rn), onde 1 ≤ p < n
2
, e u de�nida por

u(x) = K

∫
Rn

1

|x− y|n−2
f(y)dy, onde K =

1

n(n− 2)ωn
.

Então lim
|x|→∞

u(x) = 0.

Demonstração. Suponha primeiro que p = 1. Dado ε > 0 seja R > 0 tal que

K
1

Rn−2
||f ||L1(Rn) <

ε

3
,

existe também δ >0 su�cientemente pequeno tal que

K||f ||L∞(Rn)

∫
|z|<δ

1

|z|n−2
dz <

ε

3
,

além disso, como f ∈ L1(Rn), para |x| su�cientemente grande vale que
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K

δn−2

∫
|y−x|<R

|f(y)|dy < ε

3
.

Portanto, para |x| su�cientemente grande,

|u(x)| ≤ K

∫
|y−x|<δ

1

|x− y|n−2
|f(y)|dy

+K

∫
δ<|y−x|<R

1

|x− y|n−2
|f(y)|dy +K

∫
R<|y−x|

1

|x− y|n−2
|f(y)|dy

≤ K

∫
|z|<δ

1

|z|n−2
dz +

K

δn−2

∫
|y−x|<R

|f(y)|dy +K
1

Rn−2
||f ||L1(Rn)

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

concluindo a demonstração para p = 1.

Suponha agora que 1 < p < n
2
. Seja q ∈ R tal que 1

p
+ 1

q
= 1. Existe R > 0

su�cientemente grande tal que

K||f ||Lp(Rn)

∫
|z|>R

1

|z|(n−2)q
dz <

ε

2

pois 1 < p < n
2
⇒ (n− 2)q > n. Como no caso p = 1, seja δ su�cientemente pequeno tal que

K||f ||L∞(Rn)

∫
|z|<δ

1

|z|n−2
dz <

ε

4
,

além disso, como f ∈ Lp(Rn), para |x| su�cientemente grande vale que

K

δn−2
|B(0, R)|

1
q

( ∫
|y−x|<R

|f(y)|p
) 1

p

<
ε

4
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Portanto, para |x| su�cientemente grande,

|u(x)| ≤ K

∫
|y−x|<R

1

|x− y|n−2
|f(y)|dy +K

∫
R≥|y−x|

1

|x− y|n−2
|f(y)|dy = I1 + I2

Para I1, temos que

I1 = K

∫
|y−x|<δ

1

|x− y|n−2
|f(y)|dy +K

∫
δ<|y−x|<R

1

|x− y|n−2
|f(y)|dy

≤ K||f(y)||L∞(Rn)

∫
|z|<δ

1

|z|n−2
dy +K

( ∫
δ<|y−x|<R

1

|x− y|(n−2)q
dy

) 1
q
( ∫
δ<|y−x|<R

|f(y)|pdy
) 1

p

<
ε

4
+K

1

δn−2
|B(0, R)|

1
q

( ∫
|y−x|<R

|f(y)|pdy
) 1

p

<
ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Para I2, temos que

I2 = K

( ∫
|y−x|≥R

1

|x− y|(n−2)q
dy

) 1
q
( ∫
|y−x|≥R

|f(y)|pdy
) 1

p

≤ K||f ||Lp(Rn)

(∫
|z|>R

1

|z|(n−2)q
dz

) 1
q

<
ε

2

e portanto

|u(x)| ≤ I1 + I2 <
ε

2
+
ε

2
= ε

Seja v uma outra solução, isto é −∆v = f , de�nindo θ = v − u, temos que

∆θ = 0. Pela Proposição 3.16, segue que v e θ são contínuas. Se impormos a condição
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lim
|x|→∞

v(x) = 0, pelo teorema acima temos que lim
|x|→∞

θ(x) = 0, e portanto, θ ∈ L∞(Rn). Pelo

Teorema de Liouville θ é constante, como lim
|x|→∞

θ(x) = 0, só pode ser θ(x) = 0 ∀x ∈ Rn.

Portanto u = v. Isso mostra que se impormos a condição lim
|x|→∞

v(x) = 0, a solução do

problema −∆v = f é única e é dada por

v(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy.

Para mostrar que a hipótese f ∈ L∞loc(Rn), utilizada em vários teoremas que

provamos até agora, não é uma hipótese arti�cial. Considere

f(x) =
1

|x|2
e−|x|.

f ∈ Lp(Rn) ∀ 1 < p < n−1
2

(n > 2), porém

lim
x→0

K

∫
Rn

1

|x− y|n−2

1

|y|2
e−|y|dy = K

∫
Rn

1

|y|n
e−|y|dy =∞.

Agora vamos aplicar a teoria de Calderón-Zygmund à equação de Poisson, com

f ∈ Lp(Rn) ∩ L∞loc(Rn) localmente Hölder contínua. Onde 1 < p < n
2
.

Considere Γ de�nida em (3.1), se calcularmos as derivadas de Γ, obtemos que

DiDjΓ(x) =
1

nωn
[nxixj − |x|2δij]

1

|x|n+2
.

Utilizando a notação δij = 1 se i = j e δij = 0 se i 6= j, podemos reescrever a

equação acima como

DiDjΓ(x) =
Ω(x)

|x|n
(3.31)
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onde

Ω(x) =
1

nωn

[nxixj − |x|2δij]
|x|2

. (3.32)

Observe que Ω(rx) = Ω(x) ∀r > 0 e que

∫
Sn−1

Ω(x)dσ =

∫
Sn−1

1

nωn

[nxixj − |x|2δij]
|x|2

dσ

=

∫
Sn−1

1

nωn
nxixj − δijdσ.

(3.33)

Proposição 3.18. Se i 6= j, então∫
Sn−1

1

nωn
[nxixj − δij]dσ = 0.

Demonstração. Considere 1 ≤ i < j ≤ n �xos. De�nindo os conjuntos:

A1 = Sn−1 ∩ {x ∈ Rn : xi < 0, xj < 0}, A2 = Sn−1 ∩ {x ∈ Rn : xi > 0, xj < 0},

A3 = Sn−1 ∩ {x ∈ Rn : xi > 0, xj > 0} e A4 = Sn−1 ∩ {x ∈ Rn : xi < 0, xj > 0}.

Temos pela simetria de Sn−1 que

∫
A1

xixjdσ =

∫
A3

xixjdσ = −
∫
A2

xixjdσ = −
∫
A4

xixjdσ

Portanto,

∫
Sn−1

xixjdσ =

∫
A1

xixjdσ +

∫
A2

xixjdσ +

∫
A3

xixjdσ +

∫
A4

xixjdσ = 0.

Como, δij = 0 para i 6= j, temo que
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∫
Sn−1

1

nωn
[nxixj − δij]dσ = 0.

Proposição 3.19. ∫
Sn−1

1

nωn
[nx2

i − 1]dσ = 0.

Demonstração.∫
Sn−1

1

nωn
[nx2

i − 1]dσ =

∫
Sn−1

1

ωn
x2
i dσ −

∫
Sn−1

1

nωn
dσ = I1 − I2.

Por simetria, temos que

∫
Sn−1

x2
1dσ = ... =

∫
Sn−1

x2
ndσ

e portanto

I1 =

∫
Sn−1

1

ωn
x2
i dσ =

1

nωn

n∑
j=1

∫
Sn−1

x2
jdσ

=
1

nωn

∫
Sn−1

|x|2dσ =
1

nωn

∫
Sn−1

1dσ =
1

nωn
ωn =

1

n

e

I2 =

∫
Sn−1

1

nωn
dσ =

1

nωn
ωn =

1

n
.

Portanto,

∫
Sn−1

1

nωn
[nx2

i − 1]dσ = I1 − I2 =
1

n
− 1

n
= 0.
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Proposição 3.20. Seja Ω de�nida como em (3.32), isto é,

Ω(x) =
1

nωn

[nxixj − |x|2δij]
|x|2

.

Considere ω(δ) = sup{|Ω(x)− Ω(x′)| : |x− x′| ≤ δ , |x| = |x′| = 1}. Então

∫ 1

0

ω(δ)

δ
dδ <∞

Demonstração. Como Ω ∈ C1(Sn−1), temos que ω(x) ≤Mδ, onde

M = max
x∈Sn−1

|DΩ(x)|

e portanto

∫ 1

0

ω(δ)

δ
dδ ≤

∫ 1

0

Mδ

δ
dδ =

∫ 1

0

Mdδ <∞.

De�nição 3.21.

pv

∫
Rn
f(x)dx = lim

εto0

∫
Rn B(0,ε)

f(x)dx.

Podemos obter agora, o importante teorema:

Teorema 3.22. Seja n ≥ 2 e f ∈ L∞loc(Rn) localmente Hölder contínua. Se n = 2, suponha

que
∫
|ξ|>1

log|ξ||f(ξ)|dξ <∞. Se n ≥ 3, suponha que f ∈ Lq(Rn) para algum 1 ≤ q < n
2
. Seja

u de�nida por

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy.

Então
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||DiDju||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn) (3.34)

e

||DiDju||Lp(Rn) ≤ Ap||∆u||Lp(Rn). (3.35)

Demonstração. Pelo Teorema 3.12 temos que

DiDju(x) = pv

∫
Rn
DiDjΓ(x− y)f(y)dy se i 6= j.

DiDiu(x) = pv

∫
Rn
DiDiΓ(x− y)f(y)dy − 1

n
f(x).

Pela equação (3.31) temos que

DiDjΓ(x) =
Ω(x)

|x|n

onde

Ω(x) =
1

nωn

[nxixj − |x|2δij]
|x|2

.

Pelas Proposições 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22, obtendo

que

||DiDju||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn).

Como, pelo Teorema 3.14, temos que −∆u = f , obtemos também que
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||DiDju||Lp(Rn) ≤ Ap||∆u||Lp(Rn).

Como, pelo Teorema 3.14, sabemos que −∆u = f , Obtemos o seguinte resul-

tado.

Teorema 3.23. Seja u : Rn → R tal que ∆u ∈ Lp(Rn)∩L∞loc(Rn) localmente Hölder contínua,

onde 1 < p < n
2
. Então existe Ap > 0 tal que

||DiDju||Lp(Rn) ≤ Ap||∆u||Lp(Rn).

Demonstração. De�na f(x) = −∆u. u é claramente uma solução do problema −∆u = f .

Sabemos que u∗ de�nida por

u∗(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy

também é uma solução. Pela discussão acima, sabemos que

||DiDju∗||Lp(Rn) ≤ Ap||∆u∗||Lp(Rn).

Como θ = u − u∗ é harmônica e limitada, temos que θ é constante, de modo

que, DiDju = DiDju∗, para todo 1 ≤ i ≤ j ≤ n. E portanto

||DiDju||Lp(Rn) ≤ Ap||∆u||Lp(Rn).

Corolário 3.24. Seja u : Rn → R tal que ∆u ∈ Lp(Rn) ∩ L∞loc(Rn) localmente Hölder

contínua, onde 1 < p < n
2
. Então existe Ap > 0 tal que
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||D2u||Lp(Rn) ≤ Ap||∆u||Lp(Rn).
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4 O PROBLEMA −∆U = F , F ∈ LP (RN)

Agora vamos obter um resultado um pouco mais geral, removendo as hipóteses:

f ∈ L∞loc(Rn) e f Hölder contínua.

4.1 O problema −∆u = f , para 1 < p < n
2

Teorema 4.1. Seja f ∈ Lp(Rn), onde n ≥ 3 e 1 ≤ p < n
2
. Seja u de�nida como em (3.2),

isto é,

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy, (4.1)

Então u está bem de�nida para quase todo x ∈ Rn

Demonstração. Suponha que p > 1, seja R > 0 �xo, considere a integral

∫
B(0,R)

∫
Rn
|Γ(x− y)||f(y)|dydx =

∫
|x|<R

∫
|y|<2R

|Γ(x− y)||f(y)|dydx

+

∫
|x|<R

∫
|y|≥2R

|Γ(x− y)||f(y)|dydx = I1 + I2

Vamos estimar I1 e I2 separadamente e concluir que são ambos �nitos. Para I1,

temos que
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I1 =

∫
|y|<2R

∫
|x|<R

|Γ(x− y)||f(y)|dxdy =

∫
|y|<2R

∫
|y+z|<R

|Γ(z)||f(y)|dzdy

<

∫
|y|<2R

∫
|z|<3R

|Γ(z)|dz|f(y)|dy = KR

∫
|y|<2R

|f(y)|dy <∞

onde a última desigualdade vale por Hölder, pois f ∈ Lp(Rn) e portanto f ∈ L1
loc(Rn). Para

I2, temos que |x− y| ≥ |y| −R ≥ |y| − |y|
2

= |y|
2
, e portanto

I2 ≤ 2n−2

∫
|x|<R

∫
|y|≥2R

|Γ(y)||f(y)|dydx

= 2n−2|B(0, R)|
∫

|y|≥2R

|Γ(y)||f(y)|dy ≤ 2n−2|B(0, R)|||f ||Lp(Rn)

( ∫
|y|≥2R

|Γ(y)|qdy
) 1

q

<∞

onde 1
p

+ 1
q

= 1. Observe que
∫

|y|≥2R

Γ(y)qdy <∞, pois 1 ≤ p < n
2
⇒ (n− 2)q > n.

Concluímos então que
∫

B(0,R)

∫
Rn |Γ(x− y)||f(y)|dydx <∞ e portanto

∫
Rn
|Γ(x− y)||f(y)|dy <∞ para quase todo x ∈ B(0, R)

Como R>0 é arbitrário, temos que

∫
Rn
|Γ(x− y)||f(y)|dy <∞ para quase todo x ∈ Rn

O caso em que p = 1 é análogo.

O resultado acima também é verdadeiro para n = 2, trocando a hipótese f ∈

Lp(Rn) por
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∫
|ξ|>1

log|ξ||f(ξ)|dξ <∞ (4.2)

Proposição 4.2. Seja f ∈ Lp(Rn), se {fm} é uma sequência de funções em Lp(Rn) conver-

gindo para f em Lp(Rn) então {fm} converge como distribuição para f .

Demonstração. Seja φ ∈ C∞0 (Rn), temos que

| < fm, φ > − < f, φ > | = | < fm − f, φ > | ≤ ||fm − f ||Lp(Rn)||φ||Lq(Rn) → 0, ao m→∞.

onde 1
p

+ 1
q

= 1.

Vamos mostrar agora que −∆u = f , no sentido das distribuições, isto é, vamos

mostrar que

−
∫
Rn
u(x)∆φ(x)dx =

∫
Rn
f(x)φ(x)dx ∀ φ ∈ L∞0 (Rn). (4.3)

Para isso, vamos primeiro de�nir uma noção de convergência em C∞0 .

De�nição 4.3. Seja {φm} uma sequência de funções em C∞0 , dizemos que φm converge a

φ ∈ C∞0 e escreveremos φm → φ quando existe R > 0 tal que suppφm ⊂ B(0, R) ∀m e

Dαφm → Dαφ uniformemente para todo multi-índice α.

Teorema 4.4. Seja f ∈ Lp(Rn), onde 1 < p < n
2
. Se u é de�nida como em (4.1), então

−∆u = f no sentido das distribuições.

Demonstração. Seja {fm} uma sequência de funções em C∞0 (Rn), tal que fm → f em Lp(Rn).

De�nindo um por

um(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)fm(y)dy,
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temos pelo Teorema 3.14 que −∆um = fm. Pelo Teorema 2.27,

||um − u||Lq(Rn) ≤ C||fm − f ||Lp(Rn), onde q =
n

n− 2p
p.

Como fm → f em Lp(Rn), então um → u em Lq(Rn). Pela Proposição 4.2

temos que um → u como distribuição, e portanto ∆um → ∆u como distribuição. Por

outro lado, −∆um = fm → f , como o limite é único, temos que −∆u = f no sentido das

distribuições.

Agora vamos aplicar a teoria de Calderón-Zygmund à equação de Poisson,

com f ∈ Lp(Rn). Onde 1 < p < n
2
. Como antes, seja {fm} uma sequência de funções em

C∞0 (Rn), tal que fm → f em Lp(Rn), de�nimos um e u por

um(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)fm(y)dy,

e

u(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)f(y)dy.

Proposição 4.5. Dado 1 ≤ i ≤ n, Dium → Diu em Lq(Rn), onde q = np
n−p . Além disso,

existe K > 0 constante, tal que

||Diu||Lq(Rn) ≤ K||f ||Lp(Rn).

Demonstração. Pelos Teoremas 2.27 e 3.80, temos que

||Dium||Lq(Rn) ≤ K||fm||Lp(Rn) (4.4)
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e que

||Dium −Diul||Lq(Rn) ≤ K||fm − fl||Lp(Rn).

Como {fm} é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn), temos que {Dium} é uma sequência de

Cauchy em Lq(Rn), e portanto existe vi = limDium em Lq(Rn). Por outro lado, sabemos

pela demonstração do Teorema 4.4, que um → u como distribuição e portanto Dium → Diu

como distribuição. Pela unicidade do limite, temos que vi = Diu. Portanto Diu ∈ Lq(Rn) e

aplicando o limite em (4.4), obtemos que

||Diu||Lq(Rn) ≤ K||f ||Lp(Rn).

Proposição 4.6. Dado 1 ≤ i ≤ j ≤ n, DiDjum → DiDju em Lp(Rn). Além disso, existe

K > 0 constante, tal que

||DiDju||Lp(Rn) ≤ K||f ||Lp(Rn).

Demonstração. Pelo Teorema 3.22, temos que

||DiDjum||Lp(Rn) ≤ K||fm||Lp(Rn) (4.5)

e que

||DiDjum −DiDjul||Lp(Rn) ≤ K||fm − fl||Lp(Rn).

Como {fm} é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn), temos que {DiDjum} é uma

sequência de Cauchy em Lp(Rn), e portanto existe vij = limDiDjum em Lp(Rn). Por outro
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lado, sabemos pela demonstração do Teorema 4.4, que um → u como distribuição e portanto

DiDjum → DiDju como distribuição. Pela unicidade do limite, temos que vij = DiDju.

Portanto DiDju ∈ Lp(Rn) e aplicando o limite em (4.5), obtemos que

||DiDju||Lp(Rn) ≤ K||f ||Lp(Rn).

4.2 O problema −∆u = f , para n
2 ≤ p < n

Nesta seção, como nas anteriores, vamos apresentar uma solução para a equação

de Poisson com algumas estimativas, com f ∈ Lp(Rn). Porém, dessa vez, supomos que
n
2
≤ p < n.

Lema 4.7. Seja Ω ⊂ Rn um aberto convexo limitado e u ∈ W 1,1(Ω) (equivalentemente para

u ∈ C1(Ω)). Dado S ⊂ Ω, com |S| > 0, seja

us =
1

|S|

∫
S

u(x)dx.

Então

|u(x)− us| ≤
dn

n|S|

∫
Ω

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy para quase todo x ∈ Ω

onde d = diam(Ω) = supx,y∈Ω |x− y|.

Demonstração. Ver página 155 de [2].
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Corolário 4.8. Seja u ∈ L1(Ω) com Du ∈ Lp(Ω), onde 1 ≤ p ≤ ∞. Então

||u− us||Lp(Ω) ≤
ωnd

n+1

n|S|
||Du||Lp(Ω).

Demonstração. Vamos de�nir g(x) como

g(x) =

∫
Ω

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy.

Vamos supor primeiro que p = 1. Então

∫
Ω

|g(x)|dx =

∫
Ω

∫
Ω

|Du(y)|
|x− y|n−1

dydx =

∫
Ω

∫
Ω

1

|x− y|n−1
dx|Du(y)|dy

e

∫
Ω

1

|x− y|n−1
dx ≤

∫
B(y,d)

1

|x− y|n−1
dx =

∫
B(0,d)

1

|z|n−1
dx

=

∫
|ω|=1

∫ d

0

1

rn−1
rn−1drdσ(ω) = ωn

∫ d

0

1dr = ωnd.

Portanto,

∫
Ω

|g(x)|dx ≤ ωnd

∫
Ω

|Du(y)|dy = ωnd||Du||L1(Ω),

e, pelo Lema 4.7,

||u− us||L1(Ω) =

∫
Ω

|u(x)− us|dx ≤
dn

n|S|

∫
Ω

g(x)dx ≤ ωnd
n+1

n|S|
||Du||L1(Ω)
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O caso p =∞ segue diretamente do lema (4.7). Para 1 < p <∞, seja q > 0 tal

que, 1
p

+ 1
q

= 1, temos que

|g(x)| =
∫

Ω

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy =

∫
Ω

1

|x− y|
(n−1)
q

|Du(y)|

|x− y|
(n−1)
p

dy

≤
(∫

Ω

1

|x− y|n−1
dy

) 1
q
(∫

Ω

|Du(y)|p

|x− y|n−1
dy

) 1
p

≤ (ωnd)
1
q

(∫
Ω

|Du(y)|p

|x− y|n−1
dy

) 1
p

Logo (usando os resultados obtidos para p = 1),

∫
Ω

|g(x)|pdx ≤ (ωnd)p−1

∫
Ω

∫
Ω

|Du(y)|p

|x− y|n−1
dydx

≤ (ωnd)p−1

∫
Ω

∫
Ω

1

|x− y|n−1
dx|Du(y)|pdy ≤ (ωnd)p||Du||pLp(Ω).

Pelo Lema 4.7,

||u− us||pLp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)− us|pdx ≤
(
dn

n|S|

)p ∫
Ω

|g(x)|pdx ≤
(
ωnd

n+1

n|S|

)p
||Du||pLp(Ω).

Portanto

||u− us||Lp(Ω) ≤
ωnd

n+1

n|S|
||Du||Lp(Ω).

Agora podemos considerar o problema −∆u = f para f ∈ Lp(Rn), com n
2
<

p < n.

Teorema 4.9. Seja f ∈ Lp(Rn), onde n
2
< p < n. Então existe u ∈ D′(Rn) tal que −∆u = f

no sentido das distribuições. Além disso Du ∈ Lq(Rn), onde q = np
n−p , D

2u ∈ Lp(Rn) e valem
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as desigualdades

||Du||Lq(Rn) ≤ K1(n, p)||f ||Lp(Rn),

||D2u||Lp(Rn) ≤ K2(n, p)||f ||Lp(Rn).

Demonstração. Seja {fm} uma sequência de funções em C∞0 (Rn), tal que fm → f em Lp(Rn).

Vamos escrever Br = B(0, r), a bola de centro 0 e raio r. De�nindo um por

um(x) = cm +

∫
Rn

Γ(x− y)fm(y)dy,

onde cm ∈ R é tal que

1

|B1|

∫
B1

um(x)dx = 0

Temos pelo Teorema 3.14 que −∆um = fm. Dado R > 1, pelo Lema 4.7, temos

que

|um(x)| ≤ (2R)n

n|B1|

∫
BR

|Dum(y)|
|x− y|n−1

dy, ∀x ∈ BR.

e portanto

|um(x)− ul(x)| ≤ (2R)n

n|B1|

∫
BR

|Dum(y)−Dul(x)|
|x− y|n−1

dy, ∀x ∈ BR e ∀m, l. (4.6)

Temos, pela teoria desenvolvida no capítulo 3 que

Dium(y)−Diul(x) =
−1

ωn

∫
Rn

1

|x− y|n−1

xi − yi
|x− y|

(fm(y)− fl(y))dy,
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logo

|Dium(y)−Diul(x)| ≤ 1

ωn

∫
Rn

1

|x− y|n−1
|fm(y)− fl(y)|dy.

Pelo Teorema 2.27, como p < n, temos que

||Dium −Diul||Lq(Rn) ≤ K1(n, p)||fm − fl||Lp(Rn), onde q =
np

n− p
.

Como {fm} é de Cauchy em Lp(Rn), vale que {Dium} é de Cauchy em Lq(Rn)

e portanto existe vi ∈ Lq(Rn) tal que vi = limDium, 1 ≤ i ≤ n.

Seja q′ > 0 tal que 1
q′

+ 1
q

= 1, retomando (4.6), temos que

|um(x)− ul(x)| ≤ (2R)n

n|B1|

∫
BR

|Dum(y)−Dul(x)|
|x− y|n−1

dy

≤ (2R)n

n|B1|

(∫
BR

dy

|x− y|(n−1)q′

) 1
q′
(∫

BR

|Dum −Dul|q
) 1

q

≤ (2R)n

n|B1|

(∫
B2R

dy

|z|(n−1)q′

) 1
q′

||Dum −Dul||Lq(BR).

Como n
2
< p, temos que q = np

n−p > n. Como 1
q′

+ 1
q

= 1, vale que (n− 1)q′ < n

e portanto temos que

(∫
B2R

1

|z|(n−1)q′

) 1
q′

<∞.

Portanto, como {Dium} é de Cauchy em Lq(Rn), temos que {um} é uma sequên-

cia de Cauchy em cada compacto BR, com R > 1. Logo {um} converge uniformemente em

cada compacto BR, com R > 1, isto é, existe u ∈ C0(Rn) tal que limum = u uniformemente

em compactos, onde u pode ser construído como o limite ponto a ponto de {um}.
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Como um → u uniformemente em compactos, então um → u em D′(Rn). De

maneira análoga como Dium → vi em Lq(Rn), então Dium → vi em D′(Rn). Por outro

lado, temos que Dium → Diu em D′(Rn). Pela unicidade do limite, temos que Diu = vi, e

portanto Diu ∈ Lq(Rn).

Pela teoria de Calderón-Zygmund desenvolvida no capítulo (3), temos que

||D2um −D2ul||Lp(Rn) ≤ K2(n, p)||fm − fl||Lp(Rn).

Portanto, como {fm} é de Cauchy em Lp(Rn), temos que, para cada 1 ≤ i ≤

j ≤ n, {Dijum} é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn) . Logo {Dijum} converge em Lp(Rn),

isto é, existe vij ∈ Lp(Rn) tal que Dijum → vij em Lp(Rn). Temos então que Dijum → vij

em D′(Rn). Por outro lado, como um → u uniformemente em compactos, então um → u

em D′(Rn) e portanto Dijum → Diju em D′(Rn). Pela unicidade do limite, temos que

Diju = vij, e portanto Diju ∈ Lp(Rn).

Aplicando o limite nas desigualdades

||Dum||Lq(Rn) ≤ K1(n, p)||fm||Lp(Rn),

||D2um||Lp(Rn) ≤ K2(n, p)||fm||Lp(Rn),

obtemos que

||Du||Lq(Rn) ≤ K1(n, p)||f ||Lp(Rn),

||D2u||Lp(Rn) ≤ K2(n, p)||f ||Lp(Rn).
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Para completar a demonstração, basta notar que temos −∆um → −∆u em

D′(Rn) e que −∆um = fm → f em D′(Rn). Pela unicidade do limite, temos que −∆u = f

em D′(Rn).

Uma questão interessante para o problema acima, é que condições devemos

impor sobre u para obtermos uma solução única. Pela solução obtida acima, seria �sicamente

interessante impor que u ∈ C0(Rn) e que Du ∈ Lq(Rn), com q = np
n−p . Porém, como vamos

ver agora, essas condições não serão su�cientes para obter a unicidade da solução.

Seja u e v duas soluções do problema, isto é −∆u = −∆v = f . Suponha que u

e v satisfazem as condições acima, isto é, suponha que u, v ∈ C0(Rn) e que Du,Dv ∈ Lq(Rn),

com q = np
n−p . De�nindo θ = u− v, temos que ∆(Diθ) = 0 e que Diθ = Diu−Div ∈ Lq(Rn).

Pelo teorema das médias para funções harmônicas, temos que Diθ = 0 e portanto θ = c

constante. Portanto a solução não é única. Para obtermos solução única, podemos �xar um

ponto x0 ∈ Rn e impor a condição u(x0) = α. Então θ(x) = θ(x0) = u(x0)−v(x0) = α−α =

0, e portanto u = v.

A discussão acima tratou do caso n
2
< p < n, para p = n

2
, podemos utilizar o

Corolário 4.8, obtendo

||um − ul||Lq(BR) ≤
ωn(2R)n+1

n|BR|
||Dum −Dul||Lq(|BR|).

Como ||Dum − Dul||Lq(|BR|) → 0 ao m, l → ∞, existe u ∈ Lqloc(Rn), tal que

um → u em Lq(BR) ∀R > 1. Repetindo todos os argumentos acima, obtemos que −∆u = f ,

com u ∈ Lqloc(Rn), Du ∈ Lq(Rn) e D2u ∈ Lp(Rn). Colocando as condições u ∈ Lqloc(Rn),

Du ∈ Lq(Rn) e u(x0) = α0, obtemos uma solução única.
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4.3 O problema −∆u = f , para n ≤ p <∞

Vamos começar tratando o caso p = n.

Teorema 4.10. Seja n ≥ 2 e f ∈ Ln(Rn) arbitrária. Existe uma solução u∗ ∈ C0(Rn) para

o problema

−∆u = f em D′(Rn), (4.7)

satisfazendo

�

u∗ ∈ C0,α
loc (Rn) para cada 0 < α < 1. (4.8)

�

∇u∗ ∈ Lqloc(R
n) para cada 1 ≤ q <∞. (4.9)

�

D2u∗ ∈ Ln(Rn), com ||D2u∗||Ln(Rn) ≤ K(n)||f ||Ln(Rn). (4.10)

Onde K(n) depende apenas da dimensão n.

Além disso, todas as soluções u ∈ D′(Rn) com D2u ∈ Ln(Rn) da equação (4.7)

satisfazem

�

u ∈ C0,α
loc (Rn) para cada 0 < α < 1. (4.11)

�

∇u ∈ Lqloc(R
n) para cada 1 ≤ q <∞. (4.12)
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�

D2u ∈ Ln(Rn), com ||D2u∗||Ln(Rn) ≤ K(n)||f ||Ln(Rn). (4.13)

Onde K(n) depende apenas da dimensão n.

Demonstração. Primeiro, observe que as propriedades (4.11), (4.12) e (4.13) acima, seguem

diretamente das propriedades (4.8), (4.9) e (4.10), válidas para u∗. De fato, dada u ∈ D′(Rn)

com D2u ∈ Ln(Rn), solução de (4.7), temos que

θ = u− u∗ ∈ D′(Rn) ∩W 2,n(Rn) é harmônica em Rn,

e portanto, DiDjθ ∈ D′(Rn) ∩ Ln(Rn) é harmônica (∀i, j ∈ {1, 2, ..., n}), assim DiDjθ = 0 e

portanto

u(x) = u∗(x) + a+
n∑
j=1

bjxj ∀ x ∈ Rn

para certas constantes a, b1, b2, ..., bn ∈ R, o que nos dá as propriedades (4.11), (4.12) e (4.13).

Dada f ∈ Ln(Rn), seja fm → f em Ln(Rn) tal que fm ∈ C∞0 (Rn) ∀m. Para

cada m, seja um dada por

um(x) = a(m) +
n∑
j=1

b
(m)
j xj +

∫
Rn

Γ(x− y)fm(y)dy (4.14)

onde a(m), b
(m)
1 , ..., b

(m)
n ∈ R são constantes (que serão de�nidas em (4.18) e (4.19) abaixo) e

Γ(·) é de�nida em (3.1).

Temos (pelo o que foi visto no capítulo anterior) que D2um ∈ Ln(Rn) para cada

m, com
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||D2um||Ln(Rn) ≤ K(n)||fm||Ln(Rn) (4.15)

e

−∆um = fm. (4.16)

De maneira semelhante, temos também que

||D2um −D2ul||Ln(Rn) ≤ K(n)||fm − fl||Ln(Rn). (4.17)

Para escolhermos a(m), b
(m)
1 , ..., b

(m)
n ∈ R em (4.14) acima, fazemos o seguinte:

Seja S ⊂ Rn mensurável, com |S| > 0 e S ⊂ B(0, 1). Escolhemos b(m)
1 , ..., b

(m)
n ∈

R de modo que

1

|S|

∫
S

Dium(y)dy = 0, ∀ 1 ≤ j ≤ n (4.18)

e, dados b(m)
1 , ..., b

(m)
n ∈ R satisfazendo (4.18), escolhemos a(m) tal que

1

|S|

∫
S

um(y)dy = 0. (4.19)

Por (4.14), (4.18) e pelo Lema 4.7, temos que

|Dium(x)− 0| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇Dium(y)|
|x− y|n−1

dy, ∀ x ∈ B(0, R) (∀R ≥ 1) (4.20)

para cada m, e cada 1 ≤ i ≤ n. Além disso, por (4.18) e pelo Lema 4.7, temos também que
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|Dium(x)−Diul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇Dium(y)−∇Diul(y)|
|x− y|n−1

dy, ∀ x ∈ B(0, R) (∀R ≥ 1)

(4.21)

para cada m, l e cada 1 ≤ j ≤ n. Seja

I[f ](x) =

∫
B(0,R)

1

|x− y|n−1
f(y)dy.

Pelo Teorema 2.26, se f̃ ∈ Ln(B(0, R)), temos que I[f̃ ] ∈ Lq(B(0, R)) ∀1 ≤ q <

∞ e

||I[f̃ ]||Lq(B(0,R)) ≤ K(n,R, q)||f̃ ||Ln(B(0,R)). (4.22)

Aplicando (4.22) ao operador integral do lado direito de (4.21), obtemos que

Dium −Diul ∈ Lq(B(0, R)) ∀1 ≤ q <∞, com

||Dium −Diul||Lq(B(0,R)) ≤
2nRn

n|S|
K(n,R, q)||∇Dium −∇Diul||Ln(B(0,R))

2nRn

n|S|
K(n,R, q)||D2(um − ul)||Ln(Rn)

≤ K̃(n,R, q)||fm − fl||Ln(Rn),

(4.23)

para cada R ≥ 1, onde a última desigualdade é obtida por (4.17).

Portanto, como {fm} é uma sequência de Cauchy em Ln(Rn), para cada R ≥ 1,

temos que ||Dium−Diul||Lq(B(0,R)) → 0, quandom, l→∞, para cada 1 ≤ i ≤ n. Assim, para

cada 1 ≤ i ≤ n, existe vi ∈ Lqloc(Rn) tal que Dium → vi em Lqloc(Rn), para cada 1 ≤ q < ∞

(em particular Dium → vi em D′(Rn)).

Vamos mostrar agora que um → u em L∞loc(Rn) (para alguma u ∈ L∞loc(Rn)).
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Por (4.19) e pelo Lema 4.7 aplicado a um − ul, temos que, para cada R > 1:

|um(x)− ul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇um(y)−∇ul(y)|
|x− y|n−1

dy, ∀ x ∈ B(0, R). (4.24)

Seja q′ > 0 tal que 1
q

+ 1
q′

= 1 . Pela desigualdade de Hölder, temos que, para

cada n < q <∞:

|um(x)− ul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇um(y)−∇ul(y)|
|x− y|n−1

dy

≤ 2nRn

n|S|

(∫
B(0,R)

1

|x− y|(n−1)q′
dy

) 1
q′
(∫

B(0,R)

|∇um(y)−∇ul(y)|qdy
) 1

q

≤ 2nRn

n|S|

(∫
B(0,2R)

1

|z|(n−1)q′
dz

) 1
q′

||Dum −Dul||Lq(B(0,R))

≤ K̃||Dum −Dul||Lq(B(0,R))

≤ ˜̃K||fm − fl||Ln(B(0,R)).

(4.25)

Portanto, para cada R ≥ 1, temos que

||um(x)− ul(x)||L∞(B(0,R)) ≤ ˜̃K||fm − fl||Ln(B(0,R)). (4.26)

Como fm → f em Ln(Rn), temos que existe u ∈ C0(Rn) tal que

lim
m→∞

um = u ∈ L∞loc(Rn). (4.27)

Em particular temos que um → u em D′(Rn), de modo que Dium → Diu em

D′(Rn), por outro lado, sabemos que Dium → vi. Portanto temos que Diu = vi, onde

vi ∈ Lqloc(Rn) ∀1 ≤ i ≤ n.
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Além disso, por (4.17), temos que para cada 1 ≤ i, j ≤ n:

DiDjum → vij ∈ Ln(Rn) em Ln(Rn) (4.28)

para algum vij ∈ Ln(Rn). Em particular, temos que DiDjum → vij em D′(Rn), e portanto,

DiDju = vij em D′(Rn).

Portanto construímos uma função u∗ ∈ C0(Rn), tal que

1. um → u∗ em L∞loc(Rn).

2. Dium → Diu∗ em Lqloc(Rn), para cada 1 ≤ q <∞.

3. DiDjum → DiDju∗ em Ln(Rn)

Em particular, como −∆um = fm→ f em Ln(Rn), temos que −∆um → f em

D′(Rn). Como −∆um → −∆u∗ em D′(Rn), e portanto temos que

−∆u∗ = f em D′(Rn). (4.29)

Aplicando o limite ao m→∞ nas desigualdades obtidas acima para um, obte-

mos que

||u∗||L∞(B(0,R)) ≤ K1||f ||Ln(Rn). (4.30)

||Du∗||Lq(B(0,R)) ≤ K2||f ||Ln(Rn) para cada 1 ≤ q <∞. (4.31)

||D2u∗||Ln(Rn) ≤ K3||f ||Ln(Rn). (4.32)
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Onde as constantes K1, K2 e K3 nas equações acima não dependem de f .

Finalmente, a propriedade (4.8), segue do seguinte fato geral:

|u(x)− u(y)| ≤ C(n, q)|x− y|1−
n
q ||∇u||Lq(B(x,r)) ∀ x, y ∈ B(x, r). (4.33)

Onde r = |x − y|. Para uma demonstração desse fato veja a página 268 de

[1].

Vamos tratar agora do problema −∆u = f , com f ∈ Lp(Rn) para n < p <∞.

O objetivo agora será provar o seguinte teorema:

Teorema 4.11. Seja n ≥ 2 e n < p < ∞. Dada f ∈ Lp(Rn), existe uma solução u∗ ∈

C1(Rn) com D2u∗ ∈ Lp(Rn) para o problema de Poisson:

−∆u = f em D′(Rn). (4.34)

Além disso, todas as soluções u ∈ D′(Rn) com D2u ∈ Lp(Rn) da equação (4.34) satisfazem

u ∈ C1(Rn) (4.35)

e

||D2u||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn), (4.36)

onde a constante K(n, p) > 0 depende apenas de n e p.

Demonstração. Seja {fm} uma sequência de funções em C0(Rn), tal que
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lim
m→∞

||fm − f ||Lp(Rn) = 0. (4.37)

Para cada m, seja um de�nida por

um(x) = a(m) +
n∑
j=1

b
(m)
j xj +

∫
Rn

Γn(x− y)fm(y)dy ∀x ∈ Rn. (4.38)

onde a(m), b
(m)
1 , ..., b

(m)
n ∈ R são constantes (que serão de�nidas em (4.44) e (4.45) abaixo) e

Γ(·) é de�nida em (3.1). Temos de (4.38) e (3.1) que

Dium(x) = b
(m)
i − 1

ωn

∫
Rn

1

|x− y|n−1

xi − yi
|x− y|

fm(y)dy ∀ x ∈ Rn. (4.39)

DiDjum(x) = pv

∫
Rn

(DiDj)Γ(x− y)fm(y)dy ∀ x ∈ Rn se i 6= j. (4.40)

DiDium(x) = pv

∫
Rn

(DiDi)Γ(x− y)fm(y)dy − 1

n
fm(x) ∀ x ∈ Rn 1 ≤ j ≤ n. (4.41)

−∆um = fm ∀ x ∈ Rn. (4.42)

Além disso, de (4.40) e (4.41), obtemos que (por Calderón-Zygmund)

D2um ∈ Lp(Rn) e ||D2um||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||fm||Lp(Rn). (4.43)

Para terminarmos a nossa construção de um acima, �xamos um conjunto (arbi-

trário) S ⊂ Rn limitado com medida positiva, e escolhemos b(m)
1 , ..., b

(m)
n ∈ R tais que
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∫
S

Dium(y)dy = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n. (4.44)

Uma vez que b(m)
1 , ..., b

(m)
n tenham sido escolhidos, escolhemos a(m) tal que

∫
S

um(y)dy = 0. (4.45)

Seja R > 0 grande o su�ciente para que S ⊂ B(0, R), aplicando o Lema 4.7

para cada função Dium, temos que

|Dium(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇Dium(y)|
|x− y|n−1

dy (4.46)

para todo x ∈ B(0, R), 1 ≤ i ≤ n e todo m.

De maneira semelhante, aplicando o Lema 4.7 para Dium −Djum, temos que

|Dium(x)−Diul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇Dium(y)−∇Diul(y)|
|x− y|n−1

dy (4.47)

para todo x ∈ B(0, R), 1 ≤ i ≤ n e todo m.

Seja p′ tal que 1
p

+ 1
p′

= 1. Observe que p > n ⇒ −(n− 1)p′ + n > 0, isto será

necessário para garantir que

∫
B(0,R)

1

|x− y|(n−1)p′
dy <∞

na equação (4.48) abaixo.

Como ∇Dium(y),∇Diul(y) ∈ Lp(Rn), temos, pela desigualdade de Hölder, que
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|Dium(x)−Diul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇Di(um − ul)(y)|
|x− y|n−1

dy

≤ 2nRn

n|S|

(∫
B(0,R)

1

|x− y|(n−1)p′
dy

) 1
p′
(∫

B(0,R)

|∇Di(um − ul)(y)|pdy
) 1

p

≤ 2nRn

n|S|

(∫
B(0,2R)

1

|z|(n−1)p′
dy

) 1
p′

||D2(um − ul)||Lp(Rn)

=
2nRn

n|S|

(
ωn
p− 1

p− n
(2R)

p−n
p−1

) p−1
p

||D2(um − ul)||Lp(Rn)

≤ 2n+(1−n
p

)

n|S|

(
ωn
p− 1

p− n

)1− 1
p

Rn+(1−n
p

)||D2(um − ul)||Lp(Rn)

≤ 2n+(1−n
p

)

n|S|

(
ωn
p− 1

p− n

)1− 1
p

Rn+(1−n
p

)K(n, p)||fm − fl||Lp(Rn),

(4.48)

isto é, temos que

||Dium −Diul||L∞(B(0,R)) ≤
C(n, p)

|S|
(p− n)−(1− 1

p
)Rn+(1− 1

p
)||fm − fl||Lp(Rn), (4.49)

para todo m, l, 1 ≤ i ≤ n e R > 0 tal que S ⊂ B(0, R), onde

C(n, p) =
2n+(1− 1

p
)

n
(ωn(p− 1))1− 1

pK(n, p) depende apenas de n, p.

Como {fm} é Cauchy em Lp(Rn), temos que (para todo 1 ≤ i ≤ n) Dium

converge uniformemente em conjuntos compactos para alguma função vi contínua, isto é,

Dium → vi ∈ C0(Rn) em L∞loc(Rn). (4.50)

Em particular, Dium → vi em D′(Rn). Portanto aplicando o lema (4.7) para a

função um − ul ∈ C∞(Rn), temos que
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|um(x)− ul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇(um − ul)(y)|
|x− y|n−1

dy

≤ 2nRn

n|S|
||∇um −∇ul||L∞(B(0,R))

∫
B(0,R)

1

|x− y|n−1
dy

≤ 2nRn

n|S|
||∇um −∇ul||L∞(B(0,R))

∫
B(0,2R)

1

|z|n−1
dy

=
2n+1Rn+1

n|S|
||∇um −∇ul||L∞(B(0,R)),

(4.51)

para todo x ∈ B(0, R) e todo R > 0 tal que S ⊂ B(0, R). Portanto temos que {um} também

converge uniformemente em compactos para alguma função u contínua. Assim, não temos

apenas (4.50), temos também que

um → u ∈ C0(Rn) em L∞loc(Rn). (4.52)

Em particular um → u em D′(Rn) e Dium → Diu em D′(Rn), de modo que

Diu = vi ∈ C0(Rn) e portanto u ∈ C1(Rn). Por Calderón-Zygmund, temos que

||D2(um − ul)||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||fm − fl||Lp(Rn) (4.53)

para todo m, l, de modo que para todo 1 ≤ i, j ≤ n, existe vij ∈ Lp(Rn) tal que

DiDjum → vij em Lp(Rn). (4.54)

Em particular, DiDjum → vij em D′(Rn), de modo que DiDju = vij ∈ Lp(Rn).

Aplicando o limite ao m→∞ em (4.43), obtemos que

||D2u||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn). (4.55)
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Além disso, como −∆um → ∆u em D′(Rn) e, ao mesmo tempo, ∆um = −fm →

−f em Lp(Rn) (e portanto em D′(Rn)), temos que

−∆u = f em D′(Rn), (4.56)

de modo que u ∈ C1(Rn) é uma solução fraca para o problema de Poisson −∆u = f .

Nós construímos uma solução particular u∗ ∈ C1(Rn) da equação de Poisson

−∆u = f ∈ Lp(Rn), para n < p <∞, que satisfaz o seguinte

1. ∫
S

u∗(x)dx = 0;

2. ∫
S

Diu∗(x)dx = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n;

3.

D2u∗ ∈ Lp(Rn) e ||D2u∗||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn).

para alguma constante K(n, p) > 0 independente de f .

Agora, considere u ∈ D′(Rn) uma outra solução fraca do problema −∆u = f

que satisfaz a condição

D2u ∈ Lp(Rn). (4.57)

Seja θ = u−u∗ ∈ D′(Rn). Temos que ∆θ = 0 em Rn, de modo que θ ∈ C∞(Rn)

e θ é harmônica em Rn. Em particular, para cada 1 ≤ i, j ≤ n, temos que

DiDjθ = DiDju−DiDju∗ ∈ Lp(Rn),
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de modo que DiDjθ ∈ Lp(Rn) e é harmônica. Portanto, D2θ = 0, de modo que

θ(x) = a+
n∑
j=1

bjxj ∀ x ∈ Rn.

Portanto, u pode pode ser escrita como

u(x) = a+
n∑
j=1

bjxj + u∗(x) ∀ x ∈ Rn (4.58)

para certas constantes a, b1, ..., bn ∈ Rn. Em particular

||D2u||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn) (4.59)

Onde K(n, p) > 0 é mesma constante que foi obtida para u∗.

Para obtermos unicidade da solução u ∈ D′(Rn)∩W 2,p(Rn), podemos �xar um

ponto x0 ∈ Rn qualquer e valores α, β1, ..., βn ∈ R e especi�car as condições

u(x0) = α (4.60)

e

Diu(x0) = βi, 1 ≤ i ≤ n. (4.61)

Pois, como vimos no Teorema 4.11 acima, toda solução u é da forma

u(x) = a+
n∑
j=1

bjxj + u∗(x) ∀ x ∈ Rn,
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onde u∗ é a solução construída no Teorema 4.11 acima.
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5 O PROBLEMA −∆U = DIF , F ∈ LP (RN)

5.1 Existência da solução e algumas estimativas

Vamos estudar agora o problema

−∆u = Dif (5.1)

para f ∈ Lp(Rn), com 1 < p < n.

Teorema 5.1. Seja f ∈ Lp(Rn), onde 1 < p < n. Então existe u ∈ D′(Rn) tal que

−∆u = Dif (1 ≤ i ≤ n) no sentido das distribuições. Além disso u ∈ Lq(Rn), onde

q = np
n−p , Du ∈ L

p(Rn) e valem as desigualdades

||u||Lq(Rn) ≤ K1(n, p,R)||f ||Lp(Rn)

e

||Du||Lp(Rn) ≤ K2(n, p,R)||f ||Lp(Rn).

Demonstração. Seja {fm} uma sequência de funções em C∞0 (Rn), considere um de�nida por

um(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)Difm(y)dy. (5.2)

Onde Γ(·) é de�nida em (3.1). Pela teoria vista no capítulo 3, temos que

−∆um = Difm. Como fm tem suporte compacto, temos que



94

um(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

Γ(x− y)Difm(y)dy

= − lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

DiΓ(x− y)fm(y)dy +

∫
|x−y|=ε

Γ(x− y)νi(y)fm(y)dσ(y)

= −
∫
Rn
DiΓ(x− y)fm(y)dy

(5.3)

pois,

lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

Γ(x− y)νi(y)fm(y)dσ(y) ≤ K

|ε|n−2
n(ωnε

n−1) = 0.

Calculando a derivada de Γ obtemos que

um(x) = −
∫
Rn
DiΓ(x− y)fm(y)dy =

1

ωn

∫
Rn

1

|x− y|n−1

xi − yi
|x− y|

fm(y)dy, (5.4)

e portanto

|um(x)| ≤ 1

ωn

∫
Rn

1

|x− y|n−1
|fm(y)|dy. (5.5)

Pelo Teorema 2.27 temos que

||um||Lq(Rn) ≤ K(n, p,R)||fm||Lp(Rn) (5.6)

e

||um − ul||Lq(Rn) ≤ K(n, p)||fm − fl||Lp(Rn). (5.7)
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Para todo m, l, onde q = np
n−p .

Como {fm} é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn), temos que {um} é uma

sequência de Cauchy em Lq(Rn) e, portanto, existe u ∈ Lq(Rn) tal que um → u em Lq(Rn).

Em particular, um → u em D′(Rn) e portanto, −∆um → −∆u em D′(Rn), por outro lado,

−∆um = Difm → Dif em D′(Rn), pela unicidade do limite, temos que −∆u = Dif em

D′(Rn). Aplicando o limite ao m→∞ em (5.6) temos que

||u||Lq(RRn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn) onde q =
np

n− p
. (5.8)

Vamos mostrar agora a segunda parte do teorema. Pelo Teorema 3.8, temos

que

Djum(x) =

∫
Rn
DjΓ(x− y)Difm(y)dy.

Como fm tem suporte compacto, temos que

Djum(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

DiDjΓ(x− y)fm(y)dy −
∫

|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y)νi(y)dσ(y) = I1 − I2,

e

I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y)νi(y)dσ(y) = 0

pois,
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I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y)νi(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)[fm(x) + (fm(y)− fm(x))] · νi(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(x) · νi(y)dσ(y)

+

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)[fm(y)− fm(x)] · νi(y)dσ(y) = 0 + 0.

Portanto

Djum(x) = pv

∫
Rn
DiDjΓ(x− y)fm(y)dy. (5.9)

Pelas Proposições 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22 à equação

(5.9), obtendo que

||Djum||Lp(Rn) ≤ Ap||fm||Lp(Rn) ∀ m e 1 < p < n. (5.10)

De maneira semelhante, temos que

||Djum −Djul||Lp(Rn) ≤ Ap||fm − fl||Lp(Rn). ∀ m, l e 1 < p < n. (5.11)

Como {fm} é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn), temos que {Djum} é uma

sequência de Cauchy em Lp(Rn) e, portanto, existe v ∈ Lp(Rn) tal queDjum → v em Lp(Rn).

Em particular, Djum → v em D′(Rn), por outro lado Djum → Dju em D′(Rn), portanto

Dju = v ∈ Lp(Rn) (1 < p < n). Aplicando o limite ao m→∞ em (5.10) obtemos que

||Dju||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn) ∀ m, l e 1 < p < n (5.12)
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para 1 ≤ j ≤ n.

Vamos estudar agora o problema

−∆u = Dif

para f ∈ Lp(Rn), com p = n.

Teorema 5.2. Seja f ∈ Ln(Rn). Então existe u ∈ D′(Rn) tal que −∆u = Dif (1 ≤ i ≤ n)

no sentido das distribuições. Além disso u ∈ Lq(B(0, R)) ∀R > 1, onde n ≤ q < ∞,

Du ∈ Ln(Rn) e valem as desigualdades

||u||Lq(B(0,R)) ≤ K1(n, p)||f ||Ln(B(0,R)) ∀ R > 1 e n ≤ q <∞

e

||Du||Ln(Rn) ≤ K2(n, p)||f ||Ln(Rn)

Demonstração. Seja {fm} uma sequência de funções em C∞0 (Rn), tal que fm → f em Ln(Rn),

considere um de�nida por

um(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)Difm(y)dy (5.13)

Onde Γ(·) é de�nida em (3.1). Pela teoria vista no capítulo 3, temos que

−∆um = Difm. Pela equação (5.5), temos que

|um(x)| ≤ 1

ωn

∫
Rn

1

|x− y|n−1
|fm(y)|dy

Pelo teorema (2.26) (para α = 1), temos que
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||um||Lq(B(0,R)) ≤ K||fm||Ln(B(0,R)) ∀ R > 1 e n ≤ q <∞ (5.14)

e

||um − ul||Lq(B(0,R)) ≤ K||fm − fl||Ln(B(0,R)) ∀ R > 1 e n ≤ q <∞. (5.15)

Portanto existe u ∈ Lq(B(0, R)) tal que um → u em Lq(B(0, R)). Em particular,

um → u emD′(Rn) e portanto, −∆um → −∆u emD′(Rn), por outro lado, −∆um = Difm →

Dif em D′(Rn), pela unicidade do limite, temos que −∆u = Dif em D′(Rn). Aplicando o

limite ao m→∞ em (5.14) temos que

||u||Lq(B(0,R)) ≤ K(R)||f ||Ln(B(0,R)) ∀ R > 1 e n ≤ q <∞.

Vamos mostrar agora a segunda parte do teorema. Pelo teorema (3.8), temos

que

Djum(x) =

∫
Rn
DjΓ(x− y)Difm(y)dy

Como fm tem suporte compacto, temos que

Djum(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

DiDjΓ(x− y)fm(y)dy −
∫

|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y)νi(y)dσ(y) = I1 − I2,

e

I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y)νi(y)dσ(y) = 0
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pois,

I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y) · νi(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)[fm(x) + (fm(y)− fm(x))] · νi(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(x) · νi(y)dσ(y)

+

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)[fm(y)− fm(x)] · νi(y)dσ(y) = 0 + 0.

Portanto

Djum(x) =

∫
Rn
DiDjΓ(x− y)fm(y)dy. (5.16)

Pelas proposições (3.18), (3.19) e (3.20), podemos aplicar o teorema (2.22) à

equação (5.16), obtendo que

||Djum||Ln(Rn) ≤ An||fm||Ln(Rn) ∀ m. (5.17)

De maneira semelhante, temos que

||Djum −Djul||Ln(Rn) ≤ An||fm − fl||Ln(Rn). ∀ m, l. (5.18)

Como {fm} é uma sequência de Cauchy em Ln(Rn), temos que {Djum} é uma

sequência de Cauchy em Ln(Rn) e, portanto, existe v ∈ Ln(Rn) tal que Djum → v em

Ln(Rn). Em particular, Djum → v em D′(Rn), por outro lado Djum → Dju em D′(Rn),

portanto Dju = v ∈ Ln(Rn). Aplicando o limite ao m→∞ em (5.17) obtemos que

||Dju||Ln(Rn) ≤ An||f ||Ln(Rn) ∀ m, l (5.19)
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para 1 ≤ j ≤ n.

Vamos estudar agora o problema

−∆u = Dif

para f ∈ Lp(Rn), com n < p <∞.

Teorema 5.3. Seja f ∈ Lp(Rn), onde n < p < ∞. Então existe u ∈ D′(Rn) tal que

−∆u = Dif (1 ≤ i ≤ n) no sentido das distribuições. Além disso u ∈ C0(Rn), Du ∈ Lp(Rn)

e valem as desigualdades

||u||L∞(B(0,R)) ≤ K1(n, p,R)||f ||Lp(Rn) ∀ R > 1,

e

||Du||Lp(Rn) ≤ K2(n, p)||f ||Lp(Rn).

Demonstração. Seja {fm} uma sequência de funções em C∞0 (Rn), tal que fm → f em Lp(Rn).

Seja S ⊂ B(0, 1) um conjunto de medida positiva. Considere um de�nida por

um(x) = a(m) +

∫
Rn

Γ(x− y)Difm(y)dy. (5.20)

Onde Γ(·) é de�nida em (3.1) e a(m) é tal que

∫
S

um(x)dx = 0.

Pela teoria vista no capítulo 3, temos que −∆um = Difm.

Pelo Teorema 3.8, temos que
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Djum(x) =

∫
Rn
DjΓ(x− y)Difm(y)dy.

Como fm tem suporte compacto, temos que

Djum(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

DiDjΓ(x− y)fm(y)dy −
∫

|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y)νi(y)dσ(y) = I1 − I2,

e

I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y)νi(y)dσ(y) = 0

pois,

I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(y) · νi(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)[fm(x) + (fm(y)− fm(x))] · νi(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)fm(x) · νi(y)dσ(y)

+

∫
|x−y|=ε

DjΓ(x− y)[fm(y)− fm(x)] · νi(y)dσ(y) = 0 + 0.

Portanto

Djum(x) =

∫
Rn
DiDjΓ(x− y)fm(y)dy. (5.21)

Pelas Proposições 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22 à equação

(5.21), obtendo que
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||Djum||Lp(Rn) ≤ Ap||fm||Lp(Rn) ∀ m e n < p <∞. (5.22)

De maneira semelhante, temos que

||Djum −Djul||Lp(Rn) ≤ Ap||fm − fl||Lp(Rn). ∀ m, l e n < p <∞. (5.23)

Como {fm} é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn), temos que {Djum} é uma

sequência de Cauchy em Lp(Rn) e, portanto, existe vj ∈ Lp(Rn) tal que Djum → vj em

Lp(Rn). Em particular, Djum → vj em D′(Rn).

Seja R > 1 , aplicando o Lema 4.7 para cada função um, temos que

|um(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇um(y)|
|x− y|n−1

dy (5.24)

para todo x ∈ B(0, R), 1 ≤ i ≤ n e todo m.

De maneira semelhante, aplicando o lema (4.7) para um − ul, temos que

|um(x)− ul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇um(y)−∇ul(y)|
|x− y|n−1

dy (5.25)

Seja p′ tal que 1
p

+ 1
p′

= 1. Observe que p > n ⇒ −(n− 1)p′ + n > 0, isto será

necessário para garantir que

∫
B(0,R)

1

|x− y|(n−1)p′
dy <∞.

Como ∇um(y),∇ul(y) ∈ Lp(Rn), temos, pela desigualdade de Hölder, que
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|um(x)− ul(x)| ≤ 2nRn

n|S|

∫
B(0,R)

|∇(um − ul)(y)|
|x− y|n−1

dy

≤ 2nRn

n|S|

(∫
B(0,R)

1

|x− y|(n−1)p′
dy

) 1
p′
(∫

B(0,R)

|∇(um − ul)(y)|pdy
) 1

p

≤ 2nRn

n|S|

(∫
B(0,2R)

1

|z|(n−1)p′
dy

) 1
p′

||D(um − ul)||Lp(Rn)

=
2nRn

n|S|

(
ωn
p− 1

p− n
(2R)

p−n
p−1

) p−1
p

||D(um − ul)||Lp(Rn)

≤ 2n+(1−n
p

)

n|S|

(
ωn
p− 1

p− n

)1− 1
p

Rn+(1−n
p

)||D(um − ul)||Lp(Rn)

≤ 2n+(1−n
p

)

n|S|

(
ωn
p− 1

p− n

)1− 1
p

Rn+(1−n
p

)K(n, p)||fm − fl||Lp(Rn),

(5.26)

onde a última desigualdade é válida por (5.23) acima. Portanto temos que

||um − ul||L∞(B(0,R)) ≤
C(n, p)

|S|
(p− n)−(1− 1

p
)Rn+(1− 1

p
)||fm − fl||Lp(Rn), (5.27)

para todo m, l e R > 1, onde

C(n, p) =
2n+(1− 1

p
)

n
(ωn(p− 1))1− 1

pK(n, p) depende apenas de n, p.

De maneira semelhante, temos que

||um||L∞(B(0,R)) ≤
C(n, p)

|S|
(p− n)−(1− 1

p
)Rn+(1− 1

p
)||fm||Lp(Rn). (5.28)

Como {fm} é Cauchy em Lp(Rn), temos que um converge uniformemente em

conjuntos compactos para alguma função u contínua, isto é,
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um → u ∈ C0(Rn) em L∞loc(Rn). (5.29)

Em particular, um → u em D′(Rn) e portanto, −∆um → −∆u em D′(Rn),

por outro lado, −∆um = Difm → Dif em D′(Rn), pela unicidade do limite, temos que

−∆u = Dif em D′(Rn). Aplicando o limite ao m→∞ em (5.28), temos que

||u||L∞(B(0,R)) ≤
C(n, p)

|S|
(p− n)−(1− 1

p
)Rn+(1− 1

p
)||f ||Lp(Rn). (5.30)

Além disso, como Djum → Dju em D′(Rn), temos que Dju = vj ∈ Lp(Rn)

(n < p <∞). Aplicando o limite ao m→∞ em (5.22), temos que

||Du||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn) ∀ m e n < p <∞. (5.31)

5.2 Uma Aplicação a Navier-Stokes

Considere as equações de Navier-Stokes

ut + u · ∇u+∇p = ∆u (5.32)

∇ · u = 0 (5.33)

com condição inicial u0(x) ∈ L2
σ(R3) ∩ L∞(R3).
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Sabe-se que existem t∗ > 0 e T >> 1 (que dependem da condição inicial) tais

que u ∈ C∞(0, t∗) e u ∈ C∞(T,+∞) (ver [5]), todos os teoremas nesse texto supõem que t

está em uma dessas regiões.

Um fato interessante é que, a vorticidade ω = ∇× u, tem a seguintes proprie-

dades:

Teorema 5.4. Dada a vorticidade ω de�nida acima, tem-se,

‖ω(·, t)‖L2(R3) = ‖Du(·, t)‖L2(R3)

Demonstração. Basta usar a de�nição de rotacional,

ω = ∇× u =
3∑

k=1

(
3∑

l,m=1

εl,m,kDlum

)
ek

Onde

εi,j,k =


1, se (i,j,k) é uma permutação par

−1, se (i,j,k) é uma permutação ímpar

0, caso contrário
.

Temos então que

‖ω(·, t)‖2
L2(R3) =

∑
i,j,l,m,k

∫
R3

εi,j,kεl,m,kDiujDlumdx

=
3∑

i,j,l,m=1

(
3∑

k=1

εi,j,kεl,m,k

)∫
R3

(Diuj)(Dlum)dx

=
3∑

i,j=1

∫
R3

(Diuj)
2dx−

3∑
i,j=1

∫
R3

(Diuj)(Djui)dx

= ‖Du(·, t)‖2
L2(R3),
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pois ∇ · u = 0.

Teorema 5.5. Seja u solução do problema (5.32), então para todo l ∈ N e 1 < p <∞, vale

que

||Dl+1u(·, t)||Lp(R3) ≤ K(p)||Dlω(·, t)||Lp(R3). (5.34)

Demonstração. Como ∇.u = 0, temos que

∇× ω = ∇× (∇× u) = ∇(∇.u)−∆u = −∆u.

Portanto

−∆u = ∇× ω. (5.35)

Pelo Teorema 5.1, temos que

||Du||Lp(R3) ≤ K(n, p)||ω||Lp(R3).

Dado l multi-índice, podemos derivar a equação (5.35), obtendo que

−∆(Dlu) = ∇× (Dlω).

Portanto, novamente pelo Teorema 5.1, temos que

||Dl+1u||Lp(R3) ≤ K(n, p)||Dlω||Lp(R3).
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6 O PROBLEMA −∆U = DIDJF , F ∈ LP (RN)

6.1 Existência da solução e algumas estimativas

Vamos estudar agora o problema

−∆u = DiDjf (6.1)

para f ∈ Lp(Rn), com 1 < p <∞.

Teorema 6.1. Seja f ∈ Lp(Rn), onde 1 < p < ∞. Então existe u ∈ D′(Rn) tal que

−∆u = DiDjf (1 ≤ i, j ≤ n) no sentido das distribuições. Além disso u ∈ Lp(Rn), e

||u||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn).

A solução u ∈ Lp(Rn) é única.

Demonstração. Seja {fm} uma sequência de funções em C∞0 (Rn), considere um de�nida por

um(x) =

∫
Rn

Γ(x− y)DiDjfm(y)dy. (6.2)

Onde Γ(·) é de�nida em (3.1). Pela teoria vista no capítulo 3, temos que

−∆um = DiDjfm. Como fm tem suporte compacto, temos que
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um(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

Γ(x− y)DiDjfm(y)dy

= lim
ε→0
−

∫
|x−y|>ε

DiΓ(x− y)Djfm(y)dy +

∫
|x−y|=ε

Γ(x− y)νi(y)Djfm(y)dσ(y)

= −
∫
|x−y|>ε

DiΓ(x− y)Djfm(y)dy

(6.3)

pois,

lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

Γ(x− y)νi(y)Djfm(y)dσ(y) ≤ K

|ε|n−2
n(ωnε

n−1) = 0.

Portanto

um(x) = −
∫
Rn
DiΓ(x− y)Djfm(y)dy. (6.4)

Temos também que

um(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

DiDjΓ(x− y)fm(y)dy −
∫

|x−y|=ε

DiΓ(x− y)fm(y)νj(y)dσ(y) = I1 − I2,

e

I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DiΓ(x− y)fm(y)νj(y)dσ(y) = 0

pois,
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I2 = lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DiΓ(x− y)fm(y) · νj(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DiΓ(x− y)[fm(x) + (fm(y)− fm(x))] · νj(y)dσ(y)

= lim
ε→0

∫
|x−y|=ε

DiΓ(x− y)fm(x) · νj(y)dσ(y)

+

∫
|x−y|=ε

DiΓ(x− y)[fm(y)− fm(x)] · νj(y)dσ(y) = 0 + 0.

Portanto

um(x) = vp

∫
Rn
DiDjΓ(x− y)fm(y)dy. (6.5)

Pelas Proposições 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22 à equação

(6.5), obtendo que

||um||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||fm||Lp(Rn). (6.6)

De maneira semelhante, temos que

||um − ul||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||fm − fl||Lp(Rn). (6.7)

Como {fm} é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn), temos que {um} é uma

sequência de Cauchy em Lp(Rn) e, portanto, existe u ∈ Lp(Rn) tal que um → u em Lp(Rn).

Em particular, um → u em D′(Rn) e portanto, −∆um → −∆u em D′(Rn), por outro lado,

−∆um = DiDjfm → DiDjf em D′(Rn), pela unicidade do limite, temos que −∆u = DiDjf

em D′(Rn). Aplicando o limite ao m→∞ em (6.6) temos que

||u||Lp(Rn) ≤ K(n, p)||f ||Lp(Rn). (6.8)
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Agora passamos a prova da unicidade. Sejam u1, u2 ∈ Lp(Rn) duas soluções

(fracas) do problema −∆u = DiDjf . Seja θ = u1 − u2. Temos que

∆θ = ∆(u1 − u2) = ∆u1 −∆u2 = DiDjf −DiDjf = 0.

Pelo lema (3.15), temos que θ ∈ C∞(Rn). Como θ ∈ C∞(Rn) ∩ Lp(Rn) e

∆θ = 0, temos, pelo Teorema do Valor Médio (ver página 25 de [1]), que θ = 0, e portanto

u1 = u2.

6.2 Uma Aplicação a Navier-Stokes

Lema 6.2. Seja u : R3 → R3, (u = (u1, u2, u3)) tal que ui ∈ L2q(R3), para todo 1 ≤ i ≤ n e

para algum 1 ≤ q <∞. Então

3∑
i,j=1

||uiuj||Lq(R3) ≤ n2||u||2L2q(R3) (6.9)
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Demonstração.

3∑
i,j=1

||uiuj||Lq(R3) =
3∑

i,j=1

(∫
R3

|ui(x)|q|uj(x)|qdx
) 1

q

≤
3∑

i,j=1

(∫
R3

|ui(x)|2q
) 1

2q
(∫

R3

|uj(x)|2q
) 1

2q

=
3∑
i

(∫
R3

|ui(x)|2q
) 1

2q
3∑
j

(∫
R3

|uj(x)|2q
) 1

2q

=

[ 3∑
i

(∫
R3

|ui(x)|2q
) 1

2q
]2

≤ 9

[( 3∑
i

∫
R3

|ui(x)|2q
) 1

2q
]2

= 9||u||2L2q

Considere as equações de Navier-Stokes

ut + u · ∇u+∇p = ∆u (6.10)

∇ · u = 0 (6.11)

com condição inicial u0(x) ∈ L2
σ(R3) ∩ L∞(R3).

Sabe-se que existem t∗ > 0 e T >> 1 (que dependem da condição inicial) tais

que u ∈ C∞(0, t∗) e u ∈ C∞(T,+∞) (ver [5]), todos os teoremas nesse texto supõem que t

está em uma dessas regiões.

Teorema 6.3. Sejam u, ρ soluções dos problemas (6.10) e (6.11). Então

||ρ||Lq(R3) ≤ K(q)||u(·, t)||2L2q(R3), 1 < q <∞ (6.12)
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De maneira semelhante, dado α multi-índice, temos que

||Dαρ||Lq(R3) ≤
3∑

i,j=1

||Dα(uiuj)||Lq(R3), 1 < q <∞

Demonstração. Tomando o ∇· da equação (6.10), para a coordenada ui e somando em i,

obtemos

3∑
i=1

Di

( 3∑
j=1

ujDjui

)
+ ∆ρ = 0

como ∇ · u = 0 podemos escrever que

−∆ρ =
3∑

i,j=1

DiDj(uiuj) (6.13)

Pelo Teorema 6.1, temos que

||ρ||Lq(R3) ≤
3∑

i,j=1

||uiuj||Lq(R3)

Pelo Lema 6.2 obtemos que

||ρ||Lq(R3) ≤ K(q)||u(·, t)||2L2q(R3)

De maneira semelhante, temos que

−∆Dαρ =
3∑

i,j=1

DiDj(D
α(uiuj)) (6.14)

Pelo Teorema 6.1, temos que
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||Dαρ||Lq(R3) ≤
3∑

i,j=1

||Dαuiuj||Lq(R3), 1 < q <∞.

Teorema 6.4. Dados u(1) e u(2) soluções das equações de Navier-Stokes com pressões p(1) e

p(2) respectivamente. Então p(1) = p(2).

Demonstração. Fazendo a diferença das equações, obtemos que

(u
(1)
i − u

(2)
i )t +

3∑
j=1

Dj(u
(1)
i u

(1)
j − u

(2)
i u

(2)
j ) +Di(p

(1) − p(2)) = ∆(u
(1)
i − u

(2)
i )

Aplicando ∇. na equação acima, obtemos que

3∑
i,j=1

DiDj[u
(1)
i u

(1)
j − u

(2)
i u

(2)
j ] + ∆(p(1) − p(2)) = 0.

Aplicando o Teorema 6.1, obtemos que

||p(1) − p(2)||L2(R3) ≤
3∑

i,j=1

||u(1)
i u

(1)
j − u

(2)
i u

(2)
j ||L2(R3).

Sabe-se que u1 ≡ u2 (ver [7]), e portanto

||p(1) − p(2)||L2(R3) = 0.

Logo p(1) ≡ p(2).
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