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RESUMO

SILVA NETO, C.P. Modelagem da Fratura do Concreto Armado por meio de Interfaces

Coesivas. 2015. Dissertação (Mestrado em Engenharia) - Programa de Pós-Graduação

em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

O presente trabalho visa analisar o comportamento estrutural de vigas de concreto armado

em flexão, por meio de uma modelagem discreta de fratura com o uso de interfaces coesivas.

Avaliou-se, neste estudo, a influência da utilização de elementos de interface entre todos

os elementos de concreto da malha de elementos finitos, representando o dano de forma

generalizada. Desta forma, é possível analisar desde a alteração na resposta estrutural

por meio do gráfico entre força aplicada e deslocamento no centro do vão das vigas, bem

como o surgimento e propagação de fissuras ao longo de todo o comprimento das mesmas.

Foram utilizadas também leis específicas para simular o comportamento de aderência entre

o concreto e o aço através de elementos de aderência. O trabalho envolveu o estudo de

diferentes situações, a partir da simulação de vigas com diversas configurações, sendo

analisada também a sensibilidade do modelo às variações dos parâmetros de entrada,

que abrangem as propriedades dos materiais e os parâmetros numéricos do modelo

coesivo utilizado. Os resultados mostraram que metodologia utilizada é capaz de representar

importantes fenômenos como a perda de rigidez associada a fissuração no concreto, além

de reproduzir a fissuração de maneira adequada destes elementos estruturais.

Palavras-chaves: Mecânica da Fratura. Concreto Armado. Elementos Finitos. Modelo

Discreto. Interfaces Coesivas.





ABSTRACT

SILVA NETO, C.P. Modelling of Fracture of Reinforced Concrete Beams using Cohe-

sive Interfaces. 2015. Dissertation (Master’s degree in Engineering) - Programa de Pós-

Graduação em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

The aim of this work is to analyze the structural behavior of reinforced concrete beams in

bending, by means of a discrete modeling using cohesive interfaces. It was evaluated the

influence of using interface elements between all concrete elements of the finite element

mesh, representing the damage in all the structural element. From that, it is possible

to analyze the alteration on the structural behavior on the applied load versus midspan

deflection of the beams, as well as the propagation of cracks along the beam length. It

was also used specific laws to simulate the adherence between the concrete and steel

bars. The work involved the study of the sensibility of the model to the variations of the

input parameters, which included the material properties and the numeric parameters of the

proposed model. The results showed that the methodology used is capable of representing

important phenomena like the rigidity loss associated to the concrete cracking, as well as

reproducing the cracking itself accordingly.

Key-words: Fracture Mechanics. Reinforced Concrete. Finite elements. Discrete Model.

Cohesive Interfaces.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS

Vigas de concreto armado são elementos estruturais de diversas aplicações em

Engenharia Civil. Para determinação da resposta destes elementos, métodos analíticos

e numéricos são utilizados. Métodos analíticos, quando aplicados ao cálculo estrutural,

geralmente são utilizados para vigas homogêneas com geometria simples, devido a facili-

dade de resolução. Entretanto, nas vigas de concreto armado, para que o problema seja

totalmente definido, deve-se considerar outros fenômenos, como a heterogeneidade da

seção transversal devido a presença da armadura, as não linearidades dos materiais e o

escorregamento relativo entre o concreto e as barras de aço. Nestas situações, o problema

deixa de ser linear elástico, por conseguinte, o equilíbrio, as condições de compatibilidade,

bem como as leis que definem o comportamento dos materiais devem ser abordados por

uma análise não linear para determinação da resposta da viga. Desta forma, devido a

complexidade do problema, utilizam-se os métodos numéricos.

Aliado às vantagens dos métodos numéricos, o desenvolvimento dos computadores

e softwares sofisticados de análise numérica não-linear promoveram a implementação

destes métodos para várias aplicações em engenharia. Entre eles, destaca-se o métodos

dos elementos finitos, hoje em dia, o mais usado em procedimentos numéricos.

Atualmente, em relação a análise em elementos finitos, devido a necessidade de se

representar o adequado comportamento dos materiais, os modelos mais recentes estão

buscando representar um dos fenômenos de grande importância na Engenharia Civil, a

fissuração das estruturas de concreto, ou, mais especificamente, de concreto armado, onde

os efeitos locais de dano, aliados a outros fenômenos, como a aderência entre o concreto e

a armadura, são as duas maiores não linearidades do problema.

A fissuração no concreto é acompanhada pela redução da rigidez, maiores deflexões,

falta de homogeneidade da seção transversal, além de ser indesejável esteticamente.

Além disso, fissuras grandes contribuem para o aumento da permeabilidade do elemento

estrutural, que em condições ambientais extremas pode ocasionar a corrosão da armadura,

desgaste da cobertura de concreto e deterioração local da aderência na interface entre

os materiais. A fissuração em vigas de concreto armado, embora possa ser danosa, na

grande maioria dos elementos estruturais, não pode ser evitada. Estas considerações

destacam a importância do estudo para estimativa precisa do comportamento das fissuras

na engenharia de estruturas.

Estas estruturas, em estado limite último, são dimensionadas permitindo certa
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fissuração, admitindo-se que todas as forças de tração serão resistidas pelas barras de

aço. O limite para este dano no dimensionamento da seção transversal é determinado

pela deformação do concreto em compressão sendo impedido o esmagamento do mesmo

quando ocorre o escoamento das armaduras. Assim sendo, o fenômeno de fissuração

do concreto é previsto para cargas relativamente baixas, e as fissuras são esperadas

mesmo para uma determinada parcela do carregamento último, ou seja, por exemplo, em

estado limite de serviço. Aliadas às considerações para o estado limite último, é importante

destacar que as fissuras em vigas de concreto armado devem ser controladas no que diz

respeito a sua abertura e distribuição ao longo do comprimento do elemento estrutural. Em

determinadas condições, as fissuras nas estruturas de concreto simples podem levar a

desastres catastróficos, mesmo com carregamentos inferiores ao de serviço. Porém, ao

contrário do concreto simples, no concreto armado, o aparecimento de fissuras visíveis,

bem como o crescimento e até abertura significativa destas, podem ser aceitáveis.

Atualmente, ainda é difícil a adequada descrição dos fenômenos físicos relacionados

a formação e fratura deste material. Devido a este fato, muitas vezes, é feita a aplicação de

fórmulas empíricas às simulações numéricas.

O mesmo pode ser ilustrado na teoria sobre a resistência do concreto armado que

ainda é baseada, também, em resultados empíricos. Ou seja, os métodos existentes são,

em um todo, desenvolvidos para a solução de problemas particulares. Este é o principal

desafio ao se estudar o assunto.

Neste contexto, a partir da modelagem discreta elaborada por Lens (2009), o pre-

sente trabalho envolve o estudo da fissuração de vigas de concreto armado em flexão,

analisando a resposta dada pelo gráfico de carga aplicada x deslocamento destes ele-

mentos estruturais, com diferentes geometrias, bem como o surgimento e propagação de

fissuras nestes.

A motivação principal para este trabalho se deu com o trabalho de Evangelho (2013),

onde a ruptura na região de tração das estruturas de concreto armado subarmadas em

flexão foi representada pela utilização de elementos de interface somente no centro do vão,

desta forma, reproduz-se apenas a fissura principal central. Para que fosse obtida adequada

resposta do elemento estrutural, esta simplificação teve de ser compensada pela redução

no módulo de elasticidade real do concreto.

Assim, no presente trabalho, com a utilização de elementos de interface entre todos

os elementos de concreto da malha de elementos finitos, busca-se uma representação mais

realística do processo de fissuração. A partir desta abordagem, analisar-se-á a capacidade

do proposto modelo discreto de representar o comportamento de fratura de vigas de

concreto armado.
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1.2 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo geral aplicar o modelo de fratura discreta por meio

de interfaces coesivas desenvolvido por Lens (2009) às estruturas de concreto armado,

incluindo elementos de interface entre os elementos de concreto na malha de elementos

finitos, bem como elementos de aderência entre os elementos de aço e os de concreto,

simulando o comportamento em flexão de vigas.

Especificamente, os objetivos são:

• Avaliar a resposta de vigas de concreto armado em flexão considerando que a

fissuração pode ocorrer de forma generalizada na viga.

• Estudar a influência dos parâmetros de entrada do modelo nos resultados obtidos,

como a energia de fratura, e outros parâmetros puramente numéricos.

• Analisar a importância da aderência entre o concreto e a armadura nos resultados.

1.3 CONTRIBUIÇÕES ESPERADAS

Com este estudo busca-se explorar as potencialidades do programa na modelagem

da fissuração do concreto armado. Além disso, determinou-se uma topologia de nós e

elementos na zona da armadura capaz de permitir a passagem e comunicação de fissuras

através da armadura.

A partir deste estudo, pretende-se ter uma ferramenta capaz de reproduzir o compor-

tamento em termos de mecânica da fratura de vigas de concreto armado, sendo validado

a partir da resposta dada tanto na forma de gráfico de força aplicada x deslocamento dos

elementos estruturais quanto a partir da representação da fissuração destes elementos,

avaliando a capacidade de modelos discretos de fratura em representar estes fenômenos.

Além disso, visa-se ter uma melhor noção com respeito às variáveis numéricas do modelo.

1.4 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

Este trabalho está dividido em cinco capítulos. O capítulo 2 trata da fundamentação

teórica referente aos assuntos da dissertação. Nele são abordados o comportamento

em tração uniaxial do concreto, a descrição dos modelos coesivos de concreto, além

de considerações sobre as propriedades de fratura deste material, finalizando com a

contextualização do assunto às estruturas de concreto armado.

O capítulo 3 contém a metodologia específica do modelo utilizado no trabalho,

incluindo desde a implementação em elementos finitos das interfaces coesivas, passando

pelas formulações do modelo de fratura do concreto, até o modelo de aderência entre as
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barras de aço e o concreto, incluindo também os modelos constitutivos volumétricos dos

materiais, aço e concreto.

No capítulo 4, são apresentados exemplos de aplicação do modelo proposto. Este ca-

pítulo está subdivido de acordo com os resultados numéricos e experimentais de diferentes

ensaios utilizados para validar os resultados obtidos.

Por fim, no capítulo 5, discute-se os resultados obtidos, elencando-se as conclusões

do trabalho e as sugestões para trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 MATERIAIS FRÁGEIS E DÚCTEIS

Os critérios de resistência estabelecem as condições nas quais um material rompe.

Baseiam-se em experimentos conduzidos em situações específicas, em geral simples.

Segundo Gross e Seelig (2011), até certo limite a resposta da maioria dos materi-

ais é essencialmente elástica. O comportamento dúctil é caracterizado por deformações

plásticas que ocorrem quando as tensões excedem a tensão de escoamento. O processo

de deformação em materiais deformáveis plasticamente após atingirem a tensão de escoa-

mento pode ser descrito por uma lei de endurecimento. Neste caso, a tensão de ruptura será

atingida somente após deformações inelásticas suficientemente grandes. Em contrapartida,

materiais frágeis se caracterizam pelo fato de que pouca ou nenhuma deformação inelástica

ocorre antes da ruptura do material.

Ainda de acordo com Gross e Seelig (2011), dependendo do problema em análise, a

resistência do material é geralmente definida ou pela tensão de escoamento (σesc) ou pela

tensão máxima (σmáx) na ruptura. Um aspecto comum a ambos tipos de materiais é que o seu

comportamento muda drasticamente nestes limites. Neste contexto, é importante enfatizar

que o comportamento dúctil ou frágil não é puramente uma propriedade do material. O

estado de tensões a que o material está submetido também possui uma influência essencial

no comportamento dos materiais.

Para ilustrar esse fato pode-se exemplificar com o estado de tensões hidrostático,

que não provoca deformações inelásticas na maioria dos materiais, e pode mudar o com-

portamento de materiais dúcteis. Deste modo, sob determinados carregamentos estes

materiais podem ter comportamento totalmente frágil.

Logo, para uma melhor caracterização da ruptura, o limite elástico para um material

pode ser caracterizado pelo seu estado de tensões. Assim, a condição de ruptura pode ser

descrita como:

F
(
σij
)

= 0 (2.1)

A condição de ruptura F
(
σij
)

= 0 pode ser interpretada como uma superfície de

ruptura em um espaço de tensões de seis dimensões ou alternativamente em um espaço

de tensões principais de três dimensões.
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2.2 COMPORTAMENTO DO CONCRETO EM TRAÇÃO UNIAXIAL

De acordo com van Mier (1996), o concreto se caracteriza por ser um material

quase-frágil, logo a sua relação entre tensão e deformação se encontra em um patamar

intermediário entre os materiais frágeis e dúcteis. O que diferencia o comportamento deste

tipo de material para os demais é o ramo descendente, pós-pico, da relação entre tensão e

deformação para ensaios de tração uniaxial, como mostra a Figura 1.

Figura 1 – Relação entre tensão e deformação em tração uniaxial para os materiais: a) frágeis, b)
quase-frágeis, c) dúcteis. (adaptado de Kumar e Barai, 2011)

Segundo Kumar e Barai (2011), os materiais frágeis possuem comportamento

elástico linear até o carregamento máximo, e o aparecimento de fissuras catastróficas se dá

logo após este pico (Figura 1a). Já o comportamento dúctil (Figura 1c) é caracterizado por

uma grande parcela de escoamento, havendo, antes da ruptura, o comportamento não linear.

Enquanto que os materiais quase-frágeis (Figura 1b) se caracterizam pelo comportamento

linear ocorrer até quase antes do carregamento máximo, no qual a propagação das fissuras

tem início e a capacidade de transferência de tensões do material a partir deste ponto

começa a reduzir.

Nos materiais quase-frágeis, a queda pós-pico não é abrupta devido a fenômenos

que dissipam a energia na ponta da fissura. Esta zona é denominada Zona de Processo de

Fratura (ZPF), ilustrada para o concreto na Figura 2.

O comportamento do concreto em tração por muito tempo foi considerado de pouca

importância para análises de fratura. Isto se deve ao fato de o concreto ser um material

bastante empregado para suportar tensões de compressão, todavia, com o surgimento dos

conceitos da Mecânica da Fratura, ficou claro que as propriedades do concreto sob tração

são fundamentais no estudo da fratura das estruturas de concreto, uma vez que na região

da ponta da fissura o concreto está sob tração.
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Figura 2 – Esquema da ZPF no concreto.

Na década de 1960, diversos pesquisadores (Hughes e Chapman (1966) e Evans

e Marathe (1966)) obtiveram uma completa relação entre tensão e deformação para o

concreto em tração uniaxial por meio de ensaios. Como já mostrada na Figura 1, curva

típica resultante está detalhada na Figura 3.

Figura 3 – Típica curva tensão-alongamento para o concreto em tração uniaxial. (adaptado de
Kumar e Barai, 2011)

Destacam-se na curva três pontos importantes, segundo Shah et al. (1995). O ponto

A corresponde a aproximadamente 30% da carga de pico, até a qual a propagação de

micro-fissuras e vazios internos são desprezíveis. O ponto B corresponde a 80% da carga

de pico, a partir do qual as micro-fissuras se propagam e estão isoladas e distribuídas

aleatoriamente no volume do concreto. Nesta região, a tensão de tração está uniformemente

distribuída na direção do carregamento ao longo do comprimento da amostra. Entre os

pontos B e C, as micro-fissuras começam a se tornar macro-fissuras e a distribuição de

tensões de tração na direção do carregamento não é mais uniforme. Até a carga de pico,

no ponto C, ocorre a propagação estável de fissuras. Na carga de pico, o processo de dano
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localizado se inicia formando a ZPF.

De acordo com Shah et al. (1995), no caso específico do concreto, o processo de

formação da ZPF pode ser dividido em três etapas. A primeira se dá com a formação,

desenvolvimento e coalescência de vazios; a segunda, a partir da constituição de pontes

entre as faces das fissuras pelos grãos de agregados; e a terceira, pela formação de fissuras,

a nível macroscópico, com possível engrenamento dos agregados.

A presença da ZPF na ponta da fissura traz diversos desafios no estudo da fratura

do concreto, uma vez que, a nível macroscópico, esta zona não pode ser caracterizada

totalmente como uma região contínua, nem como uma região de descontinuidade. Na

realidade, é uma região parcialmente fraturada com alguma capacidade de transferência de

tensões remanescentes por meio do intertravamento de agregados e diversas microfissuras,

e funciona como uma zona de transição entre a fissura em si, que representa a completa

descontinuidade, e o material intacto, um meio contínuo. Uma vez que a fratura do concreto

se inicia nesta região, a análise da fratura deste material se inicia em como modelar a ZPF.

A ZPF pode ser considerada uma zona coesiva, segundo os conceitos de Barrenblat

(1962) e Dugdale (1960), conforme será discutido a seguir.

2.3 MODELOS COESIVOS DE FRATURA DO CONCRETO

Os modelos coesivos surgiram a partir dos trabalhos de Dugdale (1960) e Barrenblat

(1962). Enquanto Dugdale aplicou modelos coesivos para análise da fratura dúctil, Barrenblat

o utilizou no estudo da fratura frágil. Neste tipo de modelo, a zona coesiva é modelada como

uma fissura fictícia submetida a tensões de compressão ou coesão (Figura 4).

Figura 4 – Modelos coesivos: (a) modelo de Dugdale, (b) modelo de Barrenblat. (adaptado de Shi,
2009)

Com base nestes conceitos, Hillerborg (1976) aplicou a ideia de uma fissura fictícia

em substituição da ZPF física para a simulação da fratura no concreto, como ilustra a

Figura 5.

Conrado P. Silva Neto (neto_conrado@hotmail.com) - Dissertação de Mestrado - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:neto_conrado@hotmail.com


33

Figura 5 – Representação da ZPF como fissura fictícia. (adaptado de Shi, 2009)

Na aplicação de modelos coesivos, inicialmente considera-se que o material não

possui descontinuidades, não há deformações causadas pela fissura e a resposta é apenas

linear elástica. O aparecimento de fissuras fictícias se dá após as tensões atingirem a

resistência à tração do material, ft . Para isso, é necessária uma lei que determine o

comportamento das tensões após o aparecimento destas fissuras.

Assim, o comportamento do concreto pode ser descrito segundo duas curvas ca-

racterísticas: a curva tensão-deformação até a carga de pico (tensão máxima) e a curva

tensão-abertura das fissuras após a carga de pico (Figura 6), conforme proposto por

Hillerborg (1976).

Figura 6 – Relação tensão-deformação linear para o concreto fora da ZPF e relação tensão-
deslocamento linear na ZPF. (adaptado de Kumar e Barai, 2011)
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Para garantir uma correta energia de dissipação, e evitar variações abruptas de

tensões que não correspondem a realidade, é necessário descrever a perda de coesão como

um processo gradual (Hillerborg, 1976). Fisicamente, isso se justifica pelo fato de que a

formação de fissuras, a nível macroscópico, é, em um material heterogêneo, precedida pela

iniciação, crescimento e coalescência de um conjunto de micro-fissuras. Para modelagem,

esse sistema complexo formado por diversas micro-fissuras não contínuas é substituído por

uma fissura coesiva equivalente que ainda é capaz de transmitir tensões.

A relação constitutiva pós-pico, σ = f (w), é a principal característica do material na

aplicação dos modelos coesivos. Esta função é uma propriedade do material e relaciona

as tensões atuantes nas superfícies da fissura, denominadas tensões coesivas (σ), e a

abertura correspondente da fissura, w .

Para se definir esta relação, duas propriedades são essenciais: a resistência à

tração, ft , e a energia coesiva de fratura, GF . A resistência à tração corresponde a tensão

na qual o processo de fratura de concreto se inicia e as fissuras começam a se abrir, e a

energia coesiva de fratura corresponde a área abaixo da curva da relação pós-pico, como

ilustra a Figura 7.

Figura 7 – Energia específica de fratura como a área entre a curva tensão-abertura.

O ponto terminal da curva σ − w , wc, é a abertura crítica da fissura e corresponde a

abertura máxima da ZPF na qual ainda há transferência de tensões. As dificuldades em

se aplicar os modelos coesivos para o concreto estão na determinação experimental dos

valores de ft e GF ou wc.

Normalmente os modelos coesivos de fratura do concreto podem ser classificados

como: modelos de fissuras discretas, modelos de fissuras distribuídas e modelos de fissuras

incorporadas.
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2.3.1 Modelo de Fissuras Discretas

No modelo de fissuras discretas (Ngo e Scordelis (1967), Ingraffea e Gerstle (1984),

Rots (1988), Lens et al. (2008), entre outros), as fissuras são modeladas explicitamente.

No caso do método dos elementos finitos, a abertura consiste na separação dos pontos

nodais da malha de elementos finitos. Logo, cada fissura é representada individualmente

como uma descontinuidade real (Figura 8). Portanto, a ponta da fissura bem como todas as

singularidades a ela associadas são representadas.

Figura 8 – Representação do modelo de fissuras discretas. (adaptado de Kwak e Filippou, 1990)

A dificuldade de aplicação deste tipo de modelagem em elementos finitos está ligada

ao fato de que o caminho que será percorrido pela fissura é previamente definido pela

malha. Entretanto, o fato de a fissura estar fisicamente representada é o principal aspecto

que faz este tipo de modelo ser bastante utilizado, pois, por exemplo, nos casos em que

há fissuras dominantes, resultados mais precisos são obtidos devido a abordagem mais

realista das fissuras e de suas características.

Em princípio, não há limitações quanto às dimensões da malha, problema esse

característico dos modelos de fissuras distribuídas que será visto a seguir.

2.3.2 Modelo de Fissuras Distribuídas

O modelo de fissuras distribuídas (Rashid (1968), Bazǎnt e Oh (1983), de Borst

et al. (2004), Meschke e Dumstorff (2007), entre outros) representa a fratura do concreto

sem alterar a topologia da malha de elementos finitos durante a análise, sendo necessário

somente atualizar a relação entre tensão e deformação para considerar o dano devido

a fratura do concreto, ou seja, por meio de alterações nas propriedades constitutivas do

material. O material fraturado é tratado como contínuo, e a fissura é incluída ao longo do

elemento (Figura 9). Devido a facilidade de aplicação, este tipo de modelagem se tornou
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bastante popular em simulações de fratura de materiais cimentícios.

Figura 9 – Representação do modelo de fissuras distribuídas. (adaptado de Kwak e Filippou, 1990)

Portanto, esta representação não possui problemas com geração de malhas especí-

ficas, todavia uma das desvantagens da modelagem distribuída de fratura está relacionada

com a objetividade da malha. A diminuição do comprimento dos elementos da malha de

elementos finitos tende a fragilização do comportamento do material. Para solução deste

problema, a relação constitutiva tensão x deformação empregada, como entrada de dados

nos elementos finitos, deve ser função do tamanho da malha, para que a resposta estrutural

não o seja e represente o comportamento físico. Além disso, existe um tamanho mínimo

de elemento finito, associado ao tamanho da chamada banda de fissuração (Bazǎnt e Oh,

1983).

2.3.3 Modelo de Fissuras Incorporadas

Os modelos incorporados (Grootenboer et al. (1981), Dvorkin et al. (1990), Oliver

(1990), d’Ávila (2003), entre outros) se baseiam no conceito de descontinuidades incorpora-

das dentro de elementos finitos padrões e surgiram como uma alternativa para representar

tanto o comportamento do concreto simples quanto o do concreto armado. Estes modelos

basicamente podem ser divididos em dois grandes grupos: os que incorporam uma descon-

tinuidade de deslocamentos e os que incorporam uma descontinuidade de deformações.

Nos modelos que incorporam uma descontinuidade de deslocamentos, a fissura é

representada por meio de uma linha de descontinuidade de deslocamentos incorporada no

domínio do elemento. Após o surgimento da fissura, existem duas equações constitutivas

definindo o comportamento do material: uma relação tensão de superfície x deslocamento

para a linha de descontinuidade e uma relação tensão x deformação para o resto do domínio.

O equilíbrio entre a tensão transmitida por meio da linha de descontinuidade e a tensão no
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volume do elemento é atingida através de um processo iterativo interno do elemento.

Já nos modelos que incorporam uma descontinuidade de deformação, a represen-

tação da fissura é feita através da incorporação de um modo de deformação adicional na

interpolação do campo de deformações do elementos; ou seja, a fissura é simulada por

meio de uma banda de localização. A largura desta banda pode ser considerada como um

parâmetro do material e deve ser conhecida a priori.

O modelo incorporado se destaca também por reunir os aspectos favoráveis das

duas representações anteriores, não havendo necessidade de redefinição da malha (des-

vantagem do modelo discreto) e os resultados obtidos são independentes da malha de

elementos finitos utilizada (deficiência do modelo distribuído).

2.4 FRATURA EM ESTRUTURAS DE CONCRETO ARMADO

2.4.1 Vigas Subarmadas e Superarmadas

O comportamento de fratura de estruturas de concreto armado, de acordo com Shah

et al. (1995) varia de acordo com a taxa de armadura do elemento estrutural. A norma

brasileira NBR 6118 (2014) define a taxa de armadura (ρsc) como sendo:

ρsc =
As

Ac
(2.2)

Sendo:

As: área de aço das armaduras na seção transversal;

Ac: área de concreto na seção transversal.

Ainda de acordo com a referida norma, em função da taxa de armadura e das

propriedades materiais e geométricas das vigas de concreto armado, é possível estabelecer

os domínios de deformação em que determinada viga trabalha, e definido o domínio,

podem-se classificar as vigas em subarmadas ou superarmadas.

Pela norma, são consideradas subarmadas as vigas dimensionadas no domínio

de deformação 3, com ruptura à compressão do concreto (εc = εcu) e escoamento do aço

(εs ≥ εyd ), enquanto que, as vigas superarmadas são as que estão em domínio 4, onde há

ruptura à compressão do concreto (εc = εcu) porém não há escoamento do aço (εs < εyd ).

2.4.2 Comportamento de Fratura em Vigas de Concreto Armado

Em estruturas de concreto, as fissuras geralmente surgem em regiões onde as

tensões de tração principais excedem a resistência à tração do concreto e elas se orientam

em direção perpendicular às direções das tensões de tração (van Mier, 1996).
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A presença de armadura pode ter pequena influência direta no surgimento de fis-

suras, porém as armaduras garantem considerável resistência à propagação das fissuras

bem como às suas aberturas. Por isso, como se pode imaginar, a resposta de estruturas de

concreto armado, no que diz respeito a fratura, depende não só da geometria e do carre-

gamento mas também da quantidade de aço (taxa de armadura), localização e orientação

deste.

A influência da taxa de armadura na fratura de elementos estruturais pode ser

analisada sob três diferentes perspectivas: em vigas de concreto armado subarmadas,

superarmadas e com o mínimo de armaduras necessárias.

De acordo com Shah et al. (1995), em vigas de concreto armado subarmadas

(Figura 10), quando submetidas a flexão, algumas fissuras surgirão e se propagarão na

região inferior da viga. Até que, com o aumento do carregamento, o aço entrará em

escoamento ainda antes de o concreto atingir sua resistência à compressão. Visto que as

forças de tração na armadura permanecerão praticamente constantes com o aumento da

carga aplicada, o aumento do carregamento resulta no aumento das tensões de compressão

no concreto na região acima da zona fraturada, e assim que o concreto atinge sua máxima

resistência à compressão, a viga rompe.

Figura 10 – Fratura de uma viga de concreto armado subarmada. (Shah et al., 1995)

Já em vigas de concreto superarmadas (Figura 11) devido ao aumento da quantidade

de barras de aço, as armaduras geralmente não escoam quando ocorre o colapso da viga.

Neste caso, embora o colapso também resulte da resistência à compressão do concreto,

ainda que surjam fissuras na região de tração, o comprimento destas é inferior ao crítico,

logo a ruptura da viga não é controlada pelo aparecimento e propagação de fissuras.

Figura 11 – Fratura de uma viga de concreto armado superarmada (Shah et al., 1995)
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Por fim, vigas de concreto armado com taxa de armadura inferior ao mínimo (Fi-

gura 12) se caracterizam pelo aparecimento de uma fissura dominante no meio do vão da

viga, sendo esta a responsável pelo colapso da estrutura. Este comportamento é coerente,

uma vez que, devido as baixas taxas de armaduras, o comportamento da viga aproxima-se

a resposta de elementos de concreto simples.

Figura 12 – Fratura de uma viga de concreto armado com taxa de armadura inferior ao mínimo
(Shah et al., 1995)

No estudo da fratura de elementos estruturais de concreto, em especial vigas,

comumente, verifica-se a resposta de modelos numéricos por meio da análise do diagrama

carga aplicada pelo deslocamento no meio do vão. Em vigas de concreto armado, diversos

autores (Burns e Siess (1966), van Mier (1996), Shah et al. (1995), entre outros) tratam na

literatura a respeito do assunto, e dois tipos de comportamentos são destacados no que se

referem as vigas de concreto armado: o comportamento quase-frágil e dútil (Figura 13).

Figura 13 – Comportamento quase-frágil e dútil de vigas de concreto armado. (Shah et al., 1995)

Nota-se que, em ensaios de flexão a três pontos, nos quais existem ambos os esfor-
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ços cisalhantes e de flexão em toda a viga, em geral, as vigas possuem comportamento

predominantemente dúctil, com fissuras que se concentram na região central da viga, en-

quanto que, em ensaios em flexão a quatro pontos, os elementos possuem comportamento

quase-frágil e as fissuras dominantes na ruptura se dão na região dos esforços cortantes.

No estudo da flexão de vigas, segundo Burns e Siess (1966), a Figura 14 ilustra os

estágios típicos no diagrama carga aplicada pelo deslocamento no meio do vão para uma

viga de concreto armado biapoiada, e resultados similares são obtidos para outros tipos de

elementos estruturais de concreto armado.

Figura 14 – Resposta de carga-deslocamento típica de um elemento de concreto armado.

A resposta, neste caso, pode ser dividida basicamente em quatro regiões, em

função do comportamento dos materiais: a região elástica linear sem fratura (I), a região

de propagação de fissuras no concreto (II) e a região plástica de escoamento do aço e de

esmagamento do concreto (III) e a região limite última (IV).

Inicialmente, o comportamento das vigas de concreto armado é essencialmente

elástico, porém apenas durante uma pequena parcela inicial da análise. Logo em seguida,

há a primeira mudança no diagrama força x deslocamento com o surgimento das primeiras

fissuras na região tracionada da viga. A partir desse ponto, a rigidez reduz-se aproxima-

damente de maneira linear, havendo uma pequena diminuição na curva em relação ao

comportamento linear do início do ensaio.

A terceira região se caracteriza pelo escoamento das barras de aço da armadura

longitudinal. Em vigas de concreto armado subarmadas, nesta região, o escoamento

das armaduras acontece durante o esmagamento do concreto na região de compressão,

enquanto que, em vigas de concreto superarmadas, o processo se altera, e primeiro há o

esmagamento do concreto seguido do escoamento do aço.

A quarta região corresponde à capacidade limite última de carregamento da viga.

Nessa região, o esgamento do concreto atinge níveis críticos, levando a viga a ruína.
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Ainda em relação a resposta de carga x deslocamento de vigas de concreto armado,

segundo Jakubovskis et al. (2013), na Figura 15, tem-se destacada na curva 1 a primeira

e a segunda regiões da resposta no gráfico carga aplicada versus deslocamento no meio

do vão de uma viga de concreto armado em flexão, enquanto que a curva 2 representa a

mesma resposta apenas para as barras de aço destas estruturas.

Figura 15 – Esquema das duas primeiras regiões da relação carga-deslocamento de um elemento
de concreto armado em flexão (adaptado de Jakubovskis et al., 2013)

Pela Figura 15, percebe-se a notável diferença na resposta que existe quando se

considera a resistência à tração do concreto em face da consideração de que apenas as

barras de aço resistem aos esforços de tração. Quanto mais longe se está da região a

partir da qual se incia o escoamento das armaduras, maior é esta diferença. Uma vez

que, em geral, a resistência à tração do concreto é negligenciada, utilizando-se para

dimensionamentos apenas a resistência do aço, nota-se, portanto, que a capacidade de

resistência destes elementos estruturais nesta região é subestimada (Jakubovskis et al.,

2013).

Em síntese, pela análise das quatro regiões definidas, as respostas, nos trechos

não lineares, são causadas por três efeitos importantes: a fratura do concreto em tração, o

escoamento das armaduras e até mesmo o esmagamento do concreto na compressão.

Existem também não linearidades devido a constituintes do concreto armado, como

a relação de aderência entre as armaduras de aço e o concreto e a interação das bar-

ras com as fissuras em propagação; estes fenômenos são discutidos na próxima seção.

Além disso, há efeitos dependentes do tempo como relaxação, fluência e variação da

temperatura que também contribuem para o comportamento não linear. Ademais, a relação

tensão-deformação do concreto não só é não linear, mas também é diferente em tração e

em compressão e suas propriedades mecânicas dependem da idade do concreto e das

condições de carregamento e ambientais como umidade e temperatura.
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2.4.3 Processos de Ruptura no Concreto Armado

No estudo de estruturas de concreto armado, o fenômeno da aderência é de essen-

cial importância. A aderência é uma propriedade que possibilita a transferência de esforços

entre os materiais e a compatibilidade de deformações entre eles e também influência o

escorregamento da armadura nos segmentos entre fissuras, limitando a abertura dessas.

De acordo com Brisotto et al. (2012), a ruptura de estruturas de concreto armado

é caracterizada por uma série de processos específicos relacionados à aderência entre

o concreto e as barras aço. Dentre eles destaca-se: a formação de fissuras primárias e

secundárias e os fenômenos de arrancamento e fendilhamento.

As fissuras denominadas primárias (Figura 16) são as fissuras que surgem quando

as tensões principais macroscópicas no concreto superam a resistência à tração do mesmo.

Figura 16 – Representação da fissuração primária e secundária no concreto armado. (adaptado de
Ingraffea, 1984)

Para exemplificar, em um elemento de concreto armado curto cujas barras de

aço estejam submetidas a tração (Figura 17), inicialmente a tensão máxima de tração

no concreto estará localizada no meio do vão, uma vez que neste ponto há aderência

perfeita, já que não há escorregamento relativo entre a armadura e o concreto, e com isso a

transferência de esforços do material aço para o concreto é maior.

Figura 17 – Peça de concreto armado com barra de aço submetida a tração.
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Nesta região, quando as tensões de tração no concreto atingem o valor da resistência

à tração deste, o mesmo se fissura em direção perpendicular a da força aplicada dando

origem a fissura primária.

Ao longo do processo, com o aumento da força aplicada, a formação de fissuras

primárias é contínua, ou seja, nos diversos pontos onde a tensão de tração do concreto

superar a sua resistência à tração de maneira análoga à descrita, surgirão fissuras primárias.

Para o caso citado, a partir da fissuração primária central, pode-se analisar a peça rompida

como dois novos elementos, e, portanto, novas fissuras surgirão no meio do comprimento

destas novas peças, como ilustra a Figura 18, desde que o comprimento entre fissuras seja

maior que o comprimento de ancoragem. No caso de peças maiores, pode-se ter múltiplas

fissuras na primeira geração de fissuração.

Figura 18 – Formação de fissuras primárias.

Nas proximidades das fissuras primárias, é comum o surgimento de fissuras secun-

dárias (Figura 16). De acordo com Ingraffea (1984) estas fissuras, em geral, são radiais,

possuem abertura, bem como comprimento, inferior em relação as fissuras primárias e

podem surgir devido a efeitos como concentração de tensões nas nervuras das barras.

Os processos de ruptura citados anteriormente estão relacionados a transferência

de esforços entre o aço e o concreto, definindo a ruptura do concreto quando a tensão de

tração transferida pelo aço é superior a resistência do concreto. Todavia, existem também,

fenômenos de ruptura relacionados a perda de aderência entre estes dois materiais, e estes

podem ser divididos em dois grandes grupos: ruptura por arrancamento direto da barra e

pelo fendilhamento do cobrimento de concreto.

Ocorre a ruptura por arrancamento da barra de aço (Figura 19) quando a resistência

à compressão do concreto não é suficiente, permitindo seu cisalhamento entre as nervuras

da barra. Nesse caso, a barra escorrega no interior do concreto, pois há um confinamento

adequado promovido pelo cobrimento do concreto adjacente, evitando a ruptura por fendi-

lhamento (Almeida Filho, 2006). Assim, quando o cobrimento é grande ou o comprimento

de ancoragem é insuficiente, a tendência é a ruptura ocorrer por arrancamento da barra.

Modelagem da Fratura do Concreto Armado por meio de Interfaces Coesivas



44

Figura 19 – Representação do arrancamento no concreto armado.

Por outro lado, a ruptura devido ao fendilhamento (Figura 20) ocorre quando a

resistência à compressão do concreto é suficiente, ou seja, o concreto circunvizinho à barra

de aço rompe-se graças à intensa fissuração.

Figura 20 – Representação do fendilhamento no concreto armado.

Tais fissuras surgem devido à pressão aplicada ao concreto pelas nervuras, cau-

sando tensões de tração no concreto em volta da barra (Simplicio, 2008). Ocorre então uma

modificação no comportamento da peça, que tem sua rigidez diminuída, e a transferência

da tensão do aço para o concreto passa a ser feita por meio de forças de compressão

inclinadas. Assim, no contato entre a nervura e o concreto, surge uma força com duas

componentes. A componente paralela ao eixo da barra é proporcional à tensão de aderência,

e a componente radial em relação à barra atua como pressão interna, podendo ocasionar

fissuras de fendilhamento. Caso o concreto não apresente um confinamento adequado ou

se a distância entre as barras e/ou o cobrimento do concreto for pequena, as áreas de

influência de cada barra (cerca de três vezes a três vezes e meia o valor de seu diâmetro)

ficam próximas ou se sobrepõem, e a ruptura tende a se dar por fendilhamento, já que
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a propagação das fissuras até a borda do elemento ocasiona perda de aderência. Essa

ruptura é do tipo frágil e costuma ocorrer sem aviso prévio (Silva, 2006).

2.4.4 Modelos de Fratura do Concreto Armado

A modelagem de fratura do concreto armado, assim como do concreto simples,

também pode ser analisada por meio de três tipos de modelos distintos: o modelo discreto,

o modelo distribuído e o modelo incorporado.

Os modelos discretos são mais comumente aplicados em estruturas que possuem

poucas fissuras, como nas estruturas com armadura insuficiente. A representação de

múltiplas fissuras, como em geral se observa nas estruturas de concreto armado, requer

um alto custo computacional, com a geração de malhas específicas e em alguns casos

algoritmos de remalhamento destas malhas.

Todavia, a complexidade de aplicação deste modelo não restringiu a aplicação deste

às estruturas de concreto armado, podendo-se citar diversas aplicações deste tipo de

representação, como Ingraffea e Gerstle (1984) um dos precursores desta modelagem;

Chen e Yang (2005), Kosteski et al. (2015) (utilizaram o método denominado Discrete

Element Method (DEM) para estudo de placas de concreto reforçado), Carpinteri (2009) e

Brisotto et al. (2012).

Por outro lado, os modelos distribuídos, em um primeiro momento, podem ser

considerados mais adequados às estruturas de concreto armado, uma vez que representam

adequadamente as diversas fissuras que surgem em um padrão bem distribuído nestas

estruturas. Esta característica, aliada a facilidade de aplicação deste tipo de modelagem,

tornou esta representação a mais popular entre as estruturas de concreto armado. Dentre os

trabalhos que aplicaram modelagem distribuída ao concreto armado, destacam-se: Gupta e

Maestrini (1989), Feenstra e de Borst (1995), Weihe et al. (1998), Machado (2002), d’Ávila

(2003), Machado et al. (2007) e Menin et al. (2009)

Os modelos incorporados, por sua vez, possuem diversas aplicações mais recentes

devido às suas vantagens frente aos modelos discretos e distribuídos, e em relação às

estruturas de concreto armado podem-se citar trabalhos como: Elwi e Hrudey (1989),

Blaauwendraad e Grootenboer (1981), d’Ávila (2003) e Brisotto et al. (2008).
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3 METODOLOGIA

3.1 INTERFACES COESIVAS NO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Neste trabalho, utilizou-se um modelo discreto de fratura, considerando interfaces

coesivas. Nesse caso, a representação da fratura é feita por meio de elementos de ligação

entre as faces da malha de elementos finitos.

Estes elementos são denominados elementos de interface e são elementos virtuais

que permitem controlar a abertura de eventuais fissuras que possam surgir durante a análise

por meio de relações constitutivas entre o deslocamento e a tensão aplicada nos elementos.

Logo, permite representar o comportamento da zona coesiva, e os esforços transmitidos

diminuem de forma gradual até não haver mais transmissão de esforços entre as faces da

zona coesiva, ponto onde há ruptura ou propagação da fissura.

3.1.1 Formulação Básica das Interfaces Coesivas em Elementos Finitos

A implementação computacional, por meio do método dos elementos finitos, das

interfaces coesivas é caracterizada pela inclusão de um termo de trabalho interno da

interface no Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Considerando-se o corpo da Figura 21.

Figura 21 – Corpo em estudo.

A seguinte equação de equilíbrio descreve o problema:∫
Ω

σ :
(

dδU
dx

)
dV +

∫
ΓT

T δwdS =
∫
Ω

BδUdV +
∫
ΓF

FδUdS (3.1)
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Sendo:

U: deslocamentos ao longo do corpo Ω;

F : vetor de forças aplicadas no contorno ΓF ;

B: forças de volume;

σ: tensões de Cauchy;

ρ: massa específica do material;

T : vetor de tensões coesivas nas interfaces da fissura;

ΓT : superfícies da fissura;

w : abertura da fissura;

δ : variação arbitrária, virtual e compatível.

O contorno externo do corpo é formado por Γ = ΓU + ΓF , sendo que ΓU é o contorno

que se refere à superfície e no qual são aplicados os deslocamentos prescritos e restrições

e ΓF é o contorno no qual são aplicadas as forças.

Definido o modelo de elementos finitos para o corpo, eliminando-se os deslocamen-

tos nodais virtuais, a equação de equilíbrio se transforma em uma equação não linear, como

na equação seguinte:

Fint − Fext = 0 (3.2)

Sendo:

Fint : forças internas;

Fext : forças externas.

Devido à implementação das interfaces coesivas, o vetor de forças internas será

contribuído por uma parcela de forças correspondentes às forças coesivas.

Para a solução do sistema apresentado na equação 3.2 é empregado o Método de

Newton-Raphson.

3.1.2 Elementos de Interfaces Coesivas

Os elementos de interfaces coesivas são formados por quatro nós e são criados

entre as faces adjacentes de dois elementos finitos por meio do remalhamento da malha

original. Para representação do concreto armado, na região da armadura, os elementos de

interface e os elementos de aderência estão ilustrados na Figura 22.

A Figura 22a mostra a configuração inicial da malha, que em comparação com a

Figura 22b, que ilustra os elementos de interface bem como seus respectivos nós, nota-se

que, no início da análise, os elementos de interface e de aderência não possuem volume
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Figura 22 – Representação elementos de interface e de aderência na malha original de elementos
finitos.

e que a malha é constituída por nós coincidentes. Além disso, destaca-se, nesta mesma

figura, como é feita a transferência de esforços na região da armadura com base da posição

dos nós da malha.

A Figura 23, ilustra um elemento de interface e as direções n e t representam

respectivamente as direções normal e tangencial.

Figura 23 – Elemento de interface.

O trabalho de abertura de um elemento de interface é dado por:

W e =
∫

ΩT ,e

T e∆edS (3.3)

Em que:

ΩT ,e: superfície do elemento de interface;

T e =
{

Tn Tt

}e
: vetor de tensões com as componentes normal e tangencial;
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∆e =

{
∆n

∆t

}e

: vetor de deslocamentos normais e tangenciais.

Nestes elementos as tensões atuantes são denominadas tensões coesivas que

atuam em dois sentidos, quando os elementos volumétricos tendem a se separar, estas

tensões dos elementos de interface tendem a reaproximá-los mantendo-os unidos, e quando,

ao contrário, os elementos volumétricos estão submetidos a esforços que tendem a gerar a

interpenetração entre eles, as tensões da interface visam impedir esse processo.

A determinação do equacionamento que define as tensões na interface é o principal

objeto de estudo deste método discreto de análise de fratura, pois a partir disso será definido

quando e como ocorrerá a variação das tensões da interface que determinarão o ponto

em que haverá a perda de coesão entre os elementos da malha de finitos, simulando a

fratura do material, bem como com o aparecimento real na malha de descontinuidades que

correspondem ao aparecimento de fissuras.

3.1.3 Elementos de Interface Aplicados ao MEF

No sistema de coordenadas naturais ξ e η, o elemento de interface coesiva pode

ser representado pela Figura 24.

Figura 24 – Sistema de coordenadas naturais no elemento de interface.

O elemento de interface é considerado unidimensional e sua abertura é descrita por

meio de funções de interpolação lineares:

ϕ1 =
1
2

(1 + ξ)

ϕ2 =
1
2

(1− ξ)

ϕ3 = −1
2

(1− ξ)

ϕ4 = −1
2

(1 + ξ)

Como os pares de nós 1 e 4, bem como os nós 2 e 3, são coincidentes, têm-se:

ϕ1 = −ϕ4

ϕ2 = −ϕ3

O sinal de negativo presente nas relações é proveniente do sistema de coordenadas

aplicado ao elemento de interface. Assim, uma vez definida a orientação dos eixos ξ e η,
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coincidentes com as direções tangencial e normal à interface, respectivamente, é possível

expressar a abertura ou deslocamento da interface por meio dos valores dos deslocamentos

relativos entre seus nós através da seguinte expressão:

∆e =
4∑

N=1

ΦNUN (3.4)

Sendo:

N : número da conectividade do elemento de interface;

ΦN =

[
ϕN 0

0 ϕN

]
: matriz de funções de interpolação;

UN =

[
UN

n

UN
t

]
: vetor de deslocamentos dos nós da interface.

Desta forma, substituindo-se as funções de interpolação, a expressão de ∆e pode

ser reescrita como:

∆e =

{
∆e

n = ϕ1U1
n + ϕ2U2

n + ϕ3U3
n + ϕ4U4

n

∆e
t = ϕ1U1

t + ϕ2U2
t + ϕ3U3

t + ϕ4U4
t

A forma como os nós da interface se deslocam entre si define o comportamento da

interface quando solicitada e, uma vez definidos os valores de ∆e
n e ∆e

t , determinam-se as

tensões na interface, que corresponderão a forças nodais internas e podem ser integradas

numericamente conforme a seguinte expressão:

F e
int =

∫
ΓT ,e

T eΦedS =
NPG∑
PG=1

T e (ξPG)Φe (ξPG) Wp (ξPG) J (3.5)

Sendo:

Φe =
[
ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

]
: funções de interpolação das incógnitas da interface;

NPG: número de pontos de Gauss avaliados com o respectivo valor ξPG e o peso Wp

J =
1
2

l : jacobiano, sendo l o comprimento da interface.

Portanto, as forças nodais internas dos nós da interface podem ser escritas vetorial-

mente como:

F e
int =

[
F e

n,1 F e
t ,1 F e

n,2 F e
t ,2 F e

n,3 F e
t ,3 F e

n,4 F e
t ,4

]
Que, devido à condição de coincidência entre os nós resulta em:

F e
n,1 = −F e

n,4 e F e
t ,1 = −F e

t ,4

F e
n,2 = −F e

n,3 e F e
t ,2 = −F e

t ,3

Estas forças são responsáveis pela compatibilidade nodal dos elementos, visto que

não há nós comuns a mais de um elemento.
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3.2 MODELO DE FRATURA DO CONCRETO

Uma vez que a ruptura da interface ocorre quando a energia especificada na lei

constitutiva dos elementos de interfaces coesivas é consumida, é importante definir estas

leis em situações de modo I puro e modo misto.

3.2.1 Fratura do Concreto em Modo I

De acordo com o que foi explicado anteriormente, a representação do comporta-

mento das fissuras é estabelecido por meio de relações entre valores de tensões de tração

(σ) e de abertura normal da superfície (w ). Assim que as superfícies começam a se separar

umas das outras, as tensões de tração aumentam até atingir um valor máximo (σmáx), após

as tensões diminuem até atingir um valor nulo para a propagação da fissura, a partir deste

ponto as superfícies são consideradas fraturadas, pois não há mais transferência de tensões

entre uma face da fissura e a outra.

Em função da dimensão da peça ou do tipo de material a ser representando pela

separação das superfícies, diferentes tensões máximas e aberturas máximas devem ser

utilizadas. No caso do concreto, assunto deste trabalho, a lei constitutiva da superfície

coesiva é dividida em duas partes: a pré-pico e a pós-pico.

3.2.1.1 Lei Constitutiva Pré-Pico

Em modo I, a lei constitutiva pré-pico é graficamente representada pela Figura 25,

sendo σ0
máx corresponde a resistência à tração média do material e we a abertura elástica

máxima.

Figura 25 – Lei constituva pré-pico em modo I.
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Esta lei corresponde a parcela elástica não dissipativa da superfície de abertura.

Esta abertura deve possuir um valor suficientemente pequeno, de maneira que a deformação

elástica da superfície coesiva seja insignificante em relação a deformação elástica do meio

contínuo. Esta consideração deve ser feita porque, na realidade, esta região elástica é

fictícia, entretanto deve estar presente para regularizar o campo de tensões na zona coesiva.

A abertura elástica (we), portanto, deve ter uma magnitude dependente do tamanho da

malha, para evitar o efeito indesejável de tamanho, conforme ilustrado na Figura 26.

Figura 26 – Variação da abertura elástica com o tamanho dos elementos da malha.

Lens (2009) propôs que:

we =
σ0

máx

αE
lc (3.6)

Em que:

E : módulo de elasticidade longitudinal;

lc: comprimento característico;

α: parâmetro adimensional;

No contexto de elementos finitos, o valor de lc corresponde ao comprimento caracte-

rístico da malha de elementos finitos na zona de fratura e α é um valor em geral na faixa

entre 1 < α < 10, o qual deve ser analisado em cada situação e avaliado em relação aos

resultados obtidos.

Empregar um valor constante de we introduz uma dependência indesejável da

malha de elementos finitos nos resultados quando a superfície coesiva é utilizada entre

todos os elementos finitos. Neste método, o uso de we constante, não importando se esse

é um valor pequeno, é incoerente visto que em um determinado momento da análise

a soma de todas as aberturas elásticas serão maiores que os deslocamentos elásticos

volumétricos (Figura 27c). Outro efeito ainda mais prejudicial a análise é a indução de um

falso comportamento frágil (Figura 27b).
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O comportamento que possui significado físico está representado na (Figura 27a),

que é garantido com a associação do valor de we com a deformação elástica e o tamanho

da malha de elementos finitos da equação.

Figura 27 – Comportamento σ versus w de uma barra em modo I. Comportamento quase-frágil (a),
comportamentos frágeis em função da deformação elástica (b) e (c).

A transição de amolecimento normal ou comportamento quase-frágil a frágil ocorre

quando εmáxlc é maior que wc, que corresponde à abertura crítica da fissura, a partir da

qual há surgimento ou propagação das mesmas. Assim, como no método das superfícies

coesivas a parcela elástica, ainda que fictícia, deve existir, deve-se garantir que εmáxlc + we

não supere wc.

Este fenômeno de transição, que ocorre devido ao aumento do comprimento ca-

racterístico (lc), representa o conhecido efeito de escala do concreto, todavia, se este é

causado apenas pela abertura elástica, ele é consequência somente de um efeito numérico,

e portanto não se trata e não pode ser confundido com a variação nos resultados obtida em

função da sensibilidade da malha que ocorrem em abordagens de fratura distribuída.
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Na análise, quando em regime elástico, a determinação das tensões é feita com

base na seguinte equação:

σel = Knw (3.7)

Em que:

Kn = E
α

lc

3.2.1.2 Lei Constitutiva Pós-Pico

A lei constitutiva pós-pico determina o comportamento dos elementos de interface

após atingir-se a tensão máxima. Em modo I, a tensão máxima é a tensão máxima de

tração (σ0
máx) e a abertura normal (w) se dá em função da tensão normal de tração (σmáx).

No presente trabalho, três relações constitutivas pós pico são representadas: a lei

linear de Hillerborg (1976), a lei bilinear apresentada pelo código modelo CEB-FIP (1993) e

a lei exponencial de Xu (1999). (Figura 28)

Figura 28 – Leis constitutivas pós-pico das superfícies coesivas em modo I.

A forma da relação pós-pico entre tensão e abertura das fissuras relaciona-se com

o desenvolvimento da zona de processo, onde há predominância de efeitos complexos não

lineares. A área sob a curva define a energia específica de fratura em modo I (GIc) e o

valor de σ0
máx está relacionado a resistência à tração do concreto (ft ). Segundo Lens (2009),

a forma da relação pós-pico tem importante influência sobre os resultados, controlando

não somente a região de amolecimento, mas também a carga máxima alcançada pelos

elementos estruturais.
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De acordo com a lei linear de Hillerborg (1976), a equação da tensão normal de

tração (σmáx) na região pós-pico é dada por:

σmáx =
σ0

máx

wn,lim − we
(wn,lim − w) −→ we < w < wn,lim (3.8)

Sendo:

w : abertura normal;

we: abertura elástica;

wn,lim: abertura final.

A abertura final corresponde ao que há quando ocorre a ruptura da interface e pode

ser calculada pela seguinte equação:

wn,lim =
(

2GIc

σ0
máx

+ we

)
(3.9)

No modelo proposto pelo código modelo CEB-FIP (1993) a relação pós-pico é

bilinear e descrita da seguinte maneira:

σmáx =
0, 85σ0

máx

ws − we
(ws − w) + 0, 15σ0

máx −→ we < w < ws (3.10)

σmáx =
σs

wc − ws
(wc − w) −→ ws < w < wc (3.11)

Sendo que neste modelo os valores de ws e σs são valores intermediários conforme

ilustra a Figura 28, e a abertura final é representada por wc. Os valores destes parâmetros

podem ser obtidos pelas seguintes expressões:

wc =
7GIc

σ0
máx

(3.12)

σs = 0, 15σ0
máx (3.13)

ws =
2GIc

σ0
máx
− 0, 15wc + we (3.14)

De maneira geral, a energia de fratura do concreto pode ser estimada pela equação

a seguir definida no código modelo CEB-FIP (1993):

GF = GF0

(
fc
10

)0,7

(3.15)

Onde GF , que corresponde a GIc, é dado em N/mm, e:
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GF0: valor base de energia de fratura;

fc: resistência à compressão do concreto (MPa).

O valor base de energia de fratura segundo essas considerações depende do

diâmetro do agregado do concreto (dmáx) conforme a Tabela 1 a seguir:

Tabela 1 – Valores base de energia de fratura.

dmáx(mm) GF0(N/mm)
8 0, 025
16 0, 030
32 0, 058

Neste trabalho, para valores de dmáx intermediários entre os valores citados na

tabela, foi feita interpolação para obtenção do valor de GF0.

Além disso, o código esclarece também que, a energia de fratura, como propriedade

do material concreto, depende, até certo ponto, das dimensões dos elementos estruturais,

bem como de outras propriedades do concreto que não são levadas em consideração na

equação proposta e, portanto, podem haver variações nos valores da energia de fratura

da ordem de ±30%. E também, de acordo com Elfgren (1989), a energia de fratura do

concreto, segundo resultados experimentais, varia entre valores de 40 N/mm e 200 N/mm.

Essas considerações são utilizadas posteriormente nas análises numéricas, na

escolha deste parâmetro, que é um importante parâmetro de entrada na modelagem

discreta de fratura do concreto.

Retomando-se os modelos, a relação exponencial de Xu (1999) pode ser represen-

tada pela equação:

σmáx = σ0
máxexp

[
−η
(

w − we

wc

)]
−→ we < w < wc (3.16)

Em que:

η = αF [1− exp (−αF )] (3.17)

αF = λ− dmáx
0,9

8
(3.18)

λ = 10−
(

fck

20

)0,7

(3.19)

wc = αF
GIc

σ0
máx

(3.20)
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Sendo:

dmáx: diâmetro máximo do agregado;

fck : resistência característica a compressão do concreto.

3.2.2 Fratura do Concreto em Modo Misto

Conforme definido anteriormente, curvas de fratura para o modo II puro são muitos

difíceis de serem obtidas experimentalmente, todavia, em simulações numéricas, estas

propriedades podem e devem ser definidas para fins de análise. Em geral, informações

específicas sobre o modo II de fratura não estão disponíveis na literatura. Segundo alguns

autores (Shah et al., 1995) acredita-se que a tensão tangencial máxima é maior que a

tensão normal máxima (τmáx > σmáx), e o mesmo sendo válido para a energia de fratura que

em modo II seria superior em relação ao modo I (GIIc > GIc).

Uma vez que não existem dados experimentais para servir de referência neste

assunto, adota-se, neste trabalho, a mesma relação para a relação tangencial utilizada para

a relação normal, como em Lens (2009).

3.2.2.1 Leis Constitutivas Pré e Pós-Pico

Uma vez que a mesma relação adotada para o modo I será utilizada para o modo

II, todo o equacionamento desenvolvido para o modo I, pode ser estendido ao modo II,

de maneira análoga. A Figura 29 mostra a relação pré-pico para este modo, sendo τ 0
máx

corresponde à resistência ao cisalhamento média do material e ve ao deslizamento elástico

máximo.

Figura 29 – Lei constitutiva pré-pico em modo II.
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E da mesma forma como foi feita a determinação de we, Lens (2009) propôs a

equação a seguir para calcular o deslizamento (ve):

ve =
τ 0

máx

αµ
lc (3.21)

Sendo:

µ =
E

2(1 + ν)
: módulo de elasticidade transversal.

No regime elástico, a determinação das tensões é feita com base na seguinte

equação:

τ el = Ktv (3.22)

Em que:

Kt = µ
α

lc
Também igualmente foram utilizadas a mesmas relações pós-pico adotadas para o

modo de abertura (Figura 30).

Figura 30 – Leis constitutivas pós-pico das superfícies coesivas em modo II.

A partir destas hipóteses, todas as outras considerações feitas para o modo I puro,

são utilizadas para o modo II puro, como, por exemplo, a energia específca de fratura do

modo II (GIIc) é também a área sob as curvas dos diferentes modelos de relações pós-pico.
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3.2.2.2 Modelo Acoplado

Com essas considerações, a abertura (w) e o deslizamento (v ) podem ser divididos

em uma parte elástica (we,ve) e uma parte inelástica (wi , vi ), de acordo com as seguintes

equações:

w = we + wi (3.23)

v = ve + vi (3.24)

A decomposição das equações anteriores é feita visando regularizar as tensões

coesivas. Conforme indicam as Figuras 28 e 30, os valores máximos de tensões ocorrem

para we e ve. A queda das tensões normais e tangenciais após o pico, em modo misto, pode

ser uma combinação da abertura normal e tangencial, este modelo é denominado como um

Modelo Acoplado.

Neste trabalho, é utilizado um modelo acoplado utilizado para tratar de casos mistos

de fratura que possui acoplamento baseado na lei de Coulomb com aderência. Nele a

aderência inicial (σmáx) é a tensão normal máxima inicial (σ0
máx). A Figura 31 ilustra a

superfície de ruptura do modelo.

Figura 31 – Superfície de ruptura do modelo acoplado (Modelo de Coulomb com aderência modifi-
cada).

Esta superfície, quando o elemento fratura, se move para a esquerda, assim, quando

ocorre a ruptura total do elemento, a lei de Coulomb original é recuperada, o que significa

que a resistência ao cisalhamento só existe em compressão. Além disso, o ângulo de atrito
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permite determinar τmáx, já que o valor de σmáx é conhecido a partir das propriedades e

equações das leis constitutivas.

A superfície de ruptura em questão pode ser considerada uma superfície de escoa-

mento em analogia com a teoria da plasticidade, e conforme o Postulado da Convexidade

de Drucker, a superfície de Coulomb também pode ser considerada um limite inferior do

campo de tensões.

A superfície de ruptura (F ) é definida da seguinte maneira:

F = |τ | + (σ − σmáx) tanφ (3.25)

Logo, nesta equação, σmáx inicialmente equivale a σ0
máx. Ao longo da solução do

problema, o valor de σmáx é modificado de acordo com as leis constitutivas pós-pico defini-

das anteriormente (Figura 28), porém, nesta etapa, empregando uma abertura efetiva ou

deslocamento inelástico efetivo (uef
i ) no lugar de wi . O deslocamento inelástico efetivo é

definido como segue:

uef
i =

√
w2 + βv2 (3.26)

Sendo:

β: fator de acoplamento entre a abertura normal e tangencial (0 < β < 1).

Este modelo se caracteriza, portanto, por necessitar apenas de dois parâmetros: o

ângulo de atrito (φ) e o fator de acoplamento (β).

A partir da equação que define a superfície de ruptura (equação 3.25), sabe-se

que quando F < 0 as tensões são elásticas, porém quando F = 0 começa a fratura do

material, e para F > 0 há o retorno das tensões para a superfície de fratura. Neste trabalho,

é empregado um algoritmo tipo preditor elástico e corretor plástico para a integração das

tensões, e o preditor elástico é definido pela equação:

{
σel

τ el

}
=

[
Kn 0

0 Kt

]{
w

v

}
(3.27)

Em que:

Kn: rigidez elástica normal da superfície coesiva;

Kt : rigidez elástica tangencial da superfície coesiva.

E os valores das rigidezes elásticas são definidos por:

Kn = E
α

lc
(3.28)
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Kt = µ
α

lc
(3.29)

Como dito anteriormente, a abertura e o deslizamento são divididos em partes

elástica e plástica e são representados incrementalmente, ou seja, em taxas de variação no

tempo, na forma:

{
ẇ

v̇

}
=

{
ẇe

v̇e

}
+

{
ẇi

v̇i

}
(3.30)

O corretor plástico é expresso pela equação:

{
σ

τ

}
=

{
σel

τ el

}
−

{
Kn

Kt

}∫
∆t

{
ẇi

v̇i

}
dt (3.31)

Sendo t o tempo e ∆t o passo de tempo da integração.

De acordo com Lens (2009), no modelo proposto, foi utilizada plasticidade não

associada, por consequência dos deslocamentos inelásticos não serem normais à superfície

de fratura F , mas sim a um potencial plástico F ∗. Os deslocamentos inelásticos são

determinados por:

{
ẇi

v̇i

}
= λ

{
∂F ∗/∂σ

∂F ∗/∂τ

}
(3.32)

Em que:

λ: módulo da taxa de deslocamentos inelásticos;

∂F ∗/∂(•): define as direções dos deslocamentos.

A Figura 32 mostra a superfície F ∗ comparada com F e dividida em duas partes: a

de compressão e a de tração.

De acordo com a superfície adotada, em compressão, consideram-se somente

deslizamentos inelásticos (wi = 0), porém em tração, deslocamentos inelásticos podem

ocorrer na direção da origem do espaço de tensões. Durante o processo de integração, a

direção dos deslocamentos inelásticos é considerada constante, e as tensões calculadas

pela equação:

{
σ

τ

}
=

{
σel

τ el

}
−

{
Kn

Kt

}{
∂F ∗/∂σ

∂F ∗/∂τ

}
Λ (3.33)

Sendo:

Λ: tempo de integração de λ em passos de tempo ∆t
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Figura 32 – Superfície de ruptura do modelo acoplado: potencial plástico (F ∗) e as direções dos
deslocamentos inelásticos.

Por fim, os deslocamentos inelásticos são calculados por:

{
ẇi

v̇i

}
=

{
∂F ∗/∂σ

∂F ∗/∂τ

}
Λ (3.34)

Destaca-se que a energia de fratura em modo II (GIIc) não entra diretamente na

formulação, porém é obtida indiretamente em função do parâmetro β e do ângulo de atrito

φ, uma vez que φ = arctan τmáx/σmáx. Assim, se β = 1 e tanφ = 1→ GIc = GIIc, todavia se

β = 0→ GIIc =∞.

3.3 MODELOS CONSTITUTIVOS VOLUMÉTRICOS

3.3.1 Modelo Constitutivo para o Concreto Intacto

O modelo constitutivo utilizado para os elementos volumétricos de concreto é linear

elástico, tanto em tração quanto em compressão, conforme ilustra a Figura 33 e descreve a

equação 3.35

σ = Ecε (3.35)
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Figura 33 – Lei constitutiva utilizada para o material concreto.

3.3.2 Modelo Constitutivo para o Aço

No presente trabalho, empregam-se duas relações constitutivas para o aço das

armaduras, de acordo com o modelo adotado pelas análises experimentais e numéricas

que são utilizadas para validar o modelo proposto.

3.3.2.1 Lei Elástica-Perfeitamente Plástica

A lei elástica-perfeitamente plástica para o aço está representada na Figura 34.

Figura 34 – Lei Elástica-Perfeitamente Plástica.

Esta lei pode ser dividida em dois trechos com os seguintes parâmetros:

σs = Esεs −→ 0 < εs < εy (3.36)

σs = fy −→ εs > εy (3.37)

Sendo:

Es: módulo de elasticidade do aço;
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fy : tensão de escoamento do aço;

εy : deformação longitudinal do aço que separa os dois trechos.

3.3.2.2 Lei Elastoplástica com Endurecimento Não Linear

Em algumas análises, o aço das armaduras é considerado um material isótropo com

plasticidade associada de von Mises e endurecimento não linear, logo a relação entre tensão

no aço (σs) e a correspondente deformação (εs) pode ser representada pela Figura 35:

Figura 35 – Lei de endurecimento não linear com saturação.

Neste caso, a relação também pode ser dividida em dois trechos, como segue:

σs = Esεs −→ 0 < εs < εy (3.38)

σs = fy +
(
f∞y − fy

) (
1− e−kεs

)
−→ εs > εy (3.39)

Sendo:

f∞y : limite assintótico da tensão após o escoamento;

k : parâmetro de ajuste.

O parâmetro de ajuste (k ) varia de acordo com que se queira que as tensões normais

se aproximem da assíntota horizontal com menores ou maiores valores de deformações.

3.4 MODELOS DE ADERÊNCIA ENTRE AÇO E CONCRETO

Em geral, em análises de estruturas de concreto armado, considera-se aderência

perfeita entre o concreto e o aço, ou seja, não há escorregamento e nem abertura entre

os dois materiais. Esse tipo de análise é um limite inferior de carga limite do concreto, pois

mais tensão é transferida para o mesmo do que a realidade.
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De modo a se ter uma melhor representação do concreto armado, a questão da

aderência possui maior importância. Desta forma, duas leis de aderência são utilizadas no

trabalho, a primeira proposta por Dörr (1980) e a segunda a do código modelo CEB-FIP

(1993).

Não existe uma lei universal que defina o comportamento de tensão de aderência e

deslizamento para o concreto armado uma vez que esta depende de diversas condições de

contorno do problema.

Para simular este fenômeno, a partir das leis que são utilizadas, também são utiliza-

dos elementos de interface, ou também chamados de elementos de aderência, adotando-se

as relações entre tensões e deslocamentos adequadas às estruturas de concreto de armado,

de acordo com a seguinte configuração:

σ = zw (3.40)

τ = g(v ) (3.41)

Em relação a abertura entre os elementos de concreto e aço, é adotada uma relação

entre tensão normal (σ) e abertura (w ) linear com coeficiente z (Figura 36). Este coeficiente,

nas simulações é determinado de maneira a garantir que, ao final da análise, as tensões

normais entre os elementos de aço e concreto não permitam que ocorram aberturas ou

superposições visíveis entre os elementos de concreto e aço na malha de elementos finitos.

Logo, em geral, o valor do coeficiente z é elevado.

Figura 36 – Relação analítica entre tensão normal e abertura.
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Com relação ao escorregamento, a equação g(v ) é definida para cada modelo de

aderência utilizado, relacionando as tensões tangenciais, e o deslizamento, ou deslocamento

tangencial.

Os elementos de aderência entre elementos de aço e concreto possuem as mesmas

formulações básicas em elementos finitos.

3.4.1 Lei de Aderência de Dörr (1980)

Esta é uma das mais simples leis propostas por Dörr (1980), e é dada pela relação

da Figura 37.

Figura 37 – Relação analítica entre tensão de aderência e deslizamento de Dörr (1980).

Sendo:

τ = ft

[
5
(

v
v1

)
− 4.5

(
v
v1

)2

+ 1.4
(

v
v1

)3
]
−→ 0 < v ≤ v1 (3.42)

τ = τmáx = 1.9ft −→ v > v1 (3.43)

Nestas equações, τ denota a tensão de aderência, τmáx é a máxima tensão aderente

e v1 é o deslocamento transversal, ou deslizamento, a partir do qual há o escorregamento

perfeito (v1 = 0.6 mm).
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3.4.2 Lei de Aderência Código Modelo CEB-FIP (1993)

A relação deste modelo relaciona a tensão tangencial (τ ) e o deslizamento (v )

conforme mostra a Figura 38

Figura 38 – Relação analítica entre tensão de aderência e deslizamento.

Sendo:

τ = τmáx
(
v/v1

)χ −→ 0 ≤ v ≤ v1 (3.44)

τ = τmáx −→ v1 ≤ v ≤ v2 (3.45)

τ = τmáx (τmáx − τf )
(

v − v2

v3 − v2

)
−→ v2 ≤ v ≤ v3 (3.46)

τ = τf −→ v3 < s (3.47)

Na Figura 38, o trecho crescente corresponde a componente adesiva da aderência,

a região abaixo do trecho linear decrescente define a energia de fratura interfacial e a tensão

final corresponde a componente friccional da relação de aderência.

Os parâmetros indicados na relação citada possuem valores propostos pelo código

CEB-FIP (1993), estes valores estão representados na Tabela 2 a seguir:
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Tabela 2 – Parâmetros da relação de aderência.

Concreto Não-Confinado* Concreto Confinado**

Boas condições

de aderência

Outras

condições de

aderência

Boas condições

de aderência

Outras

condições de

aderência

v1 0, 6 mm 0, 6 mm 1, 0 mm 1, 0 mm

v2 0, 6 mm 0, 6 mm 3, 0 mm 3, 0 mm

v3 1, 0 mm 2, 5 mm
Espaçamento

entre nervuras

Espaçamento

entre nervuras

χ 0, 4 0, 4 0, 4 0, 4

τmáx 2
√

fck
√

fck 2, 5
√

fck 1, 25
√

fck

τf 0, 15τmáx 0, 15τmáx 0, 40τmáx 0, 40τmáx

*Ruptura por arrancamento do concreto.

**Ruptura por fendilhamento do concreto entre as barras.
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4 SIMULAÇÃO NUMÉRICA

As simulações são constituídas de ensaios de vigas em flexão a 3 e 4 pontos. Em

geral, todas as vigas têm a configuração ilustrada na Figura 39. Os elementos de interface

estão presentes entre todos os elementos volumétricos de concreto, desta forma, por se

tratar se uma modelagem discreta de fratura, a propagação das fissuras poderá ocorrer em

qualquer direção, seguindo o contorno das faces dos elementos volumétricos de concreto.

Visando facilitar a propagação em qualquer direção é utilizada uma malha composta de

macro elementos quadriláteros formados por 4 elementos triangulares constantes.

Figura 39 – Representação das vigas em elementos finitos.

Outra característica, comum a todas as simulações, é a aplicação de deslocamento

imposto na parte superior das vigas, obtendo-se como resultado da análise o gráfico de

força aplicada x deslocamento do vão da viga.

Além disso, cabe destacar também que as simulações numéricas foram realizadas

em estado plano de deformações (2D), logo, as barras tiveram de ser representadas por

elementos retangulares, conforme a Figura 40.

Figura 40 – Representação do problema em Estado Plano de Deformações.
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A equivalência entre as situações foi feita de maneira a manter a mesma área de

aço e concreto na seção transversal, portanto, a partir do diâmetro das barras calculou-se a

área de aço (As) e, dada a espessura da viga (e), foi possível obter uma altura equivalente

de aço (hs), conforme a equação:

hs =
As

e
(4.1)

Ao se obter o valor de altura equivalente, as barras eram mantidas na mesma posição,

ou seja a distância entre o centro de gravidade das barras até a fibra mais comprimida

de concreto (d) não se alterou com a representação do problema em estado plano de

deformações. Todavia, uma deficiência desta representação é a incompatibilidade entre a

área aderente do modelo e a real, porém, os resultados obtidos mostram não haver uma

substancial importância da aderência na análise.

4.1 ENSAIO DE FLEXÃO EM 3 PONTOS

4.1.1 Descrição do problema

O trabalho experimental desenvolvido por Burns e Siess (1966) constituiu-se do

estudo de vigas de concreto subarmadas submetidas à flexão em 3 pontos, e o principal

objetivo da pesquisa consistiu em avaliar a capacidade de suporte destes elementos

estruturais após o comportamento elástico do concreto, ou seja, com a fissuração do

concreto em tração, escoamento das armaduras de aço, esmagamento do concreto em

compressão, até o colapso da estrutura. A pesquisa objetivou também analisar a influência

da altura das vigas na resposta de fratura destas.

Evangelho (2013) desenvolveu estudos com base em formulações de fratura e

comparou os resultados obtidos com os de Burns e Siess. O presente trabalho, nesta etapa,

trata de uma modificação nas simulações deste autor visando alterar alguns aspectos não

abordados em suas análises.

No trabalho de Evangelho (2013), as vigas de concreto armado também foram

simuladas por meio de uma abordagem discreta de fratura utilizando elementos de interface

entre elementos de concreto e elementos de aderência entre elementos de concreto e de

aço, todavia, os elementos de interface entre elementos de concreto foram empregados

somente entre os elementos do centro da viga, onde há a fissura principal, dominante, em

se tratando da fratura de vigas de concreto armado submetidas à flexão em três pontos

(Figura 41). Como discutido na Fundamentação Teórica, este comportamento é comum a

vigas de concreto armado em flexão com taxa de armadura inferior ao mínimo, visto que,

desta forma a resposta de fratura do elemento se aproxima à do concreto simples, com

fissuras maiores dominantes nas regiões de maiores solicitações em tração. O trabalho

de Burns e Siess (1966) envolveu a análise de vigas subarmadas que se caracterizam
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pelo aparecimento de múltiplas gerações de fissuras primárias que surgem e se propagam

atingindo dimensões consideráveis.

Figura 41 – Representação das vigas de Evangelho (2013) em elementos finitos.

Em consequência disso, no trabalho de Evangelho (2013), a diminuição de rigidez

ocasionada pelo aparecimento de múltipla fissuração era considerada empregando módulos

de elasticidade do concreto bem menores que o real. Assim, o presente trabalho visa analisar

o comportamento das vigas com representação de fissuração generalizada, analisando o

aparecimento e direção de propagação, e avaliando a influência da representação destas

nos modelos.

As vigas do trabalho de Burns e Siess (1966) têm a geometria representada na

Figura 42:

Figura 42 – Geometria das vigas analisadas submetidas à flexão em 3 pontos.

As vigas "série J"constituíram-se de elementos de concreto armado com as seguintes

propriedades geométricas:

Comprimento total (L): 3950 mm;

Distância entre apoios (l): 3650 mm;

Espessura (e): 200 mm.

A altura (h) das vigas era diferente em cada experimento. As vigas possuíam
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armadura positiva e estribos. A armadura positiva consistia de duas barras posicionadas em

diferentes alturas em relação a fibra mais comprimida de concreto (d), e dada a variação da

altura, com o consequente aumento de concreto na seção transversal, a taxa de armadura

(ρsc) também variava em cada viga; já os estribos, constituíram-se de barras espaçadas de

150 mm ao longo do comprimento das vigas. A Tabela 3 resume as diferentes características

geométricas e as armaduras das vigas.

Tabela 3 – Geometria das vigas série J.

Viga h (mm) d (mm) Armadura positiva Estribos ρsc

J1 305 255 2− #8* #3** a 150 mm 1,6%
J10 405 355 2− #8 #3 a 150 mm 1,2%
J4 508 458 2− #8 #3 a 150 mm 1,0%

* Barras #8 possuem diâmetro de 25, 4 mm
** Barras #3 possuem diâmetro de 9, 3 mm

O concreto utilizado, em cada viga, possuía diferentes valores de resistência à

compressão (fc), estes valores foram obtidos experimentalmente e, como se verá em

seguida, são responsáveis por diversas variações nos parâmetros de entrada do modelo

numérico de fratura.

O módulo de elasticidade (Ec) utilizado nas simulações, foi o recomendado pela

NBR 6118 (2014) e determinado pela seguinte expressão para concretos com fck entre 20

MPa e 50 MPa:

Ec = αE5600
√

fck (4.2)

Sendo:

αE : parâmetro que depende da natureza dos agregados;

fck : resistência característica a compressão do concreto em MPa.

Uma vez que em cada viga o valor de resistência à compressão era diferente, dife-

rentes valores para o módulo de elasticidade foram utlizados. O valor de αE utilizado foi de

0,9, que corresponde ao calcário no que se refere a natureza dos agregados, característica

essa citada nos trabalhos de Burns e Siess (1966). Destaca-se aqui que Evangelho (2013)

em suas simulações utilizou um valor de módulo de elasticidade de 14 GPa, que é bastante

inferior em relação a faixa de valores obtidas pela equação 4.2, que gira em torno de 30

GPa, e corresponde ao valor usual para o concreto.

Como citado, na modelagem discreta de fratura, dois parâmetros de entrada são

fundamentais: a resistência à tração (ft ), e a energia de fratura (GF ), que em modo I cor-

respondem respectivamente aos parâmetros σ0
máx e GIc. A resistência à tração do concreto

também pode ser obtida por meio de textos normativos. Novamente, a NBR 6118 (2014)

estabelece a seguinte equação para determinação da resistência à tração do concreto a
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partir do valor de resistência à compressão, para concretos com fck entre 20 MPa e 50 MPa:

ft = 0, 3(fck )2/3 (4.3)

A energia de fratura é obtida por meio da equação 3.15, cabendo destacar que, uma

vez que o diâmetro máximo dos agregados era de 25,4 mm, o valor de GF0 utilizado foi de

0,0465 N/mm.

Assim, os parâmetros do concreto de cada experimento, bem como as propriedades

de fratura calculadas estão listadas na Tabela 4 seguinte:

Tabela 4 – Propriedades do concreto das vigas série J.

Viga fc (MPa) Ec (GPa) ft (MPa) GF (N/mm)
J1 34 29,4 3,15 110
J10 25 25,2 2,60 90
J4 33 29,0 3,10 110

O coeficiente de poisson utilizado para o concreto foi de 0,2. As propriedades do

material aço, por sua vez, foram as mesmas em todos os experimentos, constituindo-se de

um material elastoplástico com endurecimento não linear. Segundo os testes realizados

pelos próprios autores, o aço possuía as seguintes propriedades (ver equações 3.38 e

3.39):

Módulo de elasticidade (Es): 205 GPa;

Coeficiente de poisson (ν): 0,3

Tensão de escoamento (fy ): 330 MPa;

Limite assintótico da tensão após o escoamento (f∞y ): 500 MPa;

Parâmetro de ajuste (k ): 2, 5.

Com relação a lei de aderência, foi utilizada a lei proposta pelo CEB-FIP (1993),

considerando-se o concreto confinado em boas condições de aderência, em função da

utilização de estribos nas vigas ensaiadas. Além disso, foram utilizadas as seguintes

propriedades (ver equações 3.44 a 3.47):

v1 e v2: 1 e 3 mm, respectivamente;

v3 (espaçamento entre nervuras): 10 mm;

Parâmetro χ: 0,4;

τmáx: 2, 5
√

fck ;

τf : 0, 4τmáx.

Destaca-se, por fim, que inicialmente foi utilizada somente a lei linear pós-pico
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(equação 3.8) tanto para a relação entre tensão normal e abertura quanto entre tensão

tangencial e deslizamento. Com esses parâmetros definidos, foram realizadas as simulações

para validação do modelo proposto.

4.1.2 Resultados das simulações

A partir dos gráficos de carga aplicada x deslocamento no centro do vão obtidos

experimentalmente no trabalho de Burns e Siess (1966), foram obtidos numericamente os

mesmos gráficos para comparação.

Com base nas formulações propostas, além das propriedades dos materiais já esta-

belecidas, outros parâmetros numéricos devem ser definidos para aplicação dos modelos

definidos. Nesta análise, os seguintes valores foram utilizados (ver equações 3.26, 3.28 e

3.29):

Fator de acoplamento (β): 1

Parâmetro α: 4

Comprimento característico (lc): 20 mm

Além disso, estabeleceu-se que a resistência ao cisalhamento (τ 0
máx) era superior

a resistência à tração (σ0
máx ou ft ) variando esse valor em cada análise de acordo com os

resultados obtidos. Este é um resultado esperado, considerando-se as relações clássicas

entre ft , fc e o ângulo de atrito (φ) nos modelos de Coulomb (Figura 31). Foram obtidos bons

resultados admitindo-se a resistência ao cisalhamento da ordem de 10 a 20% maior que a

resistência à tração.

A Figura 43 ilustra as malhas que foram utilizadas para as vigas J1, J10 e J4. As

malhas possuem 9350 elementos, sendo deste total 3960 elementos volumétricos, ou seja,

elementos de aço e de concreto, e 5390 elementos de interface, incluindo os elementos de

interface entre elementos de concreto e elementos de aderência entre aço e concreto para

representação dos modelos de aderência.

Figura 43 – Malhas utilizadas na simulações numéricas das vigas J.
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Inicialmente, comparou-se três situações, a resposta obtida pelo modelo sem ele-

mentos de interface e com módulo de elasticidade do concreto de acordo com a Tabela 4, a

obtida ainda sem elementos de interface e com módulo de elasticidade adotado por Evange-

lho (2013), e a resposta numérica obtida no modelo utilizado neste trabalho, com elementos

de interface entre elementos de concreto e elementos de aderência entre elementos de aço

e de concreto. Os resultados obtidos estão representados na Figura 44.

Figura 44 – Comparação dos resultados obtidos em diferentes análises sem interfaces e com
interfaces.

Nota-se que com o uso do presente modelo, foi possível representar a perda de

rigidez do elemento, na região linear, idêntica a obtida por Evangelho (2013) com módulo

de elasticidade menor que o real, no início do carregamento apenas. A partir de um

deslocamento de aproximadamente 2 mm a resposta do modelo com interfaces passa a ser

não linear. Portanto, o simples uso de um módulo de elasticidade corrigido não é capaz de

capturar o efeito da perda de rigidez oriundo da fissuração.

A seguir têm-se a comparação entre os resultados numéricos e experimentais. A

Figura 45 mostra a curva dos resultados experimentais e a obtida numericamente pelo

modelo com interfaces utilizado para a viga J1.
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Figura 45 – Curvas carga aplicada x deslocamento no meio do vão da viga J1.

A viga J1 caracteriza-se por possuir menor altura em relação as demais, e nota-

se pelo resultado obtido que os resultados numéricos tiveram boa concordância com os

resultados experimentais. Além disso, mostra-se na Figura 46 a configuração das fissuras

que surgiram e se propagaram na viga ao longo da simulação numérica.

Figura 46 – Distribuição das fissuras pelo modelo numérico da viga J1.

Já na Figura 47, têm-se as curvas experimentais e numéricas da viga J10. Esta viga

tem altura intermediária entre as vigas J1 e J4 e, além disso, possui também propriedades

do material concreto, como módulo de elasticidade, resistência à compressão e à tração,

bem como consequentemente, energia de fratura, menores em relação às demais vigas.

Notou-se, nesta análise, uma pequena discrepância no comportamento linear da viga, ainda

antes do início da fratura.

Figura 47 – Curvas carga aplicada x deslocamento no meio do vão da viga J10.

Conrado P. Silva Neto (neto_conrado@hotmail.com) - Dissertação de Mestrado - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:neto_conrado@hotmail.com


79

A distribuição das fissuras para a viga J10 está ilustrada na Figura 48, onde percebe-

se que as fissuras atingem maiores alturas da viga em relação a viga J1.

Figura 48 – Distribuição das fissuras pelo modelo numérico da viga J10.

Por fim, tem-se a curva de carga aplicada x deslocamento no centro do vão da

viga J4 (Figura 49). Esta viga possui a maior altura dentre as vigas, e as propriedades do

material concreto desta estão bastante próximas as da viga J1, de menor altura. A viga

J4, em comparação às demais, foi a que possuiu maior divergência com os resultados

experimentais, como se nota pelo gráfico, e essa diferença se deu tanto no trecho linear

quanto após o início da fratura do elemento.

Figura 49 – Curvas carga aplicada x deslocamento no meio do vão da viga J4.

A Figura 50 ilustra a configuração obtida para a viga J4 no final da análise, onde se

percebe que em relação as vigas anteriores, as fissuras atingem alturas ainda maiores.

Figura 50 – Distribuição das fissuras pelo modelo numérico da viga J4.

Deve-se ressaltar aqui que as análises se detiveram, por razões numéricas, no início

do escoamento do aço. Assim, a carga final mostrada nos gráficos é uma representação

do início do processo de ruína das vigas. Logo, a fragilização das vigas com o aumento da

altura (Carpinteri et al., 2010) é notória, ou seja, quanto maior a altura, menor a deflexão até

a carga última (Figura 51). Além disso, nas vigas mais altas, as fissuras também assumiram

um maior comprimento relativo que nas vigas menores.
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Figura 51 – Comparação dos gráficos carga aplicada x deslocamento das vigas série J.

Um segundo estudo foi feito com a viga J1, buscando-se analisar a influência da

alteração da taxa de armadura na resposta desta, avaliando o efeito da mudança de configu-

ração da viga de subarmada para superarmada. Conforme as recomendações da NBR 6118

(2014) viu-se que para mudança de domínio desta viga é necessário aproximadamente o

dobro da quantidade de taxa de armadura utilizada, que passou de 1,6% para 3,2% (Anexo

A).

Na Figura 52a, têm-se as tensões no concreto, e na Figura 52b, as tensões no

aço, ambas em domínio 3, onde se observa que na região superior da viga, as tensões de

compressão atingiram a resistência à compressão do mesmo (34 MPa) enquanto que as

tensões no aço estão próximas a tensão de escoamento (330 MPa).

Já nas Figuras 53a e 53b, têm-se, respectivamente, as tensões no concreto e na

armadura em domínio 4. Neste domínio, nota-se que as tensões de compressão ultra-

passaram o valor da resistência à compressão do concreto, caracterizando o início do

esmagamento do mesmo. E na região da armadura, a redução das tensões indica que

ainda não ocorreu o escoamento no aço.

Cabe salientar aqui portanto, que mesmo empregando um modelo constitutivo

elástico linear para representar o comportamento do concreto comprimido, o modelo foi

capaz de capturar os principais aspectos inerentes à mudança do domínio 3 para o 4,

como mostram as distribuições de tensões no aço e concreto da Figura 52 e da Figura 53.

Na Figura 52, em domínio 3, mais próximo ao escoamento do aço com esmagamento do

concreto na zona comprimida e, na Figura 53, domínio 4, esmagamento do concreto sem

escoamento do aço. Todavia é importante ressaltar que o dimensionamento de vigas no

domínio 4 não é admitido pela referida norma, para evitar uma possível ruptura frágil destes

elementos.
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Figura 52 – Representação das tensões na viga J1 em domínio 3. (a) Tensões de compressão no
concreto (b) Tensões de tração no aço.

Figura 53 – Representação das tensões na viga J1 em domínio 4. (a) Tensões de compressão no
concreto (b) Tensões de tração no aço.

A Figura 54 ilustra a morfologia das fissuras obtida em domínio 4 para a viga J1.

Com a alteração de domínio, e consequente alteração de configuração subarmada para

superarmada, as fissuras da viga em domínio 4 se encontram em menor quantidade,

possuem comprimento menor e se concentram na região central da viga, contrariamente as

vigas em domínio 3 (Figura 46), onde as fissuras se encontram em maior quantidade, mais

bem distribuídas ao longo da viga, e possuem comprimento também maior, tendência de
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comportamento essa evidenciada por Shah et al. (1995) e representada na Figura 11, para

as vigas superarmadas.

Figura 54 – Fissuração da viga J1 no domínio 4.

Foram testadas também diferentes situações de aderência da lei CEB-FIP, entre elas:

concreto confinado e não-confinado, boa e má condições de aderência. A alteração desses

parâmetros não se mostrou um fator determinante nos resultados analisados, não havendo

alteração significativa na curva carga aplicada x deslocamento e pequenas alterações dos

elementos que sofreram ruptura nas regiões próximas a interface entre aço e concreto, para

os níveis de cargas atingidos nas simulações.

Embora não se tenha a distribuição da fissuração dos experimentos, pode-se ob-

servar uma tendência das fissuras no centro serem mais verticais e mais desenvolvidas,

devido a predominância das tensões normais e do modo I de ruptura. A medida que se

afasta do centro em direção às bordas as fissuras têm a tendência de se desenvolverem a

45◦em função da maior influência das tensões de corte. Uma análise mais aprofundada da

morfologia das fissuras é realizada no item a seguir.

4.2 ENSAIO DE FLEXÃO EM 4 PONTOS

4.2.1 Descrição do problema

Nesta seção analisa-se principalmente a capacidade do modelo em capturar o

surgimento e propagação de fissuras nas vigas de concreto armado em comparação com a

modelagem distribuída desenvolvida por Marzec (2007) e com os resultados experimentais

obtidos por Walraven (1978).

Os ensaios constituem-se de vigas analisadas em flexão a 4 pontos, que possuem

portanto, no centro do vão, uma região onde somente atua o momento fletor, sem esforço

cortante e, na região entre as cargas aplicadas e os apoios, há tanto o momento fletor

quanto a ação do cisalhamento, diferentemente do caso das vigas em flexão a 3 pontos,

onde em todo o comprimento da viga se tem a ação tanto de momentos fletores quanto de

esforços cortantes.

A fissuração dominante, que leva ao colapso, na configuração de ensaio em flexão

em 4 pontos, se dá por meio das fissuras na seção crítica, ou seja, nos pontos de aplicação

das cargas. Portanto, estas fissuras são responsáveis pelo colapso caracterizado como

frágil nesta configuração, como ilustra a Figura 13.
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A geometria das vigas simuladas está representada na Figura 55.

Figura 55 – Geometria das vigas analisadas em flexão a 4 pontos.

A Tabela 5 mostra as dimensões de cada viga dos experimentos bem como a

quantidade de armadura utilizada.

Tabela 5 – Geometria das vigas série S.

Viga h (mm) d (mm) L (mm) L′ (mm) l (mm) Armadura positiva ρsc

S1 150 125 2300 1000 1750 1− φ8 e 2− φ10 0,7%
S2 450 420 4000 1000 3400 1− φ20 e 2− φ14 0,7%
S3 750 720 6400 1000 5300 3− φ23 0,8%

Todas as vigas possuíam espessura e = 200 mm, e como pode-se observar apesar

de as dimensões das vigas variarem consideravelmente, o espaçamento entre as forças

aplicadas na parte superior da viga é constante.

Além das propriedades geométricas, os seguintes parâmetros para o concreto foram

utilizados:

Módulo de elasticidade (Ec): 28,9 GPa

Coeficiente de poisson (ν): 0,20

Resistência à compressão (fc): 34,2 MPa

Resistência à tração (ft ): 2,49 MPa

dmáx = 16 mm

Energia de fratura (GF ): 70 N/mm

Enquanto que para o aço, adotando-se ainda as mesmas propriedades das análises

numéricas de Marzec (2007), utilizou-se um modelo elástico-perfeitamente plástico com os

seguintes parâmetros (ver equações 3.36 e 3.37):

Módulo de elasticidade (Es): 205 GPa
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Coeficiente de poisson (ν): 0,30

Tensão de escoamento (fy ): 440 MPa

Com relação a aderência, neste exemplo, utilizou-se a lei estabelecida por Dörr

(1980), sendo o valor do parâmetro v1 foi 0,6 mm (ver equações 3.42 e 3.43).

4.2.2 Resultados das simulações

Nestas simulações, os seguintes valores dos parâmetros do modelo foram utilizados:

Fator de acoplamento (β): 1

Destaca-se que, nestas análises, os valores da relação lc/α utilizada para as vigas

S1, S2 e S3 foram respectivamente 5, 8,75 e 12,5 mm. Uma vez que, o valor de α utilizado

em todos os exemplos foi 4, e o comprimento característico (lc) da malha de elementos

finitos variou, sendo 20 mm para a viga S1, 35 mm para a viga S2 e 50 mm para a S3.

Assim como no exemplo anterior, as malhas se caracterizam por serem mais densas

na região central, onde ocorrerá a concentração das fissuras, para maior precisão na

representação do fenômeno da fissuração. A Figura 56 mostra as malhas usadas nestas

simulações.

Figura 56 – Malhas utilizadas na simulações numéricas das vigas S.

Para a viga S1, foi obtido o gráfico carga aplicada x deslocamento no centro do

vão da Figura 57. Já neste primeiro exemplo, nota-se que a abordagem discreta de fratura

encontrou-se em um patamar mais próximo dos resultados experimentais em relação a

modelagem distribuída.

A segunda resposta obtida foi a distribuição das fissuras pelas três diferentes

análises, ainda para a viga S1, este resultado está representado na Figura 58. Percebe-se

relativa proximidade entre os resultados dos modelos distribuídos e discreto em relação a

fissuração. Uma maneira de se comparar os resultados do modelo utilizado ao resultado

experimental é por meio da quantidade de fissuras de maiores dimensões. Enquanto que

experimentalmente existem 18 fissuras dominantes, no modelo foram obtidas 16, portanto,
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boa concordância sob essa perspectiva. Interessante observar que experimentalmente, à

esquerda, existe uma fissura que tem uma trajetória inclinada mais acentuada, em direção

à carga aplicada; esta fissura também foi capturada pelo modelo.

Figura 57 – Curvas carga aplicada x deslocamento no meio do vão da viga S1.

Figura 58 – Representação da fissuração da viga S1 por diferentes análises.

Outro resultado que se destaca são os elementos da viga que sofreram amoleci-

mento, ou seja, que estão em dano, possuindo relação constitutiva coesiva no ramo de

descarga. A representação da morfologia destes elementos evidencia o conceito de dano

generalizado nos casos do concreto armado. Para um deslocamento de 2,5 mm no centro

da viga, a Figura 59 ilustra esse fenômeno.
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Figura 59 – Representação dos elementos amolecidos e rompidos da viga S1.

É notório que a distribuição dos elementos amolecidos acompanha os elementos

fissurados, com ramificações que indicam o caminho de propagação das fissuras. Além

disso, nota-se também que outras ramificações de elementos amolecidos entre os elementos

fissurados existem, aproximando o resultado do modelo ao experimental. A Figura 59

também mostra que o processo de ruptura é, de fato, controlado pelas fissuras em que há

influência do corte. Além das fissuras serem maiores, estão associadas a uma maior zona

de dano na frente da fissura.

A Figura 60 ilustra os resultados de carga aplicada x deslocamento da viga S2,

que possui maiores dimensões em relação a viga S1, e na malha de elementos finitos

foi utilizado um comprimento característico maior. Com base nesta figura, vê-se que a

modelagem discreta manteve-se ainda mais próxima dos resultados experimentais em

relação a viga S1, e, novamente, o modelo distribuído deu resultado mais rígido em relação

aos outros dois resultados.

Figura 60 – Curvas carga aplicada x deslocamento no meio do vão da viga S2.

Na Figura 61 tem-se, para a viga S2, pelas três abordagens, a fissuração desta viga.

Primeiramente a distribuição das fissuras pela análise experimental, seguida dos elementos

que fissuraram pela análise distribuída e por último os elementos de interface que romperam

na análise discreta do presente trabalho.
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Figura 61 – Representação da fissuração da viga S2 por diferentes análises.

Fazendo-se aqui também a comparação entre a quantidade de fissuras, experi-

mentalmente existem 14 fissuras mais desenvolvidas. Em comparação com a viga S1, no

entanto, há mais fissuras menores. Nos resultados numéricos obtiveram-se 10 fissuras

dominantes. Mais uma vez, os modelos distribuído e discreto possuem boa concordância

em relação a região de concentração das fissuras, bem como a forma destas.

A Figura 62 mostra os elementos amolecidos desta viga para um deslocamento de

3 mm. Percebe-se um dano mais intenso na zona central, em comparação com a viga S1.

Esta distribuição do dano pode explicar a formação mais intensa de fissuras menores obtida

experimentalmente.

Figura 62 – Representação dos elementos amolecidos e rompidos da viga S2.

Outro aspecto interessante capturado numericamente é a tendência de fissuras

menores sofrerem um processo de aglutinamento, junto as zonas de alta tensão no concreto,

para então formarem uma única fissura dominante.

A Figura 63 mostra as curvas experimental e numéricas da viga S3. Embora a

resposta do trecho linear inicial do modelo discreto utilizado tenha se afastado um pouco da

experimental, boa concordância foi obtida a partir da fissuração da concreto, principalmente

em relação aos resultados da modelagem distribuída.
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Figura 63 – Curvas carga aplicada x deslocamento no meio do vão da viga S3.

A Figura 64 ilustra a fissuração da viga S3 obtida nas situações em análise. Nota-se

aqui que experimentalmente obtiveram-se 10 fissuras dominantes enquanto que pela mode-

lagem discreta existem 13 fissuras, portanto, nesta viga, o modelo superou a quantidade de

fissuras obtidas pelos experimentos, embora experimentalmente ainda existam muito mais

fissuras menores. Todavia, manteve-se ainda a tendência de boa concordância entre os

resultados da morfologia da fissuração entre os modelos distribuído e discreto. Percebe-se

novamente uma predominância das fissuras influenciadas pelo corte numericamente. As

fissuras mais desenvolvidas coincidem com a posição da seção crítica. Novamente, houve

a coalescência de fissuras menores em fissuras dominantes.

Figura 64 – Representação da fissuração da viga S3 por diferentes análises.
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Por fim, têm-se a distribuição dos elementos amolecidos da viga na Figura 65 para

um deslocamento de 3,5 mm no meio do vão da viga. Neste caso, a morfologia destes

elementos manteve-se em concordância em relação a viga S2, ou seja, concentraram-se

no meio do vão, entre as fissuras, o que mostra a existência do dano nesta região e pode

ser relacionado, novamente, à existência das fissuras menores experimentalmente.

Figura 65 – Representação dos elementos amolecidos e rompidos da viga S3.

Uma análise qualitativa da fissuração também pode ser feita com base na distribuição

de tensões nas vigas. A Figura 66 e Figura 67 ilustram as tensões ao longo da análise das

vigas S1 e S3.

Pelas figuras, percebe-se que, de começo, a distribuição das tensões é, como

esperado, linear elástica. Em seguida, nota-se o surgimento das primeiras gerações de

fissuras na região em que atua somente o momento fletor, e devido a existência de apenas

esforços de tração, essas fissuras se propagam de maneira retilínea, perpendicular ao

comprimento da viga.

Inicialmente, na viga S1, as fissuras se concentram ainda abaixo das barras de

aço, e posteriormente, novas gerações de fissuras aparecem e as fissuras atravessam as

armaduras, atingindo alturas maiores. Em última instância, em ambas as vigas, fica claro o

aparecimento de fissuras inclinadas nas regiões em que há o efeito do cisalhamento.

Figura 66 – Distribuição das tensões da viga S1 durante a análise.

Modelagem da Fratura do Concreto Armado por meio de Interfaces Coesivas



90

Figura 67 – Distribuição das tensões da viga S3 durante a análise.

É perceptível também, com base na distribuição de tensões, que na viga de maior

dimensão, S3, as fissuras se propagaram mais rapidamente ao longo da simulação em

comparação a viga menor, S1. Enquanto que na viga S1, para um deslocamento de 1,4 mm,

correspondente a 30% do deslocamento máximo obtido na análise (Figura 57), as fissuras

ainda estão em suas primeiras gerações e ainda não ultrapassaram a barra de aço; na viga

S3, com um deslocamento de 2 mm, também correspondente a 30% do máximo obtido

(Figura 63), existem mais fissuras e estas já ultrapassaram a armadura. O mesmo pode ser

observado ao longo da análise e ser relacionado com o surgimento das fissuras inclinadas

nas regiões de corte, que determinam o colapso das vigas em ensaio de 4 pontos. Para

viga S1, as fissuras inclinadas nestas regiões surgem já no final da análise, a partir de

deslocamentos superiores a 80% do máximo analisado. Já para a viga de maior altura,

S3, observa-se que fissuras inclinadas na região de corte surgem para deslocamentos

superiores a 60% do máximo analisado.

Esse fenômeno, no qual as vigas mais altas têm a tendência de produzir fissuras de

corte que se desenvolvem mais rapidamente, também foi observado por Walraven (1978).

Todavia, em suas análises, estudou-se a fissuração nas diferentes vigas em relação a uma

mesma carga de cisalhamento nominal. Com base nisso, para uma mesma tensão de

cisalhamento nominal (Q = P/h.e = 0, 6 MPa, sendo que P corresponde a carga aplicada),

a Figura 68 ilustra a morfologia das fissuras para as três vigas analisadas, onde se vê

tendência descrita.

Percebe-se pela Figura 68, que o dano, representado pelos elementos que sofreram

amolecimento, é maior em vigas de alturas maiores para a mesma tensão de cisalhamento

nominal. Assim, vigas de altura maior tendem a sofrer maior dano e, consequentemente,
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possuir maior fissuração em relação as vigas de menores alturas, mantendo-se constante a

carga de cisalhamento nominal, nas regiões onde atua de corte.

Figura 68 – Morfologia das fissuras e do amolecimento das vigas para a mesma tensão nominal.

Pela análise geral dos resultados, observa-se a tendência dos resultados numéricos,

em sua maioria, subestimarem o número de fissuras dos experimentos, especialmente em

relação às fissuras menores. Isso pode ser justificado pelo fato de que a configuração da

viga do resultado experimental é a obtida após colapso total da estrutura, ou seja, após o

escoamento do aço e esmagamento do concreto, enquanto que, as análises numéricas

representam a fissuração da viga ainda antes do escoamento do aço. Observou-se também

que o uso de uma relação lc/α maior nos casos de maiores alturas provavelmente explica

a maior discrepância dos resultados no início do carregamento nestes. Este efeito será

melhor investigado no item seguinte.

Além disso, outra característica interessante é que, embora o problema seja simétrico,

a morfologia das fissuras não é, esse fenômeno acontece devido a arredondamentos

numéricos. Todavia, as análises numéricas realizadas conseguem capturar fenômenos

interessantes como a mudança de trajetória nas fissuras (como se observa nas vigas S2

e S3) com a evolução do processo de ruptura; bem como a coalescência de pequenas

fissuras em fissuras maiores.

Finalmente, em relação aos ensaios de flexão em 3 e 4 pontos, pode-se destacar

também que o modelo foi capaz de representar a tendência representada na Figura 13,

descrita por Shah et al. (1995). As fissuras dominantes em ensaios de 3 pontos se concen-

tram no centro da viga, de forma bem distribuída enquanto que em ensaios de flexão em 4

pontos, as fissuras dominantes são as inclinadas que se concentram nas regiões onde atua

o cisalhamento.
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4.3 INFLUÊNCIA DOS PARÂMETROS DO MODELO NOS RESULTADOS

DAS ANÁLISES

Esta parte do trabalho visa estudar os principais parâmetros de entrada do modelo,

avaliando a influência destes nos resultados obtidos. Foram analisados três parâmetros, o

parâmetro α, que constitui um parâmetro adimensional, geralmente na faixa entre 1 e 100,

e relaciona-se à abertura e deslizamento elástico do modelo, a lei pós-pico, que relaciona a

tensão e abertura ou deslizamento do elemento de interface após sua ruptura, e a energia

de fratura.

4.3.1 Energia de Fratura

Conforme discutido na fundamentação teórica, os valores de energia de fratura

em modo I para vigas de concreto estão normalmente entre 40 N/mm e 200 N/mm, de

acordo com os valores fornecidos pelo código CEB-FIP (1993) e por Elfgren (1989). Embora

determinante no comportamento do concreto simples, costuma-se atribuir pouca importância

a este parâmetro no concreto armado. Resolveu-se então investigar a influência do mesmo

no contexto da fratura discreta. Na Figura 69, têm-se as curvas obtidas para energias de 50,

100, 150 e 200 N/mm.

Figura 69 – Influência da variação da energia de fratura da viga S3 no gráfico carga aplicada x
deslocamento.
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A primeira característica que se nota pela Figura 69 é que, para valores maiores

de energia de fratura, a curva possui maior inclinação ou maiores valores de carga, como

esperado. A modelagem diverge após maior número de passos e, portanto, atinge des-

locamentos maiores em relação às energias de fratura menores. Para um deslocamento

de 4 mm, alterando-se a energia de fratura de 50 N/mm para 200 N/mm a força aplicada

aumenta de 55 kN para 67 kN, logo, para uma energia de fratura quatro vezes maior, a

carga tem um acréscimo de aproximadamente 20%,

Além disso, pela análise da Figura 70, percebe-se que maiores valores de energia

reduzem bastante a quantidade de fissuras da viga, bem como aumenta o espaçamento

entre elas, enquanto que, para vigas com menor energia de fratura, há maior quantidade de

fissuras e menor espaçamento entre as mesmas, como também era de se esperar.

Figura 70 – Influência da variação da energia de fratura da viga S3 na fissuração.

4.3.2 Lei Pós-Pico

Foram estabelecidas três leis pós-pico distintas para análise: a lei linear, a lei bilinear

e a lei exponencial, conforme ilustrado na Figura 28. Na Figura 71 tem-se a influência da

variação desta lei no diagrama carga aplicada x deslocamento da viga

Pela análise do gráfico, nota-se que não há significativa mudança nos resultados

das análises, uma vez que, como esperado, o trecho linear manteve-se idêntico e o início da

fissuração se deu praticamente no mesmo ponto para as três situações, bem como, durante

a fissuração, pequenas variações foram obtidas.

Já a distribuição das fissuras em cada lei utilizada sofreu alteração. De acordo com

a Figura 72, a utilização das leis bilinear e exponencial reduziu bastante a quantidade de
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fissuras presentes. A lei bilinear caracterizou-se por fissuras menores, enquanto que, na

lei exponencial, destaca-se a presença de duas fissuras dominantes que se propagam em

direção aos pontos de aplicação das cargas da viga.

Figura 71 – Influência da variação da lei pós-pico da viga S3 no gráfico carga aplicada x desloca-
mento.

Figura 72 – Influência da variação da lei pós pico da viga S3 na fissuração.

Comparando-se com o item 4.3.1, observa-se que a utilização das leis bilineares

e exponenciais tem um efeito similar a utilização de uma maior energia de fratura, no que
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se refere a morfologia das fissuras. Uma explicação para isso, é o fato de que, para uma

mesma área, estas leis levam a uma abertura de ruptura bem maior que a lei linear. Logo,

o engrenamento associado a estas duas leis é maior. Para se verificar isso, na Figura 73

mostra-se também a zona de dano de fratura para as diferentes leis.

Figura 73 – Elementos que sofreram amolecimento de acordo com as três leis distintas.

4.3.3 Parâmetro α

Foram testados diferentes valores do parâmetro adimensional α. Estabeleceu-se

uma faixa de valores entre 1 e 50 para se estudar a influência deste parâmetro nos

resultados. A Figura 74 mostra os resultados de carga aplicada x deslocamento obtido.

Conforme ilustra a Figura 74, em geral, o aumento do valor de α resulta no aumento

da rigidez do elemento estrutural. Porém, para valores baixos de α entre 1 e 3, significativas

variações nos resultados podem ser notadas. Enquanto que, para valores maiores de α,

variações na carga menores foram obtidas. Portanto, a variação deste parâmetro é mais

significativa para valores menores deste e, com o seu aumento, a mudança do mesmo

possui menor influência nos resultados. Para exemplificar este fato, para um deslocamento

de 5 mm, com o uso de α = 1, se tem uma carga de 52 kN, e para α = 3 a carga é de

66 kN, logo há uma variação de aproximadamente 25% no valor desta, enquanto que, se

compararmos a carga de 69 kN obtida para α = 4 nas análises numéricas, com os valores

de carga entre 66 e 76 kN obtidas para α entre 5 e 50, a variação nos resultados é de no

máximo 10%.

Observa-se também que em relação aos resultados experimentais, o aumento do

valor deste parâmetro tende a uma melhor correspondência no gráfico carga aplicada x

deslocamento na região inicial, linear. Enquanto que após esse trecho, valores maiores de

α distanciam a resposta do modelo comparado a experimental.
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Figura 74 – Influência da variação do parâmetro α da viga S3 no gráfico carga aplicada x desloca-
mento.

Avaliou-se, também, nesta etapa, a influência deste parâmetro na distribuição das

fissuras da viga conforme mostra a Figura 75. De maneira geral, nota-se que para valores

menores de α as fissuras tendem a se concentrar mais na região central da viga e se

propagar de maneira a atingir alturas menores em relação a valores superiores de α, onde

evidencia-se a propagação de fissuras até as regiões superiores da viga.

Portanto, apesar de ser um parâmetro puramente numérico, este pode ter uma

influência importante nos resultados, sendo portanto uma dificuldade associada ao método.
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Figura 75 – Influência da variação do parâmetro α da viga S3 na fissuração.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

5.1 CONCLUSÕES

No presente trabalho, buscou-se representar o comportamento de vigas de concreto

armado em flexão empregando um modelo discreto de fissuração. A validação do modelo

utilizado foi feita utilizando resultados experimentais de diferentes autores, comparando-se

o diagrama de carga aplicada x deslocamento para diversas situações. Além disso, visou-se

também, representar a distribuição adequada das fissuras nestes elementos estruturais e

explorar a capacidade do modelo em retratar este fenômeno.

Nos ensaios de flexão em 3 pontos, a partir da análise dos resultados de Burns e

Siess (1966), concluiu-se que o modelo é bastante satisfatório e representa com coerência

o comportamento de vigas subarmadas e foi capaz de representar:

• A perda de rigidez associada à fissuração no concreto;

• A maior fragilização de vigas de maior altura.

Além disso, notou-se que o modelo é capaz de simular também o comportamento

de vigas superarmadas e obter resultados em conformidade com a literatura. Concluiu-

se também que a variação dos parâmetros da lei de aderência utilizada possui pequena

importância nos resultados da análise.

Já nos ensaios de flexão em 4 pontos, em relação aos resultados experimentais de

Walraven (1978), pode-se concluir que o modelo conseguiu capturar:

• A relativa maior fissuração em corte nas vigas de maior altura (para mesma tensão

nominal);

• A dominância das fissuras de corte no processo de colapso, pois tendem a se

desenvolver mais rapidamente do que as fissuras de modo I puro;

• Uma boa correlação da morfologia com a fissuração experimental, se for considerado

também as zonas danificadas.

Com base nos resultados gerais obtidos, algumas conclusões importantes podem

ser destacadas:

• Com o modelo discreto é possível a representação da fissuração no concreto armado

mesmo considerando o aspecto generalizado desta fissuração;
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• O gerenciamento de nós e elementos de interface na zona da armadura se mostrou

adequado (ver Figura 22), havendo a propagação ou comunicação das fissuras através

da armadura;

• Detalhes do processo de fissuração como o aglutinamento de fissuras menores em

uma fissura maior, foi capturado;

• Em termos práticos, a relação lc/α é determinante nos resultados. Uma relação

lc/α ≤ 5 mm demonstrou ser a mais conveniente.

5.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

A partir das considerações feitas, podem-se estabelecer alguns aspectos para

futuros estudos:

• A influência da malha de elementos finitos é um aspecto que deve ser avaliado com

maior precisão. Em se tratando de mecânica da fratura aplicada ao concreto, as

malhas utilizadas podem ser consideradas até certo ponto ainda grosseiras, e o seu

refinamento pode levar a resultados melhores.

• Os parâmetros de fratura em modo II, como discutido na Fundamentação teórica,

ainda são estimados com base na calibragem do modelo em si e, devido as dificul-

dades do estabelecimentos da ordem de grandeza destes experimentalmente, os

valores utilizados podem não corresponder a realidade e incorrer a certas variações

dos resultados. A medida que novos estudos dessas propriedades surjam, estes

devem ser aplicados ao modelo para verificar sua validade.

• A utilização de um modelo mais realístico (comportamento não linear) para o concreto

em compressão.

• A aplicação de modelos elastoplásticos para se representar, com maior fidelidade,

a lei de aderência entre o aço e o concreto também pode ser um fator de alteração

significativa nos resultados, levando a melhoria destes.
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ANEXO A – ALTERAÇÃO DE DOMÍNIO DAS VIGAS

De acordo com a NBR 6118 (2014), vigas subarmadas são as que se encontram

em domínio 3, ou seja, as que a posição da linha neutra na seção transversal da viga está

entre os limites x23 (que divide os domínios 2 e 3) e xlim (que divide os domínios 3 e 4). Para

concretos com fck inferior a 50 MPa, o valor de x23 é dado por:

x23 = 0, 259.d (A.1)

E o valor de xlim é dado pela expressão:

xlim =
εcuEs

fy + εcuEs
d (A.2)

Onde, também para concretos com fck inferior a 50 MPa, εcu vale 0,0035. A partir da

seguinte equação:

As =
αcefcx

fy
(A.3)

Sendo αc = 0, 85 para concretos de fck menor que 50 MPa. Com o valor da quan-

tidade de armadura utilizada, pode-se determinar a atual posição da linha neutra (x) das

vigas e estimar a quantidade necessária de armadura para se mudar do domínio 3 para o 4.

A Tabela 6 resume os valores de x, x23 e xlim das vigas J1 e J10.

Tabela 6 – Valores dos limites entre domínios.

Viga x (mm) x23 (mm) xlim (mm)
J1 88 66 150

Logo, com base a equação A.3 e na tabela 6, nota-se que para que o valor de x seja

superior ao valor de xlim e, portanto, a viga J1 passe para o domínio 4 (viga superarmada),

pode-se utilizar o dobro da quantidade de aço (As) utilizada inicialmente. Assim, a taxa de

armadura passa de 1,6% para 3,2%.
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