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RESUMO 

Este t rabalho consiste numa abordagem inicial sobre o dengue e as

pectos epidemiológicos ut ilizados no desenvolvimento de um modelo de transmissão 

para esta doença infecciosa. O objetivo é desenvolver e implementar o modelo epi

demiológico SEIR de transmissão do dengue associado ao modelo para sistemas 

"multi-patch" : com a finalidade de avaliar teoricamente o efeito da migração dos 

humanos no curso da epidemia em redes de populações acopladas. Apresentam-se o 

modelo SEIR de transmissão do dengue, com dinãmica vital, para uma população 

hipotética interagindo, e o modelo para sistemas "multi-patch" associado ao modelo 

SEIR, considerando a migração nas redes de populações acopladas, onde uma po

pulação é dividida em sítios. Com simulações numéricas pode-se avaliar a progressão 

da epidemia nesta rede, bem como verificar o efeito da migração dos humanos. 
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sLIOTECAS 

SISTEMA DE BAIL DE MATEMÁTICA 
" i ECA SETORI~< 



ix 

ABSTRACT 

This vvork consists of an initial survey over dengue and its epidemic 

aspects used in the development o f a transmission pattern of this infect ious disease. 

The goal is to develop an epidemiological dengue transmission model (SEIR model) 

associated with a multi-patch system in order to theoretically evaluate the human 

migration effect during the epidemic. The SEIR transmission model is presented 

with vital dynamics in an interacting hypothetic set of humans and mosquitoes, 

considering the movement in coupled map lattices, in which a population is split in 

patches. Using numerical simulations we could evaluate the epidemic growth in this 

lattice as well as the human movement. 
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1 INTRODUÇAO 

Quando uma doença se espalha em uma comunidade "fechada" 1 através 

do contato entre pessoas infectadas e sadias, tem-se uma epidemia, segundo Bas

sanezi e Ferreira Júnior (7]. O estudo de epidemias tem uma larga história, com uma 

vasta variedade de modelos e explanações a respeito da propagação e das causas de 

surtos epidêmicos, conforme Murray [41]. O estudo da ocorrência de uma doença é 

o que se chama de epidemiologia. 

A tarefa de construir um modelo matemático para a análise da trans

missão de uma doença através de uma comunidade resulta em muitas questões inte

ressantes, algumas de natureza biológica e outras de natureza puramente matemática. 

O crescimento da patologia no último século tornou possível tal construção, de forma 

que os modelos podem ser utilizados para reproduzir resultados qualitativos interes

santes [39]. Dessa idéia surgiu, então, o que se chama de Epidemiologia Matemática 

[36]. 

A modelagem matemática é muito útil no estudo do mecanismo de 

transmissão de uma doença visto que auxilia na análise das interações ocorridas na 

transmissão em uma determinada população, bem como permite descrever a trans

missão do vírus. Esses modelos matemáticos permitem simulações que oportunizam 

experimentar a progressão de urna epidemia, apesar de não haver dados seguros para 

se trabalhar. A epidemiologia matemática tem permitido compreender e explorar a 

dinâmica de propagação de várias doenças transmissíveis. 

Os modelos matemáticos devem ser dinâmicos e considerar fatores como 

características das doenças infecciosas e interação entre os indivíduos envolvidos, 

pois, assim, fornecem informações que ajudam nas estratégias para o controle ou 

erradicação dessas doenças. 

1 Consideramos uma comunidade "fechada" aquela em que a população eventualmente diminui , 
se morrer alguém devido à doença em questão, e só pode aumentar quando ali nasce alguma 
criança. 
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A literatura sobre este assunto é extensa [1], [2], [3], [5], [6J, [7], (15], 

(27J, (28J, (29] e [41] e é fonte importante de informações a respeito da modelagem 

matemática. 

O dengue, doença que afeta o mundo com sérias epidemias, tem exigido 

atenção especial visando a redução de sua morbidade e mortalidade. Considerada 

um dos principais problemas de saúde pública no mundo, seus vírus são considerados 

os mais importantes arbovírus (vírus transmitidos por insetos) transmitidos para os 

seres humanos, conforme Miorelli [39] . 

A literatura sobre dengue, por se tratar de um problema de saúde 

pública que preocupa o mundo todo: é bastante extensa. Podemos citar mais algu

mas fontes: [9], [16], [25], [30], [32), [38), [47) e [49]. O estudo desses modelos epi

demiológicos possibilita avaliar a evolução de epidemias em populações hipotéticas. 

Este trabalho visa ilustrar os fundamentos teóricos utilizados na mo

delagem e na simulação do modelo determinístico (SEIR) de transmissão do dengue 

proposto por Newton e Reiter [43], bem como investigar o efeito da migração na 

dinâmica do modelo, proposto por Jansen and Lloyd [31], em redes de populações 

acopladas. 

1.1 O Dengue 

O dengue, também conhecido como "febre quebra-ossos", é uma doença 

viral de curta duração, de gravidade variável, a qual tem como principal transmissor 

o mosquito Aedes Aegypti, que ocorre nas áreas tropicais e subtropicais, onde há 

condições para o desenvolvimento do mosquito transmissor. 

O dengue é um dos principais problemas de saúde pública no mundo. 

A Organização Mundial de Saúde (OMS) estima que cerca de oitenta milhões de 

pessoas se infectem anualmente em cem países de todos os continentes, exceto na 

Europa [22] . 
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O vírus do dengue é um arbovírus (vírus transmitido por artrópodes) 

pertencente ao gênero Flavivirus, da família Flaviviridae. São conhecidos quatro 

sorotipos de vírus causadores de dengue, denominados DEN-1 , DEN-2, DEN-3 e 

DEN-4. 

Os hospedeiros naturais para o vírus do dengue são os seres humanos 

(únicos capazes de desenvolverem manifestações clínicas) , os mosquitos do gênero 

Aedes e os pequenos primatas (que desenvolvem apenas viremia). 

A infecção por qualquer um dos quatro sorotipos pode provocar um 

amplo espectro de reações no ser humano, desde infecções assintomáticas (pólo "be

nigno>') até a forma hemorrágica da doença, no outro pólo, segundo Cunha (13]: 

• Infecção assintomática: Em geral, a maioria das pessoas infectadas 

não apresenta quaisquer manifestações clínicas. A idade, o estado imune 

do indivíduo, a constituição genética e fatores ambientais podem influ-

enciar no não-surgimento de sintomas. 

• Febre indiferenciada: Nos lactentes e crianças menores, a infecção 

pelo vírus do dengue pode apresentar-se como uma doença febril ines

pecífica, que dura de um a cinco dias e pode ser acompanhada de farin

gite, rinite e tosse branda, o que não permite diferenciá-la de outras 

infecções virais ou bacterianas. 

• Dengue clássico: Após um período de incubação, geralmente de qua

tro a seis dias, têm início os sintomas do dengue clássico, cujo quadro 

clínico pode ser muito variável. Geralmente, a primeira manifestação é 

a febre, de início abrupto, seguida de cefaléia, prostração, artralgia (dor 

nas articulações) , anorexia (perda de apetite), náuseas, vômitos, mani

festações intestinais, entre outros. Alguns aspectos clínicos podem estar 

relacionados com a idade do paciente. A dor abdominal generalizada 

pode ocorrer, principalmente nas crianças. Os adul tos podem apre

sentar pequenas manifestações hemorrágicas, tais como gengivorragia 
UFRGS 
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e sangramento gastrointestinal. Mais raramente, alguns indivíduos po

dem apresentar manifestações clínicas de comprometimento do sistema 

nervoso central. A duração da doença varia de cinco a sete dias. Geral

mente, com o desaparecimento da febre ocorre a regressão dos sinais 

e dos sintomas, podendo ainda persistir a fadiga, o que impede que o 

indivíduo retorne imediatamente às suas atividades cotidianas. 

• Dengue hemorrágico: Todos os graus da doença são considerados 

febre hemorrágica do dengue (FHD), ao passo que somente os graus 

III e IV são considerados síndrome do choque do dengue (SCD) con

forme Miorelli [39]. Segundo a OMS, o dengue hemorrágico sem choque 

apresenta-se com sintomas semelhantes aos do dengue clássico, porém 

rapidamente evoluem para manifestações hemorrágicas. Os casos típicos 

da FHD são caracterizados por febre alta, fenômenos hemorrágicos, in

suficiência circulatória, entre outros sintomas não específicos, podendo 

durar de dois a sete dias. O período de incubação para FHD /SCD pode 

ser mais curto (três dias) ou bastante longo (cerca de quatorze dias) , d u

rando, em média, cerca de quatro a seis dias. Todos os quatro sorotipos 

podem causar FHD /SCD, porém tal doença parece comumente asso

ciada com os sorotipos DEN-2 e DEN-3. Durante a fase relativamente 

benigna da doença (febre, mal-estar , vômitos, cefaléia, anorexia, etc.) , 

fica muito difícil distinguir FHD /SCD do dengue clássico ou de outras 

infecções virais. Na síndrome do choque do dengue (SCD), ou dengue 

hemorrágico com choque, surge uma segunda fase, quando da queda 

da temperatura corporal (entre o terceiro e o sétimo dia da doença) . 

Nessa fase, os sintomas são pele fria, manchada e congestionada e pulso 

rápido, entre outros. As dores abdominais são freqüentemente referidas 

antes do choque, que, se profundo, torna a pressão sanguínea e o pulso 

imperceptíveis. O paciente pode recuperar-se rapidamente após terapia 

antichoque apropriada. No entanto, o choque não t ratado pode evoluir 
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com graves sangramentos gastrointestinais e em outros órgãos, levando 

o paciente a falecer em doze a vinte e quatro horas. 

Uma pessoa infectada nunca poderá transmitir o vírus para outras pes

soas, porém permanece infectante para o mosquito por cerca de seis dias. O trata

mento restringe-se ao repouso e à medicação sintomática, já que não há terapêutica 

específica. A infecção por um dos sorotipos confere proteção permanente para o 

mesmo sorotipo e imunidade parcial e temporária para os outros três. 

Há uma hipótese acerca do FHD/SCD, a qual estabelece que somente 

pessoas que experimentaram uma segunda infecção, com um sorotipo diferente da 

primeira, apresentam FHD/SCD. Outros fatores são também considerados: sexo 

(tais infecções são mais freqüentes em mulheres), estado nutricional e o intervalo de 

tempo entre a primeira e a segunda infecção, conforme Hernández [26]. 

Na ausência da vacina, a vigilância e o controle vetorial permanecem 

como a única alternativa de prevenção. 

1.2 Os Vetores 

São mosquitos culicídeos do gênero Aedes. A principal espécie trans

missora é Aedes Aegypti, que causa sérias epidemias. As fêmeas adultas infectadas 

transmitem a doença ao se alimentarem de sangue humano, o qual é necessário para 

o desenvolvimento de seus ovos [12]. As outras espécies transmissoras são: 

• Aedes Albopictus ; 

• Aedes Scutellaris; 

• Aedes Polyniensis. 

UFRGS 
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1.2.1 O mosquito Aedes Aegypti 

Aedes Aegypti é considerado o vetor primário do dengue ao longo do 

mundo por causa de seu alto grau de suscetibilidade para infecção do vírus e sua 

associação íntima com a habitação humana, segundo Gubler, citado por [45]. 

O Aedes Aegypti apresenta distribuição nas regiões tropicais e subtro

picais. Alguns fatores extrínsecos, como chuva, temperatura, altitude, topografia, 

umidade, condicionam a sobrevivência desses vetores. É uma espécie essencialmente 

urbana, pois sua convivência com o homem é favorecida pela utilização de recipientes 

artificiais que contenham água limpa para o desenvolvimento de suas formas imatu

ras, primordialmente doméstica, antropofílica. Sua domesticidade é comprovada 

pelo fato de ambos os sexos serem encontrados em proporções semelhantes dentro 

de casas e nos abrigos peridomiciliares. O Aedes Aegypti espalhou-se por uma área 

onde vivem cerca de 3,5 bilhões de pessoas em todo o mundo. Nas Américas, está 

presente desde os Estados Unidos até o Uruguai, com exceção apenas do Canadá e 

do Chile, por razões climáticas e de altitude [22]. 

O ciclo evolutivo do Aedes Aegypti pode ser dividido em duas fases, 

aquática e aérea, passando por quatro estágios bem definidos: ovo, larva, pupa e 

mosquito adulto. 

TERCfiRO ESTÁGIO 
OAlARVA 

OUARTO ESTÁGIO 
OAL<\RVA 

Figura 1.1: Estágios de desenvolvimento do Aedes Aegypti 
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Os mosquitos adu ltos podem ser reconhecidos por suas linhas prateadas 

no tórax em forma de lira e pelas listras brancas nos segmentos tarsais [12]. 

Figura 1.2: .Mosquito Acdes Aegypti [33] 

Esforços para reduzir a transmissão elo dengue por controle elo Aedes 

J1 cgyptí têm ele considerar suas característi cas ele comportamento ímpar, incluindo 

aqueles contaminados por infecção do vírus do dengue (44]. 

O mosquito utiliza recipientes artificiais com água parada (relativa

mente limpa) para depositar seus ovos , que são fixados acima do nível da água. 

Estes resistem a longos períodos ele dessccação, o que permite que sejam trans

portados a grandes distâncias, em recipientes secos, l.ornanclo-se, assim , o principal 

meio de dispersão elo inseto (d ispersão passiva) (20]. Locais onde normalmente suas 

larvas são encontradas: pneus, pratos de vasos, latas, ga.rrafas, vidros, piscinas, en t re 

outros. 

Tanto os machos quanto as fêmeas alimentam-se de néctar e líquidos 

doces, mas somente a fêmea é hematófaga. 

As fêmeas picam preferencialmente ao amanhecer e próximo ao crepús

culo, mas podem fa.zê-lo a qualquer hora do dia. Podem picar qualquer animal, mas o 

homem é o mais atacado. Esta espécie abandona o hospedeiro ao menor movimento, 

passando, dessa forma, por vários hospedeiros e disseminando, assim, a doença (-1] . 

Outro fator interessante a considerar é que os mosqui tos permanecem próximos aos 
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criadouros, onde ocorre o acasalamento. As fêmeas não voam mais de cinqüenta 

a cem metros durante toda a sua vida, o que contradiz a natureza explosiva com 

que as epidemias de dengue se alastram [46]. Entretanto, já foi demonstrado que 

urna fêmea grávida pode voar até três quilômetros em busca de local adequado para 

ovoposição, quando não há recipientes apropriados nas proximidades (20). 

Como as fêmeas apresentam hábitos diurnos e praticam hematofagia 

para maturação dos ovos, apresentam de dois a três ciclos gonotróficos2 durante a 

vida e podem ovipor de cem a duzentos ovos por vez. Após a eclosão dos ovos, 

passam por quatro estágios larvais e pela fase final de desenvolvimento aquático 

(pupa). Em condições ótimas, acredita-se que o período larvário pode completar-se 

em cinco dias, ou estender-se por semanas em condições inadequadas [44] . 

1.2.2 O mosquito Aedes Albopictus 

O mosquito Aedes Albopictus (o "mosquito Tigre"), considerado o vetor 

original do dengue, é agora um vetor secundário. Nativo da região asiática, opera 

como um vetor rural da doença (34). 

É uma espécie primordialmente silvestre, mas que vem se adaptando 

à vida urbana, onde pode se reproduzir em recipientes artificiais, como tocos de 

bambus, ocos de árvores, pneus, vasos de plantas, cascas de fruta, etc. Possui 

hábito diurno, assim como o Aedes Aegypti. 

Esta espécie foi introduzida no Brasil através do comércio vindo da 

Índia. Atualmente, encontra-se distribuída por vários estados do país. 

Aedes Albopictus é o vetor do dengue na Ásia, mas no Brasil ainda não 

existem provas de que possa estar veiculando a doença, já que não foram descobertos 

adultos nem larvas desta espécie em zonas de epidemia da doença [4] . 

2 Alimentação para o desenvolvimento dos ovos. 
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1.3 Controle e Prevenção 

Tendo em vista reduzir o número de criadouros existentes e evitar o 

surgimento de novos locais propícios à eclosão de ovos, as seguintes medidas de 

controle são propostas ((17], (19]): 

• Manej o ambiental: mudanças no meio ambiente que impeçam ou 

minimizem a propagação do vetor, evitando ou destruindo os criadouros 

potenciais do Aedes. 

• Cont role biológico: consiste no emprego de inimigos naturais es

pecíficos, como predadores (peixes, etc.), parasitas (fungos, nematóides, 

etc.) e patógenos (vírus, bactérias, protozoários, etc.). Considera-se 

controle biológico natural a ação dos inimigos naturais biológicos sem 

a intervenção do homem, ou artificial, quando há a interferência hu

mana. Na natureza nem sempre se consegue a abundãncia de inimigos 

biológicos, o que torna necessária a intervenção humana. 

• Controle químico: pressupõe o uso de produtos químicos para eli

minar ou controlar vetores de doenças ou pragas agrícolas. É a última 

alternativa de controle a ser utilizada, uma vez que outras ações menos 

agressivas e eficazes devem ser prioritárias. Este último deve ter uso 

restrito a epidemias, como forma complementar de interromper a trans

missão do dengue, ou quando não se dispuser de outra ferramenta de 

intervenção. 

• Controle cult u ral: são mudanças nos hábitos da população que ocor

rem através da alteração de comportamento com relação à doença, ao 

vetor e às medidas de controle e prevenção. Enfatiza a responsabilidade 

social no sentido de evitar a infestação domiciliar do Aedes Aegypti, re

duzindo seus criadouros. 

UFRGS 
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• C ontr ole físico: é um conjunto de medidas que podem ser colocadas 

em prática onde existe ou haja possibilidade de existir a transmissão da 

enfermidade, com a finalidade de proteger as pessoas. A melhor maneira 

de prevenir o dengue é evitar a picada do mosquito Aedes Aegypti; 

para isso, as pessoas devem estar conscientes dos hábitos alimentares 

do mosquito e fazer uso dos seguintes métodos de controle físico: 

limpeza de terrenos baldios; 

uso de telas em portas e janelas [42]; 

uso de mosquiteiros; 

uso de tampas nas caixas d'água e vasilhames; 

retirada de entulhos que possam servir como criadouros para o 

mosquito; 

melhoria no saneamento básico; 

coleta e destinação adequada de resíduos sólidos. 

Apesar de já se ter um conhecimento sobre a estrutura dos vetores da 

família Flavivirus, serão necessários muitos estudos para que se tenha uma vacina 

eficaz, principalmente que seja eficaz contra os quatro sorotipos do vírus. 

1.3.1 O uso de inseticidas n o cont r ole d os vetores 

Controlar pragas é uma necessidade humana. Diz-se que uma praga 

está controlada quando seus níveis populacionais estão sob controle. 

Quando ocorre propagação das pragas, o uso de inseticidas é deter

minante em algumas situações, como no caso de um surto de dengue em grandes 

cidades, medida emergencial que pode impedir o surgimento do dengue hemorrágico, 

que pode levar pessoas à morte. 

Os inseticidas apresentam desvantagens, como favorecer a contami

nação ambiental, porém, em contrapartida, destroem os insetos com rapidez e fa-
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cilidade; por isso, seu uso é recomendado de maneira seletiva nos programas de 

controle de vetores. Seu uso deve seguir as recomendações do grupo de especialistas 

da Organização Mundial de Saúde. 

Um dos maiores problemas enfrentados seria o tratamento residual in

tradomiciliar para o controle do Aedes Aegypti, tendo em vista o grande número de 

residências que necessitariam ser tratadas numa cidade [19), pois nelas os mosquitos 

pousam nas paredes, em objetos pendurados e em móveis. 

1.4 Situação do Dengue no Mundo 

O dengue é uma enfermidade muito comum em regiões tropicais e sub

tropicais do mundo, havendo mais de cem países tropicais e subtropicais que já 

experimentaram surtos de dengue (dengue clássico ou dengue hemorrágico) [39). 

Estima-se que cerca de dois terços da população mundial vivam em 

áreas infestadas com vetores do dengue, principalmente o Aedes Aegypti. 

A doença foi relatada entre 1779 e 1780, tendo ocorrido epidemias na 

Ásia; na América do Norte e também na África, indicando que, há muitos anos, tanto 

o vetor quanto as populações de vírus apresentavam ampla dist ribuição nos t rópicos. 

No século XX, a epidemia global teve início no Sudeste Asiático, após a Segunda 

Guerra Mundial, tendo sido agravada nos últimos quinze anos. Nas Américas, a 

partir da década de 1960, passaram a ocorrer epidemias de dengue. Observou-se, 

em 1963, transmissão no Caribe e na Venezuela por sorotipo DEN-3. Anteriormente, 

em 1953, o sorotipo DEN-2 havia sido isolado na região de Trinidad e Tobago, em 

situação não epidêmica. Em 1968, ocorreram epidemias na região do Caribe com 

circulação dos sorotipos DEN-2 e DEN-3. Em 1977, o sorotipo DEN-1 chegou às 

Américas e expandiu-se para a maior parte das ilhas do Caribe. Durante a década 

de 1980, ocorreram epidemias explosivas na Colômbia, Venezuela, Guiana: México: 
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entre outros países. Embora, até então, todos os sorotipos tenham sido assinalados 

nas Américas, houve predominância dos sorotipos DEN-1 e DEN-4. 

Atualmente, o mosquito transmissor é encontrado numa larga faixa do 

continente americano, que se estende desde o Uruguai até o sul dos Estados Unidos, 

com registro de surtos importantes do dengue em vários países, como Venezuela, 

Cuba, Brasil e, recentemente, no Paraguai [17]. 

O primeiro registro de epidemia em relação ao dengue hemorrágico 

ocorreu em 1982, em Cuba, sendo considerado o mais importante evento na história 

do dengue nas Américas. Foram 344.203 casos, dos quais 10.312 de FHD associados 

ao sorotipo 2, resultando em 158 mortes. 

As dificuldades em erradicar um mosquito domiciliado, que se multiplica 

em vários recipientes que armazenam água limpa, têm exigido grande esforço do 

setor saúde. Podem-se citar alguns fatores que contribuíram e contribuem para o 

aparecimento e reaparecimento do dengue e da FHD no mundo: 

• aumento na produção e utilização de produtos descartáveis; 

• alta densidade populacional nas regiões metropolitanas; 

• rápido crescimento e urbanização das populações, facilitando o contato 

com mosquitos domésticos; 

• métodos ineficazes utilizados desde 1970 com o intuito de controlar os 

mosquitos; 

• falta de saneamento básico, bem como coleta de lixo ausente ou insufi

ciente; 

• aumento no número de viagens aéreas comerciais, o que proporciona um 

mecanismo rápido no movimento do vírus do dengue entre passageiros 

infectados e a população dos grandes centros; 

• expansão geográfica dos quatro sorotipos da doença e de seus vetores; 
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• migração do vetor em grande extensão territorial. 

1.4.1 Situação do dengue no Brasil 

No Brasil, há referências a epidemias no ano de 1916, em São Paulo, e 

em 1923, em Niterói, sem diagnóstico laboratorial (17]. 

A primeira epidemia documentada clínica e laboratorialmente ocorreu 

em 1982, em Boa Vista, Roraima, com isolamento dos vírus DEN-1 e DEN-4, con

trolada através de medidas efetivas [18]. Somente a partir de 1986 foram registradas 

epidemias em diversos estados. A mais importante ocorreu no Rio de Janeiro, com 

pelo menos um milhão de pessoas infectadas pelo sorotipo DEN-1 (17]. Em 1990, 

o sorotipo DEN-2 foi introduzido, passando ambos a circular intensa e simultanea

mente no país [18]. 

O Aedes Aegypti foi erradicado do território brasileiro duas vezes, no 

entanto ressurgiu em virtude de falhas nos programas, seja pela não-detecção de 

reinfestações, seja por desativação de estruturas de combate ao vetor [40]. 

No Brasil, a doença apresenta um padrão sazonal, com maior incidência 

de casos nos primeiros cinco meses do ano, que correspondem ao período mais quente 

e úmido, típico dos climas tropicais (18]. Em 1990 e 1991, os primeiros casos de 

dengue hemorrágico surgiram no estado do Rio de Janeiro, logo após a detecção do 

sorotipo DEN-2, tendo sido confirmados 462 casos, dos quais oito evoluíram para o 

óbito [18]. 

Nos últimos três anos vem sendo registrado um aumento no número de 

casos, alcançando 428.117 casos em 2001. Dentre outros fatores que pressionam a 

incidência do dengue, destaca-se a introdução recente de um novo sorotipo, o DEK-3, 

para o qual a suscetibilidade é praticamente universal [23]. 

A Figura 1.4.1 mostra o número de casos confirmados e óbitos do dengue 

no Brasil no período de 1980-2001 [23]. 
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Figura 1.3: Casos e óbi tos de dengue confirmados no Brasil no período de 1980-2001 

1..4-1.1 Situação do deng1te no estado do Rio Grande do Sul 

Desde 1995, o dengue é uma doença de notificação compulsória no es

tado do Rio Grande do Sul. Não há epidemia de dengue no estado, porém no ano de 

2001 foram notificados 165 casos. Desses, 43 foram confirmados laboratorialmente3, 

111 foram descartados e 11 foram inconclusivos (21] . 

Já, em 2002, até o mês de outubro, foram notificados 1145 casos, dos 

qua1s 402 foram confirmados laboratorialmente\ 690 foram descartados, 26 estão 

com resultados pendentes e 27 aguardam o resultado laboratorial [21] . 

Veja-se na Figura 1.4 a demonstração dos casos notificados e confirma

dos de dengue no Rio Grande do Sul de 1995 a 2002 (dados até nov/02) [21]. 

~1Todos os casos foram importados visto que as pessoas se infectaram em outros estados. 
4Todos os casos foram também importados, como nos anos anteriores. 
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Figura. 1.4: Casos de dengue notificados e confirmados no estado do Rio Grande do 
Sul no período de 1995-2002 

Apesar de nenhum caso de dengue t.er sido registrado no território 

gaúcho (pois os casos constatados foram importados de outros estados) , a presença 

do Aedes Aegypti está confirmada em 52 municípios. J á o mosquito Aedes Albopic

tus está presente em 190 municípios, segundo o setor de Vigilância Ambiental da 

Fundação Nacional de Saúde do Rio Grande do Sul. 
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2 MODELO SEIR PARA O DENGUE 

Apresenta-se o modelo determinístico SEIR de transmissão do dengue 

proposto por Elizabeth Newton e Paul Reiter [43], com o objetivo de avaliar a 

progressão de uma epidemia considerando a interação de uma população hipotética. 

Após a definição do modelo, apresentam-se informações obtidas através 

das simulações realizadas, bem como o efeito constatado através da variação dos 

valores de alguns parâmetros envolvidos no modelo. 

2.1 Formulação do Modelo 

O modelo é composto por sete compartimentos ou classes que mudam 

de magnitude com o tempo e que representam os diferentes estados da doença. São 

incluídas pessoas de todas as idades e de ambos os sexos, e, em relação aos mosquitos, 

somente as fêmeas adultas, pois apenas elas são hematófagas. 

Algumas hipóteses são preestabelecidas: 

1. Para a população dos mosquitos, o ambiente determina a capacidade 

de suporte ambiental, mantida constante; 

2. A dinâmica vital, isto é, os nascimentos (recrutamentos)1 e as mortes 

para as duas espécies, é considerada. Os nascimentos ocorrem somente 

nas classes dos suscetíveis; 

3. A aquisição de proteção materna nos humanos e a transmissão transo

variana nos mosquitos não estão incluídas no modelo; 

1 O termo "recrutamento", em Biomatemática, refere-se à entrada de novos indivíduos numa 
determinada classe. Neste modelo, o recrutamento para a população dos mosquitos é a entrada de 
indivíduos adultos na classe dos suscetíveis. 
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4. Todos os nascimentos e mortes ocorrem a taxas iguais e todos os recém

nascidos são suscetíveis. Consideram-se apenas mortes naturais neste 

modelo, supondo-se que a doença não causa mortes (dengue clássico). 

Conseqüentemente, o número total de humanos é conservado; 

5. O modelo supõe que as populações são confinadas em uma área geo

gráfica particular, pequena o suficiente para todas as pessoas terem a 

mesma probabilidade de serem picadas por um mosquito. 

Os compartimentos que representam as variáveis de estado para a popu

lação humana são: 

• Sh(t )= número de indivíduos suscetíveis no instante t; 

• Eh(t ) = número de indivíduos expostos no instante t; 

• h(t) = número de indivíduos infectados2 no instante t; 

• Rh(t) = número de indivíduos recuperados no instante t; 

• Nh(t) = Sh(t) + Eh(t) + h(t) + Rh(t) = constante, pela hipótese 4 = 

número total de indivíduos no instante t. 

Os compartimentos que representam as variáveis de estado para a popu

lação do vetor (mosquito) são: 

• S11(t ) = número de mosquitos suscetíveis no instante t; 

• E 11 (t) = número de mosquitos expostos no instante t; 

• Iv(t) = número de mosquitos infectados no instante t ; 

• Nv(t) = S11 (t) + Ev(t ) + Iv(t ) =constante = número total de mosquitos 

no instante t ; 

2Neste trabalho , os termos infectado e infeccioso são usados como sinônimos. 
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Note-se que, para a população do vetor, a classe de recuperados é 

desconsiderada, pois, uma vez que o mosquito esteja infecta.do, permanece assim 

até a morte, tendo em vista que sua expectativa de vida é curta. 

O fluxo entre os compartimentos é descrito por equações diferenciais 

ordinárias da forma: 

dX =aX 
dt , 

onde a é uma taxa que pode ser constante ou depender das variáveis de estado do 

sistema e tem dimensão t-1
, e 1/a representa o período médio de permanência no 

compartimento e X é uma variável de estado do sistema. 

O modelo está representado esquematicamente abaixo, através do dia

grama de fluxo do modelo de transmissão do dengue: 

(~JNh (~Jsh (~JK (~Js. 

Shcvb(:;J ch·(~:)s. 
_1 )E E M .., v • 

( ~JEh (~.) E. 

Ih (-1} M, • 

UJih 
R h (~JRb 

Figura 2.1: Diagrama de fluxo do modelo de transmissão do dengue 

De acordo com a Figura 2.1, tem-se que: 

l. Para os humanos: 
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• j\,fh = expectativa de vida e ~h representa as taxas de natalidade 

e mortalidade, as quais se consideram iguais, por hipótese; 

• Dh =período latente intrínseco3 e ~h representa a taxa na qual as 

pessoas passam da classe dos expostos para a classe dos infectados; 

• Ph = duração da infecção e pl representa a taxa de recuperação 
h 

da doença. 

2. Para os mosquitos: 

• Mv = expectativa de vida e ~v representa a taxa de mortalidade; 

• Dv = período latente extrínseco4 e ~v representa a taxa na qual 

os mosquitos passam da classe dos expostos para a classe dos in

fectados; 

• K = capacidade de suporte ambiental do vetor5 e K representa 
Mv 

a taxa de recrutamento para a classe dos suscetíveis (maturação 

de uma fração da reserva dos mosquitos e que independe da den

sidade atual dos mosquitos), já que somente uma fração dos ovos 

sobrevive até alcançar o estágio adulto. 

O nível de contato entre as duas populações é determinado por: 

• Chv = ahvPs = taxa efetiva de transmissão através de contato, hu-

mano para vetor e 

• Cvh = avhPi =taxa efetiva de transmissão através de contato, vetor 

para humano, onde: 

3Período em que a pessoa está infectada, mas não transmite a doença. 
4 Intervalo de tempo desde que o vetor se infectou pela ingestão de sangue contaminado até o 

momento em que passa a transmitir o vírus, através das glândulas salivares que estão infectadas. 
5 Quando uma população é introduzida em um ambiente favorável, cresce tendo como limite 

o número má.ximo de indivíduos que esse ambiente pode manter, quando t ~ oo. Este número 
corresponde à capacidade-limite do ambiente ou à capacidade de suporte ambiental K. Atingido 
o equilíbrio estável, a população se estabiliza, ou seja, o número de indivíduos que a constituem 
tende a permanecer constante [39] . 
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- ahv = probabilidade de um humano infectado transmitir o 

vírus para um vetor suscetível durante a picada; 

avh = probabilidade de um mosquito infectado transmitir o 

vírus para um humano suscetível durante a picada; 

- Ps = número de picadas por mosquito suscetível por dia; 

- Pi = número de picadas por mosquito infectado por dia. 

Assim, as taxas de exposição à doença são: 

I 
sh . _ h 

Cvh v - para a transm1ssao vetor -1 umano. 
Nh 

S h . - h 
Chv v N h para a transm1ssao umano -1 vetor. 

2.2 O Modelo 

A dinâmica do modelo proposto por Newton e Reiter é descrita pelo 

sistema autônomo de equações diferenciais ordinárias não-lineares: 

dSh 
dt 

dE h 

dt 
di h 

dt 
dRh 
dt 

dSv 

dt 
dE v 

dt 
dfv 

dt 

(2.1) 

A população de humanos, Nh = Sh + E~t +Ih+ R~t: é considerada cons

tante em razão da hipótese 4 e, portanto, sua variação é nula, como se pode observar 

somando as quatro primeiras equações do sistema (2.1): 
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(2.2) 

Somando as três últimas equações do sistema (2.1), relacionadas à popu

lação de mosquitos, observa-se que: 

dNv = dSv dEv dfv = _l_(K _ 1\f.) 
dt dt + dt + dt Mv 1 v (2.3) 

A equação diferencial (2.3) descreve a população total dos mosquitos. 

O problema de valor inicial 

{ 

dNv 
dt 

Nv(O) - no 
(2.4) 

( 
__ 1 )t 

tem como solução Nv(t) = K +(no - K)e Mv donde se percebe que, à medida 

que o tempo aumenta, a população total de mosquitos tende para K. Dessa forma, 

é possível supor que Nv é constante e igual a K (pois a escala de tempo em que 

Nv tende para K é pequena em relação à escala de tempo da epidemia). Pode-se 

observar isso através da Figura 2.2. 

N. 

Figura 2.2: Solução da EDO (2.3), onde K =20000 mosquitos, J\lfv=4 dias e 
Nv(O)=lOO mosquitos. 
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Dividindo as quatro primeiras equações do sistema (2.1) por Nh e as três 

últimas equações por Nv considerada constante e lembrando que : ~ 1 , obtém-se 
v 

o seguinte sistema normalizado: 

onde se tem que: 

dsh 
dt 

de h 

dt 
di h 

dt 
drh 
dt 

dsv 
dt 

de v 

dt 
div 

dt 

sh f - d h , · • sh = Nh = raçao e umanos suscetiVeis; 

• eh = ~h = fração de humanos expostos; 
h h 

• ih = ~~ = fração de humanos infectados; 
lvh 

• rh _ ~: =fração de humanos recuperados; 

Sv f - d "t ' · • Sv = 7\;- = raçao e mosqm os suscetive1s; 
h v 

Ev f - d . • ev = -1\1 = raçao e mosquitos expostos; 
1 v 

· Iv f - d · · f d • Zv = Nv = raçao e mosquitos m ecta os. 

(2.5) 

O sistema (2.5) pode ser substituído pelo sistema (2.6) , uma vez que 
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de h 

dt 
di h 

dt 
drh 
dt 
de v 

dt 
div 
dt 

23 

(2.6) 

Buscando as soluções do estado estacionário (pontos de equilíbrio), 

igualam-se as equações do sistema (2.6) a zero. O estado do sistema em qualquer 

instante t é dado por: E(t) = (sh(t), eh(t), ih(t) , rh(t) , Sv(t), ev(t) , iv(t)). 

As soluções do sistema são: ponto de equilíbrio livre da doença 

E 0 = (si;, O, O, O, s~, O, 0) , onde s;; = 1 e s~ = 1, e o ponto de equilíbrio endêmico 

( 1 + 1 ) ( 1 + 1 ) i* 
.* Nh Dh ~ ~ 0,: M;; h 
'Zv=-- . 

Nv Cvh 1- [1 +MiL+ Dh (_l_ + _t_)] i* . 
P~t Ph M~t h 

UFRGS 
BIBLIOTECAS 

SISTEMA O~lAL OE MATEMiiTICA 
•IBI.JOTECA SETO 
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2.3 Número Reprodutivo Básico 

2.3.1 D efinição 

O Número Reprodutivo Básico (R0) é um parâmetro adimensional que 

fornece o número de casos secundários produzidos por um infectante durante o 

período infeccioso em uma população na qual todos são suscetíveis. 

Quando uma infecção se estabelece, a fração inicial de suscetíveis começa 

a decrescer. Com isso, um equilíbrio em algum momento será atingido, quando a 

taxa de indivíduos infectados é balanceada com a taxa na qual novos indivíduos 

suscetíveis surgem. No equilíbrio, cada infecção secundária irá produzir, em média, 

uma infecção secundária, isto é, Ro = 1. 

É importante observar que, quando o valor do número reprodutivo 

básico ultrapassar a unidade (Ro > 1) , ter-se-á epidemia e, quando este valor for 

menor que a unidade ( Ro < 1) , não haverá epidemia. 

2.3.2 Cálculo do número reprodutivo básico para omodelo do dengue 

O número reprodutivo básico R0 pode ser obtido a partir da condição 

de que o equilíbrio E 0 , onde toda a população é suscetível, seja instável. Para isso 

(ver Apêndice A) investigam-se os autovalores da matriz Jacobiana associada ao 

sistema (2.6) calculado no ponto de equilíbrio Eo: 

1 1 o o o & 
- Dh- Mh CvhNh 

l 1 l o o o 
Dh - Ph - Mh 

D f(Eo ) = o 1 1 o o (2.7) 
ph - Mh 

o C h v o 1 l o - Dv- Mv 

o o o 1 1 
Dv - Mv 
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As condições necessárias e suficientes para a estabilidade de E 0 são 

escritas em termos dos coeficientes da equação característica da matriz (2.7), que 

tem a forma: 

onde 

e 

onde 

sendo 

Phl\1hDvMv + 2DhMhPhDv + 2DhPhDvMv + DhMhDv111v + DhMhPhi\lfv 
MhMvDhPhDv 

A+ B+C 
G 

D+E + F 
G 

(Mv + Dv)(Ph + Mh)(Dh + Mh) 
DhM~PhDvi11J 

A 2NhPhl'vf~DvMv + NhDhMKPhDv + NhDh Jv!'KNI'; + 4NhDhPhl'vhDvl'vfv, 

B 2~~~~~+~~~~~+~~~~~+~~~~, 

C - NhPh1H'ft NI'; + NhDh i11KPhl'vfv + 2NhDhPhi\lhM'; + NhDhl'vhDv111;, 

D 2NhNI~DvNfv + NhM~1HJ + NhDhM~Dv + NhPhJ11~1'11v + NhPhNI~Dv, 

E NhDhMlMv + NhDhMhi\1'; + NhDhPhl\1'; + 2NhDhPhDvMv + 2NhPhMhDvNfv, 

F 2NhDhPhi\1hDv + 2NhDhNhDvNfv + 2NhDhPhMhMv + NhPh.lvfh_lvfJ, 

G NhDhMl PhDvMJ . 
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Para verificar se o equilíbrio E 0 é estável, testar-se-ão as condições do 

critério de Routh-Hurwitz ([24),[41]], que são: 

2. a3 >O; 

3. a4 >O; 

Utilizando o pacote de lógica do software Maple 5 e lembrando que 

todos os parâmetros envolvidos no modelo são positivos (ou seja: 1\lh > O, Nfv > O, 

Dh > O, Dv > O, Ph > O, Cvh > O, Chv > O, Nh > O e Nv > 0) , todas as condições 

necessárias e suficientes para o equilíbrio ser estável são satisfeitas, com exceção da 

condição 3. Portanto, Eo instável implica a4 < O. Da expressão a4 < O, ter-se-á, 

então, a desigualdade: 

(Mv + Dv)(Ph + j\1h)(Dh + 1\lh) CvhChvNv O 
DhMl PhDvMJ - DvDhNh < (2.8) 

equivalente a: 

(2.9) 

A expressão à esquerda da desigualdade (2.9) fornece o número repro

dutivo básico para o dengue. Assim, 

(2.10) 

Os valores adotados para os parâmetros das equações do sistema (2.6) 

são apresentados na Tabela 2.1 e foram extraídos de Dye [14], Newton e Reiter [43] 

e Sheppard et ai. (48]. 
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Tabela 2.1 : Valores dos parâmetros envolvidos no sistema de equações diferenciais 
(2.6). 

Símbolo Valor-Base 
ahv 0.75 picada- 1 

avh 0.75 picada- 1 

Ps 0.5 picada/ dia 
Pi 1. O picada j dia 
Chv 0.375 dias- 1 

Cvh 0.75 dias-1 

K 20000 mosquitos 
Mh 25000 dias 
Mv 4 dias 
Dh 5 dias 
Dv 10 dias 
ph 3 dias 

O valor de Ro, utilizando os valores da Tabela 2.1, com Nh = 10.000 

pessoas e Nv = 20.001 mosquitos, é aproximadamente igual a 1,928, o que classifica 

o dengue como uma doença moderadamente infecciosa, segundo Marques [37] . 

A condição (2.9) para Ro é aplicável somente quando uma grande parte 

da população humana e de mosquitos é suscetível. Se uma significativa parte da 

população não for suscetível, efetivamente se reduz a taxa de picada, uma vez que 

somente uma fração da população irá ser envolvida na transmissão [43]. 

Então, o número reprodutivo efetivo em uma população parcialmente 

imune será dado pela expressão: 

(2.11) 

onde R0 é dado por (2.10). 

O controle da transmissão pode ser obtido pela redução do Ro abaixo 

do valor da unidade, de forma que cada caso gere menos do que um novo caso. O 

dengue aparenta ser uma arbovirose extremamente sensível à redução de criadouros 

de Aedes Aegypti, ou à aplicação espacial de inseticidas para reduzir o número de 
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fêmeas infectadas, segundo Marques [37]. Isso se deve ao fato de que, se observada 

a expressão (2.10) para o Ro, nota-se que seu valor é diretamente proporcional a 

~:; assim, se diminuído o número de mosquitos, diminui-se automaticamente o 

número de casos e, como já foi dito, se o valor de Ro for menor que um, não haverá 

epidemia. 

2.4 Implementação do Modelo 

Para realizar as simulações do modelo, necessita-se de algumas in

formações úteis no processo de implementação. Uma delas é a escolha das condições 

iniciais atribuídas às variáveis de estado do modelo e a escolha do método numérico 

a ser utilizado na solução do sistema. 

O método numérico a ser utilizado na resolução do sistema de equações 

diferenciais ordinárias não-lineares do modelo (SEIR) é o método de Runge-Kutta 

de quarta ordem ([8], [10]) . 

Os valores iniciais atribuídos às variáveis de estado constam na Tabela 

2.2, onde se observa que a razão mosquito/pessoa inicial adotada é ~ - Estes valores 
1 

e os da Tabela 2.1 para os parâmetros são chamadas de "caso-base" . 

Tabela 2.2: Valores iniciais atribuídos às variáveis de estado para o modelo (SEIR) 
de transmissão do dengue 

Variável 
Humano Suscetível (Sh(O)) 
Humano Exposto (Eh(O)) 
Humano Infectado (Ih(O)) 
Humano Recuperado (Rh(O)) 
Vetor Suscetível (Sv(O)) 
Vetor Exposto (Ev(O)) 
Vetor Infectado Uv(O)) 

Valor Inicial 
10000 indivíduos 

O indivíduos 
O indivíduos 
O indivíduos 

20000 indivíduos 
O indivíduos 
1 indivíduos 

Nota-se que o Sv(O) é o valor de K da Tabela 2.1. As simulações 

possibilitarão a análise da curva de uma epidemia do dengue. 
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A epidemia é detectada através de um critério utilizado por Newton 

e Reiter [43]: ocorre epidemia quando a proporção infectada (número de casos da 

doença) exceder a 1% da população. 

O sistema foi implementado em um computador Pentium(r)II, 120 MB, 

com clock de 900 MHz em linguagem Fortran 90. 

2.5 Resultados Numéricos 

2.5.1 R esultados obtidos no caso-base 

Os resultados numéricos alcançados foram obtidos da análise do sistema 

(2.1). A Figura 2.3 fornece a curva de uma epidemia de dengue. A Figura 2.3(a) 

foi obtida analisando o intervalo [0,400} dias, com passo h= 0,5 e com emprego dos 

valores apresentados nas Tabelas 2.1 e 2.2. Já a Figura 2.3(b) foi obtida analisando

se o intervalo de [0,400] dias , com passo h= 0,5, com Sv(O) = 100 mosquitos adultos 

e os demais valores, como os apresentados nas Tabelas 2.1 e 2.2. 

f•l 
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Figura 2.3: (a) Curva de epidemia do dengue no caso-base para Sv(O)=K = 20000 
adultos no intervalo de [0,400) dias e (b) Curva de epidemia do dengue 
no caso-base para Sv(0)=100 adultos no intervalo de [0 ,400] dias. 

Ao analisar a Figura 2.3, observa-se que a epidemia começa rapidamente, 

o que se deve ao fato de que o número de mosquitos suscetíveis estabiliza rapi

damente. Segundo Miorelli [39], o número de mosquitos é considerado transiente 

rápido. 
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A rápida estabilidade do número de mosquitos suscetíveis pode ser con

firmada ao se observar a Figura 2.4, que mostra o número de mosquitos adultos e 

suscetíveis no intervalo de [0,400] dias na Figura (2.4) (a) e [0,800] dias na Figura 

(2.4) (b), com as mesmas condições iniciais consideradas para gerar a Figura 2.3. 

= (a) = 
l tml 

:10XIJ 161Xll 

o I <XXI 

j I&Ol J olll)) 
l: i ll'IXI) 
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lO)) 
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O.. o 
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Figura 2.4: (a) Número de mosquitos adultos e suscetíveis no caso-base para 
Sv(O)=K=20000 adultos no intervalo de (0,400] dias e (b) Número de 
mosquitos adultos e suscetíveis no caso-base para Sv(O)=lOO adultos no 
intervalo de [0,400] dias. 

Pela Figura 2.5 nota-se que o número de pessoas suscetíveis é, inicial

mente, grande, porém tende a decrescer à medida que as pessoas são atingidas pela 

doença. O número de suscetíveis restantes não tende a zero, o que possibilita o 

reaparecimento da doença dentro da população considerada . 
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Figura 2.5: (a) . 1úmero de pessoas suscetíveis no caso-base para Sv(O)=K =20000 
adultos no intervalo de [0,400] dias e (b) Número de pessoas suscetíveis 
no caso-base para Sv(O)=lOO adultos no intervalo de [0,400) dias. 

A Figura 2.6 mostra o número de pessoas que adquiriram a doença, que 

se recuperaram e obtiveram, com isso, imunidade permanente para aquele sorotipo 
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específico que gerara a doença (imunologicamente resistentes ao dengue). No gráfico 

nota-se também a possibilidade do reaparecimento da doença dentro dessa po

pulação, pois as pessoas que não adquiriram a doença (e, portanto, não constam 

no gráfico) não adquirem imunidade permanente para o sorotipo que a gerou. É 

importante ressaltar que se considera uma população de 10000 humanos e apenas 

8000 adquiriram a doença, restando ainda um total de 2000 pessoas suscetíveis ao 

vetor . 
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Figura 2.6: (a) Número de pessoas imunes no caso-base para S11(0)=K =20000 adul
tos no intervalo de (0,400] dias e (b) Número de pessoas imunes no 
caso-base para Sv(O)=lOO adultos no intervalo de (0,400] dias. 

2.5.2 Resultados da variação dos parâmetros 

Apresentam-se agora alguns resultados alcançados da variação dos va

lores dos parâmetros envolvidos no modelo SEIR de transmissão do dengue, onde se 

varia um parâmetro de cada vez, mantendo os outros constantes. Os valores apresen

tados na Tabela 2.1 são considerados os valores-base, os quais foram utilizados como 

referência. Essas variações visam verificar a sensibilidade do modelo com relação a 

esses valores, com o que se tem a possibilidade de avaliar quais são as variáveis que 

mais interferem na epidemia, assim, pode-se planejar melhor o controle. 

Os seguintes parâmetros são os que terão seus valores variados: 

• K: capacidade de suporte ambiental do mosquito; 
UFRGS 

BIBLIOTECAS 
SISTEMA OE AL OE MATEMÁliCA 

SIBLJOTECA SETORI 
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• p( número de picadas por mosquito infectado por dia; 

• Mv: longevidade dos mosquitos; 

• Dv: período latente extrínseco (pessoa que está infectada mas não trans

mite a doença) ; 

• Dh: período latente intrínseco; 

• Ph: duração da infecção no homem. 

Das simulações realizadas obtêm-se informações a respeito da propagação 

da doença no que diz respeito a(ao): 

• dia em que a epidemia inicia; 

• duração da epidemia; 

• número total de casos de dengue. 

Lembrando o critério estabelecido na seção 2.4, detecta-se o início de 

uma epidemia quando a prevalência em um determinado dia exceder a 1% da po

pulação total Nh. Conforme os valores adotados na Tabela 2.1, Nh= 10000 pessoas, 

o início da epidemia ocorrerá no primeiro dia em que o número de casos de dengue 

for igual ou maior que 100, e será considerado o final da epidemia quando o número 

de casos de dengue for menor que 100. 

Ao variar o parâmetro K , observa-se que, para valores menores ou 

iguais a 15000, não há ocorrência de epidemia, pois em nenhum dia o número de 

casos excedeu ou foi igual a 100, apesar de se terem casos de dengue. 

Da Figura 2.7(a) nota-se que, quanto maior o valor da capacidade de 

suporte ambiental do mosquito, mais rapidamente se inicia a epidemia, atingindo 

também um número maior de casos, como se observa na Figura 2.7(b). Isso se deve 

ao fato de que, quanto maior é o valor de K , maior será o valor de Ro, já que se 

assume Nv constante e igual a K. 
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Figura 2.7: (a) Dia de início e duração da epidemia quando variados os valores do 
parâmetro K e (b) Número total de casos de dengue quando variados 
os valores do parâmetro K. 

Pela Figura 2.8(b) nota-se que, quanto maior o valor do parâmetro Pi, 

maior o número de casos da doença, e na Figura (2.8)(a) observa-se que a epidemia 

inicia cada vez mais cedo e dura menos. Conforme Miorelli [39], isso também é 

confirmado pela expressão para Ro dada por (2.10), uma vez que Cvh = avhPi· 
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Figura 2.8: (a) Dia de início e duração da epidemia quando variados os valores do 
parâmetro Pi e (b) Número total de casos de dengue quando variados os 
valores do parâmetro Pi· 

Apesar de o mosquito Aedes Aegypti ter um ciclo de vida curto, já foi 

constatado que ele pode viver até cerca de dois meses. Dessa maneira, observando 

as Figuras 2.9(a) e (b), pode-se afirmar que, quanto maior a expectativa de vida do 

vetor, mais curtos e freqüentes são os surtos de dengue, com um número cada vez 

maior de pessoas atingidas pela doença. 



2 Modelo SEIR para o Dengue 34 

Os três parâmetros vistos apresentaram uma mudança maior no curso 

da epidemia, pelo fato do valor de R0 ser diretamente proporcional a esses valores , 

como comentado anteriormente. É por isso que controlar a proliferação do mosquito 

adulto é tão importante no combate a esta doença. 
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Figura 2.9: (a) Dia de início e duração da epidemia quando variados os valores do 
parâmetro j\lfv e (b) Número total de casos de dengue quando variados 
os valores do parâmetro Mv. 

Segundo Maguire [35), o período de incubação extrínseco (Dv) gira em 

torno de 8 a 14 dias. Pela Figura 2.10(a) e (b) é possível notar que, quanto mais 

longo é tal período, menor o número de casos registrados da doença e menor é a 

duração da epidemia. Já se esperava que a variação do parâmetro Dv não causasse 

grande efeito no curso da epidemia, pois afeta pouco o valor do Ro. 
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Figura 2.10: (a) Dia de início e duração da epidemia quando variados os valores do 
parâmetro Dv e (b) Número total de casos de dengue quando variados 
os valores do parâmetro Dv. 
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Já o período de incubação intrínseco (Dh) varia de 3 a 12 dias (35]. Esse 

parâmetro pouco influencia no número de casos da epidemia, conforme a Figura 

2.11(b), pois o número total de casos da epidemia não aumenta nem diminui dras

ticamente, fato comprovado ao se observar a expressão para o Ro dada por (2.10). 

Todavia, nota-se um atraso no início da epidemia comparado com o valor-base, bem 

como um aumento na duração da epidemia, segundo a Figura 2.11(a) . 
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Figura 2.11: (a) Dia de início e duração da epidemia quando variados os valores do 
parâmetro Dh e (b) Número total de casos de dengue quando variados 
os valores do parâmetro Dh. 

Quanto à duração da infecção nos humanos (Ph), nota-se que, quanto 

maior seu valor, maior o número de casos da doença, conforme a Figura 2.12(b). 

Com relação à duração da epidemia, não é notado efeito, salvo o fato de que iniciam 

mais cedo à medida que a duração da infecção aumenta (Figura 2.12(a)). 

O parâmetro Ph afeta o valor do Ro, se observada a expressão (2.10), 

porém, como seu valor é pequeno se comparado com os demais parâmetros envolvi

dos, já se esperava uma variação pequena no número total de casos da doença. 
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Figura 2.12: (a) Dia de início e duração da epidemia quando variados os valores do 
parâmet ro Ph e (b) Número total de casos de dengue quando variados 
os valores do parâmetro Ph. 

Caso se continue a análise da expressão (2.10) para o número repro-

d . b ' . Ro b' 1 ' d. · 1 Nv ut1vo as1co , nota-se tam em que seu va or e 1retamente proporciona a -;r, 
lvh 

como já foi dito anteriormente. Para visualizar melhor essa proporcionalidade, fez-se 

a implementação do sistema normalizado (2.6). A fim de realizar a simulação do 

modelo, escolhem-se os valores iniciais atribuídos às variáveis de estado, dados na 

Tabela 2.3. 

Tabela 2.3: Valores iniciais atribuídos às variáveis de estado para o sistema normali
zado (2.6) do modelo (SEIR) de transmissão do Dengue 

Variável 
Humano Exposto (eh(O)) 
Humano Infectado (ih(O)) 
Humano Recuperado (rh(O)) 
Vetor Exposto (ev(O)) 
Vetor Infectado (iv(O)) 

Valor Inicial 
o 
o 
o 
o 

0,005 

Após simular o sistema (2.6), utilizando os valores da Tabela 2.3, obteve

se o gráfico most rado na Figura 2.13. Através dele, pode-se confirmar o fato de 

que, se a razão ~: for pequena, não se terá surto de epidemia, pois a parcela da 

população atingida é pequena. Porém, quando essa razão começa a aumentar, a 

parcela da população atingida também aumenta, ocasionando surto de epidemia de 
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dengue. Pode-se dizer que para valores de ~: 2 1, 04 há epidemia, recordando que 

os outros parâmetros envolvidos no modelo são mantidos constantes. 

%. 
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Figura 2.13: Percentagem da população que contraiu a doença versus a razão entre 
o número de mosquitos (Nv) pelo número de humanos (Nh)-

Para visualizar melhor o efeito da razão ~v sobre o número total de 
h h 

casos de dengue, fez-se a simulação do sistema (2.6) utilizando iv(O) = O, 1; 

iv(O) =O, 01, iv(O) =O, 005 e iv(O) =O, 00005. 

Da Figura 2.14, nota-se que há alteração no início da epidemia, quando 

da mudança das condições iniciais, porém, após um certo valor para a razão ~v, há 
l vh 

uma saturação, e o fato de se ter valores altos não altera a percentagem da população 

que contraiu a doença. 
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Figura 2.14: Percentagem da população que contraiu a doença versus a razão entre 
o número de mosquitos (Nv) pelo número de humanos (Nh) -
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3 SISTEMAS "MULTI-PATCH" 

Neste capítulo, apresenta-se o modelo proposto por Jansen e Lloyd [31] 

para sistemas "multi-patch", ou seja, uma população é considerada como sendo 

composta por uma coleção de subpopulações menores ("patches" ou sítios) entre as 

quais os indivíduos migram, associado ao modelo proposto por Newton e Reiter [43] 

apresentado no capítulo 2. O arranjo dos sítios e a junção deles são descritos por 

uma matriz. Como se verá adiante, na seção 3.1, será necessária a utilização deste 

teorema: 

Teorema 3.1. (Círculo de Gerschgorin, [{11], {33}}) Suponha que A seja uma ma

triz n x n e que R indique o círculo no plano complexo com centro aii e raio 
n 

2.::= I aij I; isto é, 
j=l,#i 

~= {z E C;lz-aiil ~ .t .laijl } , 
J= l ,J;=t 

n 

onde C indica o plano complexo. Os autovalores de A estão contidos em R= u~. 
i=l 

Além disso, a união de qualquer k desses círculos que não interseccionam os (n- k) 

restantes contém precisamente k (contendo as multiplicidades) dos autovalores. 

3.1 O Modelo 

Considera-se um sistema de n sítios com k espécies interagindo. Supõe

se que, para a perspectiva das espécies, todos os sítios são ambientes idênticos. Na 

ausência de migração, a dinâmica local em cada sítio é definida por: 

j = 1, .. . ,n (3.1) 

onde f : JRk --t JRk é uma função que descreve a dinâmica local. Seu J acobiano é 

denotado por: 
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8ii 8fi 
axlj 8Xkj 

Df(xi) = 
8fk 8fk 
axlj axkj 

Quando se considera a migração entre os sítios, a dinâmica de população 

do sistema passa a ser definida por: 

n 

x~ = f (xj ) +L CijMxi, j = 1, .. . ,n (3.2) 
i = l 

onde Mkxk é uma matriz diagonal com elementos me é descrita como a migração 

entre os sítios. C é uma mat riz n x n, onde C = Cij descreve a est rutura do sistema e 

é o mesmo para todas as espécies. Os elementos da diagonal da matriz C, Cii = - 1, 

representam os indivíduos que deixam um determinado sítio, e os elementos fora da 

diagonal da matriz C , Cij ~ O V i i= j, representam os indivíduos que migram do 

sítio i para o sítio j. 

Conhecer a solução do sistema significa saber a configuração de cada 

sítio, isto é, a população de cada espécie em cada sítio. Representando por 

j = 1, 2, ... , n, um índice do sítio, então a solução tem a forma: 

X(t) = {xj,j = 1, 2, ... ,n} 

onde, após introduzir um índice a como índice de espécie, pode-se escrever: 

Xj = { Xaj , a = 1, ... , k}. 
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Desta forma, constrói-se uma matriz X (t), de dimensão k x n, dada 

por: 

(3.3) 

onde Xo:j indica a população da espécie a no sítio j. 

No equilíbrio homogêneo, tem-se a solução dada por X = (x, ... , x)T, 

isto é, f (x) =O, onde x é o equilíbrio do sistema (3.1). 

Uma das hipóteses assumidas é que a migração conserva o número de 

indivíduos. Assim, o número de indivíduos que deixam um sítio particular tem de 

se igualar à soma dos indivíduos que chegam a outros sítios. Com isso, tem-se que 

n I:>ij = o, Vi, (3.4) 
j=l 

isto é, a soma dos elementos de cada linha é nula. 

Dessa forma, C tem um autovalor zero associado ao autovetor (1 , ... , 1f. 

Utilizando essas propriedades adicionais de C mencionadas, segue do teorema de 

Gerschgorin (Teorema 3.1) que todos os autovalores não nulos de C têm parte real 

negativa (pois estão dentro do disco lz + 11 < 1). 

Para que o equilíbrio homogêneo seja solução do sistema, é necessário 

que o número de migrantes que deixam um sítio seja igual ao número de migrantes 

que chegam a este sítio. Neste caso, 

n 

LCij =o, 'rfj, (3.5) 
i=l 

isto é, a soma dos elementos de cada coluna é nula e, assim, supõe-se que a matriz 

C é simétrica. 
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Ao considerar n grande, percebe-se que analisar a estabilidade de sis

temas de dimensão n x k não é uma tarefa fácil. Por isso, o seguinte resultado 

simplifica esse problema, reduzindo a análise da estabilidade para n sistemas de

sacoplados de dimensão k (31]. 

Teorema 3.2. Seja M uma matriz k x k e C uma matriz n x n com n autovetores 

linearmente independentes. Seja f: JRk -+ JRk uma junção vetorial de classe C1 e x é 

uma solução de equilzôrio de (3.1}, ou seja, f(x)=O. O sistema (3.2} linearizado em 

torno do equiUorio x pode ser transformado em n sistemas desacoplados da forma: 

i=1,2, ... ,n (3.6) 

onde Ài são os autovalores de C. 

Demonstração. As colunas de X (3.3) contêm as densidades das k espécies num 

sítio particular e as linhas de X contêm as densidades de uma espécie nos n sítios. 

A interação em um sítio está representada nas colunas e o transporte entre os sítios 

está representado nas linhas. 

A interação entre as espécies diferentes em um sítio é determinada pela 

função: 

F(X) = (f(x1), ... , f(xn)), (3.7) 

que trabalha nas colunas de X. O processo de migração é escrito como MXC. A 

dinâmica do sistema (3.2) pode ser expressa como 

X' = F(X) + MXC. (3.8) 

Para analisar a estabilidade da solução de equilíbrio homogêneo, considera

se a evolução no tempo de uma solução, X , a qual aparece fazendo uma pequena 

perturbação em torno da solução de equilíbrio x. Então, tem-se a seguinte equação 

para a evolução no tempo da perturbação: 

X'- x' = F (X) - F (x) + M(X- x)C. (3.9) 
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Pode-se linearizar em torno de x escrevendo X= x + EY + o(c2) , onde 

O< E<< 1. O termo F(X) pode ser expandido em série de Taylor, onde: 

F (X) F (x + EY + o(€2
)) 

F(X) - F(x) + EDf(x)Y + o(E2) (3.10) 

Inserindo (3.10) em (3.9) e comparando os termos de primeira ordem 

em E, obtém-se a seguinte equação para a evolução no tempo de Y: 

(3.11) 

Como C tem n autovetores linearmente independentes (pois C é matriz 

simétrica), pode-se diagonalizá-la, isto é, existe uma matriz inversível A tal que 

A -l CA = A, onde A é uma matriz diagonal. Os elementos da diagonal da mat riz 

A são os autovalores >. de C e a matriz A pode ser construída utilizando-se os 

autovetores de C. Em particular, o conjunto A = (w1, ... , wn), onde wi é um 

autovetor à direita de C , isto é, Cwi = Àiwi, e A -I = (v 1, ... , vnf, onde vi é um 

autovetor à esquerda de C , isto é, viC = Àivi . Escolhe-se v 1 = (1, ... , 1) como um 

autovetor à esquerda associado ao autovalor >.1 = O. 

Utilizando a transformação linear w = YA, transforma-se a matriz 

Y , de dimensão k x n , em w = ('l' 1 , ... , Wn) - Para sistemas espaciais de tempo 

contínuo, linearizado em torno da solução de equilíbrio x, a derivada de w com 

respeito ao tempo é: 

w Df(x)YA + MYCA 

Df(x)'l'+M'l'A (3.12) 

Por A ser diagonal, w pode ser desacoplado e A transforma a versão 

linearizada de (3.1) em um sistema de n subsistemas desacoplados dado por (3.6) . 

o 
UFRGS 
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O fato de C ser uma matriz simétrica garante que C tem n autovetores 

linearmente independentes. Neste caso, os autovalores de C serão reais, mas não 

necessariamente distintos. 

3 .2 O Modelo para o Dengue 

Nesta seção associar-se-á o modelo proposto por Jansen e Lloyd [31] 

para sistemas ((multi-patch" , apresentado anteriormente, ao modelo SEIR para o 

dengue proposto por Newton e Reiter [43], apresentado no capítulo 2. 

O modelo para o dengue é composto por sete compartimentos; portanto, 

ter-se-á k=7. Além disso, decidiu-se escolher a definição de cada um dos valores de 

a= 1, . .. , n, para cada sítio j (j = 1, .. . , n), como segue: 

a 1 2 3 4 0 6 7 
Xetj shj E h i h j R h i Svj Evj fvj 

Ao se considerar a migração dos indivíduos na rede de populações 

acopladas de um modelo para o dengue, é importante salientar que esta é conside

rada apenas para os humanos pertencentes às classes dos suscetíveis (Sh), expostos 

(Eh) e recuperados (Rh), pois, quando os indivíduos pertencem à classe dos infec

tados, devem permanecer em repouso; por essa razão, não migram e os mosquitos 

adultos (considerados no modelo) também não migram, pois voam pouco durante 

seu tempo de vida. 
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O fluxo entre os compartimentos é agora descrito por (3.2), onde: 

ft (xj) 

h(xi) 

h(xi) 

f(xj) = J4 (xj) -

fs(xi) 

!G(xi) 

h(xi) 

M = diag(m, m, O, m, O, O, 0), 

,j = 1 . .. n, (3.13) 

(3.14) 

1 
onde m é a taxa de migração e - representa o tempo de permanência em cada 

m 
sítio. 

3 .3 Cálculo do número reprodutivo básico para o dengue 

para a rede de populações acopladas 

O número reprodutivo básico Ro para a rede de populações acopladas 

pode ser obtido da condição de que o equilíbrio Eo seja instável (como foi apresentado 

no Capítulo 2, seção 2.3.2) , montando-se a matriz Jacobiana associada ao sistema 

(3.6), no ponto de equilíbrio Eo = (Sh_, O, O, O, s;, O, O) (equilíbrio livre da doença) , 

onde Sh_ = Nh e S~ = Nv e >.i , i=l, ... ,n , corresponde aos autovalores da matriz C: 
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D f(Eo) = 

onde: 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 

o 

o 
o 
o 

- Dv- Mv' 

an - ass· 

o 
o 
o 
o 

o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

1 
Dv 

-Cvh 

o 
o 
o 
o 
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(3.15) 

As condições necessárias e suficientes para a estabilidade de E 0 são 

escritas em termos dos coeficientes da equação característica da matriz (3.15), que 

tem a forma: 

onde 
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1 
<J23 = -- + À·m , M t 

- h 

e 

onde 

A+B 
a1 -

lvhMvDhPhDv' 
C+D+E+F 

a2 
M 

G+H+I-J-L 
a3 Jv[ 

a4 
(Mv + Dv)(Ph + Mh)(Dh - ÀimDhlvh + lvh) CvhChvNv -

Dhlvf~ PhDviv!J DvDhNh 

e 

A PhMhDvMv + 2Dh.MhPhDv + 2DhPhDvMv + DhMhDvMv , 

B = DhMhPhMv - >.imMhDhPhDvMv, 

c 

D 

E 

F 

G 

H 

I 

J 

L 

M 

= 

-

= 

= 

= 

= 

= 

= 

2DhM~NhDvMv + DhA1~NhMJ + PhM~NhMJ + 2DhPhMhNhMJ + DhMhNhMJDv, 

DhPhNhMJDv + 4DhPhMhN~tDvMv + DhPhM~NhMv + 2PhM~NhDvMv , 

PhMhNhMJDv + M~NhMJDv + DhPhM~NhDv- 2DhPhM~>.imNhDvMv, 

-DhPhM~>.imNhMJ- DhPh>.imMhNhMJDv - DhM~>.imNhMJDv, 

DhPhNhMJ + DhM~NhMv + DhM~NhDv + PhM~NhMv + PhM~NhDv, 

2DhPhNhDvMv + PhMhNhMJ + M~NhMJ + 2PhMhNhDvMv + 2DhPhMhNhlvfv, 

2M~NhDv1'vfv + 2DhMhNhDvMv + 2DhPhMhNhDv + DhM~tNhMJ, 

2DhM~>.imNhDvMv + DhM~ÀimNhMJ + DhPhM~>.imNhMv, 

DhPhM~>.imNhDv + 2DhPh>.imMhNhDvMv + DhPh>.imM~tNhMJ , 

N~tDhM~PhDvMJ . 
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Para verificar se o equilíbrio E0 é estável, testar-se-ão as condições do 

critério de Routh-Hurwitz [[24),[41]], que são: 

1. a1 >O; 

2. a3 >O; 

3. a4 >O; 

4. 2 2 a1a2a3 > a3 + a1 a4 . 

Utilizando o pacote de lógica do software Maple 5 e lembrando que 

todos os parâmetros envolvidos no modelo são positivos (ou seja: Nh > O, Mv > O, 

Dh > O, Dv > O, Ph > O, Cvh > O, Chv > O, Nh > O, Nv > O e m > O) e Ài :S O, todas 

as condições necessárias e suficientes para o equilíbrio ser estável são satisfeitas, com 

exceção da condição 3. Portanto, E 0 instável implica a4 < O. Da expressão a4 < O 

ter-se-á, então, a desigualdade: 

(Dh- ÀimD~tNh + lvlh) (Ph + Mh) (Dv + Mv) CvhChv Nv 
lvl~DhPhDvM'; - DvDh Nh <O, i= 1, · · · 'n 

(3.16) 

Entretanto, como se supõe que C é uma matriz simétrica, então 

-2 ~ ).i~ O, Ài real, a desigualdade (3.16) se cumpre 'Vi~ (3.16) se cumpre para 

o maior Ài (Ãmax ) , i= 1, ... , n, portanto: 

(3.17) 

Como o Àmax = Ã1 =O, tem-se a seguinte expressão para Rodada por: 

(3.18) 
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que é a mesma expressão (2.10), apresentada no capítulo 2. 

Com isso, nota-se que a migração não influencia no valor de R0 . 

3.4 R ede d e p opulações acopladas 

Nesta seção apresentam-se algumas representações da população divi

dida em sítios. Vários diagramas foram propostos, porém opta-se por expor as 

divisões da população em dois e três sítios por serem as mais simples, divisão em 

cinco sítios e esta em dois casos para que se possam comparar os resultados e, por 

fim, divisão em sete sítios. Biologicamente imagina-se que os sít ios sejam cidades ou 

bairros e que a falta de contato entre alguns deles consiste em qualquer impedimento 

como uma montanha intransponível entre os sítios e, portanto, a não-existência de 

ruas. 

3.4.1 P opulação dividida em d ois sítios 

Ao considerar a população dividida em dois sítios (n = 2), tem-se o 

seguinte diagrama representando o caminho percorrido de um sítio para outro: 

. 41 ~· 
1 2 

Figura 3.1: População dividida em dois sítios. 

Do ponto de vista biológico, podem-se considerar esses dois sítios como 

se fossem duas cidades, ou dois bairros que têm uma ligação entre si, ou seja, as 

populações podem ir de uma cidade (ou bairro) para outra sem maiores problemas. 
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A matriz C, simétrica, que descreve a estrutura do sistema é dada por: 

c= [ -1 1 ] 
1 -1 

(3.19) 

cujos autovalores são: À1 =O e À2 = -2. 

A expressão para o número reprodutivo básico Ro é dada por (3.18). 

Para que se possa implementar este modelo, é necessário escolher os valores iniciais 

atribuídos às variáveis de estado. Algumas variações foram feitas nas condições 

iniciais até escolher as que constam na Tabela 3.1. 

Tabela 3.1: Valores iniciais atribuídos às variáveis de estado para o modelo (SEIR) 
de transmissão do dengue, onde a população foi dividida em dois sítios. 

Variável Condição Inicial Variável Condição Inicial 
s hl (o) 5000 sh2(o) 5000 
Eht(O) o Eh2(0) o 
h 1(0) o h2(0) o 
Rh1 (O) o Rh2(0) o 
Svl(O) 10000 s112(o) 10001 
E111 (O) o E112(0) o 
Ivl (O) 1 ! 112 (O) o 

As simulações possibilitarão a análise da influência da taxa de migração 

na curva de epidemia de dengue. O mesmo critério utilizado no capítulo anterior 

(seção (2.4)) para detectar uma epidemia será utilizado agora, ou seja, a epidemia 

é detectada quando a proporção infectada exceder 1% da população. 

Assim, a razão mosquito/pessoa adotada é ~, conforme valores da 

Tabela 3.1. Segundo valores da Tabela 3.1, o número total de humanos é dado 

por Nht = Sh1 + Sh2 = 10000 pessoas, portanto, o início da epidemia ocorrerá no 

primeiro dia em que o número de casos de dengue for igual ou maior que 100; 

considerar-se-á o final da epidemia quando o número de casos de dengue for menor 

que 100. 
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3.4.2 População dividida em três sítios 

Ao considerar a população dividida em três sítios (n=3), tem-se o 

seguinte diagrama representando o caminho percorrido de um sítio para outro: 

3 • /\ . ~ ~. 
1 2 

Figura 3.2: População dividida em três sítios. 

E a matriz C, simétrica, que descreve a estrutura do sistema é dada 

por: 

-1 1 1 
2 2 

C= 1 -1 1 
2 2 (3.20) 

1 1 -1 2 2 

cujos autovalores são: ..\1 =O e À2,3 = - ~. 

A expressão para R0 é dada por (3.18). Os valores iniciais atribuídos 

às variáveis de estado constam na Tabela 3.2. 

Tabela 3.2: Valores iniciais atribuídos às variáveis de estado para o modelo (SEIR) 
de transmissão do dengue, onde a população foi dividida em três sítios. 

Variável Condição Inicial Variável Condição Inicial Variável Condição Inicial 
shl (O) 3333 sh2(o) 3333 s h3(o) 3333 
Eh1 (O) o Eh2(0) o Eh3(0) o 
h 1(0) o Ih2(0) o h 3(0) o 
Rh1 (O) o R h2(0) o R113(0) o 
Sv1 (O) 6667 Sv2(0) 6666 Sv3(0) 6665 
Ev1 (O) o E v2(0) o E v3(0) o 
fvi(O) o f v2(0) 1 Iv3 (O) 2 
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Assim, a razão mosquito/pessoa adotada é f, segundo valores da Tabela 

3.2. Conforme os valores adotados na Tabela 3.2, Nht = 9999 pessoas, portanto, o 

início da epidemia ocorrerá no primeiro dia em que o número de casos de dengue 

for igual ou maior que 99; considerar-se-á o final da epidemia quando o número de 

casos de dengue for menor que 99. 

3.4.3 População dividida em cinco sítios 

Ao dividir a população em cinco sítios, considerar-se-ão dois casos para 

que se possa fazer uma comparação. No primeiro caso, trabalha-se o sítio 1 in

teragindo com todos os outros sítios e, no segundo caso, o sítio 1 irá interagir, 

inicialmente, com os sítios 2 e 5 e, após, com os sítios 3 e 4. 

CAS01 

Ao considerar a população dividida em cinco sítios (n=5), tem-se o 

seguinte diagrama representando o caminho percorrido de um sítio para outro: 

3 5 

Figura 3.3: População dividida em cinco sítios (caso 1). 

A seguinte matriz C , simétrica, descreve a estrutura do sistema: 

UFRGS 

SISTEMA DE B~~~~O~~~:~ÁTICA 
618\JOTECA SETOR I 
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-1 1 1 1 1 
4 4 4 4 

.!. -1 3 o o 4 4 

C= 1 3 -1 o o (3.21) 
4 4 
.!. o o -1 3 
4 4 
1 o o 3 -1 4 4 

cujos autovalores são: À1 = O, Ã2 = -~, Ã3 = - ~ e À4,5 = -~. Os valores iniciais 

atribuídos às variáveis de estado constam na Tabela 3.3. 

Tabela 3.3: Valores iniciais atribuídos às variáveis de estado para o modelo (SEIR) 
de transmissão do dengue, onde a população foi dividida em cinco sítios 
(C.I. representam as condições iniciais) . 

Variável C.I. Variável c.r. Variável C.I. Variável C.L Variável C.I. 
shl (O) 2000 sh2(o) 2000 sh3(o) 2000 SM(O) 2000 Shs(O) 2000 
Ehl(O) o Eh2(0) o Eh3(0) o Eh4(0) o Ehs(O) o 
h1(0) o h2(0) o h3(0) o IM(O) o hs(O) o 
Rn1 (O) o Rh2(0) o Rh3(0) o RM(O) o Rhs(O) o 
Sv1(0) 2074 Sv2(0) 2075 Sv3(0) 2075 Sv4(0) 2075 Svs(O) 2075 
Evl (O) o Ev2(0) o Ev3(0) o Ev4(0) o Evs(O) o 
lv1 (O) 1 Iv2(0) o Iv3(0) o Iv4(0) o Ivs(O) o 

Conforme os valores adotados na Tabela 3.3, Nhe=lOOOO pessoas, por

tanto, o início da epidemia ocorrerá no primeiro dia em que o número de casos de 

dengue for igual ou maior que 100, ao passo que se considerará o final da epidemia 

quando o número de casos de dengue for menor que 100. 
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CAS02 

Ao considerar a população dividida em cinco sítios (n=5), tem-se o 

seguinte diagrama representando o caminho percorrido de um sítio para out ro: 

1 

2 5 

3 4 

Figura 3.4: População dividida em cinco sítios (caso 2). 

A seguinte matriz C , simétrica, descreve a estrutura do sistema: 

-1 1 o o 1 
2 2 

1 -1 1 o o 2 2 

C= o 1 -1 1 o (3.22) 2 2 

o o 1 -1 1 
2 2 

1 o o 1 -1 2 2 

5 1 5 1 
cujos autovalores são: À1 =O >.2 3 = -- + -V5 e À4 s = - - - -v's. 

) ' 4 4 ' 4 4 

Os valores iniciais atribuídos às variáveis de estado constam na Tabela 

3.3. 
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3.4.4 P opulação div idida em sete sít ios 

Ao considerar a população dividida em sete sítios (n=7), tem-se o 

seguinte diagrama representando o caminho percorrido de um sítio para outro: 

4 

Figura 3.5: População dividida em sete sítios. 

Tem-se a seguinte matriz C , simétrica, que descreve a estrutura do 

sistema: 

-1 1 1 1 1 1 1 
6 6 6 6 6 6 

1 -1 1 o o o 1 
6 2 3 
1 1 - 1 1 o o o 6 2 3 

C = 1 o 1 -1 1 o o 6 3 2 (3.23) 

1 o o 1 -1 1 o 6 2 3 
1 o o o 1 - 1 1 
6 3 2 
1 1 o o o 1 - 1 6 3 2 

cujos autovalores são: À 1 = O e À2 = 7 
À3 = _l!. À4 5 - 6, 6' , - 1 + ~/7 e À6,7 

- 1 - !/7. 

Para que se possa implementar este modelo, os valores iniciais atribuídos 

às variáveis de estado constam na Tabela 3.4. 
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Tabela 3.4: Valores iniciais atribuídos às variáveis de estado para o modelo (SEIR) 
de transmissão do dengue, onde a população foi dividida em sete sítios. 

V ar. C.I. V ar. C.I. V ar. C.I. V ar. C.I. 
shl(o) 1500 sh2(o) 1500 s h3(o) 1500 SM(O) 1500 
Eh1(0) o Eh2(0) o Eh3(0) o EM(O) o 
h1(0) o h2(0) o Ih3(0) o IM(O) o 
Rh1 (O) o Rh2(0) o Rh3(0) o RM(O) o 
Svl (O) 3001 Sv2(0) 3000 Sv3(0) 2999 Sv4(0) 2998 
Evl (O) o Ev2(0) o Ev3(0) o Ev4(0) o 
Ivl (O) o fv2(0) 1 Iv3(0) 2 Iv4 (O) 3 

V ar. C.I. V ar. C.I. V ar. C.I. 
Sh5(0) 1500 Sh6(0) 1500 sh7(o) 1500 
Ehs(O) o Eh6(0) o Eh1(0) o 
hs(O) o Ih6(0) o h7(0) o 
Rh5(0) o Rh6(0) o Rh1(0) o 
Svs(O) 2997 Sv6(0) 2996 Sv7(0) 2995 
Evs(O) o Ev6(0) o Ev7(0) o 
fvs(O) 4 fv6(0) 5 fv7 (0) 6 

Assim, a razão mosquito/pessoa adotada é ~' conforme valores da 

Tabela 3.4. Conforme os valores adotados na Tabela 3.4, Nht=10500 pessoas, por

tanto, o início da epidemia ocorrerá no primeiro dia em que o número de casos de 

dengue for igual ou maior que 105, ao passo que se considerará o final da epidemia 

quando o número de casos de dengue for menor que 105. 

3.5 Implementação do modelo 

Para realizar as simulações, necessita-se de algumas informações úteis 

no processo de implementação. Uma delas é a escolha das condições iniciais atribuídas 

às variáveis de estado do modelo e escolha da taxa de migração. O método numérico 

a ser utilizado na solução do sistema de equações diferenciais ordinárias não-lineares 

do modelo (SEIR) é, como utilizado anteriormente, o método de Runge-Kutta de 

quarta ordem. 
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Os valores dos parâmetros envolvidos no modelo são dados pela Tabela 

2.1 e os valores iniciais atribuídos às variáveis de estado foram apresentados quando 

se estabeleceu o número de sítios em que a metapopulação foi dividida. Quanto aos 

valores atribuídos para a taxa de migração, m , estes foram escolhidos (ver Tabela 

3.5) de modo a exibir efeitos facilmente visualizados. 

Tabela 3.5: Valores atribuídos ao parâmetro m (taxa de migração). 

3.6 Resultados numéricos 

m 
0,01 
0,005 
0,002 
0,001 
0,0005 
0,0001 

Em Todas as figuras, P1 , P2 , P3, P4, Ps, P6, P1 e Pt, representam as popu

lações de infectados nos sítios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e metapopulação, respectivamente. 

A F igura 3.6 fornece a curva de uma epidemia de dengue para uma rede 

de duas populações acopladas , que foi obtida analisando o intervalo [0,400] dias, com 

passo h= 0,5 e com emprego dos valores apresentados nas Tabelas 2.1 e 3.1. 

A Figura 3.7 fornece a curva de uma epidemia de dengue para uma rede 

de três populações acopladas, que foi obtida analisando-se o intervalo [0,400) dias: 

com passo h = O, 5 e com emprego dos valores apresentados nas Tabelas 2.1 e 3.2. 

As Figuras 3.8 e 3.9 fornecem a curva de uma epidemia de dengue para 

uma rede de cinco populações acopladas, que foram obtidas analisando o intervalo 

[0,400J dias, com passo h = 0,5 e com emprego dos valores apresentados nas Tabelas 

2.1 e 3.3. 
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A Figura 3.10 fornece a curva de uma epidemia de dengue para uma 

rede de sete populações acopladas, que foi obtida analisando o intervalo [0,400) dias, 

com passo h = 0,5 e com emprego dos valores apresentados nas Tabelas 2.1 e 3.4. 

Ao dividir a população em sítios, nota-se que a epidemia de dengue 

começa mais cedo, se comparado com o modelo sem sítios apresentado no Capítulo 

2. Em todos os casos estudados percebe-se que, quanto maior o valor de m, ou 

seja, quanto menor o tempo de permanência em cada sítio, mais rapidamente a 

epidemia se propaga. Isso se deve ao fato de que os humanos estão migrando mais, 

aumentando, assim, o contato entre indivíduos suscetíveis e expostos. 

Percebe-se também que, quando se tem uma taxa de migração pequena, 

a população total apresenta mais de um pico de epidemia, que pode ser observado 

em todas as figuras. Esses picos múltiplos aparecem porque a população é analisada 

globalmente. Verifica-se também que a velocidade de propagação é maior quanto 

maior for o número inicial de infectados, porém o número total de casos não varia. 

Exibe-se apenas um resultado numérico para cada metapopulação (com 

exceção da dividida em cinco sítios), pois o comportamento é sempre o mesmo, 

apesar de se terem condições iniciais diferentes. O efeito verificado restringe-se à 

rapidez do início da epidemia; quanto maior o número de mosquitos infectados na 

metapopulação, mais rapidamente a epidemia vai evoluir. 

Na Figura 3.6, a metapopulação foi dividida em dois sítios, de modo 

que houvesse mosquitos infectados apenas no sítio 1, levando a que o contato deste 

sítio com o outro transmita a doença. Vê-se com clareza que a epidemia demora 

mais para acontecer no sítio sem mosquitos infectados de início. Na Figura 3.6(d) , 

(e) e (f) , vêem-se com clareza os dois picos da epidemia, em virtude do atraso na 

transmissão da doença nos sítios não infectados. 

Na Figura 3. 7, a metapopulação foi dividida em três sítios, considerando

se mosquitos infect ados nos sítios 2 e 3, fazendo com que o contato destes sítios com 

o primeiro transmita a doença. Vê-se com clareza o atraso no início da epidemia no 
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sítio sem mosquitos infectados de início. Na Figura 3.7(d), (e) e (f), vêem-se com 

clareza os dois picos da epidemia. 

Nas Figuras 3.8 e 3.9, a metapopulação foi dividida em cinco sítios. 

Na Figura 3.8 a população total foi dividida de modo que apenas o sítio 1 tivesse 

mosquitos infectados e este tivesse contato com todos os outros sítios (caso 1). Na 

Figura 3.8(d), (e) e (f), vêem-se com clareza os dois picos da epidemia. Na Figura 

3.9, a metapopulação foi dividida de modo que apenas o sítio 1 tivesse mosquitos 

infectados, o qual tem contato apenas com os sítios 2 e 5; estes têm contato com os 

sítios 3 e 4, o que faz com que a epidemia demore para acontecer nos sítios 3 e 4 

(caso 2). Neste caso, a Figura 3.9(d), (e) e (f), vêem-se com clareza três picos da 

epidemia. O comportamento epidêmico nos sítios, se for feita uma análise individual, 

é o mesmo (pois o número total de casos é o mesmo para cada sítio) , porém ocorre 

uma defasagem no início da epidemia nos sítios que apresentam contato posterior. 

Na Figura 3.10, a metapopulação foi dividida em sete sítios, de modo 

que houvesse mosquitos infectados em todos os sítios com exceção do 1, acarretando 

que o contato entre as populações destes sítios transmita a doença. Vê-se com clareza 

que a epidemia demora mais para acontecer nos sítios com um número menor (ou 

sem) de mosquitos infectados de início, os quais apresentam um mesmo comporta

mento com o passar do tempo. Na Figura 3.10(d) , (e) e (f), vêem-se com clareza 

os dois picos da epidemia, em razão da defasagem na transmissão da doença, que 

ocorre com os sítios com poucos (ou sem) mosquitos infectados inicialmente. 
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Figura 3.10: Curva de epidemia do dengue para a metapopulação dividida em sete 
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Neste trabalho, foram apresentados o modelo SEIR de transmissão do 

dengue juntamente com alguns resultados numéricos sobre a epidemia de dengue em 

uma população hipotética interagindo e, num segundo momento, associou-se este ao 

modelo para sistemas ((multi-patch", visando verificar a influência da migração na 

curva de epidemia de dengue numa metapopulação. 

No capítulo 2, mostrou-se a curva de epidemia de dengue para uma 

população hipotética, bem como o efeito na curva de epidemia a partir da variação de 

alguns parâmetros envolvidos no modelo SEIR. Notou-se, através de experimentos 

numéricos, que os parâmetros que mais influenciam no número de casos são: o 

número de picadas por mosquito infectado por dia (Pi), a expectativa de vida dos 

mosquitos (M11), a capacidade de suporte ambiental (K) e a razão entre o número de 

mosquitos suscet íveis e o número de humanos suscetíveis ( ~:), pois influenciam 

diretamente no valor do número reprodutivo básico (Ro). Com isso, fica comprovada 

a importância do controle do mosquito adulto na proliferação da epidemia. Outro 

parâmetro que apresentou influência na epidemia foi a duração da infecção no homem 

(Ph) , porém, como seu valor é pequeno se comparado com os outros parâmetros, seus 

efeitos são pouco significativos. Se fossem melhoradas as condições de armazenagem 

de água e lixo nos locais infestados pelo dengue, os casos da doença diminuiriam 

sensivelmente, contudo, na prática, isso nem sempre ocorre. É importante salientar 

também que não somente a eliminação das larvas e dos mosquitos adultos faria com 

que a doença se extinguisse, pois os ovos dessecados, que permanecem escondidos 

em recipientes secos podem eclodir quando molhados, surgindo, assim, novas larvas 

e, conseqüentemente, novos mosquitos. 

No capít ulo 3, associou-se o modelo SEIR para o dengue com o mo

delo para sistemas "multi-patch", de modo que foi possível analisar a influência 

da migração na curva de epidemia dessa doença. Percebeu-se que a migração não 
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influencia no número reprodutivo básico da doença (R0 ), porém influencia na veloci

dade de propagação da doença na metapopulação. Através de simulações numéricas 

notou-se que, quanto maior a permanência dos humanos em cada sítio, mais lenta é 

a propagação, fazendo com que a metapopulação tenha picos múltiplos. 

Em uma população real, os sítios têm tamanhos diferentes e se co

municam com velocidades diferentes, porém o comportamento será semelhante ao 

apresentado no trabalho, pois os picos múltiplos irão surgir (mas com tamanhos 

diferentes) e a defasagem quanto ao início da epidemia depende, basicamente, do 

número de mosquitos infectados considerados inicialmente e da velocidade de mi

gração. 

Em trabalhos futuros, considerar-se-ão modelos populacionais com dis

tribuição etária para a população dos vetores (considerando os estágios larvais) , 

de modo a se ter uma avaliação mais real na influência da migração nas redes de 

populações acopladas. Serão considerados também, para análise numérica, sítios de 

tamanhos diferentes e taxa de migração diferentes. 
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"' APENDICE A LINEARIZAÇAO EM TORNO 
DE UM EQUILíBRIO 

. dx 
Constdere f : JRn ---7 JRn, dt = f( x). 

Supor f(x) =O, isto é, x é um ponto de equilíbrio de f(x) . 

Considerando um estado x(t) do sistema, suficientemente próximo de x, 

isto é x (t) = x+ó(t), onde ó(t) é um vetor que representa uma pequena perturbação 

com relação ao equilíbrio x. 

Substituindo por x + ó(t) na equação, obtém-se: 

! (x + ó(t)) = f(x + ó(t)). 

Expandindo na fórmula de Taylor: 

ó'(t) = f(x) + Df(x)ó(t) + o(ó2
), 

[ ôf.l onde Df(x) é uma matriz cujos elementos são [Df(x)]ij = ô 1
_ _' 

XJ x= x 

ó'(t) = Df(x)ó(t), 

onde À1, À2 , ... , Àn são autovalores de Df(x). 

Se este sistema é de n-ésima ordem, o polinômio característico pode ser 

escrito na forma geral 
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onde os coeficientes ai, i = 1, 2, ... , n são todos reais. As condições necessárias 

e suficientes para que Re[>.i] < O 't/i = 1, 2, ... , n, com an > O testar-se-ão as 

condições do critério de Routh-Hurwitz [[24),[41]], que são: 

D3 = 1 a2 a4 > 0: 

O a1 a3 

al a 3 

1 a2 a4 

Dk= 
o al a 3 

> o, k = 1,2, .. . ,n. 
o 1 a 2 

o o 
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