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R esmno 

O objetivo deste trabalho é calcular explicitamente a função densidade 
espectral do processo estocástico estacionário dado por 

onde Ta : [0, 1] --+ [0, 1] é definida por 

Ta(x) = { 
~ 
a' 

GY(x-cr) 
1-Ct , 

se O:::; x <o: 

se o:~ x ~ 1, 

o: é um parâmetro em (0,1) e X 0 tem distribuição v , onde v é a (única) medida 
invariante absolutamente contínua em relação a Lebesgue. Mostramos ainda 
que vale a Lei Forte dos Grandes Números para o processo { Xt}teN e obtemos 
uma estimativa de o: baseada em uma série temporal. 

A bst ract 

The purpose of this work isto show explicitly the spectral density function 
of the stationary stochastic process given by 

Xt = T!(Xo), tE lN 

where Ta : (O, 1] --+ (0, 1] is defined by 

Ta(x) = 
{ 

~, i f 0 :::; X < O: 

cr(x -cr) íf 0: _< X <_ 1, 
1 -Ct ' 

ais a parameter in (0,1) and X0 has distribution v, where vis the (unique) 
invariant measure for Ta absolutely continuous with respect to the Lebesgue 
measure. We also show that the Strong Law of Large Numbers holds for the 
process { Xt} tEN and obtain an estimate for the parameter o: based on a time 
senes. 
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1. Int rodução 

Considere a transformação Ta: [0,1] --t [0 , 1] dada por 

Ta(x) = 
{ 

X ;, 

a( x-a) 
1-ot l 

onde a E (0,1) é uma constante. 

se O::Sx<a 

se 
(1) 

Estamos interessados na análise espectral do processo estocástico esta
cionário determinado pelos iterados desta função. Tal processo é definido 
por 

(2) 

onde T~ é o t-ésimo iterado de Ta, v é a (única) medida invariante absoluta
mente contínua em relação a Lebesgue para Ta-, calculada na seção 2, e X 0 , 

a variável aleatória inicial, tem distribuição v. Neste caso, Xt, para todo t 
natural, também tem distribuição v. 

Calcularemos explicitamente a função densidade espectral deste processo, 
definida (ver Brockwell e Davis (1991)) por 

1 00 . 

fx(>.) =- L e-•k>-p(k) , 
27r k=-oo 

(3) 

para todo À E ( - 1r , 1r], onde p( k) é o coeficiente de correlação de ordem k do 
processo { Xt} tEN 

JE[XtT~(Xt)]-JE[Xt]IE[T~(Xt)] 

Jvar[Xt]V1f ar[T~(Xt)] 

se k E IN e p(k) = p(-k), se -k E IN. 
Note que, sendo v invariante, (4) independe de te se reduz a: 

p(k) = JE[XtT~(Xt)]- (IE[Xt])Z 
Va1·[Xt] 
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A medida invariante v será usada na obtenção de três equações de recorrên
cia envolvendo os coeficientes p( k) da função densidade espectral (P roposi
ções 2, 3 e 4). Tais coeficientes não serão calculados explicitamentes, mas das 
três equações acima e através do uso de três séries de potência auxiliares (ver 
expressão (18)) obteremos a função densidade espectral (expressão (3)) (ver 
Teorema 1) (ver Lopes, Lopes e Souza (1997a) para os resultados descritos 
até aqui) . 

Mostraremos ainda que a medida invariante v é ergódica. Concluiremos 
que vale a Lei Forte dos Grandes Números para o processo {Xt}tEN· Calcu
lando suas esperança, variância e coeficientes de correlação de ordem O e 1 
(Proposição 4) vamos obter estimativas para a a partir de uma série tempo
ral, através do Teorema Ergódico de Birkhoff (método dos momentos). 

Em Lopes, Lopes e Souza (1997b) usamos técnicas semelhantes para fazer 
a análise espectral de um processo gerado pelos iterados de uma outra função 
T no int ervalo [O, 1]. Essa função é dada pela divisão de [0, 1] em n intervalos 
encaixados Bi, i E {1 ,2, ... ,n}, e pela divisão, para cada i E {1,2, ... ,n}, do 
intervalo Bi em n subintervalos encaixados Bii, j E { 1, 2, ... , n}. Fazemos 
T ligar o intervalo Bii ao intervalo Bi por uma reta crescente, que une as 
extremidades inferior e superior de Bíi às extremidades inferior e superior 
de Bi, respectivamente. Desta vez a medida invariante é dada por uma 
densidade constante em cada intervalo Bi, e a função densidade espectral é 
dada pelo mesmo Teorema 1 aqui provado, em função da série de potências 
1 relativa a este outro processo (análoga à definida em (18)). 

Finalmente, Lopes, Lopes e Souza (1996) contém um resumo destes dois 
casos e do outros tratados anteriormente (ver Lopes e Lopes (1998)). 

2. A medida invariante 

Inicialmente calcularemos uma medida v invariante para Ter absoluta
mente contínua com relação a Lebesgue. Depois mostraremos que esta me
dida é única e é ergódica, e do Teorema Ergódico de Birkhoff obteremos a 
Lei Forte dos Grandes Números para o processo {Xt}tEN· 

Evidências computacionais sugerem uma medida v dada por uma densi-
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dade constante por partes g( x) da seguinte forma: 

g(x) = { c, se x E [O , a) 
d , se x E [a, 1] 

(6) 

Provaremos que v , definida pela densidade g, é invariante para Ta , desde 
que com constantes c e d adequadas. 

Sendo densidade em [0,1], g( x) deve satisfazer 

v([O, 1]) = h1 

g(x )dx = ac + (1 - a)d = 1 (7) 

e, por ser invariante, deve satisfazer a seguinte equação funcional 

v(T; 1 ([a, b])) = v([a, b]) , (8) 

para quaisquer O :S a < b ::; 1 . 
Reescrevendo a equação (8) em termos de c e d, temos três possíveis casos: 
i) se a < b :S a , então 

[ 
a(l - a) b(l- a)] 

T; 1([a,b]) = [aa,ab] U a+ a ,a+ a 

e (8) pode ser reescrita como 

(1- a) 
a(b- a)c + (b - a) d = (b- a)c. 

a 

ii) se a :S a :S b , então 

T;1([a, b]) = [aa, ab] U [a + 
1 
:a a, 1) 

e (8) pode ser reescrita como 

a(b- a)c + (1- a-
1: a a) d = (b- a)d +(a- a)c . 

iii) se a ::; a < b , então 

T;1([a, b]) = [aa, ab] 

e (8) pode ser reescrita como 
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(10) 



a( b - a )c = d( b - a) . (11) 

Nos três casos acima, a resolução do sistema formado pelas expressões 
(7) e (9) ou (10) ou (11) resulta em c e d como função de a apenas, não 
dependendo de a e b: 

1 
c=---..,-

a(2- a) 
e (12) 

Portanto, provamos que a densidade g(x), definida por (6), com c e d 
escolhidos como em (12), é tal que 

para todos a e b pertencentes a [0, 1]. Como a semi-álgebra dos intervalos gera 
a o--álgebra de Borel em [0, 1], temos que a medida v, dada pela densidade 
g(x), é invariante para Ta· 

Para mostrarmos que v é a única medida invariante absolutamente contínua 
em relação a Lebesgue e que é ergódica, usaremos o seguinte resultado (ver 
Lasota e Yorke (1973) e Lasota e Mackey (1994)): 

P roposição: Se T é uma tmnsjo1~mação expansora definida em um in
tervalo, então existe uma única medida invariante absolutamente contínua 
com relação a Lebesgue. Além disso, essa medida é ergódica. 

A transformação Ta em (1) é expansiva se e somente se a > ~- Porém, 
podemos mostrar que r; é sempre expansiva. Para isto basta considerar a 
expressão de r; 

onde a derivada de r; é 

x-cx2 2 < se a _ x <a 
l-ex ' 

x-ex se a ::; X ::; 1 , 
l-er' 
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1 
a2 ' se O ::; x < a 2 

e 

se ci < x < 1 1 -a' - - ' 
1 

que são valores sempre maiores que 1, qualquer que seja a, O < a< 1. 
Logo, da proposição acima temos a ergodicidade de v para r;. E isto 

implica que v é ergódica também para T(X , pois: 

T;1(A) =A ::;. (T~t1 (A) = 1';1 (T; 1 (A)) = T;1(A) =A ::;. 

::;. IJ(A) = o ou IJ(A) = 1 ) 

onde a última implicação vem da ergodicidade de T~ . 
Podemos então usar o Teorema Ergódico de Birkhoff (ver Robinson (1995) 

ou Lasota e Mackey (1994)) para obtermos a Lei Forte dos Grandes Números 
para o processo { X t} tEN. 

Teorem a E rgódico de B irkhoff: Seja T : M ~ M uma transformação 
mensuTável e v uma m edida invariante e er-gódica pam T. Então, existe um 
conjunto A de medida v total tal que, para toda função integrável c.p de M em 
IR, e z0 em A, temos 

1 N-1 

J~ N {; c.p(Tk(zo)) =f cp(z)dv(z) . 

Para utilizar o teorema acima, considere lvf =[O, 1] , T = T(X e cp = Id. 
Então 

1 N - 1 1 N - 1 

lim N I: Xt = lim N L r ;(zo) =f z dv (z) = IE[Xt] , Vzo E A, 
N -+oo t=O N -+oo t=O 

onde A é um conjunto de medida v(A) = 1. 
O Teorema Ergódico de Birkhoff será usado mais tarde para obtermos 

uma estimativa de a a partir de uma série temporal do processo {XthEN· 
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3. Cálculo da Densidade Espectral 

Nesta. seção obteremos a. expressão explícita. da. função densidade espectral 
dada pela. expressão ( 3). 

A próxima. proposição caracteriza o k-ésimo iterado da transformação 
Ta-(x) através de uma fórmula recursiva. 

Proposição 1: O k-ésimo iterado da transfor·mação Ta-(x) dada pela 
expressão (J) é definido por 

l 
Tk-1 (:E.) 

O' O' , 

T;(x) = 

Tk- 2 (x-a-) 
a t-a- ' 

se O~ x <a 

(13) 

se a~ x ~ 1, 

para qualquer inteiro k ~ 2. 

Prova: A prova é feita por indução em k. Primeiro verificamos a validade 
da expressão (13) quando k = 2, sabendo que 

X se O~ x < a 2 a-2, 

T~(x) = x-a2 
se a 2 ~ x <a l - a' 

X - 0' se a~x~l . 1-a ' 

Como T~ = I d, pelo uso da fórmula de recorrência quando k = 2 temos 

' { r~(!). se O ~x<a 

Ta(x) = 
~ se a~x~1. 1-a' 

Sabemos que 
(X) :E. X X Tl - = Q. =- se O~ -< a, a a a a 2 , a 
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e que 

se 
X 

a~ - ~ 1, 
a 

Portanto temos 

X se O ~ x < a2 
012) 

r;(x) = x - o 2 
se a2 ~ x <a 

l-a ' 

~ se a~x~l. 1- o' 

Logo, a fórmula de recorrência vale para k = 2. Suponha agora. que (13) vale 
para. k. Mostraremos que também vale para. k + 1. Suponha O ~ x < a . 
Então, 

Se a :S x ::; 1 então 

já que 
a(x -a) 
----=-------=-- < a , 
1-a -

quando x E [0, 1]. Portanto, 

se O~ x <a 

se a~x~1 

e a proposição está demonstrada. 

Proposição 2: A integral 
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satisfaz a equação recu1·siva 

A(k) = aA(k- 1) + (1- a)A(k- 2) 

para todo inteiro k 2: 2, com as condições iniciais 

A(O) = ~ a 
e A(l) = 2(2-a). 

Prova: Da P roposição 1 temos, para todo inteiro k 2: 2, 

A(k) = fo
1

1'!(x)dx = foa r;-1 (:)dx + 11 

r;-2 (~ = :)dx . 

Por uma mudança da variável x para a variável 
X 

y=-
a 

na primeira integral da expressão de A( k) acima, e da variável x para 

x-a 
z=--1-a 

na segunda integral da expressão de A( k) acima, temos 

(14) 

A(k) = h1 

T!-1 (y)ady+ h1

T!-2(z)(l-a)dz = aA(k-1)+(1-a)A(k-2) , 

para todo inteiro k 2: 2. Logo, a equação (14) vale. Os valores de A(O) e 
A(l) podem ser calculados diretamente por 

rl r 1 
A(O) =lo T2(x)dx =lo xdx = 2 

e 

A(l) l l la x 11 (x-a) T~(x)dx = -dx + a ' dx = 
o o a a 1-a 

a a (1 a
2 

2) 
2+1-a 2-a-2+a = 
a a (1 a

2
) a a 2 - + -- - - a+ - = - + (1 - 2a + a: ) = 

2 1- a 2 2 2 2(1 -a) 
a a: a: - 2 + 2(1- a) = 2(2- a:) . 

14 



Logo a proposição está provada. 

P roposição 3: A integral 

satisfaz a equação de recorrência 

B(k) =o? B(k- 1) + (1- a)2 B(k- 2) + a(l- a)A(k- 2) , (15) 

para todo inteiro k 2: 2, com as condições iniciais 

1 
B(O) =-

3 
a 

e B(1) = 6(1 + a)(2 - a) . 

P rova: Da Proposição 1, para todo inteiro k 2: 2 temos, 

r 1 r"' . (X ) r 1 . (X - a) B(k) =lo xT;(x)dx = lo xr;-1 a dx +la xr;-z 
1 

_a dx. 

Por uma mudança da variável x para a variável 

X 
y=

a 

na primeira integral da expressão de B(k) acima e da variável x para 

x-a 
z=--

1-a 

na segunda integral da da expressão de B(k) acima, temos 

1 1 

B(k) fo ayT!- 1 (y)ady +h [z(1- a)+ a]T! - 2(z)(l- a)dz = 

a 2 fol vr!-1(y)dy + (1- a)2 fol zT!-2(z)dz + 

+ a(1- a) fol r;-2 (z)dz = 

a2B(k - 1) + (1- a) 2B(k - 2) + a(1- a)A(k- 2) 
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para todo inteiro k 2:: 2. Logo, a equação (15) vale. As condições iniciais são 
dadas por rl rl 1 

B(O) =lo xT2(x)dx = lo x
2
dx = 3" 

e 

B(1) 

e a proposição está demonstrada. 
Das Proposições 2 e 3 vamos derivar a função de autocorrelação p(k), k E 

IN, do processo { Xt }tEN. 

Proposição 4: Seja {Xt}tEN o processo estocástico estacionário dado 
pela expressão {2). A função de autocorrelação de ordem k do processo 
{Xt}tEN, definida na expressão {5), é dada por 

JE[X Tk(X )] - (t+ar-ar2) 2 
t ar t 2(2-ar) C(k) - J.L2 

p( k) = (ar2-a+I)(a2-5ar+S) - (16) 
12(2-ar )2 

para todo k E IN , onde 

1 +a- a 2 

J.L = JE[Xt] = 2(2- a) 
2 _V [X]_ (a2

- a+ 1)(a2
- 5a + 5) 

' Cl - ar t - 12(2- a)2 

e C(k) = JE(XtT~(Xt)] é dado pela relação de três te1·mos 

C(k) =a? c B(k- 1) + (1- a) 2d B(k- 2) + a(l- a)d A(k- 2), (17) 
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para todo inteiro k ~ 2, com A(k) dado por (14}, B(k) dado por (15} e as 
constantes c e d definidas na expTessão ( 12). A inda, as condições iniciais 
são dadas por 

C (O) = 1 + a2 - a3 
3(2- a) 

e C( ) = a(4- a- a
2
) . 1 

6(2- a) 

Como p(k) = p( -k) para todo k < O , definindo C(k) = C(-k) para 
todo k < O t emos a validade da expressão {16} para todo inteim k . 

Prova: Da estacionaridade do processo { Xtl teN, temos 

e 
Var(Xt] = Var(Xt+k] = Var(T;(Xt)] . 

O valor esperado do processo {Xt}teN é dado por 

h1 

xdv(x) =c h cx xdx + d L1 

xdx = 
1 [x2 ]cx 1 [a;2 ]1 a2 l-a2 

a(2- a) 2 0 + 2- a 2 cx = 2a(2- a) + 2(2- a) = 
1 +O'- 0'2 

2(2- a) · 

O segundo momento do processo {Xt}teN é dado por 

JE[Xi) 11 

x2dv(x) = c focx x2 dx + clL1 

x2dx = 
1 [x3]a 1 [x3]1 a2 1- a3 

- a(2- a) 3 o + 2- a 3 a = 3(2- a) + 3(2- a) = 
1 + a2- a3 

3(2- a) 

Logo, a variância do processo {Xt}teN é dada por 

[ ] IE[X2]- [JE(Xt]]2 = 1 + a2- a3- (1 +a- o-2)2-
V ar Xt = t 3(2- a) 2(2 - a) 
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4(1 +o?- a 3)(2- a)- 3(1 +a - a 2)2 
12(2- a)2 

8 + 8a2 
- 12a3 

- 4a + 4a4 
- 3 - 6a + 3a2 + 6a3 

- 3a4 

12(2- a)2 

a 4
- 6a3 + lla2

- 10a + 5 (a2
- a+ 1)(a2

- 5a + 5) 
-

12(2- a)2 12(2- a)2 

A função de autocorrelação de ordem k do processo {Xt}teN é dada por 

C(k) JE[X, r;(Xt)] = 11 

xT;(x)dv(x) = 

c h cx xT;(x)dx + d 11 

xT;(x)dx = 

rcx yk-1 (x)d d e k-2(x- a)d c lo x ex a x + la xTcx 1 -a x · 

A última igualdade acima vêm da Proposição 1. Por urna mudança da 
variável x para 

X 
y=

a 
na primeira integral da expressão de C(k) acima e da variável x para 

x-a 
z =--

1-a 

na segunda integral da expressão de C(k) acima temos 

C(k) - c h1 

ayr;-1 (y)ady + d h1 

((1- a)z + a)T~-2 (z)(l- a)dz = 

- ca2 fol vr:-1 (y )dy + d(l - a 2) lal zr;-2(z) dz + 

+ da(1 -a) fol r;-2 (z)dz = 
- ca2 B(k- 1) + d(1- a? B(k- 2) + da(1- a)A(k- 2) , 

para todo inteiro k ~ 2, onde A(k) é dado por (14), B(k) é dado por (15) e 
as constantes c e d por (12) . Portanto, vale a expressão (17). Já os valores 
de C(O) e C(1) são calculados diretamente por 

C(O) = fo 1 

xT2(x)dv(x) = fo1 

x2dv(x) = 
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e 

C(l) k1 

xTc!(x)dv(x) =c ko. xTa(x)dx + d l1 

xTa(x)dx = 

C r' X X dx + d { 
1 
xc/ ~ - a) dx = 

lo a la 1- a 

1 ( a
2

) a ( 1 a a3 a3) 
- a(2- a) 3 + (2- a)(l -a) 3 - 2- 3 + 2 = 

a a 3 
3(2- a) + 6(2 - a)(l -a) (2 - 3a +a ) = 

3(2~a) 6(2~a)(a2 +a- 2)= 
2a- a3 - a 2 + 2a a( 4 - a - a 2 ) 

- -
6(2 - a) 6(2 - a) 

e a proposição está demonstrada. 

Introduziremos agora três séries de potências, a última das quais será 
usada no cálculo da função densidade espectral. Definimos cp(z), 7./J(z) e 1(z) 
da seguinte forma: 

cp(z) =L A(k)zk 
k~O 

1(z) =L C(k)zk , 
k>O 

(18) 

se lzl < 1 e pelo limite radial quando lzl = 1. Por exemplo, se lzl = 1 então 
por limite radial entendemos 
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Note que IA(k)l, IB(k)i e IC(k)l são menores que 1. Logo as três séries 
em (18) convergem para lzl < 1. Na próxima proposição provaremos que o 
limite radial1(z) = limrn/(rz) existe, para todo z unitário e diferente de 1. 

Proposição 5: As séries de potência com coeficientes A(k), B(k) e C(k) 
definidas pela expressão (18) são dadas, respectivamente, por 

cp(z) -

'1/;(z) 

1(z) 

1 + az(1- a) 
2[(1- a)z + 1](1 - z) ' 

2- az(a2 +a- 2) + 6a(1- a)z2cp(z) 
6[1 - a2 z - (1- a)2z2] 

2a2 (1 -a)+ 2 + az(2- a- a 2 ) 

6(2 - a) + 

e 

+ [az + ~1--aa:)2z2]1P(z) +a(~-=-~z2 cp(z), (19) 

quando iz i < 1. 

Antes de provarmos a Proposição 5, note que as três funções acima são 
analíticas em { z : lzl < 1 + ó} a não ser por um pólo simples em 1, onde 
ó > O. No caso em consideração, o limite radial 

existe, para todo z unitário e cMerente de 1, o mesmo valendo para as funções 
cp e 'lj; . 

Prova: Da Proposição 2 temos a fórmula recursiva para A(k) , para todo 
inteiro k ~ 2, e as duas condições iniciais. Logo 

cp(z) - A(O) + A(1)z + L:[aA(k- 1) + (1- a)A(k- 2)]zk = 

- A(O) + A(1)z +a L A(k- I)zk + (1 -a) L A(k- 2)zk = 
k>2 
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1 a - 2 + 2(2- a)z + az[<,o(z)- A(O)] + (1 - a)z2<p(z) = 
1 Q QZ 2 - - + - z(2- a)+ az<p(z)- - + (1 - a)z <p(z) 
2 2 2 

Portanto, 

1 + az- a2z 1 + az(l- a) <,o( z) - - ---:----__:__-:--.:......___ 
- 2[1- az- (1- o)z2 ] 2[(1 - a)z + 1](1- z) 

e vale a primeira igualdade em (19). 
Para provarmos a segunda igualdade em (19) consideramos a fórmula 

recuTsiva para B(k), para iodo inteiro k 2: 2, com as duas condições iniciais 
dadas na Proposição 3. Então, 

1/J(z) - L B (k)zk = B(O) + B(l)z + 
k~O 

+ 2:[o2 B(k - 1) + (1- a? B(k- 2) + o(l- a)A(k- 2)]zk = 
k>2 

- B(O) + B (1)z + o2 L B(k- 1)zk + 

+ (1 -a? L B(k- 2)zk + o(1 - a) L A(k - 2)zk = 

1 a 2 - 3 + 6(1 + a)(2- a)z +a z[~(z)- B(O)] + 

1 a 2 a 2z 
- 3 + 6 z(l + a)(2 - a)+ a z~(z)- T + 

+ (1 - a)2 z21/;(z) + a(l - a)z2<p(z) . 

Portanto, 

1/;(z) -
2 + a(l + o)(2- a)z - 2o2 z + 6a(l - a)z2<p(z) _ 

6[1- a 2z- (1- a)2z2 ] -

2- az(a2 +a- 2) + 6a(1- a)z2<p(z) 
6[1 - a2z- (1- a)2z2) 
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E vale a segunda igualdade em (19). Para provarmos a terceira igualdade em 
(19) consideramos a fórmula recursiva para C(k), para todo inteiro k 2:: 2, 
com as duas condições iniciais dadas na Proposição 4. Então, 

1(z) - L C(k)zk = C(O) + C(l)z +L o?cB(k - 1)zk + 
k>2 

+ L(1- a?d B(k- 2) + a(1- a)d A(k- 2)zk = 

C(O) + C(l)z + a2c L B(k- 1)zk + (1- a?d L B(k- 2)zk + 
k~2 k~2 

+ a(1 - a)(L A(k - 2)zk = 

1 + a 2
- a3 a(4- a- a 2)z 2 

3(2- a) + 6(2- a) +a c z[~(z)- B(O)] + 

+ (1- a)2d z2~(z) + a(1 - a)d z2<p(z) = 

+ (1 - a)2d z2~(z) + a(l - a)d z2<p(z) = 

Portanto, 

1(z) 
2a2(1- a)+ 2 + az(2- a- a2) _ _:__ _ _..:.._ ___ :,___ __ ~+ 

6(2 -a) 

+ - 1
- [(az + (1- a)2z2)~(z) + a(1 - a)z2cp(z)] , 

2-a 

e a proposição está demonstrada. 
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Relacionemos a função 1 com a função densidade espectral. 

Lema 1: A função 

L (C(k) -l)zk 
k~O 

é contínua em {z: lzl ~ 1,z # 1} . 

Prova: Se lzl < 1, as séries Ek>o C(k)zk e Lk>o J.L2zk convergem e pode-
mos dividir a série acima em - -

L(C(k)- J.L2)zk =L C(k)zk- L J.L2zk = 
k~O k~O k>O 

= l(z)- J.L2_1_ . 
1-z 

As duas funções acima estão bem definidas e são contínuas no conjunto 
{z: jzj ~ l,z -=fi 1}. Logo, redefinindo 

l)C(k)- J.L2)zk = l(z)- J.L2_1_ ' 
k~o 1 -z 

quando lzl = 1, provamos o Lema 1. 

Teorema 1: A função densidade espectral 

é dada por 

1 "). "). fx(>.) = -
2 2(/(el ) + l(e-l ) - C(O)), 

1f(7 

para todo >. E (0, 21r), onde 1 é dado pela Proposição 5, C(O) = IE[X[] e 
a 2 = Var[Xt]· 

Prova: Considere z = e-i>. e >. E (0, 211-). Como 
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p(k) = c(k) ~ J.L2 , 
(J' 

para todo k inteiro, temos 

00 

27r0'
2fx(>..) = L (C(k) -11?)zk = 

k= -oo 

= l: (C(k)- JJ. 2 )zk + _L(C(k)- JJ.2 )zk- (C(O)- 11-2). (20) 
k~O k~O 

Pelo Lema 1, a primeira série acima é dada por 

Como r< 1, as séries l:k>o C(k)(rz)k e l:k>o J.L2 (rz)k convergem, e portanto 
podemos dividir o somatÓrio acima em -

Logo, 

1 = 1(rz)- JJ.2--
1- TZ 

='Y(z)-J.L2_1_. 
1-z 

Examinando a segunda série em (20), temos que: 

L (C(k)- J1. 2 )zk = _L(C(-k)- J.L
2 )z- k) = 

k~O k~O 

= I.)C(k)- JJ.2)(z- 1
)k = liml:(C(k)- J1.2 )(rz-1 )k , 

k~O rfl k~O 

(21) 

onde a segunda igualdade vêm do fato de C( -k) = C(k) , Vk E IN, e 
a terceira vêm do Lema 1. Como 7' > 1, as séries L:k~oC(k)(rz-1 )k e 
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Ek;:::o f..t?(rz-1)k convergem e novamente podemos dividir o somatório acima 
em 

l )C(k)- J.L2)(1·z-1)k =L C(k)(rz-1)k- J.L 2 L(rz- t)k = 
k2:0 k2:0 k2:0 

Logo, 

L (C(k)- J.L2)zk = lim {1(rz-1)- J.L 2 1 
_1 } = 

k~O rTl 1- rz 

= 'Y(z-l ) - J.L2 1 . 
1- z- 1 

Portanto, substituindo (21) e (22) em (20) temos 

00 

21rcr2 fx ( >.) = L (C( k) - J.L2)zk = 
k=-oo 

= 'Y(z) + 'Y(z-1)- J.L2 { 1 ~ z + 1 - 1z-1}- C(O) + J.L2 = 

= 1(z) + 'Y(z-1
)- C(O) = 

= 1(e- i>.) +!(é).)- C(O) , 

e o Teorema 1 está demonstrado. 

(22) 

Observação: Note que um estimador de a para a série temporal X t, t E 
{1 , ... , N}, pode ser obtido da Proposição 4. 

Isto segue do fato de que 

a(4 - a- a 2
) j 

6
(2 _a) = C(1) = xT(x)dv(x) . 

Usando o Teorema Ergódico de Birkhoff podemos estimar a resolvendo a 
equaçao 

A - 1 N - l . r a(4-a-a2 ) 

C(l) = N _ 1 ~ XtXt+l = 6(2 _ a) , 

na variável a . 
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