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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo investigar a obtenção da solução das equações

difereniais pariais em domínios arbitrários através do emprego da transformada de

Fourier. As prinipais equações difereniais pariais investigadas são aquelas relaionadas

à elastiidade linear e à propagação de ondas. O emprego da transformada de Fourier na

solução deste tipo de problema torna-se possível pela introdução em sua formulação de

extensões om valores nulos em todo o domínio<

n

para as funções envolvidas nas equações

difereniais pariais. O método é iniialmente desenvolvido para uma equação diferenial

parial om oe�ientes onstantes genéria e, em seguida, para um problema de ondução

de alor em duas dimensões, para um problema elástio estátio em duas dimensões e para

um problema de propagação de ondas em duas dimensões, sendo que, neste último aso,

a transformada de Laplae é empregada em onjunto om a transformada de Fourier.

Uma prova da validade da solução enontrada, desenvolvida através do emprego do

teorema de Green, é apresentada. Um exemplo numério para o problema elástio estátio

em duas dimensões também é apresentado. Finalmente, disute-se várias idéias para o

desenvolvimento futuro desta linha de métodos.
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Abstrat

In this work, we develop a method to solve partial di�erential equations in arbitrary

domains by applying Fourier transform tehnique. The main target of this work are the

linear elasti problem and the wave propagation problem. For suh, the Fourier transform

tehnique is developed in arbitrary domains making the assumption that the unknown

vanishes outside the domain. We also validate the enountered solution following results

of omplex variable. This approah establishes an alternative proedure to determine

the integral formulation for the boundary element method. We report solutions for

the two-dimensional heat transfer equation, two-dimensional linear elasti equation and

homogeneous wave equation.
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Capítulo 1

Introdução.

A solução de equações difereniais pariais desempenha um papel importante na

engenharia uma vez que os modelos que desrevem o omportamento de peças e de

estruturas ou de proessos físios ou químios de interesse da engenharia são formulados

em termos dessa lasse de modelos matemátios. Entre os modelos físios que podem ser

formulados a partir de equações difereniais pariais estão o da elastiidade linear e o da

propagação de ondas. Uma demanda por estes modelos é gerada pelos métodos baseados

na propagação de ondas elástias omo meio de obter informações sobre o interior de peças

metálias ou de estruturas de onreto. Nestes métodos as únias variáveis ontroladas

são a geração da onda e a posição em que esta é gerada e as únias medições são as ondas

reebidas em ertos pontos da superfíie da peça. Assim, neessita-se interpretar seus

resultados a partir de um dado modelo que desreva o omportamento das ondas elástias

no meio em estudo e que permita relaionar o onjunto de sinais gerados e reebidos

om determinadas araterístias do interior da peça, sejam araterístias de natureza

geométria, omo vazios ou trinas, sejam araterístias do material, omo o tamanho dos

ontornos de grãos. A preisão deste modelo de propagação de ondas elástias determina

a preisão om que poderão ser interpretados os resultados do ensaio.

Existem várias alternativas de modelos para ada problema da engenharia. No aso de

propagação de ondas elástias, os modelos utilizados vão desde modelos baseados na ótia

geométria, passando por modelos de difração baseados no prinípio de Huygens

até modelos mais ompletos baseados nas equações difereniais pariais da teoria da

elastiidade. Os primeiros modelos podem ser empregados em situações que apresentam

ertas regularidades omo, por exemplo, uma frente de onda aproximadamente plana, para

a qual a ótia geométria pode ser empregada. Nas situações mais gerais, são neessários

modelos baseados na teoria da elastiidade. A teoria da elastiidade apresenta a

di�uldade de possuir uma formulação não linear, porém uma linearização destas relações

1



pode ser obtida para problemas envolvendo somente pequenas deformações Timoshenko

and Goodier 1934

1

e distânias relativamente urtas para as ondas propagadas Gra�

1975

2

. A teoria da elastiidade linear onduz a um modelo de propagação de ondas

elástias su�ientemente ompleto para permitir uma interpretação preisa dos dados de

um ensaio ultrass�nio típio.

A solução, em geral aproximada, das equações difereniais pariais om as respetivas

ondições de ontorno pode ser alançada por diversos métodos entre os quais pode-se

itar diferenças �nitas, métodos dos elementos �nitos (formulação variaional), método

dos elementos de ontorno (integrais de ontorno), oloação e transformações integrais.

Cada um destes métodos possui uma grande quantidade de variantes e formas híbridas

muito disutidas e desenvolvidas na literatura, Prenter 1975

3

. Estes métodos apresentam

uma série de vantagens e desvantagens e aparentemente na literatura não onsta uma

omparação global entre os mesmos. Assim, paree-nos que o desenvolvimento de um

método alternativo de solução das equações difereniais pariais pode omeçar por uma

tentativa de generalização de um dado método que apresente uma boa solução para

asos espeí�os. Um ponto de partida para tal investigação pode ser o método das

transformações integrais que apresenta omo restrição o fato do núleo da transformada

depender da forma do domínio e das ondições de ontorno Du�y 1994

4

Öz�
³�k 1980

5

: para

domínios (�1;+1) pode-se empregar a transformada de Fourier; (0;+1), emprega-

se a transformada de Laplae; para um domínio qualquer deve-se onstruir o núleo

adequado, que por sua vez envolve a solução de uma equação diferenial parial homogênea

no domínio onsiderado semelhante a do problema. Uma alternativa om o objetivo

de ontornar a neessidade de onstrução de um núleo para um dado domínio e

ondições de ontorno é justamente investigar as onseqüênias do emprego direto de

uma transformação integral, preferenialmente om um núleo bem onheido e de forma

simples, em problemas envolvendo domínios quaisquer.

O presente trabalho tem por objetivo investigar o emprego da transformada de Fourier

na solução das equações difereniais pariais, prinipalmente da elastiidade linear e da

propagação de ondas, estabeleidas em um domínio qualquer e avaliar as onseqüênias

deste emprego. A esolha da transformada de Fourier reai no fato de apresentar um

núleo simples e bem onheido e de possuir uma vasta apliação na solução de equações

difereniais pariais em domínios in�nitos. A investigação iniia om um problema de

ondução de alor em duas dimensões e segue om um problema elástio estátio também

em duas dimensões. Em seguida é apresentada a solução da equação homogênea da

onda, também em duas dimensões. A onlusão do trabalho disute alternativas para o

desenvolvimento futuro do método. Uma busa na literatura india que este aminho de

2



investigação é inédito, podendo, em razão dos resultados �nais, ser lassi�ado omo um

novo meio de obtenção das equações integrais de ontorno baseado na transformada de

Fourier. O método desenvolvido neste trabalho também foi publiado em Furtado et al.

1998

6

.

3



Capítulo 2

Revisão bibliográ�a.

A literatura apresenta uma série de estudos sobre a solução de problemas formulados

por equações difereniais, entre os quais os problemas dinâmios e de propagação de ondas,

e que são baseados nas mais diversas ténias, que podem ser agrupadas nos seguintes

ítens:

1. Métodos gerais de solução de equações difereniais pariais.

(a) Método das diferenças �nitas. O método das diferenças �nitas baseia-

se na aproximação das derivadas pariais por razões de diferenças, o que

permite aproximar a equação diferenial parial do problema por um sistema de

equações algébrias om o auxílio da disretização do domínio em uma malha

de nós. Este método apresenta a limitação de neessitar de malhas regulares

na disretização do domínio.

(b) Método dos elementos �nitos. O método dos elementos �nitos parte

da formulação variaional do problema expressa por um funional, que

normalmente é obtida a partir do operador diferenial parial, e, através da

disretização do domínio em élulas (elementos) e da aproximação das funções

envolvidas no problema por uma base de funções estabeleida de aordo om

estas élulas, determina uma solução aproximada que minimize este funional.

Os fundamentos matemátios desta ténia podem ser vistos em Reddy 1986

7

.

Os trabalhos desenvolvidos nesta linha prouram obter uma melhor resposta a

partir da esolha de uma base de funções que possa representar razoavelmente

bem as soluções do problema sem a neessidade de um grande número de

elementos. Esforços neste sentido podem ser vistos em Han and Ihikawa

1995

8

, Bettess and Chadwik 1995

9

, Sern and Badal 1986

10

e Amaratunga

4



and Willians 1994

11

. Outros trabalhos, empregando bases de funções

onvenionais, estudam os problemas relaionados om re�exões espúrias

oorridas nas zonas de transição de pequenos elementos para grandes elementos

e uma melhor on�guração da malha de elementos Celep and Bazaronant

1983

12

e Nemat-Nasser and Yamada 1981

13

. No ontexto do método dos

elementos �nitos, os problemas envolvendo domínios in�nitos são desenvolvidos

através de formulações híbridas, onde emprega-se elementos �nitos nas regiões

de interesse e outros tipos de soluções, omo soluções analítias ou baseadas em

integrais de ontorno, nas regiões distantes do domínio Mei and Yue 1979

14

,

Yeung and Bouger 1979

15

, Chen and Mei 1978

16

e Bettess and Zienkiewiz

1977

17

.

() Método dos elementos de ontorno. Os métodos baseados nas integrais de

ontorno obtidas a partir da formulação variaional do problema estão entre

os mais amplamente investigados na solução do problema de propagação de

ondas elástias. De uma maneira geral, os prinipais esforços vão no sentido de

modi�ar a integral de ontorno om a �nalidade de eliminar as singularidades

apresentadas pelas mesmas quando avaliadas sobre o ontorno Dominguez

1996

18

, Liu and Rizzo 1993

19

, Benheikh 1993

20

e Shippy and Rezayat 1985

21

.

Em outra direção, pode-se ver em Huestis 1995

22

uma investigação do emprego

da série de Fourier omo base de funções para representar as grandezas sobre

o ontorno.

(d) Transformações Integrais. Os métodos baseados nas transformações

integrais são largamente empregados na solução de equações difereniais

pariais. Em problemas envolvendo domínios in�nitos e semi-in�nitos, as

transformadas de Fourier e de Laplae são amplamente empregadas Du�y

1994

4

e Gra� 1975

2

. Em asos mais gerais, é empregado o método das

transformações integrais lássias Öz�
³�k 1980

5

, que pode ser empregado em

problemas de�nidos em domínio arbitrários, onde uma transformação integral

espeial, ujo núleo é determinado pela solução de um problema auxiliar de

auto-valores de�nido a partir do operador diferenial parial do problema,

é apliada à equação diferenial parial na forma usual (omo nos asos

das transformadas de Laplae e Fourier) obtendo-se a solução explíita do

problema, nos problemas estátios, ou um sistema de equações difereniais

ordinárias, nos problemas dinâmios, uja solução nos leva diretamente à

solução do problema. Em Cotta and Mikhailov 1993

23

, é apresentado o

método das transformações integrais generalizadas (generalized integral

5



transform tehnique) que amplia o ampo de emprego do método das

transformações integrais permitindo obter a solução de problemas não lineares.

O proedimento deste método envolve, da mesma forma que nas transformações

integrais lássias, o estabeleimento de um problema auxiliar de�nido a partir

do problema prinipal uja solução permite transformar o problema prinipal

em um sistema de equação difereniais ordinárias não lineares, sendo que a

solução deste sistema nos leva diretamente a solução do problema.

(e) Transformada de Fourier. A transformada de Fourier pode ser empregada

na solução de equações difereniais pariais om oe�ientes onstantes uma vez

que as operações de integração no domínio direto são mapeadas para operações

de multipliação no domínio transformado. Isto signi�a que a equação

diferenial é mapeada para uma equação algébria no domínio transformado

podendo, então, ser failmente resolvida neste domínio. A solução no domínio

direto é obtida pela transformada inversa de Fourier da solução no domínio

transformado. Este método tem sido empregado até agora em problemas

onde a equação diferenial é de�nida em domínios regulares omo retângulos,

írulos, espaços, semi-espaços, e outros. Para uma revisão ompleta veja

Du�y 1994

4

. O presente trabalho apresenta um novo ampo de emprego da

transformada de Fourier que é justamente a solução de equações difereniais

pariais estabeleidas em domínios não regulares, que também foi publiado

em Furtado et al. 1998

6

. Como ver-se-á adiante, o emprego da transformada

de Fourier em uma equação diferenial parial estabeleida em um domínio

qualquer onduz a formulação baseada em integral de ontorno idêntia à

obtida no método dos elementos de ontorno.

(f) Função de Green. Esta linha de métodos apresentada em Öz�
³�k 1980

5

iniia estabeleendo um problema auxiliar que onsiste da mesma equação

diferenial parial do problema sem os termos independentes (termos fontes)

e om ondições de ontorno do mesmo tipo das do problema sem os termos

independentes. Se a solução do problema auxiliar for onheida (função de

Green) pode-se obter, após uma série de manipulações algébrias envolvendo

as equações dos problemas prinipal e auxiliar e om o emprego do teorema de

Green, a solução do problema prinipal.

2. Métodos dos elementos de ontorno e transformações integrais .

Uma vez que o presente trabalho apresenta uma solução para problemas elástios e

de propagação de ondas ujas formulações �nais, embora obtidas por um aminho

6



diferente, é semelhante àquela empregada no método dos elementos de ontorno,

serão mostrados, em seguida, as prinipais linhas de desenvolvimento das soluções

de problemas dinâmios através do método dos elementos de ontorno, onde, em

alguns asos, o método das transformações integrais é empregado onjuntamente.

(a) SGBEM (�Symmetri Galerkin Boundary Element Method�). Esta linha

de métodos emprega uma formulação baseada no método de Galerkin que

onduz a uma equação integral dupla de ontorno uja disretização produz

um sistema simétrio de equações algébrias, sendo esta a sua maior vantagem.

A desvantagem desta formulação em relação àquelas envolvendo integrais de

ontorno simples onsiste no maior esforço omputaional neessário para

avaliar a integral dupla de ontorno. Um dos trabalhos nesta linha é Sirtori

et al. 1992

24

. Mais tarde, em Frangi and Novati 1998

25

, é apresentada esta

formulação (SGBEM) para problemas no domínio transformado de Laplae.

(b) DRBEM (�Dual Reiproity Boundary Element Method�). A idéia

neste método onsiste em aproximar o termo não homogêneo da equação

diferenial parial em termos de uma base de funções �nita. A equação

diferenial parial resultante desta aproximação passa por uma manipulação

matemátia semelhante àquela empregada no método dos elementos de

ontorno onduzindo a uma equação baseada somente em integrais de ontorno,

porém om uma formulação um pouo mais omplexa que envolve núleos

adiionais determinados a partir dos elementos da base de função. Esta equação

apresenta omo inógnitas as variáveis dependentes da equação diferenial

parial sobre o ontorno e os oe�ientes da expansão do termo não homogêneo.

A solução desta equação integral de ontorno é obtida através da disretização

do ontorno (omo usualmente é feito no método dos elementos de ontorno)

e pelo estabeleimento de pontos de oloação no interior do domínio, sem a

neessidade da divisão do domínio em élulas. A partir desta disretização, é

estabeleido o sistema de equações algébrias uja solução é uma aproximação

da solução do problema iniial. Um trabalho desenvolvendo este método é

apresentado em Zhu et al. 1994

26

, que india que o primeiro trabalho nesta

linha apareeu em Nardini and Brebbia 1982

27

.

() LTBEM (�Laplae Transform Boundary Element Method�). Nesta linha de

métodos, a transformada de Laplae é apliada na equação diferenial parial

do problema resultando em uma equação sem dependênia do tempo e ontendo

somente as derivadas pariais espaiais e o parâmetro de transformação,
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digamos s. A partir desta equação, é estabeleida uma formulação variaional

equivalente do problema. Após uma série de manipulações algébrias e da

determinação da função de Green assoiada à equação transformada, hega-

se à expressão da equação integral de ontorno do problema no domínio

transformado. Esta equação integral de ontorno envolve o parâmetro de

transformação s e a sua solução nos dá os valores das funções de ontorno

inógnitas no domínio transformado (em função de s). Após a obtenção destas

soluções para um erto onjunto de valores de s, aplia-se sobre as mesmas

algum dos algoritmos de inversão numéria da transformada de Laplae,

obtendo-se a solução do problema no domínio tempo. Aparentemente, os

primeiros trabalhos nesta linha apareeram em Cruse and Rizzo 1968

28

, Cruse

1968

29

e em Rizzo and Shippy 1970

30

, onforme Ahmad and Manolis 1987

31

e

Zhu et al. 1994

26

.

Ao longo do tempo, vários trabalhos envolvendo este método foram

desenvolvidos e se difereniam prinipalmente pelo algoritmo de inversão

numéria da transformada de Laplae empregado. Entre estes itamos:

Ahmad and Manolis 1987

31

, que empregou o método de Durbin para inversão

numéria e apresentou a solução para problemas de vibrações em vigas em

meio in�nito e em um semi-espaço; Nishigaki et al. 1996

32

, que alula as

ondas sonoras irradiadas por sólidos que sofreram impatos e ompara om

resultados experimentais (não desreve o método de inversão numéria); Rui

and Zhengyou 1997

33

, que apresenta a solução de problemas visoelástios

em plaas �nas onde emprega o método de Bellman na inversão numéria da

transformada de Laplae juntamente omo uma forma aproximada da função

de Green, no lugar da forma exata, para failitar os álulos; e Pan et al.

1997

34

, que apresenta a solução de problemas visoelástios em três dimensões

om gravidade empregando o método de Piessens na inversão numéria da

transformada de Laplae e emprega uma variante da integral de ontorno

envolvendo as funções de Green de um problema puramente estátio.

Conforme observa Zhu 1998

35

, as equações integrais de ontorno empregadas

no método LTBEM e no método domínio tempo estão diretamente

relaionadas: a equação integral de ontorno empregada pelo método LTBEM

orresponde a transformada de Laplae daquela empregada pelo método

domínio tempo.

(d) LTDRBEM (�Laplae Transform Dual Reiproity Boundary Element

Method�). Nesta linha são empregados, simultaneamente, os métodos

8



DRBEM e LTBEM. O pioneiro nesta linha foi Zhu et al. 1994

26

, que

apresenta a solução de um problema envolvendo a equação linear de difusão

empregando o DRBEM e LTBEM, onde foi usado o método de Stehfest de

inversão numéria da transformada de Laplae. Como resultado do DRBEM,

além da disretização da fronteira, faz-se neessário o estabeleimento de pontos

de oloação no interior do domínio (estes pontos são resultado do emprego

do DRBEM, e não há a neessidade da divisão do domínio em élulas),

sendo que a ada um destes pontos estão assoiadas inógnitas do sistema de

equações algébrias resultante. Os exemplos envolveram domínios retangulares

e ilíndrios que foram disretizados om malhas regulares (pontos de oloação

uniformemente espaçados). Observa-se que nenhuma referênia foi feita à

in�uênia da posição dos pontos de oloação dentro do domínio nos resultados.

(e) FDRBEM (�Fourier Dual Reiproity Boundary Element Method�). A idéia

deste método onsiste em transformar as integrais de domínio que apareem na

equação integral de ontorno devidas ao termo fonte em integrais de ontorno

através da expansão deste termo fonte em série de Fourier e da apliação do

teorema de Green. Esta expansão é feita iniialmente estabeleendo-se um

domínio auxiliar retangular ontendo todo o domínio do problema; em seguida,

são arbitrados valores para o termo fonte nos pontos do domínio auxiliar não

ontidos no domínio do problema, prourando manter a ontinuidade desta

função da melhor maneira possível; �nalmente alula-se os oe�ientes da série

de Fourier para esta extensão do termo fonte (onsiderando o domínio auxiliar),

sendo que, neste álulo, são realizadas as únias integrações de domínio.

Aparentemente, este método foi desenvolvido pela primeira vez em Tang 1989

36

onforme Kassab and Nordlund 1993

37

, sendo que este último apresenta uma

melhoria deste método onde o álulo dos oe�ientes da série de Fourier são

realizados por uma FFT que neessita somente amostrar a extensão do termo

fonte em uma grade de pontos igualmente espaçados estabeleida sobre todo o

domínio auxiliar. Isto elimina a neessidade de alular as integrais de domínio

para determinar os oe�ientes da série de Fourier. Ainda é apresentado um

algoritmo novo de FFT para funções de duas variáveis. Também são mostrados

exemplos que indiam a validade deste método.

(f) Série de Fourier e FFT(fast Fourier transform) em domínio

axissimétrio. Em Kuijpers et al. 1997

38

é apresentada uma formulação

do método dos elementos de ontorno para um problema de radiação aústia

em domínios tridimensionais axissimétrios, onde uma melhoria no método de
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solução é obtida pela expansão da função de Green do problema e das funções

do ontorno em séries de Fourier no ângulo �. Isto resulta em um sistema

independente de integrais de ontorno, sendo que ada integral relaiona os

oe�ientes orrespondentes (assoiados aos termos equivalentes) da expansão

em série de Fourier das funções de ontorno e da função de Green. No

álulo destes oe�ientes, ao invés de avaliar as integrais em � onforme

estabelee a formulação da série de Fourier, é empregada a FFT fazendo-se

uma amostragem das funções de ontorno e da função de Green em pontos

igualmente espaçados no intervalo (0; 2�), o que resulta em uma redução do

esforço omputaional, isto omparando resultados de igual preisão. Também

são feitas onsiderações sobre o número mínimo de pontos amostrado para

o álulo da FFT, sendo indiadas algumas relações para a determinação

deste número mínimo. Seguindo a mesma linha, em Provatidis 1998

39

,

para problemas de poteniais (equação de Laplae), e em Provatidis 1999

40

,

para problemas da elastiidade linear, pode-se ver uma omparação entre as

seguintes soluções: solução obtida om o emprego da FFT no álulo dos

oe�ientes da série de Fourier; soluções obtidas om o emprego de métodos

baseados em quadraturas no álulo destes mesmos oe�ientes; e uma solução

tridimensional. Estas omparações mostram que, para um número maior de

termos da expansão em série de Fourier, o método baseado na FFT apresenta

um melhor desempenho omputaional.

(g) Spetral BEM. Em Peire et al. 1992

41

é apresentada uma proposta de

solução de um problema elástio de trinas envolvendo geometria (domínio)

regular, que pode ser periodiamente repetida no espaço, na qual a formulação

integral envolve apenas integrais de�nidos (ao invés de integrais de ontorno) e

que podem ser onsideradas omo operações de onvolução. Estas onvoluções

são avaliadas pela propriedade da FFT (transformada rápida de Fourier)

f � g = FFT

�1

fFFTffgFFTfggg, obtendo-se uma redução no número de

álulos a serem efetuados. Isto sugere que os núleos das integrais sejam

dados no espaço transformado de Fourier. Este trabalho também estabelee

que a aproximação das funções de ontorno por uma dada base de funções no

espaço direto orresponde a um determinado �ltro apliado à transformada

de Fourier das funções de ontorno no espaço de Fourier. Além disto,

apresenta outras propostas de �ltros om melhores resultados do que aqueles

assoiados às bases de funções no espaço direto. Também são apresentados dois

algoritmos iterativos de solução do sistema de equações algébrias resultante da

10



disretização das integrais de ontorno, �Enhaned Jaobi� e �preonditioned

onjugate gradient�, e que são auxiliados pelo emprego da FFT.

Outra variante deste método pode ser vista em Hill and Farris 1995

42

, onde

resolve-se problemas dinâmios de transferênia de alor, ujas ondições

iniiais possam ser desonsideradas da solução (alguns asos espeiais),

aproximando-se a função inógnita por uma série de Fourier trunada, o

que determina um erto espetro de freqüênias, e que é substituída na

equação diferenial parial do problema produzindo um onjunto de equações

difereniais pariais não dependentes do tempo e assoiadas a ada freqüênia

do espetro. A solução destas equações difereniais pariais é realizada pelo

método do elementos de ontorno obtendo-se a solução do problema no espetro

de freqüênias. Fazendo-se a transformada inversa disreta de Fourier desta

solução obtém-se a solução no tempo. Este espetro disreto de freqüênias

é determinado pelo intervalo de tempo e pelo passo no tempo (resolução) nos

quais deve-se observar a solução do problema. Com o �m de reduzir o volume

de álulos neessários, propõe-se a exlusão das freqüênias do espetros que

não apresentam grandes ontribuições para solução do problema, sendo isto

determinado pelo per�l do espetro de freqüênias das ondições de ontorno

do problema: as freqüênias sem importânia no espetro das ondições de

ontorno são eliminadas do espetro da solução. Com estas araterístias,

este método torna-se apropriado para proessamento paralelo, da mesma forma

que LTBEM. Finalmente, são apresentados exemplos numérios indiando a

validade da proposta.

(h) Equação integral de ontorno no domínio transformado. Em Vatul'yan

and Sadhikov 1998

43

é apresentada uma nova proposta para solução da

equação de Helmholtz através de uma equação integral de ontorno obtida

pelo emprego da transformada de Fourier. Esta idéia onsiste em apliar a

transformada de Fourier para domínio �nito na equação diferenial parial

do problema e, om o auxílio do teorema da divergênia, obter uma

equação integral de ontorno no domínio transformado. Esta equação é

então simpli�ada após a introdução de algumas restrições nas variáveis

independentes do domínio transformado. A equação integral de ontorno

resultante ontém as mesmas funções inógnitas da equação integral no domínio

direto que é tradiionalmente usada no método dos elementos de ontorno,

sendo que ambas são equivalentes. Após a disretização do ontorno, obtém-se

um sistema de equações algébrias semelhante àquele obtido tradiionalmente
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no método dos elementos de ontorno, porém mal ondiionado, pois os

núleos da integral de ontorno no domínio transformado são suaves e

in�nitamente difereniáveis em qualquer ponto. Para resolver este sistema

de equações algébrias mal ondiionado foi usado o método de projeção-

iteração. Também é mostrado omo esta equação integral de ontorno no

domínio transformado pode ser usada na determinação dos autovalores da

equação diferenial parial do problema. Finalmente foram obtidas as soluções

de alguns problemas indiando a validade da proposta. Em Vatul'yan and

Shamshin 1998

44

foi desenvolvida a mesma idéia para obter a solução de

problemas da elastiidade linear. Além disto, também prourou-se demonstrar

expliitamente a equivalênia (mesma solução) entre a equação integral de

ontorno no domínio transformado e a equação diferenial parial do problema.

(i) Emprego de funções peso em problemas de fratura. São ténias para

alular os fatores K

I

, K

II

e K

III

de problemas da elastiidade envolvendo

trinas uja solução basiamente segue a idéia do método dos elementos de

ontorno. Exemplos desta ténia no domínio transformado de Laplae para

problemas dinâmios podem ser vistos emWen et al. 1996

45

,Wen et al. 1996

46

e Wen et al. 1998

47

.

(j) Formulação no Domínio Tempo. A integral de ontorno envolvendo

somente funções do tempo e do espaço (pontos na fronteira e no domínio)

foi formulada pela primeira vez em Mansur and Brebbia 1982

48

para a equação

homogênea da onda. Neste trabalho parte-se da equação homogênea da

onda e das ondições de ontorno obtendo-se uma formulação variaional do

problema. Em seguida, a partir de alguma manipulações algébrias, hamada

de proedimento de regularização do núleo, e da obtenção da função de

Green do problema hega-se à integral de ontorno. Algumas transformações

são realizadas nesta integral de ontorno visando simpli�á-la quanto às

singularidades e failitar a sua solução numéria. Em Mansur and Brebbia

1982

49

é desenvolvida a solução numéria destas integrais. Nesta solução, é

estabeleida uma base de funções (lineares ou onstantes) no espaço e no tempo,

juntamente om um esquema de álulo que avança passo a passo no tempo,

onde um novo passo é alulado om os dados obtidos a partir de todos os passos

anteriores. A validade destas formulações foi veri�ada através da solução de

problemas de propagação de ondas em eixos e plaas e das omparações om

as respetivas soluções exatas.

Em Demirel and Wang 1987

50

é apresenta a idéia de trunamento do tempo

12



na avaliação numéria da integral de ontorno, om objetivo de obter uma

diminuição do esforço omputaional e do espaço de armazenagem de dados.

Esta idéia onsiste em desprezar do álulo da integral de ontorno aquelas

ontribuições relativas a um tempo anterior a um dado limite. Conforme dados

apresentados neste trabalho, o trunamento no tempo reduz onsideravelmente

o tempo de proessamento e a área de armazenagem de dados, embora

introduza um pequeno erro nos resultados, que foram obtidos em problemas

envolvendo domínios in�nitos. O trabalho também apresenta um meio de

estimar o limite de trunamento no tempo em função de um parâmetro

relaionado ao erro admitido, porém não é apresentada uma formulação

rigorosa do erro introduzido pelo trunamento. Seguindo na mesma direção

e observando que o método de trunamento desrito aima não funiona bem

em domínios �nitos, Mansur and de Lima-Silva 1992

51

apresenta um outro

método de trunamento no tempo, hamado trunamento parial, que, em vez

de desprezar as ontribuições oorridas antes de um erto tempo, introduz

simpli�ações no álulo destas ontribuições. Embora a redução do esforço

omputaional e da área de armazenamento de dados não seja tão aentuada

omo a obtida em Demirel and Wang 1987

50

, o erro introduzido é muito menor

em problemas envolvendo domínios �nitos.

Em Mansur and Carrer 1993

52

é apresentada uma omparação entre

duas alternativas de simpli�ação de singularidades: o proedimento de

regularização do núleo Mansur and Brebbia 1982

48

e o proedimento baseado

no oneito da parte �nita de uma integral, proposto por Hadamard Hadamard

1952

53

; onde �a demonstrado que ambas formulações onduzem às integrais

de ontorno equivalentes. Também foi realizada a integração analítia no

tempo das integrais de ontorno obtidas pelos dois proedimentos, empregando

bases de funções lineares e quadrátias. Ainda foi destaado que as integrais

de ontorno obtidas pelo proedimento de regularização do núleo podem

ser avaliadas numeriamente por quadraturas ordinárias (quadratura de

Gauss, por exemplo) enquanto que as integrais obtidas pelo prinípio de

Hadamard neessitam quadraturas espeiais. Seguindo a mesma linha, em

Carrer and Mansur 1994

54

são desenvolvidas a expressões para os núleos

analitiamente integrados no tempo das derivadas espaiais da integral de

ontorno desprezando as ondições iniiais, sendo que foram obtidas através

do proedimento baseado no prinípio de Hadamard. Complementando o

trabalho anterior e usando o mesmo prinípio, em Carrer and Mansur 1996

55

13



desenvolve-se as expressões para os núleos analitiamente integrados no tempo

das derivadas espaiais e temporais da integral de ontorno, onsiderando as

ondições iniiais, além de desenvolver analitiamente as integrais de domínio

(ondições iniiais), tanto para as derivadas espaiais omo temporais, através

do estabeleimento de uma base linear de funções para o interior do domínio

om a respetiva disretização do mesmo em élulas triangulares.

Uma outra melhoria pode ser observada em Shanz and Antes 1997

56

onde a

operação de onvolução no tempo ontida na integral de ontorno disretizada

(após a esolha da base de funções e da representação aproximada das funções

no ontorno) é aproximada por uma operação de quadratura (hamada método

da quadratura operaional) sobre as funções de ontorno, sendo que esta

quadratura é baseada na esolha de um método multi-passo de solução de

equações difereniais ordinárias. Esta quadratura emprega pesos que são

alulados a partir de uma integral de ontorno envolvendo a transformada

de Laplae das funções de Green no domínio tempo e elementos da base de

funções esolhida para representar as funções no ontorno. Assim, o álulo dos

oe�ientes do sistema de equações algébrias envolve somente a transformada

de Laplae das funções de Green ao invés das próprias funções de Green

omo nos métodos anteriores, o que signi�a singularidades que podem ser

trabalhadas om mais failidade. A operação de quadratura é determinada

pela esolha de um método multi-passo de solução de equações difereniais

ordinárias, sendo que a solução numéria obtida depende desta esolha. Em

relação aos métodos anteriores, nos exemplos numérios observou-se uma

diminuição dos problemas de instabilidade e amorteimento numério para

passos no tempo muito pequenos e muito grandes, respetivamente.

(k) Solução variaional no tempo. Em Guoyou et al. 1998

57

pode-se ver um

exemplo da idéia básia desta linha de métodos, onde a equação integral de

ontorno da formulação no domínio tempo é disretizada na forma usual

e o sistema de equações algébrias resultante é resolvido por um método

variaional, que, neste último trabalho, envolve somente funções peso no tempo.

As funções peso esolhidas neste trabalho são na forma de degraus. Objetivo

desta linha é melhorar a estabilidade numéria da formulação domínio tempo.

Segundo este último trabalho, o primeiro trabalho nesta linha é Maier et al.

1991

58

, onde são apresentados os aspetos teórios deste método.

(l) Emprego de transformações integrais. Em Wang and Ahenbah

1992

59

a função de Green de um problema da elastiidade linear dinâmia
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(asos isotrópio e anisotrópio) é obtida através do emprego onjunto da

transformada osseno de Fourier para a variável temporal e da transformada

de Fourier (um pouo modi�ada) para as variáveis espaiais na equação

diferenial da função de Green. A função de Green é, então, obtida no domínio

transformado por manipulações algébrias. A transformada inversa de Fourier

orrespondendo às variáveis espaiais é apliada a esta expressão da função

de Green no domínio transformado. Após uma troa de variáveis e algumas

manipulações algébrias, a função de Green no domínio espaço-tempo é obtida

por inspeção, tomando-se omo base a expressão da transformada osseno de

Fourier. Esta expressão da função de Green no domínio espaço-tempo ainda

ontém uma operação de integração uja solução geral, a menos da obtenção

das raízes de um polin�mio de sexto grau, é obtida pelo teorema dos resíduos.

Também é obtida uma relação entre as derivadas temporais e espaiais da

função de Green. Esta relação permite transformar os termos da integral de

ontorno ontendo derivadas espaiais da função de Green em termos ontendo

somente a função de Green, o que failita a avaliação da integral de ontorno.

Uma desvantagem deste método é que exige a determinação das raízes de um

polin�mio de sexto grau para avaliar a função de Green para ada ponto no

espaço-tempo.

Em Elzafrany et al. 1994

60

é apresentada uma solução do problema de plaas

linearmente elástias e estátias baseada no método dos elementos de ontorno

onde as funções de Green são obtidas pelo emprego direto da transformada de

Hankel na forma usual.

(m) Cantos: ontornos om pontos de desontinuidade da direção normal.

Os problemas envolvendo domínios om antos, ou seja, uja fronteira muda de

direção de maneira não suave, também podem ser abordados pelo método dos

elementos de ontorno através da ténia do nó duplo, onde duas inógnitas

relativas aos �uxos são assoiada a ada nó de anto, ao invés de uma únia

inógnita omo no aso dos nós omuns. Esta inógnita extra adiionada a

ada nó de anto exige o estabeleimento de uma equação extra para ada

anto relaionando as inógnitas deste nó. Em Kassab and Nordlund 1994

61

,

para o problema de ondução de alor, uma equação algébria linear entre as

inógnitas assoiadas ao nó de anto é obtida através do emprego da álgebra

vetorial. Em Elzafrany et al. 1994

60

também é empregado este método.

(n) Massas onentradas. Neste método, o termo relativo às forças de inéria

(segunda derivada no tempo) da equação homogênea da onda é aproximado

15



(substituído) por uma série �nita onde ada termo está assoiado um dado

ponto no interior do domínio, sendo que ada um destes pontos orresponde ao

entro de ada élula nas quais é disretizado o domínio, e envolve a função Æ

de Dira multipliada por um oe�iente que representa a onentração de

massa no ponto (representando a massa de toda a élula) e pela segunda

derivada no tempo da função inógnita do problema no ponto. Este método

resolve o problema no domínio tempo e neessita da disretização do interior

do volume em élulas. Em Provatidis and Kanarahos 1993

62

, este método

é apresentado pela primeira vez juntamente om resultados numérios que

indiam sua validade, ainda que estes resultados sejam obtidos em problemas

om domínios regulares.

(o) Em Besskos 1987

63

é apresentada uma revisão do emprego do método dos

elementos de ontorno na elastodinâmia onde outra variantes do BEM são

revisadas, além das menionadas no texto aima. Também são revisadas várias

apliações do BEM em problemas de engenharia.

A busa de soluções para o problema da propagação de ondas elástias passa pelos

métodos de soluções de equações difereniais pariais, omo no aso dos métodos

desritos aima. Além destes, pode-se itar outros métodos que, embora não tenham

sido empregados espei�amente neste problema, apresentam uma erta possibilidade de

virem a ser utilizados neste esopo. Nesta lasse de trabalho pode-se itar Mengi and

Tanrikulu 1990

64

, onde é empregada transformada de Fourier para reduzir a ordem da

equação diferenial parial, sendo que a equação resultante é resolvida pelo método das

araterístias.
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Capítulo 3

Desrição geral da solução de equações

difereniais pariais em domínios

arbitrários através da transformada de

Fourier.

Neste apítulo desreve-se, em termos gerais, o método proposto de solução de

equações difereniais em domínios arbitrários através da transformada de Fourier.

O método baseia-se no emprego da transformada de Fourier em um operador

diferenial parial linear estabeleido em um domínio qualquer ontínuo om uma fronteira

su�ientemente regular (suave, que apresenta variação ontínua da sua derivada normal

exeto em um número �nito de pontos de desontinuidades). Em razão da transformada

de Fourier pressupor funções de�nidas no intervalo (�1;+1) em todas as suas variáveis

dependentes, estabelee-se a ondição da função (ou funções) inógnita da equação

diferenial parial serem nulas fora do domínio onsiderado. Em linhas gerais, isto pode

ser desrito da seguinte forma. Dada a equação diferenial parial

L(u) = 0 ; u 2 
 (3.1)

om sua respetiva ondição de ontorno

H(u) = 0 ; u 2 �; (3.2)

onde:

� L representa um operador diferenial linear qualquer L : <

n

! <

n

, uja forma geral
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é dada por

L = a

0

+

n

X

i

1

=1

a

i

1

�

�x

i

1

+

n

X

i

1

=1

n

X

i

2

=1

a

i

1

n+i

2

�

2

�x

i

1

�x

i

2

+

n

X

i

1

=1

n

X

i

2

=1

n

X

i

3

=1

a

i

1

n

2

+i

2

n+i

3

�

3

�x

i

1

�x

i

2

�x

i

3

+ :::; (3.3)

� H representa uma ondição de ontorno para a qual L(u) = 0 apresente solução

únia;

� u uma função de�nida em 
;

� 
 um domínio arbitrário ontínuo e onexo, 
 2 <

n

;

� � a fronteira do domínio 
.

O emprego da transformada de Fourier exige que funções om n variáveis independentes

sejam de�nidas em todo <

n

. Portanto, para emprego da transformada de Fourier faz-se

neessário estender a função u para <

n

� 
. Por razões de simpliidade, esolhe-se uma

extensão nula para u em <

n

� 
, onforme

u(x) = 0; x = (x

1

; :::; x

n

) 2 (<

n

� 
): (3.4)

A transformada de Fourier da função u expandida e a respetiva transformada inversa

são dadas por

u(s) = F fu;x! sg =

 

1

p

2�

!

n

Z

+1

�1

:::

Z

+1

�1

u(x)e

i(x

1

s

1

+:::+x

n

s

n

)

dx (3.5)

e

u(x) =

 

1

p

2�

!

n

Z

+1

�1

:::

Z

+1

�1

u(s)e

�i(x

1

s

1

+:::+x

n

s

n

)

ds; (3.6)

onde s = (s

1

; :::; s

n

) 2 <

n

Uma vez que a extensão da função u é nula em <

n

� 
, a expressão (3.5) pode ser

reesrita onforme

u(s) = F fu;x! sg =

 

1

p

2�

!

n

Z




u(x)e

i(x

1

s

1

+:::+x

n

s

n

)

dx: (3.7)

A expressão apresentada em (3.7) onstitui uma rede�nição da transformada de Fourier

para funções nulas em R

n

� 
 uja transformada inversa é dada por (3.6).
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A partir da rede�nição da transformada de Fourier apresentada em (3.7), as expressões

para as transformadas das derivadas pariais da função u podem ser esritas omo

F

(

�u

�x

i

;x! s

)

=

 

1

p

2�

!

n

Z




�u

�x

i

e

i(x

1

s

1

+:::+x

n

s

n

)

dx: (3.8)

Integrando por partes a equação (3.8), pode-se obter uma nova expressão para

a transformada de Fourier das derivadas pariais de u om um termo envolvendo

uma integral de superfíie mais um segundo termo ontendo a própria de�nição da

transformada de Fourier de u, onforme

F

(

�u

�x

i

;x! s

)

=

 

1

p

2�

!

n

I

�

u()e

i(

1

s

1

+:::+

n

s

n

)

os(�; 

i

)d�

�is

i

Z




u(x)e

i(x

1

s

1

+:::+x

n

s

n

)

dx; (3.9)

onde  = (

1

; :::; 

n

) 2 �, � é um vetor unitário normal à fronteira �, e os(�; 

i

) é o

osseno do ângulo entre o vetor � e o eixo oordenado assoiado à 

i

, seguindo a notação

empregada em Piskounov 1984

65

.

A expressão (3.9), onsiderando-se (3.7), pode ser ainda ser reesrita resultando em

F

(

�u

�x

i

;x! s

)

=

 

1

p

2�

!

n

I

�

u()e

i(

1

s

1

+:::+

n

s

n

)

os(�; 

i

)d�� is

i

u(s): (3.10)

As expressões para as derivadas pariais de ordem mais elevadas podem ser obtidas

a partir do emprego reursivo da expressão (3.10). Desta forma, a expressão da

transformada de Fourier para as derivadas pariais de u de qualquer ordem resultam

sempre em expressões ontendo termos om integrais de fronteira envolvendo derivadas

pariais de u e o fator e

i(

1

s

1

+:::+

n

s

n

)

mais um termo onstituído do produto dos parâmetros

s

i

e u. Uma vez que o operador diferenial parial linear L é uma ombinação linear da

função u e de suas derivadas, onforme (3.3), pode-se apliar a transformada de Fourier

em L(u) = 0 obtendo-se uma expressão ontendo u e uma integral de superfíie em �

envolvendo a função u e suas derivadas até uma ordem menor que a ordem de L, onforme

u(s) =

I

�

0

�

u()G

0

(s;) +

n

X

i

1

=1

�u

�x

i

1

()G

i

1

(s;)+
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(s;) + :::

1

A

d�; (3.11)

onde a função u já está isolada no membro esquerdo e as funções G

i

, introduzidas por

failidade de notação, representam expressões resultantes destas manipulações algébrias,

mais espei�amente onstituem-se em frações de polin�mios envolvendo as variáveis s

i

,

os oe�ientes a

i

de (3.3) multipliadas por e

i(

1

s

1

+:::+

n

s

n

)

e os termos os(�; 

i

).

A função u pode ser obtida normalmente pela apliação da transformada inversa de

Fourier na expressão (3.11) obtendo-se

u(x) =

I

�
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�

u() g

0

(x;) +
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d�; (3.12)

onde as funções g

i

(x;) são as transformadas inversas das funções G

i

(s;)

respetivamente, g

i

(x;) =F

�1

fG

i

(s;); s! xg, e x 2 R

n

.

A equação (3.12) expressa a função u em termos dos valores da própria u de suas

derivadas até ordem (n� 1). Esta equação possui uma forma semelhante às integrais de

ontornos obtidas a partir de outros métodos Brebbia 1984

66

Lai 1987

67

Muskhelishvili

1953 1949

68

, sendo que integrais deste tipo, obtidas a partir de uma formulação variaional

do problema, são enontradas na literatura e empregadas no método dos elementos

de ontorno. Pode-se observar que para avaliar esta expressão são neessárias mais

informações que as forneidas pelas ondições de ontorno do problema (equação (3.2))

o que onduz a fase �nal de solução do problema que é justamente a determinação das

funções que não são dadas pelas ondições de ontorno. Existem vários métodos para a

determinação destas funções entre os quais o método dos elementos de ontorno e emprego

da série de Fourier, Huestis 1995

22

.

A seqüênia do trabalho apresenta a apliação deste método a um problema de

ondução de alor e a um problema de elastiidade linear em 2D estátio para estado

plano de tensões. Neste trabalho, optou-se por uma solução da equação de ontorno

baseada na idéia do método dos elementos de ontorno.
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Capítulo 4

Apliação em um problema de

ondução de alor em duas dimensões.

Neste apítulo, omo ilustração, apresenta-se a solução da equação diferenial parial

de um problema de ondução de alor em duas dimensões (equação de Laplae) através

do emprego da transformada de Fourier.

4.1 Obtenção da integral de ontorno.

A solução do problema de ondução de alor em duas dimensões sem geração de alor

e om ondições de ontorno de temperatura, de �uxo de alor e de onveção presritos

na fronteira será obtida, em seguida, através do emprego da transformada de Fourier

onforme o método de solução apresentado no presente trabalho.

Uma dada função u é de�nida em 
, um onjunto ontínuo e onexo onforme �gura

c

b

A

B

Γ

a

C

D

x

y

d

Figura 4.1: Domínio arbitrário ontínuo e onexo em duas dimensões.
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(4.1). Para possibilitar a obtenção da transformada de Fourier de u deve-se expandi-

la om valor nulo para (�1;�1). A expressão da transformada de Fourier para esta

situação é

F fu; x! r; y ! sg = u =

1

2�

Z

+1

�1

Z

+1

�1

u(x; y)e

i(rx+sy)

dy dx (4.1)

uja inversa e dada por

u = F

�1

fu; r ! x; s! yg =

1

2�

Z

+1

�1

Z

+1

�1

ue

�i(rx+sy)

dr ds: (4.2)

A operação de integração apresentada em (4.1) �a restrita somente ao domínio 
 uma

vez que u(p) � 0; p =2 
, por de�nição. Assim, obtém-se uma rede�nição da transformada

de Fourier expressa por

F fu; x! r; y ! sg = u =

1

2�

Z




u(x; y)e

i(rx+sy)

dy dx (4.3)

om a transformada inversa dada por (4.2).

As expressões para as transformadas de Fourier das primeiras derivadas pariais de u

são apresentadas em

F

(

�u

�x

; x! r; y ! s

)

=

1

2�

I

�

ue

i(rx+sy)

dy � irF fu; x! r; y ! sg (4.4)

e

F

(

�u

�y

; x! r; y ! s

)

= �

1

2�

I

�

ue

i(rx+sy)

dx� isF fu; x! r; y ! sg (4.5)

e resultam do emprego da expressão (4.1) om as devidas integrações por partes.

As expressões das transformadas de Fourier para as segundas derivadas pariais de

u podem ser obtidas pelo emprego reursivo das expressões para as primeiras derivadas

((4.4) e (4.5)) e são dadas por

F

(

�

2

u

�x

2

; x! r; y ! s

)

=

1

2�

I

�

�u

�x

e

i(rx+sy)

dy �

ir

2�

I

�

u e

i(rx+sy)

dy � r

2

u; (4.6)

F

(

�

2

u

�y

2

; x! r; y ! s

)

= �

1

2�

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dx +

is

2�

I

�

u e

i(rx+sy)

dx� s

2

u (4.7)

e

F

(

�

2

u

�x �y

; x! r; y ! s

)

=

1

2�

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dy +

ir

2�

I

�

u e

i(rx+sy)

dx� rs u (4.8)

ou
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F

(

�

2

u

�x �y

; x! r; y ! s

)

= �

1

2�

I

�

�u

�x

e

i(rx+sy)

dx�

is

2�

I

�

u e

i(rx+sy)

dy � rs u:(4.9)

O problema de ondução de alor 2D pode ser expresso pela equação

�

2

u

�x

2

+

�

2

u

�y

2

= 0 (4.10)

para o aso sem geração de alor.

As respetivas ondições de ontorno serão omentadas adiante no texto.

O desenvolvimento proposto onsiste em apliar a transformada de Fourier na equação

diferenial parial (4.10) onforme a expressão (4.1). Assim, após algumas manipulações

algébrias, obtém-se a expressão

u = �

1

2�

(

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

dx�

I

�

�u

�x

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

dy

)

+

1

2�

(

I

�

u

ise

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

dx�

I

�

u

ire

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

dy

)

: (4.11)

A transformada inversa de Fourier, onforme equação (4.2), pode ser apliada em

(4.11) para a obtenção de u resultando em

u(x

a

; y

a

) =

1

2�

(

�

I

�

�u

�y

F

�1

(

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

; r ! x

a

; s! y

a

)

dx

+

I

�

�u

�x

F

�1

(

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

; r ! x

a

; s! y

a

)

dy

+

I

�

uF

�1

(

�is

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

; r ! x

a

; s! y

a

)

dx

�

I

�

uF

�1

(

�ir

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

; r ! x

a

; s! y

a

)

dy

)

: (4.12)

Realizando as transformadas inversas de Fourier ontidas em (4.12), obtém-se

F

�1

(

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

; r ! x

a

; s! y

a

)

= �

1

2

ln((x

a

� x)

2

+ (y

a

� y)

2

);

F

�1

(

�ir

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

; r ! x

a

; s! y

a

)

= �

(x

a

� x)

(x

a

� x)

2

+ (y

a

� y)

2

e
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F

�1

(

�is

e

i(rx+sy)

r

2

+ s

2

; r ! x

a

; s! y

a

)

= �

(y

a

� y)

(x

a

� x)

2

+ (y

a

� y)

2

: (4.13)

Para futura failidade de notação, de�ne-se a função F e suas derivadas na seguinte forma

F(x; y) � �

1

2

ln(x

2

+ y

2

);

F

x

(x; y) �

�

�x

F(x; y) = �

x

x

2

+ y

2

e

F

y

(x; y) �

�

�y

F(x; y) = �

y

x

2

+ y

2

;

om o que pode-se esrever a expressão para u onforme

u(x

a

; y

a

) =

1

2�

�

�

I

�

�

�y

u(x; y)F(x

a

� x; y

a

� y) dx+

I

�

�

�x

u(x; y)F(x

a

� x; y

a

� y) dy

+

I

�

u(x; y)F

y

(x

a

� x; y

a

� y)dx�

I

�

u(x; y)F

x

(x

a

� x; y

a

� y)dy

�

: (4.14)

A expressão aima pode ser reesrita através do uso da mudança de variáveis

x = x() e

y = y();

onde  é o omprimento do aro sobre a fronteira � partindo um dado ponto p

0

2 �.

Também podemos dizer que

dx

d

= ��

y

e

dy

d

= +�

x

;

sendo �

x

e �

y

os ossenos diretores da direção normal à superfíie. Assim, a equação (4.14)

pode ser reesrita onforme

u

�

(x

a

; y

a

) =

1

2�

(

I

�

 

�

�u

�y

dx

d

+

�u

�x

dy

d

!

F d +

I

�

u

 

dx

d

F

y

�

dy

d

F

x

!

d

)

(4.15)
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ou, introduzindo-se os ossenos diretores da direção normal à superfíie,

u

�

(x

a

; y

a

) =

1

2�

(

I

�

�u

��

F d �

I

�

uF

�

d

)

; (4.16)

onde

�

��

é derivada normal à fronteira do domínio e a função F

�

é de�nida por F

�

=

�

x

F

x

+ �

y

F

y

.

A equação (4.16) é similar àquelas normalmente obtidas pelo método dos elementos

de ontorno.

4.2 Solução do problema através da integral de

ontorno.

A equação (4.14) permite alular o valor da função u em qualquer ponto do plano

xy uma vez onheidos os valores da função e de suas primeiras derivadas pariais em �.

Conforme a hipótese iniialmente feita, u deve satisfazer a ondição (4.10) em 
 e ser nula

na parte externa de 
, o que será demonstrado mais adiante. As ondições de ontorno

do problema expresso por (4.10) podem ser dos seguintes tipos:

1. Primeiro tipo: u presrito na fronteira: u = u

0

(x; y); (x; y) 2 �;

2. Segundo tipo: a quantidade

�u

��

� �

x

�u

�x

+�

y

�u

�y

, onde �

x

e �

y

são os ossenos diretores

da normal a superfíie � em (x; y), presrita na fronteira:

�u

��

= u

�

(x; y); (x; y) 2 � ;

3. Tereiro tipo: uma expressão que relaiona u,

�u

�x

,

�u

�y

a um valor presrito na

fronteira: hu + �

x

�u

�x

+ �y

�u

�y

= hu

1

(x; y); (x; y) 2 �, onde h é uma onstante e

�

x

e �

y

são os ossenos diretores da normal a superfíie � em (x; y);

4. Combinações das ondições aima: apliação de ada uma a um dado segmento de

�.

Estas ondições mostram que a equação (4.14) neessita mais informação do que a

forneida pelas ondições de ontorno. Para determinar a informação que falta, pode-se

reorrer ao seguinte método aproximado. Elege-se uma base de funções f�

i

: p) <; p 2

�; i = 1; :::; Ng de tal forma que se possa aproximar u;

�u

�x

;

�u

�y

para uma ombinação linear

das funções �

i

, onforme a equação

8

>

>

>

<

>

>

>

:

u

�u

�x

�u

�y

9

>

>

>

=

>

>

>

;

=

N

X

i=1

8

>

>

>

<

>

>

>

:



u;i



u

x

;i



u

y

;i

9

>

>

>

=

>

>

>

;

�

i

; (4.17)
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onde:

1. 

u;i

; 

u

x

;i

; 

u

y

;i

são reais.

A equação (4.17) pode ser substituída nas ondições de ontorno resultando no seguinte

onjunto de relações:

1. Para u presrito na fronteira, onsiderando que em razão disto a derivada tangenial

de u, de�nida por

�u

�t

� ��

y

�u

�x

+ �

x

�u

�y

, também seja onheida, tem-se:

N

X

i=1



u;i

�

i

= u(p) (4.18)

e

N

X

i=1

(��

y



u

x

;i

+ �

x



u

y

;i

)�

i

=

�

�t

u(p); (4.19)

2. Para

�u

��

presrito na fronteira:

N

X

i=1

(�

x



u

x

;i

+ �

y



u

y

;i

)�

i

=

�u

��

(p); (4.20)

3. Para uma ondição do tipo hu+

�u

��

= hu

1

(p):

N

X

i=1

(h 

u;i

+ �

x



u

x

;i

+ �

y



u

y

;i

)�

i

= u

1

(p): (4.21)

4. Quando tipos diferentes de ondições de ontorno são empregadas em segmentos

distintos de � pode-se ter ada uma das expressões aima apliadas nos respetivos

segmentos.

Na seqüênia, obtém-se expressões para

�u

�x

e

�u

�y

apliando-se as derivadas pariais nas

variáveis x e y na equação (4.14), obtendo-se as equações

�

�x

a

u(x

a

; y

a

) =

1

2�

(

�

I

�

�u

�y

�F

�x

a

dx+

I

�

�u

�x

�F

�x

a

dy �

I

�

u

�

2

F

�y

a

�x

a

dx+

I

�

u

�

2

F

�x

2

a

dy

)

(4.22)

e
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�

�y

a

u(x

a

; y

a

) =

1

2�

(

�

I

�

�u

�y

�F

�y

a

dx+

I

�

�u

�x

�F

�y

a

F dy �

I

�

u

�

2

F

�y

2

a

dx+

I

�

u

�

2

F

�x

a

�y

a

dy

)

;

(4.23)

onde empregaram-se as relações

�F(x

a

� x; y

a

� y)

�x

a

= F

x

(x

a

� x; y

a

� y) e

�F(x

a

� x; y

a

� y)

�y

a

= F

y

(x

a

� x; y

a

� y)

As equações (4.14), (4.22) e (4.23) podem então ser avaliadas para pontos sobre a

fronteira �, mediante o limite destas expressões quando x

a

! x

p

e y

a

! y

p

, onde

x(x

p

; y

p

) 2 �. Por simpliidade, pode-se optar por avaliar as equações (4.14), (4.22) e

(4.23) para pontos muito próximos de �, ao invés de pontos sobre �, desprezando-se o

erro ometido. Substituindo-se as expressões aproximadas para u e suas derivadas, dadas

em (4.17), nas equações (4.14), (4.22) e (4.23) para pontos (x

a

; y

a

) �sobre� � obtém-se

N

X

i=1

8

>

<

>

:



u;i



u

x

;i



u

y

;i

9

>

=

>

;

�

i

=

1

2�

N

X

i=1

2

6

6

4

�

H

�

�

i

�F

�y

a

dx+

H

�

�

i

�F

�x

a

dy +

H

�

�

i

F dy �

H

�

�

i

F dx

�

H

�

�

i

�

2

F

�x

a

�y

a

dx+

H

�

�

i

�

2

F

�x

2

a

dy +

H

�

�

i

�F

�x

a

dy �

H

�

�

i

�F

�x

a

dx

�

H

�

�

i

�

2

F

�y

2

a

dx+

H

�

�

i

�

2

F

�x

a

�y

a

dy +

H

�

�

i

�F

�y

a

dy �

H

�

�

i

�F

�y

a

dx

3

7

7

5

8

>

<

>

:



u;i



u

x

;i



u

y

;i

9

>

=

>

;

:

(4.24)

A expressão (4.24) pode ser estabeleida em um número de pontos sobre a fronteira

igual ao número de omponentes da base de funções, o que resulta, juntamente om

as equações (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21), em um sistema de equações algébrias ujas

inógnitas são as variáveis 

u;i

; :::; 

u

y

;i

. Este sistema de equações pode ser resolvido

onforme desreve-se a seguir. O maior número possível das inógnitas  deste sistema

devem ser determinadas a partir das ondições de ontorno empregando-se as equações

(4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) nos respetivos segmentos de � para um número total de

pontos igual ao número de inógnitas e esolhidas em posições que dependem de omo

são de�nidas as funções �

i

. Um sistema de equações algébrias ontendo as inógnitas



u;i

; 

u

x

;i

; 

u

y

;i

que não puderam ser determinadas pelas ondições de ontorno é então

obtido pela eliminação de um número adequado de equações do sistema de equações

obtidas pela apliação de (4.24) nos pontos sobre �. O sistema também pode ser gerado

om o estabeleimento de um número de equações maior que o número de inógnitas e ser

resolvido pela ténia dos mínimos quadrados. A solução deste sistema nos permite então

obter, aproximadamente, a função u e suas derivadas para qualquer ponto do domínio 
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om o emprego das equações (4.17) e (4.14) (ou (4.22), ou (4.23)).

A esolha da base de funções �

i

pode ser feita seguindo a idéia dos método dos

elementos de ontorno Brebbia 1984

66

Lai 1987

67

ou baseadas em uma série de Fourier

Huestis 1995

22

. No presente trabalho, empregou-se para �ns de testes da formulação

apresentada uma base de funções lineares por partes om ontinuidade C

0

e om

aproximação da fronteira � por uma poligonal, base esta tipiamente usada no método

dos elementos de ontorno. A inversão do sistema de equações algébrias foi feita pelo

método de Jaobi e as equações algébrias foram geradas para os nós da poligonal a partir

das equações (4.14) ou (4.22) e (4.23) onforme a ondição de ontorno no nó presrevesse

�u

��

ou u, respetivamente. Os resultados obtidos foram razoáveis oorrendo uma rápida

onvergênia no proesso iterativo de solução do sistema de equações algébrias.

Similarmente, para obter

�u

��

na equação (4.16), expande-se u e

�u

��

em termos de uma

base de funções onheida �

i

(i = 1 : N), ou seja

8

<

:

u

�u

��

9

=

;

=

N

X

i=1

8

<

:



u;i



u

�

;i

9

=

;

; (4.25)

onde 

u;i

; 

u

�

;i

são oe�ientes reais, sendo que os oe�ientes 

u;i

são determinados pelas

ondições de ontorno.

Para determinar estes N oe�ientes 

u

�

;i

, substitui-se a expressão (4.25) na equação

(4.16) e avalia-se a equação resultante em um onjunto de N pontos, o que resulta em

N

X

i=1



u;i

�

i

(p

k

) =

1

2�

N

X

i=1

n

�

H

�

i

�F

��

dt+

H

�

�

i

Fdt

o

8

<

:



u;i



u

�

;i

9

=

;

(4.26)

para pontos p

k

na fronteira � e

0 =

1

2�

N

X

i=1

n

�

H

�

i

�F

��

dt+

H

�

�

i

Fdt

o

8

<

:



n;i



u

�

;i

9

=

;

(4.27)

para pontos fora do domínio.

O sistema de equações algébrias (4.26) ou (4.27) são resolvidas para os oe�ientes



u

�

;i

.

A base de funções �

i

é normalmente esolhida omo polin�mios ou funções senos e

ossenos.

É importante notar que as duas soluções aima são equivalentes. Entretanto, a última

é mais apropriada do ponto de vista numério porque envolve um menor número de

variáveis a ser determinado.

28



4.3 Demonstração da validade da integral de ontorno.

A solução apresentada na seção (4.1) pode ser omprovada pelo emprego do Teorema

de Green juntamente om algumas onstruções auxiliares. Esta demonstração tem

importânia na medida em que omprova o desenvolvimento tomado a partir da

rede�nição da transformada de Fourier em (4.3).

O primeiro passo na demonstração da validade da expressão (4.14) é provar que a

mesma é nula para os pontos (x

a

; y

a

) =2 
. Isto pode ser obtido através do emprego do

Teorema de Green Öz�
³�k 1980

5

Spiegel 1964

69

que estabelee uma relação entre integrais

de superfíie e volume onforme

I

�

(P (x; y)dx+Q(x; y)dy) =

Z Z




 

�

�x

Q(x; y)�

�

�y

P (x; y)

!

dx dy; (4.28)

onde 
 é um subdomínio ontínuo do plano oordenado xy, � é a fronteira de 
, Q(x; y) :


! < e P (x; y) : 
! < são funções.

Empregando o Teorema de Green na expressão (4.14) para (x

a

; y

a

) =2 
, pode-se

transformar as integrais de superfíie em integrais de volume obtendo-se a expressão

u(x

a

; y

a

) =

1

2�

(

�

Z




 

�

2

u

�y

2

F�

�u

�y

�F

�y

a

!

dx dy �

Z




 

�

2

u

�x

2

F�

�u

�x

�F

�x

a

!

dx dy

�

Z




 

�u

�y

�F

�y

a

� u

�

2

F

�y

2

a

!

dx dy �

Z




 

�u

�x

�F

�x

a

� u

�

2

F

�x

2

a

!

dx dy

)

; (4.29)

onde empregaram-se as relações

�F(x

a

� x; y

a

� y)

�x

a

= F

x

(x

a

� x; y

a

� y) e

�F(x

a

� x; y

a

� y)

�y

a

= F

y

(x

a

� x; y

a

� y):

Reagrupando-se a expressão (4.29) e fazendo-se as devidas simpli�ações obtém-se

u(x

a

; y

a

) =

1

2�

(

�

Z




F

 

�

2

u

�x

2

+

�

2

u

�y

2

!

dx dy +

Z




u

 

�

2

F

�x

2

a

+

�

2

F

�y

2

a

!

dx dy

)

: (4.30)

O primeiro termo entre haves em (4.30) é igual a zero devido a própria formulação do

problema (equação (4.10)). O segundo termo entre haves da mesma expressão também
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Figura 4.2: Domínio ontínuo e onexo auxiliar om orte.

é nulo para (x

a

; y

a

) =2 
, o que pode ser veri�ado a partir das expressões (4.13). Deve-se

observar que este termo não pode ser avaliado para (x

a

; y

a

) 2 
. Assim demonstra-se que

a expressão (4.14) implia em u(x

a

; y

a

) = 0 para (x

a

; y

a

) =2 
.

O segundo passo na demonstração da validade da expressão (4.14) onsiste em

demonstrar que a mesma orresponde ao valor da função u, solução de (4.10), em

(x

a

; y

a

) 2 
. Neste passo utilizar-se-á um domínio auxiliar


0

ontínuo e onexo onstruído

a partir de 
, onforme apresentado na �gura (4.2). Este domínio auxiliar é obtido

estabeleendo-se próximos entre si dois pontos, a e a

0

, sobre a fronteira �. O aro menor

d

aa

0

é retirado de � e fehando o ontorno são adiionados os segmentos ab, a irunferênia

C om raio �, entro em p e subtraída do aro menor



bb

0

, e o segmento b

0

a

0

.

A avaliação da expressão (4.14) para o ponto p em relação ao domínio 


0

é igual a

zero, uma vez que p =2 


0

, onforme demonstração apresentada anteriormente envolvendo

o emprego do Teorema de Green. Assim, pode-se reesrever de forma abreviada a equação

(4.14) onforme expressão

0 =

I

��



aa

0

+

I

ab

+

I

C�

b

bb

0

+

I

b

0

a

0

: (4.31)

A expressão (4.31) pode ser avaliada para os pontos a e a

0

, b e b

0

estabeleidos

estabeleidos próximos entre si. No aso limite, quando as distânias entre os pontos

a e a

0

, b e b

0

tende a zero, as integrais sobre os segmentos ab e b

0

a

0

tendem a anularem-

se, uma vez que são avaliadas sobre pratiamente o mesmo segmento, mas em sentidos

opostos, e a equação (4.31) pode ser reesrita onforme

I

�

= �

I

C

: (4.32)

A expressão (4.32) mostra que a avaliação da expressão (4.14) sobre o aminho � no
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sentido anti-horário é igual ao valor negativo da avaliação da mesma expressão sobre

a irunferênia C no sentido horário. A avaliação de (4.14) em C pode ser obtida

empregando-se um sistema de oordenadas ilíndrias r � � om entro no ponto p.

Partindo dos resultados obtidos no apêndie (A), equação (A.4), e onsiderando que para

a irunferênia do problema tem-se r(�) = �; r

0

(�) = 0, obtém-se a equação

I

�

=

1

2�

(

�� ln(�)

Z

2�

0

�u

�r

d� +

Z

2�

0

u d�

)

; (4.33)

lembrando que a integração no sentido horário é igual ao valor negativo da integração no

sentido anti-horário.

A expressão (4.33) pode ser avaliada para uma irunferênia C onstruída om um

raio tão pequeno quanto se queira, sendo que no limite, quando o raio � tende para zero,

o primeiro termo entre haves desta equação tende a zero, pois o integrando é �nito e

lim

�!0

� ln(�) = 0; o segundo termo entre haves apresenta um integrando que tende a

não apresentar variações ao longo da irunferênia de integração na medida em que seu

raio tende a zero, já que a função u é ontínua, o que leva um limite igual a 2� u(x

a

; y

a

).

Assim, no limite, quando �! 0, a expressão (4.33) resulta na equação

I

�

= u(x

a

; y

a

); (4.34)

o que prova �nalmente a validade da equação (4.14).
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Capítulo 5

Apliação em um problema de

elastiidade e de ondas em duas

dimensões.

Neste apítulo apresentam-se as soluções do sistema equações difereniais pariais

de um problema de elastiidade em duas dimensões e da equação diferenial parial do

problema de propagação de ondas em duas dimensões (equação homogênea da onda)

através do emprego da transformada de Fourier. Sendo que na equação homogênea da

onda é empregada a transformada de Laplae em onjunto om a transformada de Fourier.

5.1 Obtenção da integral de ontorno.

O problema de elastiidade para pequenas deformações em duas dimensões, admitindo-

se estado plano de tensões é apresentado no apêndie (B), que foi esrito onforme

Timoshenko and Goodier 1934

1

. Sendo B e G onstantes dependentes das propriedades

dos materiais (G =

E

2(1+�)

, B =

E

1��

2

, E é o módulo de elastiidade e � é o oe�iente de

Poisson) , x� y um sistema de oordenadas artesianas, 
 � <

2

um domínio ontínuo e

onexo ontido em <

2

(ver �gura 4.1), u : 
 ! < função desrevendo os desloamentos

na direção x, v : 
 ! < função desrevendo os desloamentos na direção y, pode-se

equaionar em termos de desloamentos um problema elástio 2D, desprezando-se o peso

do material, para um domínio 
 pelo seguinte sistema de equações

B

�

2

u

�x

2

+ (B �G)

�

2

v

�x �y

+G

�

2

u

�y

2

= 0 e (5.1)

32



G

�

2

v

�x

2

+ (B �G)

�

2

u

�x �y

+B

�

2

v

�y

2

= 0: (5.2)

A solução deste problema segue os mesmos passos desritos na seção (4.1) para o

problema envolvendo a equação de Laplae. Estabelee-se uma extensão nula para as

funções u e v em <

2

�
. Assim pode-se ter a transformada de Fourier rede�nida onforme

apresentado em (4.1) e respetiva transformada inversa em (4.2). Iniialmente aplia-se

a transformada de Fourier nas equações (5.1) e (5.2) fazendo-se uso das formulações da

transformada de Fourier das derivadas pariais de segunda ordem dadas pelas equações

(4.6)-(4.9), obtendo-se as seguintes equações

�(Br

2

+Gs

2

)u� (B �G)rsv = �

1

2�

�

B

I

�

�u

�x

e

i(rx+sy)

dy �G

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dx

�irB

I

�

u e

i(rx+sy)

dy + isG

I

�

u e

i(rx+sy)

dx

+(B �G)

I

�

�v

�y

e

i(rx+sy)

dy + ir(B �G)

I

�

v e

i(rx+sy)

dx

�

; (5.3)

�(B �G)rsu � (Gr

2

+Bs

2

)v = �

1

2�

�

(B �G)

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dy + ir(B �G)

I

�

u e

i(rx+sy)

dx

�B

I

�

�v

�y

e

i(rx+sy)

dx+G

I

�

�v

�x

e

i(rx+sy)

dy

+isB

I

�

v e

i(rx+sy)

dx� irG

I

�

v e

i(rx+sy)

dy

�

: (5.4)

As equações (5.3) e (5.4) podem ser resolvidas para u e v resultando nas equações

u = �

1

2�

1

BG(r

2

+ s

2

)

2

(

�(Gr

2

+Bs

2

)

"

B

I

�

�u

�x

e

i(rx+sy)

dy �G

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dx

�irB

I

�

u e

i(rx+sy)

dy + isG

I

�

u e

i(rx+sy)

dx+ (B �G)

I

�

�v

�y

e

i(rx+sy)

dy

+ir(B �G)

I

�

v e

i(rx+sy)

dx

�

+ (B �G)rs

"

(B �G)

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dy

+ir(B �G)

I

�

u e

i(rx+sy)

dx�B

I

�

�v

�y

e

i(rx+sy)

dx+G

I

�

�v

�x

e

i(rx+sy)

dy

+isB

I

�

v e

i(rx+sy)

dx� irG

I

�

v e

i(rx+sy)

dy

��

e (5.5)

v = �

1

2�

1

BG(r

2

+ s

2

)

2

(

(B �G)rs

"

B

I

�

�u

�x

e

i(rx+sy)

dy �G

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dx

�irB

I

�

u e

i(rx+sy)

dy + isG

I

�

u e

i(rx+sy)

dx+ (B �G)

I

�

�v

�y

e

i(rx+sy)

dy
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+ir(B �G)

I

�

v e

i(rx+sy)

dx

�

� (Br

2

+Gs

2

)

"

(B �G)

I

�

�u

�y

e

i(rx+sy)

dy

+ir(B �G)

I

�

u e

i(rx+sy)

dx�B

I

�

�v

�y

e

i(rx+sy)

dx+G

I

�

�v

�x

e

i(rx+sy)

dy

+isB

I

�

v e

i(rx+sy)

dx� irG

I

�

v e

i(rx+sy)

dy

��

: (5.6)

De�ne-se as funções F

1

, F

2

e H e suas respetivas transformadas inversas de Fourier

onforme mostrado nas seguintes equações

F

1

(r; s) �

Gr

2

+Bs

2

BG (r

2

+ s

2

)

2

 ! F

1

(x; y) = F

�1

n

F

1

(r; s); r ! x; s! y

o

; (5.7)

F

2

(r; s) �

Br

2

+Gs

2

BG (r

2

+ s

2

)

2

 ! F

2

(x; y) = F

�1

n

F

2

(r; s); r ! x; s! y

o

e℄ (5.8)

H(r; s) �

(B �G)rs

BG (r

2

+ s

2

)

2

 ! H(x; y) = F

�1

n

H(r; s); r ! x; s! y

o

: (5.9)

A partir das equações (5.7) a (5.9), pode-se também de�nir as seguintes funções

F

1

x

(x; y) �

�F

1

�x

= F

�1

n

�irF

1

(r; s); r ! x; s! y

o

; (5.10)

F

1

y

(x; y) �

�F

1

�y

= F

�1

n

�isF

1

(r; s); r ! x; s! y

o

; (5.11)

F

2

x

(x; y) �

�F

2

�x

= F

�1

n

�irF

2

(r; s); r ! x; s! y

o

; (5.12)

F

2

y

(x; y) �

�F

2

�y

= F

�1

n

�isF

2

(r; s); r ! x; s! y

o

; (5.13)

H

x

(x; y) �

�H

�x

= F

�1

n

�irH(r; s); r ! x; s! y

o

e (5.14)

H

y

(x; y) �

�H

�y

= F

�1

n

�isH(r; s); r! x; s! y

o

: (5.15)

As de�nições das funções F

1

, F

2

eH permitem que a apliação da transformada inversa

de Fourier nas expressões (5.5) e (5.6) seja esrita onforme

u(x

a

; y

a

) = �

1

2�

(

�B

I

�

�u

�x

F

1

(x

a

� x; y

a

� y)dy +G

I

�

�u

�y

F

1

(x

a

� x; y

a

� y)dx

�B

I

�

uF

1

x

(x

a

� x; y

a

� y)dy +G

I

�

uF

1

y

(x

a

� x; y

a

� y)dx
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�(B �G)

I

�

�v

�y

F

1

(x

a

� x; y

a

� y)dy + (B �G)

I

�

v F

1

x

(x

a

� x; y

a

� y)dx

+(B �G)

I

�

�u

�y

H(x

a

� x; y

a

� y)dy � (B �G)

I

�

uH

x

(x

a

� x; y

a

� y)dx

�B

I

�

�v

�y

H(x

a

� x; y

a

� y)dx+G

I

�

�v

�x

H(x

a

� x; y

a

� y)dy

�B

I

�

v H

y

(x

a

� x; y

a

� y)dx+G

I

�

v H

x

(x

a

� x; y

a

� y)dy

�

(5.16)

e

v(x

a

; y

a

) = �

1

2�

(

B

I

�

�u

�x

H(x

a

� x; y

a

� y)dy �G

I

�

�u

�y

H(x

a

� x; y

a

� y)dx

+B

I

�

uH

x

(x

a

� x; y

a

� y)dy �G

I

�

uH

y

(x

a

� x; y

a

� y)dx

+(B �G)

I

�

�v

�y

H(x

a

� x; y

a

� y)dy � (B �G)

I

�

v H

x

(x

a

� x; y

a

� y)dx

�(B �G)

I

�

�u

�y

F

2

(x

a

� x; y

a

� y)dy + (B �G)

I

�

uF

2

x

(x

a

� x; y

a

� y)dx

+B

I

�

�v

�y

F

2

(x

a

� x; y

a

� y)dx�G

I

�

�v

�x

F

2

(x

a

� x; y

a

� y)dy

+B

I

�

v F

2

y

(x

a

� x; y

a

� y)dx�G

I

�

v F

2

x

(x

a

� x; y

a

� y)dy

�

(5.17)

As funções F

1

, F

2

e H são dadas pelas expressões

F

1

(x; y) =

1

2GB

"

�

G +B

2

ln(x

2

+ y

2

) +

B �G

2

x

2

� y

2

x

2

+ y

2

#

; (5.18)

F

2

(x; y) =

1

2GB

"

�

G +B

2

ln(x

2

+ y

2

) +

B �G

2

y

2

� x

2

x

2

+ y

2

#

e (5.19)

H(x; y) = �

B �G

2BG

xy

x

2

+ y

2

(5.20)

uja obtenção através da apliação da transformada inversa de Fourier nas respetivas

funções F

1

, F

2

e H está desrita no apítulo (6).

As expressões para as derivadas pariais de primeira ordem das funções F

1

, F

2

e H

são

F

1

x

(x; y) =

1

2GB

((B � 3G)y

2

� (G+B)x

2

)

x

(x

2

+ y

2

)

2

; (5.21)
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F

1

y

(x; y) =

1

2GB

((G� 3B)x

2

� (B +G)y

2

)

y

(x

2

+ y

2

)

2

; (5.22)

F

2

x

(x; y) =

1

2GB

((G� 3B)y

2

� (B +G)x

2

)

x

(x

2

+ y

2

)

2

; (5.23)

F

2y

(x; y) =

1

2GB

((B � 3G)x

2

� (G+B)y

2

)

y

(x

2

+ y

2

)

2

; (5.24)

H

x

(x; y) =

B �G

2BG

x

2

y � y

3

(x

2

+ y

2

)

2

e (5.25)

H

y

(x; y) =

B �G

2BG

�x

3

+ x y

2

(x

2

+ y

2

)

2

: (5.26)

Reformulando o equaionamento aima na forma matriial, obtém-se

U

�

=

I

�

AU d +

I

�

B �U d; (5.27)

onde U

�

, U e �U são os vetores

U

�

= ol (u

�

(x

a

; y

a

); v

�

(x

a

; y

a

)) ; (5.28)

U = ol (u(x; y); v(x; y)) (5.29)

e

�U = ol

 

�

�x

u(x; y);

�

�y

u(x; y);

�

�x

v(x; y);

�

�y

v(x; y)

!

(5.30)

e as matrizes A e B são dadas por

A =

0

�

�B F

1

x

�

x

�GF

1

y

�

y

+ (B �G)H

x

�

y

�(B �G)F

1

x

�

y

+BH

y

�

y

+GH

x

�

x

+BH

x

�

x

+GH

y

�

y

� (B �G)F

2

x

�

y

+(B �G)H

x

�

y

�B F

2

y

�

y

�GF

2

x

�

x

1

A

(5.31)

e

B =

0

�

�B F

1

�

x

�GF

1

�

y

+ (B �G)H �

x

+GH �

x

�(B �G)F

1

�

x

+BH �

y

+BH �

x

+GH �

y

� (B �G)F

2

�

x

�GF

2

�

x

+(B �G)H �

x

� B F

2

�

y

1

A

(5.32)

avaliados em x

a

� x e y

a

� y. Aqui d é dado por

��

y

d = dx e
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+�

x

d = dy; (5.33)

onde �

x

; �

y

são os ossenos diretores da normal à fronteira do domínio.

Observando que as ondições de ontorno são presritas para a intensidade de força

na fronteira, onsidera-se que as relações entre

�u

�x

;

�u

�y

;

�v

�x

;

�v

�y

e

�u

�

;

�v

�

; f

x

; f

y

onde f

x

; f

y

são

intensidades de força na fronteira nas direções x e y e

�u

�

;

�v

�

são as derivadas tangeniais

de u e v. Esrevendo estas relações na notação matriial obtém-se

W = C �U; (5.34)

onde a matriz C é dada por

C =

0

B

B

B

B

B

B

�

��

y

+�

x

0 0

0 0 ��

y

+�

x

+B �

x

+G�

y

+G�

y

+(B � 2G) �

x

+(B � 2G)�

y

+G�

x

+G�

x

+B �

y

1

C

C

C

C

C

C

A

(5.35)

e o vetor W por

W = ol (U



; F) ; (5.36)

sendo os vetores U



e F de�nidos omo

U



= ol

 

�u

�

;

�u

�

!

(5.37)

e

F = ol (f

x

; f

y

) (5.38)

Substituindo a equação (5.34) na equação (5.27) obtém-se

U

�

=

I

�

AU d +

I

�

BC

�1

W d: (5.39)

Em seguida, de�ne-se

D = BC

�1

(5.40)

e reesreve-se D omo uma matriz de bloos
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D = (D

1

; D

2

) ; (5.41)

onde D é uma matriz 2�4 e D

1

e D

2

são matrizes 2�2. Com estas de�nições, a equação

(5.39) passa a ter a forma

U

�

=

I

�

[AU+D

1

U



℄ d +

I

�

D

2

F d (5.42)

a qual é uma integral de ontorno apropriada para a solução de problemas que apresentam

desloamentos e forças presritos na fronteira omo ondições de ontorno.

Pode-se ainda simpli�ar a equação (5.42). Para isto, usa-se o resultado

I

�

D

1

U



d = �

I

�

�

��

D

1

U d (5.43)

que, ombinado om a de�nição

E = A�

�

��

D

1

; (5.44)

resulta em

U

�

=

I

�

EU d +

I

�

D

2

F d: (5.45)

Finalmente é importante relembrar que u

�

e v

�

oinidem om u e v no interior do

domínio 
 e são nulos fora do domínio 
.

5.2 Solução do problema através da integral de

ontorno.

As equações (5.16) e (5.17), da mesma forma que a equação (4.14) obtida para o

problema de ondução de alor apresentado na seção (4.1), neessitam mais informações

do que as que são forneidas pelas ondições de ontorno das equações difereniais pariais

(5.1) e (5.2), o que torna neessário alular as informações adiionais. O mesmo aminho

desenvolvido na seção (4.2) pode ser empregado para soluionar este problema:

1. Estabelee-se uma base de funções que possa expressar as funções u, v, u

x

�

�u

�x

,

u

y

�

�u

�y

, v

x

�

�v

�x

e v

y

�

�v

�y

na forma de uma ombinação linear de suas funções

integrantes.
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2. Em seguida, obtém-se expressões para u

x

, u

y

, v

x

e v

y

derivando-se as equações

(5.16) e (5.17) em x e y, ujo resultado, juntamente om um reagrupamento destas

equações, está apresentado nas expressões

u = �

1

2�

�

I

�

u

h

�B F

1

x

dy +GF

1

y

dx� (B �G)H

x

dx

i

+

I

�

v [(B �G)F

1

x

dx� BH

y

dx+GH

x

dy℄

+

I

�

u

x

[�B F

1

dy℄ +

I

�

u

y

[GF

1

dx+ (B �G)H dy℄

+

I

�

v

x

[GH dy℄ +

I

�

v

y

[�(B �G)F

1

dy �BH dx℄

�

; (5.46)

v = �

1

2�

�

I

�

u [BH

x

dy �GH

y

dx+ (B �G)F

2

x

dx℄

+

I

�

v

h

�(B �G)H

x

dx+B F

2

y

dx�GF

2

x

dy

i

+

I

�

u

x

[BHdy℄ +

I

�

u

y

[�GHdx� (B �G)F

2

dy℄

+

I

�

v

x

[�GF

2

dy℄ +

I

�

v

y

[(B �G)Hdy +B F

2

dx℄

�

; (5.47)

u

x

= �

1

2�

�

I

�

u

h

�B F

1

xx

dy +GF

1

xy

dx� (B �G)H

xx

dx

i

+

I

�

v [(B �G)F

1

xx

dx� BH

xy

dx+GH

xx

dy℄

+

I

�

u

x

[�B F

1

x

dy℄ +

I

�

u

y

[GF

1

x

dx+ (B �G)H

x

dy℄

+

I

�

v

x

[GH

x

dy℄ +

I

�

v

y

[�(B �G)F

1

x

dy � BH

x

dx℄

�

; (5.48)

u

y

= �

1

2�

�

I

�

u

h

�B F

1

xy

dy +GF

1

yy

dx� (B �G)H

xy

dx

i

+

I

�

v

h

(B �G)F

1

xy

dx�BH

yy

dx+GH

xy

dy

i

+

I

�

u

x

h

�B F

1

y

dy

i

+

I

�

u

y

h

GF

1

y

dx + (B �G)H

y

dy

i

+

I

�

v

x

[GH

y

dy℄ +

I

�

v

y

h

�(B �G)F

1

y

dy � BH

y

dx

i

�

; (5.49)
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v

x

= �

1

2�

�

I

�

u [BH

xx

dy �GH

xy

dx+ (B �G)F

2

xx

dx℄

+

I

�

v

h

�(B �G)H

xx

dx+B F

2

xy

dx�GF

2

xx

dy

i

+

I

�

u

x

[BH

x

dy℄ +

I

�

u

y

[�GH

x

dx� (B �G)F

2

x

dy℄

+

I

�

v

x

[�GF

2

x

dy℄ +

I

�

v

y

[(B �G)H

x

dy +B F

2

x

dx℄

�

(5.50)

e

v

y

= �

1

2�

�

I

�

u

h

BH

xy

dy �GH

yy

dx+ (B �G)F

2

xy

dx

i

+

I

�

v

h

�(B �G)H

xy

dx+B F

2

yy

dx�GF

2

xy

dy

i

+

I

�

u

x

[BH

y

dy℄ +

I

�

u

y

h

�GH

y

dx� (B �G)F

2

y

dy

i

+

I

�

v

x

h

�GF

2

y

dy

i

+

I

�

v

y

h

(B �G)H

y

dy +B F

2

y

dx

i

�

; (5.51)

onde, por failidade de notação, omitiu-se os parâmetros das funções u, v, F

1

, F

2

, H

e de suas derivadas pariais u

x

, u

y

, v

x

, v

y

, F

1

x

, F

1

y

, F

2

x

, F

2

y

, H

x

e H

y

, e de�niu-se

F

1

xx

�

�

2

F

1

�x

2

(x

a

� x; y

a

� y);

F

1

xy

�

�

2

F

1

�x �y

(x

a

� x; y

a

� y);

F

1

yy

�

�

2

F

1

�y

2

(x

a

� x; y

a

� y);

F

2

xx

�

�

2

F

2

�x

2

(x

a

� x; y

a

� y);

F

2

xy

�

�

2

F

2

�x �y

(x

a

� x; y

a

� y);

F

2

yy

�

�

2

F

2

�y

2

(x

a

� x; y

a

� y);

H

xx

�

�

2

H

�x

2

(x

a

� x; y

a

� y);
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H

xy

�

�

2

H

�x �y

(x

a

� x; y

a

� y) e

H

yy

�

�

2

H

�y

2

(x

a

� x; y

a

� y);

3. Os passos seguintes om o objetivo de obter um sistema de equações algébrias

lineares podem ser feitos onforme apresentado na seção (4.2).

Os resultados, para a formulação desrita aima, foram obtidos para um problema

envolvendo desloamento presrito na fronteira omo ondição de ontorno. Vários

domínios foram testados, sendo que as soluções apresentaram bons resultados om uma

onvergênia rápida no proesso iterativo de solução do sistema de equações algébrias.

Para a integral de ontorno dada por (5.45), o seguinte proedimento é adotado. Para

alular as ondições de ontorno inógnitas das omponentes u e v do desloamento U

e para as omponentes f

x

e f

y

da força F emprega-se os mesmos proedimentos ontidos

no método dos elementos de ontorno. Na seqüênia, resumidamente apresentar-se-á este

proedimento:

1. Iniialmente expande-se as omponentes de U e F em termos de alguma base de

funções onheidas;

2. Elege-se um onjunto de N pontos de oloação (posiionados dentro ou fora

do domínio), onde N é o número de oe�ientes inógnitos da expansão dos

omponentes U e F. Para mais detalhes veja Furtado et al. 1998

6

;

3. Finalmente, obtém-se um sistema linear de equações algébrias para determinar os

oe�ientes inógnitos, substituindo a expansão em bases de funções na equação

(5.45) (ou (5.42)) e avaliando esta equação nos N pontos de oloação .

Exemplos de problemas resolvidos utilizando a formulação desenvolvida a partir da

equação (5.45) são apresentados no apítulo 7.

5.3 Demonstração da validade da integral de ontorno.

A demonstração da validade das integrais de ontorno (5.16) e (5.17) segue o mesmo

proedimento apresentado na seção (4.3). Iniialmente proura-se demonstrar que as

integrais de ontorno são nulas para um ponto (x

a

; y

a

) fora de 
 pelo emprego de teorema

de Green nas equações (5.16) e (5.17), o que nos onduz as equações
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u = �
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�

�B

Z
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� u
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H
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(u

y

H

x

� uH
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) dx dy

+B
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(v

yy
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y

H
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) dx dy +G
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(v
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H

y

� v H
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(v

x

H

x

� v H
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�

(5.52)

e

v = �

1
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�

B
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xx
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x

H

x

) dx dy +G
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y
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y
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y

H
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Z




(v

y

H

x

� v H

xy

) dx dy

�(B �G)

Z




(u

xy

F

2

� u

y

F

2

x

) dx dy � (B �G)
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�

u

y

F

2

x

� uF

2
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�

dx dy

�B

Z




�

v
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F

2

� v

y

F

2

y

�

dx dy �G

Z




(v

xx

F

2

� v

x

F

2

x

) dx dy

�B

Z




�

v

y

F

2

y

� v F

2

yy

�

dx dy �G

Z




(v

x

F

2

x

� v F

2

xx

) dx dy

�

: (5.53)

As expressões (5.52) e (5.53) podem ser simpli�adas e reagrupadas resultando nas

equações

u = �

1

2�

Z




f�F

1

[B u

xx

+ (B �G)v

xy

+Gu

yy

℄ +H [Gv

xx

+ (B �G)u

xy

+B v

yy

℄

u

h

B F

1

xx

� (B �G)H

xy

+GF

1

yy

i

� v

h

GH

xx

� (B �G)F

1

xy

+BH

yy

io

dx dy

(5.54)

e

v = �

1

2�

Z




fH [B u

xx

+ (B �G)v

xy

+Gu

yy

℄� F

2

[Gv

xx

+ (B �G)u

xy

+B v

yy

℄
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�u

h

BH

xx

� (B �G)F

2

xy

+GH

yy

i

+ v

h

GF

2

xx

� (B �G)H

xy

+B F

2

yy

io

dx dy;

(5.55)

sendo que

u

xx

�

�

2

u

�x

2

; u

xy

�

�

2

u

�x �y

; u

yy

�

�

2

u

�y

2

;

v

xx

�

�

2

v

�x

2

; v

xy

�

�

2

v

�x �y

e v

yy

�

�

2

v

�y

2

:

Os primeiros dois termos entre olhetes nas equações (5.54) e (5.55) são nulos pois

orrespondem aos membros esquerdos das equações difereniais pariais (5.1) e (5.2)

respetivamente. Também pode-se failmente veri�ar que:

� B F

1

xx

� (B �G)H

xy

+GF

1

yy

= 0;

� GH

xx

� (B �G)F

1

xy

+BH

yy

= 0;

� BH

xx

� (B �G)F

2

xy

+GH

yy

= 0;

� GF

2

xx

� (B �G)H

xy

+B F

2

yy

= 0,

o que demonstra que as equações (5.16) e (5.17) são nulas para pontos (x

a

; y

a

) =2 
.

O segundo passo na demonstração da validade da expressões (5.16) e (5.17) onsiste em

demonstrar que as mesmas orrespondem aos valores das funções u e v, em (x

a

; y

a

) 2 
.

Neste passo utilizar-se-á um domínio auxiliar 


0

ontínuo e onexo onstruído a partir de


, onforme apresentado na �gura (4.2). Este domínio auxiliar é obtido estabeleendo-se

próximos entre si dois pontos, a e a

0

, sobre a fronteira �. O aro menor

d

aa

0

é retirado de

� e fehando o ontorno são adiionados os segmentos ab, a irunferênia C om raio �,

entro em p e subtraída do aro menor



bb

0

, e ainda o segmento b

0

a

0

.

A avaliação das expressões (5.16) e (5.17) para o ponto p em relação ao domínio 


0

é igual a zero, uma vez que p =2 


0

, onforme demonstração apresentada anteriormente

envolvendo o emprego do teorema de Green. Assim, pode-se reesrever de forma abreviada

a equação (5.16), tanto quanto a equação (5.17), onforme a seguinte expressão

0 =

I

��



aa

0

+

I

ab

+

I

C�

b

bb

0

+

I

b

0

a

0

: (5.56)

A expressão (5.56) pode ser avaliada para os pontos a e a

0

, b e b

0

estabeleidos próximos

entre si. No aso limite, quando as distânias entre os pontos a e a

0

, b e b

0

tende a zero,

as integrais sobre os segmentos ab e b

0

a

0

tendem a anularem-se, uma vez que são avaliadas

43



sobre pratiamente o mesmo segmento, mas em sentidos opostos, e a equação (5.56) pode

ser reesrita onforme

I

�

= �

I

C

: (5.57)

A expressão (5.57) mostra que a avaliação das expressões (5.16) e (5.17) sobre o

aminho � no sentido anti-horário é igual ao valor negativo da avaliação da mesma

expressão sobre a irunferênia C no sentido horário. As avaliações de (5.16) e (5.17)

em C podem ser obtidas empregando-se um sistema de oordenadas ilíndrias r� � om

entro no ponto p. Partindo dos resultados obtidos no apêndie (A), equações (A.5) a

(A.11), e onsiderando que para a irunferênia do problema tem-se r(�) = �; r

0

(�) = 0,

obtém-se as equações
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para os termos de (5.16) e
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os(�) d� �

B �G

2GB

�

Z

2�

0

u

y

os

3

(�) d�; (5.71)

I

C

v F

2

x

dy = �

(G� 3B)

2GB

Z

2�

0

v os

2

(�) sen

2

(�) d� �

(G+B)

2GB

Z

2�

0

v os

4

(�) d�;(5.72)

I

C

v F

2

y

dx =

(B � 3G)

2GB

Z

2�

0

v os

2

(�) sen

2

(�)�

(G+B)

2GB

Z

2�

0

v sen

4

(�) d�; (5.73)

I

C

v

x

F

2

dy = �

(G +B)

2GB

� ln(�)

Z

2�

0

v

x

os(�) d� �

(B �G)

2GB

�

Z

2�

0

v

x

os

3

(�) d�; (5.74)

I

C

uF

2

x

dx = �

G� 3B

2GB

Z

2�

0

u os(�) sen

3

(�) d� +

G+B

2GB

Z

2�

0

u sen(�) os

3

(�) d�;

(5.75)

I

C

v

y

H dy = �

B �G

GB

�

Z

2�

0

v

y

os

2

(�) sen(�) d�; (5.76)

I

C

v H

x

dx =

B �G

2BG

Z

2�

0

v(os

2

(�) sen

2

(�)� sen

4

(�))d�; (5.77)

I

C

u

y

H dx =

B �G

BG

�

Z

2�

0

u

y

os(�) sen

2

(�) d�; (5.78)

I

C

u

x

H dy = �

B �G

BG

�

Z

2�

0

u

x

os

2

(�) sen(�) d�; (5.79)

I

C

uH

y

dx =

B �G

2BG

Z

2�

0

u(os(�) sen

3

(�)� sen(�) os

3

(�))d� e (5.80)

I

C

uH

x

dy = �

B �G

2BG

Z

2�

0

u(os

3

(�) sen(�)� os(�) sen

3

(�))d� (5.81)

para os termos de (5.17).

As expressões (5.58) a (5.69) e (5.70) a (5.81) podem ser avaliadas para uma

irunferênia C onstruída om um raio tão pequeno quanto se queira. No limite, quando

� ! 0, as avaliações das expressões (5.16) e (5.17) sobre a irunferênia C resultam em

u(x

a

; y

a

) e v(x

a

; y

a

) respetivamente, o que failmente pode ser veri�ado fazendo-se o

limite �! 0 nas expressões (5.58) a (5.69) e (5.70) a (5.81) e substituindo-as em (5.16) e

(5.17). Assim, o membro da direita na expressão (5.57) resulta na equação

I

�

=

8

<

:

u(x

a

; y

a

)

v(x

a

; y

a

)

(5.82)

(forma abreviada), o que prova �nalmente a validade da equação (5.16) e (5.17).
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5.4 Apliação a um problema de propagação de ondas

em duas dimensões.

Os problemas de propagação de ondas em meios elástios lineares, em �uidos e em

ampos eletromagnétios são formulados em termos de equações difereniais pariais que

apresentam uma forma igual ou semelhante à equação homogênea da onda

�

2

u

�x

2

+

�

2

u

�y

2

=

�

2

u

�t

2

(5.83)

ujas ondições de ontorno e iniiais são

�

�u

��

presrito em um ou mais segmentos da fronteira;

� u presrito nos demais segmentos da fronteira;

� uma ombinação linear de u(x; y; 0) e

�u

�t

(x; y; 0) presritos no domínio 
,

onde u é uma função u : 
 ! < e 
 � <

2

um domínio ontínuo onforme mostrado na

�gura (4.1).

A solução da equação (5.83) será obtida pelo emprego das transformadas de Fourier

e Laplae. Tendo em vista as equações (C.3)�(C.4), a apliação da transformada de

Laplae em (5.83) resulta em

�

2

b

u

�x

2

+

�

2

b

u

�y

2

= q

2

b

u� q u(x; y; 0)�

�u

�t

(x; y; 0); (5.84)

onde

b

u é a transformada de Laplae de u:

b

u(x; y; q) = Lfu(x; y; t); t! qg.

Agora, tendo em vista as equações (4.6)�(4.9), a apliação da transformada de Fourier

em (5.84) resulta em

+

1

2�

I

�

b

u

x

e

i(rx+sy)

dy �

ir

2�

I

�

b

ue

i(rx+sy)

dy � r

2

b

u

�

1

2�

I

�

b

u

y

e

i(rx+sy)

dx +

is

2�

I

�

b

ue

i(rx+sy)

dx� s

2

b

u

= q

2

b

u� q u(r; s; 0)�

�u

�t

(r; s; 0); (5.85)

onde u é a transformada de Fourier de u dada por u(s; r; t) = F fu(x; y; t); x! r; y ! sg

e

b

u é a transformada ombinada de Fourier e de Laplae de u dada por

b

u(s; r; q) =

LfF fu(x; y; t); x! r; y ! sg ; t! qg.
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Isolando

b

u e apliando a transformada inversa de Fourier na equação aima, e

lembrando da propriedade F

1

ff(s) exp(as)g = f(x� a), tem-se

b

u(x

p

; y

p

; q) = +

1

2�

I

�

b

u(x; y; q)F

�1

(

is

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

(x

p

� x; y

p

� y; q)dx

�

1

2�

I

�

b

u(x; y; q)F

�1

(

ir

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

(x

p

� x; y

p

� y; q)dy

+

1

2�

I

�

b

u

x

(x; y; q)F

�1

(

1

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

(x

p

� x; y

p

� y; q)dy

�

1

2�

I

�

b

u

y

(x; y; q)F

�1

(

1

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

(x

p

� x; y

p

� y; q)dx

+

Z




u(x; y; 0)F

�1

(

q

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

(x

p

� x; y

p

� y; q)dx dy

+

Z




u

t

(x; y; 0)F

�1

(

1

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

(x

p

� x; y

p

� y; q)dx dy:

(5.86)

A equação aima pode ser reesrita da seguinte forma

b

u(x

p

; y

p

; q) = �

1

2�

I

�

b

u(x; y; q)

b

F

y

(x

p

� x; y

p

� y; q)dx

+

1

2�

I

�

b

u(x; y; q)

b

F

x

(x

p

� x; y

p

� y; q)dy

+

1

2�

I

�

b

u

x

(x; y; q)

b

F (x

p

� x; y

p

� y; q)dy

�

1

2�

I

�

b

u

y

(x; y; q)

b

F (x

p

� x; y

p

� y; q)dx

+

Z




u(x; y; 0)q

b

F (x

p

� x; y

p

� y; q)dx dy

+

Z




u

t

(x; y; 0)

b

F (x

p

� x; y

p

� y; q)dx dy; (5.87)

onde

b

F (x; y; q) � F

�1

(

1

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

; (5.88)

b

F

x

(x; y; q) �

�

b

F

�x

= F

�1

(

�ir

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

e (5.89)

b

F

y

(x; y; q) �

�

b

F

�y

= F

�1

(

�is

q

2

+ r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

: (5.90)
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Apliando a transformada inversa de Laplae na equação (5.87) e tendo em vista o

teorema da onvolução dado em (C.5), tem-se

u(x

p

; y

p

; t

p

) = �

1

2�

I

�

Z

t

p

0

u(x; y; t)F

y

(x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t)dt dx

+

1

2�

I

�

Z

t

p

0

u(x; y; t)F

x

(x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t)dt dy

+

1

2�

I

�

Z

t

p

0

u

x

(x; y; t)F (x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t)dt dy

�

1

2�

I

�

Z

t

p

0

u

y

(x; y; t)F (x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t)dt dx

+

Z




u(x; y; 0)F

t

(x

p

� x; y

p

� y; t

p

)dx dy

+

Z




u

t

(x; y; 0)F (x

p

� x; y

p

� y; t

p

)dx dy; (5.91)

onde

F (x; y; t) � L

�1

n

b

F (x; y; q); q ! t

o

e (5.92)

F

t

(x; y; t) �

�F

�t

= L

�1

n

q

b

F (x; y; q); q! t

o

; (5.93)

sendo que nesta última equação foi usado o resultado F (x; y; 0) = 0, que pode ser

failmente veri�ado na expressão para a função F , que é obtida na seção (6.2), ujo

valor, onforme equação (6.125), é

F (x; y; t) =

H(t�

p

x

2

+ y

2

)

p

t

2

� x

2

� y

2

: (5.94)

Usando as relações

dx = ��

y

d e

dy = +�

x

d; (5.95)

onde �

x

e �

y

são as omponentes do vetor normal à fronteira � e a variável  é uma

ordenada sobre a fronteira � tal que x = x(), y = y(), (x; y) 2 �, pode-se reesrever a

equação (5.91) omo

u(x

p

; y

p

; t

p

) =

1

2�

Z

t

p

0

dt

�

�

I

�

u(x(); y(); t)F

�

(x

p

� x(); y

p

� y(); t

p

� t)d

+

I

�

u

�

(x(); y(); t)F (x

p

� x(); y

p

� y(); t

p

� t)d

�
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+

Z




u(x; y; 0)F

t

(x

p

� x; y

p

� y; t

p

)dx dy

+

Z




u

t

(x; y; 0)F (x

p

� x; y

p

� y; t

p

)dx dy; (5.96)

sendo

F

�

(x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t) = �

x

�

�x

F (x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t) + �

y

�

�y

F (x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t) e

u

�

(x; y; t) = �

x

u

x

(x; y; t) + �

y

u

y

(x; y; t) (5.97)

e lembrando que

�

�x

F (x

p

�x; y

p

�y; t

p

� t) = �F

x

(x

p

�x; y

p

�y; t

p

� t) e

�

�y

F (x

p

�x; y

p

�

y; t

p

� t) = �F

y

(x

p

� x; y

p

� y; t

p

� t).

A equação (5.96), assim omo nos asos anteriores, também é igual à equação integral

de ontorno Mansur and Brebbia 1982

48

obtida pelo método variaional e empregada

normalmente no método dos elementos de ontorno. Assim, equação (5.96) pode ser

resolvida numeriamente pelos métodos no domínio tempo desritos no apítulo (2).
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Capítulo 6

Obtenção das transformadas inversas

das funções de Green transformadas

dos problemas elástio e de ondas.

6.1 Transformação inversa das funções de Green

transformadas do problema elástio.

As funções F

1

, F

2

e H são obtidas pela apliação da transformada inversa de Fourier

respetivamente nas funções F

1

, F

2

e H de�nidas pelas equações (5.7) a (5.9). Em

razão das di�uldades em obter tais inversões, optou-se pela obtenção das transformadas

inversas de Fourier das transformadas de Fourier das derivadas pariais de F

1

, F

2

e H,

justamente as inversas das funções F

1

x

, F

1

y

, F

2

x

, F

2

y

, H

x

e H

y

dadas pelas expressões

(5.10) a (5.15), uja integração onduz as funções F

1

, F

2

e H.

6.1.1 Obtenção da transformada inversa de Fourier de F

1

x

.

A função F

1

x

, a partir das expressões (5.7) e (5.10), pode ser esrita onforme

F

1

x

= �ir

Gr

2

+Bs

2

BG (r

2

+ s

2

)

2

: (6.1)

A transformada inversa de Fourier de F

1

x

é dada em

F

1

x

=

1

2�

Z

+1

�1

 

Z

+1

�1

�ir (Gr

2

+Bs

2

)

BG (r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr

!

e

�isy

ds: (6.2)

A solução da primeira integral da expressão (6.2) pode ser alançada om o auxílio do
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Figura 6.1: Contorno �

1

utilizado no emprego do teorema dos resíduos.

teorema dos resíduos Spiegel 1964

69

. Efetuar-se-á a integração da expressão

I =

z (Gz

2

+Bs

2

)

BG (z

2

+ s

2

)

2

e

�izx

; z 2 C (6.3)

sobre um dado ontorno (uma urva de Jordan) estabeleido no plano omplexo que

ontenha o eixo real quando as suas dimensões tendem para um dado limite.

A �gura (6.1) apresenta o ontorno �

1

para o para o qual será avaliada a expressão

H

�

1

I dz om o emprego do teorema dos resíduos.

A integração de I (equação (6.3)) ao longo de �

1

pode ser igualada, onforme o teorema

dos resíduos Spiegel 1964

69

, a 2�i

P

(Residuos), o que é apresentado na equação

I

�

1

I dz = 2�i

X

Res: (6.4)

A integral sobre o ontorno �

1

pode ser parelada onforme os segmentos que ompõem

este ontorno, tal que a expressão (6.4) pode ser reesrita onforme

�

Z

��

�R

I dz +

I

C

00

I dz �

Z

+R

+�

I dz +

I

C

0

I dz = 2�i

X

Res: (6.5)

A expressão (6.5) pode ser avaliada no limite quando R! +1; �! 0. Iniialmente,

fazendo-se R! +1, pode-se obter a integral sobre a semiirunferênia C

0

reesrevendo-a
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onforme

I

C

0

I dz = lim

R!+1

Z

0

��

Re

i�

(GR

2

e

i2�

+Bs

2

)

BG(R

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�iRe

i�

x

iRe

i�

d�; (6.6)

onde foi realizada a troa da variável z pela variável � segundo

z = Re

i�

e (6.7)

dz = iRe

i�

d�: (6.8)

Uma simpli�ação da expressão (6.6) onduz a expressão

I

C

0

I dz =

Z

0

��

lim

R!+1

�

i

B

e

Rx sen(�)�iRx os(�)

�

d� =

8

<

:

0 x > 0

i�

B

x = 0;

(6.9)

ujo limite quando R tende para +1 é igual a zero se x > 0, uma vez que sin � � 0 para

�� � � � 0.

A integral sobre a semiirunferênia C

00

, avaliada para o limite �! 0, quando s 6= 0,

pode ser esrita onforme

I

C

00

I dz = lim

�!0

Z

��

0

�e

i�

(G�

2

e

i2�

+Bs

2

)

BG(�

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�i�e

i�

x

i�e

i�

d�; (6.10)

onde foi feita a troa da variável z por �, ujas relações são dadas por

z = �e

i�

e (6.11)

dz = i�e

i�

d�: (6.12)

A expressão (6.10) pode ser simpli�ada resultando em

I

C

00

I dz =

Z

��

0

lim

�!0

 

i�

2

e

i�

BGs

4

!

d� = 0 para s 6= 0; (6.13)

onde pode-se failmente veri�ar que o limite para �! 0 é igual a zero.

A integral sobre a semiirunferênia C

00

, avaliada para o limite �! 0, quando s = 0,
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pode ser esrita onforme

I

C

00

I dz = lim

�!0

Z

��

0

�e

i�

(G�

2

e

i2�

)

BG(�

2

e

i2�

)

2

e

�i�e

i�

x

i�e

i�

d�; (6.14)

onde novamente foi feita a troa da variável z por �, ujas relações são dadas por (6.11)

e (6.12).

A expressão (6.14) pode ser simpli�ada resultando em

I

C

00

I dz =

i

B

Z

��

0

lim

�!0

�

e

�i�e

i�

x

�

d� = �

i�

B

para s = 0; (6.15)

onde pode-se failmente veri�ar o limite para �! 0.

Os resultados de (6.9), (6.13) e (6.15) permitem que a expressão (6.5) seja reesrita

onforme

Z

+1

�1

r(Gr

2

+Bs

2

)

BG(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

8

<

:

�2�i

P

Res s 6= 0

�

i�

B

� 2�i

P

Res s = 0

x > 0

8

<

:

�2�i

P

Res+

i�

B

s 6= 0

�2�i

P

Res s = 0

x = 0

(6.16)

para aso limite quando R! +1; �! 0, onde a variável z passou ser hamada de r, por

questão de notação, devido ao fato da integração estar estabeleida sobre o eixo do reais.

Os resíduos de I orrespondem aos valores de z que anulam o denominador de I e

estão ontidos no interior de �

1

. O únio valor de z que satisfaz esta ondição é �is, para

s > 0, ou +is, para s < 0, sendo que não há resíduos para s = 0. A expressão para o

resíduo relativo a �is é dado por

Res(�is) = lim

r!�is

d

dr

 

(r + is)

2

r

(Gr

2

+Bs

2

)

(r � is)

2

(r + is)

2

e

�irx

BG

!

: (6.17)

A expressão (6.17) pode ser desenvolvida resultando em

Res(�is) = (xs(B �G) + 2G)

e

�sx

4GB

; s > 0: (6.18)

A expressão para o resíduo relativo a +is pode ser obtida da mesma forma, resultando

na seguinte expressão
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Γ 2

R

C’

ε

+R+ε−ε

C’’

-R

Re

Im

Figura 6.2: Contorno �

2

utilizado no emprego do teorema dos resíduos.

Res(+is) = (�xs(B �G) + 2G)

e

+sx

4GB

; s < 0: (6.19)

A expressão para

P

Res válida para �1 < s < +1 pode ser obtida juntando-se

(6.18), (6.19) e o fato de não haver resíduos para s = 0, o que resulta em

X

Res =

8

<

:

(xjsj(B �G) + 2G)

e

�jsjx

4GB

s 6= 0

0 s = 0:

(6.20)

Substituindo-se a equação (6.20) no membro direito de (6.16) hegamos a equação

(6.21) que é a expressão desejada, porém om a restrição x � 0.

Z

+1

�1

r(Gr

2

+Bs

2

)

BG(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr =

8

<

:

�2�i (xjsj(B �G) + 2G)

e

�jsjx

4GB

x > 0

0 x = 0:

(6.21)

A solução da primeira integral de (6.2) para x < 0 pode ser alançada através do

emprego do teorema dos resíduos juntamente om a esolha do ontorno �

2

apresentado

na �gura (6.2) e seguindo-se os mesmos passos apresentados aima.

A integração de I (equação (6.3)) ao longo de �

2

pode ser igualada, onforme o teorema

dos resíduos, a 2�i

P

(Residuos) o que é apresentado na equação
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I

�

2

I dz = 2�i

X

Res: (6.22)

A integral sobre o ontorno �

2

pode ser parelada onforme os segmentos que ompõem

este ontorno, tal que a expressão (6.22) pode ser reesrita onforme

+

Z

��

�R

I dz +

I

C

00

I dz +

Z

+R

+�

I dz +

I

C

0

I dz = 2�i

X

Res: (6.23)

A expressão (6.23) pode ser avaliada no limite quando R! +1; �! 0. Iniialmente,

fazendo-se R! +1, pode-se obter a integral sobre a semiirunferênia C

0

reesrevendo-a

onforme

I

C

0

I dz = lim

R!+1

Z

�

0

Re

i�

(GR

2

e

i2�

+Bs

2

)

BG(R

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�iRe

i�

x

iRe

i�

d�; (6.24)

onde foi realizada a troa da variável z pela variável � segundo (6.7) e (6.8).

Uma simpli�ação da expressão (6.24) onduz a expressão

I

C

0

I dz =

Z

�

0

1

BG

lim

R!+1

�

e

Rx sen(�)�iRx os(�)

�

d� = 0 para x < 0; (6.25)

ujo limite quando R tende para +1 é igual a zero se x < 0, uma vez que sen� � 0 para

0 � � � �.

A integral sobre a semiirunferênia C

00

, avaliada para o limite �! 0, quando s 6= 0,

pode ser esrita onforme

I

C

00

I dz = lim

�!0

Z

0

�

�e

i�

(G�

2

e

i2�

+Bs

2

)

BG(�

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�i�e

i�

x

i�e

i�

d�; (6.26)

onde foi feita a troa da variável z por �, ujas relações são dadas por (6.11) e (6.12).

A expressão (6.26) pode ser simpli�ada resultando em

I

C

00

I dz =

Z

0

�

�

lim

�!0

i�

2

�

e

i�

BGs

4

d� = 0 para s 6= 0; (6.27)

onde pode-se failmente veri�ar que o limite para �! 0 é igual a zero.

A integral sobre a semiirunferênia C

00

, avaliada para o limite �! 0, quando s = 0,

pode ser esrita onforme
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I

C

00

I dz = lim

�!0

Z

0

�

�e

i�

(G�

2

e

i2�

)

BG(�

2

e

i2�

)

2

e

�i�e

i�

x

i�e

i�

d�; (6.28)

onde novamente foi feita a troa da variável z por �, ujas relações são dadas por (6.11)

e (6.12).

A expressão (6.28) pode ser simpli�ada resultando em

I

C

00

I dz =

i

B

Z

0

�

lim

�!0

�

e

�i�e

i�

x

�

d� = �

i�

B

para s = 0; (6.29)

onde também pode-se failmente veri�ar o limite para �! 0.

Os resultados de(6.25), (6.27) e (6.29) permitem que a expressão (6.23) seja reesrita

onforme

Z

+1

�1

r(Gr

2

+Bs

2

)

BG(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr =

8

<

:

2�i

P

Res s 6= 0

i�

B

+ 2�i

P

Res s = 0

para x < 0 (6.30)

no aso limite quando R ! +1; � ! 0, onde a variável z passou a ser hamada de

r devido ao fato da integração estar estabeleida sobre o eixo do reais (por questão de

notação) .

Os resíduos de I orrespondem aos valores de z que anulam o denominador de I e

estão ontidos no interior de �

2

. O únio valor de z que satisfaz esta ondição é +is, para

s > 0, ou �is, para s < 0, ujos valores são dados por (6.19) e (6.18), respetivamente, e

transritos em

Res(�is) = (xs(B �G) + 2G)

e

�sx

4GB

para s < 0 (6.31)

e

Res(+is) = (�xs(B �G) + 2G)

e

+sx

4GB

para s > 0 (6.32)

om os respetivos intervalos de s. Não há resíduos para s = 0.

A expressão para

P

Res válida para �1 < s < +1 pode ser obtida juntando-se

(6.31) e (6.32), o que resulta em

X

Res =

8

<

:

(�xjsj(B �G) + 2G)

e

+jsjx

4GB

s 6= 0

0 s = 0:

(6.33)
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Substituindo-se a equação (6.33) no membro direito de (6.30), hegamos a equação

Z

+1

�1

r(Gr

2

+ Bs

2

)

BG(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr = 2�i (�xjsj(B �G) + 2G)

e

+jsjx

4GB

para x < 0; (6.34)

que é a expressão desejada, porém om a restrição x < 0.

A expressão para a primeira integral de (6.2) pode, �nalmente, ser obtida para �1 <

x < +1 juntando-se as expressões (6.21) e (6.34), o que resulta em

Z

+1

�1

�ir(Gr

2

+Bs

2

)

BG(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr = 2�i (�xjsj(B �G)� sign(x)2G)

e

�jsjjxj

4GB

: (6.35)

A expressão (6.35) pode ser substituída em (6.2), onde obtém-se a equação

F

1

x

=

1

4GB

Z

+1

�1

(�xjsj(B �G)� sign(x)2G)e

�jsjjxj

e

�isy

ds (6.36)

om o fator 2� simpli�ado.

A expressão (6.36) pode ser reesrita onforme

F

1

x

=

1

4GB

�

(B �G)x

Z

0

�1

se

sjxj

e

�isy

ds� 2G sign(x)

Z

0

�1

e

sjxj

e

�isy

ds

�(B �G)x

Z

+1

0

se

�sjxj

e

�isy

ds� 2G sign(x)

Z

+1

0

e

�sjxj

e

�isy

ds

�

: (6.37)

A solução dos integrais de (6.37) são apresentadas nas seguintes equações

Z

0

�1

se

sjxj

e

�isy

ds = �

1

(jxj � iy)

2

; (6.38)

Z

0

�1

e

sjxj

e

�isy

ds = +

1

jxj � iy

; (6.39)

Z

+1

0

se

�sjxj

e

�isy

ds = +

1

(jxj+ iy)

2

e (6.40)

Z

+1

0

e

�sjxj

e

�isy

= +

1

jxj+ iy

: (6.41)

A substituição de (6.38) a (6.41) em (6.37) resulta em
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F

1

x

=

1

4GB

(

�

(B �G)x

(jxj � iy)

2

�

2G sign(x)

jxj � iy

�

(B �G)x

(jxj+ iy)

2

�

2G sign(x)

jxj+ iy

)

: (6.42)

A equação (6.42) pode ser simpli�ada resultando em

F

1

x

= F

�1

r ! x

s! y

(

�ir

Gr

2

+Bs

2

BG(r

2

+ s

2

)

2

)

=

1

2GB

�

(B � 3G)y

2

� (G+B)x

2

�

x

(x

2

+ y

2

)

2

;

(6.43)

que é a expressão �nal da transformada inversa de Fourier de F

1

x

.

6.1.2 Obtenção das transformadas inversas de Fourier de F

1

y

, F

2

x

e F

2

y

.

As funções F

1

y

, F

2

x

e F

2

y

, onforme equações (5.7) a (5.8) e (5.11) a (5.13), podem

ser esritas omo visto nas seguintes equações

F

1

y

= �is

Gr

2

+Bs

2

BG(r

2

+ s

2

)

2

; (6.44)

F

2

x

= �ir

Br

2

+Gs

2

BG(r

2

+ s

2

)

2

e (6.45)

F

2

y

= �is

Br

2

+Gs

2

BG(r

2

+ s

2

)

2

: (6.46)

As transformadas inversas de Fourier de F

1

y

, F

2

x

e F

2

y

podem ser obtidas a partir da

equação (6.43) devido às formas similares das expressões destas funções om a expressão

de F

1

x

(equação (6.1)), o que leva a:

F

1

y

= F

�1

(

�is

Gr

2

+Bs

2

BG(r

2

+ s

2

)

2

)

=

1

2GB

�

(G� 3B)x

2

� (G+B)y

2

�

y

(x

2

+ y

2

)

2

; (6.47)

F

2

x

= F

�1

(

�ir

Br

2

+Gs

2

BG(r

2

+ s

2

)

2

)

=

1

2GB

�

(G� 3B)y

2

� (G+B)x

2

�

x

(x

2

+ y

2

)

2

(6.48)

e
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F

2

y

= F

�1

(

�is

Br

2

+Gs

2

BG(r

2

+ s

2

)

2

)

=

1

2GB

�

(B � 3G)x

2

� (G+B)y

2

�

y

(x

2

+ y

2

)

2

: (6.49)

6.1.3 Obtenção da transformada inversa de Fourier de H

x

.

A função H

x

, a partir das expressões (5.9) e (5.14), pode ser esrita onforme

H

x

= �ir

(B �G)rs

BG (r

2

+ s

2

)

2

: (6.50)

A transformada inversa de Fourier de H

x

é dada em

H

x

=

1

2�

Z

+1

�1

 

Z

+1

�1

�i (B �G) r

2

s

BG (r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr

!

e

�isy

ds: (6.51)

A solução da primeira integral da expressão (6.51) pode ser alançada om o auxílio

do teorema do resíduos Spiegel 1964

69

. Efetuar-se-á a integração da expressão

I =

z

2

s

(z

2

+ s

2

)

2

e

�izx

; z 2 C (6.52)

sobre um dado ontorno (uma urva de Jordan) estabeleido no plano omplexo que

ontenha o eixo real quando as suas dimensões tendem para um dado limite.

A �gura (6.1) apresenta o ontorno �

1

para o para o qual será avaliada a expressão

H

�

1

I dz om o emprego do teorema dos resíduos.

A integração de I (equação (6.52)) ao longo de �

1

pode ser igualada, onforme o

teorema dos resíduos, a 2�i

P

(Residuos) o que é apresentado na equação

I

�

1

I dz = 2�i

X

Res: (6.53)

A integral sobre o ontorno �

1

pode ser parelada onforme os segmentos que ompõem

este ontorno, tal que a expressão (6.53) pode ser reesrita onforme

�

Z

��

�R

I dz +

I

C

00

I dz �

Z

+R

+�

I dz +

I

C

0

I dz = 2�i

X

Res: (6.54)

A expressão (6.54) pode ser avaliada no limite quando R! +1; �! 0. Iniialmente,

fazendo-se R! +1, pode-se obter a integral sobre a semiirunferênia C

0

reesrevendo-a

onforme
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I

C

0

I dz = lim

R!+1

s

Z

0

��

R

2

e

i2�

(R

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�iRe

i�

x

iRe

i�

d�; (6.55)

onde foi realizada a troa da variável z pela variável � segundo

z = Re

i�

e (6.56)

dz = iRe

i�

d�: (6.57)

Uma simpli�ação da expressão (6.55) onduz a expressão

I

C

0

I dz = is

Z

0

��

lim

R!+1

�

1

Re

i�

e

Rx sen(�)�iRx os(�)

�

d� = 0 para x � 0 (6.58)

ujo limite quando R tende para +1 é igual a zero se x � 0, uma vez que sen� � 0 para

�� � � � 0.

A integral sobre a semiirunferênia C

00

sempre é nula para s = 0. Quando avaliada

para o limite �! 0, sendo s 6= 0, pode ser esrita onforme

I

C

00

I dz = lim

�!0

s

Z

��

0

�

2

e

i2�

(�

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�i�e

i�

x

i�e

i�

d�; (6.59)

onde foi feita a troa da variável z por �, ujas relações são dadas por

z = �e

i�

e (6.60)

dz = i�e

i�

d�: (6.61)

A expressão (6.59) pode ser simpli�ada resultando em

I

C

00

I dz = s

Z

��

0

lim

�!0

 

i�

3

e

i3�

s

4

!

d� = 0; (6.62)

onde pode-se failmente veri�ar que o limite para � ! 0 é igual a zero, para s 6= 0, e

onde também onsidera-se que a integral sobre C

00

é sempre nula para s = 0.
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Os resultados de (6.58) e (6.62) permitem que a expressão (6.53) seja reesrita onforme

Z

+1

�1

r

2

s

(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr = �2�i

X

Res para x � 0 (6.63)

para aso limite quando R ! +1; � ! 0, onde a variável z passou ser hamada de r,

por questão de notação, devido ao fato da integração estar estabeleida sobre o eixo dos

reais.

Os resíduos de I orrespondem aos valores de z que anulam o denominador de I e

estão ontidos no interior de �

1

. O únio valor de z que satisfaz esta ondição é �is, para

s > 0, ou +is, para s < 0, sendo que para s = 0 não há resíduos. A expressão para o

resíduo relativo a �is é dado por

Res(�is) = lim

r!�is

d

dr

 

(r + is)

2

r

2

s

(r � is)

2

(r + is)

2

e

�irx

!

: (6.64)

A expressão (6.64) pode ser desenvolvida resultando na expressão

Res(�is) = (�xs + 1) i

e

�sx

4

; s > 0: (6.65)

A expressão para o resíduo relativo a +is pode ser obtida da mesma forma, resultando

em

Res(+is) = (�xs� 1) i

e

+sx

4

; s < 0: (6.66)

A expressão para

P

Res válida para �1 < s < +1 pode ser obtida juntando-se

(6.65), (6.66) e o fato de não haver resíduos para s = 0, o que resulta em

X

Res = (�xs + sign(s)) i

e

�jsjx

4

: (6.67)

Substituindo-se a equação (6.67) no membro direito de (6.63), hegamos a equação

Z

+1

�1

r

2

s

(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr = � (�xs + sign(s))

e

�jsjx

2

para x � 0; (6.68)

que é a expressão desejada, porém om a restrição x � 0.

A solução da primeira integral de (6.51) para x < 0 pode ser alançada através do

emprego do teorema dos resíduos juntamente om a esolha do ontorno �

2

apresentado

na �gura (6.2) e seguindo-se os mesmos passos apresentados aima.

A integração de I (equação (6.52)) ao longo de �

2

pode ser igualada, onforme o

teorema dos resíduos, a 2�i

P

(Residuos) o que é apresentado na equação
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I

�

2

I dz = 2�i

X

Res: (6.69)

A integral sobre o ontorno �

2

pode ser parelada onforme os segmentos que ompõem

este ontorno, tal que a expressão (6.69) pode ser reesrita onforme

+

Z

��

�R

I dz +

I

C

00

I dz +

Z

+R

+�

I dz +

I

C

0

I dz = 2�i

X

Res: (6.70)

A expressão (6.70) pode ser avaliada no limite quando R! +1; �! 0. Iniialmente,

fazendo-se R! +1, pode-se obter a integral sobre a semiirunferênia C

0

reesrevendo-a

onforme

I

C

0

I dz = lim

R!+1

s

Z

�

0

R

2

e

i2�

(R

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�iRe

i�

x

iRe

i�

d�; (6.71)

onde foi realizada a troa da variável z pela variável � segundo (6.56) e (6.57).

Uma simpli�ação da expressão (6.71) onduz a expressão

I

C

0

I dz = is

Z

�

0

1

e

i�

lim

R!+1

�

1

R

e

Rx sen(�)�iRx os(�)

�

d� = 0 para x < 0; (6.72)

ujo limite quando R tende para +1 é igual a zero se x < 0, uma vez que sen� � 0 para

0 � � � �.

A integral sobre a semiirunferênia C

00

, avaliada para o limite �! 0, quando s 6= 0,

pode ser esrita onforme

I

C

00

I dz = lim

�!0

s

Z

0

�

�

2

e

i2�

(�

2

e

i2�

+ s

2

)

2

e

�i�e

i�

x

i�e

i�

d�; (6.73)

onde foi feita a troa da variável z por �, ujas relações são dadas por (6.60) e (6.61).

A expressão (6.73) pode ser simpli�ada resultando em

I

C

00

I dz = is

Z

0

�

lim

�!0

(�

3

)

e

i3�

s

4

d� = 0; (6.74)

onde pode-se failmente veri�ar que o limite para �! 0, s 6= 0, é igual a zero, e também

onde juntou-se o fato de que esta integral é sempre nula para s = 0.

62



Os resultados de (6.72) e (6.74) permitem que a expressão (6.69) seja reesrita onforme

Z

+1

�1

r

2

s

(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr = 2�i

X

Res; x < 0; (6.75)

para aso limite quando R! +1; �! 0, onde a variável z passou ser hamada de r, por

questão de notação, devido ao fato da integração estar estabeleida sobre o eixo do reais.

Os resíduos de I orrespondem aos valores de z que anulam o denominador de I e

estão ontidos no interior de �

2

. O únio valor de z que satisfaz esta ondição é +is, para

s > 0, ou �is, para s < 0, ujos valores são dados por (6.66) e (6.65), respetivamente, e

transritos em

Res(�is) = (�xs + 1) i

e

�sx

4

para s < 0 (6.76)

e

Res(+is) = (�xs� 1) i

e

+sx

4

para s > 0 (6.77)

om os respetivos intervalos de s. Não há resíduos para s = 0.

A expressão para

P

Res válida para �1 < s < +1 pode ser obtida juntando-se as

expressões (6.76) e (6.77) ao fato de que não há resíduos para s = 0, o que resulta em

X

Res = (�xs� sign(s)) i

e

+jsjx

4

: (6.78)

Substituindo-se a equação (6.78) no membro direito de (6.75), hegamos a equação

Z

+1

�1

r

2

s

(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr = � (xs + sign(s))

e

+jsjx

2

para x < 0; (6.79)

que é a expressão desejada, porém om a restrição x < 0.

A expressão para a primeira integral de (6.51) pode, �nalmente, ser obtida para �1 <

x < +1 juntando-se as expressões (6.68) e (6.79), o que resulta em

Z

+1

�1

r

2

s

(r

2

+ s

2

)

2

e

�irx

dr = � (�jxjs + sign(s))

e

�jsjjxj

2

: (6.80)

A expressão (6.80) pode ser substituída em (6.51), onde obtém-se a equação

H

x

= �i

B �G

4GB

Z

+1

�1

(�jxjs + sign(s))e

�jsjjxj

e

�isy

ds (6.81)

om o fator 2� simpli�ado.

A expressão (6.81) pode ser reesrita onforme
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H

x

= �i

B �G

4GB

�

�jxj

Z

0

�1

se

sjxj

e

�isy

ds�

Z

0

�1

e

sjxj

e

�isy

ds

�jxj

Z

+1

0

se

�sjxj

e

�isy

ds+

Z

+1

0

e

�sjxj

e

�isy

ds

�

: (6.82)

A solução dos integrais de (6.82) são apresentadas nas seguintes equações:

Z

0

�1

se

sjxj

e

�isy

ds = �

1

(jxj � iy)

2

; (6.83)

Z

0

�1

e

sjxj

e

�isy

ds = +

1

jxj � iy

; (6.84)

Z

+1

0

se

�sjxj

e

�isy

ds = +

1

(jxj+ iy)

2

e (6.85)

Z

+1

0

e

�sjxj

e

�isy

= +

1

jxj+ iy

: (6.86)

A substituição de (6.83) a (6.86) em (6.82) resulta em

H

x

= �i

B �G

4GB

(

�jxj

 

1

(jxj+ iy)

2

�

1

(jxj � iy)

2

!

+

 

1

jxj+ iy

�

1

jxj � iy

!)

: (6.87)

A equação (6.87) pode ser simpli�ada resultando em

H

x

= F

�1

(

�ir

(B �G)rs

BG(r

2

+ s

2

)

2

)

=

B �G

2GB

x

2

y � y

3

(x

2

+ y

2

)

2

; (6.88)

que é a expressão �nal da transformada inversa de Fourier de H

x

.

6.1.4 Obtenção da transformada inversa de Fourier de H

y

.

A função H

y

, onforme equações (5.9) e (5.15), pode ser esrita omo visto em

H

y

= �is

(B �G)rs

BG(r

2

+ s

2

)

2

: (6.89)

A transformada inversa de Fourier de H

y

pode ser obtida a partir da equação (6.88)

devido a forma similar da expressão desta função om a expressão de H

x

, o que leva à

expressão
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H

y

= F

�1

(

�is

(B �G)rs

BG(r

2

+ s

2

)

2

)

=

B �G

2GB

�x

3

+ xy

2

(x

2

+ y

2

)

2

: (6.90)

6.1.5 Etapa �nal de obtenção de F

1

, F

2

e H.

A função F

1

pode ser obtida pela integração na variável x da expressão (6.43), isto

devido a (5.10), ou pela integração na variável y da expressão (6.47), o que se deve à

equação (5.11), resultando em

F

1

� F

�1

(

Gr

2

+Bs

2

BG (r

2

+ s

2

)

2

)

=

1

2GB

"

�

G+B

2

ln(x

2

+ y

2

) +

B �G

2

x

2

� y

2

x

2

+ y

2

#

: (6.91)

O mesmo aminho pode ser seguido para a função F

2

e esta ser obtida pela integração

na variável x da expressão (6.48), isto devido a (5.12), ou pela integração na variável y

da expressão (6.49), o que deve-se a (5.13), resultando em

F

2

� F

�1

(

Br

2

+Gs

2

BG (r

2

+ s

2

)

2

)

=

1

2GB

"

�

G+B

2

ln(x

2

+ y

2

) +

B �G

2

y

2

� x

2

x

2

+ y

2

#

: (6.92)

O proedimento pode ser novamente apliado obtendo-se a função H pela integração

na variável x da expressão (6.88), isto devido a (5.14), ou pela integração na variável y

da expressão (6.90), o que deve-se a (5.15), resultando em

H � F

�1

(

(B �G)rs

BG (r

2

+ s

2

)

2

)

= �

B �G

2GB

xy

x

2

+ y

2

: (6.93)

6.2 Transformação inversa da função de Green

transformada do problema de ondas.

A obtenção de L

�1

n

F

�1

n

1

r

2

+s

2

+q

2

; r ! x; s! y

o

; q ! t

o

pode ser alançada nos

seguintes passos:

1. Iniialmente, segundo referênia HbT 1975

70

, tem-se

L

�1

(

1

r

2

+ s

2

+ q

2

; q ! t

)

=

sin(t

p

r

2

+ s

2

)

p

r

2

+ s

2

: (6.94)
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2. De�ne-se a integral de�nida I

1

omo

I

1

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

sin(t

p

r

2

+ s

2

)

p

r

2

+ s

2

e

�i(rx+sy)

drds (6.95)

tal que possamos esrever

F

�1

(

sin(t

p

r

2

+ s

2

)

p

r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

=

1

2�

I

1

: (6.96)

3. Para obter a integral I

1

, faz-se a troa de variáveis para oordenadas polares segundo

as seguintes relações

x = � os(�)

y = � sin(�) (6.97)

e

r = k os(�)

s = k sin(�): (6.98)

4. Assim, I

1

pode ser reesrita omo

I

1

=

Z

2�

0

Z

+1

0

sin(tk)

k

e

�i�k os(���)

k dk d�; (6.99)

onde pode ainda pode ser feita a troa de variáveis  = �� � juntamente om mais

algumas simpli�ações, o que onduz a

I

1

=

Z

2���

�

Z

+1

0

sin(tk)e

�i�k os()

dk d: (6.100)

5. De�ne-se a integral I

2

omo

I

2

() =

Z

+1

0

sin(tk)e

�i�k os()

dk (6.101)

tal que a equação (6.100) possa ser reesrita onforme

I

1

=

Z

2���

�

I

2

() d: (6.102)
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6. De�ne-se a integral I

0

2

, uma forma simpli�ada de I

2

, omo

I

0

2

=

Z

+1

0

sin(ax)e

�ibx

dx (6.103)

uja solução pode ser obtida da seguinte forma:

(a) Sendo sin(ax) =

e

+iax

�e

�iax

2i

, I

0

2

pode ser reesrito omo

I

0

2

=

1

2i

�

Z

+1

0

e

i(�b+a)

dx�

Z

+1

0

e

i(�b�a)

dx

�

: (6.104)

(b) Pode-se obter integrais na forma

R

+1

0

e

ix

dx fazendo-se

Z

+1

0

e

+ix

dx = lim

�!0

Z

+1

0

e

��x

e

+ix

dx

= lim

�!0

"

e

(��+i)x

�� + i

#

+1

0

= �

1

i

: (6.105)

() Com o resultado aima e om a expressão (6.104), pode-se dizer que

I

0

2

=

1

2i

(

�

1

i(�b + a)

+

1

i(�b� a)

)

=

a

a

2

� b

2

: (6.106)

Isto, juntamente om a equação (6.103), leva-se a expressão

Z

+1

0

sin(ax)e

�ibx

dx =

a

a

2

� b

2

: (6.107)

7. Usando a equação aima na expressão (6.101), pode-se dizer que

I

2

() =

t

t

2

� �

2

os

2

()

; (6.108)

o que, substituído em (6.102), nos dá a seguinte expressão para I

1

:

I

1

=

Z

2���

�

t

t

2

� �

2

os

2

()

d: (6.109)

Sendo

t

t

2

��

2

os

2

()

uma função periódia de período �, pode-se ainda reesrever I

1
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omo

I

1

= t

Z

2�

0

1

t

2

� �

2

os

2

()

d: (6.110)

8. Para resolver I

1

, desenvolve-se a solução de um integral inde�nido na forma:

Z

1

a

2

� b

2

os

2

(x)

dx: (6.111)

uja solução pode ser obtida pelos dois aminhos:

(a) Segundo HbT 1975

70

, página 573, a solução é

Z

1

a

2

� b

2

os

2

(x)

dx =

8

>

<

>

:

1

a

p

a

2

�b

2

artan

�

a tan(x)

p

a

2

�b

2

�

; a

2

> b

2

1

2a

p

b

2

�a

2

ln

�

a tan(x)�

p

b

2

�a

2

a tan(x)+

p

b

2

�a

2

�

; b

2

> a

2

:

(6.112)

(b) Obtenção direta da solução:

i. Na expressão

Z

1

a

2

� b

2

os

2

(x)

dx (6.113)

faz-se a troa de variáveis x para t onforme

tan(x) = t (6.114)

o que implia em

dx =

dt

1 + t

2

e

os

2

(x) =

1

1 + t

2

; (6.115)

sendo que esta é uma transformação bijetiva dentro de ada intervalo x 2

�

�

�

2

;+

�

2

�

, x 2

�

+

�

2

;+

3

2

�

�

, x 2

�

+

3

2

�;+

5

2

�

�

, ::: . Com esta troa tem-se

Z

1

a

2

� b

2

os

2

(x)

dx =

1

a

2

Z

dt

t

2

+

�

a

2

�b

2

a

2

�

=

1

a

2

Z

dt

t

2

�

�

b

2

�a

2

a

2

�

: (6.116)

ii. A solução das integrais no lado direito da equação aima pode ser obtida
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em HbT 1975

70

, o que produz

Z

dx

x

2

+m

02

=

1

m

0

artan

�

x

m

0

�

; a

2

> b

2

e

Z

dx

x

2

�m

002

=

1

2m

00

ln

�

�

�

m

00

�x

m

00

+x

�

�

� ; b

2

> a

2

; (6.117)

onde m

0

=

q

a

2

�b

2

a

2

e m

00

=

q

b

2

�a

2

a

2

.

iii. Assim, pode-se esrever a solução:

Z

1

a

2

� b

2

os

2

(x)

dx =

8

>

<

>

:

1

a

p

a

2

�b

2

artan

�

a tan(x)

p

a

2

�b

2

�

a

2

> b

2

1

2a

p

b

2

�a

2

ln

�

�

�

�

a tan(x)�

p

b

2

�a

2

a tan(x)+

p

b

2

�a

2

�

�

�

�

b

2

> a

2

(6.118)

para x 2

�

�

�

2

+ n�;+

�

2

+ n�

�

; n = :::;�2;�1; 0;+1;+2; :::.

9. Usando os resultados aima (equação (6.118)), pode-se obter a quantidade I

1

, dada

pela equação (6.110), da seguinte forma:

(a) para o primeiro aso onde t

2

> �

2

tem-se:

I

1

=

"

t

 

1

t

p

t

2

� �

2

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!!#

+

�

2

0

+

"

t

 

1

t

p

t

2

� �

2

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!!#

+

3

2

�

+

�

2

+

"

t

 

1

t

p

t

2

� �

2

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!!#

+2�

+

3

2

�

: (6.119)

Calulando os limites

lim

!0

+

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!

= 0;

lim

!

�

2

�

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!

= +

�

2

;

lim

!

�

2

+

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!

= �

�

2

;

lim

!

3

2

�

�

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!

= +

�

2

;

69



lim

!

3

2

�

+

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!

= �

�

2

e

lim

!2�

�

artan

 

t tan()

p

t

2

� �

2

!

= 0

hegamos a

I

1

=

2�

p

t

2

� �

2

; t

2

> �

2

: (6.120)

(b) para o segundo aso onde t

2

< �

2

, tem-se:

I

1

=

"

t

2t

p

�

2

� t

2

ln

�

�

�

�

�

t tan()�

p

�

2

� t

2

t tan() +

p

�

2

� t

2

�

�

�

�

�

#

+

�

2

0

+

"

t

2t

p

�

2

� t

2

ln

�

�

�

�

�

t tan()�

p

�

2

� t

2

t tan() +

p

�

2

� t

2

�

�

�

�

�

#

+

3

2

�

+

�

2

+

"

t

2t

p

�

2

� t

2

ln

�

�

�

�

�

t tan()�

p

�

2

� t

2

t tan() +

p

�

2

� t

2

�

�

�

�

�

#

+2�

+

3

2

�

: (6.121)

Uma vez que a expressão aima é ontínua nos pontos  =

�

2

e  =

3

2

�, basta

alular os limites

lim

!0

+

ln

�

�

�

�

�

t tan()�

p

�

2

� t

2

t tan() +

p

�

2

� t

2

�

�

�

�

�

= 0

e

lim

!2�

�

ln

�

�

�

�

�

t tan()�

p

�

2

� t

2

t tan() +

p

�

2

� t

2

�

�

�

�

�

= 0

O que nos leva a

I

1

= 0; t

2

< �

2

: (6.122)

10. Os resultados do ítem anterior (equações (6.120) e (6.122)) podem ser reesritos em

uma forma mais ompata onforme

I

1

= 2�

H(t� �)

p

t

2

� �

2

; (6.123)

onde H é a função de Heaviside. Com o valor de I

1

introduzido na equação (6.96),

e lembrado as relações (6.97), tem-se

F

�1

(

sin(t

p

r

2

+ s

2

)

p

r

2

+ s

2

; r ! x; s! y

)

=

H(t�

p

x

2

+ y

2

)

p

t

2

� x

2

� y

2

: (6.124)
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Juntando a equação aima om (6.94) �nalmente obtém-se:

F

�1

(

L

�1

(

1

q

2

+ r

2

+ s

2

; q ! t

)

; r ! x; s! y

)

=

H(t�

p

x

2

+ y

2

)

p

t

2

� x

2

� y

2

: (6.125)
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Capítulo 7

Exemplo numério.

Uma vez que, onforme apresentado no presente trabalho, o emprego da transformada

de Fourier onduz às mesmas integrais de ontorno obtidas tradiionalmente no método

dos elementos de ontorno, as mesmas ténias do método dos elementos de ontorno

podem ser usadas para resolver estas integrais.

Para ilustrar a apaidade do método proposto (identi�ado por método dos elementos

de ontorno ou BEM nas �guras e tabelas deste apítulo) para resolver um problema linear

elástio em duas dimensões e om tensões planas omum na engenharia, onsidera-se o

seguinte problema ujas ondições de ontorno, sistema de oordenadas, domínio, pontos

de disretização da fronteira do domínio e pontos de oloação estão mostrados de forma

esquemátia na �gura (7.1). As propriedades do material são E = 21000Kgf=mm

2

, para

o módulo de elastiidade e � = 0:3, para o oe�iente de Poisson. Além disto, emprega-se

omo base de funções, polin�mios do primeiro grau e avalia-se as funções inógnitas u, v,

f

x

e f

y

na fronteira usando a equação (5.45). Os pontos de oloação estão posiionados

fora do domínio, distante dos nós da fronteira a uma distânia de 20% do omprimento

do passo de disretização (parâmetro de malha).

Para demonstrar a validade e a onvergênia do esquema proposto foram obtidos

resultados para parâmetros de malha (distânia média entre os nós) de 10mm, 5mm e

2.5mm e que foram omparados om os respetivos resultados obtidos por elementos �nitos

(identi�ado por método dos elementos �nitos ou FEM nas �guras e tabelas deste apítulo)

om on�guração de nós sobre o ontorno semelhante. A solução por elementos �nitos foi

obtida utilizando-se o programa ABAQUS, versão 5.8-1. Nesta solução, tirou-se vantagem

da simetria do problema, enquanto na solução pelo método proposto não utilizou-se esta

vantagem porque neessitaria utilizar nós nos antos (não seria possível utilizar antos

arredondados nos extremos do segmento onde estariam as ondições de simetria), o que

não foi implementado. As malhas empregadas na disretização pelo método proposto
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podem ser vistas na �guras (7.2), (7.14) e (7.26) e as malhas empregadas na disretização

pelo método dos elementos �nitos podem ser vistas nas �guras (7.3), (7.15) e (7.27), para

os parâmetros de malha de 10mm, 5mm e 2.5mm respetivamente. Os resultados para

os valores máximos e mínimos dos desloamentos u e v e das tensões �

xx

, �

yy

e �

xy

para

ordenadas x � 0 obtidos om os parâmetros de malha de 10mm, 5mm e 2.5mm podem

ser vistos nas tabelas (7.2) a (7.6), tanto para método proposto omo para o método dos

elementos �nitos. Os valores para a tensão �

xx

nos pontos (0;�25) e (0;�100) obtidos

om os parâmetros de malha de 10mm, 5mm e 2.5mm para o método proposto, método

dos elementos �nitos e resistênia dos materiais são mostrados na tabela (7.7) e os valores

para os desloamentos u e v no ponto (+62:5;+120) obtidos om os parâmetros de malha

de 10mm, 5mm e 2.5mm são mostrados na tabela (7.8) para o método proposto e método

dos elementos �nitos. Nesta última tabela, nos asos em que nenhum dos nós da solução

apresentava oordenadas (+62:5;+120), os valores foram obtidos por interpolação linear

entre os dois nós sobre o ontorno que enquadravam a posição (+62:5;+120). Estas tabelas

permitem veri�ar a onvergênia do método proposto na medida em que o passo de

disretização (parâmetro de malha) diminui. Os mapas de ores mostrando a distribuição

dos desloamentos u e v e das tensões �

xx

, �

yy

e �

xy

podem ser vistos nas �guras (7.4)

a (7.13), (7.16) a (7.25) e (7.28) a (7.37) para o método proposto e para método dos

elementos �nitos. Nestes mapas, no aso das soluções relativas ao método proposto, as

soluções foram obtidas para pontos dentro e fora do domínio (o onjunto destes pontos

onstitui uma área retangular que enquadra todo domínio) utilizando-se a equação (5.45),

sendo que a or verde foi emprega para indiar os valores em um intervalo (�e;+e), onde

e = (máximo valor�mínimo valor)=256 (signi�ando valores relativamente próximos de

zero); e também pode-se observar que todos os pontos fora do domínio possuem valores

relativamente próximos de zero, o que está de aordo om a idéia do método proposto.

Finalmente, para demonstrar que os resultados obtidos também estão de aordo om

a teoria de vigas urvas da resistênia dos materiais Feodosiev 1985

71

, na tabela (7.1)

apresentam-se os resultados para a tensão �

xx

nas posições A e B mostradas na �gura

(7.1).

Considerando a pequena diferença relativa entre os resultados obtidos pelo método

proposto om aqueles obtidos pelo método dos elementos �nitos, a onvergênia dos

valores de desloamentos e tensões, e a relativa onordânia om a resistênia dos

materiais, pode-se a�rmar, sob o ponto de vista da engenharia, que atingiu-se um

resultado razoável. Ainda pode-se destaar que a utilização de pontos de oloação no

exterior do domínio não é onheida na literatura onstituindo-se, assim, em um novo

desenvolvimento da ténia de solução das equações integrais de ontorno.
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Figura 7.1: Domínio disretizado.

Condições de ontorno nos nós: A(u = 0; f

y

= 0), B(u = 0; v = 0), C

1;2;3

(f

x

=

+10Kgf=mm

2

; f

y

= 0), D

1;2;3

(f

x

= �10Kgf=mm

2

; f

y

= 0) e nos demais nós (f

x

=

0; f

y

= 0). Esala 58 : 100.

Posição Coordenadas Método proposto Resistênia dos materiais

x (mm) y (mm) �

xx

(Kgf=mm

2

) �

xx

(Kgf=mm

2

)

A 0 �25 +86:27 +75:57

B 0 �100 �26:46 �24:22

Tabela 7.1: Resultados numérios para a tensão �

xx

omparando o método proposto om

os resultados da resistênia dos materiais.
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Parâmetros Desloamento u (mm)

da malha Valores Máximos Valores Mínimos

(mm) BEM FEM BEM FEM

10:0 +8:9315e� 1 +8:64e� 1 �4:8537e� 2 �4:69e� 2

5:0 +8:9502e� 1 +8:87e� 1 �4:8327e� 2 �4:79e� 2

2:5 +8:9450e� 1 +8:94e� 1 �4:8341e� 2 �4:83e� 2

Tabela 7.2: Máximos e mínimos do desloamento u.

Parâmetros Desloamento v (mm)

da malha Valores Máximos Valores Mínimos

BEM FEM BEM FEM

10:0mm +8:3219e� 2 +8:14e� 2 �3:4855e� 1 �3:37e� 1

5:0mm +8:3467e� 2 +8:32e� 2 �3:4889e� 1 �3:46e� 1

2:5mm +8:3390e� 2 +8:35e� 2 �3:4860e� 1 �3:48e� 1

Tabela 7.3: Máximos e mínimos do desloamento v.

Parâmetros Tensão �

xx

(Kgf=mm)

da malha Valores Máximos Valores Mínimos

BEM FEM BEM FEM

10:0mm +8:7720e+ 1 +8:63e+ 1 �2:7212e+ 1 �2:65e+ 1

5:0mm +8:5678e+ 1 +8:63e+ 1 �2:7549e+ 1 �2:73e+ 1

2:5mm +8:4592e+ 1 +8:54e+ 1 �2:7657e+ 1 �2:76e+ 1

Tabela 7.4: Máximos e mínimos da tensão �

xx

.

Parâmetros Tensão �

yy

(Kgf=mm)

da malha Valores Máximos Valores Mínimos

BEM FEM BEM FEM

10:0mm +4:8501e+ 1 +4:69e+ 1 �2:1027e+ 1 �1:98e+ 1

5:0mm +4:8456e+ 1 +4:59e+ 1 �2:0908e+ 1 �2:06e+ 1

2:5mm +4:8421e+ 1 +4:80e+ 1 �2:0841e+ 1 �2:09e+ 1

Tabela 7.5: Máximos e mínimos da tensão �

yy

.

Parâmetros Tensão �

xy

(Kgf=mm)

da malha Valores Máximos Valores Mínimos

BEM FEM BEM FEM

10:0mm +3:5722e+ 1 +2:17e+ 1 �1:2273e+ 1 �1:21e+ 1

5:0mm +3:6345e+ 1 +3:14e+ 1 �1:2393e+ 1 �1:24e+ 1

2:5mm +3:6303e+ 1 +3:36e+ 1 �1:2410e+ 1 �1:24e+ 1

Tabela 7.6: Máximos e mínimos da tensão �

xy

.
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Ponto Parâmetro �

xx

(Kgf=mm)

x y de malha BEM FEM Resistênia do Materiais

10:0mm +8:7720e+ 1 +8:627e+ 1

0:0mm �25:0mm 5:0mm +8:5678e+ 1 +8:625e+ 1 +7:557e+ 1

2:5mm +8:4592e+ 1 +8:539e+ 1

10:0mm �2:7021e+ 1 �2:646e+ 1

0:0mm �100:0mm 5:0mm �2:7377e+ 1 �2:727e+ 1 �2:422e+ 1

2:5mm �2:7521e+ 1 �2:760e+ 1

Tabela 7.7: Pontos para veri�ação da onvergênia da tensão �

xx

.

Ponto Parâmetro u (mm) v (mm)

x y de malha BEM FEM BEM FEM

10:0mm +8:9281e� 1 +8:640e� 1 �1:3459e� 1 �1:302e� 1

62:5mm 120:0mm 5:0mm +8:9465e� 1 +8:864e� 1 �1:3469e� 1 �1:618e� 1

2:5mm +8:9411e� 1 +8:932e� 1 �1:3459e� 1 �1:344e� 1

Tabela 7.8: Pontos para veri�ação da onvergênia dos desloamentos u e v.

76



Figura 7.2: Nós da malha, método dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual

a 10mm, 112 nós.

X

Y

Z X

Y

Z

Figura 7.3: Malha de elementos, método dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual

a 10mm, 216 nós e 185 elementos.
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Figura 7.4: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos u (mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 10mm.

X
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Z

8.64-01

-4.69-02

8.64-01

8.04-01

7.43-01

6.82-01

6.21-01

5.61-01

5.00-01

4.39-01

3.78-01

3.18-01

2.57-01

1.96-01

1.35-01

7.46-02

1.39-02

-4.69-02
  default_Fringe :
Max 8.64-01 @Nd 1
Min -4.69-02 @Nd 128

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:09:59

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (XX)

X

Y

Z

Figura 7.5: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos u (mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.6: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos v (mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 10mm.
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-1.98-01

-2.26-01

-2.54-01

-2.82-01

-3.09-01

-3.37-01
  default_Fringe :
Max 8.14-02 @Nd 28
Min -3.37-01 @Nd 54

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:10:10

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (YY)

X

Y

Z

Figura 7.7: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos v (mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.8: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xx

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 10mm.
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-3.92+00

-1.14+01

-1.89+01

-2.65+01
  default_Fringe :
Max 8.63+01 @Nd 134
Min -2.65+01 @Nd 118

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:09:29

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XX)

X

Y

Z

Figura 7.9: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xx

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.10: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

yy

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 10mm.
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Z
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-1.98+01

4.69+01

4.25+01

3.80+01
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1.13+01

6.89+00

2.44+00

-2.01+00

-6.46+00

-1.09+01

-1.54+01

-1.98+01
  default_Fringe :
Max 4.69+01 @Nd 144
Min -1.98+01 @Nd 117

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:09:42

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (YY)

X

Y

Z

Figura 7.11: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

yy

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.12: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xy

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 10mm.
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-7.63+00

-9.89+00

-1.21+01
  default_Fringe :
Max 2.17+01 @Nd 143
Min -1.21+01 @Nd 127

 MSC/PATRAN Version 9.0 29-Jun-00 07:39:54

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XY)

X
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Z

Figura 7.13: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xy

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.14: Nós da malha, método dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual

a 5mm, 228 nós.
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Figura 7.15: Malha de elementos, método dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual

a 5mm, 757 nós e 697 elementos.
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Figura 7.16: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos u (mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 5mm.
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7.67-02

1.44-02

-4.79-02
  default_Fringe :
Max 8.87-01 @Nd 1
Min -4.79-02 @Nd 422

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:13:57

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (XX)

X
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Z

Figura 7.17: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos u (mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.18: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos v (mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 5mm.
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-3.17-01

-3.46-01
  default_Fringe :
Max 8.32-02 @Nd 97
Min -3.46-01 @Nd 192

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:14:15

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (YY)

X
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Figura 7.19: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos v (mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.20: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xx

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 5mm.
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7.87+01

7.11+01

6.35+01

5.60+01

4.84+01

4.08+01

3.33+01

2.57+01

1.81+01

1.06+01
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-4.57+00

-1.21+01

-1.97+01

-2.73+01
  default_Fringe :
Max 8.63+01 @Nd 433
Min -2.73+01 @Nd 401

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:13:05

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XX)

X

Y

Z

Figura 7.21: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xx

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.22: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

yy

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 5mm.
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-1.18+01

-1.62+01

-2.06+01
  default_Fringe :
Max 4.59+01 @Nd 453
Min -2.06+01 @Nd 384

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:13:38

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (YY)
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Figura 7.23: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

yy

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.24: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xy

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 5mm.
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-3.64+00

-6.56+00

-9.48+00

-1.24+01
  default_Fringe :
Max 3.14+01 @Nd 451
Min -1.24+01 @Nd 419

 MSC/PATRAN Version 9.0 29-Jun-00 07:41:48

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XY)
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Figura 7.25: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xy

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.26: Nós da malha, método dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual

a 2.5mm, 456 nós.
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Figura 7.27: Malha de elementos, método dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual

a 2.5mm, 2737 nós e 2618 elementos.
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Figura 7.28: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos u (mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 2.5mm.
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1.45-02

-4.83-02
  default_Fringe :
Max 8.94-01 @Nd 1
Min -4.83-02 @Nd 1561

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:17:33

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (XX)
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Figura 7.29: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos u (mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 2.5mm.
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Figura 7.30: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos v (mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 2.5mm.
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  default_Fringe :
Max 8.35-02 @Nd 404
Min -3.48-01 @Nd 713

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:18:00

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (YY)
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Figura 7.31: Mapa de ores mostrando a distribuição dos desloamentos v (mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 2.5mm.
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Figura 7.32: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xx

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 2.5mm.

X

Y

Z

8.54+01

-2.76+01

8.54+01

7.79+01

7.03+01

6.28+01

5.53+01

4.77+01

4.02+01

3.27+01

2.51+01

1.76+01

1.01+01

2.53+00

-5.00+00

-1.25+01

-2.01+01

-2.76+01
  default_Fringe :
Max 8.54+01 @Nd 1584
Min -2.76+01 @Nd 1520

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:16:46

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XX)

X

Y

Z

Figura 7.33: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xx

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 2.5mm.
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Figura 7.34: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

yy

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 2.5mm.

X

Y

Z

4.80+01

-2.09+01

4.80+01

4.34+01

3.88+01

3.42+01

2.96+01

2.50+01

2.04+01

1.59+01

1.13+01

6.66+00

2.07+00

-2.53+00

-7.12+00

-1.17+01

-1.63+01

-2.09+01
  default_Fringe :
Max 4.80+01 @Nd 1625
Min -2.09+01 @Nd 1457

 MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:17:12

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (YY)

X

Y

Z

Figura 7.35: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

yy

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 2.5mm.
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Figura 7.36: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xy

(Kgf=mm), método

dos elementos de ontorno, parâmetro de malha igual a 2.5mm.

X

Y

Z

3.36+01

-1.24+01

3.36+01

3.05+01

2.74+01

2.44+01

2.13+01

1.82+01

1.52+01

1.21+01

9.03+00

5.96+00

2.89+00

-1.75-01

-3.24+00

-6.31+00

-9.38+00

-1.24+01
  default_Fringe :
Max 3.36+01 @Nd 1620
Min -1.24+01 @Nd 1555

 MSC/PATRAN Version 9.0 29-Jun-00 07:40:51

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XY)

X

Y

Z

Figura 7.37: Mapa de ores mostrando a distribuição das tensões �

xy

(Kgf=mm), método

dos elementos �nitos, parâmetro de malha igual a 2.5mm.
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Capítulo 8

Conlusões.

Do presente trabalho, onlui-se, iniialmente, que a de�nição da transformada de

Fourier para um domínio arbitrário é uma ferramenta matemátia importante na solução

de equações difereniais pariais lineares om oe�ientes onstantes. Ainda, a solução

enontrada por esta ténia, nos problemas estudados, oinide om a enontrada pelo

método variaional, o que mostra que a solução fraa (obtida pelo método variaional)

oinide om a solução do problema. A vantagem desta ténia em relação à formulação

tradiionalmente empregada no método dos elementos de ontorno é a seguinte: o proesso

de obtenção da equação integral de ontorno a partir da equação diferenial parial do

problema através da transformada de Fourier é mais direto (envolve passos mais simples)

do que através da formulação variaional do problema e pode ser apliado a qualquer

equação diferenial parial om oe�ientes onstantes de qualquer ordem.

A di�uldade do método está na exeução das transformadas inversas de Fourier

das funções de Green do problema no espaço transformado. Porém, aso oorra muita

di�uldade na inversão, estas funções de Green podem ser obtidas numeriamente a partir

da formulação da transformada inversa de Fourier.

Na solução numéria das equações integrais de ontorno, este trabalho ontribuiu

om a idéia de empregar pontos no exteriores ao domínio omo pontos de oloação, o

que elimina a desvantagem de ter que avaliar as integrais de ontorno sobre o próprio

ontorno onde os núleos destas integrais (funções de Green) apresentam singularidades,

onforme normalmente é feito no método dos elementos de ontorno.

A partir do que foi apresentado, algumas vias para o desenvolvimento subseqüente

podem ser formuladas:

1. Estudar as integrais de fronteira obtidas a partir do proesso empregado na sua

veri�ação e estabeleer ondições a serem satisfeitas pelas funções de Green ontidas
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nestas integrais. Assim, determina-se uma família de funções de Green para um

dado problema, o que permite a investigação das melhores funções, do ponto de

vista numério, a serem empregadas . Como exemplo, no problema de ondução de

alor em duas dimensões, pode-se observar que a função F relaionada em (4.14)

neessita satisfazer a ondição expressa em (8.1) para que a equação (4.14) seja

verdadeira onforme pode ser visto na equação (4.30).

�

2

F

�x

2

+

�

2

F

�y

2

= 0: (8.1)

Isto sugere que qualquer outra função que satisfaça esta ondição talvez também

possa ser empregada na integral de ontorno.

2. Estudar o mesmo proesso para outras transformações integrais e para uma

transformada genéria de núleo k(s; x), visando determinar o melhor tipo de

transformação integral a ser empregado neste proesso.

3. Estudar a solução de um problema om derivadas de tereira ordem uja formulação

integral de ontorno não possa ser obtida pela formulação variaional. Além disto,

araterizar os problemas uja equação integral de ontorno não possa ser obtida

pela formulação variaional e mostrar a possibilidade de solução via transformada

de Fourier.
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Apêndie A

Avaliação das expressões (4.14), (5.16)

e (5.17) em oordenadas ilíndrias.

Neste apêndie, apresenta-se a avaliação das expressões (4.14), (5.16) e (5.17)

em oordenadas ilíndrias r � � para um ponto no interior da região enerrada no

aminho de integração �, aminho este estabeleido de tal maneira que oorra um

mapeamento umaum entre ada um de seus pontos e sua respetiva oordenada angular;

e, onseqüentemente, possa-se de�nir uma função, hamada r, da seguinte forma: 9 r :

� ! r; (r(�); �) 2 �. Uma ilustração de tal aminho de integração pode ser vista na �gura

(A.1). Segundo estas de�nições, são válidas as expressões exibidas em

x� x

a

= r(�) os(�);

y � y

a

= r(�) sen(�) e (A.1)

(x� x

a

)

2

+ (y � y

a

)

2

= r(�)

2

:

O

r

θ

Γ

Figura A.1: Caminho de integração em oordenadas ilíndrias.
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A partir de (A.1), pode-se deduzir as expressões

dx = (�r(�) sen(�) + r

0

(�) os(�)) d� e

dy = (r(�) os(�) + r

0

(�) sen(�)) d�; (A.2)

onde: r

0

(�) =

d

d �

r(�).

A.1 Avaliação da equação (4.14).

Substituindo-se as equações (A.1) e (A.2) em (4.14) passa-se a ter � omo únia variável

independente no integrando variando no intervalo [0; 2�). Assim, a equação (4.14) pode

ser reesrita onforme mostrado na expressão

u(0; 0) =

1

2�

�

Z

2�

0

ln(r(�)) (u

y

(�r(�) sen(�) + r

0

(�) os(�)) � u

x

(r(�) os(�) + r

0

(�) sen(�))) d�

+

Z

2�

0

r(�)u

r(�)

2

(�sen(�)(�r(�) sen(�) + r

0

(�) os(�)) (A.3)

+os(�)(r(�) os(�) + r

0

(�) sen(�))) d�g ;

u

x

�

�u

�x

e

u

y

�

�u

�y

:

A expressão (A.3) pode ser simpli�ada obtendo-se a expressão

u(0; 0) =

1

2�

(

Z

2�

0

ln (r(�))

 

r

0

(�)

r(�)

�u

��

� r(�)

�u

�r

!

d� +

Z

2�

0

u d�

)

; (A.4)

�u

�r

= u

x

os(�) + u

y

sen(�) e

1

r

�u

��

= �u

x

sen(�) + u

y

os(�):

A.2 Avaliação das equações (5.16) e (5.17).

Iniialmente, obtém-se as expressões em oordenadas ilíndrias para as funções F

1

,

F

2

, H e suas derivadas de primeira ordem em x e em y, onforme apresentado em
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F

1

(r; �) =

�(G +B)ln(r) + (B �G)(os

2

� � sen

2

�)

2GB

; (A.5)

F

2

(r; �) =

�(B +G)ln(r) + (B �G)(sen

2

� � os

2

�)

; (A.6)

H(r; �) = �

(B �G)

BG

os� sen�; (A.7)

F

1

x

(r; �) = �

1

r

(B � 3G)os� sen

2

� � (G+B)os

3

�

2GB

; (A.8)

F

1

y

(r; �) = �

1

r

(G� 3B)os

2

� sen� � (G+B)sen

3

�

2GB

; (A.9)

F

2

x

(r; �) = �

1

r

(G� 3B)os� sen

2

� � (G+B)os

3

�

2GB

e (A.10)

F

2

y

(r; �) = �

1

r

(B � 3G)os

2

� sen� � (G+B)sen

3

�

2GB

; (A.11)

onde empregaram-se as expressões (A.1) e (A.2).

A substituição das expressões (A.1),(A.2) e (A.5)-(A.11) em (5.16) e (5.17) onduz às

equações de ontorno para u e v em oordenadas ilíndrias.
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Apêndie B

Equaionamento de um problema

elástio em duas dimensões.

Um problema elástio em 2D, onde onsidera-se um estado plano de tensões, onforme

referênia Timoshenko and Goodier 1934

1

possui o onjunto de de�nições e relações

apresentados na seqüênia:

1. O desloamento de um ponto possui as seguintes omponentes:

(a) u � omponente do desloamento na direção x;

(b) v � omponente do desloamento na direção y.

2. O estado de tensões é de�nido pelo seguinte onjunto de grandezas:

(a) �

xx

� tensão normal na direção x;

(b) �

yy

� tensão normal na direção y;

() �

xy

� tensão tangenial no plano normal a y na direção x;

(d) �

yx

� tensão tangenial no plano normal a x na direção y.

3. O estado de deformações é de�nido pelo seguinte onjunto de grandezas:

(a) �

xx

� deformação linear na direção x;

(b) �

yy

� deformação linear na direção y;

() �

xy

� deformação angular tomada entre as direções x e y;

(d) �

yx

� o mesmo que �

xy

.
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4. A grandezas relativas ao omportamento de um material isotrópio são:

(a) E � módulo de elastiidade;

(b) � � oe�iente de Poisson;

() G � módulo de isalhamento, de�nido por G =

E

2(1+�)

;

(d) � � onstante de Lamé, de�nida por � =

�E

1��

2

;

(e) B � onstante de�nida por B = �+ 2G =

E

1��

2

.

5. A relações entre desloamentos e deformações são dadas por:

�

xx

=

�u

�x

; (B.1)

�

yy

=

�v

�y

e (B.2)

�

xy

=

�u

�y

+

�v

�x

: (B.3)

6. A relações entre tensões e deformações, segundo a lei de Hooke, são dadas por:

�

xx

= B�

xx

+ ��

yy

; (B.4)

�

yy

= ��

xx

+B�

yy

e (B.5)

�

xy

= G�

xy

: (B.6)

7. A ondição de equilíbrio estátio de forças e momentos no orpo, onde não são

onsideradas as forças volumétrias, onduz às relações

(a) Equilíbrio de forças na direção x:

��

xx

�x

+

��

xy

�y

= 0: (B.7)

(b) Equilíbrio de forças na direção y:

��

yy

�y

+

��

xy

�x

= 0: (B.8)

() Equilíbrio dos momentos (plano xy):

�

xy

= �

yx

: (B.9)
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A substituição das equações (B.1) a (B.3) em (B.4) a (B.6) e por sua vez em (B.7) e (B.8),

e ainda onsiderando (B.9), resulta nas equações

B

�

2

u

�x

2

+ (B �G)

�

2

v

�x�y

+G

�

2

u

�y

2

= 0 e (B.10)

G

�

2

v

�x

2

+ (B �G)

�

2

u

�x�y

+B

�

2

v

�y

2

= 0; (B.11)

(B.12)

que são as ondições a serem satisfeitas pelas funções u e v no interior de um dado domínio

(orpo elástio ou peça).

As ondições de ontorno para um problema elástio podem ser as seguintes:

1. Desloamentos u e v presritos na fronteira;

2. Tensões presritas na fronteira:

f

x

= BC

x

�u

�x

+ �C

x

�v

�y

+GC

y

�u

�y

+GC

y

�v

�x

(B.13)

e

f

y

= �C

y

�u

�x

+BC

y

�v

�y

+GC

x

�u

�y

+GC

x

�v

�x

; (B.14)

onde f

x

e f

y

são as tensões atuantes na fronteira, C

x

e C

y

são os ossenos diretores

da normal à superfíie;

3. Combinações das duas ondições aima.
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Apêndie C

Transformada de Laplae.

Sendo u uma função u : < ! <, pode-se de�nir a transformada de Laplae omo

u(q) = Lfu(t); t! qg =

Z

+1

0

u(t) e

�qt

dt; t > 0 (C.1)

uja inversa é dada por

u(t) =

1

2�i

Z

a+i1

a�i1

u(q) e

+qt

dq; (C.2)

onde a é um valor real maior que a maior parte real entre os resíduos de u (a >

maxfRe(Res(u))g).

A transformada de Laplae apresenta, entre outras, as seguintes propriedades:

1. A transformada da derivada

L

(

�u

�t

; t! q

)

= qLfug � u(0): (C.3)

2. Da mesma forma

L

(

�

2

u

�t

2

; t! q

)

= q

2

Lfug � q u(0)�

�u

�t

(0): (C.4)

3. O teorema da onvolução

L

�1

n

b

f(q)

b

g(q); q ! t

o

=

Z

t

0

f(t� �)g(�)d�; (C.5)

onde

b

f = Lff ; t! qg e

b

g = Lfg; t! qg.
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4. O teorema do valor iniial

lim

t!0

f(t) = lim

q!1

q

b

f(q); (C.6)

onde

b

f = Lff ; t! qg.
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