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RESUMO 

Ne~La d isse rtação , es tuda mos ideai s primo~ e ideais fechados e m S = f?. [J·,'j, o11dc 
,...,·é IIIIHI <'xLençào livr<> ccnl.raJi~mnLe do anel primo R. Demonst ramos 11111 tco re nw, 
devido a [\ti. FGRRI~H.O, que c::;Labelece Ulll él. corre pondôncia. biunívoca e ntre os 
ideais fechados R - disj·unlos de T[EJ e R[EJ, c os idea.is de C[EJ, onde T é um a.nel 
de quocientes à direita de R, e C é o centróide exte nclido de R. Alé m di sso, <>st.a 
correspondência preserva a propri edade de um ideal ser primo. Corno aplica.ção deste 
resu ltado, entre outros, obte rnos urna. decomposiçào primá ria ele un1 ideal fechado 
R- disjunto do anel de polinômios a vár ias indetcrmina.das sobre /l. 

AllSTllACT 

In Lhis t.hesis, wc study prime ideal:; a.nd dosed ideal:; in S = fl[L~], whe rc 8 i ~ 

a centralizing frec extension o!' Lhe prime ring R. We prove a Lheorelll, due to M . 
FERH.ERO, t ha.L esta.bl ish c~ a. 1-J corresponde nce betweern the fl- r.Ü8joinl closcd 
idea is of T[ B] a.lld R[ E], and Lhe idca.b oi' C[i~], wltcrc T is a riug or rigltt. <[IIOI.icnL:; or 
R, anel C is Lh e exLcnded ccntroid of R. l•'urthc nnore , this correspondenc(~ pr<'!scrves 
Llt<' propnt.y l'or <t.ll idea l Lo IH' prÍ11w. J\s <W <l.ppli céJ.I.Íon , it lll<>llg ot.lwrs , <>11<' gct.s il. 

pri111a.ry <l<-co111positio n for Ll1 c R - di::;joinl closed ideais of Lhe polyno1llia l nngs 111 

seve ra.! varia.blcs over /7.. 
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Introdução 

Esta dissertação trata de ideais primos em extensões li vre::; centra.li%ant.es de Ulll 
anel R, segundo [6], de M.Ferrero. Aqui, estudamos uma. classe de ideais llla.is gera.!, a. 
dos ideais fcclutclos e, corno caso particular, se obtém resulta.dos sobre ideais primos. 
Dado S = R[E}uma. extensão livre centra.lizante elo anel primo com unidade R (S 
é um R-módulo li vre e E é uma base centralizante de S sobre R, t,al que I E li ), 
consideramos Q[E) c C[E], onde Q é o anel completo de quocientes à. direita de R, 
e C é o centróide extendido de R. Então, obtemos uma correspondência biunívoca 
entre os ideais fechados de Q[E] e de R[E] e os ideais de C[.E). A correspondência. 
preserva a propriedade ele um ideal ser primo. 

Como conseqüência desta correspondência, entre outros, obtemos um resultado 
o r iginal, que<'' a. dccon tposiçào pri1mí.ri a dos ideais fechado::; do a.ncl de polinÔ111ios n 
várias i ndel.crmina.d<1S. EsL<t decomposiçào generaliza. a repres~nt.acJ10 de Ulll idc<d 
prinrip<ll fechado do a.nel de poliltÔIIIios a. lllll<J. indet.crnlilmda CO liJO illt.ers<~c<.)to finit.<~. 

d(' id<'Ciis prÍil<.:Ípa.Ís fccltados (L'iSOCia.dos ;, po(,(;ncias de ideais prÍIIIOS /f.- d·i,.-;junlus, 

oht.ida c'JII [:>] ( t.c'ort'lllt\. :L I). 
Os idca.is l'c:chados ta.ntbÓ111 ti:111 sido usados para estudar idcél.is pr11nos c 111 ex

tensões de Órc ([3], [9] e [13]). 
Este tema., na lilera.tura, está apresentado de modo diferente. Os rcsult.a.dos 

sobre ideais fechados c primos em extensões livres cent.raliza,ntcs são obtidos poste
riormente aos resultados em anéis de polinômios, como uma generalizaçào. Aqui, 
desenvolvemos diretamente os resultados em extensões livre::; ccntra.liza.ntes c obte
mos, como aplica.çào, os resultados Clll anéis de polinÔ111ios, dcst.nnwdo c' S IH~cífic<~s 

parLicularidadcs deste caso. 

No ca.pít.ulo I, a.prescnt.a.mos alguns tópicos que sà.o pré-requisitos para a kitura 
do que segue. Dividirnos este capítulo ern t rês :;ecções. Na prin~eira, rc:visa.tnos <tlg;u11s 
conceitos c mostramos algumas caracterizações de ideais c anc!is prit110s. Nont r<t 
secção, construímos o a.ncl completo de quocientes à direita. de /?.. J•:llcnraJllOs <'st.c' 
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ca.pítulo, tratando de ext.en ~Ôc:; livres centra.l i:awtes de n. Aqui lliOsl.ramos <jll<', por 
passagCIII (l.O quociente, neste l.ra.ba.lho, SC111pre podemos supor a lllll é\.11<'1 pr11110. 
Ao fina l, damos alguns exemplos de extensões li vres cent. ra lizantes de U. 

No capítulo 2, estudamos os ideais primos R - disjunlu.s e fechados de 
,<.,' = N!I·:J, ond<' ,.: .. ; c'• IIIWI. ex\.<'IIS<lO livre~ n·nt.ra.lií:ant<· do (1.1wl pri1110 <'<>111 tlrtid<td<· 
f{. CilrilcLc·ri/,iliiiOS () r(•dw [I] = {h E .c..· I 30 # 1/ <I ..... h// ç I} d(' 111 11 id(';" 
n- d·i..-.:jtl'll l.u 1 de S , CO !IIO o l'lllico idea l recit ado de s que cont.<!lll I ç t.e lll .. , lll<'Sillil 
minimalidade de 1 (corolário 2.1.5) . Dado um ideal primo R - disj'nnlu J> de• S , 
P é fechado (P = [P]). Em seguida, particularizamos os resultados ao anel de 
polinômios a uma indet.ermina.cla R[X]. Sejam f um ideal R - disjunto ele /l[X] e 
/ um polinômio qualquer de mínimo grau no idea.J 1. Então, temos que 
[i ] = [f] = {g E fl[X] I 30 =J 11 <l R : gll a Ç R[ X ]I}, 011 de a = !c( f) ( corol<1rio 
2.2.9). Assim, caracterizamos o fecho [ !J do ideal I através de lllll polinômio dC' 
lllÍni 1110 gra.u <-' 111 /. /\qui, o conceito de• 11linin1a.lida.de i~ com respeito ao gril.\1 dos 
polinôn1ios e nc\o COJll respeito ao s11portc dos clc JncnLos, ('OIIsi dc'r<t du par;t o ('liSo 

mais geral S' = R[E]. Também car<'lcterizamos os ideais /l - rli.~j untos de R[ X] q11<' 
são primos (teorema 2.2.11). 

No C"a.pítu lo :1 , é obtida. <L co rrespondt:ll cia biunívoca ent re os idc:a.is kclta.dos 
de Q[f~' ] e de R[ B] e os idea.is de C'[ E], ciLada. a.ci111a. A lé Jil di sso, dado 11111 <1. 11<'1 
ele quocientes à direita T de R ('1' é um subanel de Q que conLé!ll /l ), temo!:i que 
a mesma correspondência. est<\ estabelecida para os ideais fechados ele T[.&]. Ela 
associa. o ideal feclta.do 1 cl<' /l[e] con1 o ideal fechado r· de T[E] c o ideal f,· de 
C[E],!:i<' t· nR[ /~] = I e /~= Q[.t.:] J,· n'/' [ 1~] (Leorenla.:3.l.5) . Est<l corrcspo11dÔt1 Cia. 
preserva a. propriedade de um ideal ser primo (teorent a. J. L.7). 

A :seguir, damos dois caminhos para. representar um ideal primo 1?- di~jun/. o !-'de 
R[X]. O primeiro é uma conseqüência da. correspondência acima., via. polinômios ir
redutíveis de C [X] (corolário 3.2.3) . O segundo caminho, é intríns(~Co 110 a.1wl /?.[X], 
considerando polinômios completamente irredutíveis clll R[ X] (Leorc rrm :3.~ . 1 0). 

No capítulo 4, estudamos, numa primeira secção, a. decompos i(Jw dos ideais prin
cipais fechados do anel de polinômios a uma indeterminada sobre R, segundo [5]. Os 
resuiLa.dos obtidos na. última secção sã.o originais . O principal, é uma. genera.liza.çào 
do que estudalll OS na secção <l.llt.erior, que é a. decomposiçâ.o pri 1n éÍri a. de um idf'al 
rc~rhado do anel de polinômios(\. v;.Í.ri as indet.ermina.da :; sobre I? ( t.c·on~ l llê\. : 1 .2.1~) . 

Para i:;t.o, obtemos algu11s rcsull.a.dos que ger1era.lií:a.m co11ceitos <' propric·dadc·:; dos 
an~is rolnut.a.l.ivos No<'l.lteria.nos. 

L·' in a.lllWIII.e, <1. 11ot.a.ç.ào ;\ C U, sig11i fi ca que o corljliii Lo !\. cst.;:í. cont.ido <·sl. rit.ii.
Jll<' lll.c' 11 0 conjunto IJ. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Anéis Primos e Ideais Prünos 

Seja R u1n anel qualquer. A seguir, lembramos algumas definições qu<~ uli lii:<ll'<'
mos nesl<~ dissertação, particularmente sobre ideais pri mos de R. Dare 1110s, Lambón1, 
nlguu tas ca.ra.d.cri~a.çõcs do conceito de ideal p ri mo. 

D efi nição 1.1. 1 Sr:ja fl um. ideal de R. P é dwmado idt ol prilllo rir. /{ .-.:1 
.-•uli.sfu :: a ~cyuiulc propriedade: .-.: r A c fJ :-;ri,o ideais <if· !?. /ois qnr , \ /J Ç f J, r 11l1io 
:\ ç j> (llf IJ ç f >. 

O I.<'Or<'lllfl 1.1.:2 <'st.alwkcc prop ri edade:-~ cqu i v<t.lcnt.cs a ddí11i<.Jw 1.1.1 . Su<~. 

dclllOII!-il.m<.;ào pod<· !-i<'l' <'ttcon t. ra.da. <!111 f I!)) ( t.eon!tlla 1l.:q . 

Teorema 1.1.2 Sejam R um anel e P um ideal de /l . !ls s,..r;ninlf'.-.: condi.<:r) cs 
,<;fio rynúw.len/. cs: 

(i) fJ é tun ideal prinw de R 
(ú) ~cj(/'/n a, h E R tais que a/7.b Ç P , cnlào a E P ou b E fJ 
(iii) ,..,,. (a) r (h) sâ.o irlr·o,i.s tn·iti.CtfJII Í..-.: ri1 · H f.nis lf/11 (o.)(/1) Ç f J. c 11/rio 11 E fl 011 

h E f> 
(iv) ;>CU, \1 sào ideais à dh·C'ita de lllai::; que U\1 Ç P , enliio U Ç fJ on V Ç f > 

(v) se U, \1 sâo ideais à esque·rda de R Lais que U \1 Ç P , então U Ç P ou \1 Ç P 

D efinição 1.1.3 Um an el R é chamado (Lnel primo se o ideal O = {O} é um 
ideal púmo de H. 



I. I. Anéis ))rimos e Idea is Primos 

Corolário 1.1.4 As seguintes condiçõe;;; sâo Clf'tÚuaLenles: 
(i) I? ~ 1/1// (/ // d p·ri 1/1.(} I i,-;/.{) é, drulos !\ (' [] dois ideais de n lfLiS f/ '1/,( ' ! \ f] = o 1 

('11/Úo : \ = O on IJ = O 
(i i) ;;cjwn a, b E n [.ai.s fJILC aRb = o I enláo a = o ou b = o 
(iii) seja I I um ideal nii.o nulo de ll. S e a H b = O enlâo a = O o·n b = O 

D emonstração : (ii)=> (iii) Como aHb = O, aH Rb = O. Se b =J O, temos , 
por hipótese, que aH = O (se h E H, ahRb = O e ah = O, por (ii) ). Logo, 
aRH = O. Como H =J O, existe O =J h E H e obtemos aRh = O (com h =J 0). 
Conseqüentemente, a= O. As outras implicações são evidentes. 

Em 1.1.2 e 1.1.4 consideramos produtos de ideais contidos em um ideal P, ou 
produto de !?. por elementos à direiLa e à esquerda. contido ern P (aRb Ç P). 
Vejamos o 

L ema 1.1.5 Sejam p um ideal ]>rimo de RI I um ideal de R e b E R . Se bl ç e 
e r )?; P enlri.o b E P. 

D emonst ração : Desde que I )?; P, existe c E r\ P. Ma.s bRc Ç P, po1s 
Rc Ç I. Como c</. P, temos que b E P, por l.l.2(ii) . 

Pa.ra simplificar este trabalho, por passagem ao quociente, consideraremos R um 
anel primo (ca.pít.ulo 2). Assim, veja.rnos o le ma a. seguir, que ca.ract.eri;~,a. o CO IJ Ccito 
de a.nd pri1110 , para. anéis quocicnLes. 

Lema 1.1.6 Seja P um. ideal de R. Entci.o o anel ~ é 7n·inw se c somente se P 
é um. ideal pri·m.o de R. 

D emo nstr ação : Seja. R= ~ c mostremos que Õ é um ideal primo de /7,. Scj<LIIt 

7 e J ideais de R tais que 7 J Ç Õ. Então T J Ç Õ e, conseqüentemente, 1 .J Ç fJ, 
onde f e .] sào ideais de R La.is que ~ = 7 e ~ = J . Por h i pó tese, f Ç P 011 ./ Ç P, 

logo 7 = Õ ou J = Õ. Assim, Õ é um idea.l primo de R. Rcciprocame11Le, seja.111 1 
e J ideais de R t a is que I J Ç P, portanLo f J Ç Õ. Segue que, 7 = Õ ou J = Õ <" 

obi.<'IIJos I Ç P otl ./ Ç !'. Logo, Pé Ulll idea.l primo de R. 1\ prova. cst.cl. coJ llplC'I.a. 

Lema 1.1. 7 Seja P um ideal de R. P é 'll'll1. ideal vrimo de ll se c :;;o ·n1.ent. r~ -'> f ' 

prrrn qurásqurr ·irlrais I c J rlc n tais que p ç JJ p ç.] c I J ç f> Cllliio I = f> OI/ 

.J = P. 



1.1. Anéis Primos e Idca.is Primos 6 

D emonst t·ação : S<' f> (; 11111 ideal pri ll lO de n, desde que f J ç fJ , t.el ll OS I ç fJ 
ou J Ç P e segue, por hipótese, que I = P ou J = P . Reciproca1nenle, seja.111 
a, b E R tais que (a)( b) Ç P e mostremos que a E P ou b E P. Sejam I = (P, a) 
e J = (P, b), onde (1\, a) é o ideal gerado por ]{ e a·, para qualquer cr E R c I\. 
ideal de n. Então p ç f e p ç J. P or hi pótese, concluímos que f = p Oll J = fJ. 
Conseqüentemente, a E P (pois a E I) ou b E P. Logo, Pé um ideal primo de /?., 
o que completa a prova. 

O lcn1a a. seguir relaciona. os concei tos de anel pri mo e ideal pr imo e ntre os 
anéis I? c R[X] . 

Lema 1.1.8 A.-. ;>egnin/.e.s ajirmaçóc.'i siw venladci ras: 
(i} h' / 11111. and p'I"Í.IIw st c so tn cnl r se /l[X] é nm anel vrúno. 
(ii) S('jo I um idC'al de ll. I f vrinw se c somente se 1[X] é ttlll. 

úLcul primo de /l[X]. 

Demons tração : (i) Suponhamos que ll ó 11111 anel primo c sc·ja111 I c• .} dois 
ideais nilo nulos de R[X] tais que 1 J = O. P a ra f E 1, /c(f) de11ola. o codi
cÍ<'I1lc dorninantc ele/, e defini mos T( l ) = {a E R I 30 f f E I : lc(f) = a}. 
Alla.logalllcnte, cldin imos T(./). É f<í.cil ver que T(i) c T( J ) são dois ideais nào nu
los ele R. Como f J = O, r(f)T(J) = O, o que contrad iz o fato de R ser um a.nel 
primo. Reciprocamente, sejam I e J ideais ele Fl satisfazendo I J = O. Portanto, 
O= 1 J[.\] = I[X].J[.\] (ver lema I.J.2). Assim, Lemos que f[ X]= O 011 ./ [X]= O,<' 
conseqiicnLelllcntc I = O ou J = O. Logo, !l é- um anel primo. 

(ii) Conseqüência imediata de (i) por passagem ao quociente. 
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1.2 Anel Completo de Quocientes 

Nesta. scc<;iio con~t ruímo~ o a.ncl completo de quocie ntes à. dire ita. Q de ll lll a ne l 
pri111o I? ( ve r ca.p. IX d e [21 ] e :;ecçào 4.3 de [12]). No caso pa.rticul a.r d e R :;er Ulll 

domínio de integridade (comutativo) Q coincide con1 o corpo de fmçõe:; d<' ll. Ao 
flnaJ desta secção d efi nimos o anel de Ma r t indale de R. 

Sej (l, R u m ane l com unidade . Um ideal (bilátero) U ele R , será denotado por 
U <l R. Começamos definindo ideal denso à direita de R. 

Definição 1.2.1 Seja D ·nm ideal à di·reila de R . D é d-ito ·um ideal denso à 
diTeil.a se pam qnaisqueT O i 1·1 E R e 1"2 E R existe ,. E R tal que T 11· =f: O e ,.2,. E D . 

Observe mos que, se D é u m ideal denso à direita de R, então D é um ideal uào 
nu lo . De falo, tomando O =f: 1· 1 = 1·2 E R na defin ição aci ma, obtemos que ex iste 
·r E R t a l que O i 1' 11" E D. 

De notaremos por V o conjunto de todos os ideais denso~ à. direita de n c, po r 
(D, f), o homomorfismo de R- módulos à d ireita I : D ~ R, onde D E V . Seja 
T = {(D , f) I D E 'D}. Veja mos, a ~eguir, como detennina r se um iclea.l { ! <l /?, ~ 
denso à, direita .. Da defin ição a.nterior, obtemos o 

Le ma 1.2.2 Um ideal U de R é denso à di·rcil.a se e somente :;(' para rrualqucr 
r E ll r·on1 rU = O /e nws que ·r = O. 

D e monstração : A~stllllÍI110s qtlC da.do 1' E /?. t <d que d } = O <·nt. iw r = O, oncl<' 
l 1 <l /? . Sc·j a. -r 1 E RS0 ·r i O, por hipótese c•x ist.0 .'{ E U t.a l que ,..., =f: O. Dc•sd<' 
que U <l R,,., s E U, e por deCin ição U E TJ. Recip rocamente, se U E D então o 
resul tctdo segue , tornando 7'2 = 1 na. de fini ç:ào I .2.1. O le ma. est e\. dc lllOns t.ril.do. 

Assim , S(" ll é 11111 é'l,llel primo, todo ideal llcto nulo de n é denso ~t direita. De 
raLo, S<',Í il o i l' <l H, La.l <jll<' ·rU = O, ()l)dc ,. E R. Gtltào .,. = o (d / = .,.{ / J c n é 
pri 111o) <' pdo lema. 1.2.2 Lell iOS que U E D. 

Daremo~ agora três propriedade~ illlporLa.ntes que V satisfaz. 

Lema 1.2.3 S'ejaw /J , f)' E D . /•,'u túo: 
(i.} (v n D') E ·v 
(ii) DD' E V 
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D e monstração : (i) Scjatll O =I ·r 1 E !?. e ·r-2 E /(. Cotll<> /) E 'D, pod<'tllos 
encontrar ·r E R tal que r 11· =I O e 1'21' E D. Também D' E V, logo cxisLe 1·' E ll 
tal que (1'11' )1.1 # O e (1·21')1.1 E D'. Então 1·21T

1 E (D n D') e conseqi.íentemcnte 
(D n D') E V. 

(i i) Temos que DD' = (DR)D' = D(RD') . Sejam O =I 1'1 , 1·2 E R. Como 
D E V, ex iste 1· E R tal que 7'17· =j; O e T 2T E D. Por outro lado, O # ( rlD') <1 R, 
porta.ut.o existe t E aD' sa.t.isfazendo 1' 11·L =j; O e 7'27'l E RD' (ve r 1.2.2, já que 
RD' E V ). Se L= 'L,;s;d; oude d; E /)'e ~i E R , lemos que r 1(·r L,, ::;;d;) #O c 

'L,;(r2·r)(s;d;) E D(RD'). Logo f) D' E T>, o que demonstra o lema. 

1·:111 pa.rt inda.r, se· I? c'· pritno, /) E 'D c• O f:. 11 <1 U, <' tt l.ê\.o /) 11 E D. 
1\ ttl.<'s de provd.r a. terceira. propriedade de 'D, cow.; idcrcuJos a segu inLc 

D e finição 1.2.4 Sejam U, \1 E V e (UJ)JV,g) E T . Dizemos que (U,J) é 
cqniva.lente a (V ,g) se e;,:iste W E V tal que W Ç ( U n V) satisfazendo 
(VVJ]w) = (lt\l ,glw ). 

É fácil ver que a relação acima. é uma relação de eq uiva lência. sobre T. Seja. Q 
o conjunto de todas as classes de equivalência determinadas por e:-;ta re lação. Dado 
(U,f) E T , denotamos por [V, .f] a classe de equivalência de (U,f). Vejamos a,gora. a 
tercei ra propriedade que destacamo~ de V , que nos permitirá defiu ir operações em 
Q, a. Ílm de const; ruirmos un1 a.nel. 

Le ma 1.2.5 S ejam. (U,j) E T e V E V. Enlâo./'"' 1(\1) E V. 

D e mons tração : Sejam O =I 1· 1 , 1·2 E R. Sabeudo que U E V , existe ·r E R 
tal que 1·1 r # O e 7'21' E U. Consideremos agora 7'17· # O e /(7'27') E R. Do fato 
de que V E V , temos que existes E R ta.J que '1'17'S =I O e f(1·21·)s E V. l\lla.~ 

.f(·r21·.c:) = f('r21·)s E \1, enLâo 7'2 ·r::; E f- ' (V). Segue que .r- 1(\1) E V. 

/\go ra podemos dennir eu1 q as operçôes de a.d içào e mul t iplicaçào como segue: 

D e finição 1. 2.6 Dado::; {l i ,.!},[V ,g} E Q, definimo . ., as segu·i.nles OfJr:mç()('...;: 

(i} [ll ,.1}+(\1 ,9} = [U n v J+g] 
(ii) (UJ}[V ,g} = [g- 1(U)Jogj 

Verifiquemos que estas operações estào bem definidas. Seja.m [U,f] = [U',f'J c· 

[V,g] = [V' ,g'J pertencentes à Q. Assim, existem H!, ltV' E V tais que W Ç U nU' 
e l,lf' Ç V n \f' satisfazendo f lw = f' lw e g hv' = g' lw•. Conseqüentemente, 
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f + 9(a) = f' + _(j'(a),para. Lodo o E WnW', ou seja, ( Wnvll' , /+9) = ( WnW' , f' +y'). 
Como W n W' ç U n \1 nU' n \1', obtemos que [U n V, f+ g] = [U' n \I', .f' + g']. 
Portanto a. adiçà.o está. bem definida. 

Para ve rificar se a multiplicação está bem definida, tomamos 
a E g- 1(U) n (g't 1(U') n vV n W'. Assim, g(a) E U,g'(a) E U' c g(a) = g'(a) . 
Obtemos que .f(g'(a)) = f'(g'(a)). Mas a E vV', logo f(g(a)) = f(g'(a)). 

Conseqüentemente, f o g(a) = f(g(a)) = f(g'(a)) = f'(g'(a)) = f' o g'(a) e, 
agora , é l';1cil ver que [U, .f][\l,g] = [U',f'j[ll' ,g']. 

IVIosl.r<!lllOs qne Q, 1111111Ído dcsLa.s <>iH'ra<:Õ('s é 11111 anc•l. 

Proposição 1.2.7 (Q,+,) é 'll1n anel. 

Demonstração : Sejam [V,/], [\1, g], [W, h] E Q . 
( i )associa.Liv idade da adiçào 

( [ u, f] + [ \1, g]) + [ w, h] = [ u n \1, I + g] + [ w, h] = [ u n \1 n w, U + g) + h] = 
= [U n V n lV, f+ (g +h)]= [V, .f]+ [V n W,g + h.]= [U, f]+ ([\I, ,q] + [W, h]) 

( i i )comut.a.tivicla.de ela. adiçâ.o 
[U, /] + [V,g] = [U n V, I+ g] = [\! n U,g +f]= [\l,g] + (U, f ] 

(i i i )[ /?.0] é o elentento neutro ela. a.cli(;<i.o, onde O denota a apl i c<t.<;ilo 

o : I?~ /?. tal qu(' O('r) =o pa.ra ca.da '/' E n. TclllOS: 

[ll , oJ + [t i ,fJ = [Nn u ,o + .n = ru,.rJ 
(iv)[l l, - /] c'• o ci< •JtlCiltO siltH~t.rico d<' [ll, f] <'111 r<'lit<:<".o it a.di<:ito, poi s 

[U, -I]+ [U, f] = [U, - I+/] = [U, O] = [H, O] 
(v)/\ associatividade da lllllll.iplica.ç.ào 111osl.r a.-~e com a.rguJllCJd.os 

análogos aos usados em (i). 
(vi)Para. provar que a mult iplica.çâ.o é distributiva. em relação à. a.d içà.o, tomamos 

!1 = .r;- 1(( 1) n h- 1(U) n V n W c é f<í.c il ver que 

( /.~, f o (!J +h)] = [L, f o g +f o h] e segue <t distributividade. 

D efinição 1.2.8 O anel Q é chamado de anel completo (ou ma.úm.al) rl f' qno
C'irnt.c.-; ri. di·reila rlf' !?.. 

Propos ição 1.2.9 Seja R mn anel c01n unidade e Q o anel co Jnplcto rir· quo

cientes à direit.a de R. Entci.o R Ç Q . 

Demonstração : Consideremos o homomorfismo de anéis <p : H ~ Q definido 
por <p(a) = [n,at} para todo a E R, onde a1 : Rn ~ llu é definido por at('r) = w· 
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pa.ra ca.da 7" E n ( multiplica.ç.ào ~\.esq uerda.) . Verifiquei! lOS que <.p é lllll lllOilOillOr

rislllO. Scj;un a, b E R. Cntão tenws que (a+ b)t = a1 + bt , pois dado TE U, 
(a+ b)1(1·) =(a + b)1· = a1· + br = a1(T) + bt(r) = (ai+ bt)(r). Logo 
tp(a + b) = (a+ b)t = a1 + bt = <p(a) + <p(b) . Analogamenete (ab) 1 = a1 o bt c assim, 
r..p(ab) = r..p (a)tp(b). Concluímos que <pé um homomorrismo ele R em Q. 

Suponhamos que {R, a,] = O para a lgum a E R. Segue que aT = O para. todo 

·r E R c entào a = O pois 1 E R.. Isto é, Ker( <p )=0 e então r..p é iBjetivo. Logo 
lt ~ r..p(R) Ç Q. A prova. esLé1 completa.. 

Pa.ra simplificar a. llOLaç.~o, <;onsíclere lllOS sempre R Ç Q, ide ntirica.11do ca.da 
o E /? <"Oill [ /( , at] E Q. 

Lema 1.2.10 Seja (U,l) E T. Então 7>am tf7wlqne1·u E U, leuws qnr; 
foul = (f("u))t. b'm. pa:rliwla·r, [U,f][R, ·ut) = [R,(f(-u))t). 

Demonstração : Como f : U n. ~ RH, então pa.ra ca.da. a E U c x E R L<'lllos 
que f o u,(x) = f(u,(x)) = f(ux) = (f(u))x = (f(u))i(x). Assim, .f o Ut = (f(tl))t · 

Agora, [U, f][R,ttt] = [·u/ 1(U),fo ·ut] = [R,fout] = [R,(f(u))t]. 

L e m a 1.2.11 Seja q E Q. Seja (U,f) E T tal que q = (U,f]. Enlâ.o f(1·) = f{'l', 
pnm lodo r E fl. 

Demon stração : Seja.m q = (U, f ] E Q e .,. E U. Ternos que 
q1· = CJI"t = (U,f)[R,1·t) = (R,(/(1·)),] = r..p(f(1·)) . Assim, obLclllos que· qr = .f(r), 
para. todo 7' E U. 

A scg11int.e proposição nos mosLra. urna propriedade irnporLa.nLc· d<' Q, qu<' s<'nÍ 
freq iicn Lclllcnl.e u t. í I izada.. 

Proposição 1.2.12 Seja q E Q. Seja (U,f) E T la/ que q = [U, /]. 
Então q{! Ç R. 

Demonstração : Por 1.2.11 temos que qU Ç /?.. 

Corolá rio 1.2.13 Pam quaisqne1'(j1 , ••... ,q11 E Q, e;,:iste U E T> tal qnc {{iU Ç H, 
1m·m cada i E {1 , ... ,n}. 

Demonstt·ação : P a.ra. cada i E {l, ... ,n} con:;idemtllOS ui E D t.al que· 
q;l t i Ç 17.. Ent.à.o U = n;'= 1 U, sa.t,ísfa.7, o corolário. 
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C o t·olário 1.2.14 Seja li um i.rlcal denso à rl-irci /.a r/c H c :-;cjn f : {} --1 I? um 

homo11w1ji.<:mo de R-mód1Llos à direita. Enlâ.o exi:;;le q E q tal que f(1·) = qr Jmra 
q na/quer ·r E U . 

D emonstração : Tomemos q = [U, f] E Q c aplicamos 1.2.11. 

L em a 1.2.1 5 Seja q E Q cU E 'D . Se qU = O enláo q = O. 

D emonstração : Seja q = [\l,f] E Q. Por hipótese q(U n V) = O. logo, por 
LL l l, f lunv = O. Logo q = [\1, f] = [U n 11, f lunv] = [U n \1, O] = [R, O] = O. 

Consideramos agora 1' um subanel de Q que contém R e vejétmos que, se R ó 
primo, T é um anel primo. Os subanéis de Q que contém R sã.o chanutdos de A116is 
de Quocientes à. Direita. de R. Vejamos a. 

P roposição 1 .2. 16 Seja R tt·rn a1tel p·ri·nto. E·ntão lodo au,el de q1toc·ie1tles à 
diTeit.a de R é primo. Em JHL'rliculw·, Q é um. a·nel 7n·úno. 

D emons tração : Seja 1' um anel de quocicnLes à. direita ele R. Suponhamos 
que cxistalll q f:. O c 7> f:. O em T Lais que qTp = O. De 1.2.12, existem U, V E T> 
sat. i s l"a:;,< ~ JidO qU ç R (' pV ç /?., pois 7' ç q. Do rato de q e /) HCr< ~ ll l nào nu lo:-;, 
<'X isl.<'lll 1/, E { I (' /1 E \1 ("0111 fjll. =I o c pv =I O. Colll () n é pr ill lO, l.t' l liOS 

O i (q·u)lt(JIII} Ç (rJ/171)·11 = O, 1111m conLnuliçào. Logo llélO <'Xist.<'lll l.;.is <'I<'IJH'Ill.os 

(/ <' I' <!111 '/ ', <' porl.an l.o '/' /! 11111 a nd prill l<>. 1\ prov;1. c:-;Lá. <"O IIt pld.él .. 

O conj unto dos elementos q E q t ai :-; que rrr = ·rq pa.r r~. ca.da. ·r E U {! dcllolll i lléHio 

Cenlra l izador de R em Q e denotado por VQ(R). O centro <.lc Q é o co11junLo 

C= {q E Q I qp = ]Hf \:/p E Q} . Vejamos o 

L ema 1 .2. 17 Seja q = [U,f] E q. ;ls seguintes condições sâ.o CfJUÍvalenl cs: 
(i}qEC.: 
(ii) B:â:;;te um ideal f de ll tal ((lLC u ç 1 e 1 E 'D, e "ll"IIL lwmomm}t:m w r de 
R -bimód1tlos f'" : f --1 R satisf azendo f" lu= I 
{iii) q E \IQ(R) 
Albn disso, se (ii) é verificado, ent/io f *( a)= qa, pa·ra lodo a E I . 

D emons t ração : ( i )~ ( ii i) lmedi<üo. , 
(iii)~(ii) Seja q = [U, f] E VQ( R) . Consideremos o ideal I = RU. E claro que 

I = RU E 'D, dc:;de que U E D. Defi nimos/"' : RU --1 Q por f "'(ü) = qa . O 
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resultado seg ue , desde que /*( lJ) Ç ll. De fa to, seja. o = 2:;~ 1 ·r;a ; E HU. l•:ntào , 
conto q E \IQ(R), /*(a) = q2:7= 1T i'Ui = L:;~ 1 Ti(jlL i · Agora, por 1.2.1 2, tc111os que 
r(a) E R. Logo f"(U) Ç R. 

(i i )=>(i) Seja p = [V, g] E Q um e lemento qualquer de Q. Queremos mostr(l.r que 
Cf7J = pq . De fato, Cf7J = [/ , f* ][\l,g] = [g- 1(1),/* og]. Tomamos x = ·uv E F 2

, onde 
/·' = .r; - 1(1), temos: 

r(g(uv)) = F (y(u.) ·u) = g(u) _r ("v) = g(ur(v)) = g(F(lLv)) . 

Assim , .r· o 9 jp = 9 o r IF2 e segue que qp = pq, já que 1"2 E 1) (por 1.:2.!J c l. :Lq 
(' que• r o 9 (' .r; o r sào holl\OillOrrislllOS de R-módulos à. dircit.a. de· H. Logo q E ('. 

Para. completar a. prova., su ponha.111os que I <1 H sat is faz as condi cJ>c's ( i i). C:on
seqiic ntcm eltle, q = [U, f] = [i ,f*] . Seja a E 1. Temos , por 1.2.9 e 1.2. 10, 

o qu<' cornp lc- t.a a prova. 

UC' agora. em dia.nf.e consideremos sempre /?.um ;wel primo. !Vlostrc111os a. segui r 
que C é um corpo. Sejam O =f. a E C c b E Q. Suponhamos que ab = O. l•:ntào 
O= Qab = oQb. Como Q é primo, b =O. Logo nenhum elemento de C ó Ulll divisor 
de ;,C'ro em Q . Em pa rticular, C é um domín io de in tegrid a.dc·. 

ObsNVC\Ili OS que s<' c E (.' cnUw por 1.:2.17 c·x ist.crn l/ <1 H<' f , 11111 lto lnonwdismo 
de R -billlóclulos, t ais que c= [U, I]. 

Proposição 1.2.18 Se 1l é p-riuw
1 

cnlâ.o C é ·um co·rpo. 

D emonstração : Basta verificar que Lodo O =f. c E C tem iuverso lntdtiplica.tivo 
em C . Sejam O =f. c E C e {) <1 R L(l.ÍS que cU Ç R (propos içâo l.2.12). Assim, 
por 1.:2.15: O =f. cU <1 R e a função g : cu t-t tt de cU em R indu~ um elemento 
d = [cU, g] E Q. Pelo le ma 1.2.11, temos d(ca) = g(ca) =a para. todo a E l/ . Logo 
(de - I )l/ =O e, por L.2 .15, de= 1, o que completa a prova. 

O corpo C é chamado de Cent róide Ext.endido de /l. O s uba.nd S ele Q gc:ra.do 
por R e C, is to é, 8 = RC é dito Clausura. Central de R. 

i\ proposi çào a. segui r nos mostra q uc todo a.n cl de quocientes i1 di rei Li1 de· H, 
que cont.énl a. clausu ra. cent ra.l de /l , l.ent co1no centro exat.a.JIH:nt.e o centro dc Q . 

Proposiçã o 1.2.19 S eja T ·tml anel de quocientes à. di1·eila de H f{tLC conl.ém S. 
Enlâo Z(T) =C, onde Z(T) denota o cenl·ro de T . 
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Demonstração : Seja c E Z(T). Porta.nto cl = te para. todo l E T . Então, 
como n Ç T, e1· = 1·c para Lodo ,. E R. Logo c E Vn( Q) e, pelo lema. 1.2. 17, (' E (,'. 

Assi m Z(T) Ç C. A ouL ra. inclus;-\.o <~óbv i a., desde que J E R c porta nto Z(T) = (.'. 

Um exemplo de anel de quocientes à direita de R, é o anel de Martindalc ddi rrido 
por: 

Q tv!ART = { q E Q I :3 O i= U <I R tal que qU Ç R}. 

I~ cla.ro que Z(QMAHT) = C, pois 5' Ç QMAn7'· 

J\ corr sLruç.ào do a.ncl QM tiH'J' pode ser feita de llmneira indepcndc nk de Q, 
Loma.ndo a. família 'I= { U I O i= U <1 R} em vez de V considerada aqu i, e 
T' ={f : Un --t Rn I U E Te f é um homomorfi smo} em vc:t. de T. 
(ver secção 2 de [14]). 
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1.3 Extensões Livres Centralizantes 

N<'sta secçc'io começamos definindo o que é urna extensão li vre cent.raJi~a.nt.<' dC' 
um anel R co111 unidade. O objetivo principal desta clisscrta.çà.o é estudar idca.is 
primos ('nl t.a.is <!xl.cnsões. 

Ai 1Hia IJ<'sl.a s<'<.'<.:iw, V<-!n ~ Jllos a.lgtJ Jl S <!Xc Jnplos d<' cx t.(!JI SÓ<'s li vn~s c<' JJ I.nd iz<ull.<'s. 

Seja R um a.nel com unidade. U11H\. cxtensáo S de U é d it a. uJna. cxt.ensii.o li vre 
<"<'JII. rali za nt.c· dC' f?. se S c: um 1?.-tnódulo li vre e existe um a. ba.sC' /~ = {c;} iE1l de· 
cletncnto::; H-ccniral i ~a.ntes tai s que a un idade 1 E E . Ou seja, 5' = I:iEO tiJH c; 
e xe; = e;x para todo X E R e qualquer i E n, e existe io E n tal que eio = 1. 
Denotaremos este fato por S = R[E]. 

Assim, qualquer a E S pode ser escrito univocamente como soma finita. 

a = L iEfl a; e;' onde a; E R para todo i E n. 
O c-é-s illlo cocri cie nl.e de a será dcnota.do po r a( e ). Por exenq>lo, pctra. o e le tlle llt.o 

a ( I C i Jlla., a( c i) = Clj para. t odo i. E n. 
DcfillilllOS o suporte de a como sendo o seguinte conjunto: 

sup(a) = {e E E J a(e) =/= 0}. É claro que sup(a) é um subconjunto finito de /i, 
para qualquer a E S. 

L e m a 1.3.1 Sejam S = R[E] (E= {c;}iEn) ttma extensi'ío Livre ccntmlizanle 
de R c H tun ideal de R. Entlio H S é wn ideal de S. 

D emonstração : 1;~ claro que O E H S 0. que H S é fechado par<~ d i fc rcnça. c 

produ to. Da,dos ll = I:.; 7'.;ei E S e h E H, ternos que tth = 'L,(r;fwi E H (e], d esd<· 
que I:! <l ! ( Mas H[E]R[E ] Ç H /l[E] = H S, e H S2 Ç li S. ComwqÜ<'II!.cmci JL<', 

H S' é um ideal el e S . 

L ema 1.3.2 S ejam R ·um anel com unidade e S = R[E} (E= {e;};En) unw 
e:rleu-5âo livre cenlmlizante de R . Dados dois ideais f e J de R, enleio: 
(i} I [ R] é um ideal eleS 
(ii) l [/i] .J [t:] = JJ [E] 

Demonstração : (i) Tmedia.Lo. 
(ii ) De::;de que 1 E E, Le mos que /.J[l.J'] Ç l (E]J[E]. Para. provar a. o1tLra inc lusào, 

basta. ver que, se o: E ! [E]e,b' E J [.t:], e ntàocr/3 E JJ [.t:]. Seja.tn O' E /[/·)] c f-J E .J[/•,'], 
por tanto ex isLctn ü; E 1,{3j E J tais que 0: = L;E0 n ;e; c fj = L 1E0 /3.1cj . Agora. 
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= L od3i( L 1'iikek) = L o;/3j1'iikek E f J [E], 
i,Jen ken i,j,ken 

onde eiJ = I::i,J,ken ·r ij k ek com ·~' ·iJk E R. 

Lema 1.3.3 Sejam R e S como no enunciado do lema ante1·ior. S e P é um 
ideal prúno de S, enleio P n R é mn ideal p1·imo de R . 

Demonstração : C laramente, P n R é um ideal de R. Seja.lll I e J ideais 

de R tais que I J Ç P n R. 8ntã.o f J[E] ç P. Como P é ideal primo d~ S c 
I[ B].J [ I~] = TJ [E] Ç P, ternos que /[E] Ç P ou .J [E] Ç P. Consc'q iicnLcnH' Il L<', 

f Ç P n R ou .J Ç P n R. Logo P n /l é u111 i deal prin10 de U. 

Definição 1.3.4 Um ·ideal I nâo nnlo de S é dito R - disj-u·nLo se f n /?. = O. 

Seja., como acima, S uma extensão livre cent ra.l izanle de fl. Se P é ulll ideal 

pri 1no de S, e ntão temos que R = P~/1 Ç S' = (Pnfl)[B] . De falo, seja. a E /?. c 

sllponhaJ nos q11e 7i = O em S. F:ntào a E P e conscq ti cntcmcnt.c a E P n R. Assim 
(i= o ('111 /?. Logo o holllOJliOrfisJJIO <p : H~ S', (>Jlde r.p(a + J>) = (/, + ( J> n /?.)[ 1~], é 
i nj<·Li VO (' portanto n ç S. 

L 1 3 5 '-' . 1> · I I · I .:...· /) u 7{ -" -I>[ I 'I e111a . . ,J C.JfWI u ( ' 11 Jll'l/110 r r· . 1 = /' n/l , . = (/'n /t )[ /·;J ~ t ·, r 

P = (Pn~;)[/·,']' b'n!.â.o p ~ p (' P (.; 1/.IIL -i.dcaiJn·-i.nw H-cli.:;jnnl.o dr ~-

D emons tração : Temo~ que ~ ~ f, é conseqüênc ia. do Teorema Cl<íssico do~ 

l::;onwrris mos (ver cerol. 2 pg. '16 de [2]). Como ~ ~~ c, por 1.1.(), f; <~ Utll anel 

primo, logo ~é primo. Usando novamente 1.1.6, temos que Pé um ideal primo de 

S . Vejamos qu<' P n R= O. Seja a E P c a= a+ (P n R)[ E] t.a.l qu<! a E fJ n R. 
Logo exíst.C' "E R sa.t i ~fa.zcndo a= L, onde~ h= {J + ( p n H)[ 1~ ]. 

Suponha.mos qu e a = a 0 + L:;::1 a;c; . Como a= L, lctll Os que 

a- b E (P n R)[E]. Assim, (au - b) + L~~ l a;c; E (P n R)[ E] , c COIIS<!qlien i.<'IIH'IIL<' 

ai E p n R pa.ra. todo i E {1 , 2, ... , n}. Também (ao- b) E p n R e Clltào ao E J> n u. 
Logo, a = a0 +L:;~, aiei E (P n R)[E], ou seja, ã = Õ e concluímos q ue P n R = O. 
O lema. está demonstrado. 
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Como consequência. imediata de:;tes len1a.s, te111os q ue, dado um ideal primo fJ 
el e 5' = /l[F], passa11do ao::; quocicutes P~H e (Pnfl)[E)' podemos supor que ll é um 
i-lll<' l primo \Olll unidade' c qu<' p é llll1 idea.l primo R- di.<;j'I.Lnlo de s·. 

Pa.ra l.errnina.r esta. secç~o, relacionamos alguns exemplos ele extensões livres 
cc ll l ra.liz<lllLes d<' Ulll a.nel R: 

(i) Anéis de Polinômios 

O a ne l de pol inôm ios a. uma inde terminada. X sobre R, de nota do por R[.>\] ú 
bastante conhecido. Temos que E = {X i LeN , o conjunto das potências da. inde
termina.da., é uma. base centra.lizantc de R[X] sobre R. É fácil ver que R[X] é uma. 
extensào livre ccntrcdií!.a nte de R. 

Com;idcrc lllOS agora. s = n[X'l , ... , .>.:"nJ, o anel de polinômio::; a.n iudetcnnina.dclS 
sobre R.. Também Sé conhecido. Seja .E1 = {X;1 X~2 

... X~" I ik E N,Vk E A} o 
conj un to dos produtos ent re as potências das indeterminadas, onde 1\ = { 1, 2, ... , n} . 
Enleio 1.;1 ó uma base cenLra.liuuüc de 5' sobre R e I E E 1. Temos que S <'~ u1mt. 

ext.ensã.o livre centralizantc de 5' sob re R. 
Observemos também que o conjunto de indeterminadas F não precisa ser comu

taLivo e ta.mpouco finito. rsto é, o a.nel de polinômios R[ F], fí' = { X.d .\Eíl sobrc 
um conjunto arbi t rári o ele indeterminadas, que comutem ou não, tambétn 0 uma 
cxtens<'l.o livre centra li &ant.e de R. 

(ii ) Anéis de fvla.trizes 

Seja n E N c S = Mn(R) o anel de matrizes qua.dradas sobre ll d<' d iiiH'IlS<lO 11. 

Defin imos élS matri zes Eii E S ele modo que a j-ésima entrad a. ela linha í de J.:;;i é 
L,(' as de mais cntra.da.s de Eij são nulas. Sejam F= {Eij};,jEA onde 1\ = {l , ... ,n}, 
/·(, = /·' \ { /~11 } , I a matrih identidade ( I = I::~ 1 t;ii) e /~ = 1·(, U {I} = {c 1 .. } kEO. 

Dado r E /?., idc' ll l. i[i ratl\OS r CO III ri c port.alli.O n ç .c.·. 1·~ 111 pil.rl.iculitr , I = I E /•,'. 
' l 'cll\\b(~l\1 (~ c• v i dc~nt.e que· r ck = q·r , J>lll'êt t.odo '/' E a c qualqt t<'l' C'J.· E /·,' . 

I~ i11wdiato vc rincar que cada ltJéü riz M E S <': dada por M = Li .. iE'' '!l'r,,~ l~ •. 1 

uui vocan JCIItc. A pm'L ir da.í, ó l'á.c il ver que J\1 = L ken (l)'q.ck, co lll r~,- E H, 
univoca.ment.e. Assim, S = L~·Eíl EJJ Rek e concluímos que S é uma c·xtens<'io livr<' 
centra.li z;-wt.e d e R. 



J.:r Ext.cn!jõcs Livres Ccnf.raliz;lllícs I 'i 

(iii ) Anel ele fvJat.rizes lnfinit.as 

Seja M(R) o anel de Lod<tS a.s ma.Lrizcs quadradas infinitas sobre R, onde ca.da. 
ma.tri& tent um número fin ito de entradas não nulas. Obse rvemos que, da.da.~ as 
lll<tt.rizes / \ e IJ em J\lf(R), existem1n,n E N La.is que A E Mm(R) c B E 1\t!n(R). 
S<'ja l = u1a.1: {1!1., n}. Ent(1o 1\ , /J E Mt(R) onde, se tHxcssário, ronlpldatllos llllt(l 
da.s lll<tl.rit:C'S COlll z<~ros. ;\ ssint, i\+ 13 c i\ IJ csUio defi11ida.s <· l.elllos tttlla. <·st.rulttr;t. 
d<' ;utd pan1. !\/ (H). 

Notc1nos que J\I!(R) niio te11l unidade. Considcrelllos então S = M( ll) f-t) H<' 
definimos a. a.diçào e a. tnultiplicaçào ern Selo scguint.e modo: Dados/\, f3 E M(H) 
c r,~ E R, (A , ·r)+ (JJ, :;) =(A+ f:J, ,. + .s) e (A, 7·)(B, s) = (i\fl +,c;;\+ 1·fl, n;) 

E fácil ver que S é um anel c que (0, l) é a unida.dc do a.ncl S . 
Conside rando o exemplo a.nt.erior, obtemos que i\1/ (R) = ~':"'._ 1 ErJ RR;1 • Assim, w.,,J- . 

s· = l:~;= t <J> fUo)i.1 8J IV é uma ext.ensào livre cent.ra.liza.nte ele R 

(iv) Anéis de Grupo 

Sc·ja. ( ,' lllll gnq>o. Collsid<~r<' lll Os o s<·p;ttillk colljtllll.o: 

fl(,' = { L gEí.' '1'!19 I 'l'y E R c ·ry = O exceto pa.ra. 11111 ntímcro fi11ito de .,.!1}. 

Definimos em fi(,' a adição c a rnultiplica.çào do seguinte lllodo: 

L 1'g.f} +L Sg.(} = L(1·!1 + .Sg).(} 
,qEG gEC yEG 

Para. dois elementos r9g e SJ.f de RG' definimos ('r9)(sJ) por (TysJ)gf <', lllats 
gera lmcn L c, 

(L 1'g9)(l= 8 1 I)= L( L 1'a8 1 )h 
gEC ]EC hEG gf=h 

O conjunto RG', com esLas operações, é um anel chamado de anel de grupo d<' (,' 

sobr(~ R. 
Temos que C: é uma. base centra.liza.nLe de RG sobre R c, considera.ndo o mono

lllorri!:>li10 de R em RG' dado por , . ~ Te , onde e é a. unidade de C', obtemos 
que R ç RG c ] HG = e E G'. Assim, é rácil ver que RG é \lll1a. cxLcnsào livr<' 
cenLraliza.nte ele R (ver §1.2, ex . 1.7.18 ele [19]). 



1.:1. J·:xt.ensôes Livres CcnLra.li :-:anLcs I ~ 

(v) Prod11t.o Tcnsoria.l sobre Corpos 

Sejam L um corpo e R e f{ duas L-á.lgeb ra.s . Então o produto Le nsoriaJ 
S = R ®Ll( é uma extensão livre centralizante de R. De fato, sejam B e B' bases de 
R e !\ sobre L, respectivamente. Então temos que C = { b ® b' I b E 13 e b' E ll'} é 
uma. ba.sC' de 8 sobre T,. Além disso, temos que R Ç 8, via o monomorfismo canônico 

<p : R -t n ® L f( definido por <p(1') = 1' ® 1. Temos que E = { 1 ® I/ I b' E B'} é uma. 
bas<' <·c·nt.ra.li?.a.ntC' d<' S' sobr<' R<' I= I 0 1 E R (ver secção 1.7 de [19]) . 



Capítulo 2 

Ideais Primos e Ideais Fechados 

2.1 Ideais Fechados em Exte nsões Livres C e n
tralizantes 

S<'j<tlll H ll 111 anel pri 1110 (~ s· lllll<l. cxt.cn:;<l.o livre CC I ILral i ;~,;IIIL < ~ d< ~ H. S<~.ia. I 11111 

idca.l /?, - d·isj-unlo eleS' . Um elemento nào nulo a de I é dito de suporte rn ín imo em 
1 se pa.ra. qualquer b E 1 com s·up(b) C sup(a) ternos b =O. Denotamos por M(I) 
o conjuuLo de todos os elemenLos de suporLe mínimo em} . A min illl<Llida.de de I é 
definida por Min(J) = {sup(a) I a E J11(!) }. 

D efinição 2.1.1 S eja I ·um ideal R - dis j unto de S . Chmnamos de f echo do 
ideal I em S ao conj1mto [.T]n = [J] = {b E SI :lO =f. H <l R : bH Ç I} . 

Omitiremos o índice R em [I]n, sempre que esteja claro no contexto. 

Le ma 2.1.2 Se.ia f um. ·ideal R - disj·anto de S . Então [i ] r: ·cw1 úlcul 
R - disjunto de S que satisfaz I Ç [I] e Min(I) = J\1in([I]). 

Demons traçã o : I~ fá.c il ver que [J ] é um idea l de S' contendo I , d<'sd<' qu<' f( 

é primo. 
Suponhamos que r E J\1in(I) . Então existe o =I= a E l\11(1) com Sltp(a) = !.', c 

também a E [I] . Agora. seja b E [I] tal que S7tp(b) c r. Temos que ex iste o =I= 11 <li? 

sat isfazendo bll Ç I. Como sup( bx) Ç S7tp( b) C [' para. todo :1: E JJ, temos que 

bH = O e assim l1 = O, pois R é p r i1110. Conseqüentemente, a E M ( [i]) c portanto 
I' E i\/ ·in([ / ]). 
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Heciprocamente, assumimos que r' E Min.([ J]). 8n~ào existe a E M([l]) la.l 

que sup(a) = r e ex iste O -=J H <l R com alf Ç /. Outra vez Lemos que para 

qualquer :r E 11 , .sup(a:r) Ç sup(a). Corno a E M((I ]) c ax E 1 Ç [i] para cada 

.r E Tl, obtemos que ou sttp(a:~;) = SUJJ(a) ou snp(a::v) = 0 (isto é a.x =O) . Ma.s 
a TJ -=J O jt1 que R é prirno, e assin1 exisle a: E H ~ai que ax -=J O e sup(aa:) = r'. 
Comwqii<'IIL('Jllf'Jli.C' r E M in(!) (pa.ra. h E I com ::mp( b) c r t.cmos h = O, desde 
que h E [1] e l' E M ·in([ J]) ). Logo Min(J) = Mín((J]). Agora. Larnbén1 é· claro quC' 

[1] i> R- di...-juu.l.o. 

Definição 2.1.3 Um ideal /l - di.sj-unlo I de S c' di/o fecho do st [ 1] = I. 

O t eore ma a. seguir dá uma caracterização elo fecho de um ideal 1l- d-isjunlu I 
de S, 0111 função das minima.lidadcs ele I e de [1) . 

T eorema 2.1.4 Seja I um ideal R- disjttn-Lo de S. Então [J} é o maio1· ·ideal 
J de S que contém I e satisfaz Nfin(J) = 1'1in( I) . 

Demonstração : Seja.} u!ll idea.l ll- disjunto de S co111 I Ç J c 

Min(J) = Mi·u(l). Suponlléullo::; q ue I~= {<.:J, ... ,e11 } E M ·in( J ). Sejil 

o= L~
1

= t o;e; E I com sup(a) = 1'. Se b = 2:~~1 b;e; E J entào (bxa 1 - b1xa) E J 
p<:ua. t.odo :r E /l. AiHda ::mp( b:ta 1 - b1:-w) C r e conseqi.ientelllente bxa 1 = b 1 :~;a . 
l'vias b1xa E f e portanto bxa 1 E 1. Segue que bRa1R Ç I. Logo existe um iclealn <1o 
nulo H= Ua1R de 17,, que depende somente de r , satisfa.~endo bfl Ç I , para. todo 

b E J co111 .slLJJ(b) = L'. Is~o nwsLra que b E (i ]. 
;\gora. s uponhamo:; q uc I ' = { e1, ... , et} ó q ua.lq ucr su bconj 11 11 Lo fi 11 i t.o de g 

UsarelllO::i inclll(;ão pa.ra mostrar que existe O -=J H <l R tal que bll Ç I para qualquer 
h E J com 8'tlJJ(b) Ç 1~. De fa.Lo, se L = L a. afi rm ação segue pela prirneira parte. 

J\ssilll, podcJnos supor qtw I> I<' I'Xisl.<• <'E M( l ) \0111 :HLJ!(c) C 1'. SC'ja 
<· = c: 1c 1 + ... + c,,,c11 , 011dc 11 < l. l)clit hipóLcsc de induçú.o, existe 11111 idc<t.i /·' niw 
nul o de I? Lal que dF Ç 1, pa.nt Lodo dE J com .'S'ttp(d) Ç {c·2 , ... ,c t}. SC'ja h = 
b1e1 + ... + btet E J. Se b1 i= O, para cada x E R consideramos dx = b:1:c, - b,:l;c E .J. 
Desde que S'tlJJ(dx) Ç {e2 , ... ,et}, nós ternos por hi pótese de induçào, que d~.Jt' Ç / , 
onde O -=J F <1 R . Também b1a: E F Ç f e conseqüentemente hc, F Ç I. O 

m esmo resultado é verdadeiro se b1 =O, desde que, neste ca.so, sup(b) Ç {c·.!, ... ,ct}. 

Portan~o bRc1F Ç J. Logo b E [ T] e então J Ç {J]. O teorema. está. demonstrado. 

C orolá rio 2.1.5 Seja 1 ·n·1n -ideal R-disjunto de S. Entâ.o (I] é o rnc1w1· ideal 
fecl/.fulo de S qnc contém 1. Em Jla·rticula·r, [I] é o único ideal .fcclwrlo de 8 fJtU. 

conlfm I r· ~a/.i,.:;fa:: Ahn([I]) = M ·i.n(l). 
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Demonstração : Por 2.1.2, temos que J\ifin(I) = Nhn([J]) 
assim, pelo teorema. 2.'1.4 [I] = [[ T]], isto é, [ J] é fechado. 
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i\if in ([[ 1]]) c 

Para. termin ar a prova, mostremos que [J] é o menor ideal fechado de 5' que 
conlélll I. Seja. L um ideal fechado de S com I Ç L Ç [i] e b E [!]. Temos que 
<'xis\.<' O =/: ll <I 1?. t.a.l ([li<' bfl Ç I Ç 1~ . Conseqlientcmentc b E [ I~] = L c assim 
[/] Ç I, . i>orl.<ull.o I, = [ / ], n>tllO q~tcrÍa.tllos. 1\ lltli cid<~de cil.<~.d a. 110 c:tllttt c i<t.do c'• 

Proposição 2.1.6 Todo ·ideal primo R - disj ·unlo de 5' é f echado. 

D emonstração : Seja. P um ideal primo R- disj1mlo de S e b E [ P]. Ent.é\o 

existe O =/= H <I R ta.! que blf Ç P c porta.uto blf S Ç P. Como S é uma. ex tc11 ::; ii.o 
li v r<' c<'nt.r(l l izant<· de R, lemos que fl S' <I Se por 1.1.5 temos qu<' h E J>. Logo 
P = [P], ou seja. P é fechado. A prova. está completa.. 

Nós podc tnos defin ir [J] por unt cant inho dua.l: 

[ !]· = {v E s 1 3o =1 11 <1 n : 11 h ç 1}. 

Podenws prova.r como a.nles que [i]• é o ma.ior idea.l J ele S que cont.ém i c sa.t isl'<t'l. 
Min(J) = Min.(/ ). EnU\0 pelo teorema 2.1.4 segue que[!] · =[!]. 

Para dctttOttstrar o Leorc ltm 2 . .1.4 c o corolário 2.1.5, nós us<uno::; ::>OlliCIILC qu e: .f 
é um ideal à di reita de 5' . Assim, se I é um ideal fechado e L é um idca.l à. direita. de 
S cotlt I Ç L e Min(Jj) = Min(.T), eutào L= 1. O mesmo resu l tado é verdadeiro 
para. um idea l à. esquerda, como se pode provar facilment,e usando él dcri niçào dual 
do fecho [ ! ]. 'fetnos o seguinte 

Corolário 2.1.7 Stja111 I c ./ úLc·ais /{ - disj1111l.o.« dr ..... ·. c ·"' '.la I. t /111 itlculti 
din i la ( c.:;q nc rda) de S' . 
(i) Se f Ç J eul.iio [!] Ç [.J ]. 
(ii) Se f Ç .} e Nfin( I ) = M in(J) entâo [.T] = [J). 
(ih) Se 1 é fechado, L 2 f e Min(L) = J\!fin(I) enleio 1 =L. 

D e mons tração : (i) Se· T Ç J então f Ç (J] c como (J ] é> unt ideal J'cclt<Hlo, 
obtemos que [ T] Ç [J ], já. que [i] e~ o ntcnor ideal feclJHdo que co Jt t.Óll t I. 

(ii ) 'i'<' tttos qtt<' I Ç .f Ç [.! ]c Mi.n([.J]) = Miu(J) =!'v/-in(!). Logo [ / j = [.J j. 
( i i i ) l·:suí provado 1 11-t. ohs<·rvaç<io <tJII,c rior ao corol rí.rio . 
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A seguir mostraremos que o l'echo [i] de um ideal R - disjunto 1 de 8 é ta.mbé111 
o fecho de RM(l) (ou seja, [S'M(J)]n = [J]R). Para isso, consideramos as seguin tes 
notações: Da.do f um ideal R- disj·unto de S denotamos 

7 = {b E 5'130-:/: 11 <1 !?. : b/1 Ç S M(!)} = [S'M(/))u c 

7 = { b E s 1 30 -1 11 <1 a : bJI ç R1\d'(l)} = [RNI (J )]H· 

C orolário 2.1.8 Seja I um ideal R- disjunto de S . Enllio [I ]= 7 = 7. 

Demonstração : É claro que f Ç 7 Ç [I], já que RM(J) Ç SM (J ) Ç 1. Seja. 
b E [J) com s·up( b) E M(J) . Então existe O -:/: H <I R tal que bJJ Ç 1. Sejam 
b = 2::::~ 1 b;e; e h E H. Assim, bh = 2::::~ 1 b;e;h = 2:::;~ 1 b;hei E /. Logo bh = O ou 
S1lp( bh) Ç sup(b) e portanto bh E M(f) . Logo vale que bJJ Ç M(/)U {O} Ç /( J\1 ( 1) 

e conseqüentemente b E 7. 
Pelo mesmo raciocínio usado na demonstração do teorema. 2.1.4, nó::; podemo::; 

lllOSLrar que para qualquer ::; ubconjunt.o finito r' de [i; existe Ulll idea.l 1 1~0 n ulo~·· de 

R satisfazendo dF ç r, para. todo d E [!]com S'l.lp(d) ç r. Segue que [I] ç 7 c a 
prova está complet.a. 
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2 .2 Ideais Fechados em R[X] 

Nesta secção R continua. sendo um anel com unidade . Aqu i, mostraremos que o 

fecho de um ideal I de R[X], fica. delermina.do por um polinômio f de lllÍnimo grau 
e!ll T. Isto 0 bcn1 ma.is simples que considerar Lodos os elementos de suporte niÍllil llO 
d(' I . 

D <~.do .11 E /t.[.Y J, l lll l po lii iÚIIIio nit.o lll il o no anel de polinÚ111ios f(.[X], dcnot<llllos 

por d.r; o g rH.u de !J c por /c(.<;) o CCH' fi ric:nl.c' dornin a.nl.c de .<J. P a .n1 11111 idea.l I n i\.o 

nulo de R[ X], i) I denota. o mínimo dos graus dos polinômios n<l.o nu los de I , isto c\ 
di = min{O.<J I O=/:- 9 E 1}. 

Consideramos agora. os seguintes conjuntos: 

I' = l 'n = {/ E /l[X]I arf = fnt, 'íh· E lt.; a = lc(f)}. 

Pa ra. I E l' o La.l que lc(f) =a 

[f] = [f]n = {g E R[X]I30 =/:- H <1 R,gHa Ç R[X]f}. 

Sempre que estiver claro no texto, omitiremos o índice R em r n e [f] R- Vejamos 

o seguinte lema.: 

L ema 2.2.1 Seja f E r com âj;::: 1. Entâo [f] é um úleal H - disjw~lo rir. 
R[ X], o qual contém. f co·mo polinô·mio de nLininw gnm. 

D emon stração : É fácil ver que [I] <I R[X]. Desde que / ?·a = m·f E R[X]f , 
pa.ra. todo r E R onde a = lc(f) , nós Lemos que f E [f] . Suponhamos que exista. 
O=/= 9 E [IJ sa.Lis fm~endo Ôg < âf. Entilo ex iste O=/:- H <1 R ta.l que gf-Ia Ç R[X]/. 
Pa.ra. h E 11 , existe k = kh = X"1bm + .. . + bo E R[XJ COIII 9/ta = kf . Tc:JJJos <jll<' 

bma = O. lk faLo, se bma =/:-O então ô(k.f) = m + âf > Ôg 2:: d(_qha) . Alén1 disso, 

pa.ra. Lodo .,. E R, gha1'(L = kfnL = kw}. 

Assumimos por indução que bia = O pa.ra. qualquer i = m, ... , m - .., + I. Da. 
igua.lda.cle ghanL = km-.f' pa.ra todo 7' E R, obtemos que bm-sara = O, pois se 

b,.._sm·a =/:-O temos que â(km'f) = (m-.s)+âf > Ôg 2:: â(ghm·a). Seg ue que 
h,.. __ ,a = O, pois R é primo e a = lc(f ) =/:- O. 

í\s~im ghanL = O V h E H , r E R c conseqüentemente g = O, desde quC' /l[X] é 
primo (I. L.8(i)). A prova. estéÍ completa. 

O l<'lllil a scg11ir r<'laciona [JJ c [f] p;1m dois poliuô111ios I<'/' <'111 1' . 
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Lema 2.2.2 Sejam f, f' E I'. !ls scgu'inles cond·içôes são equivalentes: 
(i) [I) ç !f') 
(ii) f E [f') 

Demonstração : ClarantcnLe (i)=>(ii). 
( ii )=> ( i) Sejam a = lc(.f') e a' = lc(f'). Se g E [f) euLã.o existe O -:f H <l R ta.] 

que gll a Ç R[X]f. Além disso , f E [/') e porta nto ex iste O -:f H' <l R ta l que 
fH'a' Ç R[X)I' . Temos que gHaH'a' Ç R[X)fH'a' Ç R[X)f'. Logo g E[!'], desde 
que O -:f Ha11'. 

Do lema <1.cima obtemos facilmente o 

C orolário 2.2.3 Sejam.{, f' E r . São equivalentes: 
(i) [f] = [f'] 
(ii) I E [/'] e I' E [f] 
(iii) fra' = w'f' e a'1'}' = f'ra, para qualquer,. E R, 
ondr a = Lc(f) e a' = lc(f') 

D emonstração : (i){:}(ii) l media.Lo. 

(ii i)=>(i i) Por hipótese, p<U'él. qua.lqucr ,. E R temos que f1'(/ = arf'. l•: tt l.kio 
fRa' Ç ll[X]f' e porta nto I E [f']. Ât1a.logamcnle, temos que I' E [f] . 

(i) => ( iii ) ]'emos, pelo lenta 2.2.1 , que ô.f = ô.f'. Assim dado r E /l, 
h,. = fnt.' - orf' E [I] c• ou h,.= O ou fJ(h.,.) <()f. NovanH't11.<' pc•lo lctlt<t1.2.l, l.c•tll<>s 

que· h,. = O pa.ra qualquer 7' E /?,. Logo f'ra' = m'f' pa.ra. todo r E 1(. !\ tl <tlog<t.lll Cill.<' 

Le mos qtl<' (t.'·rf = f'r a, onde .,. E R. 

Como 11a secção anterior , 111(1) denota o conjunto de todos os elclllcnl.os de 
s t1port.c lllÍltilllO <'lll I , para. I 11111 idca.l de• !?.[X]. 

Lema 2.2.4 Seja 1 'U1n ideal de R[X] e f E 1. Se àf = â1 cntâo 

.r E 111(1) n r . 

Detnons tração : Pa.ra. ·r E R, con:;idera.u10::> h,. = f'ro - m}, <)lld<' o = lc(f). 
É claro que fJh,. < Ôf ou h,. = O. Por hipóLese, h,. = O jéÍ. que h,. E 1. A~:;itn, 
f1 ·a = arf pa.ra. todo T' E R e conseqüenLernenLc I E r. 

Supo11il amos que f ti M(l). BnLào existe O=/= g E 1 Lal que s-up(g) C .sup(f) . 
S . '\'lt b X'i ,. '\'ll Xi b b D h' 't . '1 

CJam g = L..!i=O i e . = L...- i=O ai , a = a,l e = n · a 1po ese exts~e 

O :5 i :5 n t.al que b; = O -:f ai. P ara. r E R defin imos h ,.= w·g- f'l'l> E ./ . Logo 
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hr =O. Olhemos o coeficiente de X' em h, .. Segue que O= (arb;- a;rb) = - a;rb. 
Assim pa ra todo 1· E H te rnos que arrh = O c a; =f. O. Conseqüe nteme nte b = O, pois 
H é primo. ;\:;sim, 9 =o pois Ôf =o i. Isto contradiz é\. hipótese de que I r:J. M(J). 
O le ma. cst.á. de mo nst rado. 

Definição 2.2 .5 lh n idw l I de /l(X] c~ dilo um 'idcnl vrinci. pal f ccluulo .-; r; c:óstc · 

f E I ' tal qcu· [f] = f 

Teorema 2.2.6 Sejam !l nm anel primo c 1 um ·ideal R - disj-nnl o ele U(X ]. 
E'nl.ào e;risl.e um meno1· ideal principal fechado (i]' de ll[X] o qual contém I . ALém 
disso, [f]' = [.!] pam qualqne·r .f de m í-nimo gran em f. 

Demonstra ção : Seja f E 1 tal q ue ôf = ôl = n e a = lc(f) . P or 2.2.4, I E 1'. 
Se 9 E I c Ô9 = n, temos q ue 9.,.a- br f E I , para todo 1· E R o nde b = lc(9) . 
Conseqüentemente, 91·a = ln} E R[X].f, para qua lquer 1· E R, c assin 1 9 E [I]. 

Sup011h a mos por induçã.o que para. 9 E f com Ô9 ::; m - 1 nós te rllOS 
9Ha Ç R[X]f para H = RaR ... aR (onde R aparece (m- n) vezes). ConseqüentC'
mente 9 E [.f}. Tomemos k E I tal que ôk = m , d iga mos k = X mcm + ... + c0 c 
c= Cm · Para 7' E H , seja /.;,.= ha- x m-ncr f E / , pois 1.~, f E J. 

DcsdC' que dk,. ::; m - I, l.:,.fla Ç lf.[X]l c segue que kl?o. lfa Ç R(X ].f. Isto 
completa. a. prova. de que 1 Ç [.l ]. 

Agora suponhamos que f Ç [f'] para algum f' E [' . Desde que f E 1, por 
2.2 .2 ternos que [f} Ç [I']. EnLào [/] é o menor ideal principal fechado de /?.[X] que 
contém / . O re::;Lo é claro . 

Definição 2.2.7 Seja f um. -ideal U- dú;junlo de R[)(). O idcul [ f ]' drjiuido 
no /.eorenw 2.2. 6 sení chamado de ideal Jn·incipcd f echado associado à f. 

Observamos que um ideal R - disjunto i de R[X] é principal fechado se e so111enL<' 
se I = [.!]'. O nosso objetivo agora. é most rar que [1}' = [J}, o11de [J ] é o fed10 de f 
estudado na. sccçà.o a.nterior. Ou seja, mostrar que [f] = [I ] para qua lquer f E I tal 
que ()f = ôi ( corol.2.2.9) . P1u·a is::;o, vejamos o 

Coro lário 2.2.8 Seja f tun ideal R- disjunto de R[X] . l:;nliio [I ]' {o maior 
i.d c:al .) dr· ll[XJ o q'/Ud con/.é'JJI. f e satisf az ôJ = Dl. /.:}m. parlú:u/a,· [f]' r~ o únif'o 
id('(JLJJrinr·iwtl frrhotlo de!?[.\' ] o qual co11fém f r sal.isfaz iJ( ! J' = iJI. 



2.2. Idea.is Fecha.dos em R[X} 2G 

Demons tração : I~ claro que à[ /]'= àl. Suponha1110s que <!xisl.a .} <1 U[X] 

:satisfat::eudo i:JJ = ül = n c J 2 I. Se .f E 1 com ô I = n entà.o f E J c a.ssi tn 
J Ç [f] = [ /]' pelo teo rema 2.2.6. O resto está. cla ro. 

C orolát·io 2.2.9 Se.ia 1 un1. ideal !?. - disjwtlo de R[X], e f E f .-;a/isfo::r,ndo 
ôf = Di. Enlào [I] = [i] . 

D emons tração : Sejag E [f] .EntàoexisteO f. H<JR tal quegHa Ç R[X]I Ç 1 
pois f E 1, onde a = lc(f ). Conseqüe ntemente gll aR Ç f e por ta.tt l.o 9 E [ !] . 
Logo [f] Ç [f ]. 

11cciprocamenle, sendo que f Ç [ / ] segue que ô[ I] :::; ô I. Por outro lado S<' 

g E [J], temos que ex iste O f. 11 <J R tal que gli Ç f. Ass im, para h E 11 existe 
1.: E f ta.! que gh = k, com algum k uão nu lo. Para. csLe /,; temos ôk = ô(gh ) ~ g c 
<'lll.<lo scgu<' qu<' à ! ~ D[ / ].Logo ô[I] = ô f e pelo corolél.ri o <lllLNior [f]= [1]. 

Obsc:tTa.mos que c:m [5], a tllinint a.lida.dc d e lllll idc<d 1l- di :; ju11.lo f d<' H[.\' ] 
<~defi nida. por M in( l) = nt:in {ôi : O f. I E f}. Aqui, Mín{fJI : O f. ./ E I } <~ 
dc·notado por àl e Min(!) denota o conjunto dos suportes dos elementos de suporLe 

tllÍtt Ítno pnLencetlLes it I. 
Pelo coro lári o cwl.crior, vctllOS que pa.ra. utn ideal f no a.nel d(~ poli tlÔill ios H[X] 

podctTlO!:i definir o fecho[ /] a pa rtir de ôl (como em [5]). 
Assi111, dado um ideal R- disj-unto f de R[X], dizer que I é utn idc'a.l principal 

rcchado (I = [f] pélnl I E I COIIl ()f = a I) ó cquiva.lcnl.<' a. cli'l.<'l' (j ll(' o id<:nl I c', 

l'c·~cl mdo ( I = [I]) . 
Se 1 Ç J sào dois ideais ll - disjwtlos de R[ X] enlào M in( I ) = M in( J) se 

c soment<' se ôl = ô.J. De fa.to, se J\1/in(!) = Min(J) Lemos que [! ) = [J). lvla.s 
[I) = [f] pa.ra. f E I com ô f = ôi e [J ] = [g) pMa Ôg = ô.J . Como [!] = [ .J], temos 

que ôj = Ôg c conscqiicntemcnlc ôf = ô.J. Rcciproca.mc nl.c, se () f = rJ J , oht.c:mos 

que [I ] = [f] = [J], para. f E f Ç J com ô.f = ôl = ôJ. 
Obser vamos ainda. que dado o i= 1' E /?. entâ.o .,. E r c conscqiicnt.c•tllCII I.C 

[1·] = R[X] . Assim, se T é um ideal de R[X] tal que I n R f. O, definilllos [i] = /l[.X] 
<' [O] = O. Temos então o 

Corolário 2.2.10 Sejam. 1 c J idea·i:;; de R[X]. Enlâ.o 
(i) [[I ]] = [I ] 
(ii) Se f Ç J então [I] Ç [J) 
(iii) [[ /] + [J ]] = [./ + J] 



2.2. Ideais Fechados em R{X) 

D e monstração : (i) Se I n lt =O o rcsullado segue por 2.2.o. S<· I n N f:. o, 
pela. ohserva.~:ào acima LelllO::; que [i] = ll[X] = [[i]]. 

(ii) Se f n R = O, Lemos que [i]= [I] para. f E 1 La! que ôf = 81. Como f E J 
Lemos que (pelo lema 2.2.2 :se J n 1l = O) que [/] Ç [.J] . Se J n H :J O, é clcu·o qu <' 
[1] Ç [.J] = /?.[X]. 

(iii ) Do l"a.t.o d(' I + J Ç [/) + [.J] temos que[/+ .J) Ç [(/) + [.JJ). Agora. 
{!],[.i] Ç [/ + .J] e portanto [!]+ [.J] Ç [/ + .J] . ConseqüenLcmeule 
[[J) + [.J]) Ç [[J + J]) = [J + J] . O corolário esLá demonstrado. 

O Leorerna a. seguir caracteriza os ideais R - disjuntos de R[ X] que são primos: 

Teorema 2.2.11 Seja. P um ideal R- di:;jwüo de R[X]. f:)ntúo r> é p-ri11w ::ot· 
c some-nte .-:;e P é nw~t:imal com n:speito a propriedade P n R = O. 

Para. de monsLra.r est.c teorema, precisamos do seguinte lema.: 

Lema 2.2.12 Seja L um ideal R- disjunto de lí[X] . Sejam f E /, Lnl que 
ôf = ô.L = n e a = lc(I). Seja g E L ele g1·au 1n} com b = lc(g). Enlrio pa·m toda 
fann'lia a 1,a2, ... ,am- n E R existe h E R[X} com ôh ~ m. - n tal que 
.f ao h = (f};:~n aai)g 7m·m todo ao E li. 

D e n1onstração : Demonstrare mos por iuduçe:\.o com respcit,o a (111. - n) . S(' 

m = n , tomamos h = b e va le fa0 b = aa0g, para Lodo a0 E R. Scj<l ·"'· - n > O. 
O I E R I r. ' I ,. I v m-11 I ' t ' r') I < a.c OS UJ, (/. ·2 · ... , (lm - n CC ll111ll0S _(f = aam-n.cJ-. <L111 - 11 >A • '; l i ,(10 f} 111 

pois o codicient.<· de xm em _(]1 ó (<Wm-nb- aCLm -nb) = o. Logo éJ.r;' -/I < '/// -11. S<-ja 
m 1 = Ôg 1

• Por indução temos que para. qualquer famíl ia. c 1, c2 , ... , Cm'-n E I? <·xi::;L(' 

h' E /?.[.\]com ôh' :::; 111
1

- n t.al q u e' fr0 h.' = (fC'~~~~ or'i)g', pa.n1 t.odo r·o E /?. 

ivl a:; (!T'~~ ~~ ac;)g1 = (fJ:'~(~ lt a c i) ( aam-n9- fam-nbX"'-" ) c porLa.nLo lc1 110s que: 

nt'-Jt llt ' -n 

fcoh.' = ( TI aci)aam-n9- TI (ac;)fam -n bX.,1
-n 

i:O i:O 

pa.ra qualqtH'r c0 E R. Como d f = ÔL LCII\Os que f E I' c porLa.11 LO L('lllos: 

111
1
-11 

I ,, - Jt 

II I. I v ·n· - ···· f' ac; a"'_" J,'\ = . . II 
i=O i=O 



2.2. lclc;:li.., Fechados em 1?-{X} 

l,ogo 
1n 1-u 

I. (!' rr l v m-n) ( rr ) . Co I, + ac;am-n ! /\ = aCi <tam-ng 
i = O i = O 

para qualquer co E /l. 
O resultado segue, se tomamos Ct = a, ,c2 = a2, ... ,cm'-n- 1 = am'-n- 1 e 

Os dois lemas a segui r demonstram o teorema 2. 2.1 1 

Lema 2.2.13 Seja P um. ideal de it(X] que é nw:~:imal com. ·respeito a pro
p-riedadr· e n R= O. Entüo P é primo. 

D e rnonstração : Seja I e .J ideais de /l[X] tais que P Ç J, P Ç I e I J Ç P. 
C:on iO e n !?. = o c H ó pritno, segue que I n a = o o u J n n = o. Logo, da. 
ltipó!.c·sc· scgnc que I = P ou .J = P. Por 1. 1.7 Lernos que I ) é Ulll idc•a.l pritno, o qttc· 
dcrnonsLra o lema. 

Lema 2.2.14 Se,ia P um ideal ]Jrimo n- disjunto de R[X] (J) -:f 0) . J;;ntiw I) 
é m a:vimal com ·rcspe·i/.o à JJ'I'O vriedade p n R = o. 

D emonstração : Seja L um ideal de R[XJ tal que P ç L, L n R = O. Se 
DL= ôP e nLâ.o L Ç [P] = P, e porl.anto L= P . Suponh amos que ô f, < ôP. Seja 
.f E P e 9 E L t.a.ís q ue ôf = (}P = n e Ôg = ôL = m corn rn < u . Pelo lema :2 .2. 12 
(esco llt c ll clo uma. famíli a. a 1, ... ,a,._m) ex iste h E H[X] com Dh :::; ·n - w . t.a.l que• 
gaoh E P , para. qualquer ao E n. Conseqlicnt.ement.e, g ll(X ]h ç jJ CO IIl h r}. fJ , pois 
oh s; n- m. < n = ôP (m = O=> L n R =/:- 0) . Logo g E P e porLa.nLo n = ()J.> s; m. 

o que é uma. contradição. O lema. est.A demonstrado. 

O ~wguinl.e coroléÍ.rio é evi clc· tllc: 

Corolário 2.2.15 
(i) Qualq·uer ideal ]JTimo R - di.'5j'tmio de R[X] é vrincipal f echado. 
(i. i) Um ideal vrincipal f echado é 7rrinw se e somente se ele é maxi.mrd no co 11jun l o 

d c I o dos os icleai:;; vrincipa·is fechados ele R[ X] . 



Capítulo 3 

Extensão e Contração de Ideais 
Fechados 

3.1 Extensão e Contração em Q[E] 

Sejam R um a.nel primo, S = R[E] uma extensão livr<' C<'tttrali 'l.il tt Lc dC' I? c I 
Ulll iclea.l R- disjunto de S . Para r E Min(l) e c E r, dc noLa.tllOS por Or, .. (/) ao 
ideal ele 1?. definido por Ot' ,e (/) = {:v E/?, l3b E I : sup(b ) = I' c h( <; ) = :1:}. ColiJO 
dcnot.élmo:s na :;ecç:<i.o 1.2, Q {• o a ne l completo de quocieuLcs il dircíl.<t de !?. c C: <~ o 
n•ttlro de Q. 

Como o cent ra.liza.dor de ll em S é um subanel Vs(R) = Cn[l.!)] onde Cn é o 
CC'Iltro d<' a, l,(•tnos que [, = Q (.:?Jc/1 Cn[ R] é ll lll anel contendo Q (' ,C.' . A lf.rn disso, 

L é utlla c:dcttsào li vre cctttrcdiz<l.ntc de Q co111 <t tll C:S ilta base J;, idc11 t ificattdo < 
com 1 0 c, pnra. cada. e E B. Dc nota.r('tnOS L = Q[ E] . Conscqi."tcn!.~llWtt l.c pockmos 

considera r :;· = H(l_!t'J Ç (J[ej c Lambéttt C( !_i;J =C 0 cn CH[e] = llq(J·:j (Q) Ç Q[/·;j. 
F'ina lmcnLc, se T é um a.ncl de quocienl.cs à direita de R, então T [ R] é um subanel 
de Q[E] ( wntendo /l[ t:]) . 

Nesta secçào mosLntremos que ex iste uma. correspondê ncia biun ívoc;1. <·nt.r<• os 
ideais de C'[E] c os ideais fechado::; de R[ i~] e de 1'[E], onde T é tttll au<·l de quocic tt Lcs 
à. direita d(' R. Além disso, esta correspondência preserva a propriedadc, d<' um 
ideal ::;er primo (teoremas 3.1.5 c 3.1.7). Para isso, precisél.mos de a.lgu us rcsu lt.a.clos 
pré vios c começamos definindo o conjun to J\1c(J) par<'!. I um idca,l Il - dis_j·tmlv de 
S. Vejamos o seguinte lcmél: 
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3.1. Dxt.c11s;io c Colll.nt.ç<i.o C/11 Q[L~] :w 

Lema 3.1.1 Sejam l um ideal R- disjunto de S) f E M in(J) e e E f. F:uliio, 
cúsl e um único dem.cnl.o m1 ·.~ E C[ R] I al que 7mm rrtw.lqtt.e'l' a E I r·om ::m]J( a) = I ' 

nós lemos a= '111J',ca(e) = a(e)mr,e· Além disso) S'llJ{tnr,c) = r e '11/i ',c(e) = 1. 

Demonstração : Sejam 1 um ideal R- disjunto de 5', J = Or,cU) e 
r' = {c ,, e2, .. . ,e11 } onde e1 = e. Se x E J, existe um único a = L:;~ , x;e; E 1 com 
:1: 1 = :1: e .r; E R, i= I , 2, ... , n. Con~cqücntemente, a. função a; : J -> R definida. por 

a;(.r:) =.r; (cst.á bem definid <t) é uma. l'unçào de R-bimóclulos. Assitn , exis te c; E C 
com c;x = :r, para i= l, 2, ... n (ver lema 1.2.17) onde c1 = 1. Seja m.r,e = L:;~, c;e; 
e ntã.o exis t e rnr,e E C[E'] que satisfaz sup(mr,e) = r e mr,e(e) = c 1 = 1. Tarnbém, 
da.clo a E I com sup(a) = f , m.,·,ca( e) = 2:::.::~ 1 c;e;x = L::~ , c;xe; = L:;~ 1 x; e; = a. 
Analogamente, a(e)mr,e = a. A prova. está. completa. 

Dado 11111 ideal n- disjunl.o de S, denol.a.mos por Me--(/) o COII,Íliiii.O de Lodos 

os <'l<'lll<'ltLos '~~~I' ,, col!sLruídos 110 lelllit <lltL<:rior , o nde I ' E Ah.n( I ) <' c E 1'. 1\ ssillt , 

Me (i) Ç C:[!.::) e, para. qualquer mE Me(/), existe um O =fi J <l H cotn 

Jm = rnJ Ç I. De fato, dado m. E Me(/), m é do tipo n tr,e, isto é, para qualquer 

a E I t,a.l que S1tp(a) = r LelliOS que a = mr.ea(c) = a(e)·mr.c.· 1\ssim, totll(llldO 

J = Or ,c(i) c dado x E J , por definição de Or,e, ex iste b E I tal que sup(b) = I' e 

b( e) = :r. Logo, ntr,cX = x rnr,r = b E I , portanto 1nJ = J rn Ç /. 
O lerna seguinte define 11111 processo de d i vis~.o para o nosso co11t.exto. S<~.i<ul t 

'/' Ull l anel de quocientes à. direita de R c l um ideal '1' - di8j'unlo de '1'[1~]. ll11t 

elemento O =fi b E Q[E] é di to um " resl.o ni.Ódulo l" se para. qualquN a E f com 

sttp( a) c .sttp( b) nós temos a = O. 
Para um ideal T - disju·nlu 1 ele T[ E], dcnoLamos / 0 = l () /l[L'], <'llL<:w /0 <'· d<ll a

mente um idea l não nulo R- disjunto de R[E] c Min(/0 ) = Min(! ). Dellol.arclllos 
por.) <J ,. '/' , para dizer que.} é- um ideal à. dire ita d<' T . Vejamos o 

Lema 3.1.2 Seja h E Q[ l:.: ] . Entâo , e:ris/.e q; E Q, '111.; E Mc ( fu) i= 1,2 , .... 11 

1· E Q[E] /.nl q·u.e b = 2:::.: ~~ 1 q;m; + 1', onde ou 1· = O 01L 1· i um 1·c.-:;lo módulo I. Sr: 
b E 'f[ R] (rr;sw~di.tmmr~nlc h E J[ I~] ]Uim . .f <l ,. 'I' } cnlào nós porle1no . .; lo1nwr q; E '/'(' 
(respcclivamenle q; E JC) e ·r E 'l'C(E] (respecli·ua.menle 1' E JC[ /~ ]. 

Demonstração : Se b é um reslo módulo 1 nào há. o que provar. S upo llltéunos 

qu<· b n<-lo (~ lll1l resto 'lll.órhdo I. Seja r = .sup( b) c l =I [' I , OJid(• I I' I wpr<'S('Ill (I (I 

cardinal id adC' do ronjnnto 1'. l•:11t.à.o, cxisL<' 0 # 1' , Ç 1' tal qn<· 

1' 1 E i\li11( I ) = J\/ iu(/0) . '!'o lli<UliOS c 1 E 1'1 <' <·sn<·vcmos 1111 = 1111' 1 •• 1 E .\/,.( lu). 
Logo, r·1 = h- h( <··1 )w 1 sa.tisf'az c 1 ( <~ 1) = h( c I)-b( e I) = O, dl'sd<' q li<' 1111 ( < 1) = 1 , <1ss i 111 



J.J. t:;xícn~rlo e Cont.n1ç:;lo ei/J (J[l~] :Jl 

I 8tlp(c , ) I:S L- 1. Se c 1 é um ·resl o 'IIIÓdulo I, paranws o processo. Caso corll.rArio, 

nós rcp<'~Lin1os o argumento çomcçando com c 1• Continuando, nós cllconLra.n1os 

CfJ = b(ct),q'l., ... ,<fj c111 q c 111. ,, ... ,111j Clll Mc.:(/o) L<d que· l:;up(c;) I:S I -j, olld<' 

Cj = b - 'L~:f= r q;nt; . Agora está cla.ro que este processo é finito, qua.ndo a.lgtllll c:k c'· 

ou ;~,ero ou um resto módulo I. 
Observe-mos que, sebE '/'[E] c nt.ii.o b(c 1) E T Ç '/'C: c a.-:;sim c 1 E 'I 'C: [/~]. Por 

induc)o, obtemos qu e' q; E :t'C, i= 1,2, ... ,n c a.ssi111 .,. E J'C[B]. llm argu r11 ento 

semclhant.c pode ser usado para o e<1so b E .J[I~'J. O lema está demonstrado. 

Le ma 3.1.3 Com. a mesma notaçào, lemos: 
{i) b E Q Nfc(lo) <=> 3J E V tal que bJ Ç 10 

(i i) Q[ E]J\1c(Io) = Q Me (To) <l Q[E] 

D e monstração : (i) Suponhamos b = z:::::~, q;nt; , com q; E Q e m; E Me( 10 ) 

para. qua.lquer i E A= {l,2, ... ,n} . Cxistem P E V e O=/= H <l R t.a.is que qJ' Ç ll 
e mJ/ Ç 10 pa.ra todo i E A. Conseqlientemente, bF 11 Ç 10 com F' 11 E V. 

Reciprocamente, seja b = L~= I qjmj + .,. , onde q; E Q c m~ E MG(/o) pan1 

j E {l,2, .. . ,l} e, ouT =O ou r é um ·resto m.âclulo f. 
Supon iHHllOS que exista. J E 'D COII1 bJ ç lo. Também o=~=l qjntj)J' ç lo para 

um cert.o J' E V, como acima. EnLào, 1·(J n J') Ç 10, pois r = b- L~=' qjmj. 
Assim, 1·(J n ./')=O c , con::;cqüentell lCnte,,. = O. Logo, b E QMc;( lu). 

( ii ) Sejam c E E, m E Mc{lo) e q E Q. 8ntào, existe O =/= 11 <l H t.a.l que 
n11// Ç d 0 Ç lo<' 111dl = 1111/c Ç /0 c: Ç 10. Por (i), ternos qu<· 

nn,11J.c· E QMc·(J0 ). Con::;cq i'reni.<:llwlll.c, qc:'lll.,mc;q E QM(:( / 0 ) <·.por dist.riiHJf.iv i

d<tdc, obt.cmos Q [e] Me(/ o) Ç (J Me( 10 ) . J\ ou t.ra. i 11d usào <'· <lbv Í <L. Logo, 

Q[E]J\Jc:(/0 ) = QMc: (10 ) . O resto é i111edia.to. 

Da demonstração deste lema obtemo::; o seguinte 

Corolário 3.1.4 Man.lrndo a not.açâ.o anf.erior, lemos: 

(i) [i h·= Q[E]Mc (/o) n T[R] 
(ii) [J]T = {b E 'l'[E]I '3J E V: bJ Ç lo} 

Demonstração : Seja b E T[E] . Existe J E V tal que bJ Ç l o e enLào , 
pelo lema 3.1.3, b E Qlvlc(To) n T[E] = Q[E]iVfc(io) n T[E]. Por outro lado, SC' 

b E Q [E ]Mc(Io) n T[E] <mt.ào b = 2:~~ 1 qimi , onde Cf·i E T C c m; E Me( lu ) 
( lema :3 .1. 2), pa.ra cada ·i E { I , 2, ... , n} . Como na. prova de 1.1.3( i) , podemos obt.cr 
bfl Ç I o11d<' O =f: IJ <1 1'. Conseqüent.emenlc, b E [/]:r. 



3.1. ExíeuséTo e Coniração em Q[EJ 

Finalmente, se b E [J]T, obtemos (novamente como na prova de 3.1.3(i)) que 
h E Q Me: (lo). l; ntã.o, ex iste J E D com b.J Ç 10 . Isto complet<t a prova. 

Con1 cst.es resultados, podemos obter a. correspondência. procurada cnl. rc os ideai:-; 
ele C[EJ e os ideais fechados de R[E] e de T[E], para. '1' um ;wel de q uocic llLcs ~" 
direita. d<' /?. 

Teot·ema 3.1.5 Sejam R um anel 7Jriuw e T um anel de quocient e.-; iL di:rcilu d, 
R. Enl.ii.o c:risl.c ama COtTCSpondê ncia biunívoca cnl·rc : 

(i) o conjunto dos ideais f echados de R[ E] 
(ii.) o r·onjun/o dos ideais fccluulos de T[E] 
(iú} o UJuj'u.nlo dos ideai . .:; de C[ f.:)] 
Além d i.-..-.o. cst.a co·tTCS7JOtlllência associa o ideal fechado I dr· R[/~] com. o idr oi 
.fccltado 1 ~ dr· '/'[.L.;) c o idtal l\. de C'[ L:.') :iC I* n /l[E] = 1 e I*= Q[/~]1\. n '/ ' [/~]. 

D emonstração : Se J é um ideal fechado de T[E] e J0 = J n R[E], entào 

J = Q[E]Mc(Ju) n T'[E] e [Ju]n = Q[B]Mc;( .fu) n ll(E] = .J n /l[E] pelo coro l(nio 
3.1.4. Assilll J0 é fechado. Se .J' é outro ideal fechado com J0 = J'nU[E], o mesmo 
corolári o nos fornece que J' = .J. 

Por out ro lado, seja I um ideal fechado de R[E]. Enl<)o 
L = Q[J:.,'] Me(/) n T[ R] é un1 ideal de 1'[ E] e /,0 = /, n /L[!~'J = [ / ]n = I. Co! l
~wqüenLcJncntc [L] = Q[E]Mc(Lo) n T[E] = Q[R]MC(!) n T[e] = I,, enL;\o I, é· 
fechado c satisfa.7. L n R[E] = I. lsto estabelece a correspondê ncia. entre (i) c (ii) . 

Para. completa.r a. prova é sufici ente mostrar a correspondêr1cia. (ii) e (iii) para. 
'j' = Q. 

Se f é um idca.l fecha.do de Q[B], entà.o I= Q[E]Mc(/0 ), onde /0 = I n /?.[/~] . 
Logo In C[E] é um ideal fechado de Q[E] e, coino Me (lo) Ç I n C:[J_j'] 
(JHc(lo) Ç [I]nC'[E] = JnC[E]), temos que I 2 Q[E](JnC[E]) 2 Q[.t:] J\Ic(io) = 1. 
Conseqüentemente, l = Q[E](l n C[E]). 

Heciproca111ente, seja. I\ <I C[E] e J = Q[E]J\. (J <I Q[E]). 11ast.a. lllostrar qrw 
Mc: (J0 ) Ç /{ c teremos [J ] = Q[E]Mc(.Jo) Ç Q[E}J< = J, portanto [.J] = J, ou 
seja, .J é um ideal fechado de Q[E]. 

Suponhamos que Mc(J0 ) ~ [{. Sejam. E J'vfc (.Jo) ta.! que nt. r:J. /\·. Tcrllo:-; 
que• CJ[J..:] = Q 0 c C[E]. Seja. {vi}ien ba:-;c de f( sobre C . Ta.Jllbc~nl , '111. E C[Jo;] c· 
{v;};en U {m} é C-independe nte. ConseqüenLelllenLe, {vi};en U {w} c'• linca.rnH'lll.c' 
indcpemlent.c c rll Q[ /j') . Seja. li t.a.l que 111 /J Ç J = Q f{. Port.aJJt.o, p<trit !t. E 11 , 
existem q; E q, COill i E n, tal que mh = LieO q;v;. Conscqli(•Jll.<'lll('lll<', 1<'1110:-i 
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O= rnh- Lien q;v; e portanto h = O. Assim, JJ =O. Logo, lemos que {v;} U {nl.} 
é li nea rmente dependente, ou seja., Mc (Jo) Ç J\. O teorema. está. demonslra.clo. 

A corre:;pondê ucia dele r111i nctda. pelo teorema 3.1.5 preserva. a propriC'dadC' de 11111 
ideal ser primo (teorema. 3.1.7). Veja.mos o 

L ema 3.1.6 As seguintes condições süo equivalenles: 
(i) H[B] é primo 
(ii) 1'[ E] é primo, onde T é um anel de quocientes à di·reita de R 
(iii) C[ E] é prinw 

Demonstração : I3asta. ver que ( iii) => (i), já que (i)=>(ii) e ( ii) => (iii). Sejcun 
A, B ideais de R[ E] com A 13 = O e assumimos que C[E] é primo. Então, ou 
A n f?. = O ou B n R = O. Nós podemo:; assumir que A n f?. = O <' 11 -:f O, a:;sim, 
O # Me( ; l) Ç C[E]. Seja O #a E J\llc(A) c escolhemos um O =f H <1 R c:.om li a Ç !l . 
Con:;eqüentemente, H aB = O. S<' B n R =f O, nós faci lmente obtemos a = O. Assim, 
também podetllo:; assumi r que B n R= O c su ponha mos B =/: O. Neste~ caso, cxisl.<' 
O=/: b E Mc(B) e um idea.l F de R com bP Ç B. Conseqüentemcnt.e, /IaebF =O<' 
assim, segue q ue aeb = Q, pa.ra lodo e E e. Gntão, aC[E]b = O, W lllri.te.l içà.o . Logo, 
B = O e a prova está completa. 

Nós agora obtc•mos um segundo r<>sulla.do forte dcst.a sccç<lo: 

T c 01·c ma 3.1.7 Srjn /( twt and Jlrimo r· '/' um rwd rh quorir 11/r s ri di.n ·ilu rir 
H. enlri.n. (/ 1//. ('S/1/.(t (;{) '/ "/"('SJIO 'I/(LhH·ia riu Le01'("1/W :J. /. /j c! '/1'/1/( / {"{)/TI 'Sf!O'f/(lhu·ÚI 

r 11/ n os . .;r .fJII.t/1./Cs COIIj11.11f.os: 

(i} o (·onJ11n l o de lodos idcai::; vrimos fJ de fl(E] com P n ll =O 
(i-i.} o conju.nl.o de todos úleai~ ]JTi·mos p~ de T[l~] cow. J>• n '/' = U 
(i i i) o conjunto de lodos ideais 7n·i mos de C'( E} 

Demonstração : Pelo lcn1a. anterior, pode mos considcra.r soltl<'llL<' id<'ai:) ttcio 
nulos . Suponhamos que P é um idca.l fechado de R[E] c p· é o idea l fc·cha.do de' 
T[E] com p~ n R[ E] = P. 

Se P é Ulll idea l primo de R[ E] e A 2 P" , B 2 P* são ideais de 'f'[ E] Lc~ois que 
A /1 Ç p·, <~ 11 t.ào (;In R[e])(Bn !?[/~]) Ç P. Conseq Li(·nt.c nwni.C', 0 11 l i n !?[/~] = J> 
011 /J () 11[ /•;] = f>. i\ssul ttilnos qtl<' !I () /l[ l~] = P. Con10 
Min( f.J• ) = J\hn( P) = 1\tl in(An U[ /~] ) = M·in( !\ ) e e· é fechado. (('IIIOS <!li<' ; I= e· 
c, porta.nl.o, p· é lllll ideal pri1110 de 'f' [L•l 
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ReciprocamcnLe, assumimos que p · é primo. Sejam 1\ , B ideais de R[f_:)] <:OIIl 

A 2 P, B 2 P c AB Ç P. Sejam a E A, b E [B]u. e O f: H <l R La.l que bfl Ç ll. 
ConscqiiC'ntc'nl<'tlte ablf Ç P c assim ab E P, pois Pé fechado. Então, /\[8]u Ç P. 
Agora, se A <l P escolhemos a E A \ P. 

Scjillll tr () id<'él.l fechado cl(' '/'[L::] CO lll /]~ n R[t·:] = [/J]u ('c E tr . l ·~x i stc 
F E v saL isl'é\.í\('Jl<IO c!" ç u~ n /l[/~] = [13]fl. Conscql"I<~ll i.C il l<'llL<·, (1.(-/<' ç f> ç f> • (' 
ac E p· pe lo corolário :U A( i). Logo, aFr Ç p·, assim, n· Ç p· e nL<I.o l3 = P . i\ 
corre::;pondê ncia. wtrc (i) c (i i) está provada. 

Pa.nt p rovar a. correspondência. c ttlrc (ii) e (iii) é suficiente prova.r para. T = Q, 
como na. demonstração do teorema 3.1.5. Seja f( um ideal de C[E] e L= Q[E]J\. 
Como L n C'[E] = I\, é claro que /\ é primo se L é primo. Il eciprocamente, 
assumimos que /\ é um ideal primo c sejam A, B ideais ele Q[E] com ;\ B Ç L. Colllo 
L é fechado, VC'IllOs facilillente que, como a.cima., A[B]q Ç L. Se Mc:( ; \ n R[E]) Ç /,·. 
obtemos [A]Q = Q[E]Mc(A n R[ E]) Ç L, o que completa. a. prova. A::;::;umimos então 
que ex is te ·m. E Mc(A n R[E]) \f{ c seja O=/= 11 <l Q ta.l que 
m([B]Q n C'[ B]) H = ndl( [B]Q n C[E]) Ç L. Conseqüenteme nte, 
m([B]Q n C'[E]) Ç L n C'[E] = .f( c obtemo::; [B]Q n C[E] Ç f\ . .1\ ::;::;im , 
[B]Q = Q[E]([fl]Q n C[E]) Ç L. A prova está completa. 

O corolário a. segui r é a aplicação dos Leorernas 3.1.5 e 3.1.7 para. o caso particular 
R[ E] = R[ X]. Sua demonstração pode ser feila de forma indepcndellt.c desta. sccçào 
(ver [5]). 

Corolário 3.1.8 Sejam H. um anel ]JI"tmo e ]' ·nm. anel de trnocir:n/.cs ti. d·irei./11 

de /l. F:nl.â.o e:âsle ·tmw co·rre:Jpondêncút /J'iunívoca enl.rc os :>e.r;'ll'i.11.l e:; : 
{i) o conjun/.o de lodos os ideais JWincipais f echados (resw~cl. i'IJiune·,dc ideais 
]J1'im.rJs lt- disjtmlos) de R[X] 
(ii) o conjnnto de todos os ideais principais fechados (1·cspecliuamenl.e ideais 
vrimos T- disjuntos) de T[X] 
(iii} o conjunto de toclos os polinômios mônicos (1·espcclivam en.le ideais 
maximais} de C[X]. 
Além disso, esla correspondência associa [f]H com [I'h· e ./(, E C[X' ] 
(rcspecl.ivam.enle P com p~ e M) ::;e [I']:r n R[ X] = [/]n e 
Q[Xlfo n 7'[.\] = [f'h· (rcsw:cúvaul.enl.e se p· n f?.[X] = P c· 
e~ = CJ[X]M n 'I'[ X.}) . 



3.2. Ca.ra.cteriza.ç;.io de Ideais fJ rimos em R{X] 

3.2 Caracterização de Ideais Primos em R[X] 

Como nnt.cs, R é um anel primo com unidade e Q o anel completo de quocie ntes 
à direit a. de /l . NesLn. sccçiw estudamos a. representaçào dos ideais primos 
R - disjuntos do a nel de polinômios R(X] . Também caracteriílamos os idea.is fccha.
d os (corolário 3.2.2) e os ideais primos (corolá ri o 3.2.3) d e T[X], onde T ú um a 11cl 
de quocie ntes à direita. ele R. Os resultados desta secç<tO, obtidos a pmtir do es
tudo dos polinômios coinplela.me ntc irredutívei:;, fa.7.cnl parte d<~ 11111 liHI.IIII scrit.o 11iio 
pttb li c<Hio do ProL 1\tl.Ferrc ro . Começamos pelo seguint.c 

Le ma 3 .2.1 S('.fa:/11 '/ ' 11111 a.nd rir ttuocicnln; ti. tli.rc:i!.a de ll c: f E l'·r. /~'n !. 1i.o 

c:â;:;lc mn único fo E C' [X ], mônico <- lal que [J'JT = Q[X}Jo n 'l'[X]. 

D emonstração : Seja f = Uh· n R[X] e n = ôl. Então 8[./lr = n. De rato , 
se g E f , Lemos que g E [.!}r e, portanto, ô[/]1· s; ôl = n. Recip rocame nte, seja 
g = x"ak + ... + a0 E [.f] r . Exi:;te J E V tal q ue aiJ Ç R para. todo i = O, 1, 2, ... , k. 
Seja. j E .] com O f h = gj E R[Xl e portanto h E /. Mas ôh s; ()g , ou seja , 
f) I s; ô[Ih·. Logo ô[J}r = ôl = 'IL 

Se h E T( / ) ={o} u {a 13J E I: n.r = n c lc(I) =a} (T <1 f(. ) ( ~ llt. ào (~X i s!. <· 
Ulll ún ico g = :1:nb + :z:n- l bu- l + ... + b0 E 1 La.l que lc(g) = b. ConscqlienLc mcnte, <l 

runç;-io C\'; : T(/ )- R da.da. por ü;(b) = hi csl.cí. be m definida. c (~ Ull l ltolllOillOdisnlo 
de R-módulos. PorLa.nLo ex i:;Le Ci E ()com Cib = bi pa ra. Lodo i = O, I , 2, ... , n - I. 

Seja. f o = X'" + x n - l Cn- 1 + ... + Co E C [X] e seja. Il E I CO ill â(fi) = /1. <: 

lc(II) = a. Porta.nto, f, = .foa = a}'o. Como .lo é mônico , 
ô(.l'oQ[Xl n T[X)) = n = o([f]y). Se g E [Ih· = Lft]T, ex iste o f=- H <1 7' SitLisrm~rlldo 
gha Ç T[X]ft Ç Q[X ]J0. Seja.JJJ p,·r E Q[x] tais que g = pj~ +'I' onde o u Ür < n ou 
r = O. Pa.ra. h E f!, rha = gha- phaf0 E Q [X]./0 e, por taut.o, 1'1-1 a = O. Sabemos 
que existe J E D La.l que 1·J Ç R[X], e assim 1·J H = O. Como T é primo, 1·J = O 
e R = O, pois J E V. Logo, g E Q[X].l0 n T'[X] e, pelo corolário 2.2.8, concluímos 

que [f]r = Q[X]Io n T[X]. 
Fina.lment.c, se g0 é um polinômio mônico em C[X] tal que 

Uh· = Q[.Y}gu n T [X], entà.o au~ - .r;u) < n c existe o f [\' <1 R ::><üis l'azc ndo 
Uu- .r;u)l\. Ç [f]J·. Con:;eqücnLe niciiLc, (fo - .r;u)l\' = O, enUi.o Le1110:-> j;, = .<J<h j ;í. qtt<~ 
'f'[XJ é primo. O lema. est<) clcmon:;l.ra.clo. 

Usando cst.e lema., obtemos o seguinte corolário: 



.J:2. C:ant.clcrÍY-<t.ç:iio de /cf<.:;t.is l )rinws C lll U.{Xj 

Corolário 3.2.2 S'cja I uu1 úlc;al '/' - di.sjunlo de 'L'[X]. EnLii.o I é nm ideal 
p1·incipal fechado de T[X] se e s o·mente se 1 = Q[X]J0 n T [X] para algum ]JOlinômio 
mônico fo E C[.\]. 

D emonstraçã o : Suponha mos que I é um ideal p rincipal fechado de '/' [X]. 
Então existe f E fy tal que I = [Ih·· Por 3.2.1, existe f o E C[X] mônico que 
satisfaz I = Q[Xlfo n T[X]. Reciprocamente, seja I = Q[Xlf0 n T[X], onde 
.fo = X'' + x n- l c,_ , + ... + co E C[ X], ent.ào ôi = n . De fa to, !) ( ' .r; E f ('X ÍSLC' 

k E Q[X] Lal que 9 = kfo = j 0k . Como ./0 é mônico, temos que 
d.r; = {} !,: + fJ./o ~ à }0 = n. Assim, fJ l ~ n . Por ou tro lado, existe J E ·v tal qu(' 

c,.J Ç R para. todo i.= 0,1,2, .. . , n-1. Conscq üentenJe nLe, para O =f. j E J, temos 

que h = f 0 j = j./0 E R[ X], porLa.uto h E /. Mas ôh = i)./0 = n, logo i) I = n. S<·jil 
f E f t a.l que â f = n e lc(f) = a. Como âfo = n , obtemos que f = ./0a = aj~,. 
Assim, como ua. demonstra.çào elo lema :3 .2. 1, [f]:r = f o que com pleta. a. prova . 

Con10 conseqüência imed iata de 3.2.1 e 2.2.15(ii ), ob Lctno:; o :;cguitt Lc 

Corolá rio 3.2.3 Sejam R wn anel primo e T um anel de quocicn/f'!> à direi/a dr 
/l . llm idrrd T- di.sjnnlo P de T[X] é p·rimo se e somente sr: P = Q[XIf0 n :t '[X) 
JUim ai!JIIIII Jloli.uómio móniro innl·u/[m·l.f~ E C'[XJ. 

Corolá rio 3.2.4 Sejam 1,· nm fecho algéb·rico dr, C, q , = CJ h c J,' r 

p 'IWI úlc;o/ vrinw de U[)t]. EnLrio: 
(i} t·:ris/('r·E ,,. l.rdtrru· I) = Q 1[X]( X - r·)n H[X J 
(i i) c.ri:;/ r 11111 ntÍme1'D finil.o de i.dcais prinws Q 1 - di.sj wt.lo:;; d r CJ 1 [ .\' ), I '1 , ... , I)'. 

laú: que P; n R[ X] = P 7Jmn todo i= 1, ... , t. 

D e m onstraçã o : (i) Sejam J>• um ideal p rimo Q - disjunto de Q[X] L<1 1 
que e· n /ê[X ] = f> e ./~ E C[X] U lll polinÔJlliO irredutível tal qu<' e~ = Q[X]fo 
(coro l<í.ri o :) .2.:3) . Seja. c un1a. ra ií<: de .f~, em/,·, logo P 1 = Qt[X]( .X - c) ó llll l ideal 
primo Q 1 - di..:;junto de Qt[.\'"] c P1 n Q[X] 2 P· . J\ssim, e· = f>1 n Q[.\] <', 
conseqüe nLell lCil Le, temos }.J = CJdX]( X - c) n /l[X]. 

(ii) Seja. JJ' ll ll l ideal primo Q1 - di.s j'nnlo de CJt[X ] Lal qu e fJ ' n U[.Y] = f l. 
Entã.o, P' = Qt[X](X - d) pa.ra algum d E f{ e P' n Q[X] = p~, onde p~ é cotno 
em (i). J\ssim, fo E P' e, conseqüentemente, d é uma raiz de .f0 . /\gora. é cla ro que 
o mímero máximo ele ideais p rimos Q1 - disjuntos de Qt[X] é o IIÚ!ller o de r a. Í~<'S 
d<' / 0 e111 /{ (qu<' é ôfo). /\prova esl.<l. completa.. 
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Corolário 3.2.5 Sejam ll "//,111 (LI/.el qua.lquc-r e Pu um. idcal]JI'Í II/.0 de n. /~'nliio, 
e:ásl.e ·um co·rpo F e uma correspondência bi·tLnÍ'uoca cnl·rc o conjunto de lodo~ o;; 
ideais pri·mos P de R[X] tais que P =J P0 [X] e P n R = Po1 c o conjunto de todos 
os polinôm.ios mônicos i-rredutíveis de F[X]. 

D e monstração : Basta. tomarmos F como o centróide cxtendido do a.nel pri1no 
~ c apl i carmo~ o corolário 3.2.3. 

Co11s idc ra.mos agora. :1' um anel de quociclltcs ~.d ireita. de H con t.elldo a clausura 
central nc de R c .lu E C'[X] . 8ntào, Q[X].fo n T[X] = IoT[X]. Cou::;cqÜell LelllCilL<', 
obtemos qu<' , uc~Le ca.so, os ideais que sã.o principais fechados em 'l'[X] siio do tipo 
l'[X]f, onde .f é um polinômio mônico de T[X]. 

Se R é um domínio ele fa.torizaçào ünica. comutativo e f E R[X), então f E I'n 
( c1n anéis de polinômios comutativos, todo polinômio pertence à r) e [f]n = R[XJI1, 

para. algum / 1 E R[X]. De fato, sejam F o corpo de frações de R e .fo E F(X] mônico 
tal que [f]n = F [Xl.fo n R[ X]. Se g E [f]n então g = kj0 para algum k E F( X]. 
Seja. dE R tal que .f1 = c(fo E R(X] e / 1 é primitivo. E ntão d- 11.: E R[X], pois 
d- 1 kft = .fok = g. Assim, g = d- 1 k/1 E R[X]/1 e conseqüentemente, 
[f]u Ç /l[.X]I, Ç [f]n. 

8m :3 .2.:3 obtemos uma. reprcsenLa.çào do::; ideais primos '/'- d·i8junlo:-; de '/'[X ]. 
l\tlas, pa.ra. isto, precisamos considerar Q, o a.nel completo de quociente~;; à. direita 
de R. A seguir , obteremos uma representação dos ideais primos R - dis.i'Unlu.'j de 
R[X] (teorema 3.2.10), onde não ~;;erá necessário considerar o anel Q . Para isto, 
definiremos o que é um pol inômio completamente irredutível elll R[X ]. 

D efi niçã o 3.2.6 Sejam R nm anel e f E I'R. Dizemos q·ue I é complelameutr· 
irred'lLiivel em R[X] se f satisfaz a. seguinte pm7Jriedade: S e cxisl.cm h E /l[X], 
b E R t .r; E f'n /.ais que .fb = h.g c /h =J O enlâ.o r')g =DI. 

Lema 3.2.7 Sejam R ·um anel p·rimo e f E R[X]. Se f E I' r·nlâ.o [Ib] = [I] 
para. qnalqner b E R tal que fb =J O. 

D em onstração : Scja.t ll f E 1' c b E /l tai!-i que /b =J O. 1·: f<í c il vcri fi ('al' qtt<· 

fb E r' e que [f] Ç [fb]. f\llas, ô[f] = ôf = ôfb = ô{Ib] , porta11to [I] = [Ih] . O lc•J tt il 
e::;tá clc nJO!l ::;tra.clo . 

i\ propricd<l.dc qtlC~ defi ne um polinôlllio contp lda.rnenLc irredutível Clll f(.[XJ. 
onde I? <~ tllll a.n<'l primo, pode ser refonnula.da. de n10clo cq ui valc ,t f.c· : Se· c•xist.c·nt 
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h E I' , fJ E H c 9 E /l[X] tais qu<' flJ = hg e fb =/: O, c rMw üh = üf. De faJ.o, 
sejam O =/: fb = hg, h E 1', ôh < ôf e I completa.menl.e irredutíve l elll fl[X J. fVI<~.-;, 

o # fb E hR[XI ç [h], logo [I] = [fb] ç [h] . Assim, se d = lc(f), existe o # JJ <I n 
sa.L isfazendo fH d Ç R[ X] h. Conseqüentemente, para. algum 7' E 11 ternos que 
O # fr·d = g' h, onde g' E R[ X], h E I' e ôh < ô.f, o que é uma contra.d içà.o . 
A rec íproca é a.ná.l oga. 

L e m a 3.2.8 Sc.iam R um dom:fnio com.ulalivo (;I E n[X]. Eutii.o f(~ COIIIplcto 

m.cnl.c inY:dulível em. /l[X] se e -"Om.cn/.c se f i i1· rcrlut.ível em F[ X' ]. ondr /•' = cf( f{ ) 
,: o rrnpo dr· fm.çõ r:.'> rir' ll. 

D e mons tração : Suponhamos que f é irrcduLívcl em F[X], ou seja., <~xist.<: rn 

h, 9 E F[ X] ta.is que I= hg com oh < éJ I e Ôg < ô f . Sabemos que existem ]J, q E H 
nà.o nulos La.is que ph E R[X] c qg E R[X]. Conseqi.ieHtemeuLe, fpq = (ph)(qg) . 
Logo fb é irreduLível em R[X], onde fJ = ]){f. Reciprocamente, suponhamos que 
fb seja. redutível em R[X], ou seja., ex istem h, g E R[ X] La.is que fb = hg com 
ôh < ô(fb) = ôf c àg < à(.{fJ) = ôf. Assim, I= (~h )g, porta nto, f ó rcdutívc~l e rn 
F'[.!\']. A prova. est.á. completa. 

L e m a 3.2.9 Sr~jmn !l um. dondnio de jálo·ri::açào única com:n/.al·i:oo e f E /?.{XJ . 
Enlàu f (; irredutível em. R[X] se c somente se f é compLelameule i.n·cdul[ucl em 
R[ X] . 

D e mons tra ção: Se r é irrcduLívcl e primitivo em H[ X] e ntà.o I é irrccltlLÍwl C lll 

F[X ], onde F = cf(R). De :L:2.8, f é complcLa.mente irredutível er 11 H[ X]. Se f 11 iw 
é primitivo, escrevemos f = df' com dE Fl e f' primitivo. Como f é irreduLível e m 
ll[X], temo:; que f' também é. Pela primeira. parLe, f' é compld.a.nwnl.<· irrc·dllt.Ívcl 
em R[X]. Agora, se existe h E n tal que o f= fb é rcduLívcl Clll U[X], ('Jt l.ào .f"db <'· 
redutível em R[X], o que é urna conl.ra.diçào . Logo f é colnplet.a.Jn enLc· irrecllll.Ívcl 
em R[X]. A recípro<"a. é ev idente. 

De urn 1110do ge ral, a classe dos polinÔHlios irreduUvcis ttllllt anel R[X] é utaior 
qu C' a classe dos polinôrnios completamen te irredutíveis ern R[ X]. Vejamos o seguinte 
ex<!mplo: 

Seja. Do dontínio de intcgri da.dc d as séri es de potências d e Q[[Y]] co rn cocficicnLc 
de Y nulo, onde Q é o corpo dos números ra.ciona.is. EnLào F= cf ( D) = Q[[Y, v- 1]]. 
Agora, (X 2 - Y 2 ) E D[X] c (X 2 - Y 2

) nà.o é completamente irrecluLível em D[X], 
pois }"'1(X 2 - Y 2 ) = V'1X 2 - Y 6 = (Y2X- Y 3 )(Y2 X + V 3 ) . Mas S(' (X 2

- }/
2

) fo r 
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rcduLívcl em D[.\'], Lemos que cxisLCJll 0', {3 E D, tais que (X2 - Y 2 ) = (X - a )(X- fJ ) 
(pois fJ(X 2 

- Y2
) = 2) . Scja.m O' = fJo + q2 Y 2 + ... e {3 = Po + p2Y2 + ... oudc 

q;,JJ; E Q,\fi E N\ {1} . Assim, (X 2 - Y 2) = (X - a)(X - {3) = X 2 -(a+{3)X +a(3, 
porLa.nto - Y 2 = ü{J = (qo+q2Y2 + ... )(po+7J2Y2 + ... ). Conseqüentemente, qo]>o =O 
<' (/2]>o + fJo]J'l. = -1. Ta.mbém, a+ (3 = O, c obtemos que a= -{3. Assim , tf!Jnos que' 

Cfo = Jlo =O e Y 2 = {J2,oqucéuma.hsurclo, pois(32 = (JJo +7J2Y2 + ... )2 = (7J2Y'1+ ... ). 
Logo (X'2 - Y2

) é irreduLívd c rn D[X]. 
Vcja Jnos agora o t.eorentil que dá Ulllét ca.ra.ctcriza.ção para. os ideais pri111os de: 

H[.\ ]. 

Teorema 3.2.10 Sejam H wn anel vrimo e P um ideal R- di::;junlu dc.. /l[X]. 
P é tw! ideal primo se e somente se P é um. ideal vrincÍJJal f echado de H[X] e, ]Jara 
!.o do I E p tal qur: Ôf = f) p I I é COin]Jlel.mn cnl.e i-tn~dutível em. a[ X] . 

Demonstração : Suponhamos que P é um ideal primo ele /l(X], portanto P {· 
um ideal fechado. Sejam f E P La.! que ô.f = ôP e b E R sat. isfazet1clo O -:/; fb = hg, 
com g E r tal que ôg < ôl c h E R(X) . Segue que, P = [f) = [Ib) c [9), o que 
conLradiz 2.2.15( ii ). Logo I é cornp let.amenLe irredutível em /l[X]. 

ReciproC<I.IlleiÜ<\ sejam p um idea.l principal fechado de R[X ] (' / E e L<tl que· 
(I] = P. Suponhamo:; qu<· P nào :;eja primo ele /l(X]. Ent.<"lo , pelo corolário 
2.2 . .1 5(i i), exist.e [} E r' La.l que I E [I] c [g], com .l s; f)g < a.r Logo, ex i:;Letll 
O -:/; 11 <l R La l que fHc Ç /l[X]g, onde c= lc(g), e ·r E fJ com O -:/; f(1· c) = hg , 
ond<' 9 E l' (' Ôg < a.r. Ou S<'ja, I n<lo é completam<'nt.e irred utível ('Jil R[ X],() (jllC c'· 

uma cont.radiç.<:\.o. Assim, P é um ideal primo de R[ X] c o teorema. csléÍ. dcntOJJ sL ra.do. 



Capítulo 4 

Decomposição Primária 

4. 1 Fatorização de um Ideal Fechado em R[X] 

Seja. l? um anel primo com centróide cxte ndido C e anel complclo ele quociente:; 
ú. dirciLa Q. O objcLivo ma.i:; imporLa.nLe desta. secçà.o <! demons t rn.r o seguinte 

Teo r e ma 4.1.1 Seja 1 tLIIt ideal vrincipal fechado de R[X] . l~nlào, c.ti:;lL mn 
co njunlo .fi 11 i! o de ideais vrim.os R - di. . ., j nnlos P1 , ••. , Pt de /l[X] f ' n:tÍ.m<Tos na!.nra:is 
c1, ... , et tais gtLe I = ~~~=t [Pt· ] onde [Pt'] é o ideal vrincipal fechado assoC'iado com 
Pt·. Além disso, esta 1·cpTesentaçtio é única a ·1nenos da ordem dos fal.orc::;. 

Nós começamos esta secçào provando um caso particula r do teorcma.1.1.1 (lema. 
11.1 . :1). V <'.Í a.J nos prime: i r o o sq?;u in te 

Lema 4.1.2 Sejam f e g dois ]Jolinômios de C[X] tais que M OC{f,.r;} = I. 
Hntáo Q[X]fy = Q[X ]f li Q[X]g . 

Demonstração: Desde que f,g E C'[ X] Lemos que Q[X]fy Ç Q[.\']I li Q[X]y. 
Hcci pro c a lllcnLe, !:icjam f, g E C:[ .X] tais que MDC' {f, g} = I c 71 E Q[ Xlf n Q[ .\' ].<;. 
I•:Ji l<1o, ex istem q,q' E Q [X] Lais que 71 = qf = q'y , c a, h E C:[X ]. s<üis l'iiZ(' Jldo 

I = af + hg. Con:scqücntementc, ]J = afq'g + bgqf = (aq' + bq)f.<J E Q[X ]/.<;. 
A prova. estA completa.. 

Lema 4.1.3 Seja I um úlea/ pTinci]Jal f echado de Q[X]. Ent.ào, (::ústc ·tun con
junto finito de idea·i.s primos Q- ci'isjw~Los P 1, ... , P1 de Q[X], e 111Ímcros nai'umis 
f' 1, ... , c1 tais que 1 = n~= l Pt·. Esta TC[n·esentaçào é tí.nica a menos rla ordem do:; 
fa I o rrs. 

t[Q 
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Demonstração : Pelo corolário :3.2.2, ex iste um polinômio mônico ./~ E C:[X] 
tal que I = Q(X].I'o. Suponhamos que ./o = p~• ... p~' é a decomposição de fo co1no 
um produto de fa.torcs mônicos irredutíveis em C'[X]. EnLào, pelo le1na anterior, 
f = Q[X]p~ 1 

... JJ~ ' = n~= 1 Q(X] p~· = n~= 1 (Q[X]pi)e• , onde Q[X]pi é nm ideal prilllo 
dC' Q[X}, se' 71; f. irn·clut.ívcl. 

Sc.iii.JII /' 11111 id<'<d pri1110 Q - di..-;ju./1./.o d<' Q[X] c (' 11111 JllÍlliCro Jlil.t.llr<·d sat.isf'iiZ<'II 
do I ç e· . ( :onsidc·rc·rnos ]I E ( :[.\' ] 11111 polinôrnio lllÔllico irn·dntívc·l tal <[li<' 

/' = (J[X]p. ( :ons<'qiicnl.cnH'Ill<', p' divide ./~1 em C[ X]<' a ... -;sin1 , cxist.c· I :::; i :::; L t.a.l 
qu<' J> = /)., corn J $ c$ c, . t\ ur1i cida.dc éJ.gora. é facilnlcJJt,c· obLida. 

Lema 4.1.4 Sejam P nm ideal /)'rinw ll - di~junlo de /l[)\"] ( I' E C:[ X ] Ullt 

pol-inômio ·,nônico irreduUvcl !.a.l q<te P = Q[X]p n /l(X]. 1:/nUio, o ideal princip11/ 
fechado a.ssociado com. p c é [Pe] = Q(X]11e n R[X] pa·m qualquer u'IÍ.mem nal'uml 

e 2: J. 

Demonstração : Seja I E Q[X]pe n R[X]. 8nLà.o, cx isLc 9 E Q[X] Lal que 
f = 971e e, conseqlienl.emenLe, of 2: o(zl), já. que pé rnôuico. Assim, 
éJ((J[X]pcn /l[X]) 2: D(Jf). Também, f)p e ~ ô(pe) pois p c Ç Q[X]7/nR[X]. Agora , 
desde que 11 é primo, T( P) nào é nilpotente c então dado um i11Lci ro e 2: 1, cx isLcnt 
a1 , ... , ae E T(P) ta.is que a 1 · ... · a c /: O. Pottanto, ex iste Lllll polinôn1io Clll p t de 
grau igual a o(pe). Logo, o(Pe) = o(pe) = ü(Q[X]Jf n R[X]). O resultado segue 
por 2.2.8 e por 3.2.2, usando novamente quepe ç Q[X)pe n n[X]. 

Demonstração do T eorema 4.1.1 : Seja fo E C[X], mônico tal que 
I = Q(X]./0 n R( X]. Pelo lema 4.1.3 temos que Q[X]./o = n}=1 ( Q[X]J'i)"· , o11dc 
/ 0 = p~' ... 71~' é a. dccomposiçào de~ fo em fatores irrcd u~íveis c rn C'[X). Con 
scqiicntenwnt.e, Pi = Q[X]11; n /C[X] (~ um ideal printo de /l[X] c o id<~a l pri11cip<d 
fechado <1ssocia.do com p c.. é [Pt·] = Q[)..:"]p~· nR[X] = (Q[X]p;)c, n /?.[X], pelo lenta 
:f. f. · I. i\::;si111, ternos que I = n~= ' ( Q[X]J,i)''• n H( X] = n~= 1 [ JJt• J. 

Suponhamos que f = n~=l [L~;], onde Lj é primo para. todo I $ j $ S . l·:lltrlo, 

[L;; ] = Q[X]q;~ nR[X], onde {Jj E C[X) é u111 polinômio mônico irreduLívcl pa.ra todo 

1 :::; j $ S. Logo, 1 = .] n R[ X] onde .] = nj=l Q[X]q;~ é um idea l prillcipal fechado 
de Q[)(j . Conscqi.icntemenl.c, pelo teorema. 3.1.8, J = n~= l Q[X)Jii ' . A Ullicidad<' 
decorr<' do l<'nM '1. I. ~L O teorema. cst.A demonst rado. 

CotJto nmscqLi(·rJCÍét, dir<'l.a do (,(•orcrtw ·1.1.1, obten1os dois coro];Írios: 
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Corolár io 4 .1. 5 Seja 1 ·1tm ideal R- dis)'unlo de R[XL onde R é u·m 
anel p1·imo . Então: 
(i) ea:is/.e um míme1·o fin ito de ideais JH·imos R - disjuntos P1 , ... , Pt de R[ X] e 
n:!Ín1-eros natm·ais e1 , ... , Ct unicamente determinados tais que [I] = n~= 1 [ Pt' ]. 
(ii) I é mn ideal princi7Jal fechado de R[X] se e somente se I é intet'Secçcí.o finila 
dr id r a i.s, cada ·um dos qnais é um. ideal 7n·incipal fechado associado à mna. 
po/.ênáa dt am ideal prinr.o. 

Corolário 4.1.6 Uma inle1·secçào de ideais 7wimos dis tintos R - disjwUm; de 
R[X] é náo ·nula s e c somente se é ·uma inl e·rsecçào finita. 

Se P é um ideal primo Q - disjttnto de Q[X] então P = Q[X]p, paxa. algum 
polinômio irredutível p E C[X]. Entã.o, p e = Q[X]lf é também um idea.l principal 
fechado de Q(X] . O exemplo a. seguir (já. estudado ua. secção 3.2) nos mostra qtiC', c•rn 
gera.!, uma potência. de um ideal primo nào precisa ser um ideal priucipa.l fechado: 

Scja.rn Q o c.:orpo dos lllÍtneros racionais c D o domínio de integridade de• t.odas 
<l.!; sc.'· rie::; d<' potências de Q((VIJ co111 coeficiente de )1

• nulo . O corpo de frac,;c'l<'s de 
/) (~ /• ' = Q[p··, v- 1]]. Sej(l. p· = (X' - V)Ji'[X]. j>• é Ulll iclc•fl.l pritllO d(' F[X]. 
pois rJ(X - V)= l (logo irredutíve l). 8ntào P = e· n U[X] é 11111 idccd prilllo d<' 
D(X]. Temos que, se I E P e ôf = l, entà.o I= (X - Y ) 2:~.2 fti ) ··· , o nd<' q, E Q. 
ConscqÜelltcmente, se g E P 2

, g = (X2
- 2X Y + Y2

) I:i>·l qj Vi, onde· q; E Q. Sej<~ , 
agora h = (X:l - 2)t Y + Y 2)Y2 E (X - Y) 2 F'( X] n D[X]. !:>cguc <p~<' h rj. P2 logo 
P2 ~ P"'2 n D(X]. 

i\ segu ir, prova.rnos que a situ<Lçào deste exemplo nã.o ocorre se o ideal pri1110 é 
111 <l :-; i 111 ai. 

Proposição 4.1.7 S'f:.jr1 t\1 ll'lll idr.al uw:ri.m.o.l H- disjunl.o rir ll[.\']. l~'nfúo: 

(i} 8(-' T é mn anel de fJIIOÓf'.'/1./.e:; ri di·reil.a rir' n f!ltr' ('0'111{111 (/ dfll/.'il/1'1/ ('(n/ m/ 

R.(' rlc 1?. enlti.o 't é simp/r...;. 

(i.i) M; (: ·1un idw.l vri.ncipal jú·lw.rlo rlc H( X], 7"1n1. rrwr.lqnr.,. i 2: l . 

Demonstração : (i) Seja. M· = l'{.X]./0, um idca.l primo '1' - di:>j unlu de J'[X j 
La.! que M· n R[X) = 111, onde fo E C[X] (corolário 3.1.8). Como M é nraxirn a.l 

em /l[.\"], fi;J• é max imal em T[X]. Seja. O f. I <I T. Então J\1[· + l[X] = T [X ], 
pois ! [X ] ~ 1\r. ConseqüenternenLe, existem 9 E T(X] e h E ! [X], corn b = lc(g) 
e c = lc(h.), tais que 1 = gf0 + h. Como ô./0 ;::: I , t.emos que b = -c, portanto 
b E / . Usando que ./o é môni co, é fá.cil mostrar por incluç<lo qu e t.odo codiciC'lltC' d<' 

9 perl.c·nc<' ~' f , ou seja., g E /[X]. Logo I E ![)\']e porta.u Lo I='/'. 
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(ii) Sejam f E M 2 tal que ôf = ôl\11 2
, a = Lc(.l') c 9 E [fln. Ent.ào existe: 

O -=/: 1:1 <1 ll s<üisfa~endo 9ll a Ç /l(Xlf Ç /\11 2
• Porta.nto , 9 H aR Ç M 2 Ç M. Seja 

I' = H a R, t.c mos 9 F Ç M . Logo, 9 E JVf c F[X] + JVJ = R[ X]. Conseq iie ntclllcnt.c, 
I = 1.:1 + /.·2 , pa.ra. cerLos 1.:1 E F'[Xj <' kl E M. /\:-;sim, 9 = 9k, + 9/.:'1. E M'l. c 
[/]H Ç i\1 2 . /\gora., M '2 Ç [M'2]n Ç [I]u Ç i\1 2, port<wlo M2 <~ um iclea.l principal 
i'<Thado d<· U[Xj . 

Supollhttlllo:;, por incluçào, que J\!Jit - l = [I]n para a lgum polinômio f E M n- l. 

Seja 1.: E J\1 " sa.tisfe:tzendo âk = âN!n. De modo a.ncí.logo à primeira parte, t.eu1os 

que Mn = [!.:Jn. A prova. está. completa .. 
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4 .2 Decomposição Primária de Ideais Fechados 

O obje ti vo desta. secção é de dcmonst ra.r o (.eo rc rn a, '1. 2.12, que cst.a. lw k cc il 

dccomposiçà.o p ri l1!ária. de lllll idca.l recha.do de ll[ E] :sob cerLas COttdiçôcs (' g<'ll<'t'aliz<t 
a fatoriza çào ele um ideal principal fechado elo anel de polinômios R[X), obtida. na 
s<:cçào <utt.erior (t.corema. '1.1.1 ) . Os resultados ap resentados a.q ui ttào apareccttt na 

li teratura, e foram obtidos pelo a.u tor , seguindo s ugestões do proL M . Ferrc ro. 
Da.do q, um idca.l fechado de R[E], estudaremos quando q Lcm uma. "decom

posiçâ.o printá.ria." em R[E]. Pa.ra. isto, ó preciso que C[E] seja. Noetlteria.no. Con

s idcrc tlto::; c nt à.o ttcst.a. sccçà.o R[E] = H[X1 , •• • ,X~,; ], o anel de polinô tnios a. 1.: i tt
clet.c rm iuada.s sobre R, onde R é um anel primo. Assin1, como C (· utn corpo, 
C'[ /~] = C'[X,, .. . , Xk] é um anel Noet.hcriano. I\ partir daqui, d<'not.a.rcmos H[ F:] 
(r<'sp<'d i n\.tll<: tt tc Q[ /~] c (.'[/.;]) po r /?.[.\] (n 'S IH'cl.i valt l<'t tl.c• Q[.Y ] <' ( '[ .\ ]). 

Sej a N o conjun to d os tttÍtn c ros ll iÜ ttra.is, cxcl uilldo-sc• o zc·ro. Vc·ja lllos ;, 

Proposiç ão 4 .2.1 Scjn111 /\. <l C.:[X], a, b E G[X] c I <l C.:[X]. Sáo equivalente:;: 
(i} ab E 1\, a tf. f { =? 3n E N tal que bn E f{ 
(ii} ai Ç K,a tf. f(=? 3n E N tal fJ'tLC 111 Ç f{ 

(iii) I (1. Ç f{, <L (j. f( =? 3n E N tal que J'• Ç {{ 

D e m o n s t r açã o : (ii)~ (iii ) Im ed ia to, dc!jde q ue ai = l a . 
(i)=? (ii) Seja 1 um idea.l de C[X]. Como C[X] é um a.nel Noetlwria11o, o ideal 

I é fi11ita.mente gerado. Porta11Lo, existem a 1 , ••• , a1 E C (X] tais qu(~ I = ( a 1 , ... , a1). 

Suponha tnos que a.l Ç J{ , o 11de a E C'[X] e a tf. I\. E ntão aai E 1\ , pa.ra. Lodo 

i E t\ = {I , ... , l} . Por hipótese, para qualquer i E /\ cxi!jt.e ni E N tal qu<' <• E /\ . . 
Assim, Lemos quem= max{n1 , . • . ,nt} satisfaz atE/\, Vi E!\ . Logo, JL"' Ç /\· . 

( i i) =? (i) Seja.m a, b E C [X] ta.is q uc ab E I\ e a tf. ./{ . Como ab E /,·, Lemos 
q ue a(C[X]b) Ç ]{ e por hipótese, ex iste rn E N ta.l que (C [X ]b)'" Ç /\. Con
seqlicntemenLc, tr E / \ . A prova está complda. 

De modo sem el hante, podem os provar que a. p ropos içào a.cint êl va.l(' cnt qna.lquc r 
a.nel comutat ivo Noethe ri ano. Um ideal que sa.t i sfa~ a condição ( i) da. proposição é 
chamado ideal primário ele R. Assim, 4.2.1 motiva a. seguinte gcnera.liza.çào, para 
/l[ X], do concci to de um ide a I ser pri 111á.r io. 

D e fini ção 4.2. 2 Um ideal fechado q de H[X] é dito wn ideal prinuí.rio de /l[X] 
se satisfa= a segttinlc p7'0priedade: dados a E R[X] e IJ nm ideal fechado de /l[X], 
tais qnc a] Ç q c a tf. q) enlü.o c:l:iste n E N satisfazendo In Ç q . 



11.2. Decomposiç<io Prim<:í.ria. de Ideais Fechados 

Na definição 4.:2 .2, é suficienle co n ~iderarmos um ideal fechado. Se q é unt ideal 
primário e J é um ideal R- disjttnto de R[XJ tais que aJ Ç q, onde a E R[X) \ q , 
cnLào existe n E N satisfazendo Jn Ç q. De fato, dado b E [J), existe O f. f[ <1 R 
tal q ll(' b 11 Ç .J. Conscqiicn t.c ttt(~ t tl.< ~, ab 11 Ç q c, logo, ab E q. Segue que, a[ J] Ç q 
<' , como rt rf. q, (J] <'· um idccd fechado de R[X] c, por defin içào de ideal pritmirio, 
existe n E N tal que [J]'t Ç q. Como J Ç [J], obtemos que .r Ç q. 

O Lcore111a. a /::icgu ir, mostra que a. correspondência. deLermina.da. em 3.1.5 preserva 
a propriedade ele um ideal ser primário. 

Teorema 4.2. 3 Sejam q u.m ideal f echado de R[XL q* o ideal f echado de Q[X] 
tal q1te q = q~ n R[XJ, e f{ o ideal de C[X] que satisfaz q = Q[X]f( n R[X]. 
Sào equivalentes: 
(i} q é um. ideal p·rimú·rio de R[X ] 
(ú} q" / '11.'/1/ ideal vrimâ1·io de Q[X] 
(iú} ,,. é um ideal pTimâ·rio de C[X) 

Demonstração : (i) :;. (iii ) Seja.tn a, b E C[X) onde ah E /( <' a tJ. 1,·. Co1no 
a E C[X], existe O f. !I <1 R tal que aH Ç R[X]. Assim, cx ist.<· h sa.Lisl'azc1tclo 
ao = ah (/. q. De fato: se aH Ç q entã.o aQHQ Ç q"', portanto o E [q' ] = q", 
donde concluímos que a E c( n C[X] = ./{, o que é uma. contradi<.Jto. Por outro 
lado , ex iste O =f:. J <1 Fi com hJ Ç /l[X]. Sej a. L = R[X]b.J R[X ] <1 /?[X] . /\goril. 
a0 L = h R[.\]abJ R( X ] Ç q* n R()(] = q e a0 rJ q. Conscqüentclllcnl.c, exisL<' 11 E !\ 
tal que {,11 Ç q. Assim , <:OIIIO h.} Ç {,, Lemos que bnJ'l Ç q Ç r(, pois !J E (.' [X]. 
Logo, h" E 1( n (.'[X ] = {\', por tanto /\ <S UI II ideal pri lll<Í.rio d<~ C[Xl 

(iii ) =? ( ii ) ;)e·j<~ r( 11111 id<'<d l'< ·c lt <~do de Q(X] La l q11c /,' = q· n ( '[X ] c'· 11111 id<'<d 
print;Í.rio tk C:[.\'). Scja.lll a E CJ(.\'] !' I U lll ideal l'eclt;ulo de CJ (,\' ] La.is qtw a / Ç 1(. 

Consid<'r<' IIIOs .f = { !J E Q[X) I h! Ç <(} id< ~a.l d<' Q[X ]. Dado h E [.! ], <·xisl.<· 
O f. fi <I Q La.l que IIb Ç .J. Para todo c E 1 Lemos que fi bc Ç .h Ç c(. Logo, 
br E [c(] = q , ou seja, [J]J Ç r( . Da. dcriniçào de·.} , obi.<'IIIOS qu<' [.! ] Ç ./. porl illll.o . 
.I (. 11111 id<'al l'echado nào nulo de Q[X] (a E .J ). Se.} n q =!= o, t.t' IIIOS qll !' .I = (2. 
pois J é fcd1ado. l~nLc\.o, .f Ç r( e<( <~ printário. 

Se J n CJ f. O, J n C[X] é um ideal nào nulo de C'[X] e, alélll di sso, 
.} n C:[ X) C!:. c( n C[X) . De fcüo: suponll é\.IIIOS que .J n C'[ X) ç r( n C[Xl l ~n t.clo, por 
:3.1.5, kuJos q ue.} Ç c( , o que~ e~ Ul ll n.bsurdo, pois a E J \ <(. Seja. 
O f. a0 E .) n C[X] \c( n C[X]. Temos a0 (1 n C[X]) Ç K. As/::i Ílll , existe n E N 
satisfazendo (JnC[X))n Ç J{. !\lias (JnC[X])n = JnnC[X) e, novamente por 3.1.5, 
obtemos que i"' Ç r( . Logo <( é primário em Q[X) . 
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(ii) ::::} (i) Su po11hamos que q" <; urn ideal prim<Í.rio ele Q[X]. Scja.rll (t. E /?.[X] 
e I um ideal fechado de R[X] ~éÜS que ai ç q c a f/. q. Seja r o idca.l fechado de 
Q[X] tal que 1 = J• n R[X]. Dado h E r·, exis te O =I H <1 R tal que bH ç !((X]. 
Assim, ah/1 Ç f• n H[X] = I <', por :3.1.:3, ab E q"' . Logo ai"' Ç c(. Mas, a f/. c(<' 
da hipótese, temos que existe n E N satisfazendo 1"''1 Ç c(. Agora, 1 Ç 1"', por tanto 
In Ç I- 11 n R[X] Ç r( n R[X] = q. Logo, q é um ideaJ primário de R[ X] e o teorema 
es tá demonstrado. 

O lema a seguir , mostra que a correspondência estabe lecida em 3.1.5 preserva. 
intersecção de ideais (corolário 4.2.5) . 

L e ma 4.2.4 Sejam. q1 , q2 ideais f echados de R[XL q;,q:;_ ·ideais fecluulo~ de (J[.X] 
e /\1 , .r,·2 ideais de C[ X] sa.t.isfazendo q, = qj n R[ XL q2 = q.i n R[ XL 
q~ = Q[X]/,·, c q.j_ = Q[ X]l(l· l~ul.tio: 
(i) <tr n l{'J. / //,/// i.d('nl fcdw.do /t.[ .\'j. 
(h} q~ n r(1_ é um ·ideal f echado Q[X]. 
(i.·i1:) q, n Cf2 = ( qj n q:;_) n R[ X]. 
{iv) ]{, n K2 = (q; n q2) n C[ X]. 
(v) q, n q2 = Q[X]( K1 n I\2) n R[X]. 

Demonstração : (i) e (ii). Seja. T um a.nel de quocie ntes i1. direita de R, 
mos~rcmos que, dados dois ideais fechados de q1 e <t2 de T[X ], q1 n ({2 é um ideal 
fecha.clo ele T[)~']. De fato, seja h E (q1 n q2]r. Portanto existe O =I H <l 1' t a l que 
bll Ç q, nq·l · Conseqüenternen~c, b E [q, h·n[rnh· = q, nq2, ou scj<~., [q1 n q2h· = <t r n(f2. 
Logo, q1 n q2 <~ um ideal fechado de :I'[X]. 

(iii) T eruos que: q1 n q2 = (q; n R(X]) n (r/in R(X]) = (q j n q~) n U[X] . 
(iv) Temos que: K 1 n ]{2 = (Q[X]K1 n C[X]) n (Q(X]I<2 n C[X]) = 

= (Q[X]J,·, n Q[X]K2) n C[X] = (q] n q2) n C[X] . 
(v) Por (iii) q1 n q2 = (q; n (/2) n R[X]. Pelo íte m anterior e a co rrcspondôncia 

de 3.1.5, q, n q2 = Q[X](I<1 n K2) n R[X]. A prova está completa .. 

U~i li zando 3.1.5, obtelllos uma fácil genera li6a.çào de 4 .2.4 . 

Corolá rio 4.2.5 Sejam fJ~> ... , Cft ideais fechado s de R[ X] , qj, .. . , q; i.dwi."' 
f echados de Q[.Y] e .r,·, ' ... , l{L ideais de C[ X] snlisfaz endo ({; = q; n U[X ] ( 
q; = Q[ .\']/,'; . JUtm i. = 1, .. . , /. /·)ulúo: 

(i.} n:= rfJi = (n~= ,qi) " 
(ii) nj=1 Q(X]A'; = Q[X](nj=1 /,·;) 

(ih (n~= ' clit n C[XJ = nl=, Ki 
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Em anéis NoeLheria.nos comuta.tivos, p a.ra. lllOstra.r que Lodo idea.l a.dn1ite "de
c·olnposiç<1o primc1ria.", most.ra.1n0s que todo idca.l a.d111itc uma. deco1llposic.;;1o Clll 
int.c nwcc)to de ideais irredutíveis e depois que t odo ideal irrcduLívcl c~ prillli·Íri o. i\ 
partir do conceito de ideal irredutível, obtemos a dccomposiçào mininml. 1\ segui r, 
gcnera.lizalllOs Lalllbé111 este conccit,o à /l[X] c IIIOS Lnunos que a co rrcspo~tdê 11 c i a de· 
:1.1.5 {de R[X] pMa C[X]) prese rva. idca.is irredutíveis. 

D e finição 4.2.6 Seja q wn ideal .fechado de R[ X]. Dizemos q1te q é nm ideal 
irred1tlível em R[ X] se, ]Ht'/'Ct rruaisq1W' ideais f echados q1 , <12 de R[ X] tais que 
({ = Cf1 n Cf'l· temos ({ = fJI Ol/. (j = Cf2· 

Propos ição 4.2.7 Sc.i(un q nm ideal f echado de ll[X] c 1\· o ideal de C[ X]t.al 
lj'/1(' q = Q[X]I\ n U[X]. Enleio, q é i·rn;dut/vcl e'fll R[XJ se (; .-;()1/tG'ft / (; S(' I\' / 
irredu.t.ivr:L c;tn C:[.Y]. 

D e monstr ação : Suponhamos que q é redutível em /l[.Y], ou scjc1., q = q 1 n 1r2 

o nde q; é um ideal fechado d e R[X] e <fi =/= q, para i = 1 e 2 . Sejam l\'1 e ]{.1 os 

ideais de C[X] tais que qi = Q[X]IC n R[X] (i= 1 e 2) . Temos, por 4 .2.5( ii ), 

Q[X]J( n H[ X] = q = Cft (') <!2 = ( Q[X]K1 n R[ X]) n ( Q[X] l\2 n R[ X]) = 

= (Q[.\']J\1 n Q[X]J,·2) n R[X] = Q[.\'"](/\1 n J<-2 ) n R[X]. 

J)c Ja ('()IT<'SJlOIId ê• ncia de ;l,f }), I\' I n l\'·l = f\' . ' J'a.m b<~l11, I\' =/= l\.1 <' I\' -:/ 1\'J.. pois 

fJ =/= q1 c• lf =/= lf'2 . Logo I\. c'• rcdlll.ívd l'lll (.'[X], o que c'! 1111 m co JJ t.ra.di<Jto. lk 111 odo 

S<'lll<' l ha nl.<' , pod('111os dcii\OIIstra.r a. r<' tÍpro<.:a .. 

Uma dC'COillposiçã.o pri111ári a. de urn iclea.l fechado I E R[X] é expressa.r I como 

uma. iuLer:;ecçào finita de ideais primários de R[X], do t ipo 1 = ni~ 1 fJi (onde q; ~ 
um ideal primário de R[X], 1 ~ i ~ n, com n E N). Dado I um ideal de um a.nel 
qualquer A, o radica.! de I é a. inLersecçã.o ele Lodos os ideais primos ele / I que COJ ttc'!m 

1. O radical de 1 será denotad o por /7. Dizemos que a decomposiçáo prim êÍ.ri a é 
minirna.J se ,fiii =/= J1ij para. quaisque r 1 ~ i,j ~ n t,a.is que i =/= .i e <J.i 1. n_;::p; (fj 

(1 ~ ·i ~ n). 
Seja. q um ideal fechado de R[X] e consideremos o ideal /\. de C[X] tal que 

q = Q[X]l\ n R[X]. Cntão .fii = Q[X]JK n R[X ]. De fato, sa.hemos que C:[X] i.· 
Noetheria uo c porLanLo exis Le um número fi nito de idea is primos miuimais P1, ... , e,. 
de C[X] ta.is que Pj 2 /{ (1 ~ j ~ T). Assim , JK = n;=l Pj . Além disso, 

existe n E N sa.t.i s fa.zendo VK1 

Ç f{. Logo, (P, · .. . · P,.t Ç (nj=1Pj)n Ç l\'. 
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Agora cons ideremo~ os i dea.i~ priiiiOS R. - d·isj-unlos 71J = Q[X]Pj () n[X] de U[X ] 
( l ::; j ::; r) . Ternos que para. cada j = l , 2, ... , ·r, Pi é um ideal pr imo R - di~ju ~~,/.o 

que con l<~ lll q, <' por 3. L.5, (7' ' · ... · p,. )" Ç q. Dado unl ideal primo V qualq11cr d<' 
R[.\"] t a.l que F 2 q, temos que F contém (7>1 • ••• ·p,.)n. Conseqüentemente , F' cont.é-n J 
p;0 (1 ::; io ::; t·). Assim, pa.ra. obter fii , podemos considerar a.pcna.s os ideais priJJlos 
a- disjuntos ele R[X] que contém q, isto é, fii = n:;= tPi · O resul ta.do agora. 1! 
evidenk, por 4 .2.5. 

EsLa.s observações, demonstram o seguinte 

Le m a 4.2.8 Seja q wn ideal f echado de R[X]. En/.ão fii é dado 7JOT uma inte·r
secçâo f inila. de_ úleais ]>rimos I? - disjuntos de R(X]. Além disso, fii é nilpolcnlc.. 
módulo q . 

Lema 4.2.9 S ej a q ·u"/11. i deal primário de H[X ]. 8ntáo fii é wn i deal primo dr 
R[X]. 

D emon stração : Sej a. i{ o ideal de C(X] tal que q = Q[X]J\ n R( X], e porta.nlo 
fii = QJK () R[X]. Como C[X] é comutativo, temos que VK é um iclca.l primo 
(ver teorema. 4.1 de (1]) . Logo, por 3.1.7, temos que fii é um ideaJ primo de /l(X] . 

A seguir, definimos o que é um ideal L-pn'mcí.1·io e rnostra.mos que toda. decom
posiçào pri mária ele um ideal fechado f c[ (' R[X] pode ser reduzida. i1 urna. decolll
posiç;1o prirwí.rin lllÍn irnal. 

D e fin içi1o 4.2.10 S't j a 11 tt:/11 id('(/.lfr·f'IHulo dl' 1?.[.\' J. Oi::t·llt.os 'I "' 11 / /, -JJrÍwríri o 
,.;, 'I / 11111 ideal p"I'Í/1/.lÍri.o de /l[.\ j r· .,fti = I, . 

Lema 4.2.11 Sejam q1 c q2 dois ideai;; L -pTim á·J'Íos de R[X]. Enl tw q, flq2 é 
L-primário. 

Demonstração : Por 3.1.5 c 4.2.5, temos que Jq1 n q2 = L. H.e!lla. provar que 
Jq1 n q2 é um ideal primário de R[X]. Sejam a E R[ X] e I um ideal f'echctdo de 
R[X] ta.is que ai Ç q1 () q2 c a (j q1 () q2 . Sem perd a. de genera.l idade, podemos 
supor que a (j q1 . Como q1 é um ideal primário de R[X], existe n E N sa.t isfa.ze tl do 
I n Ç q1 Ç L. Sejam K2 o ideal de C(X ] ta.! que q2 = QI<2 n R[X] c f { = J"T{;. 
Como C [)\"] é Noetheria.no , existe rn E N ta.l que ]("' Ç !(2 · Assilll , l/'1 Ç ft2· 

conseqüentemente, r wl Ç q1 n q2 . Logo, q1 n q2 é um ideal L-pri?ná·rio. 

Assim , dada uma. decomposição primária de um ideal de l?[X ], pod<·Jnos supor 
que esla é mini mal. De fato, basta :subst ituir os ideais prim<irios que tenham mesmo 
ra.dica.l , pela. inlersecçào destes (4.2.11). 
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T eore m a 4.2.12 Seja I ·um -irh:al fcchCLdo de /l[X]. J.::núi.o existe u1n ntÍ/1/.cro 
.finilo de ideais JH"il1uí·rios q1,<f2, ... , qn de R[X] tais que I = ni::1 qi é uma clccom
posiçào primâ·ria mininwl. Além d·isso, a fcL1nília de ideais p1·imos { Jfii} i::1 é uni
camente dete1·múwda poT I. 

Demonstração : Seja I< o ideal de C[X] tal que f = Q[X]!\ n R[X]. Como 
C[X] é Noetheria.no, [{ a.drnitc um él. dccomposiçáo primá ri a. m inima.l e111 C[ X]. Seja 
f\ = ni:: . f\i esta. decomposiçào, onde /\.; é Pí-pt·úncí1·io, para. todo 
i E i\= {l , 2, ... ,n} en E N. Desdequeestadecornposiçãoé minimal, Lemos 
P, :/= P; para qua.isquer i ,j E t\ tai::; que i:/= j. Assim, temos, por 4.2 .. 5, 

f = Q[X]K n R[X] = Q[XJ(ni~1 f\i) n R[X] = 

= (n~~ 1 Q[X] Ki) n R[X] = ni~ 1 Q[X]f\.i n R[X]. 

Para -i E i\, seja. qi = Q[Xjf\í n R[X]. Desde que para. todo i E t\, f\í é primário 
ele C[X], obtemos que qi é prirmírio de R[ X] ( 4.2.3). Assim, dado um ideal fechado I 
de R[X], f admite uma. decomposição primária em R[ X] do tipo I = n;:: , fJi, com q, 
um ideal primário ele R[X] pa.ra. 1 ~ ·i ~ n. Podemos supor que csta decomposiçào 
é minimal (por 4.2.7 e 4.2.11) . 

Suponha.mos a.gora. que I = nj=, qj, onde qj é~ um id<"al prim;-í.rio d(' /l[X.] 
(I~ j:::; .-;). l ·~ nt.i\o os ideais/\·_; d<' C' [X ]L<1 is que qj = Qf(j n H[X] 
(I :::; .i :::; .-;), s;io pritn;í.rios d<' (.'[.\"],c vale f{ = n;=,l\j. Mii.S C:[X] <'· No<'l.h<·riétiiO, 

portanto, rcordcna.ndo os l"a.Lores (::;e necess<Í.rio), Len1os quc s = n c ~ = Vf\j 
( I ~.i ~ n) . ConseqLienlcmenLe, y'clj = ,ftij (I ~ j :::; n), pois 

.,fiij = QJAjnR[XJ = QJRjn R[X] = ;q; (1:::; j ~ n) . A prova est(l colllpleta .. 
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Nota Final 

Esta. dissertação estuda. os ideais primos e fechados de uma ex tensão livre cen
tralizaute S = R(E], de um anel com unidade R. Os resultados obtidos, bc111 como 
élS técnicas usadas aqui, podem ser a.p li cadas pa.ra. re lacionar certas propric•da.dc~ 
dos idea is primos p de R COIII os idea.is primos p~ de 5', t a.is que p· n H = e. 1·~11 1 

[G] (secções J c 11), M Ycrrcro lnostrél que as propriedades que c;u·act.<·ri'l.am o~ illl<'·is 
<"' ideais fortemente primos, nâ.o singulares e primitivos, sào preserva.da.s , sob cc rl.a s 
condiç.ôcs, quando t.o111a.mos idca.is primos P e P"' como acima. 

Lembramos que um anel R é dito fortemente primo, se qualquer ideal não nulo 
I d<' ll ront.<'~111 lllll subco11junl.o finito P de R. que satisfa.'l. a. seguin te propricda.dc: 
se 7' E R c Fr = O, en tão 1· =O. F é chamado i::;olaclor (à direita.) para I em /l. Uru 
ideal I <l R é dito fortemente primo, se o anel q é for temente pri mo. 

Um ideal 1 de R dito essencial à. dire ita, se para. Lodo idei\.1 né'i.o 1ndo h direita 
.} de R Lemos J n 1 =I o. o ideal singular (à direita.) de Ulll anel H(~ defin ido por 
S'( Il) = {a E R I Ann(a) (~um ideal csscncia.l ~"di re i ta de n}, onde· . í\nu(o) d<' IIOiil 
o a.nu lador à. direita de a E ll (De féüo podemos prova.r que S'(R) c! lllll ideal). lJ 111 
a.11cl l?. <~ cl1a.mado ll éio singula.r (à direil.a,) se S' (R) =O c urr1 ideal prirno P de f( (· 

diLo nào :>ing ular se· #é um a.nel nào si ngu lar. Daqui em diante, c:scn·vcrcmos " nào 
::;ingul<tr" para denotar "não singular à direita.". 

A seguir, en u11 ciamos qua tro resultados de [6], que sà.o obtidos como ap lica.çõe:; 
dos resull.a.clos desenvolvidos nesta dissertação. Corno a.ntes, R[ b'] denota uma ex
tensão livre centra lizante ele R. 

Teore ma 1: Seja.m R un1 a.nel fortemente primo c P 11111 idc•a,l de /?.( /~]o qua l 
é ma.ximal com respeito à. propried<tcle P n R = O. Entào F é um ideal l'or Lenl<::!nLc 
pnmo. 

Teore ma 2: Sejam R um anel primo náo singu lar e P um ideal de /l[.e] o qua l 
<'· 111<lXillléd ('0 111 J'('SIH'it.o it propricda.dc· f> n!?. = O. Enl.;'io f > c'· 11111 id ('éd llÚ.o siltg tdar. 

Teore n1a 3: S('ja.111 !llllll a.ncl qua.lqtiCI' <'.C.' = U[/~] 11111<1 <·xt<'IISÚ.o livr<· <TII 

t raliza.nLc ele R (E= {edien) . Se E é finito ou eiCj = ej e i, pam qtmisqucr i,j E n, 
cntà.o qualquer ideal primo de R é fortc111ent.c primo ( rcspcctivaJII CI JLc 11Ú.o s iJJgulttr) 
se e some11t.e se o mesmo é verdadeiro para S. 
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Um ideal I de R é dito primitivo U• direita) se satisfaz a pro pri eda.dc ~ de ex istir 
um idea l maximal à direita lVJ tal que (J\!1 : R) = { x E R I Rx Ç Jvl} = I , ou seja, 
l é o ma.ior ideal (bilátero) de R contido em J\!1). Um anel é chamado primitivo UL 
direita), se o ideal O é primitivo (à direita) . 

Teo rema 4: Sejam R um anel pri mitivo (à direita) e P um ideal de S = R[EJ 
ma.xirna.l com respeito à propriedade P n R = O. Entã.o P é um ideal primitivo (à 
direit.a) de S. 

Observamos que, em [6], o teorema. ' ' é provétdo para uma extensão S = /?.[1~] 

li vre c nonn a.liza.nte sobre R (isto é, eJl = Rei Vi E D). 
Finalmente, queremos observar que, em [7], os resu ltados des ta dissertaçào sào 

gencra.li7.ados. Neste outro trabalho, M.Fcrrero define submódulos fechados de um 
bimódulo sobre um anel primo R. Agora., nã.o é ma.i s necessário que este módulo 
seja livre. Conseqüentemente, generaliza os resultados expostos nesta dissertaçào. 
Além disso, não son1ente se generalizam os resultados anteriores para extensões não 
necessariamente livres, como também se obtém resultados em anéis intermediários 
(isto é, subanéis de S' que contenharn R). Estes novos resultétdos séio obtidos c o111 

técnicas análogas ~L':> ut iliza.das ncst,<l disscrta.çà.o. 
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