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RESUMO 

O presente trabalho tem por objetivo apresentar a prova de um teormna 

de .Jan1es Ax c Simon B. Kochen relacionada com uma conjectura de Artin . 

A dernontração apresentada usa essencia1m.ente Teoria de 11odelos e Teoria 

de Valorizações. 

O teorc1na nos diz que para cada grau cl E N* existe uma cota nd tal 

que, para todo primo p > nd, cada polinômio homogêneo sobre <Q!p de grau 

d em rnais de cl2 vnriR,vpis possui llllH"t nüz não tl·ivial no r.orpo de nürneros 

p-ádicos Qp. 

A soh1ção rncontrada por Ax c Koclwn para a conjectura de Art.in é um 

elos mais importantrs exen1plos ele aplicação de Teoria de ivlodelm; mn 

rarno d(L Lógica j'v[atemc1.tica - à Álgebra: ncst<'~ caso, à Teoria de Números. 
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ABSTRACT 

The presenL vvork h11.s objective to present a proof of a theorem due 

to Ja1nes Ax and Simon B . Kochen related to an Artin's conjecture. The 

dernonstration shown uses esscncially iVIodel Theory anel Valuation Theory. 

The theorem tell us that for cach degrec d E N* exists a bound nr1 such 

that, for all prime p > nd, each homogcneous polynon1ial over Qp of dcgrcc 

cl in more than d2 varütbles has a non-trivial root in the field of p-adic 

nurnben-> Q7J . 

The solution found by Ax and Kochcu for Lhe Artin's conjectureis one of 

the most important cxamplcs of application of ~Iodcl Thcory - a branchc 

o f :rviathc1natical Logic - to Algcbra, in this case, Lo N tunber Theory. 
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1 Notações 

Em geral: 

P(S) o conjunto das partes de um conjunto S 

IP o coujnnto elos m'uneros prünos 

J{ um c:orpo ( n Ã,o necessR.ri amente de c:aract<-:rí stic:a :0ero) 

A x = inverth ·eis do anel A 

IR+ = reais não-negaLivos 

Para a Teoria de Valorizações: 

I = valor abt1oluto em um corpo ]( 

lo = valor absolnto usual de IR 

Res(f, g) = a resultante entre os polinômios f e g 

J( = nn1 fcdw algébrico de J{ 

1(8 = {a E l( I o· ó separável sobre 1<} 

Para a Teoria de Modelos 

C = uma linguagem formal de primeira ordelll 

L'= extensão da linguagem L 

Símbolos lógicos : -, ( ncgn.çã.o) . 1\ (c); V (para todo): ..:_ (igual) , V (ou), 

3 (existe). 

Varic\veis : vo, ... , V 11 ; • • • (n. E N) 

Sü11bolos relaeionais : Ri (i E !) 

SÍlubolos funcion;:ü::; : jj (.j E J) 

Sín1bolos cousta.ntns : c;.: (k E T<) 

Vbl = o conjunto ele todas &'> va.rüíveis. 

Sent.c = conjllnto das sentenças em unu1 lingnage1n L 

For c = conjunto das fórn1ulas cn1 1nna lingnagen1 L 

TmL = conjunto elos termos em uma linguagem L 

L = (\ fJ·, J() a assinatura da lingnage1n L (identifican1os a 1inguage1n 

com a sua assinatura) 

Fr( '1/J) = c:onjnnto das v11.riáveis Jivres de 1./J 

X 



((v jt) = fórn1ula obtida ela fónnula (pela substituiçÃo clr cada ocorrência 

livre ela variável v pelo Lcrn1o t 

((x1/t1, ... , Xn/t11 ) = fórmula obtida Cla fônm üa ( pela substituição d0 

cada ocorrência livre de x1 pelo termo t1: para cada i E {1, ··· : n} 
r- cp: leia-se "r.p é dedutível"' 

~ r- r.p: leia-se "dedutível ele I::' 

({fl , ... , r.p11 ) com <piE Fmlc representa uma prova na linguagem L 

TC = conjunto dos Lcrn1os constantes 

TC / :=:::::: = modelo de termos 

21. = uma L-estrutura 

12ll = domínio ela L-estrutura 2l 

Lm ou L(2t) = linguagem ampliada ele L por constanLes a parLir do 

domínio da L-csLrutura 2l. 

t21 [h] = valor do termo t pela nvaliação h cn1 2t 

2l I= <p[h] : leia-se '<c1n 2l vale <p por h;) 

2t lF r.p[h] : leia-se ((em 2t não Yale r.p por h:' 

2l I= r.p : Jein-se "em Q( vale <p por qualquer h" 

21 I= '\/cp : entenda-se ('\/t.p está no lugar ele '\/:r, . ... , X 11 cp, com F r( <p) C 

{ X1: · · ·, :~11} ·) 
2( I= ~ significa que 2( é un1 modelo para o conjuut.o el e sentenças ~ 

Thc(J\1!) = L-Looria de i\1[, um conjnnto não vazio de L - estruturas 

T ou Thc(21.) ou Th(21.) = teoria da L-estrutura 2l (ou do conjunto 

{21.}) 

Jllr = a classe dos modelo::; de T, onde T é 1nna teoria. c1n part1c:ulc1T 

un1 conjnnto do scntença,s . 

J'f ode a classe elo todas <=~s L-cstrutnras 

J\1 od c(I.:) = a dHsse elos 111od<'los de ~ 

Dedc(L.) = cmtjunto elas L-sentenças qne podem ser deduzidas ele L. 

2l - 2l': leia-se <.Qt c 2l' são elementarmente equivalentes 

T : 2l r-7 2t' : lcúl-se "T {> 1m1 ismnorfismo entre as L-estruturas 2t e 2t' ·: 

21. -:::::.: 2t' : leia-se "2l c 2t' são isomorfas" 

Xl 



~ C 2t : lei11.-se "~ é subostrnt nra de 2(" 

~ -< 2t : leia-se ((~ é su bestrutura eleu1enta.r de 2{." 

(2t: A' ) := (2L: idA' ) estrutura da linguagem ampliada por constantes de 

A' c l2tl 

Xll 
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2 Introdução 

Dados um corpo f{ c un1 inteiro positivo i, dizemos que J( é un1 corpo Ci(d) 

se todo polinôu1io h01nogêneo de grau total d em mais de di variáveis e con1 

coeficientes em J( admite mna soluçiio não t rivial e1n 1\. O corpo f ( é dito 

ainda um Ci - corpo se for C1(d) para todo dE N* . 

En1 1936, Chew\lley nwstron qne todo corpo finito é C1 (veja [2]) . 

O Le1na de Henscl (veja Teorema 3.2.13) nos permite provar que toda 

fon11a quadrática eu1 1nais elo qne 4 = 22 variáveis e com coeficientes cn1 

qualquer corpo p-áclico Qp admite solução não trivial ern <Cl!v· D.J . Lcwis 

mostrou em 1952 (veja [9]) un1 resultado análogo para as formAs cúbicas, 

isto é. qnc toda fonnn cúbica 0111 mais elo que 0 = 32 variávC'is r~ cmn 

coeficientes em qualqner corpo p-ádico Qp admite solução não trivial cn1 

Q11 . Assim , Q 1) é C2(2) c C2(3) . 

Em 1963, Lang mosLrou que se J( 6 mn corpo Ci então o corpo 1{((.)()) 

d ;1,s séries fonwüs de Laurcnt so hre 1\· 

K((X)) = {f;,a;X1
; mE Z c a; E 1.: pm-a todo i> m } 

é Ci-t-
1 

(veja (8]), c portanto, em particular; os corpos lFp((X)) são C2 . 

Bnseaclo na semelhança entre os corpos QP dos números p-áclicos e 

lFp((X)) (<tmbos são corpos valorizados hcnselianos com grupo de valores 

Z e corpo de resíduos lFp) : n. clifon=! nça. csseneia.l entre an1bo:-; R<' resume 

~'L caract.t>rística: <~11qmwto a <'cl.raderíst.ica de lFp( (X)) é priwa. a. canlc

tr.rística. dr. Qp P. ;~,ero) . Art. in conjr.ctnron entfio cpw o corpo Qp deveria ser 

üunbénl c2. 
Esta conjectura revelou-se :.quase·; verdadeira.: em 1965, Ax e 1:\.ochen 

JllOstranun (veja [ 1]) qne para todo grau d fixado, tem-se que é finito o 

conjunto dos prirnos p tais que <Qp nã.o 6 C2 (d) . :'\'!ais prccisanlCnte: 

Teore1na (Ax-Kochen, 1965): Pn.ra cada grau d E N* existe uma 

cota n;d tal que, para todo primo p > n<L, Qp é un1 corpo C2 (rl), on seja, cada 

polinô1n io homogêneo de grau rl em mai:-; de cl2 indeterminadas reproduz o 
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zero de forma não-trivial. 

A difrrença mencionRda (l;CÍn1é1 entre 1Fp( (X)) e <Qp é superada quando 

passan1os para ultraproclutos, conceito encontrado na Teoria de :Vloclelos. 

A prova de Ax e Kochon faz uso tambén1 da teoria do n1odelos dos cor

pos henselianos, sendo uma aplic::tçã.o do Teoren1a 5.1.5, cujo enunciado 

reproduúmos aqui: 

Teorema: Sejam (FI: (/1) e (F2: (/2) corpos hcnsclianos com corpos de 

restos F1 c F2 elementarmente equivalentes (na linguagem de corpos) c gru

pos de Vêi.JOrC::> r1 (' r2 tatnbé111 eJmnentarmentC cqnivalcntCS (na lingnag0111 

de grupos totahnente ordenados) . Se a característica dos corpos de restos 

for igual a ~cro então (FI: (/1) c (F2, o·:J são clcmcntanncntc equivalentes 

(na linguagem de corpos valorizados) . 

O teon~n1a de Ax e 1\.ochcn nos cli:0 qne a Conjectura ele Arti11 é =·qnasc'' 

verdadeira.. 1.\ o cr1so das fonnas qnadrá.tic:as r c:úhic:;.ls (isto <\ cl = 2 c 

d = 3): ternos nd = O. pelo já mencionado anteriormente. Em 106G: no 

cutanto, Terjaniau apresentou um exemplo (veja [13]) de um poliuônüo de 

gran 4 em 18 variAveis que 11Ã.o a(hnite solnc;ão nã.o i r1vial e1n <Q2: a saber, 

onde 

f(xl: x2: X3) + .f(YJ: Y2: Y:J) + j(z1: z2 . z3)+ 

1lj(v,l: U2, 713) + '-lj(vl: V2, 'V3) + 4f(wl: W2 . 1JJ:~): 

c portanto Q2 não é C2. Com este resultado: pode-se concluir qnc a Con

jcct\Ira dC' Artin nno ~ verdadeira . 

Ta.1nbén1 con1 ele é possível concluir qu<~ o rosultacto clr Ax c I<oehcn <~ 

o n1clhor possh·cl, no sentido que. pa.ra todo prin1o P: exisLc1n graus d 2" 4 

para os quais <Qp não é C2(d): sendo que a cota 4 é de fato atingida, como 

nos mostra o exemplo de Tcrjanian. 
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A prova original de Ax c Kochen é até o mmneuto a HJais iu1portanLe 

apl icaç.R,o <iH Teoria ele 1Vfocle-los À, Álgebra. O objetivo clest.e texto é apre

sentar esta prova. Esta utiliza tmnbé1n valorizações de posto arbitraria

mente grande, sugerindo que apenas o conceito de valor absoluto não seria 

suficiente para con1provar tal resultado. 

Assün, no Capítulo 2 listamos conceitos e resultados el a Teoria de Val

orizações necessárjos p ara o bom entendi1nento desta den1onstração. E: no 

Capftnlo 3 fa.&cmos o 1110.Sll10 C0111 relação à Teoria. de rvlodclos pa,ra: 110 

Capítulo 4: enundannos a conjuctura de Artin e provarmos o Teorc1na ele 

Ax-Kochen. 

As referências principais para todo este texto são (11] c (4] . Ressaltamos 

que, e1ubora existam muito boas ref<' rêucias sobre Teoria de ValorizaçÕ<'S: 

sna. inc:lus~o neste texto se justifica, pelo fa.to ele aqui lista.nnos ãpenas os 

rrsultados necessários pclra a prova elo Teorema de Ax-Kochen. 

Neste tr::~,hnlho ta.mb0nl snpmnos conhecidos os resnl tados cln TC'oriR ele 

Conjuntos. Unw referência para, esta teoria é [5] . 
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3 Noções da Teoria d e Valorizações 

Este capítnlo está baseado on1 [4J, e nele fa7>ernos um.a colet8,nea. de nmnen

claturas e r<=>sultR.dos sobre va1ori7>ações qne serão utilizados neste t rabalho, 

e por isso alguns fatos serão rnencionados se1n prova. Também introdu7-i

rnos os nún1eros p-ádicos Qp, sendo p mn núnwro prin1o, c consiclermnos 

tmnbén1 o corpo IFp((-3()) das séries formais ele Lc~urent sobre o corpo finito 

IFp corn p elementos. 

Para maiores detalhes, recomendamos [7} e [12] . 

3.1 Valores Absolutos e Completamentos 

Nesta priuwira seç~o fal>eHlOS mna pcqueua introdnção à teoria clá . ..,~ica 

do valores absoluto!::>. Rclembramos q110 em toclo e~te texto f( denota mn 

corpo (não necessarüuncnte do característica zero). 

Definição 3.1.1 Um valoT absol7.do sobTe K é nrna aplicação 

I I : .J( -7 IR, 

sati.c;.fazendo as .c;equini.es cond-ições: 

1. IOl =O. 

2. lxl > O par-a lodo ~; i= O. 

S. Jxyl = lxliYI · 

4 · lx + Yl < lrl + lYI, 

Observamo~ que 111 2 = 1121 = 111, c portanto 111 = 1. Similarmente, 

l-112 = 1(-1)(-1)1 = 111 = 1, o qnc implica 1-11 = 1. Dní obtemos 

1- xl = I xl, 
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para todo x E J(. Ainda, co1no I I é un1 hom01norfisuw entre os grnpos 

n1ult iplicativos /( x c IR+: temos 

para todo x i: O. 

O valor absoluto que n1auda todo x =/= O em 1 é chan1ado o valor absoluto 

trivial cn1 f ( . 

Proposição 3.1.2 O conjunto {ln.l l n E Z} é lirn:itario se e sonwnte se 

I satisfaz a desig'u,aldade 

lx + Yi < max{ lxl, IYI} , (1) 

para todos x~ y E J(. 

Prova. Se I I sa Lisfaz (1) então , raciocjnan(lo por indução: podmnos 

mostrar que o conjunto {ln.ll ; n E Z} = {ln.ll ; n E N} é linütndo 

por 1. 

Rcciprocan1cntc: suponha que existe C E IR con1 ln.l l < C, para todo 

n E N. Então, pAra todos x , y E J( : 

lx + Yl" = l(x+ y)"l < tt; (~) x"y" - " < (n + l )C max(l xl , I yl)" 

Tomando raí~es n-ésimas e deixando n t0ncler ao infini to está provncla 

a. propos1ç:ao. 

Definição 3 .1.3 Um valoT absol'uto que satisfaz {1) é charn.ado não mquirne

diano ou ultr-a valor absoluto, caso coniTá1·io é chanwrlo a·rqnirnediano. 

Da. Proposição 3.1.2 obten10s: 

Corolário 3.1.4 Se car(l( ) i: O então lodo valor absoluto de J( é não 

arqv:imediano. 
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Exemplo 3.1. 5 Um e~~:ernplo Upico de ·urn valor- absoluto aTqui·rne(/,-iano é 

o chmnado valor absoluto usual sobre JR, q·ue (~ dado por 

lxlo = { 

para lodo x E JR. De fato, 

x se x >O 

-x se x <O, 

{ln.llo ; n E Z} = N 

e portanto P, ilim.ito.do em JR . 

Exe1nplo 3.1.6 Para todo núrnero JJrimo p E N, o valor absoluto p-ádico 

c·m Q, denotado por I lp· é dcfi:nido por: 

pv - =e 11 I ·rnl 
n P 

onde "e;: é a base do loga.rítrno na.turnl. u E Z e n, m E Z\ {O} não seio 

divis{ve·is por p. Neste caso. o conjun/,o 

{I n.l l p ; n E Z} = {e -v I 7/ E N} 

é l-imitado em. ]Ri e portanto o valor absoluto p-ádico é não-aTq1âm.cdiano. 

Exe1nplo 3 .1.7 Sendo k[X] (onde k é um corpo) urn dorrdnio de fatoração 

única, podemos irnitar o e.r.cmplo acima e rxim· um valor absohdo não 

w·quúned·iano sobn~ o corpo das .fu,nções rac·iorwú; ]{ = k(.X.) da segu·inte 

.forma: dado urn polinômio irredutível p E k[Xl dc.finirnos o valor absoluto 

Ir sobre J( = k(X) por: 

e 
111 - 11 

P - =e : 
g p 

011.de T/ E Z c f. g E k[X]\ {O} não são divisíveis por p . Assim, o con,funto 

{ ln.llp; n E Z} é limitado por 1. 

Lema 3 .1.8 Um valor absoluto I I ern J{ define urna m.étTica en1- K se 

lorna?nos lx - Yl como a distância entTe x e y para x. y E J( . Assim; 
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induz urna topologia em J(, corn relação à qual lodas as ope-raçoes 

elementares em J( .<>ão conUrw.as. 

Definição 3 .1.9 Se dois valores absolutos induzem a mesma topologia em 

[(, eles são chamados dependentes; caso contrá1··io, stio rl·itos ·independentes. 

Proposição 3.1.10 Sejam I I e I I' dois valores absolutos não triviais ern 

f{. Eles são dependentes se e somente se) par-a todo x E K. 

lxl < 1 implica lxl' < 1. 

Neste caso, e:tisle ·um número real À > O tal que lxl = (Jxi')À para Lodo 

X E f{ . 

Prova. Para V<1.lorcs absolutos I I c I I' uão t riviais c dependentes em T<.." 

cxisLc E> O Lal que {1: E 7\ I lx l <E} C {1; E J( l lxl' < 1}, uma vc~ que 

iudu~cm a n1csma topologia. Com isto , se Jxl < 1 então existe rn > 1 Lal 

que Jx711 1 = JxJm < E; c portanLo (J.TJ't' = lx111 1' < 1. ConHequcntcmcntc 

lxl' < 1. 

Reciprocamente, pela uão tüvialictadc de I L existe z E f( com I zl > 1. 

Logo Jz - li < 1 e assiln, por hipótese. lz -11' < J. Daí temos lzl' > 1. 

A.finnação: Para Lodo x E J{x, 

log lxl 
log lxl' 

log lzl 
log lzl'. 

De fato, par<t todos ?n: n E Z co1n n > O tais que 

m log J:rl 
-> . 
n log Jzl 

vale (l.zl)m > (Jxlr' . Consequcutcmcutc 

e ent.ã.o, pela hipótese: 
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Repetindo as conLas, chegamos a 

m log lxl' - > ~___.:__;_ 
n log lzl' · 

Está assim rnostrado que 

log lxl log lxl' 
log lzl > log lzl' · 

Sünilanncntc prova-se a desigualdade inversa, o qnc nos permite concluir 

qnc 

Definilnos agora 

Daí. pa.ra todo J; E J(. 

log lxl 
log lzl 

log lxl' 
log lzl' · 

À= log lzl 
log lzl'. 

log 1~ 1 
log lxl = log l:rl' /.- = À log I~: I' = log (l:t:l'/. 

log lz l' 

c por LanLo l1:l = (lxl')/\ para Codo :r E 1\.. A úl tiina equaçã-o i1nplic:a qnr 

I I c I I' são dependentes . 

Observação 3.1.11 Com base nos axiornas de valor· absol·uto prova-se (j'I.W 

lxl - IYI < lx - Yl e. cmno IY- xl = l:t: - Yl · perm-utando x c y obtemos que 

llxi- IYI Io < lx -yl . onde I lo é o valo·r o.bsol-nto ·usnal no., n'Úm.e·ms 1·ca·is. 

Conscquenlcmente) um valor- absol·uto I I é nm.n. aplü:ru;ão 1/:n:i.fonnem.e.nte 

cont'Ín'ua de ]( com a topologia. dada por- I I ern IR com a topologia ·usual 

drJi:núla por- I lo. 

O próximo trorcn1a lida com vn.1ores a.bsolutos indepenclcntes sobrr K. 

Teorema 3 .1.12 (Teore1na <.la aproxi1nação) Se,jaut I l1: ... , I lu 1Ja

loTes absolutos não triviais de J( e dois a dois independentes. Então, .fixa-
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dos X1, . . .. x 11 E J( e E E IR+: existe ;1: E ]( lnl q'Ue 

para todo i . 

P r ova. A prova será feitn, en1 três passos, rada un1 deles nwlhoraudo 

algumas estimativas . 

Afirrnação 1: Para t.odo 1 < i < n existe ai E f( tal que laili > 1 e 

laiiJ < 1 para todo .i i= i . 

Sern perda ele grnerc\lidade, fixcunos i = 1 c escrevcinos a 1 

cedc1nos por induçilo eu1 n . 

O caso n = ·1 f> trivial p ela não i'rivinlidnde de I h-

a. Pro-

Para n = 2 ct Propot>i~:ão 3.1.10 ilnpliea a existência. ele b. c E J( Lais que 
2 

Assilll a = b 1 c tcnt as propriedades desejadas. 

Suponha agora que existe um y E 1{ tal que 

IYh > 1 c IYIJ < 1. 

para todo 2 < j < n - 1. Aplicando o caso n = 2 para I l1 c I lu Leu1os 

que exis te z E J{ tal que 

lzl1 > 1 c lzl71 < 1. 

Daí, para todo inteü·o 11 > 1, 

I zy''l1 > 1, 

de n1odo qnc: 

- se IYin < 1 então Jzyvlu < 1, para todo inteiro 11 > 1. Ainda, para um 

inteiro 11 > 1 snficientemente grande, Jzy,/l.i < 1 para todo 2 < j < n - 1, 
21\ot.e q11e ptwa ser falsn. a Proposição 3.1.10 a implicação não pode valer mesmo trocando I lt por 

I b· 
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pois IYI.i < 1. Assirn, para um tal inteiro v > 1 snficir:mtcinente grande, a = 
zy11 sat.isfr\7. os requisitos da afirma(Jto; 

- se IYin > 1, formamos a sequência ( W 11 )vEN' onde 

1 

As propriedades usuais dos nínucro reais e a Observação 3.1.11 implican1 

qnc 

lim lwvl.i = O para 2 < j < n- 1. 
11-tOO 

De faLo, 

1 1 1 OiJs. 3.1.1 1 
< 

I y~~ IJ. + 1 
_111'' + 1 
!JJ 

o 

qnc tende a Y.cro pois IYij < 1. 

Tmnhé1n 

lim lwv- 1l.i =O para .i= 1 c .i= n. 
v-;:x; 

pOlS 

VI/ 
i'IL'11 - liJ· = . - 1 -

1 + y'/ . 
. 1 

1 

J +~v'' . • J 

que tende a zero pois J:y!J > 1 c IYin > l. 
Coitscqucntcmcntc 

1 

Jl + y''lj 

Oh>. 3.1.11 
< 

lim lzwviJ =O para 2 <.i < n- 1 
11-"C 

c 

lim lz'!li1;1j = lzl.i pnra j = 1 c j = n. 
]1->00 

1 

1 + lulj' 

Portanto, para um 11 snfici<·ntmuentC' grande. o c'leJuento a = zwv tem 

as propriedades reqnísitadas . 

Afirrnação 2: Púra todo m1mero real E > O c toJo i tal que 1 < i < n 

existe ci E J( tal que Jc; - 1J1 < E c lrd.i < E para Lodo .i =/=i . 
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Cmno antes, podemos supor i = 1. Seja a E J( ~ati~fazendo as condições 

da Afinnação L para i= 1: 

lal1 > 1 e laiJ < 1: para todo j =11. 

Então a scquência 
a'l 

1+a.V . 
.7 

converge para 1 para .i = 1, e converge para O para j > 1. Logo para 7/ 

snficirntemente grande: 

tem a propriedade requerida. 

Ajinnação ..J: D<' acordo com a A finnação 2 acilna, <->xi~tenl elementos 

c1: ... , C11 E]'( Lais que Ci esi.R próximo dr l em I li c para todo .i =I i temos 

ri próxin10 de O em. I IJ . 

O elemento x = c1 x 1 + ... + r 11 ;L'n está arbitrarianwnte próxinlO do :r i em 

li para todo i = l ... , n: <' portanto satisfa7J a.s condições elo t.cor·e1na. 

Pocle1nos tmnbén1 consiclc~rar o c·omp1etanwnto ele J\ com respeito a um 

valor absoluto I 1. 

Definição 3 .1.13 Um.a seqnência (x11 ),1eN de ele:menlos de J( é dita urna 

sequência de Cauchy cmn Tespeüo ao valor absol·u,to I I de J( se; para lodo 

f > 0: existe JV E N tal que 

O corpo J( é dito completo cmn rcspcii:o ao valoT absol·uío I I se toda 

seq·uência de Cauchy de elementos de 1\. i cmwc1gente. 

O valor absoluLo trivial faz qualquer corpo completo . 
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No próxüno teore1na 1110!-:itrmno:::> qne todo corpo f{ munido de u1n valor 

absoluto I I não t rivial pode ser imerso densamente en1 um corpo con1plcto 
...... .............. 

J( 1nunido de um valor absoluto I l que estende o de J(. 

Definição 3 .1.14 Um, subconjunto A de 11.m espaço mAt?·ico (1\i, d) é dito 

denso em l\i se para todo x E J\ f e E> O eJ-"iste y E A tal que d(x :y) <E. 

É fácil ver qne Q não é cmnpleto com reJa.ção ao valor ahsolnto nswt,l 

lo: tan1bérn não o é com relação ao valor absoluto p-ácliro I IP: de fato, 

a seqnência (x11 )nE~ de nún1eros racionais dada por 

1 + I! 
X11 = + p + ... p 

é ele Caud1y: pois, da.clo E > O , cscolheudo JV E N tal que JV + 1 > lu~', 

temos 

Agora . se a scqnênciél cou,·crgissc, clig<unos, para o racional n./b onde 

n~dc(a . b) = 1. então, como 

tr.ríamos 

a pn+l _ 1 

b p - l 
7! 

pn+ l (L 1 Obs. 3.1.11 
- - - > 

p -1 b p-1 
jJ 

> 
a 1 - + = In + 1 -- rl0 , 
l> p-lp 

constante: c o 

o que não converge a zero. Portanto chcgmnos numa conl".ntdição. 

No entanto encoutrnremos Q de uso dentro de um corrcspoudcnLc conl

plctamento, charnaclo corpo dos n1.bnr--ros p-âcl·icos : 
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Teorema 3.1.15 Se !{ é um cmpo c01n valor absol'uto ncw trivial I I; 
..-... ....--... 

então existe um corpo l( completo com, respeito a um valor absoluto I I e 
..-... -unw ime1·são i : f(--+ 1\. com, lxl = li(x)l, para todo x E f{ . Alé7n disso: 

i(J() c€ denso em, R. 
A inda i se (J{': i') é outro tal pa7' de co1po com,pleto e de imersão, então 

existe urn único isom,or:fismo contín11,o 

........ --- , 
<p : J( --+ h~ 

preservando o valor absoluto e .fazendo o seguinte d'iagrama comutar. 

Prova. Seja C o conjunto de todas as seqnências de Cauchy (x 11 ) 11 E:~ ele 

elementos de [( . Definindo a son1a e a nnllt.iplicaç?io de sequ0ncias como 

sendo a srquência obtida quando fazemos estas oprraçõcs tc-rn1o a tenno. 

é fácil converncer-se que C é un1 annl comutativo com unidade (1 )nEN . 

A finnanws que o conjunto 

é un1 ideal ele C. De fato . é claro. por ( 4) ela Definição :).1. 1. que N é 

fechado para a smna.. Para verificar a proprirda.dc mult.iplie:abYa tome 

(a 11 )nEN E C. EuLão existe um .'r\.T E N Lal que 

Tomando agora (b11 ) 71 EN E N c E > 0: <leve exisLir, para este JV fixado. nm 

.~I E N tal que 
E 

n > i\! =? l bn l < 1 I I + OJV-!..1 
(2) 
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Afinnanws que lanb11 l < E para todo n > max{ l'l, 111}, c portanto 

( anbn)nEN E N. De fato, 

c portanto 

donde 

I b I lb I (I I 1) E (laN+ll + 1) = L: . 
a" 11 < n aN+l + < 1 I I {"" + aN+l 

En1 particula-r, a ilnplicação (2) nos 1nostra ta1nbén1 que toda sequência 

ele JV tcn1 uma cota superior. 

A.firmaçâo 1: Toda scquência ele C\N possui nma cota inferior posiLiva. 

De fato, se isto não fosse verdade, para uma certa sequência ( an)nEN 

neste conjunto, para todo número real 17 > O e Lodo J\T E N, trrímnos 

la111 1 < rJ para algum m. > !V. Por ser scquência de Cr'tuchy, dado r: > O 

existe J\f E N tal que 

1'das então (pondo 17 = ~), existe um 1n > 111 com I a~~~l < E/2 . Daí, 

para todo p > i\1 temos 

o qne r.ontradi7. a hipót.~se clr (an)nE~ t/. N. 
Assim~ para Loda scquência (on) 11E~ E C\N devem existir 7] > O c J\f E N 

satisfazendo 

n > J\1 =? I anl > 7]. (3) 

Afirmação 2 : N é un1 ideal n1a.xima.l cl<' C. 
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Para tal, basta-nos mostrar que Loda sequência ( an)nEN E C\N quando 

unida a N gera todo o anel C. 

De fato, inicialmente observamos que a sequência (cn)nEN dada por 

Cn = 1 para todo n E {1, ··· : JIJ} c c,t = a~1 para todo n > l\! 1 

sendo 1\;f dado por (3) , é 1nna sequênci<t ele Cauchy: pois, dados f > O c 

17 > O, existe N E N tal que jap - aq l < 172
E para Lodo p. q > /'/, pois 

( an)uEN E C. Portanto, se n > 1nax{ .LV, J\1} vale cu tão 

I I 
_ 1 1 _ I ap - aq I -2 2 _ 

Cp - Cq - - - - - I li I < 17 17 E - c= . 
ap aq ap aq 

Nlostra.mos cmn isto também que se (a11 )nEN E C\N então existe (c71 )11EN 

tal que 

Cmno N ó ideal 1naxinw.l. o quociente 

K=C/N 

é nrn corpo. 
........ 

A aplica<Jío i : f{ ---+ f{. definida por x f-1 (x )nEN + N (classe da 

scquência constante igual a x). define nn1a ünersão de f{ em 1? . 
........ 

Resta-nos agora construir em K um valor absoluto qnc estende I I c 
........ 

mostrar a densidade de J( em f{ . 

Pela Obscrvaçã.o 3.·1.11 , para cada sequência (an)nEN E C temos urna 

scquência ( lrt.n l) nEN de Ca.uchy ele n ún1eros reais (portani o convergC'nte co1n 

rclaç~o a.o valor absoluto usual) . e para (a71 )11EN E Na scquêucia (lanl)nEf' 

t.e1n liwite igual a O. Assin1. definiHclo en1 R o valor absoluto da classe 

( = (an)nE~ + JV por ---1(1 = lim lanl: 
71-0C 

vemos qne ele é inclepcndent C' do representante escolhido pari1. a classe. 

Observando a..c; propriedadC's ele linütcs e de valor absoluto, verifica-se que 



3.1 Va.lorcs Absolu tos e C'ompletamcníos 16 

---- ..-.... I I é nm valor absoluto em J·( que estende I I em f{ : de fato, dados x E J( 

e ( = (x)nE~ + N, temos 

----1(1 = liln lxl = lxl. 
n-+oo 

Provamos agora que i(I<) é denso eJn f· com respeito ao valor absoluto 

n. Dados (E R, (an) ·n E~ E c um representante de ç c é> o, escolhemos 

J\T E N saLisfazcndo 

Daí, para para todo n > JV, 

--1( - i( O.n) I = lim la.11 - O.nl < E. 
p--+00 

Logo, para n > JV, o elemento i( an), que é a cl8ssc ela. seqnência constante ---igual a. 0.11 , <'Stá E-próxirno de (na métrica I 1. o que comprova a densidade 

ele i(!\.) en1 R. 
Tcunbóm alÍltima desigualda.d<' nos mostra que, dada a sequêncirl ( an )nE~{ 

com an E I\, a sequência (i(an))nEN converge para ( = (an)nEN + N . 
C01n isto vmnos vNificn.r que K é con1pleto. Seja ( Ç,JnEN uma sequêucia 

de Cauchy em 1?. Como i (I{) é denso em l{, podemos tmnar para cada n 

um Xn E J..( corn 
--- 1 

l~n- i(x,)l < - . 
77, 

Pa.nt todo mÍlncro real E> O existe JV E N tal que 

i\. 1 E 
P q > N =?- < - . ) 3' p 

1 E 
- < - . 
q 3 ' 

ConsequenLemcnte, para Lodo p . q > N, 

--- -------ix1'- xlfl = li(:t:7))- i(xq)l < li(2:7J)- Ç11l + !Çp - Çql + !Çq - i(xq) i <E, 
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v : .K --> lR. U { oo} dada por 

v(x) = { 
oo: se x = O 

- ln I x I : se x i= O 

Desta form.o., os a:óom.as de valor absoluto não arquim.ed-ia.no (vr,_ja Defini-

ção 3.1.1) são 1·eescTdos1 par·a todo x: y E f{, como: 

1. v(::c) E JR para :r =I O e v(O) = oo. 

2. v(xy) = v(x) + v(y) . 

3. 1{1; + y) > min{v(:1;) : v(y)}: 

sendo oo um. símbolo para a 11alorizo.ção ern O q·ue satisfaz o seguinte axi

oma: paTa lodo ry E lR. 

oo=oo+oo = r+oo=oo+ "y. 

Exen1plo 3 .2.2 .A valorização associada ao valor- absoluto lri1rial é a apl·ica

çrl.o úlr.ntir:am~nie nnlo.: v(Q:) =O pam, todo .l.: não n1.do ern J(. 

Exernp lo 3 .2.3 JVo caso do valoT absoluto p-ádir:o I IP em <Q denotando 

poT 'llp a corresJJOndente ·ualm··izaçiio. tem.os (cmn as m,esnw.s nolaçôes ·nt-i

lizadas no Exem.plo 3.1. 6) 

( ,, 1n) l ,, rn l 
Vp p - = - ln p - = - ln e 

n n 
v= 1/; 

que cr denominada valorização p-ádir:a. em Q. 

Exemplo 3 .2.4 Procedcm.os sim.ilannente ao E:r.:e1nplo 8. 1. 7. clefirúndo a 

valo1·izaçcio p( X)- ri dica 

wrn J{(X), denotada JJ07 ' v1J' Note q·uc1 no caso em q·ue k = C e p =X. a 

fnnçâ.o Vp aplicada a urna fu.nçâo ra.C'iona.l p nos dá prccisam.cntc a "oTdcm ... 

de p c1n O. ou seja. se 

1'p(P) = z; > O 

então p tcrn ·arn zcTo de ordem, 7J em O; c se vp(P) = 1/ < O enlão p Lern um 

pólo (/,p_ m-dem v ern O. 
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SaUentarnos qm~ na DefiHição 3.2.1 some11te a estrutura aditivc"L d e IR 

junto r.om suR. ordern fonun u-saclR,s. No próximo <:R.pít.ulo gAncrali7-R,mos 

esta d efinição , definindo valorizR.ções de Krull, requerendo apenas que v 

tOine os valores em um grupo abeliano totalmente ordenado. 

Convenção e Notação: Aqui fazemos um pequeno abuso de lin

guagenl passélndo a nos referir à fnnção v tmnbrrn pelo nonw de valor 

absoluto . Assin1, no resto desta seção, v denotar c.1 sen1pre um valor abso

luto nAo arquilnediano ( con1 a notação aditiva) . 

Dado um valor absoluto não a rquimcdiano v em I< , o conjunto 

Ov := {x E J( I v(x) > O} 

é nm subéllH"l clr [( . De fato, como 1-yj = IYL temos, P<-lra Lodo ~:, .Y E O v , 

v(x ± y) > min{v(:~.:) ,v(±y)} >O c v(xy) = v(x) + v(y) >O. 

c portanto x ± y, xy E O v . Ainda, como l.r 11 = lxl -1
, Lemos 

claf concl uÍlnos qur 

x é urna nniclactr en1 0 1• se c somente se v(:D) =O, 

c que, para todo .r, E J{ x : 

011 - 1 o :r E t · · 

Definição 3.2.5 Um s·u.,bancl O ele T( que satisfaz 

paTa i o elo x E J( x ~ r.ho.ma.do um a:n.d de ?;alm·iza.ção ele J(. 
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Logo (\ é un1 anel de valorização de J(. Facilmente mostra-se que 

Mv := {x E f( I v(x) >O} 

é n n t ideal de Ov . Como M .u é idr.al e consiste exatamente elas não unidaclr.s 

de Ot': ele é o seu único ideal n1a.xin1al. Assiln Ov é mn anel local. 

Definição 3 .2.6 O corpo da r:lasse de resíduos 

é cham.a.r/.o o corpo de resíd·uos ele v . 

Con10 habitual. <1 clRsSC' de resírlnos <le a em Ov é denot.ada por Ci. 

Ta1nbén1 11ão é difícil converccr-sr que v(l(x) é um grnpo aditivo . 

Definição 3.2. 7 O gru.]JO v(I<x) associado a. um valoT nbsol·nlo v de ·nm 

corpo 7( é dw.nuulo o .fJTUpo de ·ualm·cs de ·u. 

Determinamos agora o anel ele va lori~a<;ão . o id0cd n1axirnal e o corpo 

de rr.sích10s no caso elos exemplos mcnc:iona.clos n.cim<i 

Exern plo 3 .2.8 Note q'Ue 7, é o valor absoluto iri.·oialse c somente se 0 1• = 

f{: e portanto tarn.bém l\7 , = l·( . 

Exen1plo 3 .2.9 No caso da valoTizaçfw p-ádica v = v17 de Q, pelo E~rc'mplo 

3. 2. 3, vcrnos q'Ue 

O v,, = {% I a. b E Z; a c b n~lalivamente zn'i'lnos e b não é divis{vel por p} 
e 

M cfl = { p~ I a: b E Z: 1-elaiivarnenlc pTirnos; e b núo é d'i1;is{·vel por p} . 
Clar-amente 0 ,.,, é a localáa.çá.o Z<1,) do anel Z pelo ideal pri7no (p) = pZ 

e M v]) é o ideal p'Z(p) de Z (p) . Logo o r:orpo de Tesíduos f( v, é úwrnor:fo ao 

co1po p1·imo lFp. 
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Exemplo 3 .2.10 Para o Exemplo 3.1. 7 tenws corno anel de valor-ização 

a lor:alização k[X] (p) de k [X ] pelo ideal primo (p) = p.k[X] e p.k[X](v) é o 

ideal maxi·mal. O corpo de resíd1ws é canonica.mente isom.orfo a k [X]/ (p) . 

Ainda não fizernos uso elo fa.to ele v(J( x) ser un1 subgrupo do grupo 

aditivo dos reais. A seguinte proprie<iade é nccessaria para o LC1na de 

Henscl: 

Le1na 3 .2.11 Se v é um, valm· absoluto de um, corpo J{ enlão; para quais

qu,er x: y E J(. 

v(x) < v(y) => v(x + y) = v(.1:) 

Prova. Se fosse l'(:r + y) > v(:1;), então terían1os 

v(1~) = v((x + y)- y) > nlin{ v(x: + y): v( -y)} > v(:c): 

nn1a. contradição. 

Como corolArio temos 

Corolário 3 .2.12 Se x 1, ... , Xn E ]{ são tais que o rnínirno do conjunto 

{v(xl) . ... , v(x11 )} é atingido par-a um. único v(x;): então v(xt + ... + :rn) = 

v(xi) . 

Prova. Scu1 perda de generalidade tomanws i = 1. Va.lc então 

v(x2 + ... + .-ru) > nün{ v(x2): v(x:3 + ... + Xn)} 

> .. . > miu{v(x2): ... ,11(xn)} > v(xt): 

e o LenHt acinu1. iluplica. o Corol:t.rio . 

Lembramos que, para cada b E C::\, 

b =O se e somente se ~~(b) > O c b #O se e somente se v(b) =O. 
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Un1 fato que tatnbén1 é útil se ter mn mente é que se 7' é a valoriy,ação 

naturalmente associada ao valor absoluto I I enLão 

liin lan -ai =O -R lirn v(an- a) = OO: 
n-'CX:: li ....,CX:: 

o que nos diz que ao nos aproximarmos ele O por I I nos aproximamos de 

oo por v, c v1cc-vcrsa. 

Agora chegmnos a nina propriedade importante de um corpo ]( com

pleto com respeito a nm valor absoluto não ar<-Iuimediano e não-trivial v . 

EsLamos denotando por f '(X) a derivada formal ele f( .X). É aqni qne 

fazemos uso pela primeira VC:6 do fato de v(l(x) ser um snbgrnpo do grupo 

aditivo dos reais. 

Teoren1.a 3.2.13 (Lema de Hensel) 3 Seja ]( U?n corpo cmnplelo cmn 

resrH;iio a um valor absoluto não-triv·ial e não arquirned·iano v . Seja .f E 

0 1, [X] u1n polinômio; e seja ao E O v tal q·ue 

v(f(ao)) > 27J(.f '(ao))= v([! '(ao)f) . 

Então e~cisle um. a E Ov com .f(a) = O e v(ao- a) > v(f '(ao)) . 

Prova. Vamos provar o teorema construindo mna scquência de Cauchy 

couvcnientc que couvcrgc para uma ra,iy, a de f , usando qnc todo polinômio 

f f. un1a aplicação contínua (consequência elo Len1a 3.1.8 c da Definição 

3.1.16) . 

Seja 

bo =f '(ao) E Ov. 

Temos b0 i= O pois por hipótese 

oo > v (f (ao) ) > 2v (f ' (ao)) = v ( b~) : 

de 1nodo que 1 (b0) i= oo. 

;jNa Seçi'\o ~.G C'Sí c rc'sttltado s0rá mais motivado. numa sit.uaçi'to mais p;C'm] de corpos \·alori7.ados. 
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Escolhemos E > O tal que 

v (f ( a.o)) > v ( bÕ) + E, 

que existe. por hipótese. EntH.o, poncto 

co= f(ao)/bÕ E f{, 

temos que 

f(ao) = bÕco e v(eo) > E > O; 

em particular, co E Ov . 

Dcfi1linws 

Usando o fato que f f- um polinômio emn <;Oc~fic..:ientes e1n 0/} c qnc 

CiO: bo , Co E o l'l existe do E Ov tal qnc 

f (a J ) = f (ao - bo co) 
_ j( ) b . j' '( ) b2 2d f(no)=bÕco ~ f '(ao)=bo b2 ·2d - ao - oco ao + oco o - oco O· 

Disto segue 

t·(co)>E c dtJEO,. ) 
2 ? ?. - ' v(.f(aL)) =v(b0cõclo) =v(bõ)+2v(co)+v(do) > v(bõ)+2c:. (G) 

Aplicando um procedimento sin1ilar para f ', segue que existe b E O u 

tal que 

'() '( ) f'() b.f'(no)=bo b( l) b f a 1 = f a0 - boco = ao - boco = o 1 -co J = : 1· 

Então 
(G) 

pms 
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c portanto 

v( l - cob) = min{v(l),v(-c0b)} = O. 

Tomando 

(7) 

obtmnos 

c então por (7) vcn1os que 

( 
f(ai) ) (ü) (5) 

v( c1) = v · b~ = v(f( a.1)) - 2v(bi) = v(.f( a1)) - 2v(bo) > 2E. 

Repetindo o argmncnto acima com E: bo c ar substituídos por 2E: b1 c 

rrspectivn.mente, chegamos à ex1st~nc1a de b2 co111 .f ' ( a2) = b2 tal que 

para n.lgnm c:2 com 

Iterando este processo encontramos uma sequência 

an+l = a" - bllcn · (8) 

onde 

f ' (an+ L) = bn+l; (9) 

V ( bn + 1 ) = V ( bo) ; (lO) 

f(all+l) = b;,+1cn+l; (11) 

v(cn+l) > 271
,.

1
f . 

Afirnuunos que a sequência (an)nEP-1 é ele Cauchy un1a Yez que 211
t---+ oo 
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quando n ~ oo. De fato , para m < n 

> m in {v (ai+ 1 - ai) } 
m :51.~'/l 

(B) m~n {v( - bici) } 
1/1:::; 'L ::::; 11 

= lll~ll {V ( bi) + V ( Ci)} 
111 <;t:S;n 

> v(bo) + 2111
E. (12) 

Seja 

a = lim a11 
11-'X 

que per~cnce a J( pois f( é completo. 

Como polinômios s8o apllca.ções contínm'l~, ten10s qne 

( 13) 

f '(a) = lim .f '(a11 ) (!l) lim b11 • 

11~oc n - •oc 
(14) 

Como 

para todo n E N, o limiLe e1n (13) tem valor oo, ou seja, 

f(a) =O. 

Do limite em (14) podemos deduzir que 

v (f ' (o)) = v ( bo). 

De fato, como b0 =/= O, p;1,ra 8 > v(bo), existe n tal que 

t (JO) 
v(f (a) - b") > 8 > v(bo) = v(bn) · 
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Como já observmnos antes, esta desigualdade ünplic;l. 

v(.f ' (a)) =v ((f '(a)- bn) + bn) = v(bn) (lO) v(bo) . 

Segue de (12) que, para um n suficiente1nr.ntr grande, 

v(a- ao)= v((a- an) + (an - ao)) 

> min {v( a - an.): v( an - ao)} 

= v(an- ao) = v(bo) + t: 

Conscquentcmente 1·(a - ao) > v(bo) = v(f '(ao)), con1o quería1nos. 
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Observação 3.2.14 Salientmnos qu,e na. dem.onstraçüo acúna: se v(f(ao) = 
oo cnt.ão basta-nos lom,ax a= ao . 

Definição 3 .2.15 PaTO. um, polinô·rnio f E 0 1,[X] escrito corno 

f. X xn = Co + C1 + ... + Cn 

chamarnos 

o polinôm.io Tesiduo.l de f . 

O próxin1o corolc1rio é mna consequência do Lema de H enscl: 

Corolário 3.2.16 Seja J( um corpo completo com respeito a urn 11aloT 

absoluto não-tTivial e não arquirnediano v . Se I E a (.[X] e f L.ern urn ze1'0 
- - --1 -

simples o0 no r.m'po de resfduos f{c : ov. scjai f(ao) = O e I (au) ::F O. então 

f tern. ·um zeTo a E Ov tal que o = ao. 

- - - 1 -
Prova. As hipótesrs f(a0 ) =O c f (ao) =/=O significn.m 

v(f(ao)) > O c v(f ' (ao)) = O, 
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c portanto 

v(f(ao)) > 2v(f ' (ao)) . 

O Len1a de Henscl uos garante então que existe a E Ov tal que 

f (a) = O c v (ao - a) > v (f ' ( a0 )) = O: 

c portanto a = O.o . 

Observação 3.2.17 A prova do Lerna de Hensel (Teorema 3.2.13) clara

m.(',nte m.nsi:ra que; nas hipótesP,,c:; d('.ste f;('.orema (ou do Cmolário 8. 2.16} . o. 

se(j'l1ência (f(a11 ))nEN comJeT:qe para O. N o entanto: a mesma dem.osnt7-ação 

nos permite a.firrnm· q'Ue S(',m a hipótese da com.plei.nde rle {( a/inda vale 

Corolário 3 .2.18 Seja v urn valo1· absoluto não m·quim.ediano em. wn corpo 

J( não necessaria·mente c01npleio. Enlüo; par-a todo f E Ov[X), se f le1n 

urn zero simples ern IC,, então .f(J{) se ap1·o~cima de O. 

Considercuws agora o complcLamcnLo (K. v) de um corpo con1 respeito 

a. Ull1 valor abl;OluLo não arquimcdiano V ele J\. (construído no 'Teon'ma 

~1 . 1 . 15) i 1nas agora usando a notação aditiYa para valores absolutos. A 
/'o 

densidade ele 7{ em J( tem a scguin t e conscqnêucia importante. 

Teorema 3.2.19 Denotemos por Ou: 1\v e 0 11 , K .,, os anéis de ?Jalorização 

c os corpos de rcsíd1t.os de v e v, respectivamente. Então os coTpos de 

rcsldv.os f{u e Kv
1 

assim, com,o os gr-·upos de ·valor-es v(J( x) e v(Kx) são 

canonicamente ·isonwrfos. 

P rova. SPgne ela c:onsLrm~Ao feit.n. no Tcc~on:'ma 3 .1 .15 qne 

onde J'vl v e M v são os ret>pectívos icleRis Jnaximais . Logo a aplicR.<;ão que 

1nanda a dnsse de resícl110s ele a E 0 11 nn classe de resíduos a E Ov/ M :zo está 
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bem definida. Claramente esta aplicação é um hmnonwrfismo não trivial 

ele corpos, e portanto é uma aplicação injetora. Falta ver qne é sohrcjetora. 

Para todo x E Ov, o conjunto x + }vfv é mna vizinhança aberta de x. 

De fato, ela consiste de todos os elementos z tais que 

v(z- x) >o 

ou seja, em Lermos ele valor absoluto, 

-lz- xl < 1. 

Pela densidade de ]( em R, o coujnnto ( x + M v) n J-( é não vazio. Ca.da 

y E (x + JVlv) n ]{ 6 um elr.rncnto de l\. tal que y - x E JVlv c pmtanto 

v(y - x) >O; 

v(y- x) > min{v(y), v(x) }. 
'-v-" 
~o 

c portanto ncc;essariamcnLe v(y) > O, ou scj0, y E O('· Agora, como y E 

(x + Mt-), tcnws qne a classe de resíclnos de y é mapcacl0 pela. aplicação 

a.cima ta.mhén1 e1n :r; = x + M v. donde é sohrrjetivn .. 

De 1nancira similar. a aplicação v( J{x) --+ v(Kx) mandando v(x) em 

v(x) i para lodo X E J( X . é nm lll0l101110r.fisn10 de grupos. pois 

,... ...-.... U,s..=-t' 
x E J\ c v(x) =O ::::} v(x) = O. 

Alé>m disso, preserva a ordem, pois vi~.-= v. 

A fim d0 mostra.r a sobrcjetividacle, seja. x E J?. x. Pela densidade ele J{ 

em R cxisLe z E l\. com 

- --lz- :E! < l.r:l =E, 

ou SeJa, 

v(z- x) > v(x) . 
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:rvias então 

v(z) = v(x) 

pelo Lema 3.2.11. 

Volten1os aos Exen1plos 3.1.6 e 3.1.7 (ta1nhén1 t ratados nos Exen1plos 

3.2.3 e 3.2.4) vistos agora na. notaç5o aditiva. Nestes exe1nplos o grupo de 

valores v(J{x) é o grupo aditivo Z dos nún1eros inteiros. 

Definição 3.2.20 Se v é ·wn valor absol1do em. 'll.m. corpo 1\ qtte salis

faz v(J(x) = Z então qualquer elernento 7r E J( que satisfaz v (~t) = 1 é 

charnado um ·un·iformizador de v; ou um. pnrâmetTo local. Tal valor abso

luto é chamado discreto (de posto 1) . 

O unifonnizador 1t tem a seguinte propriedade: todo elclllCnLo x de !{x 

pode ser escrito como um produto 

/) 
X = 'l.L1r ; 

onde ué mna nnida.de de Ou c 7/ E Z . De fato) se 7/ = v(1:)) então 

Logo u = X'if - v é mna unidade em Ov satisfazendo x = u1rv . Em par

ticular; o ideal maximal Mv é principal e gerR-do por ?r. É ükil v<:r qn<: 

todo ideal de (Jt, é. principa 1 (g~raclo por qna.lqner elenwnto ele va.lori:r.Aç~o 

n1ínilna. dentro elo ideal) e é gerado por alguma potência Ttn com n E N. 

Portanto 0 1, é nm domínio fatorial. 

No caso do Exemplo 3.1.6) 

D efinição 3.2.21 O co·rnpleiamenlo ele (Q, 111,) é chamado corpo dos nú.

mcTos p-ádicos e é denotado por <Q2p. O anel de valo'rizaçr'io de Qp é deno

tado po1· Zw e é chmnaclo o anel rlos núm.e-ros p-ád·icos. 
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O anel Zp; cmno veren1os abaixo 1 é o fecho topológico de Z em Qp· 

De acordo com a discussão anterior a este cxen1plo) o Teorema 3.2.19 c 

o Exen1plo 3.2.3 implicarn que o corpo de resíduos de 'll.,JJ é lF71 . Observe 

tambén1 qne p é 1nn nn1fonni~utdor pe1,ra Vp em a1nbos os corpos, Q e Qp. 

Os cmnentários acima são casos especiais do seguinte resultado n1ais 

geral: 

Proposição 3.2.22 S ejam v 11m valor- absoluto discr-eto no corpo J( e 11 E 

J{ U1n 'Ltnifor-mizador- de v . Então todo ele·rnento x E J{x pode ser- escrito 

unicam.ente como unw séri.e conver-gente 

11 

X= Tv1fv + Tv+l1rv+ l + Tv+21rv+2 + ... = lim '""'Ti1ri : 
1l->OC0 

i = ll 

onde JJ = 7J(.'L) 1 r v =I= O 1 e os coeficientes Ti são tomados de um conj1tnlo 

R C O v de Tepresentantes das classes de 1·esídtws no corpo ](v { O'lt, seja] a 

apl'i. caçâo canônica Ov ~ !( 11 indttz uma bijeção de R sobre l (u) · 

Prova. DefiniJnos a série por iteração. Con10 observado acin1a, v. = 1:11-v 

é um a unidade em Ov. Escolha r,, E R tal qne T ,/ = 1.1 •. EnLão clanuncnLc 

1.1(X11 v -r,/) > O on) equivalcntemcutcj 

Sejam x 1 = x - rv7r11 c f-l = v(xt) > TJ . Então pelo mesmo argumento 

temos r1L E R t al que 

IlC'pet.indo este argnntcnt o e adicionn.ndo "coeficientes zero.. ( on seJa 

rcprcsenLantcs para o zero em K c) sn necessrh1o. oht.e1nos a exist.rneia de 

mna :'série1
' 
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Ao 1nesu10 ternpo ven1os que tal série converge para x, un1a vez que 

cresce estritan1ente , à n1edida que n cresce. 

l\llostren1os agora a unicidade dos coeficientes: se ru'1rv + Tv+ 1'7r
1/ + l + ... 

fosse un1a outra. representação para x: então O teria para reprcsentFt.ção 

O _ ( _ I ) 111 ..L ( _ I ) m+ 1 + 
- Tm r 111 7r I r m+ l rm+ l 7r . .. 

com Tm =/= r~n c Tm: r~n E R, para algum m E N; considerando m rninimal 

para esta propriechtde .. terían1os rm - r~)/ =/=O, o que acarretaria v(O) = m, 

nma contradição. 

Exemplo 3.2 .23 Retornando mais ·urna vez para o nosso eJ.;ernplo tfpico 

dos nú·meros p-ádicos {tn;,lado nos E:z:ernplo!i 8. 1.6 c .''-1.2.4); /,ernos que. 

escolhendo para conjunto dos Tepresentanlcs o corüunlo 

e p par-a v.niformizador, qualquer- núrnero p-ádico z E Q; lem uma Teprc

sentaçr.Lo ún·ica na forma 

i=w 

onde m. = 1'11 ( z); O < a1 < p para lodo i, e a'/11 =/= O. Se z E Zp; ou se-.7a, 

v(z) > O, então 

Isto most·ra, ern paTticnlar; q'ue Z é denso crn Zp· J\1as devernos lom.aT 

cuidado ao operarrnos com, duas tais séries: a ad·ição de duas ':séries ·· da 

for-ma :z=~m aip1 não ~ obt-ida pela som.a coe.fir:ient.e a coe_fir.ientP-1 pm-q71.e o 

cor~junto R não necessariamente é fechado pela adição. Escolhendo p = 7; 
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·um exernplo sirnples é 

5 X i + 4 X 7i = ( 5 + 4) X 7i = ( 2 + 7) X 71 = 7i+ l + 2 X 7i. 
~ 

~R={O.l...,6} 
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Exe1nplo 3.2.24 Para a valorização )( -ádica de k(X), podemos tomar 

para repTesentantes do corpo Tesidual os elementos de k, pois J( = k . 

Neste caso, todo z E k((X)) x tem '1/,ma representação única da for'ma 

i=nt 

onde vx(z) = rn E Z c ai E k para todo i . Desta 7JCZ a soma de duas 

séries co'irLcide corn a soma coejiC'ien/,e a coejic·ienle. Estas sé7 ·-ies são as 

r,ham.adas sé·ies .forrn.ais dr. Lav:rent. R las forrnam um. r,orpo k ( (X)), o 

corpo das séries jOT'ma·is de Lanrent. O valor absoluto discr ·eto canônico 

sobTe k( (X )) é dado por 

v (>:a; X' ) = ·1n se am =I O. 
1= 111 

Claram.ente o sen anel de valoTizo.ção r,onsiste do a.rwl k[[X]) das srxies de 
00 

potências foTmais 1 ou seja: séhes do tipo L,a;)( 1. 
·i=o 

3.3 Grupos Abelianos Ordenados e Valorizações 

Generalizamos aqui os valores absolutos não-arquimeclianos v sobre um 

corpo ]{,pinçando a.'3 propriedad<)S relrvantrs do <;onjunt.o v(J(x) . Defini

mos rntão vA.lorização de Krull. Para. tal. corneçmnos co1n o conceito d.P. 

grupo abeliano ordenado c apresentamos algumas de suas propriedades. 

Definição 3.3.1 Um gr·upo abeliano totalrnentc ordenado é urn .rJTupo abe

liano ( q'Ue vamos sempre denotar aditivo.mcnt:e) q~te admite uma Tclação de 

ordem, total que é compatível com a operação do grupo. Podemos tornar 

'mais precisa esta definição de d1ws foTmas eq'Uiva.lentes: a primeira., fa

lando do gr-upo abeliano (f;+), com, ·u·11w. relação biná·ria < e'm r que sa-
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tis faz, par-a /,odos ry, 8: À E f , 

(1) '"'t I ry; 

(2) ry < 8 e 8 < À ::::> / ' < À; 

(3) ry < 6 ou ry = 6 ou fJ < ry; 

(4)ry<6::::} ry+ À<8+À; 

( antissimetr-ia) 

( transitividade) 

( ordern to tal) 

(compatibilidade) 
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(15) 

a segunda, falando do grupo abeliano (f;+), com tLma relação binária < 

em f q'U,e satisfaz, para todos!': Ó, ,~\ E f, 

(1') ry < ry; 

(2') / ' < ó ' 6 < ry ::::} 6 = ry; 

(3') ry < ó : ó < À ::::} ry < À; 

( 4') '"'f < Ó O'U fJ < ry; 

(5') / ' < 8 ::::} / ' + ,À < c5 + À; 

( re.flexiviclade) 

( antissimelT'ia)' 

( t1·ansitividade) 

(ordem lo tal)' 

(compatibilidade) 

(lG) 

A e(p iivr1.1ênc:iM, entre (15) P (16) pocle sm facilmrnte conferida se dofini

lnos, a partir dn relnção <, a relaçfío < por 

ry < c5 se e só se ry < ó ou I ' = <5 

e, a partir da relação <, a relação < por 

ry < 8 sc-> e só se não é verdade que ó < / '· 

Util i:0arcn10s altrrnadamentc as rclaçõr.s < e <, e escrevcrcrnos sirnplcs

lnente r quando estiver claro ('), qual relaçâ.o dr ordem nos referimos. 

D efinição 3 .3 .2 Um subgr-·upo 6. ele urn grupo ordenado (r: <;+: O) é dilo 

conve:r;o em r se: para cada/' E f e cada 81, Ó2 E 6.. lcrn-se 

OU; eq?úvalentemente, para cada I E f e cada Ó E 6., 
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o número de subgrupos con·uexos pn5prios ele r é denorninado posto de r. 

Claramente, a coleção cle todos os subgrupos <:onvexos próprios de f' f. 

linearmente ordenado pela inclusão. 

Exemplo 3 .3.3 Se {O} é o único subgrupo convexo de r , lemos que r tern 

posto 1. Isto ocorTe. por- exemplo; quando r = Z; just~ficando a Definição 

3.2.20. 

Definição 3.3.4 Uma or-dern < ern um grupo abeliano r é cham.ada aqtâme

diana Se; para todo '"'(: E E r ; 

f > O ::::;. existe n E N tal que I' < nc. 

Exemplo 3 .3.5 Grupos ordenados arquim.cdianos só adrnitcrn snbgntpos 

convexos t·ri1Jiais . De fato } se 6. é 7.tm subgr·upo convexo não trivial de r 

e r é uTq'll:imcdiano entào: dados I' E r\6. e O < 15 E 6. ) devcTia exisl·ir 

n E N corn ry < nc5; po·r oulTo lado .. pela convexidade de 6 , deverírL·mos ter 

I' E 6.) U'f/Ul, contradiçâo. Logo, 6. = {O} e r lem posto 1. 

Exe1nplo 3 .3.6 Todo subgrupo 6 do grupo aditivo (JR; + :O) dos ren:i,c; é 

arquim,cdiano com respeito à ordem canônica< induzida por IR. Logo . pelo 

exem,plo acima} 6. lem sempre posto 1} exceto para 6 = {O} . A TccípToca 

desta ob,c;e1·uação também é verdadeira, conforme nos mostra a PToposiçfio 

a S egU'IX. 

Definição 3 .3 . 7 Urn úwmorfis'mo de ordem on um ordem-isomorfismo en

tre dois grupos abelianos totalmente ordenados (f 1· < J) e (r 2 . <2) é nrn 

isomo1:fisrn.o de gnt,pos 

q1te preserva a ordem,, isto é, para qur.Li.squer X; y E f'1: 
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P roposição 3 .3.8 Um grupo abeliano ordenado T' é de posto 1 se e so

m.ente se é or-dern-isom.or:fo a. algum. sub.r;nt.po não-trivial de (lR; +; O) com 

a ordem canônica induzida por lR. 

Prova. A prova é feita em vários passos . 

Fixado E > O, consideramos o conjunLo 

6f. ={r E r I ry, - ry < nr:, para algum n E N} . 

Jl.firm.ação 1: 6 c é Ull1 subgrupo COJlVCXO de r . 

De fato, 

- é claro que 0 E 6.€ e -ry E 6 € para todo r E 6f.. 

- P ara / 'L r2 E 6 (, existem n1: n 2 E N com 

c clisto segnc que 

Logo, 6.€ é Ulll subgrupo de r. 
- Cla.rmncntc 6E é- convexo, ou srja, sr. ')' E r , o E 6 (, digamos, 

con1 f > O, c se O < ry < 6 então')',-;· < nE: o que implica')' E 6( .. 

A.firm.ação 2 : Todo grupo r de posto 1 r arquilncdiano. 

De fato, fixado f E r C0111 E > O, basta provar que para todo , E r 
cxi~tc algum n E N Lal que / ': -ry < nE. 

Da( C01110 o =F E E 6 €; temos 6.€ =f {O}; COlHO r tcrn por hipótese posto 

1; conclnÍlnos que 6f =r. o que C011lplcta. a prova ela Afinnaçã.o 2. 
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Para o resto da prova, fixamos 11111 eleinento posithro E E r ; e para cada 

o: E r definimos 

L(a) = {1n jn E Q I n > O c n~E <na} 

e U (o:) = { 1n / n E Q I n > O e no: < 1nE} . 

A.finnação 3: Para cada O' E r , L(a:) e U(o:) definem Ulll corte de 

Dedekind em Q, ou seja . 

o L(n:) =/= (/) =/= U(a:); 

o L(o:) u U(o:) = Q; 

() se /3 E L(a) e /3' E U(a) então /3 < (3' , 

De fato: 

- COlllO f é orclení-LdO, para. caclR. racional rnjn C0111 n > Ü temos, por 

( 4') de (16), 

m E < na ou nu > no:. 

e assiln todo racioHal está en1 L( a) ou em U(o.) . Logo L(o·) U U(n:) = Q . 

-Se L(a:) = 0, então Q =L(o:)UU(o:) = U(a:), c com isto, en1 particular, 

mf < o· para todo 1n E Z: o que<~ ilnpossívcl j á que f é arqnilnediano. P or 

nm nu:iodnio similar c:oncl ni-s0 qu0 U(o:) =/= 0. 
- P ara confirmar a últ ima propriechtde: se f3 = aj b E L( a) c /3' = c/ cl E 

U(a) então 

C ela: < CE ' 
- l 

da.L con1o b > O e d > O. 

a dE < bda c bela: < be<:., 

c portanto 

adE < bcE; 
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como f > O, concluÍlnos: 

ad < bc: isto é. (3 = ~ < ~ = (3'. 

Assün, existe uma aplicação o: ~ r( o:) do grupo ordenFLclo r no grupo 

aditivo (JR; +)onde r( o:) é o nún1ero real correspondente R.o corte de Dedekind 

definido por L(o') e U(o'), n1ais precisamente: 

r(o:) = sup(L(o:)) = inf(U(o:)) . 

Claramente o:< (3 implica r(o:) < r((3) . 

A.firrnação 4: r é nm n1onon1orfismo d8 grnpos. 

De fato, para o:: (3 E r sejam 1njn E /.J(et) e 1n' jn' E L((3) . Sem perda. 

de generalidade, podemos supor n' = 11 . Daí. 

nu. < na e rn'E < n(3 :::::> (n~+m.')E < n(o:+/3) :::::> (1n+m.')jn E L(c.~ +f3) . 

Logo 

L(a) + L({3) c L(o. + (3 ). 

Disto segue 

1·(a) + r({3) < r( o:+ /3) . 

De nmncira similar prova-se que 

U(o:) + U(t3) c U(a + {3) . 

Corno a últinw inclnsão ünplica 

cone lnínws 

T( a) + r(,B) = r(o: + f3): 

c portanto r é un1 hon101110rfismo de grupos. 
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Finaln1ente, 

T(a) =O:::::> 

- 1/n E L(a) e 1/n E U(a), 

para Lodo inteiro positivo 11 . Portanto , 

- E< na< E 

para todo n > O. Cmno o grupo r é a.rquin1ediano, concluflnos que a = O. 

Scjan1 r 1nn grupo abeliano ordrnado e ~ c r um snbgrnpo convexo. 

Então o grupo quociente r/~ pode ser visto cmno un1 grupo ordenado 

taJnb0rn: 

Proposição 3.3.9 Sejam I' um grupo abel·iano o·rdenado e ~ c r U7n 

subgr-·upo con'VeJ;o . Então; se "Y + ~ e 1' + ~ são classes lalera·is distintas, 

podenws ordená-las definindo 

se "Y + h1 < '"'/ + h2 (17) 

Prova. Ressaltamos inicütlmrnte que est.a definição indepPnck dos reprr

scutantcs, pois se 1 + ~ ,_.., /'J + ~ c 1' + ~ = ~~ + 6. tcn1os 

para certos h*, h~, E 6. Se tivrnnos "Y + 6 < 1' + ~: então, pPl R clefi11lç.Ro: 

temos que 

7+ .6.<·y'+.6. f f f f f 

')'1 + h = í ' + (h - h*) < í ' + (h - h..J = fl + h . 

para todo h, h' E 6: on seja, 

"Yl + 6 < '~ + 6. 
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De "Y f:. "Y segue por exemplo que "Y + D.. f:. "Y + D.. . A transitividade e 

R, cornpatiblliclade tan1hém são claras. ParFL ~:-1...ssegurar que a orden1 é total 

precisan1os d FL propriedade de D.. ser convexo. De fato ; suponhan1os que 

")! + 6 <j:. 1' + 6 e que ry' + 6 <j:. 1 + 6 . Neste caso, existem h1 : h2 ; h3 ) h4 E 6 

C0111 

ou seja 

c portanto 

Cmno 6 é convexo concluímos que ( 1- ry' ) E 6 . Mas isto ilnplica qne 

"Y + D.. = "Y' + 6. 

Cmn isto; prova.n1os que a relação < cn1 r/ 6 é mna relação ele ordem 

Lo tal. 

Desta clefiniç8.ü c da convcxidacle de 6 podcn1os n1ostrar tmnb0n1 a, 

seguinte equi,·alência: se 1 + 6 e 1' + D.. são classes distintas então 

I I 
se e so se 1 < 1 . (18) 

Obviamente a ilnpllcação ela esquerda para a direita é trivial. Falta 

1nostrar a intplicaç8o na direção contnhiR.. De fato. Ulso contrário c~xis

t iriarn h1 : h2 E 6 com 

absurdo. 

Exe1nplo 3.3 .10 Sal·ientarnos q'Ue sem. a hipótese de 6 ser convexo nao 
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poder-íarnos garanti7· que a relação definida ern ( 17) torna o grupo quociente 

totalmente ordenado. De .fato, consider-ando f' = Z corn a ordem ·us1.wl e 

6 = 2Z, que obviarnente não é conve1;o, afiTm,am,os que 

1 + 2Z =f: O+ 2Z , 1 + 2Z /.O+ 2Z e O+ 2Z /. 1 + 2Z. 

De fato, é claro que as classes são distintas; além disso, de 

O+ O < 1 +O, 
'-..,.--" '-..,.--" 
E0+2Z El+2Z 

conclním.os que 1 + 2Z I. O + 2Z; e) de 

1+0 
'-..,.--" 
El+2Z 

concluínws que O + 2Z /. 1 + 2Z. 

< 0+ 2. 
'-..,.--"' 
E0+2Z 

Exe1nplo 3 .3 .11 Generalizando: se T' é um, grupo abeliano or-rienado e 6 

é wn sv,bgrupo que não é con1JC.'EO, então existemj 6 E ~ e "'! E r\6 cO'In 

O< ')'< 5. Com isto, pela definiçõ:o da relação < (ve.ja (17)), teríamos q11,e 

')' < 5. =::;. ')' + o < 6 + o =::;. 5 + 6 I. 'Y + 6 

o < ')1 =::;. 5 + o < ')' + 5 =::;. "( + 6 I. 8 + 6 . 

Assim: conclvlmos qv.e < não satisfaz a propriedade (3) de {15) . 

Definição 3.3.12 Se r e 6 são dois grupos abelianos OTdenados, podernos 

ordenar le:r:ir:oqrnfirarnr:nte O produto direto f X 6: lornand01 para Cada 
I J"" À -1 !\ ')',')'E eu.O ED 1 

('Y, 8) < ("'/, J') se e sú se ry < "/ ov, (!' = ')'1 
e 5 < J'), 

onde < é de.finúla a par-t-iT de < da seg·ainte fonna : 

I'+ 6 < ry' + 6 se e só .c>e ry + 6 = ')/ + 6 ou ('Y =r' e 5 < ó'). 
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Claramente {O} x 6 torna-se un1 subgrupo convexo de r x 6 , ordCin 

ismnorfo a 6 . 

Exemplo 3.3.13 O produto lexicográfico Z x Z é de posto 2, e, no caso 

mais geral zn = Z X ... X Z quando também ordenado lexicograficamente. 

é de posto n . 

Observação 3 . 3.14 No entanto, podemos daT par-a Z x Z ·uma outTa or-dem 

que faz dele um gnLpo abeliano or-denado de posto 1. De fato, podemos 

·ident4icaT Z x Z com o subgr-upo Z + 7LJ2 do gnLpo aditivo dos reais e 

tomar a ordem induzida por ~ . 

Definição 3.3.15 Um gn1,po abeliano or-denado que admite um elemento 

posit·ivo minirnal é dito discreto . caso contTáTio é dito densam,ente onlenado 

ou sirnplesrneníe denso . 

Exemplo 3 .3.16 Corn respeito à ordem lexicográfica, Z x Z é v:m gTnpo 

discreto de posto 2; com respe·ito à ordem, induzida por 1R, 7L x 7L não é 

discreto; e po·r isso é denso. 

Observação 3 .3.17 Todo grupo abeliano ordenado r é livre de torção, on 

seja: paTa n E N\{0} e')' E r 

n1 = O ==? 1 = O. 

De falo, para r= {O} a afir-mação é trivial. B, se cx·iste 1 E r com, 1 =/= O, 

então/' < O ou/'> O. Assim, usando a compaL·ibilidade em {l5} 1 Lemos, 

paTa lodo n E N\ {0}, 

O < "f < 1 + "f < ... < n')' o·u O > ')' > '"'f + "f > .. . > rrf. 

c portanto: c1n qualquer caso: n1 =/= O. 

Depois desta curta incursão por grupos abeli<1-nos ordenados: clcfininws 

valorizaçã-o de Krull: 
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D efinição 3.3.18 Se_jam r um gTupo abeliano ordenado, e oo um s{mbolo 

satisfazendo as regras: 

oo = oo + oo = ry + oo = oo + /', para todo ry E r. ( 19) 

Um,a valorização (de Krull) v sobr-e um corpo I< é uma aplicação sobre

)etiva 

v: I< -n ru {oo}l 

satisfazendo os seg1.linies axiomas para todo :1; . y E J( : 

1. v(x)=oo {:} x=O, 

2. v(:~;y) = v(x) + v(y): 

3. v(x + y) > min{ v(x): v(y)} . 

o grupo r = v (](X ) é chamado o .rJT'I.l]JO de valo'l·es de v . 

Claramente esta. dcfiniçfio gr.neralit,a a. D cfinj<_:ão 3.2. J, com a d 1 fcrrnc;::~ 

que a. sobrejetividadc não era lá requerida. Aqui ela está sendo rcqucrirlH. 

apenas para facilitar a notaçã,o e o uso do grupo ele valores. 

Definição 3 .3 .19 Se v(Kx) = {O} charnamos v de valorização triviaL O 

posto de v é o posto do gru.po de valor-es v ( J( x) . 

Lista1nos agora algumas propriedades que continumn sendo satisfeitas 

pelas valorizações (le Krull. 

Lema 3.3.20 Se.ja v : J( -n r U { oo} u·ma valorização. Entâo 

(i) v(l) =O. 

E: para lodos x, y E J( x, 

(ii) v(x 1) = -v(x) . 

(iii) v( -x) = v(x) . 
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(iv) v(x) < v(y) =* v(x + y) = v(x). Em geral: 

v(xJ) < v(xi) , para todo i E {2, ... , n} =* v(x1 + ... + .T11 ) = v(x1) . 

Prova. Da Definição 3.3.18 obten1os: 

(i) v( l ) =O, pois 

v( l ) = v(l.l) = v( l ) + v( l ) . 

(ii) v (x - 1) = - v(x): pois 

O= v(l) = v(x.x- 1
) = ·v(x) + v(x-1

) . 

(iii ) Inicialmente observcn10s que 

v(-1) = v((-1)- l) = - v(-1 ): 

dou de 

v(-1)= 0. 

Então 

v( - x) =v(( -l).x) =v( - 1) + v(x) = v(x) . 

(iv) A prova aqui é idênticR às provas do Len1a 3.2.11 e Corolário 3.2.12. 

Dada, uma. valorização v : f ( -r. r u {(X)} ) é fR.r.il V8r qnr o c:onj nnto 

O.,. := {1· E f{ I v(x) > O} 

é um c1 nel de valorizaçfio de J( isto 6. mn subanr] de K t al que para todo 

E J rx 
:z; \. ) 

c portanto o grupo multiplicat ivo 0.~ elas unidades de Ov é dado por 

o:= {x E T( I v(x) = 0}. 
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O conj unto das não-unidades 

M v = {x E f( I v(x) >O} 

forn1a um ideal m~-ximal de Ov, de fato o único ideal n1axilnal pois qualquer 

outro deveria então conter uma unidade. 

Resu1nünos abaixo estes fatos e fazen1os uma definição. 

Definição 3.3 .21 Dada um,a valorização v: o anel de valorização de v e 

o ideal maximal de v são, nesta ordem; os conjuntos 

Ov := {x E T\. I v(:r) >O} e Mv = {x E]{ I v(x) > 0} . 

O quociente 

l(v := Ov/ A1. v 

é clwmacio o corpo de 'resüiuos de 1'. 

Agor::t nwstnunos qnc. reciproc:arnent.E\ t.odo anel ele va.lori7.a,ç:ão O de 

1\. cletern1ina uma valoriz::tç:ão sobre J{. 

Proposição 3.3 .22 Seja O c f{ um anel de valorização de f{ . Então 

e:âste uma 'valor·izoção v sobre J{ tal que O = 0 , .. 

Prova. DcnoLamos por o x o grupo n1ulLiplicativo das unidades de O. O 

grupo quociente (multiplicativo) r = J( X ; o x é um grupo abeliano. Nós o 

rcescrcvenws adiii vamente definindo para as classes :cO x c yO x : 

Ox ox /nX T + y := ;ryv . 

Defininws 1una orde1n por 

É fácil conv~nc:~r-s8 qu~, d~sta fonna. T' se torna nrn grnpo a b~liano or

denado. A única propriedade que não é provada usando apenas a definição 



3.3 Grupos AbeliA.nos Ordenados e Vnlorizações 45 

de anel e de orden1 é a propriedade (4') de (16) : para Lodo I: 6 E r , 

que segue da propriedade de que en1 un1 anel de valorização x ou x - 1 E O . 

Definirnos então 

v(x) = { 
xox E r = f{' X ;o x: para X E [( X 

(X), para ~; = O. 

A firmam oH que v é a ctesejacta. vn.lori7,a.ç~o . De fa.t.o
1 

· v(x.y) = v(x) + v(y) é trivial. 

· Se v(x) < v(y), então yjx E O e. portanto tambén1 

(X + y) I X = 1 + y /.-c E o. 

Logo 

t tr + y) > 7 ( x) = min {v ( :z:): v ( y)} . 

. o oviamcnte 

Ov = {x E J( I v(x) >O= v(l)} = { x E J( I ~ E O} =O. 

A propoHição acinw ilnplica que o conjunto M = 0\0x é um ideal do 

anel de vnJorização O. l\1a1s precisamente, por esta caraderizaçã.o. o seu 

único ideal maxim~tl . Estendmnos o conceito de posto ele valorizaç~o pan1. 

anéiH de valoriz.a<_:ão: 

Definição 3.3.23 O posto de um anel de ·ualorizo.ção O é o posto do seu 

,r;rnpo de vo.lon~s da valorização a ele assoC'iacla1 ou seja, r= I<x ;ox. 

Exemplo 3.3.24 O anel de valorização O = ]{ clar'():mente corresponde 

à valorização triviaZ; e ser-á dw:mado anel de valoTizaçâo trivial. Num. 

corpo finito o 'Único anel de valorizaçdo é o trivial pois, por um lado, a 

·ualorizaçâ.o correspondente iern. para gntpo de valores ]( x/O x que então 
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é obviarnente finito; rnas por o-ntro lado: por ser 'Um grupo 01·denado, se 

existir um elemento a: maior que O então tal grupo de'vervia poss'uir uma 

infinidade de elementos: 

O<a<o-+a:< .. . , 

uma contradição. 

D efinição 3 .3 .25 Duas val01izações de um corpo J(, 

para i E { 1, 2} , scw ditas equivalentes se definem, o m,esm.o anel de 1Ja

lorização em, f( . O'U seJa, 

Proposição 3 .3.26 Duas 1Jalor-izações Vi : f( --* riu { 00} de l\ são equi-

1Jn.lwn.te.c; se e só se e:ciste v.m, ·isornmfism.o 

que preserva a oTdem satisfazendo 

On seja, o seg-u,inte diagram,a é com.utativo: 
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Prova. Se tal p : r l ~ r2 existe ) então O ul = O V2> pois 

O v2 = {X E J( I V2 (X) > O} 

= {X E I< I (p o VI ) (X) > o} 

= {x E f( I p(vl (x)) >O} 

= {X E I< I VI (X) > o} = o V ! . 
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Reciprocamente, como Vi : J{X ~ ri 6 Ul11 homomorfismo sobrejetor de 

grupos ordenados tendo núcleo o~ para i E {1, 2}, existen1 ismnorfiS1110S 

satisfa~cnclo 

para i E {1: 2} . SalienLmnos que cada Ti preserva a ordem. De faLo: 

Cmno por hipótese Ov
1 

= 0 1•2 t emos 

Logo p = r 2 o T!
1 é o orden1-is01norfisn1o desejado. 

Usando a P roposiç5,o 3.3.2G, podemos dizer qne existe uma correspouclên

cia bi.unívoca entro os nnéis de valorizHção de J( e as valorizações de J(. a 

lll8ll0S ele oru<'m-isonwrfiSlllOS entre os g rnpos de valores . Neste Selltido, 

iclentifir.amos as valorizaçõ(~S com os anéis de v::t.1orizaçR,o a p::t.rtú· daqui . 

Usaremos, em cada momento, o que for rnais conveniente. 

O próxin1o teoren1a cletr.rmina t.odas a~ vH.lori7-açõrs de Q e de k(.X) que 

se anulan1 sobre k. 

D efinição 3 .3 .27 A valorização do g1·a'u é simbolizada por V00 c definida 
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em k(X) como 

V00(0) =O e Voe G) = dcg(g)- dcg(f), 

onde f: g E k(X) x. 

Teorema 3.3.28 

(a) Toda valorização não trivial de Q é a valorização p-ádica para algumJ 

número primo p. 

(b) Toda valorização não trivial de k(.X) qtte se anula sobre k, ou é 

a. valorização do gra'LL Voe OtL é uma valorização p-ádica para algttm 

polinômio irredtdú;el p E k[X). 

Prova. Sejam J( E {Q ) k(X)} c v uma. valorização 11ão Lrivü1l sobre 

1\.. sendo no segnndo caso v suposto trivial sobre k. lsLo siguific:;-t: no 

segundo C8SO, que k c o. Ent8.o o anel dr: wdori7.i-l.Ç~-O o = o (l é difPrnnte 

de f{. 

(a) Como 1 E O, temos Z C O. Como O # «J\ segue que pelo menos 

un1 primo p deve estar em M: 

v(p) > O. 

Se q ~ um priuw difereute de p temos 

ap + bq = 1, 

para certos a: b E Z . Isto 1nostra que q tfi M . Portanto todos os primos 

q =/= p são unidades cn1 O . Usando <L fatoraç~,o ele inteiros ven1os portanto 

que para a, b E Z relativarncnLc primos Lemos 

Isto prova que 

~ E O se e só se p f ú. 
b 



3.4 Anéis de vftlorií~Ação em um co1po 

ou seja, v é equivalente à valorização p-ádica vp (veja Exe1nplo 3.2.9). 

(b) Aqui temos dois casos a considerar: 
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- se X E O então k [X] C O e podemos argumentar como no caso (a) 

t rocando 7l por k[X], concluindo que v é equivalente à valorização p-ádica 

v17 (veja Exemplo 3.1.7). 

- Se X ~ O enLão x-1 E M, v(X) < O e 

sen1pre que O < n < m . Como v( a)= O para t odo a E kx, 

sernprc que an =I= O. Portanto, o grupo de valores v(k(X)x) é id8nt.ico a 

7lv(X) . :.\IIandando v(X) em -1 acha.n1os nn1 isomorfisn1o p cnLrc 7lv(X) 

c 7l que preserva a ordem: o que nwstra que v é rquivalcnte. c?t va1ori'l.RÇâo 

do grau, uma vc~ qtlC 

(p o 7')(a, X 11 + a11 _ 1xn-l + .. . +ao)= p(nv(X )) 

= np(v(X)) = - n 

( vn + xn L + + ) = Voe an / \. an-1 . . . ao . 

A de1nonstração acüna nos mostra tan1bém q11c a valori7tação elo grau 

func:ionFL corno 1m1::t :'orden1 do pólo zero)) no infinito eon1o a vista nn. tcm·i::t 

de funções 1neronwrfas. 

3.4 Anéis de valorização e1n utn cor po 

Ne.stR. seçã.o eolrciona.mos vR.rios resu]taclos relativos ::t vrl.lm·j?;a.ÇÕPs, ãné.is 

de valorizaçã,e e grupos de Yalores ele um corpo fixado; às vezrs mostrmnos 

relações que existen1 entre eles. A próxin1a seção será clodicacla À, teoria de 

valorizações relc:teionada con1 extensões de corpos. 



3.4 Anéis ele n=t.lori7-Ação em um corpo 50 

Cm11eçan10s ressaltando o que ocorre de especial qualldo ten1os un1 corpo 

algebricamente fechado. Para t al , precismnos ela noção ele grupo divisível 

e algumas de suas propriedades. 

Tan1hén1 nos preoenpamos com a existência de anéis ele valori'lação em 

u1n corpo arbitrário, o que é garant ido pelo Teorema ele Chevalley. A partir 

dele conseguin1os tan1bén1 caJ:acterizar o fecho inteiro de un1 domínio D 

con1o a interseção dos anéis de valorização que contêm D . 

Demonstran1os alguns resultados que rclacionan1 valorizações coJn certas 

localizações e estabelecCinos llll1 resultado que nos leva a un1a certa noção 

<ie proxin1idade entre elementos ele 1m1 corpo com~ relaçfi.o a valorizações. 

Incluünos ainda alguns resultados que são tan1bón1 necessários quando 

tratamos de extensões de corpos valorizados. 

Definição 3 .4 .1 Um gr'Upo abel'iano (G ; +) é dito um grupo rHuis-tvel quan

do, pa-ra quaisque1· g E G e n E N* existe h E G tal que 

nh = g 

E xe1nplo 3 .4 .2 (Z ; + ) não é divisível, mas (Q ; +) o é. 

Le1na 3.4 .3 O quoc·iente de um grupo divisível por q'nalquer um d~ se'us 

subgTnpos é tarnbém um grupo divisível 

P rova. Sejam C um grupo divisível c I! u1n subgrupo de G. Então, dados 

g E G, n E N c g' E G tais que 

temos 

o que completa a prova. 

• 
Lema 3.4.4 Seja L 'Um corpo valorizado algebricamente fechado com va

lorizaçâo v associada. Então 
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i) o grupo de valores v(L*) é 7.trn grupo &iv·is'Ível. 

ii) o corpo de resíduos L é ta.m.bém. a.lgebrir:am.ente .fer:ha.do. 

Prova. i) Dados a E L* e n E .N*; Lemos que o polinômio 

xn-a 

ad1nite uma raiz e1n L, que vamos denotar por b. Daí, 

o que prova que v(L*) é un1 grnpo d ivisível. 

ii) Seja f E L[ X ) um polinôm.io não constante. Como queremos rnosLrar 

que todo polinômio não constante de L[X] admite uma raiz en1 L, basta 

provar este fato para polinômios mônicos. 

Dado 

ao+ a1X + ... + xn E T,[X] . 

consideramos 

.f(X) =ao+ a1 ~X" + ... + xu E O[X] c L[XL (20) 

sendo O o <lnel de valorizHção associctdo a '1. • Como L é algebricmuente 

fechado , temos 
11 

f(X) = rr (X- bi), bi E L 
'Í=l 

Afinn amos que para todo i, bi E O . De fato, 

de modo que se fosse v(bi) <O. então teríamos 

absurdo. Assin1 . todas as raízes ele f em L dão origeu1 a raízes de f em 

L; de modo que todo polinômio não constante de T.~ [X] adrnite pelo menos 
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u1na raiz. 

• 
Proposição 3.4.5 Sejam O wn anel de valorização nao trivial de I< e 

O' C J( um sobr-eanel de O (e portanto um anel de valorização de J() . 

Então, denotando por M e M' os ideias 1naximais de O e O' , respectiva

m ente. Temos: 

(i) M' c ivt 

(ii) O'= OM' 

Prova. (i) De faLo, 

1( 

I 
O'= OM' 

I 
o~ 

M 

I 
M ' 

x E M' :::? x-1 f. O' 05:?' x - 1 f. O :::? x E M. 

(i i) Como M' é un1 ideal primo ele O' e como M' C J'vl , temos que 

M ' ta.1nbén1 é 11111 ideal prilno ele O . P ara. mostrarmos que O' = O M': 

conlCÇRlnos verificando qur todo dc1nento de O' Lcn1 a fonr1a a/b com 

a, b E O e b ~ /v1'. E, de faLo, dado x E O' . 

- se ;?; E O escrevemos sim plcsmeutc 

- se x f. O te1nos x- 1 E O C 0' . c portanto x-1 E M \ M' , c neste caso 
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escrevemos 

Agora: dado s E 0 \M', ou s E (O') x ou s tf. O', n1as em todo caso 

s-1 E O' . Corno O C O': concluímos que O M' C O' e a igualdade está 

provada. 

• 
Observação 3 .4 .6 Salientamos qnc, como na prova acima não cxclnímos 

o caso O' = K, o argumento mostra que K = O {o}, ou seja, K é o corpo 

de frações de qualqtter anel de valorização O de f(. 

Corolário 3.4 . 7 Dado wn anel de vo.loriza,ção O de J(, os sobreanéis O' 

de O ern J{ estão em corr·espondência 1-1 com os ideais primos p de O. 

Esta coTrespondência 'reveTte a incLusão. 

Prova. A segnint.e a.plica.ç?io nos elA a c:orrespondPnr.ia. 

<p : {O' I O' é sobreanel de O } --+ {p I p é idea.l prin1o ele 0}: r.p( O') = /v1' : 

onde M' denota o ideal n1axilnal de 0' . Ela está ben1 definida pelo jt,en1 

(i) do resultado anterior. 

De fato: esta. aplicação possui un1a inversa dada por 

1./J : {p I p é icteal primo de O} ~ {O' I O' é sobreanel de O}) 'lj.;(p) = Op 

De fato. claramente a localização Op é un1 sobre-a1wl de O com ideal 

uu1.~-ximal pOp. E tambén1 6 claro qne 

( ( ) ) ( ) 
Prop.3.-1.5( i) O O 

cp V' p = r..p Op = pOp = p P n = p 

c 
1/J(cp(O')) = 'lj;(M ' ) = OM' Prop.3.4 .5(ii) O'. 

Para mostrar que Lal correspondência reverte a inclusão: obscn·amos 

que) 
O' c O" Prop~4·5(i) M" c M' =? r..p(Jvt") C r..p(M' ) 
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• 
Agora provmnos outra C:OlTP.spondênc:ia binnívoca. 

Proposição 3 .4 .8 Sejam 

v : J( ~ r u { oo} 

1L?na valo1·ização nao trivial de 1( e O = Ov. Então existe urna corres

pondência 1 - 1 entre os subgrupos convexos 6. de r e os ideais pTimos de 

O. Esta correspondência é dada por 

6. 1--7 pó = { ::D E f{ I v (X) > 8 : v 8 E 6.} . 

p 1--7 6p = {I' E r I 'Y: _,, < v(;r)) \if;r E p} . 

Esta coTrespondência rever-te a 'inclusão e, em particular, se o posto de 

O é .finit.o entiio ele coincide c01n a dim.ensâ.o de J( ndL de O. 

Prova. Seja 6 Ulll su bgrnpo <XHlVP.XO clP. r o nwstren10S qne 

Pó = { ~c E f( I v(x) > 8: Vó E 6.}: 

é um idea.l primo de O . 

De fa1 o. pelas propriedades de valorização: é f<kil ver qne o conjunto Pó 

ó nrn idP.al dr O. PRnl. c:omprovar que r.lP é também prilno. suponhamos 

que existem x, y ~ O tais que ;ry E Pó· Então 

v(xy) > 5, 

pa ra Lodo ó E 6. enquanto que 

v(:1:) . v(y) < 5o 

para algmn 50 E 6.; nu1s entoo 

v(xy) = v(x) + v(y) < 25o E 6. , 
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u1na contradição. Concluín10s a.ssün que 

xy E p~ =} x E p ~ ou y E p~ . 

Seja agora p um ideal primo de O e mostremos que 

6p ={!'E r I ,,-ry < v(x): Vx E p} , 

é 11111 suhgrupo convexo de r . 
D<? fato , a convexidade do conjunto 6p segue ela sua definição. Tan1bén1 

concluímos a partir dela que - 6p = 6p , de modo que falta-nos apenas 

1nostrar que 6p é fechado para a adição. Ainda: co1no 6p é convexo e dois 

elc1nentos de 6 p são smnpre comparáveis, parF\. tal basta n1ostrar que 

Suponha então que (5 = v(x) para algum x E O c que 

on seja, qne 

para algum y E p. Então 

? _ 1 yEp ? ? 1 p ó id c~o1 l primo ~ ( ) rf 1\ x-y E 0 ::::;> x- = x-y y E p =} X E p =} u = V X v;. L.lp, 

uma cont radiçKo. 

Fncihnentr verificau10s que as aplica~ões explicitadas nas A finna.ções 1 

e 2 são inversas mna da outra, ou sc>ja: parF\. todo subgrupo convexo 6 ele 

r e para todo iueaJ prÍlllü p de o. 

e que tal correspondência revcr(;e a inClusão. 

• 
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Con10 consequência direta elo Lc1na 3.4.8 juutmuente con1 o Corolário 

3.4. 7 e a Proposição 3.3.8 ten1os: 

Corolário 3.4.9 Se O é um, anel de valorização não trivial de]{ então O 

tem posto 1 se, e somente se, O é um snbanel maJ.-'im,al de f{ . 

Nosso objetivo agora é garantir a existência ele anéis de valorização e1n 

um corpo arbitrário. 

Proposição 3.4.10 Sejarn f{ 'Um corpo, R um subanel de f{ e I 'um ideaL 

próprio de R . Então, dado qualquer elemento não nulo x E I( temos que 

I . R[x] (~ um. ideal p?'Óprio de R [x] ou I. R[x- 1] é um ideal próprio de R[x- 1] . 

f{ 

R[x-1] R[x] 

1~/1 
I.R[x-1] R I. R[x] 

~I/ 
I 

Prova. Se assim não fosse tería.n1os que 1 se escreve nas seguintes fonnas: 

111 

L a;xi = 1 = LbJ~r-J 
i- O j=O 

com ai: bj E I c 1n: n m1nilnais para esta propriechtcle . Daí: 
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- Se m > n ; temos 

rn- l 

(1 - bo) (1 -ao) = (1 - bo) L aixi + (1 - bo)amX111 

1- ao- bo + a0bo i= l 

E/ 

m-1 n 

= (1 - bo) L aixi + amxm L bjX-j 
i=1 ,i=1 

m-1 n 

= (1 - bo) L a11~i + L ambjxrn- j 
i= l j=1 

m - 1 n 

==? 1 = ao+ bo + aobo + (1 - bo) L aíxi + L ambjxm-.i 
i= l .i= 1 

que é u1na son1a das potêncius x 0 ,x . ... ;X111
-

1. o que contraria o caráter 

minin1a.l de n~ . 

- A prova para o caso m, < n é similar. 

Teore1na 3 .4 .11 (Teore1na da Extensão d e Chevalley) Fáados um 

corpo [( um snbanel R C f{ e 7.Lrn ideal primo p de R) sernpr·c e:J:isie v.m 

anel de valorização O de 1\ lal que 

R c O c ;vt n R = p. 

onde M é o ideal m,ax·im.al de O . 

J( 
I 

I 

O , 
I 
I ' ' I ...._' 

R~ r 
p = M nR 
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Prova. Sejam Rp a localização de R por p e 

A é nm anel t al qne Rp C A c [( } 
I é u1n ideal próprio de A tal que pRp C I c A · 

Entã.o ~ =!= 0, pois (Rp , pRp) E ~ . Tmnbé1n ~ pode ser parciahnente 

ordenado da seguinte maneira: dados (A1, h) , (A2, !2) E ~ ' definin1os 

É fácH verificar que cada subconjunto totah11ente ordenado { ( AJ (1) I j E 

J} de L:, com J =!= 0, tc1n nn1a cota superior en1 (~, <), a sab er, 

Portanto, pelo Lema de Zorn, ~ te1n p elo menos nn1 elen1ento maxin1al, 

que vmnos denotar por (O, M) . 

Assi1n, 

R C Rp C O e p Rp C /v{ C O . 

Como pRp é o único ideal n1a.ximr1J de Rp e está contido en1 M , vale 

M n Rp = pRp , e então 

MnR=p. 

Pa.ra con1pletar a clemonst.rm)io l1astR.-nos mostrar qne O é nm anr::-1 clr 

valorização. 

-Pelo ca.rátrr maxilna1 elo prt.r (0, M) te1nos queM é nm icleal m.a.ximaJ 

de O . 

- Afirn1amos que O é un1 anel local. 

De fato. caso contrário exist.iria e1n O mn el01nento uão invertíYel x 

que não pertence a M. Pda Proposiçiio 3.4.1 O. trn1os que J\lt O[x] é nn1 

ideal próprio de O[x] ou M O[x- 1] é 11n1 ideal próprio de O [x - 1L ambos 

sobreanéis de O . 
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1'Ias O[x] = O , já que x E O , daí segue que 

M Ç M O [x] Ç O , 

absurdo, pois M é n1axilnal. 

Se M O [x -1] é 11111 ideal próprio de O [x 1] então teríamos 

e está. acin1a elo elen1ento 1naxin1al (0, M ), tambérn u1n absurdo. 

Assim, M é o único ideal1naxünal de O . 

- Afirn1amos que O é 11111 anel de valorí~ação. 

De fato. caso contrário teríamos um elemento y E J( tal que y, y- 1 f:. O, 

e portanto 

r·/Ias a Proposição 3.4.10 nos garante qne M O[y] é um ideal próprio de 

O [y) ou ;vtO(y- 1] é mn ide~:ll próprio <le O [y- 1], o que, em qualquer caso, 

contrarii-1 o c;:trR.tcr m ;1,xin1al do par (O , M ). 

Aplicmnos agora este teorema para caracterizar o fecho inteiro de um 

don1ínio D em um corpo J( que o con tén1. 

Teore1na 3.4.12 Fixado um co1·po 1\: 

( 1) Todo anel de valorização O de J( é 'IL'Tl?. rlom:í.nio integra.lm,ente .fer.hado. 

(2) Dado um subanel D de J(, denotemos por V o conjv,nto de lodos os 

anéis de valorização O de ]( com ideal maximal M , tais que D c O 

e M n D é um ideal maxi1nal de D . Enlão denotando por D o fecho 

inteiro de D em f\; temos 

D = no. 
oev 
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Prova. (1) : Suponhamos que X E f{ é inteiro sobre a, digamos, 

para certos ao, ... , an-1 E a. Se X rj. o então x - 1 E M, onde M denota o 

ideal maxirnal de O ; mult iplicando a igualdade acilna por x - n obtemos 

1 _ -11 + - 1 M - - aox .... + an- lX E , 

uma contradição. Assin1, x E O. 

(2) : P or (1) cada O E V é integralmente fechado en1 J(. e entR,o é claro 

que 

D e na. 
OEV 

Reciprocarnente, se 1: E I<\D elevemos verificar qu e :r rj. n O. Garan
OEV 

tin1os isto encontrando nm anel de valorização O E V tal que x rj. O . 

Observamos primeiramente que x rj. D[x-1
], pois senão 

b b - l + b - 111 
X = O + IX + ... 111 X : 

para certos b0 , . .. , bm E D . Nlultiplicando a igualdade acilna por xm temos 

que x é inteiro sohre O, e portanto x E D, urna contracliçiio. 

Consequentemente, x-1 não é invertível e1n D[x-1L de modo que 

para algmn ideal1naximal m de D(x- 1
] . Pelo Teorema. de Chevalley (Teo

rema. 3.4.11) existe um anel de valorização O ele J( com ideal maxilnal /vt 

tal que 

(21) 

Assim x - 1 E ;V(, e então x rj. O . Para mostrar que O E V falta ver que 

o ideal M n D ele D é n1a.xilnal. 
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P ara isto, observamos que 

(22) 

IVIas m n D é urn ideal rnaximal de D 1 pois considerando a aplicação 

canônica 

temos que ker (cp) = m n D e D [x- 1]/1n é urn corpo. 

Assim} m n D é ideal priluo de D . Alén1 disso, DI ( rn n D) é tal que 

D 
(mn D) 

D 
- c -

(mn D n D) - (1nnD) 

Do fato de D ser inteiro sobre D segue que DI ( m, n D) é urna r.xtcnsão 

inteira de Dl(n~ n D). Por ouLro lado, Dl(77~ n D) é corpo; de modo que 

D l(1n n D) é tan1bénr corpo. 

Assinr, 1n n D é un1 ideal maxilna.l ele D. Daí: 

M n D = ( M n D ) n D (n) ( 77~ n D) n D = 77~ n D. 

e portanto O E V . 

Lema 3 .4.13 Sejam 0 1 . . .. 1 O n anéis de ·ualor'ização de f( e J\1( 1· .. . . M n 

se1.1,s respectivos ideais ma:àmais. Se_jarn 

11 

R = n oi e Pi := R n Mi . 
·í=l 

Enlão 

oi= Rp;; 

par-a cada i E { 1; ... ; n} . 

P rova. Rp.; c 0 1, pois R c Oi e 
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de modo que 

n 

~ E Rp; =? a E R = noi 
i=l 

e - 1 ox a s E i =?- E O i . 
s 

Para provar que oi c Rp; consideramos a E oi, para U1TI fixado i , c 

Seja 

(23) 

para cada j E l a. Escolhemos UlTI nú1nero priln o p E N tal que, para todo 

j E Ia, 

p > car(I(j) e O:j não é mna raíz p - ésin1a ela nnidade 1. 

Então o elemento 

b . - 1 ..L + + p - J .- , a .. . a . 

é ta.l qnc 

para todo .1 E la e em J(J, 

_ { =I+ I+ .. + I = p # o, se a+ MJ = 1 + M J 
b = (23) - 2 p- 1 1- o'; - . = 1 + O:J + o:J + ... + a:1 = l -o~ # O, se a + M J # 1 + M J 

de lllüdO qnc, 8 111 qualquer caso, podelllOS afinnar qnc b E o; para todo 

j E T0 . 

Para j E {l. ... ,n}\ Ia, ternos a tj. 0_1, o que implica a- 1 E Jvt j . Disto 

segue que 
1 + a- 1 + ... + a- (p- 1) E O j , 
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e consequentemente, 

1 ( aP-
1 + ... + 1 ) -

1 

b-1 = -- = a - (p-1) (1 + a-1 + ... + a-(p- 1)) - 1 E O o. 
aP-1 aP-1 ~ J. 

E lvl j E () ~ 
J 

c tambén1, pelo n1esmo motivo, 

Portanto, para todo 1 < j < n mostramos que 

ela f, 

e, para aquele fixacio i, uma vez que b E o;, tClTIOS 

c portanto 

Teor ema 3.4.14 Sejam 0 1: o .. : 0 71 anéis de valorização de K e M1: .. o, A1n 

seus Tespectivos ideais rnaxirnaiso Sejam 

11 

R = no-i e p i : = R n M io 
i= I 

Suponharnos tam,bém que 0 1 Í= Oj pa1-a todo i# j. Então: 

(2) P1, .. o: Pn são todos os ideais 1naxúnais de R:· 

(3) paTa todo (a1: ... : an) E 0 1 x ... . x On existe a E R com a - ai E M i 

para todo i E { 1: .. : n} o 
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Prova. (1) Como PJ := R n M j, temos que, se existirern i,j tais que 

P. c p · 
t - J 

então, pelo Lema 3.4.13 

(2) Basta-nos mostrar que todo ideal I =/= R está conticto ~1n algum Pi 

corn 1 < i < n . A fhn de obter unU\ contradição, supon1os que existe u1n 

ideal I =I= R tal que, para todo i E {1 , .. , n}, existe 

Por (1), para cada i =I= j, existe 

Então, para todo i I= j , 

Assün, fix<1do j, Leu10s 

para Lodo i =I= j 

Logo, para todo i E {1, ·· : n }, 

c portanto 

n 

d := L aJcJ E I\p;, 
j = l 

l L R Lcnu!_].1.la m. 
r, ,- E 1-p , - u t, 
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para todo i E {1: .. , n} . Ou seja, 

d-1 E R= noi, 
i= l 

c então 

n1na contradição. 

(3) Para i =J j ternos Pi + PJ = R por (2) c (1). Portanto, pelo Teorc1na 

Chinês dos Restos, a aplicação canônica 

R ---+ R/p 1 X ... X Rjp11 

ó sohn~jet.ora. Como 

Lema 3. 11.13 

ten1os que é sobrcjetorft a aplicação 

Observação 3.4.15 A condiçà.o {3} do teorema diz que dados quazsquer 

elemenlos de O 1 : .. .. , O n: conse.r;uiTnos encontrar ern R urn elemento s1~fi

c·ientemente pn5xúno destes. 

E}l(:ernt.n1os est<-t seção mencion ::mdo nn1 rPsnlt.arlo sohrP resultR.nt.P dP 

poliuônüos qw; será utili:0aclo adiante. 

Definição 3.4.16 S e_jam D unL dornínio e 

polinô·mios ern D[X] de graus rn e n, ambos > 1. A resultanle de f(X) e 

g(X), denotada por R.es(.f, g), é o elernento de D obtido pelo determinante 
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da matriz (m + n) x (m + n,) abaixo: 

ao 
m linhas 

an · · · · · · ao 

Res( f , g) := b711 bm- 1 bo 

n linhas, 

· · · bo 

sendo que as pos·ições não ocupadas por ta·is coeficientes são completadas 

com zeros (Salientamos que existem m = dcg(g) linhas de coeficientes de 

f e existern n = cleg(f ) linhas de coeficientes de g) . 

O resultado a seguir salienta a u tilidade ela resultante. 

Teorem a 3.4.17 Seja D um. domínio e sejam f()<): g(X) E D(X] dois 

polinômios de gra'u > 1. 

(a) Se f(X) e g(X) possuern 1;,m fator comum ern D [X] de grau > 1; 

então Res(f , g) = O. 

(b) Se D é um. domínio fator-ial e se Res(f: g) = O, então f(X) e g(.)() 

possuern um fato1· comum de gr-au > 1 em D[X]. 

(c) Se 

então a r-esultante Res( f. g) é urna som.a de termos do t-ipo 

± az·
1 
... a; b7·1 ••• b1· . com i 1 + ... + im + J.l + ... + .in = rnn. 

t t t}l • " ' 
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P rova. Ver [6]. 

• 
Observação 3 .4.18 Se h' é a derivada formal de h, em particular obtemos 

de 

R es(h, h') =J O:=;. h e h' não têm fator não constante em comum em D[X]; 

em particular que h e h' não têm raíz com, um, em D} ou seja, h(X) não 

tem raízes múltiplas em D . 

Lema 3.4.19 Suponha que K é 'Ltm, corpo com valorização v não trivial 

cujo gn Lpo de valores é r . Então) para todo polinôrnio mônico 

e todo 1 E r. e:âste nm. polinôm.io separável 

tal qv.e 

para todo O < i < n . 

Prova. Sejam Yo, .... Yn-l indeterminadas sobre J(. A partir de g(X), 

construínws o polinôn1io 

f1·(X) = fY0 .... Y .. 1 (X) 

=(ao + YC>) + (al + Y,)X + ... + (an - 1 + Y;t- J)X'/1 I+ X 11 

E J((Yo, ... , }~t-l)[X]. 

Considcran10s agora a resulLante Res(fy(X), fy(X)) de f c de sua 

derivada formal f' co1n respeito à variável X no domínio I< [Yo, ... , ).";t-1]. 

Como Y0 , .. .1~1_ 1 são algebricamente independentes sobre I<, das pro

priedades da resultante temos que R es(fy, fy ) é uu1 polinôn1io não trivial 

R(Yo, ... , Yn- 1) E J([Yo, ... , )~t- 1 ) · 
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Con10 já observado anterionnente, co1no v é não trivial ten1os que J( não 

é u1n corpo finito. Logo, pR,ra, todo 'Y E r o conjunto { x E J( I v(x) > 'Y} 

ten1 mn número infinito de ele1nentos. Assün, existen1 c1 , ... , Cn- l E J( 

com v(c;) > r para. os quais o polinôn1io resultante não se a.nnla. isto é, 

R( co , ... , Gn-1) # O. Portanto, tomando 

segue que 

R es(h, h') = Res(jy, f~ )(Co, ... , Cn-1) =R( co, ... , Cn- 1) =F O. 

Disto conclufn1os, pelo Teorema 3.4.17, que h e h' não têm fator não cons

tante em comun1 em I([ X ]; em particular, h e h' não t êm raízes en1 co

murn , ou ainda, h(X) não ten1 raízes n1últiplas e1n J(. Assim, h(X) é tm1 

polinônüo sepa.rável sobre 1<. É fáci l constatar que h(X) satisfaz as demais 

condições do lema. 

3.5 Extensões de Corpos Valorizados 

O objetivo desta seção é discutir quando e ele quantas n1aneiras mna va

lorização v1 de um corpo J\1 pode ser estendida a un1a valori~ac_:ão de 

u1n corpo 1<2 que contéin J(1. Salientamos que a existência de ao menos 

un1 anel de va1orização en1 1<2 é garant ida pelo Teorenut de Cheva.lley 

(Teorema 3.4.11), c portanto eleve existir algmna valorização v2 en1 1(2 que 

corresponde a este anel. 

Começan1os pela. definição ele extensão de valorizações e de extensão de 

anéis de valori~ação e tratamos de <-'l.Ssegnrar sua existência. 

Definição 3 .5 .1 Se ! ( 1 é um subcorpo de !(2; v1 é uma valoTização sobre 

I\1 e v 2 é U?na valoTização sobTe f\2; dizenws que v2 extende v1 ou que 

v 2 restringe-se a V1 se v2IK1 = v 1. 
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D efinição 3.5.2 Sejam I<2II<1 uma extensão de corpos) 0 1 C !{1 e 02 C 

](2 anéis de valorização. Dizem.os que 0 2 é um. prolongam.ento de 0 1 se 

Escrevemos para isto simplesmente 

Usamos ta1nbém expressões como uo2 é 'uma extensão de 01 ", ou (102 

contrai sobre 0 1 ))) para expressar qv.e 02 é um prolongamento de 01. 

Obviamente v2 estende v1 se c somente se 0 2 estende 01 . 

Observação 3.5.3 Suponha (Kt , 0 1) C (1(2, 0 2) como acirna. Sejam M1 

e M2 os ideais maximais de Ot e 0 2 ) respect·iva.rnente. Então afirrna.m,os 

que 

1(? 

~ -~ 
J(l 0 ? 

~~-~ 
OJ = 0 2 n I<1 M2 

~I 
M1 

Um.o. m.o.neiro. de vcrifir:ar isto é ni:iliza.ndo as valorizações v1 e v2 destes 

ané-is e obser-vando qv.e V2lr,·1 = VJ 1 uma vez que 01 = 0 2 n J-\1. 

Para uma extensão de corpos J(2II<1 8 mn anel d8 valori7tação Oz de 

J(2 , vemos que 0 1 = 0 2 n J(1 tambén1 é un1 anel de valorização de J(b e 

portanto (!<1, 0 1) C (J(2, 02) . 

Teorema 3.5.4 Sejam K2 IJ(1 'uma extensão de corpos e 01 C Kt anel de 

valorização. Então existe um,a extensão 02 de 01 a !{2 · 
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Prova. Como 0 1 é subanel de J( 2 , pelo Teorema de Chcvallcy (Teorema 

3.4.J l) , existe um R.nel ele valori~ação 02 de K2 con1 01 c 02 c M 2n 0 1 = 

JVl1. l\!Ias 02 n l(1 c 01 têm o mesmo ideal maximal, portanto Lêrn as 

n1esmas unidades e então coincidem. 

• 
Corno consequência do Teorema 3.4.12, obtemos 

Corolário 3 .5.5 Sejam K 2IK1 uma extensão de corpos} 01 um anel de 

valorização de !(1 e 0 1 o f echo inteiro de 01 ern I<2. Então 

01= n 
02 é n.. 1·. de I< 2 

0~ nK1=01 

o;, 

isto é, 01 é a intc'rseção de todos os prolongarnentos de 01 a !{2· 

Prova. Vamos aqui aplicar o Teorema 3.4.12. Seja M 1 o ideal 1naxilnal 

de 0 1. Vimos que 

onde V é o conjunto de todos os anéis de valorização O~ de 1(2 com ideal 

maximal M~, tais que 0 1 c O~ eM~ n OJ <~ nm iclcãl mA.ximR.l clr. 0 1 , ou 

~cja, M1. 

(::)): Para cada prolongamento O~ de 0 1 em }(2 seja M~ seu ideal 

n1axima.l. Então pela. Obsnrvação 3.5.3, 

é o ideal lllaximal ele 01. Assim {o~ I o~ é â,. v. de 1{ 2 c o~ n J{ 1 = o 1} c 

V. 

(C): Se 02 é un1 anel de valorizaçã-o de 1{2 contendo 01 com ideal 

maximal M2 satisfazendo 
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então 

Com isto, mostramos que {O~ I o~ é a .v . de I<2 e 0 2 nJ{l = OI}::) v 
e que vale a igualdade das interseções. 

• 
P roposição 3.5 .6 Sejam J(2! I<1 extensão de corpos e 02 um anel de va

lorização em K2 . Então todo anel de valorização 0 1 de K 1 q'ue satisfaz 

pode ser estendido a algum, anel de valorização 02 ::=> 02 de I<2. 

P rova. Seja.n1 respectivamente T'2 c v2 o grupo de valores e a valorizaçáo 

associados a 0 2 e r c r~ o grupo de valores de 02nJ{1 . Pelo Corolário 3.4 .7 

e pelo Lem::-t 3.4.8. o ::-tnel cl<-'\ vR.loriz::-tçFi.o 0 1 corrcsponde a um subgrupo 

conveXO fl C f e, 111ais prccisa.n10llte, se denota.nlOS por V a valorizaçR,o 

correspondente a 02 n J(L então 

Ao defininnos 

o~= {x E L I v2(x) > ó para algum ó E fl}; 
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tc1nos obvia1nente 0~ C 0~ (v~IK1 =v) e 

o~ n J{l = {x E J(l I v~(x) > 8 para algum 8 E 6} 

= { x E I<1 I v(x) > 8 para algum 8 E 6} = 0 1, 

c então 02 é o desejado anel de valorização. 

• 
O resultado a seguir mostra como os grupos de valores c os corpos ele 

restos se relacionam em urna extensão de corpos valorizados: 

Proposição 3.5. 7 Seja (K1, 0 1) C (1(2: 0 2) 1t,ma extensão arbitrária de 

corpos valorizados. Para cada Oi, com, i E {1, 2}, seJa 

a valorização associada a 0 1. Enlão: 

i) o grupo ardendo r l é ordem-isomorfo a um subgrupo ordenado rlc r2;. 
ii) o corpo de resíduos 1{1 associado a VI é isornorfo a um, subcorpo do 

corpo de rcsíd11,0S J( 2 associado a v2 . 

P rova. i) De fato, le1nbramos que 

é um hmnmnorfismo de grupos (un1 multiplicativo c o outro aditivo), con1 

núcleo or c portanto 

Iviais ainda, a aplica.<;~o composta da i11dusã.o con1 a projeçRo canônica 

te1n núcleo 
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donde concluín1os: 

ii) Denotando os respectivos ideais maximais por M 1 e M 2 , a apllcação 

co1nposta 

ten1 núcleo 
' A n o Obs. 3.5.3 I A 

)vt 2 1 = )vq. 

Logo, 

O resul tado acüna nos di:;, que podenws considerar r 1 co1no u1n sub

grupo ordenado de r 2 , bem cmno o corpo de resíduos 1( 1 como um subcorpo 

ele ]{2 . Desta forma, faz sentido a seguinte 

D efinição 3.5.8 Seja (K1, OI) C (1<2 , 02) ·wno. extensão arbitrária de 

COTpOS valoTizados, e se_jam r 1 e f 2 OS COrrespondentes grupos OTdenados e 

corpos TeSiduaiS Satisfazendo r1 C r2 e }(1 C ]{2 . 

Cham.am.os respectivam.ente os núm.eros 

e 

de índice de ramificação e gTau residual (ou gr-an de inércia) da extensão 

(!{1 : 0 1) c (1(2 , 0 2) (ou simplesmente 1(2 11(1 ) quando são claros os anéis 

de valorização que esíarnos considerando). 

Se e(0 2/ 0r) = 1 e !(02/01 ) = 1 então dizenws que a extensão 

é im,ediata. 

• 
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Exemplo 3.5.9 O completamento (K, O:u) de um corpo valorizado (J(, Ov) 

de posto 1: é um.a. extensão im.ediata. pelo Teorem.a 3. 2.19, enqv,a:n,to que 

a extensão apresentada no Teorema 3. 5.13 não é imediata se escolhermos 

,, tJ. r . 

Observação 3.5.10 O índice de ramificação e o grau residual são mul

tiplicativos, ou seja, se (1( 1, 0 1) C (!<2, 0 2) C (K 3, 0 3) são extensões de 

corpos valorizados, então 

O resultado a seguir mostra como os índices de ramificação e grau de 

inércia de un1a extensão de corpos valorizados se rclacionmn con1 o grau 

da extensão. 

Proposição 3 .5 .11 S ejam (!{1 , C\) C (1(2, 02) um,a extensão de corpos 

valorizados e 

as 11alorizaçôes r:orrespondP.ntes a Oi para i E {1, 2} . Sejam e= e(02/01) 

e f= f(02/01) . Escolhemos w1, . .. ,wf E 02 e 1r1, . .. ,1fc E J{; tais que: 

(1) w1, . .. , w.r E 1{2 são linearmente independentes sobre ./(1; 

(2) v2 (1r1), ... , v2 (7rc) são 'representantes das classes laterais d·istintas de 

r2;r1. 

Em part·iculaT, os elementos do conjunto { Wi?rj 11 < i < f e 1 < j < e} 

são linearrnente independentes sobre J(I: e poTtanto 
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Prova. Sejam aij E J(1 não todos nulos e sejam I E {1: ... , .f} e J = 

{1: ... , e} tais que 

Afirmação : Para todo j i= J vale 

pois caso contrário tería1nos igualdade para algun1 j i= J , e neste caso 

o que contradiz o fato de que v2(rr.1) e v2(11j) são representantes de classes 

laterais distintas de T'2 jr1 . 

Suponhamos por absurdo que 

f c 

:: = L L aijw (IT j e Vz ( z) > rnin { v2 ( aijWf1r J) I 1 < i < f : 1 < j < e} . 
i= l j = l 

Então , pela Afinnação e pela. hipótese w1 ..... Wf E 02. temos 

e, novan1ente pela Afin11açãol 

para Lodo j =J J. Daí1 corno w1: ... , w.r E Oz: 

e f 

'""'"' '""'"' a· ·1f · (aJ;1f;) -
1
w· E M? 0 0 ZJ J . . l -

j=l i=l 
j:f-J 
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Então, de 

concluÍlnos que 

i=l i=l 

sendo o coeficiente de wr = I =!= O, o que contradi?. a hipótese de serem 

w1, ··· ; w.r E K2 linearmente independentes sobre J{1 , uma vez que a-iJ(a1J ) - 1 

são até elen1entos de 01/ M 2 n I<1 = 0 1/ M1 = J(I· 

É fácil convencer-se que os elen1entos do conjunto { wi11.i I 1 < i < 
I e 1 < _j < e} são lincarrrwnte independentes sobre I\1. 

3.5.1 A Extensão Transcendente 1\(X)IJ{ 

Nesta seção, resmn imo-nos a estudar cmn mais detalhe a extensão J((X) IK, 
apresentando ulgun1as 1naneiras de construir valorizações en1 J((X) que 

prolongam uma dada valorização en1 K. Con1eçan1os cmn 1n11 resultado 

preliminar: 

Lema 3.5.12 Se,ia D nm dom,ínio. Se existe nma aplicação 

v : D----* r u {oo}; 

onde r é um. grupo abeliano totalmente ordenado, satisfazendo as condições 

(i) v(a) = oo Ç:? a= O. 

(ii) v(ab) = v( a)+ v(b) . 

(iii) v( a+ b) > inf{~ (a), v(b)} . 
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então v dá or-igem a urna valorização 

w : I< --» r u { oo} 

com K = cf(D): simplesm ente definindo 

w (~) = v(a)- v(b). 

Prova. A aplicaçã.o 

w : J( --» r u { oo} 

está ben1 definida. De fato , se a1/b1 = a2 / b2 , co1n a1, b1 : a2, b2 E D , então 

a1b2 = a2b1 . Logo, 

e cnLão , 

Falta estender as propriedades ele valorização de D para 1{. Sejmn 

c1: c2 E I<\ {0} . T01ne c como um denon1inador con1u1n de c1 c c2, ou seja, 

tal que ci = adc para i E {1,2} com a1:a2:c E D. Portanto 

w(c1 + c2) = w(ct1+a2
) = w(al + a2) - w(c) c 

> 1nin { w( ai): v ( a2)} - w( c) 

= rnin{ w(a1)- w(c) : w(a2)- w(c)} 

= n1in{ w(cl): w(c2)} . 

w(c1c2) = w(a~~.,) = w(a1a2) - w(c2) 

= w(a1)- w(c) + w(a2) - w(c) 

= w(c1) + w(c2) . 

Teorema 3 .5.13 Dados um subgTupo OTdenado r de um gTupo OTdenado 
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I'' , 'ama valorização 

v: I<---» ru {oo} 
n 

e ' E r'' definimos, dado f = L:aiXi E J([XL 
i=O 

w f := ' 
{ 

00 . 

( ) m.in {v( ai) + iry}, 
09$n 

m 
e, para g = ~bjXi E J([X]\{0} : 

.i=O 

se f= O 

caso contrário 

w(f / g) := w(f) - w(g). 

78 

Então w : J( (X) ~ I'' U { oo} é 11,ma valorização em I<(X) que estende 

V e C'l.ÜO grupo de valores é w(J((X)x) = I' + ryZ C I''. 

K (.X) ~r + "1'~./--r f' 

I I 
K v r 

Prova. Supondo j á mostrado que w é u1na valorização verifican1os que o 

seu grupo de valores é I' + ryZ. De fato é claro que w(X) = T E pela 

definição de w, se ó E w(I<(X)x) então existem f,g E I<[X]\{0} tais que 

ó = w (f) = w(.f) - w(g) 

= n1in {v (ai) + Í"f} - I"D:in { v(bj) + J'Y} E I' + ~·yZ; 
O$t<n 0$]<111 

e disto temos w(J((X)X) c r+ ,z. Agora, dado '"'/ + '"'jn E r+ 'Yz COll1 

n E Z, x E K\{0} tal que v(x) =f', ternos que f= cX 11 E J( (X) é tal 

que w(.f) = ry' + { 'n . 

Passa1nos agora para a veri:ficaçFi,a de que a aplicação 1J) realmente define 

un1a valori?iação. Pelo Len1a 3.5.12, basta testarmos (i), (i i) c ( iü) para os 

elementos de I([ X]. 

-Dados f, g E J<[X]: é claro que w(f +g) > min{ w(f), w(g)} c w(fg) = 
w(f) + w(g) se f ou g for o polinômio nulo. Assim, podemos supor f: g E 
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I<[X]\{0 }. Pondo n = ma.,'<{deg(f) , deg(g)} , podemos escrever, sent perda 

de generalidade, 
11 11 

f = L aiXi e g = L b1X i; 
i=O i=O 

com ai, bi E!{, de modo que 

Para cada j E {0, 1, ... , n} t emos 

v (aj + bj) + J'Y > m.in { v(ai), v(bi) } +i"'( 
O$t$n 

= m.in {v(ai) +i1,v(b1) +i'Y} > min{w(f),w(g)} 
O$t$n 

em particular, 

w(f + g) > min{ w(f), w(g)} . 

- Agora 1nostramos que w(f.g) = 1.u( j) + w(g) . 

Escrevendo 

Len1os 

n 111 

f= L aix·i e g = LbJXJ, 
i=O .i =O 

n+m 

f.g = L ckx", 
k=O 

com c,,:= L aib.i . 
i+j=k 

Se i + j = k então 

Assin1, 

w(c1.:X") = v(c,J + k1 > min{v(a.ibj) I i+ .Í = k} + k"'f 

= min{v(aib.i) + k:ry I i+ j = k:} > w(f) + w(g), 

donde c.onc.lnín10s 

w(f.g) = min {v(c~o) + kr } > w(f) + w(g). 
0$1>$ nt+n 
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Para n1ostrar que na verdade vale até a igualdade, 1nostran10s que vale 

a. desigua.lcta.de contrária. Tmnam.os 

Claran1ente vale 

io = 1nin{i I v(ai) + iry = w(f)} 

}o= min{j I v(bJ) + j ry = w(g)} 

ko = io +]o 

i+j=ko i+j=ko i+.i=ko 
i<io i>io 

No primeiro termo da soma ternos sempre i < io, e portanto: pelo caráter 

minimal de i 0 e pela definiçRo de io e de w: ternos para tais índices 

v( ai)+ iry > w( f ). 

Logo, em cR-da termo aib.i do prin1eiro son1atório 

Por sin1etria, j á que i+ j = ko e i > io implica j < ]o , poclen1os aplicar 

no últ ilno son1atório o n1es1no raciocínio e obter a n1esn1a desigualdade 

para i > io . Conscquentcmcntc 

v( 2: aibj) > w(f) + w(g) - ko! 
i+j=ko 

c analogmnentc 

= v(ai0 ) + io1' + v(bj0 ) +)o/ - ko! 

= v( ai0 ) + v(bj0 ) = v( ai0 bi0 ), 

i+j=ko 
i>io 
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Concluünos assin1, pelo Corolário 3.2.12, que 

e então v(ck0 ) + ko! = w( f) + w(g) pela definição de io e jo. Donde segue 

que 

w(f.g) < v(ck0 ) + kor = w(f) + w(g) . 

Finalmente 

w(f.g) = w(f) + w(g). 

Salientamos que a valorização w construída no resultado acin1a prescreve 

w(X) = f. A valori7,aç~o c.onsiderada no próximo Corolário ó c.on1un1ent8 

conhecida como a extensão de Gauss ela valorização v en1 [( ao corpo de 

funções racionRis J{(X): ela prescreve não só w(X) = O cmno La1nbém X 

t ranscendente sobre f-(. 

Corolário 3 .5 .14 S'uponha que v : f{ ---* r u { oo} é 7tma valorização 

sobre J{. Então existe exatamente uma extensão w de v a K(X) tal que 

w(X) = O e X é transcendente sobre f{. Pm·a tal w, temos J<(X) = I<(X) 

e w(I<(X)x) =I, a saber 

n 

Prova. Provemos inicialmente a unicidade: sejam f = ~aiXi E f<[ X ]\ {O} 
'i = O 

c k < n tal que 

C01no obviamente a,,~ =/= O, podemos escrever 

n 

i= O 
"--v--' 

=:g 

(24) 
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Então w(g) >O, já que w(X) = O. Alén1 disto, 

n 

g = I >i .X i i= O, 
i=O 

já que bk = 1 e X é t ranscendente sobre K. Portanto 

g E 01~, e então w(g) =O, 

donde 

w(g)=O e wiJ< = V 
w(f) = w(a,J + w(g) = v(ak) = m.in v(ai) · 

os~sn 

On seja, é precism11cnte a valorização definida no Tcore1na 3.5.13 se 

len1brarmos que aqui w(X) = O. 

Para provar a existência definin1os w(f), para cada f E I<[X], corno no 

Teorema 3.5.13 COl11 r'= r e I = o, ou seja, w(X) =o. 
Afirn1mnos que, com esta definição, X 8 transcendente sobre J(. De 

faLo, se 

L ai X i= Õ 
i=O 

para certos ai E Ov, então 

c então v( ai) > O para cada i, ou seja, ai= O como qneríauws provar. 

Claramente, pelo Teorema 3.5.13 

Finahnente, afinnamos que J( (X) = f{ (X) . Como X é trR.nscendente 

sobre I<: é claro que (X) C I<(X). Para provar a recíproca, seja 

1 fi E O x 
1 = ---f 1U: 

2 
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com .fi, h E I<[X]\{0} . Escrevemos, para i E {1, 2}, 

onde Ci E I<x c 9i E O~ como e1n (24) . Assin1 

onde c = cl/ C2 E Kx. Tanlbénl temos c E o~ pois h E o~) e COlTIO foi 

visto, w(gi) =O, para i E {1 , 2} . Finalmente, 

Observação 3. 5 .15 Observamos que usando a valorização de Ga'ltss JJara 

a extensão J((X)ii( apresentada no Corolário 3.5.14) a última condição 

do Lema 3. 4 .19 pode s CT rces cri ta com, o 

w(g- f) > '"'11 

uma vez que w(X) = O e 

Isto sign~fica que o con:funto dos polinôm,ios sepaTáveis e mônicos é d~nso 

no confunto dos polinômios m,ônicos com Telaçâo à valorização dada pela 

extensão de Gauss. 

Corolário 3 .5 .16 Sejam v : 1< ~ r U { oo} 'ltm,a valor-ização no corpo!{) 

sendo r um subgT'UPO ordenado de um, grupo ordenado r'. Se no Teorema 

3. 5.13 escolhemos r E r' tal que 

n E Z e nry E r ~ n = 0. 

então w é a única valorização de J<(X) que estende v e satisfaz w(X) =r· 
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Esta valorização é tal que f( (X) = J( e w (1< (X) x) = r EB ryZ com a 

ordem induzida por r '. 

Prova . A existência é garantida pelo Teoren1a 3.5.13. 

Para a unicidade tome w uma extensão satisfazendo w(X) =r· 
Afirman1os que se i=/= j e ai; aj E J{x , então w(aiXi) =I= w(ajXJ) . 

De fato ) 

e da hipótese sobre 1 concluín1os i - .1 = O. Disto segue que 

o que implica a unicidade de w em f{[X] e portanto , pelo Lema 3.5.12 , em 

I<(X) . 

É óbvio que w(I<(X)x) = w(J{(X)\{0}) = r EB')'Z, sendo a smna direta 

pela escolha de f' . 

Falta-nos n1ostrar que I<(X) = ](. 

A.fixmaçâo 1: Se f E I{(X)\{0} então f é da fonna f = aXm(l + u) 

con1 a E J( x , rn E N e u E J( (X) com w ( u) > O . 
n 

Para isto escreva f = l:a1X i com ai E J(. Vimos na prova elo Teorerna 
i=O 

3.5 .13 que existe exatamente um io tal que 

Portanto n . 

f X ·i ( ~ aiX L ) . = aio o 1 + X . = 1 + u . 
a. / 70 

i =-0 'to 

i# i o 

Observando que para i =I= io 
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concluünos que w(u) > O. 

No te que isto in1plica 

w(l + u) =O, 

ou seja, 1 + u é invertível em Ow. 

A.firm,a.ção 2: Vale1n as conclusões análogas para h= i E K(X)\{0} . 

Jvlais precisan1ente, h é da fonna h = eX?" ( 1 + u") com a E J(x, m E Z e 

u" E J((X) com w(u" ) >O . 

De fato, pela afinnação anterior, pode1nos escrever 

cmn a, b E J{x , m, n E N e w(u) > O, w(u') > O. Então 

I _ f _ ~ v m - n ( 1 + U) 1, - - ./\. • 
D b l + v/ · 

onde c = ajb E J( x e r = m- n E Z. Ainda, corno 

c 

temos 

l+u u - v./ 
- -=1+ - -
1 + u' 1 + u 

w(u- u') > min{ w(u) , w( - u')} > O = w(l + u') , 

'I.U > . (
71, - u') O 
l+u 

e con1 isto concluímos que existe1n c E K x, r E Z e u" E K (X) com 

w('l.i") > O tais que 

h = cX·7
· (1 + u") . (25) 
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Agora mostramos que J{(X) = !{: dado h E O~ escrito na forma (25), 

temos: 

O = w(h) w( cX7
. (1 +v/')) 

w(1+ u")=Ü w!K=V c 1v(X)=1 w(cX,.) v( c)+ T')' 

')' = -v(c) E r hipótese sobre 1 
~ r= O ~ v(c) =O. 

Por outro lado , em J{ (X) 

h (25
) cX7· ( 1 + u") r = O 

= c(I + u") = c E I< ; 

pois w( u") > O implica u" = O. 

• 
Enc:ernunos estR. seção enunciando nm resnltado que envolve ext.e.nsões 

transcendentes e extensões algébricas, n1as que para o caso algébrico só 

precismnos da Proposição 3.5.7 e do Lrma 3.5.12. 

Lema 3.5.17 Se.ia (F: O) um cor·po valorizado que não admite nenhuma 

extensão al.r;ébrica própria imediata.4 Seja v' uma extensão de v = vo 

sobre o corpo de funções racionais F'= F(t), tal que: 

V a E F: 3 b E F com v' ( t - a) = v' ( b) = v ( b) e ( t - a) b- 1 E F. ( 2G) 

Então v' é 'nma extensão imediata de v e os valores v'(t- a) paTa a E F 

determinam v' univocamente. 

Prova. 

Provemos inicialrnentc que a extensão 1/ de v é ilneJiata. 

Afirmação: Para todo polinônüo j(t) E F[t], existe b E F satisfazendo 

v'(f(t)) = v(b) c f(t)b - 1 E F . (27) 

4 Um tal corpo é chamado corpo algebrica.rnente rno.'rimal. veja Definição 3.6.10 
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No te que, uma vez provada a Afirmação 1, 

v'(F(t)) = v(F) e F'= F . 

De fato , tomando g, f E F[t] com g #O e 

existem b1: b2 E F tais que 

e tan1bén1 

Portanto 

(f) = (fb!
1

) (b1) E F. 
g (gb21) b2 

Provamos a Afirmação por indução sobre o grau de f , que vamos supor 

igual a n. 

- a validade para n = 1 é garantida pela hipótese. 

- seja n > 2 e suponhamos que (27) vale para todo polinômio f de grau 

<n. 

- se f é redutível sobre F e deg(f) = n então obtemos (27) a part ir 

da hipótese de indução que 

.f = g.h ambos de grau < n - 1 

implica 

I 1 1 1-Iip. Jnd. ) ( ) ( ) ( ) v (f) = v (g) +v (h) = v(b1 +v b2 =v b1b2 E v F . 

e 
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- se f é irredutível sobre F , restringilnos iuiciahuente a valorização 

v' ao F-subespaço vetorial 

V = F + Ft + ... + Ftn- 1
. 

obtendo uma aplicação sobrejetora 

v'l v : V --t v' (V) 

corn v'(V) = v(F) pela hipótese de indução e pelo fato de F C V. Obser

vando o diagrama 

(F(t), v') 

algébricl'l 

onde t = t + (f), temos assim sugerida mna aplicação w 

dada por 

( - (-)n- J) ' ( t tn-1) w ao+ a1t: + .. . + an-1 t =v ao+ a1 .... + an-1 . 

que afinuanws esta,r bem definida: dauos 91 ,92 E F(t] c supondo 

temos 

91 + (f) = 92 + (f) {::} r1 = rz 
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Daí, neste caso, 

w(gi + (.f)) = w(r1 + (.f)) =v' (ri) = v' (r2) = w(r2 + (.f)) = w(92 + (.f)) . 

Além disso w é sobrejetiva e satisfaz as seguintes propriedades (veja 

Lema 3.5.12) : 

(i) w(9I +(.f))= oo {::} 9I +(.f)= O+ (.f), 

( iii) w(gi + (.f) + 92 + (.f)) > in f { w(91 + (.f) , w(92) + (.f) }. 

De fato, basta observar que 

w(91 + (.f)) = oo {::} w(ri + (.f)) = oo 

{::? v' (r1) = oo 

{::? TI = 0 

{::? 91 + (.f) = o + (.f) ; 

w(gi + (.f) + 92 + (.f)) = w(r1 + r2 + (f)) 

=v' (ri+rz) 

> in f {v' (ri), v' (r2)} 

= inf{ w(91 + (.f) , w(92) + (.f)} . 

Assim , para w ser un1a valorização no corpo FI = F[ t ] , que é extensão 

algébrica própria de F , só faltaria n1ostrar (ii) : 

w( (9I + (f)) (92 + (.f))) = w(gJ + (f) ) + w(92 + (f )) (28) 

No entR.nto, se isto ocorresse R.finnR.mos qne t.eríR.n1os como corpo ele 

resíduos de F1 deterrninado por w precisa1nente F . Ou seja: para cada 

9 + (f) E F1, satisfazendo w(9 +(f )) = O existe b E F com v(b) = O e tal 

que g + (.f) = b em Fh jsto é, 

w( (g + (f) )b- 1
) = O. 

De fato, dado g1 +(f) E F 1 com w(gl +(.f)) =O, isto é, v' (ri) = O onde 
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ten10s. da hipótese de indução, que 

Mas como v'(rl) = O, pela Proposição 3.5.7, temos que r 1 faz sentido 

em F c F1, c então podemos escrever 

Cmno o grupo de valores de w tan1bém coincide cmn o grupo de valores 

de v, concluiríamos que a extensi=io algébrica. (F1, w)I(F, v) (que é própria 

pois tem grau n > 2) é un1a extensão ilnediata, o que contraria a hipótese 

sobre (F, v) . 

Assün, concluín1os que w não pode satisfazer (28) , e portanto existem 

polinôn1ios r 1 , r2 , r E 11 tais que 

r1r2 = qf +r para algum q E F(tL (29) 

e então 

v' (r) = w(r + (f)) (
29

) tu( (ri + (f)) (r2 + (f))) 

# w(r1 +(f))+ w(r2 +(f)) = v'(rl) + v' (r2), 

Daí: 

'U' (f ) 
(30) 

Usamos agora a hipótese de indução para os polinômjos r 1, r2, r q E V 

para conduírmos a prova da Afirmação 1 

Sejam b1, b2, b, c E F tais que 

v'(rl) = v(bi) 

v'(r2) = v(b2) 

v'(r ) = v(b) 

v' (q) = v(c) 

c r1b! 1 E F 
- 1 -c r2b2 E F 

e 7·b- 1 E F 

c qc- 1 E F 
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Então t emos, de (30) , 

v' (f) = inf { v(b1 ) + v(b2), v(b)} - v( c) (31) 

Neste caso, (31) se reescreve como 

- - 1 - [ b- 1 b- 1 - b- 1 -b (b b ) - 1] E F1 • - (qc- 1 )" r1 1 · r 2 2 r · · 1 2 

Caso 2 : inf{v(b1 ) +v(b2),v(b)} = v(b) . 

Neste caso, (31) se reescreve como 

v'(!) = v(b)- v(c) =v (n . 
Daí 

A ignaldc:tde (30) t.ambém nos mostra qne v'(f) fi r.a 1n uito ben1 deter

ln inada a part ir elo conhecünento de v' sobre polinômios ele grau menor do 

que o de f (note que r1 : r 2 , r E V c r 1r2 = qf +r implica q E V ), que, por 

sua vez, dependeram apenas do conhecimento de v' sobre os polinômios de 

grau 1. Con1 isto está provada. a segunda a.firmaçno do enunciado. 
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3.5.2 Extensões A lgébricas de Corpos Valorizad os 

Na Seção 3.2 vin1os que, para urna valorização de posto 1 de um corpo K 1 

(mais precisa1nente, para um valor absoluto de J-(1), existe uma extensão 
---de v1 para o seu completamento 1-(1. Se K2 = K 1 (X), tmnbé1n já sabe-

mos construir algumas extensões de v1 a un1a valorização de J-( 2, con10 as 

feitas e1n 3.5.1. Concentran1o-nos agora em extensões algébricas de corpos 

valorizados (!(1 , 0 1 ) C (1(2, 0 2) . Neste caso , o conjunto 

V = {extensões de 0 1 a 1-(2} 

pode não ser fini to (o que só pode ocorrer nun1a extensão infinita 1-(21 1( 1 

- veja Teorema 3.5.27); mostran1os aqui que a sua cardinalidade é senl

pre limitada pelo grau de separabiliclade ele 1-(2 sobre 1(1 . Ern particular, 

isto implica que V tem apenas un1 elemento para extensões purarrtente in

separáveis. l\llostran1os tmnbé1n que dois ele1nentos distintos ele V nunca 

são c:on1parR.v8is peJa inclnsão. e qn8, se 1(2 (~ nma extensão normal de 

!{1 os elementos ele V são sempre f-(1- conjugados, ou seja, são isomorfos 

através de a.lgun1 CJ E Aut(J(21f(l). 

Começa1nos con1 algnns fatos gerais para esta situação: 

Teorema 3.5.18 S eja (K 1 , 0 1) C (J-(2 , 0 2) uma extensão de corpos val

orizados sendo 1<211-(1 algébrica. Então: 

(1) PaTa todo "Y E f 2 existe n E N tal que n"Y E f1 7 ou seja7 I'2/I'1 é 'l.Lrn 

gntpo de torção. 

(2) 1{ 2 é também 7.tma extensão algébrica de J(l· 

P r ova. Dividimos em dois casos: 

1 °caso: 1<211<1 é. uma extensão finita: nest8 cFtso , R. Propos1çR.o 3.5.11 

nos garante que 

são tmnbén1 finitos, o que cmupleta a prova. 
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2°caso: J(2jJ(1 é un1a extensão infinita: neste caso, para provar (1), 

tomamos x E K2 tal que v2(x) = 'Y E f'2. Sejan1 L= I<1(x) , O = 0 2 n L 

e v = v21 L a restrição de V2 a L. Ton1e r = v(LX) c r2. Cmno LjJ(l é 

finita, pelo prime-iro caso o quoc:iente r ; r 1 é nm grupo finito. Assin1, como 

/' E r, existe um n E N tal que n; E r1. Para provar (2) supomos ainda 

que x E o;. Por argun1ento análogo, concluímos que o corpo de resíduos 

L é mna extensão finita de K1. Portanto x E L c K2 é algébrko sobre K L· 

• 
Corolário 3.5.19 Par-a toda extensão de corpos valor-izados (!(1 , 0 1) C 

(K2, 02) com J(2jJ(1 algébrica, os respectivos gntpos de valores r2 e I\ (e 

portanto também, 0 2 e 0 1) têrn o mesmo posto. 

Prova. Considere1nos a aplicação 

t.p : {subgrupos convexos de r 2} ~ {subgrupos convexos de r 1} , 

Afirmamos qne t.p está be.n1 definidã o é hij e.ti v::~., o que nos pennite 

concluir que r 2 e r1 têm O mcsn10 posto. 

De fato , é claro qne t.p está bem definida. Suponhmnos agora que 

t::. n r 1 = 6' n r 1 

c que existe 

f' E6\ 6'. 

Sen1 perda de generalidade podemos supor 'Y > O. Pelo Teorema 3.5.18 

existe n E N com 

já que I<2II<1 é por hipótese algébrica. 

Con10 6' é subgrupo convexo e O < 1 < n{, temos f' E 6' , um absurdo . 

P ortanto 6 c 6'. Trocando os papéis de 6 e 6' concluímos t a.mbén1 que 

6' c 6 , e então t.p é injetora. 
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Dado 6* c r 1 subgrupo convexo, vale 

6 * = {5 E r l I 5: - 6 < 'Y para algum 'Y E 6 *}. 

Portanto , existe um subgrupo convexo de r2 t al que cp(6 ) 

saber, 

6 = {5 E r2 I o; - o< 'Y para algum 'Y E 6 *}: 

e então <p é sobrejetora. 

94 

6 * a 
' 

• 
Lema 3.5.20 Se J(2IK1 é nma extensão algébrica então nenhum anel de 

valoTização não trivial de K 2 contém K1. 

Prova. Sejam 0 2 un1 anel de valorização de ! (2 que contén1 !(1 e o: E !(2 . 

Como I<2I I<1 é algébrica., existe o polinômio n1üün1a.l ele a sobre J{L que 

vamos supor da forma 

X n + xn- l + + a'/1- l . .. ao, 

corn ao, ... , an-l E J(l C 0 2. Nias então o: é inteiro sobre 02 , e portanto 

a E 0 2, uma vez que 0 2 é integraln1ente fechado. 

Assün, concluÍlnos que 0 2 = !{2, o que completa a prova. 

Obser vação 3.5.21 Salientamos que o resultado acima não vale para ex

tensões transcendentes: basta considerar o Exem plo 3.2.24: lá qualquer 

a.v. de I<(X) contém f{, e no entanto não necessaTiamente coinc·ide com 

1\(X) . 

Lema 3.5 .22 Sejam K 2 IJ{ 1 11,ma extensão algébrico. de corpos, 01 1tm anel 

de valorização de 1( 1 e o;, (]~ anéis de valorização de 1(2. ambos esten-
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dendo 0 1 . Se O~ c 02 então O~= 02 

Prova. Como O~ c 02 c 1( 2 : te1nos, pela Proposição 3.4.5(i), 

M" c M' 2 - 2 1 (32) 

onde M2: M2 são os ideais maximais de 02 c 0~ , respectivamente. 

Ern particular, faz sentido o quociente 0~/ M2 como subconjunto de _, 
02/ M2 e que vamos denotar por 0 2. Assim, temos 

O' o' O' /M" 0"/ M" 2---7 2 = 2 2 C-....t 2 2 

- f 

Como O~ é anel de valorização de K 2, é fácil ver que 0 2 é um anel 

de valori~açã.o de 02/ M2: que vamos dcnoLar simplcs1nente por /C; cnt _, 
particular , /C é o corpo ele frações ele 0 2 pela Observação 3.4.6. 

Como 02 é mna extensão ele 0 1, j á saben1os que 

ele modo que existe um n1onon1orfismo natural 

Portanto 
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co1n certo abuso de notação, poden10s sin1plesmente escrever 

-1 

:Mas então 0 2 é un1 anel de valorização de K que contém o corpo K 1 . 

Cmno, pelo Teorema 3.5.18, KII-<" 1 é un1a extensão algébrica, te1nos, pelo 

Len1a 3.5.20, 

o; =K. 

Ou seja, 

0~/M~ = o;= K = 0~/M~. 
o que, junto com (32), uos permite concluir que 

p OIS 

0 , - O' 2 - 2; 

(33) 
a E (O~)x ==;. 3b E 0~ , a+ M~ = b + M~ 

(32) 
=? a - b E ;\;f~ C M~ 

=? a E b + M~ C o;. 

(33) 

Dadas uma extensão algébrica /(2!!(1 e un1 anel ele valorização 0 1 ele /(1, 

pode1n existir infinitos anéis de valorização ele /{2 estendendo 0 1 . Contudo, 

às ve?.es este nú1nero de extensões te111 mn linüie. A11tes de abordannos 

alguns destefi casos, rele1nbran1os algumas definições, nota.ções e resultados 

da Teoria de Corpos. (l\!Iaiores detalhes sobre eles podems ser encontrados 

em [lO] ou em [7]) . 

D efinição 3 .5 .23 A partir daqui} denotamos por J-( um fecho algébrico de 

J-(. Dado um corpo I-<", denotamos poT K 5 o fecho separável de K , isto é 

J-( 5 = { x E J-( I x é separável sobre K}. 
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Se car(I<) = O então I(8 =I<; se car(I{) = 1J > O ex é algébrico sobre 

I< então existe k E N tal que 

xJJk é separável sobre K. 

Dada u1na extensão algébrica I<2ii<1, o conjunto 

K2 n K f = {x E K2 I x é separável sobre K1}. 

é um corpo e é u1na extensão separável de KJ . 

D efinição 3.5.24 Dada uma ext~nsão algébrica. K 2I J(1: o núm.~ro 

é chamado o grau de 8eparabilidade de I<2 sobre K 1. E o número 

é chamado o gran de insepa.rabilida.de de K2 sobre K1 . 

~ 

J{ 

/ 
grau insep. 

Da Teoria de Corpos temos então que 

un1a vez que 

D efinição 3.5.25 D·izemos que urna eJ.;tensão algébrica K2ll(1 é purarnente 
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inseparável quando 

ou, equivalentemente, 

Definição 3.5.26 Urn corpo K é dito um corpo separavelmente fechado se 

a extensão I< IK é puramente inseparável. 

Teorema 3.5.27 S eja 1<2 11<1 uma extensão algébrica tal que 

Se 0 1 é ·um. anel de valorização de K 1 então o número de prolongamen

tos de ol a 1<2 é .finito e limitado por [1(2 : J<lls · 

P rova. Sejam 0 1: ··· : Om alguns prolonga1uentos distintos de 0 1 a 1<2 com 

respectivos ideais maximais M 1 : · ·· : Mm· O Lema 3.5.22 nos assegura que 

estes prolonga.n1entos são inco1nparáveis clojs a dois. Assirn) o Teorema 

3.4.14(3) se aplica, c nos garante que existen1 

11 

cl, .. . ,em E R = nai 
i= l 

tais que para todo .1 E {1 , ... , m}, Cj E R está próxirno de 1 E Oj c de 

0 E 0 7: para todo i =/= j. Ou seja, para todo j E {1 , ... , m}: 

para todo i=/= j, com i E {1, .. . , rn} . Daí: 

Afirmação 1: Se os corpos tên1 característica zero: afinna.n1os que c1, ... , em 

são linearrnente independentes sobre Kt, e portanto 
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Se os corpos têrn característica p > O, sabemos que, para cada i E 

{1 , ... , m} existe um natural ki tal que 

k · 
cf t é separável sobre K1, 

o mesmo ocorrendo para todo natural1naior do que ki. Assim, existe k E N 

tal que c!{ , ... , c~ são separáveis sobre !(1 . 

A.firm/ação 2: O ele1nentos c!/ , ... , c~: E K2 n Kf são linearmente inde

pendentes sobre K 1 (e portanto m < [I<2 : Kl]s)· 

A prova da Afirn1ação 1 pode ser obt ida da prova da Afirn1ação 2, 

apenas substituindo pk por 1. Esta, por sua vez, é provada por contradição: 

suponhamos que a1; ... , am E J(l são não todos nulos e tais que 

i = O 

Tomamos j tal que 1 < .7 < me v(aj) = min{ v(a1), ... , v(a.m)}· Então 

a.i # O, pois senão serimn todos uulos, c 

Isto implica Cj E M j c Cj - 1 E Mj, donde obtemos 1 E Mj, um 

absurdo. 

Com isto obtemos 1n < (K2 : J(l].s· 

• 
Corolário 3.5.28 Suponha que J(2 é 1Lm,a extensão algébrica pura1nente 

inseparável de J( 1 . Então todo anel de 11alor·iza.ção é:\ de K 1 tem uma 

única extensão a !{2 . Em paTticular) se !{1 é um, corpo separavelm,ente 

fechado: então todo anel de valorização 0 1 de 1(1 tem uma única extensão 
~ 

ao seu fecho algébrico f{l · 

Prova. Imediata a partir do Teorema, uma vez que em qualquer mn dos 



3.5 Extensões de Corpos Valorizados 100 

casos ten1os 

• 
Teorem a 3.5.29 Suponhamos que f{ é um corpo separavelmente fechado 

e O é v,m anel de valorização próprio de K. Seja K um fecho algébrico de 

f{ e O a única extensão de O para J(. Então: 

i) O /0 é uma extensão im.ediata. 

-li} O cor-po de res{duos f( de O é algebricamente fechado. 

iii) o grupo de valores r de () é divisível. 

Prova. Inicialmente observa1nos que, sendo K separavelmente fechado, 

temos K IK un1a extensã.o puran1entc inseparável. Portanto, pelo Corolário 
- -

3.5.28, temos de fato que O é a única extensão de O para J{ . 

Denoten1os por r e f( o grupo e o corpo de resíduos de O , respectiva

mente. Então, pelo Lema 3.4.4, r é un1 grupo divisível e f( é 11111 corpo 

algebricamente fechado. 

P rovemos que ]( = ]{. Dado x E ox, con1o KIJ( é uma extensão 

algébrica (vejR. Corolário 3.5.11), existe un1 polinômio 1nônico 

g(X) = ao+ atX + ... + an- lxn- l + X 11 E O[X) 

-
tal que g é o polinô1nio nünimal de x E /{sobre f{. 

Pelo Len1a 3.4.19 eucontran10s u1n poliuônüo 1nôuico separável e de 

mesmo grau que g, 

} ( ' r) b b v b \rn 1 + Xn E }([X) 1 ./\. = O + V \. + · ·· + u-V\. 

satisfazendo 

para todo i E {O, ... , n}, onde v denota a valorização de T< associada a O. 

Como g E O [X), ten1os ta1nbén1 

h E O[X) 
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e, para todo i E {0, ... , n}: 

(34) 

em J( . 

Sendo h E I<[X] separável e K separavelmente fechado, temos que todas 

as raízes de h pertencem a I<, e mais até: cmno O integralmente fechado 

em K, e h E O [X] é mônico, pelo Teore1na 3.4.12(1) ten1os que z E O , 

para toda raiz z de h, e portanto podemos falar do elemento z E K. E1n 

!{, 
{34)- - - -

g(z) = h = h(z)= O. 

Assim, g, que é o polinônüo nünilnal de x sobre J(, ten1 uma raiz em 

z E J{. Então g te1n grau 1 e x = z E I< con1o querían1os provar. 

P roven1os agora que r= r. Dado o E f : o Teoren1a 3.5.18 nos garante 

a existência de n > 1 e a E I< tais que 

no= v(a) E r , 

onde v é ã valori:0açào dE-: !{ correspondente ao anel de valorj:7;açFio O . Sem 

perda de generalidade tomamos o> O, e então a E O. 

Seja 

g(X) = xn - a. 

Então, pelo Lema 3.4.19, podemos aproximar g(X) por um polinômio 

separável h()() = bo + blX + ... + xn E J( [X] satisfazendo 

para todo O < i < n . Cmno J( é separavelmente fechado e O é integral

rnénte fechado c1n K , o polinômio h tem uma raiz z E O, c portanto faz 

sentido calculannos v (g ( z)) : 

v(g(z)) h(z)=O v(g(z)- h(z)) > m.in {v(ai- bi) + iv(z)} >nO= v(a) . 
09:::;n 
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Porén1 

v(zn -a) = v(g(z)) > v(a) 

implica 

v(zn) = v(a) = nc5, 

e então 

nv(z) = nc5. 

Como todo grupo abeliano totahnente ordenado é livre de torção: con

cluÍlnos: 

c5 = v(z) E f. 

No próximo resultado , 1nostran10s que o fecho inteiro de un1 anel de 

valorização de ]( en1 un1a extensão algébrica de I< tem uma propriedade 

se1nelhante àquela vista no Len1a 3.4.13 quando tratávan1os de un1 só <:orpo. 

Teorema 3 . 5 . 30 S ejarn L uma extensão algébrica do corpo J( e O um 

anel de valorização de f{. Denotamos por R o fecho inteiro de O ern L . 

Torne O' urna extensão de O em L. Se M' é o ideal maximal de O' e 

m = M' n R então 

Rrn =O'. 

L 

~ 
O' 

I·~ 
I\ R M' 

~~~~ 
O M' n R 

~I 
M 

Prova. Pelo Corolário 3.5.5, R é a intersecção de todos os anéis de va

lorização de L que prolongam O. Assün, é claro que R C O': e como 
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m, = M' n R, t,enlOS tan1bén1 

Rm. c O'. 

Para provar a. recíproca, considera1nos x E O' e o corpo intermediário 

K2 = K(x) e definin1os 

e 

R2 := RnK2, 
m 2 : = 1n n 1(2 = M' n R n I<2 = M', 

02 := O' n J(2, 

M2 := M' n I<2. 

Obviamente 

As igualdades aciina. nos permitem construir o seguinte diagrama 

L 

~ 
0'-----------M' 

~R---M' nk=m 
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Clararr1entc R2 é o fecho inteiro de O em J{2, e pelo Corolário 3.5.5 

R') = na* - ) 

onde O* varia no conjunto ele todos os prolongamentos de O em I<2 . 
Pelo Tem·erna 3.5.27 o anel O tem smnente un1 nú1nero finito ele ex

tensões em K2, uma vez que 

[K2 : I<]s < [J<2 : I<] < oo. 

Assim, o Lema 3.4.13 pode ser aplicado: como M 2 n R2 = rr1.2 , temos 

Portanto, co1no x E O' n K2 = 0 2, existerr1 a, b E R2 cmn b tt m2 tais que 

x = ajb. Ivlas então R2 = R n J(2 e 

de n1oclo que b E J(2 mas b 1- mni<2, o que nos dá b ~ m. Assim, podemos 

ta1nbém dizer que a, b E R c b ~ rn e portanto 

a 
X= b E R m. 

Analisamos agora o conjunto de todos os prolongamentos de um anel 

de valorização de K a uma extensão normal de K. Con1eça1nos con1 as 

extensões fini tas: 

Teorema 3 .5.31 Sejam LII< 11ma extensão finita e normal de corpos e 

G = Aut(LII<) o gr-upo de J{ -autom,orfismos de L. Sejam O um anel 

de valorização de f{ e O'; O" anéis de valor-ização de L que estendem O. 

Então O' e O" são J{- con,jugados, ou seja, existe CJ E G corn CJ( O') = O". 

P rova. Iniciahnente afirn1amos que basta considerarmos o caso em que 

LJJ( é separável. De fato , considerando o corpo inten11ediário L n ](8
, isto 
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é, 

J( c L n I<s c L, 

temos LI(L n ]{ 8
) puramente inseparável, e pelo Corolário 3.5.28 toda ex

tensão de O em L n }(8 tem apenas um prolongamento a L . Alé1n disto, 

Aut(L n ](8 11() e G podem ser canonican1ente identificados. 

Suponhamos então que LII< é separável. Neste caso, consicleran1os os 

seguintes subgrupos de G: 

fi'= {a E G I a(O') = O'} e H"= {T E G I T(O") = 0"}. 

P ara todo a E J-J' temos 

a(M') = M' , (35) 

onde M' é o ideal 1naxilnal de O' . Para isto basta observar que, sendo 

a un1 auton1orfisJno, CJ(M') deve ser o ideal maximal de CJ ( O') = 0'. 

Analogamente, 

T(M" ) = M" 

para todo T E H". 

Escrevemos G cmno uma união disjunta de classes laterais com respeito 

a f{' c H" da seguinte forma 

70, 

G = u H'CJ; l e G= U H"Tj 1
, 

.i= l i= l 

para certos O" i, TJ E G. Estas partições são cruciais para o estudo elo con

junto de todas as extensões de O en1 L. 

Afinnarnos que existe1n i E {1, ... , n} e j E {1 , ... , m} tais que ai(O') = 
TJ (O") e portanto 

O" -1 (O') = Tj O"i : 

o que completa a prova. 

Suponhan1os o contrário, isto é, que. para quaisquer i E {1, ... , n} e 
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jE{l, ... ,m}, 

Sabido que {0'11
, ... , 0';;-1} é um conjunto completo de representantes das 

classes laterais de H' , temos 

sempre que k =/= t , com 1 < k, t < n, pois 

(o') C (O') Lema 3.5.22 (O') _ (O') 
O'J; - O't =} O'k - O't ' 

un1a vez que são an1bos anéis de valorização que prolongan1 O; assun, 

O"i:1
0'k E H' c portanto 

R I H'' O't = O'k ; 

o que nos pern1ite tan1bém concluir que k = t. 
Por raciocínio análogo, concluúnos que 

Ti; (O") c;;. Tt (O"); 

para todo k =/= t com 1 < k, t < m . 

Seja 
n 11t 

i=l j=l 

Pelo Teorema 3.4.14 (3) existe a E R tal que 

a-l E O'i(M') para todo 1 < i < n c a E 7_7(M") para todo 1 < j < 1n. 

(36) 

Dado O' E G, digamos, 
- 1 

O' = PO"· t ) 

para algum i E {1, ... , n} e p E f{', segue de (36) que 

1( ( ') ) ( ') (35) 1 O"( a- 1) E PO"i O'i Jvt = p M = M , 
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Para todo (]' E G. Analoo·an1ente tan1bén1 o ) 

Considerando a norma NLIK da extensão LI I<, tcn1os então 

x := N Lw(a) = II (]' (a) E (1 + M') n I<= 1 + M 
O' EC 

1na.s ta1nbé1n 

x = N L;K(a) = II (]'(a) E M" n I<= M. 
O' EC 

Isto significa v ( x) = O e v.( x) > O, um absurdo. 

Esta contradição implica que existe1n i e j corr1 (]'i (O') c Tj (O") ou 

Tj(O") C ai(O'). Novamente, pelo Lema 3.5.22 temos 

• 
O resultado acin1a se generaliza para extensões nonnais arbi trárias: 

Teorema 3.5.32 (Teorema da Conjugação) Seja LI!( urna extensão 

normal arbitrár-ia de corpos. Se O é um anel de valorização de K e O' e O" 

sao anéis de valor-ização de L que estendem O então existe(]' E Aut(Lil{) 

tal que 

(]'(O') = O". 

Prova. Consideramos o conj unto F dos pares ordenados (J(l: a1) onde J(l 

é un1 corpo intennediário tal que K 1ii< é non11al e a 1 é un1 auton1orfisn1o 

da extensão K 1! f{ com 

onde 

O' O' n K c 0'1' = O" n K1 . 1 = 1 
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Claramente (I< , idK) está neste conjunto. Definin1os en1 F uma ordem 

parcial: 

(!<1: o-1) < (I<2, o-2) : ~ I<1 C I<2 c o-1 = o-2!K1 • 

É fácil convencer-se que todo subconjunto totaln1ente ordenado ele F possui 

uma cota superior. 

Assim, o Lema de Zorn pode ser aplicado ao conjunto F , e então existe 

um par n1axima l ( K*, o-*): 

onde 

I< c I<* c L e o-*(0~) = 0~, 

[/)f • = [/)I j(* v *. v n e O~ := O" n/(*. 

Afinnatnos que f(* = L. De fato , caso contrário existe 

a E L\1(*. 

Sejmn .f o polinônlio minimal de a com respeito a ]( c N o corpo de 

decmnpos1çKo cl<~ f sobre !{* em L . Estendemos o-* a. nm antomorfisn1o do 

fecho algébrico I< ele f{ , e continua1nos a denotá-lo por o-*. 

Ten1os então 

o-*(L) =L e o-*(N) = JV. 

De fato, L jf( é un1a r.xtensão nonnal por hipótese; alén1 disso. JV 6 o 

cmnpositum de I<* con1 o corpo de decmnposição de a sobre I< em L. 

Sejam 

o+ := O' n JV e a ++ := (o-*)- 1(0" n N) . 

Seguindo o diagrmna abaixo afinnan10s que 

o+ n I<* = o++ n I<* = o~ . 
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..-.... a• --
K (( ~I< 

I ~ I 
L (< a ~ L- - - - - - ...)OI O" 

I I I ~ (u·)-' I 
N a" JV ~ - ...) o+= O' n N ~o++ = (a*)-1(0 " n N) ~___;__- O" n N 

I I I _____-- I 
I< ~ - - I<* - - _)o: = O' n I<* O~ = O" n I(* 

~I 
J( 

De fatoj como 

temos 

- 1(0") O' 
(J* * = *; 

o que implica 

o+ n J(* = o++ n I<* = o~. 

Aplicando o Teorerna 3.5.31 aos anéis o+ e o++ obten10S TE Aut(fl/ J(*) 

com o++ = T( o +) . Então 

Portanto 

contradizendo a maxirnalidade de ( [(*, <J*) . 

Continuamos a listar propriedades de extensões nonnais que nos serão 

úteis. 

Proposição 3 .5.33 S e_jarn .NII< uma extensão norrrwl, O um anel de va

lorização de J{, O' anel de valorização de J\T que estende O e M ' o ideal 
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maximal de O' . Sejam 

v : I< ~ r u { oo}, 
]\T _ __;_o _ _ JV 

v' : }l ~ r' u { 00}) 

I 
1 

Norma<l ~ 
K---J( O' 

ill ~~~ 
O M ' 

as valorizações associadas a O e O' respectivamente tais que v = v' l1c isto 

é, r c r' 
Denotando o corpo de resíduos de O' e O por 1\T e f{ respectivamente, 

ternos: 

(1) Dado CJ E Av.t(JVIJ() a aplicação v' o CJ : J\T ~ f' U { oo} é a única 

1w,lorização de J\T correspondente ao anel de valorização CJ- 1 (O') corn 

grupo de valores r'. Em particular, 

CJ( O') =O' => v' o CJ =v'. 

(2) JVII< é uma extensão normal. 

(3) A aplicação x f--t CJ(x) rlefine um hom.o'lnor.fisnw de anéis 

que, por sua vez, induz urn I< -isom,orfisrno 

o qual tam,bém. satisfaz 
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para todo u E o--1 (O'). Em partícular, 

a(O') =O'=> a E Aut(NII<). 

( 4) Para todo a E Aut(NII<), 

e(a- 1(0')/0 ) = e(0 '/0) e f(a- 1(0')/0) = f(0'/0). 

Prova. (1) É claro que 

com 

w :=v' o a : N ~r' u {oo} 

é nma valorizaçR.o d<~ AT; além disso, o anel de valorizaçR.o associado a v' o a 

é 

{x E I (v' o O")(x) > O}= {x E AT I a(x) E O'}= 0" -
1(0'). 

Seja 

w : l'.' ~ r' u { oo} 

mna valorização en1 JV cujo anel de valorização é o-- 1 (O'). Então v' o o- c w 

são valorizações equivalentes. Pela Proposição 3.3.26 existe un1 ismnorfisn1o 

que preserva a ordem 

P : r'~ r ' 

tal que 

p o w =v' o o-. 

Logo P(! ) = ry para todo ry E r. 
E , para 1 E f': p elo Teorema 3 . 5 . 18~ existe n > 1 tal que nry E r. 
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Portanto 

np( ó) = p( nó) = nó, 

O que implica p(ó) = Ó, pois f' COlllO grupo de valores é livre de torção. 

Ou seja, 

p = idr' e w = v' o O", 

o que completa a prova. 

(2) Inicialmente consideramos o fecho inteiro de O em JV, que vamos 

denotar por R. Sabemos que R c O'. 

N 

~ 
O' 

I 
f{ R 

~ I 
o 

Escrevendo 

m = M' n R, 

ternos, pelo Teore1na 3.5.30, que 

Assün, a apliea.ção 

R111 = O' ~ O'/ M' 

X f---1- X = ::I: + M' 

indu~ un1a aplicação sobrejetora 

pOlS 

- O' 
R-+?N= 

M' ' 

1'-l = O' = R111 '"'-' _R 
M' m,Rn"" m 

(37) 
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Afinnan1os ainda que, para todo u E Aut(NII<) : t emos 

u(R) =R. 

De fato, cada u pcnnuta os anéis de valorização de N que estenden1 O . 

Portanto, para x E R temos 

u(x) E R (38) 

para todo u E Aut(Nii<). Para a recíproca, basta le1nbrar que: dado 

x E R e para todo TE Aut(lVII{), T - 1 (x) E R e portanto 

x = u (u- 1(x)) E u(R) . 

.Já sabemos, pelo Teorema. 3.5.18, que !V I}( é um a extensR.o algébrica.. 

P ara 1nostrar que ela é até nonnal, considera1nos o~ E J\T c denotamos por 

f E J([X] o polinômio minimal de o: sobre J(. Por (37), existe x E R tal 

que 

x =a. 

Corno x E R c i\T, temos que x é algébrico sobre K. Seja g E K[X] o 

polinômio minin1al de x sobre K. Como N IJ( é nonnal e x E JV, 

g =(X - XI) ... (X - Xn), 

onde n = deg(g) c x = x1 , .. . , Xn são conjugados de x . Portanto, por (38), 

x = x1, ... ,Xn E R C O' e então g(X) E O'[X] . 

Assim, faz sentido considerarmos g(X) . DaC 

g(o:) = g(x) = g(x) = 0: 

e portanto temos que f divide g. Mas 

g =(X - x1) ... (X- Xn) 

em J\T. Portanto f tambén1 se fatora c01npletan1ente en1 N, o que prova 
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(2) . 

(3) A aplicação x ~ u(x) pode ser vista co1no un1 homomorfis1no de 

anéis, logo é u1n hmnomorfis1no de anéis. A outra afirmação é provada 

fazendo cmnputações usuais. 

(4) É uma consequência imediata de (1) e (3). 

• 
Observação 3 .5 .34 Se.ia Lji< um,a extensão de Galois finita de gra11, n, e 

suponhamos que um anel de valorização O de K tem um único prolonga

mento O' a L . Se.fa v a valorização sobre J( correspondente a O . Então, 

para cada u E Aut(LII<), onde w é o único prolongamento de v a L. Daí. 

para cada x E O', denotando por NLII\- : L ~ I< a apl·icação norma da 

extensão, temos 

NLw(x) E I< ==> v(NLIK(x)) = w(NLIK(x)) 

= w CA!JLIK)"(x)) 

e portanto 

L (wou)(x) 
aEAui.(LIK) 

L w(x) = nw(x) , 
aEAvt(LIK) 

1 
w(x) = - v(NLw(x)) . 

n 

Na verdade podem,os retirar a hipótese de .finitv,de no segninte sentido: no 

caso de L ser o fecho separável de f{, dado x E L seja 
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o seu polinômio minimal sobre ]( . Então 

1 
w(x) =- v(ao) . 

n 

115 

De fato, se_jam x = x1, ... , Xn todos os con_jugados de x . Então w(x) = w(xi) 

pela parte {1). Portanto 

3.6 Corpos Valorizados H enselianos 

Nesta seção va1nos estudar uma classe muito i1nportante de corpos valoriza

dos, os corpos henselianos. Eles ganham este nome pelo fato de tais corpos 

satisfazerem o Lema de Hensel, ern sua versão mais geral do que aquela 

apresentada no Teorema 3.2.13. 't\'Iais precisamente, os corpos henselianos 

são até caracterizados pela validade deste Le1na. 

Tentando abordar questões de irredutibilidade de polinômios sobre cor

pos valorizados, chega-se ao conceito de corpo valorizado henseliano . Ap

resentanlüs aqui a relação entre irredutibillidade de polinômios c corpos 

henselianos (veja Teorema 3.6.4(3)). 

l\1Iostra1nos ainda que todo corpo valorizado acllYlÍte un1a extensão algébrica 

1naxin1al única, a rnenos de ismnorfismos: que estendem tambén1 a val

ori~ação e que satisfaz o Len1a de Hensel. Esta extensão será chan1ada de 

henselização do corpo valorizado originalmente dado. 

As referências para esta seçã,o são [3] e [4]. Tan1bén1 en1 [12] podeuws 

encontrar mais detalhes sobre a teoria de corpos henselianos. 

Para a prova da versão geral do Lema de Hensel, é útil introdn~in11os 

antes uma nomenclatura. 

Definição 3 .6 .1 Dizem,os que um polinômio f E J( [X ] primitivo {com res

peito à valorização w) caso w(f) = O, onde w é a valorização de Gau8s que 

estende uma valorizaçâo v em J( . 
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Rele1nbran10s que a cada valorização 

v : J( ~ r u { oo} 

de K está associada a valorização de Gauss: que é a valorização de K(X) 

que estende v e que é induzida por 

w(f) = m_in v( ai) . 
O::=;t ::=;n 

se f= ao+ a1X + ... + a11Xn E J{(X]. (veja Corolário 3.5.14) 

Valem as seguintes propriedades sobre polinômios prin1itivos: 

Lema 3.6.2 (Lema de Gauss para corpos valorizados) S ejam (I( O) 

um corpo valorizado e v a correspondente valorização 

(1) Se f E J( (X] é prim·it'ivo então f E O (X] . 

(2) Se dois polinômios f, g E K [X ] são pTimdivos então o produto f.g 

tmnbé1n o é. 

(3) Todo f E J([X] adrnitA uma dP-com,posição f = afi com a E J( e 

h E O (X] sendo primitivo. 

(4) Se f E O[X ) se fatora como 

com fatores irredutíveis g1, .. . , 9m E I< [ X ] então existem h1: ... , hm E O [X], 

irrerhüíveis em l{[.X L tais que 

.f = hl···hm. 

Mais ainda, se f é primitivo então h1, .. . , hrn t,ambém o são. 

Prova. A propriedade (1) é claran1ente verdadeira. Para convencer-se de 

(2), basta len1brar que 

w(fg) = w(.f) + w(g) . 
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Agora, se f E J([X]\ {O} e 

então, escolhendo i E { 1, ... , n} tal que 

temos que 

=:fl 

e claramente w(h) =O, o que prova (3) . 

Para verificar ( 4) dada a fatoração 

f= 91 ···9m) 

escrevemos, utilizando (3) , 

9i = b·i9i: 

para cada i E {l, ... , 1n} , corr1 b1, ... ,b711 E J( c g1, ... ,.~. primitivos. Com 

isto, para cada i E {1, ... , n~} , 

Então 

111 rn /EO[XJ 
v(b1 ... bm) = L v(b.i) = L w(g.i) = w(f) > O. 

i = l i= l 

Portanto, tomando 

e definindo 

h1 = bg1 E O[X] c hi = §i E O[X}. 

para cada i E {2, ... , m} , obtemos a decon1posição desejada. 

Claramente, se f é primitivo então v(b) = O e a últin1a afinnação segne. 
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• 
A condição ( 4) acilna nos diz que, para verificannos se u1n polinô1nio 

f E O [X] é irrednt ível em K [XL basta provarn1os que ele não possui 

fatoração não t rivial en1 O(X] . 

Dado mn corpo valorizado (J<, O) e f E O[X] mônico (portanto pri

mitivo) satisfazendo deg(f) > O, se f ad1nitir mna fatoração não trivial e1n 

O[X], digamos, 

f = 9192, com 91,92 E O[X] mônicos (portanto primitivos) 

com 

deg(9I) > O c deg(92) > O, 

então f ten1 tambén1 urna fatoração não trivial en1 J([X) : 

f= 91 ·92, com deg(91) > O c deg(92) > O. 

1ote que por serem primitivos, eles não se anulatn em I<[X ]. 
Assiln , se f é redutível, então f tan1bérn o é. No entanto, a recíproca. 

nRo é vercta.deirR., r.on1o nos n1ostra o segnint8 exemplo: 

Ex emplo 3 .6.3 Par-a cada primo p, o polinômio f = X 2 + (2p+ l)X +p E 

Q[X] é irredutível em, Zpz[XL mas em Q = lFp, 

f= X2 +X= X(.)(+ I) , 

e _)( e X+ I mônicos em lFp[X]. 

Hensel considerou os corpos valorizados para os quais a situação acin1a. 

não ocorre. (veja (3) no Teorema abaixo.) 

Van1os agora provar u1na série de equivalências que vão originar a definição 

de corpo valorizado hcnseliano, sendo por isso chamada de «Lema de 

Hcnscl". 

Teorem a 3.6 .4 (Lem a de H ensel geral) Dado um cor-po valor-izado 

(J(, O), se_jam M , J{ e v : J( --» r U { oo} o ideal maximal, o corpo de 
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resíd'u.os e a valorização correspondentes a O, respectivarnente. De.finirnos 

tam.bém. a aplicação a 1---? a, o hom.om.orfism.o residual, e a aplicação f 1---7 f 

de O[X] em I<[X] que o estende a K[X] . As seguintes afirmações são 

equivalentes: 

(1) Para toda extensão algébrica LIK, o anel de valorização O tem uma 

única extensão a L. 

(2) Para cada polinômio irredutível f E O[X] com f tj. K, existem g E 

O[X] e a E O com g irredutível em I<[X] e a =I= O em J(, tais que 

f = a g s, para algum s > 1. 

(3) Sejam f. g, h E O (X] satisfazendo .f = g.h com g e h relativamente 

primos em I([X]. Então existem 91, h1 E O(X] corn f= g1 .h1 , .91 = 
g , h1 =h e deg(gi) = deg(g). 

(4) Par-a cada .f E O [X) e a E O com f(a) 

o: E O com .f (o:) = O e a = a. 
O e f '(a) =I= O, 5 existe 

(5) Para cada f E O (X) e a E O com v(f(a)) > 2v(f'(a)), e:tiste 'Um 

o: E O com .f(o:) =O e v(a - a')> v(f'(a)). 

(6) Todo polinômio xn + a11 1Xn- l + ... + a0 E O[X) com an-1 tj. M e 

an-2: ... ,ao EM tem um, zero em O. 

(7) Todo polinômio Xn+xn - 1+an 2xn-2+ ... +ao E O[X) corn an- 2, . .. ,ao E 

M tem um zer-o em O . 

(8) O anel de valorização O tem uma única extensão a !{8
. 

Prova. (1) Ç::? (8): Suponhainos que para toda extensão algébricc:l LI I< 

existe tuna única extensão de O a L. Então, en1 particular, O estende-se 

un ic.am0nte para R. extensão algébric.a Ks. 

5Em particular i:-;to ocorre se f é separável. 
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Para provar a recíproca, consideran10s un1a extensão algébrica LIK. 

L , I ( S ,.. 
' ,.. ' ,.. ' ,.. ' / 

LnKs 
I 

I 

I< 

Toda extensão O' de O a LnJ(5 tem uma extensão o s a I(5 que também 

estende O. Por hipótese ela é única, e portanto a extensão O' de O tamhérn 

é única. Pelo Corolário 3.5.28, existe un1a única extensão de O' a L. Assirn, 

por transitivida.de, existe uma única extensão de O a L. 

(1) ==> (2): Seja O a única extensão de O ao fecho algébrico K de K. 

Seja1n M o ideal maximal, J( o corpo de resíduos e 

- -v: I<~ r u {oo} 

a valorização que corresponde1n a O. 

Inicialmente observan1os que para todo K-autmnorfisn1o a de I{ temos 
-que a(O) é tan1bém anel de valorização de !{ , e portanto, con1o O é o 

único anel de valorização de I< estendendo O, 

........_. 

0'(0) =O c O"(M ) = M. 

Pela Proposição 3.5.33(1) vale v o a = v para todo J( - autmnorfisn10 a 

de]{ . 

Em K[X] o polinôn1io f, que por hipótese é irredutível en1 O[X), se 

fatora completan1ente. Podemos então escrever f da forma 

11 

f(X) = rr (bx- Xj), (39) 
j = l 

onde b, xr, ... , X 71 E J( , com b un1a raíz. n - ésimR. do coefi c:ientc líder de f 
que va1nos denotar por a; a qual existe por ser ]{ algebrican1ente fechado. 

Alé1n disso, note qne n > 1 pois por hipótese f ~ J(. Por este 1notivo 



3.6 Corpos Valorizados Henselianos 121 

t en10s t an1bén1 que f é prünitivo. 

Como por hipótese f E O[XL te1nos b E O e 

(40) 

As raízes x1jb, ... , Xn/b de f em f{ são todas f{ -conjugadas (pois pelo 

Len1a de Gauss (Lema 3.6.2) f é também irredutível en1 I<[X]), ou seja, 

para 1 < i , j < n , sempre existe um K - automorfis1no a tal que 

( 41) 

Daí: 

- Se algun1 x1 é nulo , todos os outros ta1nbé1n o são, de modo que neste 

caso f (X) = bn .. )(n = aXn E O[X], c da irredutibilidade de f e1n O[X] 
segue ainda que n = 1. Assiln, 

f =aX , 

e basta então tomar g = f. 
- Se nenhum Xi é nulo, então de v o a = v obtemos, para quaisquer i , j 

e a satisfazendo ( 41), 

ou seja, existe 1 E r t a1 qne v(xJfb) = 1 para todo j E {1 : .... n}. Ou 

ainda, pondo ó = '+ v(b) temos 

para todo j E {1 , ... , n} . Por (40) t emos ó >O. Segue daí que 

OU Xl; ... , X 71 E M OU X I, ... , Xn E 0 \ M . 

No primeiro caso , ele (39) obtemos 
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e o result ado está provado escolhendo 9(X) =X. 

No segundo caso, X j =F O, para todo j , e então 

n 

f= I1 (/)X - Xj) · (42) 
j = l 

Con1o por hipótese f r/:. J( , temos b =F O. 

Assin1, se f nã.o é irredut ível em K [X], então n > 1 e podemos escrever 

f =g.h 

para certos polinômios relat ivamente primos g e h co1n 9, h E O (X ). Note 

que xj jb são todas as raízes de f em K. Consideramos xdb uma raÍ7. 

de 9 e Xj =F Xi t al que Xjjb é un1a raíz de h. Então g(xd b) E M c 

h(x_i/b) E M. Tomamos <J" E Gal(I<I I< ) tal que <J" (xi/b) = xj j b, cuja 

existência é garant ida por ( 41) . Ent ão 

g(x_i/b) = g(u(x?/b)) = u(g(x?/b)) E u(M ) = M . 

Logo g t en1 tan1bém Xjjb con1o rai7., uma contradição com a suposição 

de que h e g são relativan1ente primos. Assün, concluÍlnos que f = g s , 

com g irredutíveL 

(2) =? (3): Iniciahn ente observamos que se f = g.h com g, h rclativa

n1ente primos em I< [X ] então f nã.o é um polinô1n io const ante nen1 u1n 

elc1nento de M [X] . Em particular , f é prin1it ivo. Assin1, pelo Len1a 

3.6.2(4), f adrn itc uma fatoração em irredutíveis de O [X ], digamos, 

f= 9I · .. 9nl com 91, ... , 9m E O[X], 

irredutíveis e mais até, prin1itivos, pois f ó prin1itivo. 

Assim, em I<[X], ten1os f = 91· .. 9m· Aplicando a hipótese a cada 9i, 

obtemos que, para todo i E { 1, ... , m }, ou 9i E I< , ou existem ai E O 
- - - - t' · 

e f i E O[X ] com ai =F O e / ; irredutível en1 K (XJ e 9i = ai f i ., para 

algum t i > 1. Clarmnente poden1os supor que os coeficientes de f i que 
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pertence1n a M são todos nulos, c assün, reenumerando convenientemente 

os polinômios .91> ... , 9m, podemos supor que 

l 

g.h =f= .91 .. ·.9m =C ITf/ ;, 
i = l 

-t· -
onde .9i =ai fi ' para i E {1 , ... , l} c gj = Cj E J{ para j E {l + 1, ... ; m}, e 

da f 
l m 

c = II ai . II 9j 
i= l j=l+ l 

Como g e h são relativamente primos e K[X] é domínio d8 fatoração 

única, te1nos 

k l 

a IT .t/i = g , b IT f/; = h l com a. b = c 
i=l i= k+ l 

Definin1os então 

k I 

.91 =a ITffi e h1 =b IT ft . 
i= l i=k+l 

Claramente g1 c h1 satisfazem os requisitos , inclusive a igualdade dos 

graus. 

(3) ==;. (4) : Sejam g(X) = X - a e h E !{[X], tais que f g.h . 

Como f' (a) =f= O, g e h são relativa.n1ente prin1os. Por hipótese existe1n 

.9I , h1 E O[X] com 

f=g1 .h1, 9I=?J=X - a e deg(g1)=l=deg(g). 

Assin1 

g1 = e(X- b) 

com e= I e e.b =a. Nias então f(b) =O e b =a com b E O . 
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( 4) =? (5) : Temos que 

f(a- X) = f(a)- J'(a)X + X 2g(X ), 

para algum g E V[X] . Fazen1os agora lnna mudança de variáveis definida 

por X = f' (a) Y e, como v (f' (a)) = oo não pode ocorrer, podemos reescre

ver a igualdade acima da seguinte forma: 

f(a- f'(a)Y) = f(a) _ y + y2 (f'( )Y) 
f'(a) 2 f ' (a) 2 9 a · 

( 43) 

Definin10s 

h(Y) = g(f'(a)Y) e h(Y) = d~:?)2 -Y + Y2
h(Y), 

obtendo 
f(a- f'(a)Y) = h(Y) = f(a) _ y + y2h(Y) . (44) 

f'(a) 2 f'(a)2 

Como .f'(a) E V c g E V[X], temos h(Y) E V [Y ]i ainda, con1o 

v(f(a)) > v( f'(a) 2 ) temos tFLmb81n fl(Y) E O[YJ. Ern I< [YJ obtemos 

h= Y(Yh(Y) - I) 

que tem O con1o raiz simples. Portanto, da hipótese concluín1os que h tcn1 

un1a raiz bEM. Então , fazendo Y = b na equação (44) , concluímos que 

f tem a = a- f '(a) b E V para raiz. Como b E M. vR.le t:1.mbé1n que 

v(a- a) > v(f'(a) ). 

(5) =? (6): Denotando por f o polinômio f= X 11 +an- rxn- 1 + ... +ao, 
obtemos 

-f -.,.r n --vn-1 xn-l(X --) . = ./\. + an- 1./\. = + O.n - 1 . 

Portanto -an- l (i= O por hipótese) é urn zero simples ele f. Em parti

cular, 

v(f( - an- r)) >O= v( f' ( - an _r)) = 2v(J'( - an_r)) . 

Então da hipótese concluímos que f tem um zero en1 O. 
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(6) =? (7) : É claro. 

(7) =;. (6) : Denotemos por f o polinômio xn + an_1xn- l + .. . + ao . 

Substituindo X por an_1Y e dividindo por a~_1 obtemos 

f(~n-d = y n + yn- 1 + a;- 2yn-2 + ... + ~O =: g(Y). 
an- 1 an- 1 an-1 

Note que os coeficientes de g(Y) diferentes de 1 ainda são elementos de 

M. 

Então a hipótese nos garante que g(Y) tem uma raiz b E O. Daí a = 

an- lb E O é umFL rFL1z de f. 

(6) =? (1) : Suponha que existe un1a ext ensão algébrica de J( que 

adrnite mais ele um prolongamento de O a ela. Então existe uma extensão 

ele Galois finita NII< com grupo de Galois G(NIJ() , na qual O tem mais 

do que uma extensão. 

De fato , se O possui n1ais de um prolongamente então possui mais 

de un1 prolongan1ento ao fecho algébrico de f( c portanto ao seu fecho 

separável K 8
• Logo, existem y E ! ( 8 e v~: v~ valorizações de f{ s tais que 

v~ (y) =f- v~(y) . Assim (tomando o fecho nonnal de
1
.K(y), por exemplo), 

existe un1a extensão Galoisiana finita NII< na qual O admite mais de um 

prolongamento. 

Seja O* un1 prolongan1ento de O a l'l . Definilnos 

H= {a E G(JVII<) I a(O*) = 0 *}. 

Já que O* não é o único prolongan1ento de O a JV, o grupo H é u1n 

subgrupo próprio de G(NIK) , e logo o corpo L fixado por H é u1na extensão 

própria de J(. Tomamos agora o conjunto {O* = 01, ... , Om} de todos os 

conjugados distintos de O* e1n JV. Definilnos O~= Oi n L para 1 < i < rn 

e consideramos o seguinte subanel de L, 

R = o~ n ... n o~w 
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Pelo Teorema 3.4.14 e pelo Lema 3.5.22, os ideais maximais de R são 

todos da forn1a Pi = R n M .i = R n M i. Note poré1n que no nosso <":aso 

podemos ter Pi = p j para i =/= j, já que não temos garantias de que ()~ %. Oj 

para todo i =/= j, poré1n este nR.o é o caso se i = 1. De fato , se P1 = Pi 

ent ão 

E pelo Teoren1a da Conjugação 3.5.32 t en1os Oi = o-(0 *) para algum 

o- E G ( f\l /L) = H. Assim () j = ()* pela definição ele H. 

Assim, usando o Teorema 3.4.14 encontramos f3 E R com f3 -1 EM~ C 

M1 e f3 E M~ C M i para todo i E {2, ... , m} . Observamos que no caso 

de O~ = Oj , para certos i =/= j, temos M i = M j, o que não influencia nas 

condições exigidas acima. 

Seja {{3 = {31, .. . , f3n} o conjunto de todos os elen1entos x·-conjugados a 

f3 e1n N (que são dois a dois distintos pois a extensão 1\TII< é separável) e 

seJa 

Irr(/3, I<)= X 11 + an- lxn- 1 + ... + ao E !{(X] . 

o seu polinômio minimal. 

- Afirmação 1: f3j =/= {31 => f3j = T( /3) para algum TE G(NII<)\H. 

De fato, con1o {3 E R c L e L é o corpo fixo por H , se existisse T E H 

com 

então {3 = /3j, o que contradiz a escolha de f3j · 

- Afirmação 2: /3j E M 1 para todo j > 2. 

De fato, pela Afirmação 1, {3j = T(/3), T rt. H . Portanto T - 1(0 1) = Oi 

para algum 1 < i < rn . Con1o pela condição de R-proxin1ação (3 E Mi = 

T - 1(M 1), t emos /3j = T({3) E T(T- 1(M I)) = M 1. 

- Afirmação 3 : 1 + an- 1 E M 1 (e portanto an- 1 rt. M ) e an- 2: ... , ao E 

M 1. 
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De fato, como an- l = -(/3r + ... + f3n), e 1 - /3r E M 1, pelas Afirmações 

1 e 2 t emos 

Claramente, de /3j E M r para todo j > 2 (Afirmação 2) e de /31 E 0 1 , 

obtemos que an- 2, ... ,ao E Mr . 

Portanto 

f= Irr({3, I<) = xn + an-rxn-l + ... + ao: 

pela condição ( 6) , deve ter un1a raiz em K. 

Por outro lado, como nt > 1, as raízes de f não podem estar en1 K. 

Esta contradição prova a ünplicação. 

• 
D efinição 3.6.5 Um corpo valorizado (f{: O) é dito Henseliano se satisfaz 

algv.m,a (e portanto todas) condição do Teorema 3.6.4. 

Também nos referimos ao respectivo anel O de um corpo valorizado 

henseliano (I<: O) como anel henseliano (de f{). 

Na definição acin1a, levando ern conta a condição (1) do teoren1a, é 

claro que basta requerer a unicidade da extensão apenas para as extensões 

finitas . 

Segue da definiQão que a propriedade de ser henseliano é he7'editária, ou 

seja, para qualquer extensão aJgébrir.a de r.orpos valorizados (I<r: 0 1) C 

(1(2, 02), se (J{r, 0 1) é henseliano, então tambérn o é (1{2, 02). 

O objetivo a partir de agora é provar que todo corpo valori7-ado possui 

uma extensão algébrica que seja henseliana. 

D efinição 3.6.6 Sejam LIK uma extensão Galoisiana de corpos com G := 

Gal(LII<) e O um. a.nd de valorização em. ]{ e O' uma extensão de O a 
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L. O subgrupo 

Z(O') := {rEG I r(O') = O'} C Gal(L!K) 

é chamado o grupo de decomposição de O' I O. O cor-po 

Kz := {z E L I CT(z) = z, para todo CT E Z(O')} 

.fü;a.do por Z (O') é cham.ado o corpo rle decomposição de O'! O. 

í~ 
I<z O' 

- 1~1 
K O'ni<z 

· ~I 
o 

S e L é o fecho sepaTável de I{ , isto é L = ](8
, então (I(z, O' n J(z) é 

chamado o f echo henseliano ou henselização de (K, O) (em (L, O')). 

Queremos mostrar que a henselização de (K, O ) é a extensão algébrica 

que buscamos: 

Teorema 3.6. 7 

(i) A Henselização (I(z, Oz) de (I< , O) é um corpo henselia.no. Em. par

tú:v,lar, todo corpo valorizado admite uma e1;tensão a.lgébrir:a que é 

henseliana. 

(ii) (I<z, Oz ) é urna extensão im.cdiata de (I<, 0). 

Prova. Dividimos em dois casos: 

j1 °caso: K 8 !K é finita. j 

Neste caso, G = Gal(K5 !K ) é finito. Sejam H= Z (O') em= [G: H ). 

Escrevemos G então como união disjunta de classes laterais detenninadas 
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por H na forn1a 

(45) 

para convenientes CJi E G e, sem perda de generalidade tomamos CJ1 = id. 

Assim, temos que 

O' -10 , -10 , 
,CJz , .. . ,CJm 

são extensões de O a K 5
. Novamente, pelo Teorcn1a da Conjugação 3.5.32, 

não existen1 outras alén1 destas. E não existen1 repetições na lista, pela 

maneira que escolhemos 0"1, ... , CJm · 

Escrevemos agora K1 = CJi(l(z) para i E {1 , ... , n }. Assim 

é um anel de valorização de !{ z . 

j (S O' (J21(0') (J~l (O') 

I I I I 
]{z 01 = O z 0 2 Om 

I ~o/ ]( 

Observamos tambén1 que, por outro lado, 

(46) 

o que nos permite construir o seguinte diagrama 

Afirrnação 1 : O' é a única extensão de 0 1 = O' n K z = O z a K 8
, e 

portanto (I<z: OI) é henseliano. 
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De fato, se 

fosse igual a 

então, pelo Teorema 3.5.31, deveria existir T E Aut(K5 IKz) =H com 

lVIas então Ta;1 E Z(O') =H, ou seja, 

Portanto , pela escolha dos ai, concluímos que ai = id. 

Para as próximas afirn1ações relativas a este caso consideramos 

m nt 

R = noi <46
) n aj 1(0' n J(1) C f{z. 

i=l i= l 

Afirmação 2 : O grau residual f(01 IO) = 1. 

De fato, dado o: E 0 1 , queremos mostrar que existe um a E O com 

o:- a E M 1, onde M 1 é o ideal 1naxilnal de 0 1 ; para isto, escolhemos 

{3 E R tal que 

{3- a E M 1 (47) 

e 

{3 E M .i = aj 1 (M' ) n I< z (48) 

para i E {2: ... , m}. Tal f3 existe pelo Teore1na 3.4.14(3) . Definimos 

111 

a = Lai(f3) . (49) 
i=l 

Então a E K , pois afirmamos que a é invariante por todos os ele1nentos 

de G. De fato, para qualquer a E G, os elementos aa1: .. . , aam formam um 

outro sistema de representantes das classes laterais de G /H. os quais, após 
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eventual reordenação, aplica1n f3 nas mesmas imagens de f3 mapeadas por 

0"1, ... , O"m· UsR.mos aí também o fR.to que f3 E R C K z . Portanto, visto que 
m 

a,/3 E f{z, por escolha, e ~O"i(/3) EM' por (49) e (48), temos 
i=2 

a- f3 = LO"i(/3) EM' n K z = M 1, 
i=2 

o que implica 

a - a= (a - /3) + (!3 - a) E M1 , 

usando ( 4 7). 

AfiTmação 3 : O índice de ramificação e(01IO) = 1. 

De fato, para cada a E f{~ afirman1os que existe um a E J(x com 

v1(a) = v1(a) = v(a) . Para isto, escolhemos ;3 E R co1n 

para i E {2, ... , m} , o que é possível pelo Teorema 3.4.14. Portanto 

. {? } . para tE ..... : ·· ·: m , ou seJa, 

v' (!3) = O e v' (O" i (/3)) > O (50) 

para i E {2, ... , m} , onde v' é a valorização de J{ 5 associada a O'. 

Portanto, por (50), existen1 nú1neros n E Z tais que 

para todo i = 2, ... , m. 

Tomando an := f3na, com n E Z escolhido satisfazendo (51), obtemos 

que v'(an) =f= v' (0"1(o:n)) para i E {2, ··· : m} . F ixamos para tal no conjunto 
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e fixanws Wn = card (H!n) . 

Definimos agora para cada w E {1 : ... , m} e 1 E K s: 

Assiln 

rw := L IT cri(/) . 
I Ç{l, .... m} i EI 
card{I)=w 

132 

(52) 

pois as outras parcelas em rwn tem valor l11aior do que v' ( . rr. cri(etn)). 
tE H1

11 

Também temos 

Portanto 
a := r w"+l E I-( 

rw,. 

pois por (52) temos rwn) rw, +l E J(. Con1 isto vale 

v(a) = v'(a) = v'(o:n.) (
51

) v'(o:) = v1(o:) 

con1o querían1os. 

Passa1nos para o segundo caso, o mais geral. 

12°caso: f{ 8 IK é arbitrária. ! 

Escolhemos L 1II< un1a extehsâ.o Galoisiana finita com L1 C L. Tomamos 

G1 = Gal(L1IK) e 

Denotando por ~(H) o subcorpo de !{8 fixado por H , para todo sub

grupo H c G. te1nos, pelo Teorema da Conjugação 3,5.32: que 

~(Z1(0')) = L1 n ~(Z(O')) = L1 n l<z: 
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Assirr1 temos os seguintes diagran1as: 

()' 

I 
Oz := O' n J(z 

I 
O' n Kz n L1 

I 
() 

Afirmação l' : O' é a única extensão de O z = O' n K z a f( s, e por tanto 

(I<z, Oz) é henseliano. 

De fato, supomos que O" é uma outra extensão de O z a I<s e que 

pode1nos encontrar um o: E 0'\ 0". Se L 1 II< é uma extensão Galois cmn 

o: E L 1 c L então 

o que contradiz a Ajirrnação 1. 

Afirmação 2' : O grau residual é f (Oz iO) = 1. 

De fato , seja o: E 0 2 com o:+ Mz tj:. 0/M. Escolha uma extensão 

Galois finita L11J< con1 o: E L 1 C L e então conseguimos contradizer a 

Afirmação 2. 

Afirmação 3' : O índice de ra.nlificação é e(OziO) = 1. 

De fato, seja o: E I<; com vz(o:) tj:. v(K) . Escolha uma extensão Galois 

finita. L1IK com o: E L1 C L e então conseguimos contradizer a Afirm,ação 

3 . 

Com todas as afirmações acilna. ten1os provado o teorema. 

• 
Observação 3.6.8 A Henselização (Kz, Oz) de (I<, O) é determinada 

pelas extensões O' de () em ](8
• 
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De fato, pelo Teorerna ·da Conjugação (TeoTema 3.5.32), se O e O' são 

duas extensões então existe um I< -automor:fism,o À de K 8 tal que À( O') = 
O". Denotando por K~ e K~ os corpos fixos por Z(O') e Z(O"), respec

tivamente. 

Afirmamos que 

(53) 

de modo que (I< z, O z) fica bem determinado a menos de K -isomorfismos, 

ou se.fa, a henselização é única a menos de f{ -isomorfismos. 

De fato, 

po~s 

O' 

I / { 
\z 

O" 

J{" z 

1/~/~ 
O' K O" 

z~~~z 
o 

TEZ(O') =? ÀTÀ-1(0")=0" =? ÀTÀ-1 EZ(O") 

e 

a E Z(O") :=;. À- 1aÀ E Z(O') , 

digamos, À- 1a À= T, e então a= ÀT À -l E ÀZ( O' )À -I . 

(54) 

Agora, de (54) obtemos (53). Para tal, obseTve que para todo TE Z(O") 

e todo x E J{~ temos que À - lT À(x) = x poT (54), ou seja, 

T(À(x)) = À(x) parn todo TE Z(O"), 

o que implica que À ( x) E I<~ (o corpo .fixo por Z (O")). A outra inclusão 
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é análoga. 

R.elembrando a Definiçã.o 3.6.5 de corpo henseliano, vemos que se K tem 

O como anel de valorização trivial então O =f{ e (I<, O) é henseliano , já 

qne pelo Le1na 3.5.20, a valorização trivial estende-se apenas para triviais 

para uma extensão algébrica. 

Passamos agora à caracterização da henselização. 

Teorema 3.6.9 A Henselização (I<z, Oz) de um corpo valor·izado (K, O) 

tem a seguinte caracterização: 

(1) (I<z, Oz) é flenseliano, 

(2) Se (K, O) c (K1, 0 1) e (K1 : 0 1) é Henseliano, então existe uma 

imersão univocamente determinada 

Prova. O Teorema 3.6.7 nos garante (1) . Para mostrar (2) observamos 

que, un1a vez que , pelo Corolário 3.5.28, todo subcorpo relativamente se

paravcln1ente fechado de (1{1 , O I) é tan1bén1 Henseliauo con1 respeito à 

valori7.ação induzida de !(1, {>.suficiente considerar o raso en1 que. K1ll( é 

separável. 

Seja o s a extensão unicamente determinada de 0 1 ern K 8
• Então 

pois se (]" E Gal(f(8 jl{l) temos O"( 0 8
) = 0 8

) pois J(l é henseliano e então 

a E Z(os) . Portanto Gal(K8 jl<I) c Z (Os), donde 

Cmno O' e o s são ambos extensões de O a 1(8
, então existe um À E 

Gal(1(8 IJ() com À(O') =os. No entanto 

À(I<z) = À(~(Z( O'))) = ~(Z( os)) = I< o c I<1 
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e Z ( 0 5
) = .>..z (O') .>.. -l . Tan1bén1, ). é unican1eute detern1inada, pois se 

fosse 

p : ]{z --+ I<o, PIK = id: c p(Oz) =os n J(o =: Oo. 

Estendemos p para K 5
, e então 

portanto 

o'= .>..-lcos) = P- lco s) = P-1.>..(0'). 

P or isto p- 1 .À E Z ( O') e con1 isto .>.. IKz = PII<z . 

• 
D efinição 3 .6.10 Um corpo valorizado (J(, O) é chamado algebricamente 

maximal se não admite nenhztma extensão algébr'ica i'mediata própria ( !{' , O') . 

Note que I< con1 a valorização trivial é algebrican1ente 1naxilnal. 

Um corpo valorizado henseliano nem sernpre é algebrican1ent e nlaxi

ma.l. Esta.belecen10s a. seguir uma. condição suficiente para. garantir esta. 

propriedade. 

Definição 3.6.11 Um corpo valorizado (I<; O) é dito .finitam,ente ram4i

cado se 

(1) car(J() =O, ou 

(2) car(J<) = p > O e existem. som ente finitos valores entre O e v(p) . 

Obser va ção 3.6.12 Note que (K , O) com O = J( é fin-itamente ra·mi

ficado - pois neste caso a valorização associada é identicamente nula;· 

também se (I( O) é .finitamente ram,ificado e O é não triV'ial; então J( é 

nm, r:orpo infinito e afirm.am,os que car(I<) = O. De jato, se car(J<) = O 

então é claro que car(I<) = O; e, se car(J() = car(J() = p > O, então 

v (p) = v (O) = oo e existem infinitos valores entre O e v (p), pois O é não 

trivial e J( é infinito. 
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Exemplo 3.6.13 Se o grupo de valores associado a (!{, O ) é isomorfo a 

Z e car(K ) = O, então (K, O) é .finitam.ente ram.?:ficado. Basta neste caso 

considerar um uniformizador. 

Este é o caso do Exemplo .1. 2. 24 das séries formais quando consideram.os 

J{ 'u,m corpo de carcterística zero. 

Lem a 3 .6.14 Se (!{,O) é finitamente ramificado então para todo n E 

Z\{0} existe apenas um número finito de valores entre O e v(n) . 

Prova. Para ver isto consideramos os dois casos car(f() = p e car(K) = O. 

Se car(I<) = p escrevemos n = p es com p f s . Note que, como p f s, 

podemos escrever 

s = q.p +r , O <r< p, 

com isto , tomado "barras" e leinbrando que car(K) = p , obten1os 

e portanto v(s) = O. 

Então 

v(n) = e.v(p) . 

Assin11 entre O e v( n) existen1 no máximo "e" vezes o número de valores 

entre O e v(p). 

Agora suponha car(J() = O. Neste caso car(J() = O, e portanto 

Q c J( e M o n Q = (O) c O, 

e assim r= r para todo r E Q. Em particular te1nos n = n #O, e portanto 

v(n) = O. Logo també1n neste caso, existen1 smnente finitos valores entre 

O e v(n) . 

• 
Lema 3.6. 15 S eja v : f{ ~ r U { oo} uma valorização c71,_jo anel de val

orização associado é O , e seja a um automorfismo de f{ que fixa O , ou 
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cr(O) =O. 

Então: 

( 1) Existe um único isomorfismo de ordem p : r ~ r tal que, para todo 

X E f{\ 

p(v(x)) = v(cr(x)). 

(2) Se cr tem ordem finita no grupo Aut(K) ou se existe um subcorpo F 

de f( tal que criF = idp e v (F) = v(f(), então 

p = idlr 

Prova. (1) Claramente (v o cr) define uma valorização em f{ com anel de 

valori?,ação cr(O) = o e grupo de valores r = K X ;ox. Pela P roposição 

3.3.26, existe Ull1 ÍSOITIOrfiSITIO p : r ~ r que preserva a ordem e tal que 

p(v(x)) = v(cr(x)), c como a igualdade da direita depende apenas de v e a , 

tal ismnorfisn1o é único. 

(2) Suponha que existe n E N tal que crn = id e que p =I i dlr - Existe 

então xo E f{ tal que p( v(xo)) = v( cr(xo)) =I v(xo), onde p é o ismnorfis1no 

únko garantido em (1) . Sem perda de generalidade supmnos p(v(xo)) > 
v(xo), pois senão basta trocar xo por xõ1

. Assim, 

pn(v(xo)) > ... > p2(v(x)) > p(v(xo)) > v(xo). (55) 

Por outro lado, temos que para todo x E f{ vale 

(55) . - . 
Em particular, v(xo) = pn(v(x0)) > v(xo), un1a contrad1çao. Assu11 

concluín1os que p = idlr-

No caso de cri F = idp e v(F) = v(K) com F C K basta observar que, 

como para todo x E K existe y E F tal que v(x) = v(y), podemos escrever 

(1) yEF 
p(v(x)) = p(v(y)) = v(cr(y)) = v(y) = v(x), 
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ou seja, p = ídlr -

• 
Teorema 3.6.16 Suponha (I<: O) é finitamente ramificado. Então (K, O) 

é Henseliano se e somente se (I<, O) é algebricamente maximal. 

Prova. ( ~) Seja (K, O) algebricamente n1axim.al. Então, pela Definição 

3.6.10, (I<, O) é Henseliano, já que a Henseliza.ção de (1( O) é uma ex

tensão algébrica iinediata de (K, 0) , pelo Teorema 3.6.7. 

( ==>) Seja (I<', (J') ~ ( J(, (J) un1a extensão algébrica Íl11ediata própria. 

Então O =F 1( e portanto, pela Observação 3.6.12, car(K) = O (pois caso 

contrário a valorização associada seria a trivial e a extensão seria il11ediata) . 

Seja a E K'\K. Sem perda de generalidade supomos que K'IK é finitR.. 

Seja L o fecho normal de ICII<. Então O estende-se unicamente para L, 

un1a vez que J( é henseliano. Em particular esta extensão tambén1 estende 

O' C J(' c1n L. Agora, para todo f3 E L e (]" E G := Gal(LIK), 

v(/3) = v((J(/3)): (56) 

por (2) do Lema. 3.6.15. 

Sejam a 1 = a, a 2 , ... , an os conjugados de a . Então sabcn1os que para 

todo b E J( temos 

{56) 
v(ai - b) = v((J(o:- b)) = v( o· - b). (57) 

Definin1os 

(58) 

Como a: f/. J(, te1nos 

a- a =F O; 

ainda, co1no (K': O') é u1na extensão imediata de (I<, 0) , 

v( a:- a) E v(J(') = v(J() , 
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ou seja, existe um c E J( com v(c) =v( a- a), c portanto 

(
a - a) v = o. 

c 

f\tlas també1n K' = ]{, e portanto existe um d E J( com 

Segue então que 

(
a: - a ) v - d 

c 
> o. 

v( a:- (a+ cd) ) > v( c) =v( a- a) . 
~ 
=: a1EK 
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Repetilnos o processo substituindo a por a1 obtendo um a2 E K com 

v(a - a2) > v(a:- ai) > v(a:- a), 

e após m passos a 1: ... , am E f{ com 

v( a: - am) > ... >v( a:- a1) >v( a: - a) . 

Como (K, O) é finitan1ente ra1nificado: pelo Le1na 3.6.14, existe apenas 

um nú1nero finito de valores entre O e v(n) , o que ilnplica que após un1 

número finito de repetições obtemos un1 b E K com 

v( a:- b) >v( a: - a)+ v(n) . (59) 

Em particular i 

v(a- b) = v((a: - b) - (a:- a)) =v( a:- a). (60) 

Finalmente temos 
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v(n) +v( a- b) = v(n(a- b)) 

{58) ( n ) = v ?=ai- nb 
t=l 

> m.in { v(ai - b)} 
l S1Sn 

(59) 
> v( a- a)+ v(n) 
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=v( na- nb) 

=v (t(ai- b)) 
t=l 

(s
7)v(a- b) 

(60) = v(a- b) + v(n), 

uma contradição. Donde concluímos que I<' JI< não é extensão in1ediata 

própria, isto é, f{' = K. Logo, K é algebricamente rnaximal. 

• 
Corolário 3. 6.17 Se (f{, O) é finitamente r-amifica da, então a H enselização 

de (!<,O) é caracterizada. como a, extensão algébrica m.aximal de (K, O ). 

(Ou seja, se (1<', O') é uma extensão algébrica maximal de (f(, 0 ), então 

ela é isomorfa, à henselização de (I<, O) .) 

Prova. Seja(!{' , O') uma extensão algebricamente maximal de(!{, 0). A 

hcnselização de (K', O') é un1a extensão algébr1ca imediata sua, e cntã.o, 

pela definição de extensão algebricamente 1naxin1al, o corpo ( K', O') deve 

ser igual a sua henselização, e portanto (J(', O') é Henseliano. Portanto a 

Henselização (K", O") de (K, O) está contida en1 (K', 0 '), pelo Teorema 

3.6.9 (2) . 

Como, pelo Teore1na. 3.6.7, a, Henselização (K", O") 8 uma extensão 

imediata de (!{ ,O) ela tan1bén1 é finita1nente ran1ificada. 

Logo, sendo (K", O") Henseliano e finitan1ente ran1ificada, ternos, pelo 

Len1a 3.6.14, que ela ta.1nbém é algebrican1ente n1aximal . Portanto f(" = 
}

,r f 
\. . 

• 
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4 Nações da Teoria de Modelos 

De u1na 1naneira bem simplificada e suficiente para este texto, a Teoria 

dos l\!Iodelos pode ser entendida como o estudo de estruturas matemáticas. 

No nosso caso, va1nos considerar apenas sentenças da cha1nada Lógica 

de primeira ordem, que é silnples1nante a lógica dos habituais cursos de 

mate1nática com apenas uma ressalva de caráter lógico que é in1portante 

ter-se em mente: quando fizennos uso do sí1nbolo de quantificação ''V, sem

pre estaremos quantificando a classe inteira à qual nos referimos. Assiln, 

por exen1plo, poden1os quantificar sobre o conjunto dos nún1eros racionais 

Q quando estiven11os nos referindo à teoria de corpos, mas não podemos, 

neste contexto, fazer o mesmo para o subconjunto N dos números naturais. 

Dois são os 1nétodos principais d8 estudo em Teoria de JVIodelos, R sab8r: 

(I) Olhar para teorias que têm propriedades interessantes c provar teo

remas gerais sobre os mode-los destas teorias, como, por exemplo, a teoria 

de corpos (de característica zero). 

(II) Cmneçar con1 un1a estrutura 111aten1ática concreta: cmno o corpo 

dos números p-ádicos, e usar t écnicas da Teoria de JVIodelos para obter 

novas informações sobre tal estrut ura. 

Desenvolvemos neste texto a abordagen1 (I), provando primeiro teore

mas gerais da Teoria dos lVIoclclos, e depois estudando estruturas concretas 

ele nosso interesse, como os corpos valorizados. 

Salienta1nos que as expressões citadas acima, tais como "modelo':, ((teo

ria" c "estrutura", parecem fazer certo sentido intuitivo , n1as apenas para 

as nossas interpretações subjetivas. Do ponto de vista matemático, no 

entanto, devemos definí-las cmn precisão . De pronto então inicia1nos tal 

tarefa. 

Lembramos que tudo o que segue pressupõe conhecida a Teoria de Con

juntos. A referência para todo este capítulo é [11]. 
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4.1 Construção de uma Linguagem Formal 

Começamos pelo estudo do que pode ser cha.1nado a parte sintática ou 

gramatical da linguage1n, definindo um "alfabeto" , ou seja, um conjunto 

de sünbolos a partir do qual podere1nos construir t odas as "palavras", e por 

conseguinte "frases", de nosso interesse, e de tal modo que qualquer uma 

destas possan1 ser escritas con1o uma concatenação finita de tais símbolos. 

• O alfél.beto em 11111:1. lingu:1.gem formR.l de prin1eira orden1 será cons

t ituído pelos seguintes sín1bolos: 

Símbolos lógicos : ---, (negação) , 1\ (e), V (para todo) , · (igual) 

Variáveis : vo, .. . , Vn, ... (n E N) 

Sün bolos relacionais : R;, (i E J) 

Sín1bolos funcionais : fj (j E J) 

Sín1bolos constantes : ck ( k E J{) 

Sín1bolos auxiliares : . ) , ( 

Aqui, N é o conjunto dos nún1eros naturais e f: J e J( são conjuntos 

quaisquer de índices (possivelmente iguais ao vazio). 

• Denotaremos por Vbl o conjunto de todas as variáveis. 

• Salientan10s que pretenden1os futuran1ente interpretar os sÍlnbolos R; 

e fi como relações e funções, mas no n1on1ento van1os encará-los de 

n1odo silnbólico. Para isto, definilnos funções dos conjuntos I e J 

cmn image1n nos números nR.tur~üs que nos darR.o as :.R.riô.R.des'' ô.os 

símbolos relacionais e funcionais respectivan1ente 

f.L : J ---7 N. 

Note que, com isto, fél.~ sent ido definirmos as c.oncatenações de símholos 

por exemplo, pois poden1os dizer a quantos parâmetros estamos aplicando 

o mesmo. 
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• Do ponto de vista de sintaxe poden10s dizer que os sínrbolos e as 

funções aridades definidas acima nos dão as informações essencias da 

linguagem, e por isso definin1os assinatura L da linguagem em questão 

pela tripla ordenada L= (.>.. , f-L: K) , com À e f-L definidas como Rc:üna., e 

I~ sendo o conjunto de índices dos sünbolos constantes. Pelos motivos 

rnencionados acima, também chamaremos uma linguagem, a partir 

de agora, pelo nome de sua assinatura, ou seja: nos referiren1os à 

linguagem L. 

• Estarnos agora em uma posição bem mais confortável: urna linguagem 

L pode ser caracterizada como um objeto n1atemático concreto, a 

saber , uma tripla ordenada. 

Definilnos urna sobre-Jinguagern L' de uma linguagem de primeira ordern 

L como sendo uma linguagcrn L' = (X: f-L
1

: }(') em que vale: 

(1) X: I' ----7 N ; I c I' e X(i) =.>..(i) para todo i E I . 

(2) J.l1 
: J' ----7 N ; J c J' c J.l'(.j) = J.l.(.j) para todo j E J. 

(3) I~ c K'. 

Salientan1os o t ipo de sobre-linguagen1 que será mais utilizada neste 

texto: 

Definição 4.1.1 Fixada uma linguagem de pnmezra ordem L , denom

inam.os linguagem ampliada por constantes , ou extensão por constantes: 

loda sobre-linguagem L' = (X : f-L1
, K') qv.e satisfizer I = I' 1 J = J' e I~' = 

f{ U J~ onde f{ n J( = 0 . Utilizamos neste caso as notações LK ou L ( I~). 

Assim, o conjunto K nR, definição aó1n<1. atna como conjunto de índic:es 

para as novas constantes. 

• Passamos agora à definição do que intuitivarnentc podemos consr

derar como as «palavras, da nossa linguagem. A partir de agora 

consideramos L un1a linguagem fixada, e dcfinilnos inicialn1ente os 

termos da linguagem L . Fazemos is to recursivamente. 



4.1 Construção de uma. Linguagem Forma/ 

D efinição 4.1.2 (Definição recursiva dos .C-terrnos) 

Fixada uma linguagem .C= (>,, p, , K), dizemos que: 
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(a) todas as variáveis Vn e todos os símbolos constantes Ck são .C-termos, 

para todo n E N e todo k E K; 

(b) se t 1, ... , t JL(j) são .C-termos, para algurn j E J , então fi(tb ··· ~ t JL(j)) 

é um .C-termo; 

(c) Nenhum,a ov,tra seqüência de símbolos é um .C-termo. 

Denotarernos o conjunto de todos os .C-termos por Tm.c. 

• Introduzin1os agora as fórmulas da linguagen1 .C , que farão as vezes 

das "frases" na linguagem em questão. 

Definição 4.1.3 (Definição recursiva das .C-fórm,ulas) 

Fixada uma linguagem .C = (>-. : p, , J(), dizemos que: 

(a) se t 1 e t2 são .C-termos, então ( t 1 · t 2) é um,a .C-fórmula; 

(b) se t1 : . .. , t>.(i) são .C-termos, para algum i E I , então Ri(t1 : ... , t>. (i) ) 

é uma .C-.fórmulai 

(c) se c.p e 'lj; são .C-fórm.ulas e v é uma variável, então 

e Vv c.p 

são .C-fórm7.tlas; 

( d) nenhuma ov,tra seqüência de símbolos é uma .C-fórmula. 

As .C-fónnulas ( t 1 · t2) e Ri( t 11 ... : t>..(i) ) são as mais simples, no sent ido 

de gerarem recursivamente as outras, e por isso são chamadas de atômicas 

ou prin1as. Tmubéu1 ut ilizarernos a notação F m,l.c para denotar o conjunto 

de t odas as .C-fórmula.•=; . 

• Quando a linguagem .C estiver fixada, ou não for i111portante saber em. 

qual linguagern trabalhamos, chamaremos as .C-fórn1ulas e .C-termos, 

sin1plesn1ante por fónnulas e tennos. 

Faren1os uso tambén1 de letras gregas, tais cmno a, /3, --y .•.. para indicar 

fón11ulas , assiln cmno letras latinas nlinúsculas tais con1o x, Y: z ... para 
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variáveis e, para tern1os, letras latinas nlinúsculas tais con1o "t, "t1, t2 , ... , 

como ben1 já utilizamos na definição de termos. 

• Será útil falannos de sub-fórmulas de uma fórmula, as quais enten

deremos por serem um.a sub-seqüência de seus símbolos que, sozinhos, 

fonnarn uma fórmula segundo nossas regras de construção. 

/ 

Só pelo que foi definido acin1a, podemos escrever un1a infinidade de 

.C-fórmulas: por exe1nplo, 

sendo Vv1 ( v2 · vi) um R. de suas sub-fórmula..s. 

E conveniente, antes de prosseguirmos na sintaxe, dar exemplos do que 

especifica1nos até o n1on1ento: 

Exemplo 4.1.4 Neste texto, faremos uso das seguintes linguagens: 

1) A linguagem dos grupos abelianos totalmente ordenados: 

Esta linguagem tem um símbolo funcional binário +, um símbolo relacional 

<, tambérn binário e 'Um símbolo constante O. Desta forma, um exemplo 

de termo é 

onde v.sam.os sim,pli:fir:adam.fm.te ( t + t') para + ( t, t'), para quaisq'uer termos 

t e t' da l'inguagem. E 

((x <O) 1\ ((x + y) · O)) 1\ (•(z <O)) 

é u'm exernplo de fór-rrw}a desta l·inguage'm, onde ( t < t') substitui < ( t: t'), 

com t e t' termos. 

2) A linguagem dos anéis e corpos: Aqui fazemos uso de dois 

símbolos funcionais binários, · e +, c dois símbolos constantes, O e 1. 

Análogo ao que fizem.os acim,a., usamos (t.t') e (t+t') no lugar de ·(t +t') e 

+(t+t') , respectivamente, para te t' termos desta linguagem. Um exemplo 



4.1 Construção de uma Linguagem Formal 147 

de term,o para tal linguagem é 

((l.x) + 0) : 

e de fórmula 

((( l.x) +O) · x) V (•((l.x) · (x + 0))). 

3) A linguagem dos corpos valorizados: Esta linguagem tem todos 

os símbolos da linguagem de corpos e um símbolo adicional V , unário: 

qv,e caracteriza o anel de valorização que queremos considerar neste corpo. 

Assim, V (a) significa que o elemento a pertence a este anel de valorização. 

Um, exemplo de fórmula. nesta. linguagem é 

V(z) !\ 3y (yz.:... 1 !\ V(y)) 

que está expressando qtLe z pertence ao anel de valorização e qzte é invertível 

aí. 

Assim, fixado um anel de valorização, esta fórmula é utilizada para 

determinar as suas unidades. 

• Para ..C-fónnnlas nem sempre é possível perguntar sobre o sen valor 

lógico. Por exe1nplo, na linguagem dos grupos abelianos totaln1ente 

ordenados, que possui un1 sünbolo relaciona! binário <, a ..C-fórmula 

(O < y) naturaln1ente não é adequada para questionarmos sobre seu 

valor lógico, ou seja, validade. De fato, só falaremos futuramente da 

validade de uma ..C-fónnula se tal fórmula for de un1 tipo especial, 

n1ais precisan1ente, se1n variáveis livres, quando então será chamada 

de ..C-sentença. Passamos então a especificar o que significa un1a ..C

fórnlula ter ':variáveis livres'· . De 1naueira infonnal isto significa que 

existe uma vR.riável na ..C-fónnula em questR.o que nR.o foi quR.ntific:R.da 

pelo súnbolo V 6. 

6 Veremos adiante (veja a Observação -1.1.12) que uma fórmula que envolve 3 pode ser substituída por 
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Definição 4.1.5 Dada uma fór'm'ula escrita corno Vv <p, dizemos que <p é 

o alcance do quant~ficador V v. Uma ocorrência de um. a variável v numa 

fórm.ula 7j; é dita vinculada caso esta ocorr·ência caia no alcance de algum 

qv.ant~ficador V v qne foi utilizado na constr11.ção de 7/J . Caso contrário tal 

ocorrência é dita livre. 

Notação 4.1.6 Denotamos por Fr('lj;) o conjunto das variáveis que ocor

rem livres em 7j; . 

Pode-se verificar que vale1n as seguintes identidades para as fónnulas 7j; 

e <p: 

(a) F r ( 7j;) = {v I v aparece em 7/J}, caso 7j; é uma fórn1ula atônüca. 

(b) F r( 7j;) = F r( -,'lj;) 

(c) Fr('I/J 1\ <p) = Fr('lj;) U Fr(<p) 

( d) F r (V J.; <p) = F r ( <p) \ { x} . 

Exemplo 4.1. 7 Na fórm1J,la 

V X ( (X . y) 1\ (Vy (-, ( y . z) 1\ (X . z)))) 

ternos q'ue a variável z é livre e que y e x não são livres, porém, x é livre 

na sub-fóTmula 

Vy (~(y · z)l\(x · z)). 

Poden1os agora. definir fon11ahnente: 

D efinição 4.1.8 O conjunto das L-sentenças denotado por Sente é definido 

poT: 

Sente= {<p E F1nle l Fr(<p) = 0}. 

• Neste trabalho precisaremos ainda de u1na operação sintática~ chan1ada 

substituição de uma variável v en1 uma fórmula ( por u1n L- termo 

t . Prirneiramente utilizamos a notaçã.o ((x1 , . .. xn) para indicar que 

Fr(() = {x1 , ... , Xn }· 

outra que envolve V. e vice-versa. 
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D efinição 4.1. 9 Defin·imos a substituição da vaTiável v pelo teTmo t na 

fóTm.11la c.p com,o sendo a sequência de sím,bolos obtida pela snbstituição de 

cada ocorrência livre da variável v pelo teTmo t. Indicaremos tal substi

búção por 

( (vjt). 

Obviamente, quando não houveT ocorrências livTes de v em ( , temos que 

((v jt) é idêntica a ( e que sempre ((v jv) é idêntica à(. 

Se 

então, dados t 11 ... : tn termos, denotamos por ((x1/t1 , ... , Xn/tn) a substi

tuição de Xi por ti paTa cada 1 < i < n na fórmula (. 

• Se v ocorre livre em un1a fón11ula c.p que faz parte do alcance de um 

quantificador 'riu ; e se a variável u ocorre em um termo t, então na 

substituição de v por t esta ocorrência da variável u obviamente cai 

no alcance de Vu. Se isto não ocorrer para nenhun1a variável de t, 

então dizemos que "t é livre de v em c.p'' . E1n outras palavras: 

D efinição 4.1.10 Se t é um term.o, v uma variável e c.p uma fórmula, dize

mos que t é livre de v em c.p caso nenhuma ocorTência livre de v em c.p caia 

no alcance de algum quantificador 'riu, o qual foi utilizado na consntrução 

de c.p, e tal que u ocorra em t . 

Assim, se u 1 : ... : Un são as únicas variám~is que aparecem, em, t , a 7Jariável 

v não pode estaT no alcance dos quantificadoTes Vu1 , .. . : Vv.n, caso estes 

apareçam, na construção de c.p . 

Exemplo 4.1.11 Na linguagem dos grupos abelianos totalmente ordena

dos consideTamos a .fóTmv.la c.p dada poT 

v < O A 'riu u < v V Vy y < v + v 

e os termos (y+v) 7 y, u , (u+ y) , (z+v), (z+w) e z; onde v, y, u: z, w E Vbl. 

Pela definição acima, os quatro primeiTos termos não são livr-es de de v 

em c.p, enquanto os últirnos três são livres de v em c.p . 
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Observamos tambérn que sernpTe ternos x livre de x em <p trivialmente. 

Notação 4.1. 12 Para facilitar a escrita das fórmulas faremos uso de al

gumas abreviações e notações: 

1. ( <p V 'ljJ) no lugar de -.( -,<p 1\ -.'lj;). (ou) 

2. ( t.p ~ 'ljJ) no lugar de •( t.p 1\ -.'lj;). {implica) 

3. (t.p +-t 'lj;) no lugaT de (-.(t.p 1\ -.'lj;)) 1\ (-. ('lj; 1\ -.~.p)). (equivalente) 

4. 3v t.p no lugar de •('i:/v (-.<p)). (existe) 

5. t1 =/= t2 fica no lugar de -. (tl · t2)). 

6. t1~t2 fica no lv,gar de R;_(t1, t2), caso À( i) = 2. 

7. 'iu , v, w ... fica no lugaT de 'iu'iv'iw .... 

8. 3x: y .... fica no lugar de 3x3y .. . 

1 O. ( t.p1 V t.p2 V t.p3) substitui ( ( t.p1 V t.p2) V t.p3). 

11. Retirarem.o8 da8 .fórm,1J,la8 outros parênte8es, quando não houver chance 

de ambigüidades. 
1'1 

Também cscTeveremos abreviada·mentc 1\ <{J·i para uma conjunção .finita 
i= l 

( <{Jl 1\ · · · 1\ <{Jn) 

1n 

e, analogamente, V 'l/ij significa a disjunção finita 
j=l 

SimbolizaTemos poT 'dt.p a fórmula 

quando Fr(t.p) = {x1, .. , Xn }· 
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Tan1bén1 usaren10s as seguintes convenções lógicas habituais: 

a. V e A têm prioridade sobre ~ e +--+. 

b. -, têm prioridade sobre V e A. 

Cmn estas convenções, a fónnula 

reescreve-se simplesmente 

4. 2 E lem entos d e Teoria d a Prova 

Nesta seção definire1nos o que será para nós uma prova fon11al. O for

malismo necessário para execut ar un1a prova matemática é historicmnente 

justificado pelos inúmeros paradoxos e n1al-entendidos aos quais as provas 

puramente inLuitivas podem nos levar. Na verdade, uma prova de algum 

fato n1aten1át ico deve ser algo possível de ser verificado, pelo menos teorica

Inente, por qualquer pessoa, ou, quen1 sabe: un1 con1putador que ''conheça" 

a..s regrRs ele inferênciR,. Assim , espera-se que uma prova seja constitni'da 

de u1n número finito de passos de inferência. 

O qne faremos então é listn.r as regras cte inferência que ntili~a.remos, 

que nada n1ais são do que as regras utilizadas por qualquer mate1nático 

cotidianamente. Do que falamos acirna, segue que un1a prova em uma 

linguagern .C = (À, f.L, f() será un1a sequência de .C-fórn1ulas obtidas a partir 

de regras de dedução, as quais, por sua vez, serão tmnbém definidas logo 

a segmr. 

Definição 4.2.1 Dado um conjunto não vazio~ c Fm.lL., uma prova a par

tir de ~ na linguagem .C é uma sequência finita ( <p1 , ... , <pn) com <pi E FmlL

para 1 <i < n, tal que: 

(1) <pi E ~' ou 
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(2) 'Pi é um axioma lógico, ou 

(3) 'Pi é obtido pelo emprego de uma regra lógica a algv,ma outra fórmula 

'Pi já listada ou que se enquadra no caso (1) ou (2), para algum j =f i . 

Precisan1os agora dizer quais são os axion1as lógicos e as regras lógicas. 

• Os aximn as lógicos são de t rês t ipos: 

1. Tautologias 

2. AxiomRS de quantificadores 

3. Aximnas de identidade (lógica) 

• Já con1o regras lógicas consideramos: 

a. l\IIodus Ponens 

b. Regra cta generali7.ação. 

A noção de axiomas lógicos e de regras lógicas é geral, no sentido de que 

independem da linguagen1 em estudo . Eles faze1n parte da cha1nada lógica 

de predicados. 

Para definir tautologia, precisan1os de un1a rápida incursão na linguagem 

da lógica de predicados. (U tilizaren1os esta definição com detalhe no Teo

rema 4.4.13). 

Nesta linguagem, consideramos o seguinte alfabeto: 

) ( • 1\ Ao, .. . , A17 , .. • ( n E N) : 

onde os símbolos An, com n E N, são chan1aclas variáveis predicativas. 

Análogo à definição de fórmulas, definin1os predicados (ou formas predica

t ivas) : 

D efinição 4.2.2 

(a) Ao, A1, .. . são predicados. 

(b) Se cp e 'ljJ são predicados, então •cp e (cp 1\ 1/J) são predicados. 

(c) Nenhurna outra sequência de sírnbolos é um predicado. 
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Faremos agora a prüneira observação se1nântica (isto é, referente a sig

nificado) sobre predicados, a saber, uma observação referente a avaliaçR,o ló

gica das variáveis predicativas. 

D efinição 4 .2.3 Entendemos por uma avaliação lógica B das var-iáveis 

predicativas Ao) A1, ... uma aplicação do conjunto {Ao: A1, ... } no conjunto 

{V, F} dos valores ver-dade tal que: 

(i) Par-a cada n E N temos B (An) =V ou B(An) =F. 

(ii) B( •({)) = - B ( ({)) 

(iii) B ( ( ({) 1\ '1/J)) = B ( ({)) n B ( 'lj;), onde ({) e '1/J são predicados, e com - e 

n operações no conjunto {V, F} definidas por 

n v F 

V V F 

F F F 

e 

V F 

F V 

D efinição 4 .2:4 Um predicado <p é dito uma tautologia quando assume o 

valor V para toda avaliação B definida como acima. 

Salientan1os que sen1pre poden10s detenninar se un1 predicado é u1na 

tautologia ou nR,o, pois temos no máximo 2n avaliações para verific:ar, sendo 

n o número de variáveis predicativas. Por exernplo, para fón11ulas <p: 'ljJ E 

Fmlc, que são predicados, temos que •( ( <p 1\ 'lj;) 1\ • <p) é. uma tautologia. 

Podc1nos fazer, como de habitual, uma "tabela-verdade" para constatar 

tal fato. 

<p '1/J <pl\ 'lj; •<p ( <p 1\ 'lj;) 1\ • <p •((c.p 1\ '1/J ) 1\ • <p) 

v v v F F v 
v F F F F v 
F v F v F v 
F F F v F v 

Para falarmos sobre os outros a.xion1as lógicos, voltrunos para o nosso 

ponto de vista inicial (isto é, sem necessidade de falannos em predicados). 

São eles: 
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A x ioma 4 .2.5 Axiomas de quantificadores: Dados x E Vbl , <p, 'ljJ E Fmlc 

e tE Trr"Lc, 

(Al) Vx <p ~ <p(x/t), caso t é livre de x em <p. 

(A2) Vx (<p ~ 'lj;) ~ (<p ~ Vx 'l/;) , caso x tt Fr(<p) . 

A xioma 4.2.6 Axiomas de identidades: Dados x, y , z, u, v E T mc, 

(h) X . X . 

(h)x · y~(x · z~y · z) . 

(h) x · y ~(~(v, ... , x, ... , u) ~R;( v, ... , y, ... , u)) . 

(J4) x · y ~ (jj(v , ... , x , ... , u) ~fi( v, ... , y, ... , u)) . 

Resta-nos apenas enunciar as regras lógicas: 

(J\1 P) Modus Ponens: Se poden1os escrever <p ~ 'ljJ e <p, então pode

mos escrever 'ljJ . 

(V) Regra da generalização: Se podemos escrever <p, então podemos 

escrever V x cp . 

Con1 as regras lógicas acüna estan1os aceitando as concatenações do t ipo 

( .. , <p ~ 'lj;, ... , cp, ... , 'lj;, ... ) e ( ... , cp, ... , Vx <p, ... ) 

em uma prova. 

D efinição 4 .2. 7 Dado um, con:fnnto de fórm,ulas E de uma linguagem L , 

dizemos que cp é dedutível de E caso exista urna pr-ova de <p a partir- das 

fór-mulas pertencentes a E. 

Notação 4.2.8 Escrevemos então 

para tal .fato, e 

caso contrário. 
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As regras lógicas pode1n agora ser reescritas: 

c os ax10mas 

(l\IIP) lVIodus Ponens : { ( <p --+ 'lj;), <p} f- 'lj; . 

(V) Regra da generalização : { <p} f- Vx <p 

(A1) {Vx <p} f- cp(xjt) para todo termo t livre de x e1n <p. 

(A2) {Vx (cp--+ 'lj;)} f- (cp--+ Vx 'lj;) caso x ~ Fr(<p). 
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(61) 

(62) 

A partir dos axiomas, das tautologias e das regras (~tiP ) e (V) listados 

acima, é possível provar várias regras de dedução· porém nos limitamos 

aqui a listar , sem prova, aquelas que poderão vir a ser utilizadas neste 

texto. Os detalhes podem ser encontrados em [11]. 

{ ( cp 1\ 'lj;)} 1- <p 

{ ( cp 1\ 'lj;)} 1- 'lj; 

{cp} ~ (cpV'Ij;) 

{7/J} f- (<pV 'Ij;) 

{ ( <p -t 'lj;)} f- ( •'1/J -t •cp) 

{ ( <p +--7 'lj;)} f- ( <p -t 'lj;) 

{(cp +--7 'lj;)} 1- (7/J -t cp) 

{(cp--+ 'lj;), ('lj;--+ u)} f- (cp--+ u) 

{ <p, 7/J} 1- (cp 1\ 'lj;) 

{(cp --+ u), ('1/J--+ u)} 1- ((cp V 'lj;) --+ u) 

{ ( t 1 · tz)} 1- ( ( t2 · t 1)) 

{(tl..:.tz) ,(tz · t3)}l-(t1..:.t3) 

{(t. t' )} 1- (Ri(tb ... ,t, ... , t;..(i))--+ ~(ti , ... , t' , ... ,t;..(i))) 

{(t . t')} 1- (fj(tl , ... , t , ... , tp.(j)) -t Jj(tl , ... , t' , ... , t,J,(j))) 

(1\.BI) 

(/\B2) 

(VB1) 

(v B2) 

(CP ) 

( +--7 BI) 

( +--7 Bz) 

(IC) 

(/\) 

(v) 

(S) 

(Tr) 

(~) 

(fi) 

Chega1nos ao ponto de enunciar o prin1eiro resultado do capítulo: 

Le1n a 4.2.9 Sejarn <p, 7/J E Fml.c ex E Vbl. Então: 

(a) I: f- <p se e somente se I: f- Vx <p 
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(b) ~ U {'l.b} ~ c.p se e somente se ~ U {Vx 'l,b} ~ c.p 

Prova. Relembramos iniciahnente que a fórn1ula c.p(xjx) é idêntica à c.p, e 

que sempre te1nos x livre de x em c.p trivialmente. 

(a) Se ( ... , c.p) é uma prova de c.p a partir de ~' então, usando a Regra de 

Generalização (\f), temos que ( ... , c.p , Vx c.p) é uma prova de \fx c.p a partir 

de E. 

Reciprocamente, se ( ... , Vx cp) é un1a prova de Vx cp a partir de~ ' então 

tambén1 te1nos, por (AI) e pela observação acima, que ( ... , Vx c.p, cp) é uma 

prova de cp a partir de ~. 

( b) Se ( . .. , 7.f; , .. . , cp ) é uma prova de cp a partir de E U { 'l,b}, então 

( ... , Vx 'l,b, 'l,b, ... , cp) 

é nmR. provR. de cp a partir de ~ U {\fx 'l,b, 'l,b}, a qnal é nma prova a partir 

de ~ U {Vx 'l,b} por (A1) e pela observação do início da prova. 

Reciprocamente, se ( ... , Vx 'l,b , ... , <p ) é un1a prova de <p a partir de 

~ U {Vx 'l,b }, então 

( ... ''l,b, \fx 'l,b, ... , cp) 

é mna prova de cp a partir de ~ U {\fx 'l.b : 'l,b }, a qual, pela regra da gene

ralização (V), é tuna prova a partir de ~ U { 7.f; }. 

• 
Empregando iterada1nente o Lema 4.2.9(a), vê-se que a dedutibilidade 

de u1na fónnula cp a partir ele~ é equivalente à dedutibilidade de Vcp (veja 

Notação 4.1.12) . 

Do n1esmo modo, este lema nos diz que, se podemos deduzir uma 

fónnula de mna outra fónnula 'l,b, poderían10s ter feito isto já partindo 

cl e V 'l,b . 

Sejam agora <p, 'lj; E Fmlc e E c Fmlc . Se vale ~ ~ ( <p ---7 'l,b), então 

obtemos ilnediatamente, com (I\IIP ), que ~ U {cp} ~ 'l,b . Salientamos que 

nesta dedução não é relevante se cp conté1n variáveis livres ou não. No 
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entanto, para a recíproca necessitan10s de Fr(<p) = 0. Temos então um 

resultado que na prática é muito in1portante. 

Teorema 4.2 .10 Sejam I; c Fmlt:_ , 1/J E Fmlt:_ e <p E Sentt:_. Então, de 

I; U { <p} ~ 1/J, obtém-se também I; ~ ( <p ---7 1/J) . 

Prova. Mostran1os por indução en1 n que se 

(c.pl, ... , 'Pn ) 

for mna prova de 1/J (isto é, 'Pn é idêntica a 1/J) a partir de I; U { <p} , então 

(c.p ---7 'Pl, ... , <p ---7 'Pn) 

é uma prova de <p ---7 1/;, ou seja, uma prova de <p ---7 1/J a partir ele I;. 

Se n = 1 , a prova é constituída apenas por c.p1 (que é então idêntico a 

1/J). }/Ias cp1 ou é un1 axioma lógico ou é um elen1ento de I; ou é a própria 

<p . 

Caso 1 : c.p1 é un1 aximna lógico ou pertence a E . leste caso, temos 

evidentemente 

onde aplicamos (J\IIP ) em c.p1 e na tautologia c.p1 ---7 ( <p ---7 <p1) . Temos assim 

uma prova de <p ---7 cp1 a partir de I;, 

Caso 2 : c.p1 é idêntica a c.p . Neste caso: a in1plicação <p ---7 I.P1 é tuna 

tautologia , em particular uma prova de <p ---7 <p1 a partir de E . 

Para a passagen1 ele indução , suponhan1os que 

(63) 

é uma prova de 1/J a partir de EU { <p}. Pela hipótese de indução, 

(64) 

j á é un1a prova. de <p ---7 <p11 a partir de E , a qual pretende1nos completar 

com <p ---7 <fJn+l no seu final. 
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Caso 1 : SOn+l (que é idêntico a 'ljJ ) é un1 axi01na lógico ou pertence a 

~. Neste r.aso, aumenta1nos (64), utilizando o n1esmo raciodnio feito para 

n = 1: 

obtendo assim uma prova de <p -7 'ljJ a partir de ~. 

Caso 2 : 'Pn+l é identico a <p . Neste caso basta juntar a tautologia 

<p -7 SOn.+l ao fin1 da prova. 

Agora, como n + 1 > 1, existe a possibilidade de t er sido aplicado (lVIP) 

ou (V') em (63). Assin1, existem aqui outros casos a serem considerados: 

Caso 3 : 'Pn+ 1 foi obt ida por (JVIP) em ( 63). Neste caso existen1 i : j < n , 

t al que a fórmula 'P.i é ela forma 'Pi -7 <pn+l · Portanto , em (64) aparecem as 

fórmulas <p -7 SOi e <p -7 (SOi -7 'Pn+l)· Então aumentamos (64) da seguinte 

forma 

( ... , (cp -7 (cpi -7 'Pn+I)) -7 ((cp -7 SOi) -7 (cp -7 'Pn+ l )) , 

· · · : ( <p -7 <pi) -7 ( (/) -7 'Pn+l ): cp -7 'Pn+d 

sendo que a primeira fórmula adicionada é un1a tautologia, e a outras duas 

foram obtidas por emprego de (l\IIP). Obtemos assim uma prova de <p -7 'ljJ 

a part ir de ~. 

Caso 4 : 'Prt+l foi obtida com (V'). Neste últin1o caso existe um i < n , tal 

que 'Pn+l é da forma 'Vx 'Pí con1 x un1a variável. A partir da fórn1ula <p -7 SOi 

existente en1 (64), obtemos, pelo emprego de (V'), a fórmula 'Vx (cp -7 SOi) · 

Agora, , un1a vez que, por hipótese, Fr( <p) = 0, usando a regra (C P'V) 

obtemos cp -7 'Vx 'Pi: que é idêntica a <p -7 SOn+l· 

• 
4.3 Completude da lógica de primeira ordem 

Na seção anterior fize1nos un1a série de definições a fin1 de ten11os um 

conceito preciso de prova 1nate1nática. 
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Nesta seção, con1eçan10s a discutir o que precisa ocorrer para que un1a 

sentença <p E Sent.c não possa ser provada a partir de E c Sent.c, ou seja, 

para que 

Vere1nos que isto significa que poden10s achar um "contra-exe1nplo", ou 

seja , un1a "estrutura'' na qual tal sentença não vale 1nas todas as de :B 

vale1n. Com isto, estaren1os també1n verificando a coerência da definição 

de prova, o que significa que se pudermos deduzir uma fórmula a partir de 

:B, então ela valerá. em toda estrutura e1n que são verdadeiras as sentenças 

de :B. 

Para provar todas as afin11ações do parágrafo anterior necessita1nos de 

u1na preparação técnica. En1bora as definições de estrutura e de validade 

de umR- sentença sejam dadR..c:; somente no início da próxin1a seção. já con

seguireinos construir aqui o desejado ':contra-exe1nplo'' para E J.L <p. 

Prilneira1nente fazemos u1na definição que será. necessária como hipótese 

para tal construção. 

Definição 4.3.1 Dizemos que urn conjunto E c Sent.c é não-contraditório 

caso não exista uma L-sentença o:, tal que 

E ~ o: e também :B ~ -.o:. 

Se um tal a existir, o conj'unto E será cham,ado contraditório. 

Observação 4.3.2 Evidentemente, E é contraditório quando qualquer L

sentença pode ser provada a partir de I:. Reciprocamente, se ~ for con

tradiório, poderemos provar qualquer L-sentença a partir de E. De fato , 

se este for o caso, então deve existir uma prova das L -sentenças a e -.a 

para algum o:, e pela regra ( 1\) existe uma prova de (a 1\ -.a) a partir de 

E. Da tautologia (a 1\ -.a) --+ /3 e de (AfP) temos a seguinte prova de /3 
a partir de E : 

( ... ,a, -.a, ... , (o: 1\ -.a), (a 1\ -.a)--+ /3, ... , /3) 
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Con1 esta observação provan1os agora 

Lema 4.3.3 Seja ~ C Sente e cp E S ente Então ~ J.L cp equivale a 

~ U { -.cp} ser não-contraditório. 

Prova. Vamos provar que ~ ~ cp equivale a ~ U { -.cp} ser contraditório. 

Suponhamos que 

l\llas então tan1bén1 vale 

por outro lado, é claro que 

e portanto ~ U { -.cp} é contraditório. 

Suponhan1os agora que ~U{ -.cp} é contraditório. Então, pela observação 

acima, cp pode ser deduzida a partir de E U { -.c.p} : 

E U { -.<p} ~ cp . 

Com o Teorema da Dedução (Teore1na 4.2.10), obte1nos entã.o 

E ~ ( •cp ~ <p) 

Prolongamos agora a prova da fónnula ( -.cp ~ cp) a partir de ~ 

A penúltilna fórmula é urna. t autologia e a última é obtida por (lvlP) , 

assin1 ~ ~ <p. 

• 
Com isto, un1 "contra-exe1nplo" para E ~ cp será u1n :'don1ínio:' no qual 

toda CJ E ~ U { -.cp} é verdadeira. Para constatar a coerência n1encionada 

anteriormente, precisamos inicialmente construir, para qualquer conjunto 
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de sentenças não-contraditório I: , un1 dmnínio no qual toda a E I; é ver

dadeira. FR.ze1nos isto através de R.umentos sistemáticos do conjunto não

contraditório ~ para conjuntos ta1nbém não-contraditórios, construindo 

um don1ínio tão grande quanto for possível, e então verificando que este 

era o contra-exemplo que estavamos procurando. Fazemos isto em dois 

passos. 

O primeiro passo é o 1uais técnico e 1nais difícil. A idéia é an1pliarmos 

a linguagem em questão por constantes para que possamos fazer com que 

toda sentença existencial valha no dmnínio a ser construído. Daí, cons

trnÍn1os um don1ínio para esta linguage1n a1npliada que satisfaz a seguinte 

propriedade: toda vez que u1na "sentença existencial" valer neste don1ínio; 

sua validade poderá ser justificada por un1 exen1plo, ou seja, existirá un1 

símbolo constantP ck 1111. lingnR.gem R.mpliadR. tal que, quando substituín1os 

a variável quantificada por ck, obten1os un1a sentença válida neste dmnínio. 

Para isto estenderen1os a linguagen1 original L por novas constantes. 

I\1as prüueiro precisamos do seguinte lema técnico. 

Lema 4.3.4 Sejam J:_ (l) c f- (2) duas ling1J,agens com J (l) = J (2), J(l) = J (2) 

e J((l) U {O} = J(C2) , onde O ~ J((l) . Sejam <p1 , ... , <fJn E Sentcp> e seJa y 

v,m,a variável que não ocorre em nenhuma r.pi . Se 

( rpl ' · · ·, r.pn) 

é uma prova em f- (2) de VJn a partir· do conjunto ~ = { rp1, ... , VJmJ , sendo 

m, < n , então 

( r.p 1 (co I Y) , · · · , VJn (co I Y) ) 

é v,ma prova em f_ (l ) de r.pn(CoiY) a partir do conjunto 

onde Co é o novo símbolo constante introduzido em f-(2) . 

Prova. Inicialmente observamos que se rpi é un1a tautologia ou a.xion1a 

de identidade então r.pi(coiY) o continua sendo. Quere1nos n1ostrar que o 
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n1esn1o acontece quando 'Pi é un1 dos axion1as de quantificadores. 

Se 'Pi é da. forma. (Al), ou seja., 

Vx 'ljJ -t 'l/J (xlt), 

onde t é livre de x em 7/J, observa1nos que, para um y que não ocorre e1n 

cpi, como t é livre de x em 7/J, t e1nos t an1bén1 que t(coiY) é livre de x em 7/J, 

e portanto vale: 

'l/J(x lt) ( eoiY) é idêntica a 7/J( eoiY) (xlt( c0 ly)) . 

Basta observannos que, pelas substituições en1 'ljJ e t , chegamos em 

'l/J(y, t(y)), uma vez que 'ljJ envolve possivelmente eo ex, c t envolve possivel

mente co . 

Com isto 'Pi(CoiY) é també1n da fonna de axioma do t ipo (Al) , a saber 

V x 'l/J (co I y) -t 'l/J (co I y) ( x I t (co I y)) . 

No caso em que 'Pi é da forma (A2), basta utilizar o resnlta.do obtjclo 

para (Al) e observar que obtemos novamente um axioma. do Lipo (A2) . 

Seguilnos agora. por indução en1 n . 

Se n = 1 em = O (ou seja.~= 0), então cp1 deve ser u1n R.Xioma, lógico. 

Como visto acima, cp1(coiY) é ta1nbé1n u1n axioma lógico, e portanto 

(cpl(eoly)) 

é uma. prova de 'Pl (coiY) a partir de~= 0. 

Se n = 1 e m = 1, ou cp1 8 un1 axion1a. lógico ou r.p1 E ~ - O primeiro 

caso já foi considerado acin1a, e o segundo caso é cla,ro. 

Sejam agora n > 2 e 

uma prova. em [._(2) a. part ir elo conjunto ~ = { r.p1 , ... , 'Pm }, sendo m < n. 
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Se m= n então <pn E ~ e, pelo suposto acin1a, claran1ent e 

é uma prova de 'Pn-1 em [)2) a partir do conjunto { cp1, ... , 'Pn-1}. Pela 

hipótese de indução, 

(cpi(cofy), ... , 'Pn-1(co/y)) 

é uma prova de <pn-I(co/Y) em .C(l) a partir de 

{cpi(co/y), .. . , <pn- 1(cofy)} . 

Portanto , 

(cpi(co/y) , ... , 'Pn- 1(CO/Y) , cpn(co/y)) 

é uma prova de cpn(co/ Y) em .C(l ) a part ir de 

{cpl(cofy), ... ,<fJn- l(cofy) , Cfln(co/Y)}. 

Se m < n então m < n - 1. Daí: 

-Se <pn é u1n a.r>cioma lógico então cpn(co/y) é ta1nbé1n u1n axion1a lógico 

e 

é u1na prova de 'Pn-l em .C(2) a partir do conjunto { <p1: ... , cpm}. Pela hipótese 

de indução, 

é UlTia prova de <pn- 1 ( CO/Y) em .C(1) a partir de 

{ <p1( cofy) , ... , <pm ( co/Y)}. 

Port anto, como cpn(CO/Y) é nm a.xion1a lógico, 

(cpl(co/y), ... , <pn- l(cofy) , <p-n(co/Y)) 
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é un1a prova de l.fJn(coiY) en1 _c(l) a partir de 

{ l.fJI (co I Y) , · · · , l.fJm (CO I Y) } · 

- Se l.fJn E E, repetimos o argumento utilizado no caso m = n. 

Faltam então dois casos, os quais se referem à situação em que l.fJn é 

obtido pelo emprego de algu1na regra lógica (veja 61). 

-Se l.fJn é obtido pela regra lógica (MP) : Neste caso existem i,j < n - 1 

, tal que I.{Jj tem a forma (r.pi --7 l.fJn) · Então I.{Jj(coiY) tem a forma 

Assim obtemos l.fJn(co/y) por (NIP) . 

- Se <pn é obtido pela regra lógica (V) : Neste caso existe um i < n- 1, 

tal que l.fJn tem a forma Vx i.fJi · Então l.fJn(coiY) tem a forma Vx r.pi(co/y) . 

Assim l.fJn(coiY) ta1nbé111 é obtida de (V). 

• 
Teorema 4.3.5 Seja E um subconjunto não-contr-aditório de S ente. Então 

existe uma linguagem L' :J L com I' =I , J' = J e existe um subconjunto 

não-contraditório E' de S ente' ) com E C E' e tal que, se 

3x r.p 

é uma L' -sentença então existe k E I(' tal que 

Prova. Construiren1os a linguagen1 ampliada por constantes L' através de 

um processo enu1nerável: construindo, para cada n E N, uma linguagem 

Ln: o que, por sua vez, é feit o de rnaneira recursiva: 

(1) Lo= L ; 
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(2) Se, para n >O, Ln- l = (In- l, Jn- 1: l (n-1), então 

onde Kn- 1 é u1n conjunto disjunto de I<n- 1 , de tal maneira, que existe uma 

bijeção 

9n : J(n-l ---+ {3x rp I 3x rp E Sentc
11

_ 1 } 

de Kn- 1 sobre o conjunto das sentenças existenciais da linguagem Ln- l· 

Assiln, estamos contando todas as sentenças existenciais de Ln-1 c 

denotando-as cmn novos índices de n1aneira inequívoca. Salientamos que 

os conjuntos Kn- l e as bijeções 9n existem sempre, pois todo conjunto 

possui algun1a cardinalidade. 

Obtemos assim uma cadeia ascendente de linguagens 

Lo c L1 c ... c Ln-1 c Ln c ... 

Finaln1ente, definimos 

ou seja 

1'=1, J'=J C J{'= U Kn , 
nEN 

onde, para cada n E N\ {0}, 

Daí conclui-se, ilnecliatan1ente, que também vale 

Sentc = U SentL,. 
nEN 

Assim, se :3x r.p é u1na L'-sentença, então ela está no conjunto S entc"_1 

para algum n E N. Daí, se definirn1os o conjunto de sentenças :B' do n1esmo 



4.3 Completude da lógica de primeira ordem 166 

modo, a saber, como uma união de uma cadeia ascendente 

construída de tal forma que, para tal c.p existem um n e um k E K n-1 tais 

que 

restará apenas n1ostrar que 

é não-contraditório. 

Para isto, definimos: 

I:n := I:n-1 U {(3x c.p ~ c.p(x/ck)) I k E K n-l , 9n(k) = 3x <p} . 

Pela sobrejetividade de 9n cada sentença existencial 3x c.p em L n- l é 

atingida por algmna constante k E K 71 _ 1 : 

9n ( k) = 3x c.p. 

C01no F r( <p) c { x}, temos que c.p( x/c~.-) é nova1nente tnna sentença. Assin1, 

vaie I:n c S ent.c,. . Agora mostramos a propriedade n1ais importante de En 

que é a de ser não-contraditório, o que fazen1os a seguir por indução e1n n . 

Para n = O, Eo = E é não-contraditório por hipótese. 

Suponhamos que existe n > 1 tal que En-l é não-contraditório n1as En 

o é. Existe então uma sentença a E Sente tal que 

Cmno toda prova de I:n ut ili7.a apenas um número finito de axiomas de 

I:71 , ten1os que (a 1\ -.a;) é dedutível de I:71 _ 1 juntamente cmn un1 nú1nero 
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finito de sentenças, digan10s, 

onde 9n(ki ) = :3xi 'Pi E Sent.c.,_ 1 para 1 < i < r, e que denotare1nos 

resumidamente por cr1, ... , cr7 •• Ou seja: · 

Pode1nos, além disto, assegurar que uma prova de (a: 1\ -.a) já existe na 

sub-linguagem .[(2) de Ln construída da seguinte 1naneira: 

Com o Teore1na 4.2.10, obtemos 

e, pela utilização da tautologia 

e por (1\IIP), segue finalmente que 

(65) 

Considerando que :3x1 é un1a abreviação para -.Vx1-. , obtemos con1 a 

regra (/\B1), por um lado 

(66) 

c, por outro lado , com (/\B2) aplicado a (65), 

(67) 

As dedutibilidades em (66) e (67) estão "escritas" na sub-linguagem 

.[(2) de L n. Definindo a.gora a, suh-1inguga.gem _c(l) através ele J (l) = In , 
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J(l) = Jn e J{(l) = K n- 1 U {k2, ... , 1\ry.}, vemos que -.Vxl -.cpl , bem como o 

conjunto 

II = En- 1 U { CJ2 , ... , C! r} 

já pertence a Sente(!> . Empregando agora o Lema 4.3 .4 sobre a dedutibi

lidade (66) e (67) , obtemos as seguintes dedutibilidades e1n .cC1)., 

(68) 

sendo y u1na "nova:' variável, ou seja , a qual não aparece na prova de 

-.r.pl (x1/ Ck1 ) a partir de II. Como 

com 'Pl E Fmlc,_, vale sempre, temos 

At ravés do e1nprego de (V) sobre y obtemos 

Note que y é nova variável em r.p1, e então reconhecemos a identidade 

Te1nos assin1 

e con1 isto finahnente obte1nos de (V) 
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Esta dedutibilidade, junto com (68) 

mostra que II é contraditório em L.:(1
) . Note que a prova acin1a foi feita 

na linguagem Ln- 1 com as constantes adicionais Ck2 , •• , Ckr, e que c.p1 E 

Fmle,,_l ( {k2, ... ,kr}) · 

:rviostran1os assiln que, se I:n_1 U { O"IJ ... , aT} for contraditório então, 

~n-1 U {a2, ... , a7.} será cont raditório em Ln- 1( {k2, ... , kT} ). Logo, por ite

rações, pode1nos 1nostrar que I:n-l já era contraditório e1n Ln_1 , pelas 

observações acima. Esta contradição, junto com nossa hipótese de En._1 

ser nã.o-contraditório, prova. que I:n é não-contraditório. Concluímos que 

todos os I:n. são não-contraditórios. Afirman1os que então L:' = U L:n é 
nEN 

não-contraditório. 

De fato, a prova de u1na contradição a partir de E' é uma seqüência finita 

de fónnulas e tanto a linguagen1 L quanto o conjunto E' são construídos a 

partir de mna cadeia ascendente; por isso, existe n E N tal que esta prova 

já está na linguagem Ln e prové1n ele ~n- No entanto. isto é in1possível 

pela já sabida não-contraclitoriedade de En em Ln . 

• 
Passamos agora a provar, via Lema ele Zorn, a existência de um conjunto 

1naxin1al de sentenças não contraditório para, a seguir, construir o don1ínio 

que procuran1os. 

Teorema 4.3.6 Para cada conjunto não-contraditório ~ C SentL existe 

um sobr-econjunto maximal E* C Sente, de I: tal que I:* é não-contraditório. 

Ou seja, E c E* C SentL e, caso E* c E1 C Sente, e E1 é não contr-a

ditório, então I:* = L:1. 

Prova . Consideren1os o sistema 

M = {E1 c Sente, I E C E 1 I:1 é não-contraditório}, 
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parcialmente ordenado pela inclusão. 

Cmno :L E lvf , t emos que M não é vazio. Seja M' c l\11 um subsis

teina totahnente ordenado pela inclusão; então pela demonstração acilna, 

o conjunto 

é não-cont raditório, e portanto pertence a M; e é, evidente1nente, un1a 

cota superior para 1\lf' em l\lf . 

Com isto nós mostramos que o siste1na Jvf satisfaz as hipóteses do Lema 

de Zorn. Assim, existe um ele1nento n1axilnal 2::* em l\lf . Pela definição de 

J\1, 2:: c 2::* e 2::* é não-contraditório. 

• 
Aplicando agora o Teoren1a 4.3.6 ao conjunto L:' c Sente_, obtido no 

Teoren1a 4.3.5, obten10s un1 sobreconjunto 2::* c Sente' maximal c não

r.ontraditório de :L'. Para tal 2::* vale portanto: 

(I) :L* C Sente é nã-o-contraditório maximal 

(II) Para cada :3x cp E Sente existe un1 k E f{' com (69) 

(:3x <p ~ cp(x/ck)) E 2::* . 

iVIostramos a seguir que estas propriedades de 2::* nos levam canoni

r.aJnente a 11111 domínio e, na próxima seçã.o, :1.pós definirmos "validade", 

mostran1os que nele toda sentença a E L:* é válida. 

Para. a. construção deste d01nínio, consideramos iniciahnente o conjunto 

dos L'-termos constantes 

TC ={tE Tme I nenhun1a variável aparece em t}. (70) 

Em particular todo ck com k E K' pertence a TC. Definünos sobre TC 

a seguinte relação binária: se t1, t2 E TC então 

(71) 
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Con1 o emprego do axioma (h) e das regras (S) c (Tr) é fácil ver que 

::::::: é uma relaçã.o de equivalência. O don1ínio que procuramos é o conjunto 

de todas as classes de equivalência: 

A = TC/ ~. (72) 

Denotaremos as classes de equivalência por t, e portanto 

Finalmente, para podermos falar de ::validade': em tal donínio: pre

cisalnos dar interpretações para os sÍlnbolos ~Jj e Ck da linguagem L' 

• Para cada i E I definimos uma À(i)-ária relação 9'\i no don1ínio A, por 

para t1 , ... , tn fixados. 

Afinnamos que esta definição independe dos representantes das classes: 

ou seJa, se 

então 

De fato, por silnetria basta provar u1na direção. Suponhamos então que 

Pela definição da relação ~ , ternos que I;* ~ (tv ...:... t~) para todo 1 < u < 
À( i) . Cmn isto: a prova que obte1nos, a partir de I;*, 
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pode ser continuada da seguinte forma: 

(. .. ; ~(tb .. . , t>.(i)): ~(ti , ··· ; t>.(i)) --7 ~(t~, ... , t)..(i)) , ~(t~ , ... , t>.(i)), 

.. . , ~(t~, "') t~(i) )), 

onde utilizamos intercaladamente a regra(~) e (:NIP ). Portanto, 
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• Para cada j E J definin10s un1a J.L(j)-ária função fj sobre o dornínio A 

da seguinte forma: dadas as classes t 1, . .. , tf.L(J) > 

(75) 

A independência da escolha das classses nesta definição, pode ser obtida 

da mes1na 1naneira que acilna, só que desta vez usando as regras (fj) e (Tr): 

juntan1ente con1 a definição de equivalência de tennos, n1ostrando con1 isso 

que 

• Por fin1, pR.ra cR.da k E J( nós definünos 

Ck como a interpretação de ck c1n TC / ~ . (76) 

Nosso objetivo, a partir daqui, é n1ostrar que, con1 estas interpretações, 

todas as sentenças CJ E B* (e apenas estas) valem no d01nínio A. Tvias isto só 

ficará definitiva1nente esclarecido depois que apresentarmos o conceito de 

vR.lidade, o que fR.:0e1nos na próxima seção. Encerran1os estR. seçã.o provR.ndo 

mais dois resultados técnicos que nos ajudarão a atingir este objetivo. 

D efinição 4.3 . 7 Um conjunto de L -sentenças B não-contraditório é dito 

dedutivamente fechado se, para cada a E Sente se "E r- a então a E B. 

Lema 4.3 .8 Todo con,junto não-contraditório maximal de sentenças B* é 

dedutivamente fechado. 
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Prova. Por ser E* não-contraditório 1naxin1al, basta provar que ~* U {a:} 

é não-contraditório, se E* f- a:. Isto poré1n é cl aro: se E* u {a:} fosse 

contraditório , en1 particular teríamos 

~* u { 0:} f- • O:, 

o que, pelo Teorema 4.2.10, nos levaria a 

Pela tautologia 

teríamos finaln1ente 

~* f- •O:, 

e portanto E* seria contraditório, absurdo. 

• 
Teorema 4.3.9 Se um conjunto E* c Sente/ tem as propriedades (I) e 

(II) de {69) então, para todos o:, {3, \/x <p E Sente 

(a) •a: E ~* se e só se a: ~ ~* 

(b) (a: 1\ {3) E E* se e só se (a E~* e {3 E ~*) . 

(c) V x <p E ~* se e só se <p(x/t) E E* para todo tE TC, 

onde TC é o conjunto dos termos constantes de L'. 

Prova . (a) Como ~* é não-contraditório, não pode ocorrer de an1bos a: e 

•a: pertencere1n a E*. Falta provar que •a: E E* , caso a: tj. E*. De a: tj. E* 

obte1nos in1ediatamente do Len1a 4.3.8 que ~* J.L o:. Daqui, segue co1n o 

Le1na 4.3.3, que E* U { •a} é não contraditório. Porén1 E* é n1axüual não 

contraditório, donde segue que ~* U { •a} = E*, ou seja, •O: E E*. 

(b) De (a: 1\ {3) E E* segue triviah11ente que E* 1- (a: 1\ {3) e por isto, com 

o uso das regras (/\B1) e (/\B2) , então E* f- a e E* f- {3 . Pelo Lema 4.3.8, 

a: E E* e {3 E E*. A recíproca 1nostra-se con1 a regra ( 1\). 
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(c) Se Vx <p E ~* , então segue~*~ \fx <p e com a regra (VB) obtemos 

E* 1- <p(xjt), caso t E TC. (Observe que ca.da. termo constante é livre de 

qualquer variável e1n <p) . Com o Lema 4.3.8 obtemos novamente <p(xjt) E 

~*. Fa.lta então 1nostra.r a recíproca.. 

Suponhamos que Vx <p não está e1n ~* . Então, por (a), 

-Nx <p E~* . 

Agora queren1os concluir que ::Jx •<p E ~*. Com a tautologia ( ••<p ~ <p) 

obtemos que ~* ~ ( ••<p ~ <p) . 

Daí segue do Lema 4.2.9 que~* U { ••<p} ~ <p e novamente pelas partes 

(a) e (b) do mesmo lema, 

E* U {Vx • • <p} ~ Vx <p. 

A hipótese Vx <p E Sente' implica que Vx ••<p també1n é u1na sentença. 

Assin1 , segue do Teoren1a da Dedução (Teore1na 4.2.10) 

I;* ~ (Vx • • <p ~ Vx <p) . 

Com (CP) obtemos 

c por -,\fx <p E I;* finalmente ::Jx •<p E I;*. Pela propriedade (II) para pelo 

menos um t E TC vale 

I;* ~ (::Jx •<p ~ •<p(x/t)) . 

Assiln, concluín10s que •<p(x/t) E E* para algum t E TC. Então pela 

propriedade (I) não pode valer <p(xjt) E E*. 

• 
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4.4 Semântica d a lógica de prime ira ordem 

Nesta seção falare1nos da parte se1nântica de un1a linguage1n fonnal de 

primeira ordem L , ou seja, da teoria do significado e da validade. Vamos 

aqui definir validade de uma L-fórn1ula em un1 certo domínio (que será 

chamado de L-estrutura) , e van1os tan1bén1 estabelecer quando é que un1a 

L-estrutura pode ser considerada um "modelo': para um dado "sistema de 

axiomas'' . 

Definiçã o 4.4.1 Fixada uma linguagem L = (),, p, , K) , uma L -estrutura 

Ql fica determinada pelos seguintes dados: 

- um con:funto não vazio, chamado dom.ínio de Ql, que denotaremos por 

l2t l ou, às vezes, sim,plesmente por A; 

- um,a. relação .\(i) ária sobre A , para cada i E J, e que denotamos por 

R~ 

- um.a .função f-J,(j) -ária. sobre A: para cada j E J , e que denotamos por 

f~· J / 

- um elemento .fixado de A, para cada k E J{, e que denotarrws por c~ . 

Resumimos todos estes dados escrevendo 

Chamamos tais r-elações, funções e elementos, de interpretações das relações, 

funções e constantes da linguagem L na L -estr-utura 2L 

Exen1plo 4 .4.2 Para as linguagens que enunciamos no Exemplo 4.1 .4 

temos, por· exemplo, as seguintes estruturas: 

1) Uma estrutura para grupos abelianos totalmente ordena

dos: 

Temos aqui os símbolos <,+ e O a serem interpretados. Dado um con

junto A não vazio, temos uma estrutura 
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para grupos abelianos totalmente ordenados. Om·itiremos índices superiores 

quando for conveniente, escrevendo apenas 

2L =(A;<;+;O) 

2) Uma estrutura para anéis e corpos: 

Aqui temos dois símbolos funcionais. · e +, e dois símbolos constantes, 

O e 1, a ser-em interpretados. Novamente, se A é não vazio, temos uma 

estr-utur-a 

ou, quando não houver ambigüidade, 

2t = (A;+:· ; O, 1). 

3) Uma estrutura para corpos valorizados: 

Interprei;amos aqui todos os símbolos da linguagern de coTpos e um 

símbolo rela.r;iorwl adicional V, obtendo a estrutura: 

ou simplesrr~ente 

Salientamos tan1bé1n que, sendo L uma linguagem de primeira ordem, 

só poden1os utilizar os quantificadores Vu. e 3v sobre os domínios de L

estruturas. 

Definição 4.4.3 Definimos ·uma avaliação de variáveis em 2t como um,a 

aplicação 

h : Vbl ---t l2tl . 

Dados ·urna avaliação em 2( e a E l2tl: podemos definir outra avaliação 
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por: 

h(x, a)(v ) = { h( v), para v i= x 
a, para v = x 

para cada x E Vbl. 

Note que as avaliações h e h(x, a) coincidem en1 todas as variáveis dife

rentes de x . E, evidentemente, 

h(x, h(x)) = h. 

Definição 4 .4.4 O valor de um termo {interpretado) t pela avaliação h 

em 2l, denotado por t21 [h], é definido por recursão sobre a constr'ução de 

termos: 

v21 [h] := h(v) 

2{ ( / ] 2( ck ~ := ck 

fi(tl , ... , tll(j) )21 [h] := f}1(ti1[h] ... , t~(j)[h]). 

Note que de fato , cmn isto, alé1n de determinarmos o valor dos tennos 

n1ais sin1ples, as variáveis e constantes, o valor de cada tenn o fica estipu

lado. 

Para expressannos a validade de u1na fórmula (interpretada) cp por uma 

avaliação h e1n uma .C-estrutura 2l fftzemos uso do sÍlnbolo ::f=", escrevendo 

2t F= cp[h] 

(leia-se "em 2l vale cp por h") ou 

2l ~ cp[h] 

p ara o caso contrário. 

D efinição 4.4.5 Dadas uma .C-estutura 2l e um,a avaliação h de 2l, se 
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t1, ... , t>.(i) E Tm.c e cp, 'ljJ E Fml.c, temos: 

(1) 2l F (t1 · t2)[h] se e só se 

(2) 2l F ~(t1 , ... , t>.(i) )[h] se e só se 

(3) 2l I= •r.p[h] se e só se 

(4) Qt F(r.pA'l/;)(h] seesóse 

(5) 2l F \lx cp[h] se e só se 

tT r h 1 = t~ r h 1 

R~(t~[h], ... , t~(i)[h]) 
2{ ~ cp[h] 

(2tF<p[~ e Qt F'lfJ[~) 
2l F cp[h(x,a)], 

para todo a E l2tl 
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Observamos que, no último caso, temos uma variável x limitada pelo 

quantificador \lx, e pela definição dada, a fónnula à esquerda vale se pu

dermos verificar a validade de todas as fórmulas cp[h(x, a)] obtidas pela 

substituição de x por qualquer elen1ento do don1ínio da estrutura na fón11ula 

cp [h]. (Salientamos que neste caso e nos outros acüna a definição ele vali

dade coincide reahnente com nossa int uição.) 

Obtemos imediatamente, da definição acima e das definições de A,-----+, f--7 

e 3: 

(6) 2t F (r.p v 7j;)[h) 

(7) 21 F ( cp ---7 'l/J) [h] 

(8) m F ( cp f--7 'ljJ) [h] 

(9) 2t F 3x cp[h] 

/ se e so se 
/ se e so se 
/ se e so se 
/ se e so se 

(21 F r.p[h] ou 21 F 'lj;{h]) 

(21 F r.p[h) implica 21 F '1/J [h]) 

(21 F r.p(h] / 

21 F 'l/J[h]) se e so se 

existe a E 1211 tal que 21 F cp[h(x, a)] 

Aqui os termos ::ou", ::ünp1ica", "se e só se'' e "existe un1 a" , são 

utilizados cmn o sentido n1ate1nático usual, que, por sua vez, coincide con1 

o sentido clado pela Lógica, ou seja, o "ou" ni-l,o é exclusivo, e un1a afirnlRÇào 

in1plica outra, caso a hipótese seja falsa, ou caso a hipótese seja verdadeira 

e a conclusão também verdadeira. 

Apresentan1os agora um exe1nplo para n1otivar o próxin1o resultado. 

Exemplo 4.4.6 Considere, na linguagem dos grupos abelianos totalmente 

ordenados, a estrutura 2l = (Z; <21
; +21

; 021
) dos números inteiros. Apli

camos a definição de validade por uma avaliação h sobre a fórmula 
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e obtemos : 

2t I= 3vo (O< vo 1\ vo < vl)[h] se e só se ex·iste um a E Z tal que 

se e só se 

2( F ( 0 < Vo 1\ V o < V1) [h ( VO, a)) 

existe um a E Z tal que 

(021 <21 a e a <21 h(v1)). 

Este exemplo 1nostra que a definição de validade se comporta como 

gostaríamos e, n1ais ainda, nos indica que, para a relação I=, precisamos 

apenas do efeito de h sobre as variáveis hvres de uma fórmula <p para 

determinar se ela é válida ou não. 1/Iais precisamente: 

Lema 4.4. 7 Sejam h e h' avaliações na L-estrutura 2t. Então vale: 

(a) h e h' coincidem nas variáveis que aparecem. no L-termo t, então 

t21 [h] = t21 [h'] 
(b) h e h' coincidem nas variáveis livres da L-fórmula <p, então vale: 

2t I= cp(h] se e só se 2t I= cp[h' ]. 

Prova. (a) A prova é por indução sobre a construção dos tennos a partir 

das seguintes observações: 

v21 [h') = h'(v) = h( v) = v21 [h] 

c~ [h'] = c~ = ck1 [h] 

f j(tl , ... , ttt(j))
21 [h'] = .tJ(ti1(h'L .... t~(j)[h']) 

= .tJ(ti1[hL ... , t~(j)[h]) = .tj(t1; ... , t,_t(j)) 21 [h]. 
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(b) A prova é por indução sobre a construção das fónnulas , utilizando 
também o item (a) . 

2{ I= (tl . t2)[h'] {::} tT [h'J = t~ [h'J 

~ tT [hJ = t~ [h] 
{::} 2l I= ( tl . t2) [h]. 

2l I= Ri ( t1, ... ) [h'] {::} Rr(t~ [h'], ... ) 

~ Rr(t~[h], ... ) 
{::} 2lf= R1(t1, ... )[h]. 

2l I= -,cp(h'] {::} 2l Jé cp[h'] 
Hip. Ind. 

{::} 2l Jé cp[h] 
{::} 2l I= -,cp[h] . 

2l I= ( <p 1\ 7/J) [h'] {::} (2l I= cp[h' ] e 2l I= 7/J[h']) 
H ip. I nd. 

{::} (2l I= cp[h] e 2l I= 7/J [h]) 
{::} 2l l= (cp/\ ~) [h] . 

2l I= Vx cp[h'] {::} 2ll= cp [h'( x, a)) para todo a E A 
Hip. Ind. 

{::} 2ll= cp [h( x,a)] para todo aEA 
{::} 2l I= Vx cp[h] . 

Observe qne, por hipótese, as avaliações h'(x , a) c h(x, a) alteram igual

lnente as variáveis livres de cp. 

• 
Em particular observamos que, pelo lema acima, a validade de uma sen

tença o: (fórnmla que não possui variáveis livres) por h em 2l não depende 

da avaliação h em 2l considerada. Isto quer dizer que 

2ll= o:[h] se e só se 2l I= o:[h') 
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para toda a: E S ent.c e todas as avaliações h e h' em QL 

Definünos ::t seguir v::tlid::tde univers::tl de mna fórmul::t c.p em uma L

estrutura Ql . 

D efinição 4.4.8 Dizemos que uma L-fórmula c.p vale universalmente em 

Ql, e escrevemos 

2l F c.p, 

qv,ando, para toda avaliação h nesta, vale 

21 F cp[hJ. 

Salientamos a seguinte equivalência: 

21 F cp se e só se Ql F \:/ <p: (77) 

onde \/cp está no lugar de \/x1: ... : Xn cp, com Fr(cp) C {x1 , ... , Xn} (veja 

Notação 4.1.12). De f::tto, v::tle 

pms 

Ql F c.p se e só se Ql F \/x 'P: 

Ql F <p se e só se 21 F cp[h) para toda a valiacão h 

se e só se Q! F cp[h(x, a)) para toda h e todo a E J2lJ 
se e só se Ql F \/x cp(h] para toda h 

se e só se Ql F \:/ x cp 

Daí, para obter-se (77): basta fa.zennos uso da equivalência acin1a n 

vezes. 

Uma vez estabelecido o conceito de validade, estamos em condições ele 

definir o que é afinal urn n1odelo e responder a questão da seção anterior , 

ou seja: o que deve ocorrer para que se tenha ~ J.L cp . 

D efinição 4 .4.9 Dado um conjunto ~ c Sent.c, um modelo de~ é uma 
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.C-estrutura 2t na qual valem todas as sentenças de I:, ou seJa, 

2t f= C5, para toda C5 E I;. 

Também escreveremos 

2l f=E 

para representar este jato. 

Teorema 4.4.10 (Teorema da Completude de Gõdel) Sejam 

E C Sente e <p E Sente_ . 

Se 

então existe um ((contra-exemplo", ou seja, existe uma .C-estrutura 2l que 

é u.m modelo de E, no qual não vale <p, o que pela Definição 4.4.5, é 

equivalente a 2l ser um modelo de E U { •<p} . 

Prova . Se E é contraditório então o resultado vale por vacuidade, pela 

Observação 4.3 .2. 

Suponha1nos então que I; é não-contraditório. Cmno 

ten1os, pelo Le111a 4.3.3, o conjunto E 1 = E U { •<p} é não-contraditório . 

Assjn1, basta mostrar que cada conjunto I; c Sente não-contraditório 

possui um modelo. 

Empregamos sobre tal conjunto o Teorema 4.3.5 e o Teorema 4.3.6, 

obtendo uma sobre-linguagem .C' de L = (I, J, J() c um conjunto maximal 

não contraditório I;* c S entL' com as propriedades (I) e (II) (veja (69). 

Seja 

A= TC/ ~ 

o conjunto das classes de equivalência dos termos constantes da linguagem 

L 1 construído na seção anterior. Sejan1 9'\i (para i E J) , fj (para j E J ) e 
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Ck (para k E J{') , definidos con1o as interpretações dos sín1bolos relacionais 

Ri, funcionais fi e constantes ck, respectivamente, no conjunto A (veja 

(74),(75) e (76)): 
m- R21 f jl2! - l2! 
:.1\i = i , j = j , ck = ck . 

Assin1, 

é uma ..C'-estrutura. Queremos mostrar que Q( é um modelo para L:*. 

Afirn1aU10S inicialmente que, para cada avaliação h de m, para todo 

tE TC 

(78) 

A prova é por indução sobre a construção de um termo constante. A 

base de indução é clara, pois neste caso t emos obviamente c~ = ck, para 

todo k E J{'. Para o passo de indução temos: 

hip.indução 

(75) 

JJ(t~ [h], ... , t~(j)[h]) 

fJ (tl, o o o: t;(j) ) 

j j(t1; ···: tf.t(j))· 

Afirn1amos tambén1 que, para cada <.p E Sentr_' e cada avaliação h em 

Q(: vale 

2t f= rp[h] se e só se <.p E L:* (79) 

o que nos 1nostra, em particular, que 2í é um modelo para L:* . Esta 

equivalência é ta1nbén1 provada por indução sobre a construção de <p, mais 

precisamente, sobre o nún1ero de símbolos lógicos • , A e V utilizados na 

construção de <.p . 

Se este nú1nero que nún1ero é O, então t en1os que <.p é urna fónnula 

atôn1ica, ou seja, é da forn1a t 1 · t 2 ou da forma ~(t1, ... , t;..(i))· 



4.4 Semântic8. da lógica de primeirR ordem 

No primeiro caso temos 

2L F (t1 · t2)[h) oer.~5< 1) tr (h) = t~1 (h) 
(78) 
{::::> tl = t2 
(74) 
{::::> E* ~ (t1 . t2) 

Lema4.3.8 
{:::> (t1 . t2) E E* 

e, no segundo caso, 

01 I- D _ ( ) [h) Def.4.1.5(2) R2l ( 21 [ ) 21 ( ) ) :.a r H i t1 , ... , t:>..(i) {:::> i t1 h , .. . , t:>..(i) h 
(78) 
{::::> 91i(tl, ... , t;>..(i) ) 
(74) 
{::::> E* ~ ~(t1, ... , t:>..(i)) 

Lema 4.3.8 D -( ) " . 
{:::> .l'-i t1 , ... , t:>..(i) E L/" . 
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Suponhamos agora que c.p é da forma. • a , onde a é uma sentença; então 

2l F •a[h) Def.~5(3) 2l ~ a[h] 

hi~1d. a rt E* 
Teorema 4.3.9{a) 

{:::> • a E E*. 

E , se <p é da fonna (a 1\ /3), onde a c /3 são tan1bém sentenças; então 

2l F (a A !3) [h] 
Def.4.4.5( 4) 

{:::> 

hip.ind. 
{:::> 

Teorema tl.3.9(b) 
{::} 

(2l F a[h] e 2l F /3[h]) 

(a E ~* e /3 E E*) 

(a A /3) E E* . 

Resta-nos mostrar (79) no caso em que c.p é da forma \:lx 'lj; . Para tal, 

van1os precisar do seguinte resultado a ser provado logo depois 

Lema 4 .4.11 Sejam c.p uma L-fórmv,la. e t um L-termo livre de x em c.p . 

Então, para toda avaliação h em uma L-estrutura 2L com a= t 21 [h]: 

2l F c.p[h(x, a)] se e só se 2l F c.p(x/t)[h] 
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Cmnpletando então a prova do Teore1na de Godel: se a sentença <p é 

da forma V x 'lj; , então F r ( 1/J) C { x}; daí: para todo t E TC, evidente

mente 1/J(xjt) é novan1ente uma sentença, envolvendo em sua construção 

u1n nú1nero menor de símbolos lógicos do que Vx 'lj; . 

Obtemos, por indução: 

2l p Vx 'lf;[h] 
Dcf.4.4 .5(5) 

Ç} 2l p 'lf;[h(x, a)] para todo a E A= TC/ ~ 
Ç} 2l P= 'lj; [h( x, t)] para todo tE TC. 

Lema 4.4.11 
2l F 'lf;(xjt) [h] para todo t ETC Ç} 

(78) 
hip.ind. 
~ 'lj;(xjt) E I:* para todo tE TC 

Teorema. 4.3.9(c) 
Ç} Vx 'lj; E I:* 

Obtemos assim que, nesta .C'-estrutura Qt vale cp E I:*, para toda .C'

sentença cp que satisfaz Qt F cp[h), para toda avaliação h . Con1 isto é claro 

que na .C-estrutura 

vale toda .C-sentença <p E ~- Assim ~ possui um 1nodelo. 

• 
Da den1onstração acilna obten1os: 

Corolário 4 .4.12 Todo I; não-contraditório admite um modelo. 

Prova. [Prova do Le1na 4.4.1 1] Iniciahnentc observamos que, para todo 

tern1o t1 , é possível mostrar por indução sobre sua construção que, cmno 

a= t21 [h], 
(80) 

Agora provan10s a eqlüvalência afinnada para a fórn1ula <p através de 

indução sobre a. sua construção. 

- Se cp for mna fónnula atôn1ica do tipo t1 · t2 então 

2{ F (t1 · t2)[h(x,a) ] Ç} 

(80) 
{:::? 

t~[h(x , a)] = t~[h(x, a)] 

t1(xjt)21 [h] = t2(xjt) 21 [h] 

Ç} 21 F ( t 1 . t2) (X I t) [h), 
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onde (t1 · t2)(xjt)[h] é idêntica a t1(xjt) · t2(xjt). 

- A out ra fórmula atô1njca é tratada de maneira análoga. 

- Os casos em que cp é da forma • a ou (a 1\ {3) seguem da validade para 

a e {3 desta forma de escrita. 

- Falta-nos abordar o caso em que cp é ela forma Vy '1/J . Aqui distinguimos 

dois casos. 

Caso 1 : Se x = y ou x rt. Fr('lj.;) . 

Sob esta hipótese vale que x rt. Fr(Vy '1/J) . Disto e do Lema 4.4.7(b) 

temos 

2l F Vy '1/J[h(x, a) ] <=> 2l F Vy '1/J[h] 

Esta poré1n é a afirn1ação, pojs neste caso (Vy '1/J)(xjt) = Vy 'ljJ (veja 

Definição 4.1.9). 

C as o 2 : Se x =I y e x E F r ( 'ljJ) . 

Con1o, por hipótese, t é livre de x em Vy '1/J, neste caso y não pode 

aparecer em t, pois caso contrário, ao substituir x por t teríamos que a 

variável y cairia no alcance de Vy (veja Definição 4.1.10). Con1 o Len1a 

4.4. 7 segue que, para cada a' E 12ll, 

Definindo h' = h(y, a'), te1nos, considerando a avaliação h( x, a): a = 
t 21 [h'] e 

2l F Vy '1/J[h(x, a)] 2l F '1/J[h(x, a)(y , a') ] para todo a' E 12ll 
Lem!i.4·

7 2l F 'lj;[h' (x; a) ] para todo a' E J2l1 
<=> 2l F 'ljJ [h' ( x; t 21 [h'])] para todo a' E 12l1 

Hi~ld. 2l F 'lj;(xjt)[h'] para todo a' E 12ll 
<=:> 2l F '1/J (xjt)[h(y , a' )] para todo a' E 12ll 
<=> 2l f= Vy '1/J(x jt) [h]. 

• 
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O próxilno teorema nos garante a coerência do conceito de prova: ele nos 

diz que toda. sentença que pode ser deduzida de mn conjunto de sentença..c:; 

E tan1bé1n é válida e1n todo modelo de E. 

Teorema 4.4.13 Sejam E c Sente e cp E Sente com E 1- cp. Então cp 

vale em cada modelo de E. 

Prova. Sejam QL um 1nodelo de E e ( cp1 , .. . , t.pn) uma prova de cp a partir de 

E. Mostraremos que QL I= cp por indução sobre n. Con1 isto, em particular, 

fica provado o teore1na. 

Para n = 1 temos que cp 1 E E ou é um axion1a lógico. 

- No prüneiro caso , temos automaticamente que cp1 vale em QL. 

- Se cp1 é uma tautologia obtid::t, digamos, de uma tautologia lógica q? 

com variáveis predicativas Ao, ... , Am pela substituição de Ai por uma .L

fónnula '1/Ji para O <i < m (veja Definição 4.2.4) então, para toda avaliação 

lógica B, temos que B(<D) =V (veja Definição 4.2.3). 

Dada uma avaliação h da linguagem .C, definin1os a avaliação lógica 

B h por 

para cada forma predicativa A, onde '1/J é a .L-fónnula que corresponde a 

A. Con10 ÇP é un1a tautologia, ten10s que, en1 particular, 

para toda avaliação h, e portanto, 

para toda avaliação h. Assün te1nos, pela De-finição 4.4.8. qne 

QL I= t.pl. 

- O caso de cp1 ser um axioma de identidade lógica segue de 1naneira 

análoga. 
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- Resta-nos o caso em que rp1 é un1 axiorna de quantificador: 

- Se rp1 é da forma (A2) (veja Axioma 4.2.5), digamos, 

't/x (a -t {3) -t (a -t 't/x {3), 

onde x tfi Fr(o:), pelo emprego da definição de validade falta provar que 

para cada h, a hipótese 

21 I= (a -t f3)[h(x 1 a)) para todo a E 1211 

implica: 

caso 21 I= a[h] então 21 I= f3[h(x, a)] para todo a E 121 1. 

Seja então a E 1211 e suponha1nos que 21 I= a[h]. Como x tfi F r( a) 

temos, pelo Lema 4.4. 7 primeiramente 

2l I= o: [h(x, a)], 

para todo a E 1211. Pela hipótese, obten1os portanto 

2l I= !3[h(x, a)), 

para todo a E 1211, o que querían1os provar . 

- Se rp1 é da fonna (Al ) (veja Axioma 4.2.5) , digamos, 

't/x a -t o:(x/t) : 

sendo t livre de x en1 a, então, para cada avaliação h queremos provar que 

a hipótes8 

21 I= o:[h(x, a)] para todo a E A 

ilnplica 

21 I= a(x jt)[h], 
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que, por sua vez, pelo Len1a 4.4.11, é equivalente a 

2l I= a[h(x, a)], 

con1 a= t21 [h]. Mas isto , no entanto, é un1 caso especial da hipótese. C01n 

isto encerramos a demonstração do caso n = 1. 

Suponhamos agora que, para todo i< n, já tenhamos provado que 

Q( I= 'Pi · 

Queremos então provar que 

Q( F 'Pn · 

- Se 'Pn é um axioma lógico ou está em ~' então obte1nos 2l I= 'Pn pela 

base de indução. 

- Se 'Pn foi obtida por (:tv1P), então existem i, j < n tais que 'Pi é da 

forma 

( <fJi --7 'Pn ) · 

Para cada avahação h temos portanto 

21 1= (<pi -t 'Pn)[h] e 2l I= tpi[h]. 

Disto segue naturalmente que 

- Finalmente, se 'Pn é obtida pela aplicação da regra lógica (V), então 

existem i < n e uma variável x tais que 'Pn é da forma 

lVIas vimos, logo após a. Definição 4.4.8, qne 

21 I= 'Pi 
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é equivalente a 

ou seja, 

2( F <fJn· 

• 
C01nplementamos o Corolário 4.4.12 provando sua recíproca: 

Corolário 4 .4.14 Um conjunto í: c S ente é não-contraditório se e só se 

ele possui um modelo. 

Prova . Se í: é não-contraditório, então, pelo Corolário 4.4.12, í: possui 

um 1nodelo . Reciprocan1ente, se :E possui um 1nodelo, então pelo Teoren1a 

4.4.13 não poden1os deduzir nehu1na contradição de í: . De fato, se t al fosse 

possível, pela Definição 4.3.1 terían1os í: I- ( •a 1\ a), 1nas então o Teoren1a 

4.4.13 in1plicaria a validade da sentença ( • a 1\ a) no tal 1nodelo, o que é 

u1na contrR.clição, pois elR. sempre t01na o valor F (falso) por uma avaliação 

lógica. 

• 
O corolário acin1a. reúne os importantes Teoren1as 4.4.10 e 4.4.13. Ele é 

un1 dos mais fundamentais teoremas da Teoria dos lVIodelos. 

Encerra1n os esta seção enunciando un1 resultado que pode ser provado 

com o Teorema de Godel: 

Teorema 4 .4.15 Um conjunto í: c S ente possui um modelo se todo sub

conjunto finito I1 de í: possui um modelo. 

Prova . Suponha que :E não possui nenhum n1odelo. Entã.o, pelo Corolário 

4.4.14, í: é contraditório. Portanto pela Observaçã.o 4.3.2 conseguimos, a 

partir de í:, provar uma contradição. E1n tal prova faze1n os uso de apenas 

um nínnero finito de ele1nentos de Í:: pois toda prova tem um nínnero finito 

de passos. Então existe um subconjunto finito I1 de í: que é contraditório. 

Nova1nente, pelo Corolário 4.4.14, I1 não possui nenhun1 1nodelo. 



4.5 Axioma.tizRndo uma. Teoria lv'Iatem ática 191 

• 
Observe que a prova do teorema acima depende do fato crucial de nos

sas provas terem um nún1ero finito de passos. Vemos também que ele foi 

provado cmn uso do Teorema da Completude de Godel, sendo este último 

de caráter purarnente lógico. No entanto é possível dar uma prova usando 

somente conceitos da Teoria dos :tv1odelos, mais precisamente, usando os 

conceitos de "linguagem formal", "modelo" e "Ultraprodutos". Faremos 

isto na seção 4.11. No entanto, o apresentamos aqui porque também uti

lizarernos este resultado na Seção 4.9 (veja Corolário 4.9.11) e na Seção 

4.10 (veja Lema 4.10.5). 

4.5 Axiomatizando uma Teoria Matemática 

Introdu7.in1os nesta seção os c:onceitos de classe de n1odelos e de teoria que 

serão importantes para o estudo que segue. 

D efinição 4.5.1 Sejam ..C = (,-\ f-L~ f{) uma linguagem formal e seja !VI 

uma classe não vazia de .C-estruturas. A .C-teoria de iVI é o confnnto 

The(!VI) := {a E Sente I 2t F a para toda 2t E j\.1}. 

Quando estiver claro em qual linguagen1 trabalhamos usaremos apenas 

Th(J\1), e se 1\!/ é mn r.onjnnto unitário (por exemplo, l\1 = {2!.}), então 

denotamos The( {2!.}) simplesmente por The(2t) ou Th(2t) . Assim, 

The(2t) = {a E Sente I 2t F a}. 

Observamos que The(J\1) é sernpre não vazio pois sen1pre vale 

2t F (x · x) 

para qualquer .C-estrutura 2!.. 
Evidente1nente, cada Q{ E NI é um n1odelo de The(NI). 
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O conjunto T ht:_(lVf) possui duas propriedades importantes: 

(A) Tht:_ (l\;J) é não-contraditório. 

(B) Tht:_(M) é dedutivamente fechado. 
(81) 

A propriedade (A) segue do Corolário 4.4.14. 

I\!lostren1os então a propriedade (B). Suponhamos que a E Sente e que 

The( M) 1- a. Como cada 2l E Jvf é um modelo de The(M) , temos, pelo 

Teorema 4.4.13, que cada 2l E !VI é, e1n particular, u1n 1nodelo de {a} . 

Assim, pela definição de Tht:_ (l\;J), 

a E The(JVI), 

e portanto, pela Definição 4.3 .7, The(lVI) é dedutivamente fechado. 

A seguir, generalizan1os a definição acin1a: 

Definição 4.5.2 Dizemos que um conjunto T c S ente é uma L -teoria, 

caso T satisfaça: 

• T é não contraditório. 

• T é dedutivamente fechado. 

Uma classe de L-sentenças T, em particular uma L-teoria, determina 

uma classe de L-estruturas, chamada a classe dos modelos de T : 

1\;J ode(T) = {2l I 2l é um,a L -estrutura e 2l f= T }. 

Cmno consequência do Teorema da Completude de Godel (Teorema 

4.4.10) , t emos: 

Corolário 4.5.3 Dada uma L-teoria T C S entt:_ , tem-se 

T = T ht:_(Modt:_(T)). 

Prova. Da Definição 4.5 .1 , segue que T c Tht:_(IV!ode(T) ), pois se a E T 

obvian1ente a vale en1 todos os modelos de T, e portanto a E Tht:_(l\1 odt:_(T)). 
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Reciprocamente, se a E Thr_( JVlodr_(T)) então 

para toda .C-estrutura 2l para a qual2l f= T (veja Definição 4.4.9). Ou seja, 

a vale em todos os modelos de T. Portanto, pelo Teorema da Completude 

de Godel (Teorema 4.4.10) , segue que 

T f- a. 

Por ser T dedutivamente fechado, temos então 

a E T, 

e con1 isto concluín1os: 

T = Thr_(lVI odr_(T)). 

• 
Obser va çã o 4 .5 .4 Salientamos que não vale necessariamente 

1\1! odr_(Thr_(lv!)) = J\1, 

onde M é um,a classe qualquer de estruturas. De jato, se Nf for unitário, 

digamos, NI = {2lL então teremos em l\Jod.c(Thr_(l\1!)) todas as .C-estrutu

ras elementarmente equivalentes a 2l, conceito que será introdttzido na 

próxima seção. Mas se 12ll for infinito, temos mais do que uma destas 

estruturas, corno tarnbém veremos na seção seguinte. 

Definição 4. 5.5 Dado v,m, con:funto de sentenças ~ c Sentr_; denota

mos por Dedr_ (~) o conjunto das .C-sentenças que podem ser deduzidas 

{provadas) a partir de ~ . Ou seja: 

Dedr_(~) = {a E S entr_ I ~ f- a} 
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Note que se {a1, ... ,an} ~a com a1, ... ,an E Ded.cCE) então, por 

definição, conseguimos também u1na prova de a a partir de E , e por

tanto a E Dedc(E). Assim, Dedc(E) é dedutivarn ente fechado e portanto 

tern chances de se tornar uma teoria: basta que seja ta1nbém um conjunto 

não contraditório. Isto nos leva à seguinte 

Definição 4.5 .6 Um sistema de axiornas para uma .L-teoria T é um con

junto E C S ent c que satisfaz 

T = Ded.c(E). 

Pelo Teorema 4.4.13 vemos que se E é um sistema de axiomas para un1a 

teoria T e a E Ded.c(E) = T então a vale en1 todo rnodelo de E. Logo 

todo rnodelo de E é tarnbém modelo de T: 

Dedc(E) = T ==> l\1 odc(E) c l\1 od.c(T) 

A inclusão contrária é a1nparada pelo Teore1na 4.4.13, e portanto 

Dedc(E) = T ==> J\1 odc(E) = NI odc(T) 

O caso n1ais interessante de axion1atização de uma .L-teoria Thc(J\!1) (isto 

é, a busca por urn sistema de axion1as para ela) acontece quando M tem 

apenas un1 ele1nento. De fato , note que, neste caso, o conjunto 

Thc(2J.) = {a: E Sent.c I 2J. F a:} 

tem a seguinte propriedade: para cada a: E Sent.c, tem-se 

ou 21. F a ou 21. F -.a:, 

ou a E Th.c(21) ou -.a E Th.c(2l). 
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No entanto, se lVJ não é unitário, então não poden1os afirn1ar que, para 

cada a E Sent.c, tem-se 

ou a E Th.c(M) ou • a E Th.c( JVI) . 

Ex emplo 4.5 .7 Na linguagem de anéis (veja Exemplo 4.1.4) considere as 

.C-estruturas Z e Q, onde I Z l = Z e I Ql = Q. Vemos que se tomamos 

lVI = { Z, Q} então para a sentença a : 

'v'x( •x · O ---7 :3y xy · 1) . 

temos que, 

a~ Th.c(IVI) e •a ~ Th.c( i\11). 

Este fat o nos sugere a seguinte 

D efinição 4.5.8 Dizemos que uma teoria T é completa se, para cada a E 

S ent.c , tem-se 

ou a E T ou • a: E T. 

Com esta definição vemos que dada u1na .C-estrutura 2l, a teoria Th.c(21.) 

é sempre cmnpleta. 

Obvia1nente, se ~ é um sistema de axiomas para u1na teoria completa 

T , então L; satisfaz 

para cada a E S ent .c. 

Isto nos leva à seguinte definiçã.o 1nais geral: 

D efinição 4 .5.9 Dizemos que E E S ent.c é ttm sistema de axiomas comple

to, se, para cada a E S ent.c , tem-se 

ou ~ ~ a ou E ~ •a. (82) 

Salientamos que, se E é um sisterna de aximnas para uma teoria T, isto 

é, T = D ed.c (E) , então T é uma teoria. con1pleta se, e somente se, L; é urn 

sistema de axiomas completo. 
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A importância da teoria Th.c(21) segue do seguinte fato: se ~ C Sent.c 

é um sistema de axiomas completo e 21 é un1 modelo de ~ então vale 

Th.c(2l) = Ded.c (~). 

Ou seja, Ded.c(~) é a teoria da .C-estrutura 21. Assim, se~ é um sistema 

de aximnas de uma Teoria completa T , então 

T = Th.c(2l) , 

para todo modelo 21 de~- Para isto, bast a observar que sendo 21 um modelo 

de~' vale~ c T h.c(2l) e com isto Ded.c(~) c Th.c(2l) pelo Teorema 4.4.13. 

A igualdade acima mencionada segue então do fato das teorias Ded.c (~) 

e Th.c(21) serem completas (veja Teorema 4.4.14) e do seguinte Le1n a. 

Lema 4.5 .10 Se T1 e 72 são .C-teorias completas com T1 C T2, então vale 

T1 = T2. 

P r ova . Se existe a E T2 com a ~ T1 , então de T1 ser completa segue que 

-,o: E T1, e com isto -,a E T2 , o que contradiz a não contraditoriedade de 

T2. 

• 
Exemplo 4.5.11 Vejarnos alguns exemplos de sistemas de axiomas para 

as ling'uagens que apTesentamos no Exemplo 4 .1. 4: 

(1) Um sistem a de axiomas para grupos abeli an os t otalment e 
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ordenados: Consideramos os seguintes axiomas: 

01: Vx •(x < x); ( antisimetria) 

0 2 : Vx,y,z ((x < yl\y < z ---+ x < z)); {transitividade) 

0 3 : Vx ,y (x<yVx · yVy<x); (ordem total) 

G1: Vx,y,z((x+y)+z) · (x + (y+z)); (associatividade) 

G 2 : Vx x +O · x; 

G 3 : v X ::ly X + y . o; 
G4 : Vx, y x + y · y + x; 

(axioma do elemento neutro) 

{inverso aditivo) 

(comutatividade) 

OG : Vx, y, z (x < y---+ x + z < y + z); (axioma de compatibilidade) 

O sistema de axiomas para grupos abelianos totalmente ordenados e 

não tri1;iais é o conjttnto 

(compare com a Definição 3.3.1). 

(2) Um si s t em a de axiomas 

(a) para cor pos: 

I<o : O =f. 1; 

I<1 : Vx,y,z x+(y+z) · (x+y)+z; 

(associatividade da soma) 

I<2 : Vx x + O · x; 

{elemento neutrn para soma) 

K 3 : Vx3y x + y · O; 

{inverso aditivo) 

K4 : Vx: y x + y = y + x 

(cornutatividade da soma) 

K5 : Vx: y, z x.(y.z) · (x.y).z; 

(associatividade da multiplicação) 
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!{6 : Vx x.l · x ; 

(elemento neutro da multiplicação) 

!{7 : Vx 3y (x · OVx.y · 1); 

{inverso multiplicativo) 

Ks : Vx, y x.y · y.x; 

(comutatividade da multiplicação) 

f{g : Vx, y, z (x + y) .z · x .z + y.z; 

{lei distributiva) 
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(b) para anéis: Retirando a sentença do inverso multiplicativo e 

da comutatividade temos um sistema de axiomas para anéis com 

unidade. 

(c) para corpos ordenados: Podemos ainda estudar uma ordem 

neste corpo: ou seja: adicionar à nossa lista 0 1 - 0 3 , OG e ta·mbém 

o seguinte axioma. 

01{ : Vx,y (O< x/\0 < y --t O< x .y) . 

(3) Um sistema de axiomas para corpos valorizados: Podemos 

achar um sistema de axiomas para corpos valorizados adicionando ao 

conjunto de axiom,as de corpos os seguintes aúomas: 

V1 V(O) !\ V(l); 

Vz '1/x, y (V(x) !\ V(y) --t V(x- y) !\ V(x.y)); 

V3 Vx , y ( (x .y) = 1 --t V(x) v V(y) ); 

No que segue, denotaremos um modelo de I: = {Ko- K 9: V1 - V3} 

resumidamente por (F, O), onde F é o corpo determinado por este 

modelo e O é o anel de valorização de F determinado pela inter

pretação de V nesta estrutura. Mais precisamente, se 2l é tal m,odelo: 

12ll =F e 

O= {t21 [h] I 2ll= V(t)[h] para alguma avaliação h em 2l e t termo} 
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(4) Um sistema de axiomas para corpos valorizados henselianos : 

Neste caso acrescentamos aos axiomas I<o- J{g e V1 - \13, para cada 

grau n > 2, os axiomas Hn que exprim.em, a condição (4) do Teorem,a. 

3.6.4. Para isto, se f é um polinômio mônico de grau n , a saber, 

f= Xn + Xn- 1Xn-1 + ... + Xo, 

escrevemos resumidamente (Vf E V[X])cp e 'tj;(f(y)) em Hn; para 
n-1 

Vxo, ... , Xn- 1 ( 1\ V(xi) ~ cp) e 'tf; (yn + Xn- 1Yn- 1 + ... + xo) , respecti
i= O 

vamente. Também escrevemos f' para a derivada de f definida por: 

E por fim) definimos vx (z) como sendo a fórmula 

V(z) 1\ :Jy (yz · 1/\ V(y)) , 

a qual determina as unidades em um anel de valorização . De.finim,os 

portanto para cada n E N: 

H n : (V f E V [X]) Vy (-,V x (f ( y)) 1\ V x (J' ( y)) 1\ V ( y) 

~ 3z(V(z)l\f(z) · 01\--.Vx(y-z))) 

Assim,1 v.m corpo henseliano é então um modelo de 

4. 6 Construção de Modelos 

O objetivo desta seção é provar que se um conjunto ~ C S ente. possui 

u1n n1odelo de cardinalidade infinita, então possui també1n u1n 1nodelo de 

cardinalidade~ para cada nú1nero cardinal ~ suficientemente grande. Para 

tal, precisan1os definir cardinalidade de uma linguagem e de u1n 1nodelo. 
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Definiçã o 4.6.1 Dada uma linguagem .C=()., f.J- , I<) , definimos a card'ina

lidade de .C pelo cardinal 

"-L := max(~o , card(I), card(J), card (K)) . 

Salientamos que, co1no tratado na seção 4.1, o alfabeto de uma lin

guagem fonnal de primeira ordem é constituído por símbolos lógicos ( • 

, A , V , · ) : variáveis ( vo, .. . , Vn, . . . , com n E N), símbolos relacionais (Ri, 

com i E I) , sín1bolos funcionais (iJ, cmn .j E J) , sín1bolos constantes (ck , 

cmn k E K) e símbolos 11.uxiliares (quatro apenas), de modo que seria na

tural definirmos con1o cardinalidade de uma liguagen1 a cardinalidade do 

conjunto união 

NU I UJUKU{.;); ( ; · -, ·A·\/·.} 
) ) ) ' ' . 

Porén1, co1no já t en1os u1na cardinalidade infinita (~o =card (N)), esta 

cardinalidade é dada precisan1ente por 

n1ax(~0 , card(I), card (J), card (J()) , 

de 1nodo que a definição acin1a é cmnpletamente natural. 

D efiniçã o 4 .6.2 Se QL é uma .C-estrutura, então denominamos cardinali

dade de Q{ como sendo a cardinalidade de seu domínio I2LI. 

O objetivo desta seção é provar o seguinte t eorema 

Teorema 4.6.3 Se B c Sente possui um modelo de cardinalidade infinita, 

então possui um modelo de cardinalidade n- para cada número cardinal K- > 

Antes de prová-lo, calcularnos algumas cardinalidades. 
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Se uma linguagem L 

J-L : J --t N então: 

(À, f-L: K) ten1 funções aridades À I --t N e 

card(Tm.c) = max(No , card(J), card (K)) 

card(Sent.c) = card (Fml.c) = K.c. 

(83) 

(84) 

Isto segue do fato conhecido de que o conjunto de todas as seqüências 

finitas com valores em um conjunto infi nito JVI tem a mesma cardinalidade 

que 111 . Para (83) , levando en1 conta a Definição 4. 1.2, concluímos que 

t odo tenn o é uma seqüênciR. finita de símbolos do conjunto 

l\11 = Vbl U { f J I i E J } U {ck I k E I< } U { ), ( }, 

cuja cardinalidade é exatamente 

max(No, card (J), card (K )) , 

donde segue que 

card (Tm.c) < card (J\1) . 

Por outro lado Vn, c~.; e IJ( v0 , ... , vo) são tennos para cada j E J, k E K e 

n E N, donde obten1os mna fu nção injetiva de Nf em Tm.c , e portanto 

card (.!\1) < card (Tm.c) . 

Daí segue a igualdade das cardinalidades. 

Para provar (84), levando en1 conta a Definição 4.1.3, concluímos que 

toda fón11ula é un1a seqüência finita de sírnbolos do conjunto 

J\11 := Tm.c U {Ri I i E J} U { • 1\ V · ) , ( } 

cuja cardinalidade é exatamente K.c, pois é igual a 

ma.,'<(card (Tm.c),card(J )) = 1nax(N0 , card(I), card (J ), card (J<)) = K.c, 
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e portanto 

card(Fmle,) < n,c_ 

E, como Sente c Fm le, , obté1n-se 

card (Sent.c) < card(Fml.c) < n,.c. 

Por outro lado 

t · t e \1 v o ~ (v o, .. . , v o) 

sao L-sentenças para todo t E Tm.c e todo i E I , donde claramente 

obtemos uma função injetiva de M em Sent.c, e portanto vale tambén1 

n,.c < card (Sent.c): 

donde obtemos 

card(Sente,) = card(Fml.c) = n,.c. 

A partir destas ohservações estiman1os a cardina1idade do conjunto 

A= TCf~ . 

Temos, naturalmente, 

card (TC/ ~) < ca rd (TC) < card (Tm.c') < n,.C'· (85) 

Afirmarnos agora que 

(86) 

De fato , lembramos que a linguagem L:' foi construída na prova do Teo

rema 4.3.5 como a união de uma cadeia ascendente 

L = Lo c L 1 c .. . c Ln-l c Ln c ... (87) 

Vamos mostrar por indução, que n,.C,
1 
< "-.c, para todo n, pois daí segue 

que 
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e como 

obtemos ~L' = ~L· 

Para n = O é trivial. Suponhamos n > 1 e que ~Ln- l < ~,e. Em 

particular, da construção da cadeia (87) no Teorema 4.3.5, sabemos que 

a linguagem Ln resulta de Ln- 1 por um au1nento do conjunto de índices 

Kn-1 por um conjunto I<n- 1, o qual tem a cardinalidade igual a de um 

subconjunto de Sentcrt_ 1 • Como 

(84) 
card (Sent,e

11
_J = ~Ln-P 

temos card(I<n- 1) < ~C11_ 1 . Assim, vale: 

~Ln Def. 
4

.
6

.
1 max{~0 , card(J) , card(J) , card (I<n-1 U l(n- 1)} 

< max(~L,_p card(l(n- 1)) 

< ~c. 

Agora esta1nos en1 condições de provar o teoren1a enunciado anterior

mente: 

Prova. [ProvR. do Teorema 4.6.3] Fixado mn nún1ero cR.rdinR.l ~ > ~c, 
definiJnos un1a extensão L ,; da linguagem L pondo 

In-= I , JK = J , J(K = ]( U {v I v<~} , 

onde supmnos, sem perda de generalidade, que a últüna união é disjunta. 

Uma LK-estrutura é assim un1a L-estrutura, para a qual ainda acres

centanlOS interpretações para as constantes Cv para lJ < ~-
Na linguagem LK eonsidera.mos o seguinte conjunto de sentença._c;: 

Afirmamos que este conjunto é não-contraditório, e para ver isto, pelo 

Corolário 4.4.14, basta mostrar que ~K admite um modelo. E, por sua vez, 
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pelo Teoren1a 4.4.15 , basta n1ostrar que cada subconjunto finito ci> de ~n: 

achnite u1n modelo. ÜrFt, cadFt subconjunto finito ~ de ~n: está contido em 

algum conjunto da forma 

para núneros ordinais TJi < fli < "'- com 1 < i < n. Este conjunto contudo 

possui um 1nodelo, pois pela hipótese~ possui um n1odelo Ql infinito. Para 

ver isto, basta dar interpretações para as novas constantes Cv com TJ < K-, de 

tal forma que, para 1 < i < n, as constantes c,/i c c~J.; tenham interpretações 

distintas, o que é possível en1 Ql. Assim, ~n: admite um modelo. 

Para mostrannos que E achnite um modelo de cardinalidFtde K, conside

ramos a estrutura Ql' que foi utilizada no Teoren1a 4.4. 10 e cujo domínio foi 

construído na seção 4.3 para a linguagen1 .Cn: . Sabemos então que 2l' é uma 

.C-estrutura cmn adicionais interpretações das constantes Cv para v < "'- e 

das constantes que aparecem da transição de .Cn: para .C'. A restrição €E 

de Ql' sobre a linguagem [, ,, a qual obten1os ignorando as interpretações 

de constantes adicionais, é evidenten1ente un1 modelo de E, e portanto 

tambén1 para~. Afinnamos que l€81 = 12l'l te1n cardinalidade"'-· 

De fato, Ql' é sen1 dúvida u n1 1nodelo para {c1, f= c~J. I v < 11 < K-} . 
As interpretações das constantes nos fornecem mna injeção c,/ f---7 c~' de 

{ Cv I v < K,} em 12l'l, e cmn isto também tuna injeção do conjunto 

em 12l'l. Assim vale 

"'- = c a rd ( {v I v < K:}) < c a rd (I €E I). (88) 

Por outro lado , por (85) , a cardinalidade de Ql' é limitada por cüna pela 

cardinalidade da linguagem .C"' que, por (86), é igual a card (.C,) . 
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Assim, vale 

card (l ~l) < card (j 2t' l) 

< card (.C,;:) 

max{No, card(I) , card (J), card(K U {v I v< K:})} 

< max{ K:e,, K} < K:, 

sendo que a últirna desigualdade é válida pela hipótese K: > K:c. 

Daqui e de (88) segue 

card(j~ l) = K:, 

o que completa a prova. 
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• 
Definição 4.6.4 Dizemos que duas .C-estr-uturas 2t e Qt' são elementarmen

te equivalentes se, par-a toda .C-sentença r.p, 

2t F r.p implica 2t' F r.p 

e escrever-emos 2t = Qt' par-a denotar- este fato. 

Afinna1nos que = é un1a relação de equivalência na classe de todas as 

.C-estruturas. De fato , note, por exemplo, que 

não é verdade que 2t I= r.p se e só se 

2t ~ r.p se e só se (veja Definição 4.4.5, (3)) 

2t != •r.p in1plica, pela definição de 

2t' F •r.p se e só se 

Qt' ~ r.p se e só se 

não é verdade que 2t' I= r.p, 

o que prova a sin1etria da relação = . 
Do Teore1na 4.6.3 obt en1os que as classes de equivalência da relação = 

que possuem uma .C-estrutura infinita, possuen1 estruturas de cardinali

dade arbitrarian1ente grande. Para verificar isto consideran10s o conjunto 
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da .C-teoria de uma estrutura 2l, 

Thc.(2l) := { cp E Sente. I 2l ~ cp}, 

observamos que um modelo ~ de T hc.(2l) é elementarn1ente equivalente a 

2l. De fato, se 

temos cp E Thc.(2l) , e portanto 

~ ~ cp. 

Etnpregando o Teorema 4.6.3 sobre o conjunto ~ = Thc.(2l) obtemos pre

cisamente que 

Corolário 4 .6.5 Para cada .C-estrutura 21 de cardinalidade infinita, e cada 

número car-d·inal "' > "'L existe urna .C-estrutura ~ elementarmente equi

valente a 21 e que tem cardinalidade '""· 

O corolário acima nos garante que nenhutna .C-estrutura infinita de u1n 

sistema de axiomas L; C Sente. pode ser caracterizada por ismnorfismos. 

Explicamos os detalhes desta afirn1ação na próxilna seção. 

4. 7 Morfismos de estruturas 

Definição 4 . 7.1 Dizemos que uma aplicação T : 1211 ~ 121'1 entre os 

domínios de duas .C-estruturas 21 e 21' é um: 

-.C-morfismo entre 21 e 21' quando as seguintes condições são sat·isfeitas: 

(h) T(fj1
( ab ... , aJ.L(j))) = Jf' ( T( ai) , ... , T( aJ.L(j) )) para todo j E J e 

todo a1, ... , aJ.L(j) E 1211, 

(J2) R~(a1 , ... , a>.(i) ) sse R~' (T(ai) : ··· : T(a>. (i)) ) para todo i E I e todo 

a1, ... , a>.(i) E 1211 , 

(!3) T(c~) = c~' para todo k E f(. 

- .C-ísom.or.fismo entre 21 e 21' quando T é, além, de m,or.fism.o, nm.a bi:jeção, 
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e neste caso escrevemos resumidamente 

T : 2t f--7 2t' ou apenas 2t ::::: 2t', 

quando a espec~ficação da função T não for relevante; 

- .L-automorfismo de 2t quando T é um .L-isomorfismo de 2t em, 2t; 
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- .C-m,onomorfismo entre 2t e 2t' ou .L-imersão de 2t em 2t' quando T é, 

além de morfismo, uma aplicação in_jetora, e neste caso escrevemos resum

idamente 

T : 2{. >----+ 2{.' ou apenas 2t ~ 2t' 
' 

quando a especificação da função T não for relevante. 

Observação 4 .7.2 Para aplicações posteriores, observamos que as condi

ções (h) e (h) são equivalentes às condições 

(ID JJ(a 1 : ... , a1t(j)) = d implica fJ' (T(a1), ... , T(af-L(j))) = T(d) para 

todo j E J e a1 , ... , aJ.L(j), dE l2tl, 

(I~) c~ = d implica c~' = T(d) para todo k E K e dE l2tl, 

escritas na forma de implicação. 

Teorema 4. 7.3 Sejam 2t e 2t' duas .L-estruturas e T : 2t f--7 2t' um zso

morfismo entre elas. Então, para cada .L-fórmula rp e cada avaliação h em 

2t, 

2t I= rp[h] se e só se 2t' I= rp[T o h] ; 

em particular, 2t e 2t' são elementarmente equivalentes. 

Prova. Inicialmente salientamos que se h é uma avaHação em l2tl , então 

é claro que h'= To h é mna avaliação en1 l2t' l . 

A seguir, mostramos que, para cada tenno t E Tmc temos 

(89) 

fazendo uso de indução sobre a sua construção: 

- Para constantes ck esta condição é exatan1ente a condição (ls); 
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- Para un1a variável x, temos 

r(x2l [h]) = r(h(x)) = h'(x) = x2l'[h'); 

-Para um termo da forma fj(t 1 , ... , t1t(j)) segue, pela hipótese de indução 

e pela condição (h): 

Podemos agora mostrar a equivalência 

21 I= <p[h] se e só se 21' I= <p [h'J, 

por indução sobre a construção da fórmula <p: 

- Para u1na fórn1ula atô1nica elo t ipo t 1 · t2 obtemos, pela injetividade 

de r, 

21 I= (t1 · t2)[h) se e só se 

tT [h] = t~[h] se e só se 

r(tT (h]) = r(t~[h]) se e só se (por (89) ) 

til' [h'] = t~' [h'] se e só se 

2l' F ( t1 · t2) [h' ]. 

- Para un1a fón11ula atômica do t ipo f4(t1 , ... , t>.(i)) obtemos, por (!2) : 

21 F ~(t1: ... ; t>.(i))[h] se e só se 

R~(tT[h], ... ,t~(i)[h]) se e só se 

Ri1' (r(tT[h]), ... , r(t~(i)[h])) se e só se (por (89)) 

2l' ( 2l' [ ') 2l' [ ')) / Ri t 1 h , .. . ,t>.(i)h see sose 

2l' I= ~(tl ; "'; (\(i))[h'). 



40 7 Jv!orBsmos de estruturas 

- Para u1na fórn1ula do tipo •'l/J obten10s, pela hipótese de indução: 

2t F • 'l/;[h] se e só se 

2t ~ 'l,b [h] se e só se (pela hipótese de indução) 

2t' ~ 'ljJ [h'] se e só se 

2t' F ·'l/J [h'] o 
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- Para u1na fórmula do t ipo ( 'l/;1 /\ 'l/;2) obtemos, pela hipótese de indução: 

2t F ( 'l/J1 1\ '1/12) [h] se e só se 

(2t F 'l/J1[h] e 2t F 'l/J2[h]) se e só se 

(2t' F 'l/Jdh'] e 2t' F 'l/J2(h']) se e só se 

( 2t' F ( 'l/J1 1\ 'l/J2) [h']) o 

- No caso de uma fórmula do tipo \:fx'l/;, obtemos, pela hipótese de 

indução sobre a fórn1ula V;, pelas avaliações h(x, a) para a E l2tl e pela 

sobrejetividade7 de r: 

2t F Vx 'l/;[h] se e só se 

2t F 'l/J [h(x , a)] para todo a E l2tl se e só se (pela hipótese de indução) 

2t' F V;[r o (h(x, a))] para todo a E l2tl se e só se 

2t' F 'l/;[h'(x, r( a))] para todo a E 12ll se e só se 

2t' F V;[h'(x,a') ] para todo a' E l2t'l se e só se 

Qt' F v X 'l/J [h'] o 

Salientamos que, por causa da sobrejetividade ele 7, poden1os colocar 7( a) = 

a' para todo a' E l2t'l e para algum a E l2t lo 
A afirmação 

2( = 2(' 

7 Salientamos que aqui é a. primeira. vez nesta demonsr.r~H;ào em que está sendo ut,iliznda. n sobrejctivi
dadc de To Faremos alusão a esta observação no Corolário 4°7.4 e no Lema 4°8°7° 
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é garantida en1pregando-se para as L-sentenças as equivalêndas que acaba

mos de provar. 

• 
Com isto mostramos, para duas L-estruturas Ql e Ql', que 

Ql ~ Ql' implica Ql = Ql'. (90) 

Observamos que não vale a recíproca do resultado acin1a: de fato, na 

seção anterior n1ostran10s que se u1ua teoria ad1nite un1 n1odelo de cardinali

dade infinita então admite um modelo de cardina-lidade infinita arbitrária. 

Ora, todos os modelos de Th(Ql) são elen1entarmente equivalentes, mas ob

viamente dois n1odelos de cardinalidade diferente não são isomorfos. Fica 

assin1 explicada a última frase da seção anterior. 

O Teoren1a 4. 7.5 a seguir estabelece condições que garantem a recíproca 

da implicaçã,o (90). 

Con1eçan1os con1 u1n Corolário da prova do Teorema 4.7.3: 

Corolário 4. 7.4 Se uma aplicação T : l2tl ~ l2t' l é um monomorfismo de 

Ql em Ql', então vale, para toda fórmula <p sem quant~ficadores e para toda 

avaliação h em Ql: 

Ql F cp[h] se e só se Ql' F cp[T o h] (91) 

Reciprocamente, se esta equivalência vale para toda fórmula <p sem quan

tificadores e para toda avaliação h em 2l, então T é um monomorfismo de 

Ql em 2t'. 

Prova. Na prova do Teorema 4. 7.3 , a sobrejetividade de T foi usada apenas 

no caso de un1a fónnula quantificada do tipo V x '1/J, e portanto é claro que 

a equivalência (91) vale para toda fórmula na qual nenhum quantificador 

do t ipo V x foi utilizado. 
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Para provar a recíproca, suponhan1os que vale (91) para qualquer avalia

ção h e qualquer fórmula sem quantificadores. Em particular, par <t qual

quer avaliação h nas fórmulas 

e 

Ck · vo, para k E J{, 

obtém-se a validade das condições (!2), (If) e (13). Empregando ainda a 

equivalência sobre a fónnula 

obté1n-se, finahnente, a injetividade de T. 

• 
Teorema 4 . 7.5 As .C-estruturas 2t de cardinalidade .finita, e apenas elas, 

deixam-se caracterizar por um sistema de axiomas a menos de isomorfis

rnos, ou seja, existe um conjunto ~ c S ente , tal que, para toda .C-estrutura 

Q(' vale: 

Q(' I= ~ se e só se Q(' ~ Q( 

Prova. Inicialmente salientan1os que se, a partir de uma .C-estrut ura Q(, 

procuran1os u1n sistmn a de aximna.s ~ que satisfaça 

Q(' I= ~ se e só se Q(' ~ Q(, 

para toda .C-estrutura 2t' , então tmnando Q(' = Q( temos Q( ~ Q( e portanto 

deve ocorrer Q( I= E, ou seja, 

E c Thc(2t). 

Assim, para encontrarmos um sistema de axiomas conveniente, obviamente 

deveren1os buscá-lo dentro de Thc(2t) . 
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Supondo que isto acontece, temos que, se 2(' ~ 2( então, pelo Teorema 

4.7.3, temos 2(' = 2(, e portanto, como~ c Thc(2r), temos 2(' F~. 

Rest a-nos assirn provar a recíproca. Para tal , afirmamos inicialmente 

que para que exista um tal sistema de axiomas, 2( te1n que ter neces

sariamente cardinalidade finita. De fato, caso contrário, pelo Corolário 

4.6.5, para esta estrutura infinita 2( existe uma estrutura 2(' elementar

Inente equivalente a ela com cardinalidade 

n, > card(l2rl). 

Assim, vale 

2(' F Thc(2r) , 

em particular 

2r' F~, 

mas não é verdade que 2( ~ 2('. 

Fixemos n como sendo o número de ele1nentos de 12ll. 
- No caso en1 que os conjuntos de índices I , J, K são finitos , afirmamos 

que poden10s tmnar ~ unitário. l\IIais precisan1ente, existe un1a sentença 

a E Thc(2r) tal que ~ := {a} serve, isto é, para toda L-estrutura 2(' vale: 

a saber, a é a conjunção de un1a quantidade finita de L-sentenças, as quais 

valem em 2(: cmno prin1eiro me1nbro da conjunção, tornamos u1na sentença 

a <n que assegura que l2r'l possui no máxilno tantos elen1entos quanto 12r1, 
isto é, no n1áxüno n elementos: 

Assin1, se valer a ::;n em 21.' , então evidente1nente l2r'l te1n no máximo n 

elementos. Sejam agora ab ... : anos elementos de 121.1. Para toda avaliação 

h ern 2( satisfazendo 

(92) 
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para 1 < i < n considermnos o conjunto <I> de todas as fón11ulas , as quais 

valem por uma destas avaliações h em 2l e que por outro lado são de um 

dos seguintes tipos: 

ck · xo com k E K 

e xo, xr , ... E {v1 , ... , vn}· Convence-se com isto que <I> é um conjunto finito. 

Seja 1\ <I> a conjunção de todas as fórmulas de <I>. Afinnamos que a sentença 

procurada é 

a := (a~n 1\ 3 Vr , .. . , Vn 1\ <P). 

Se 2l' é tal que a vale em 2l', então, em primeiro lugar, 12l'l tem no 

máximo n elementos (pois 2l' f= a~n) e, em segundo lugar, existe un1a 

avaliação h' em 2l' com 2l' f= <p[h'] para toda <p E <I>. Obtemos assim nn1a 

aplicação 

dada por T( ai) = h' (vi), para todo 1 < i < n . tal que, para toda fórmula 

c.p de un1 dos cinco tipos aciina e para toda avaliação h que satisfaz (92) , 

vale: 

A validade desta implicação ten1 con1o conseqüência precisan1ente a inje

tividade de T (por causa das fónnulas do tipo xo =I= xr ern <I>) e as condições 

(h ), (ID c (I~) . Assim, T é un1 rnonomorfisrno de 2l em 2l' e, como 2l' tem 

no 1náxiino n elementos, T é até um is01norfismo. 

- No caso en1 que os conjuntos de índices I, J e J( são quaisquer, 

t01nan1os ~ := Th.c(2l) . Supomos que 2l' é um n1odelo de Th.c(2l). Por 

a:~n E Th.c(m) , temos que IQl'l Len1 no n1áxin1o n elementos. 
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Assin1 existe apenas un1 nún1ero finito de aplicações 

que vamos denotar por T1, ... , Tm.Suponhamos que nenhuma destas aplica

ções é um is01norfismo. Se Tv não é is01norfismo, então Tv não é injetiva 

ou ou existe um índice j E J ou i E I ou k E f{ "ruim", isto é, tal que 

uma das condições (Jl) , (!2) ou (Ia) não é satisfeita para Tv· Para cada T v 

injetiva, para 1 < 1.1 < m fixan1os u1n tal índice "ruin1". Note que então 

estaremos fixando no máximo m índices, e com eles estaren1os formando 

subconjuntos finitos h de I , J1 de J e 1<1 de K. Estes subconjuntos 

definem uma sublinguagem L 1 de L. Sejam 2l1 e Q(~ as restrições da..c; L

estruturas 2l e 2l' sobre a linguagem L1 (elas são obtidas simplesmente 

desconsiderando as interpretações de ~ para i E I\11, de f j para j E J\11 

c de ck para k E f{\K1). Aplicando o caso particular acima provado para 

os subconjuntos finitos h, J 1 e 1<1, concluímos que existe um isomorfismo 

que é portanto uma função injetora. Como 2l 1 e Q(~ tên1 o mes1no don1ínio 

que 2l e Q(' , respectivamente, T deve coincidir com algun1a das aplicações 

T,/ e portanto tal Tv é injetora. Porém nenhuma Tv pode ser isomorfismo 

de 2l1 e 2l~, pois o "índice ruin1" a ela associado pertence a J1 U J1 U K1. 

Esta cont radição 1nostra que de fato alguma das aplicações T1: ... , T m deve 

ser um is01n orfisn1o entre 2l e 2l'. 

• 
Introduzimos agora u1na notação sugestiva para 

Q( I= cp(h]' 

a qual se faz útil pelo Len1a 4.4.7, já que a validade de uma fórn1ula <p em 

2l depende apenas das avaliações das variáveis livres de <p. 
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Notação 4.7.6 Se Fr(cp) C {vo: ... , vn} e ao, ... , an E l2tl, então escrevere

mos simplesmente 

para 

Q( I= r.p [h], 

onde h é alguma avaliação em Qt com av = h( V1/) para O < v < n. Para 

2t F cp[h(x,a) ] 

escreveremos tam.bém 

Salientamos que, utilizando esta forma de escrita, a afirmação contida no 

enunciado do Teorema 4-7.3 pode ser expressa da seguinte maneira: Para 

cada L -fórmula <p com Fr( <p) C { vo, .. . , vn} e todo ao, ... , an E l2tl vale 

2t F cp[ao, ... , an] <=? 2t' F cp[r(ao), ... , r(an)] . 

4.8 Subestruturas 

Nesta seção apresenta1nos a construção, devida a Lowenhein e Skolen1, de 

subestrutura elementar de uma ..C-estrutura. dada., e que, e1n particular, é 

elen1entannente equivalente à primeira. 

Começamos por estas definições: 

D efinição 4.8.1 Uma ..C -estrutura Q3 é dita uma subestrutura de uma L

estrutura Qt (ou Qt é uma estrut11.ra estendida de Q3 ) se 

IQ?-1 c l2tl 

e a j11.nção identidade 

id : IQ? I --7 l2tl 

é um, monomorfismo entre as estrut11.ras Qt e Q3. Isto significa que, para 
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a1, ... E I~ L i E J, j E J e k E J{ , 

Notação 4.8.2 Para significar que ~ é subestr-utura de 21 escreveremos 

Q) c QL 

Salientamos que, se ~ é uma subestrutura de 21, então o subconjunto 

I~ I = B de 1211 possui as seguintes propriedades: 

(i) B é fechado sob as funções JJ, ou seja, para todo 

a1, ... , a J.L(j) E B vale que f~(al, ... , a1'-u)) E B , 

(i i) as interpretações das constantes c~ caem em B : 
21 B ck E , 

Reciprocamente: 

(93) 

Definição 4.8.3 Se um subconjunto B de 1211 satisfaz as propriedades {i) 

e {ii) acima, então a .L-estrutura 

onde R~IB e JJIB são as r-estições das r-elações R~ e funções !J ao subcon

j'unto B, é evidentem,ente urna subestrutur-a de QL, cham,ada estrutura defi

nida por- B. 

Definição 4.8.4 Uma subestrutura ~ de 21 chama-se uma subestrutura ele

mentar de 21 se, para toda .L-fórmula <p e toda avaliação h em Q) , 

Q) ~ cp[h] se e só se Q( ~ c.p[h]. 

Notação 4.8.5 Se Q) é uma subestrutuTa elementar de Q(, então escreve-
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remos 

Q5 -< 2L 

Trivialmente segue que 

Q5 -< 2t implica Q5 = 2t. 

Porén1 não vale a recíproca, assin1 con1o no seguinte exen1plo: 

Exemplo 4 .8.6 Na linguagem de grupos totalmente ordenados, conside

ramos as estruturas 

(N*; <) c (N; <): 

onde N* = N \ {O} e < é a relação 7."sv,al de menor ou igual. Como 

n~ n - 1 

é uma bijeção de N* em N, podemos afirmar que 

(N*; <) '"" (N; <). 

Assim, pelo Teorema 4. 7.3, 

(N*; <) = (N; <). 

!lo entanto, (N*; <) não é snbestru,t11.ra elem,entar de (N; <), po'ts a 

fórmula 

por uma avaliação h em (N*; <), com h(vo) = 1, vale em (N*; <) , mas não 

vale em (N; <). 

Contudo, podemos verificar, pela definição dada, que na linguagem, .C 

que possui apenas um símbolo, o relacional <, cuja interpretação dada em 

IR e Q é a mesma da relação usual "m,enor;;, vale 
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Basta observar que aqu·i apenas as variáveis são termos, e as fórmulas 

atômicas são de um de dois tipos: 

X= y OU X< y. 

Claramente estas fórmulas são válidas por uma avaliação h de (Q; <) em 

(Q; <) se e somente se são válidas por esta avaliação em (.IR; <). Como a 

validade de u,ma fórmula mais geral (com operadores lógicos) só depende 

dos valores lógicos atribuídos às fórmulas atômicas, é verdadeira a relação 

a c~ ma. 

Lem a 4 .8. 7 Seja ~ 'Urna subestrutura de 2l. Se, para cada quantidade 

finita de elementos a1 , ... an E I ~ I e cada a E 12ll existe um automorfismo 

T de 2l com T(ai) = ai para 1 < i < n e T(a) E 1~1, então ~ é uma 

subestrutura elementar de 2l. 

P rova. 1tlostramos por indução sobre a construção das fórmulas que, para 

toda fónnula <p e toda avaliação h em Q3 , 

~ I= <,o(h] se e só se 2l I= <,o[h]. 

Esta prova é completamente análoga à prova do Teoren1a 4. 7.3 (quando 

colocan1os lá T = id) até o momento e1n que passamos a tratar, no passo 

de indução, o caso e1n que <p é da forn1a 'ix '1/J (pois lá foj usada a sobreje

tividade de T, o que aqui não temos assegurada). Neste caso, decompomos 

a prova da equivalência acima em duas partes: 

Caso 1 : 2ll= 'ix '1/J [h]. Neste caso, ten1os 

2ll= '1/J[h(x, a)], 

para todo a E 12ll. Como h( x, a) é uma avaliação en1 ~ para todo a E I~ I, 
ten1os, pela hipótese de indução, 

~ I= '1/J[h(x, a)] . 

. .. 
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Pela definição de validade tenws, finaln1ente, 

~ I= Vx 7/J[h]. 

Caso 2: 2t ~ Vx 7/J[h] : Neste caso, existe um a E l2tl tal que 

2t ~ 7/J [h(x, a)]. 

Sejam x1, ... , Xn toda..s as variáveis livres de Vx 7/J. Escolhemos um auto

morfismo r de 2t que satisfaz 

(94) 

para 1 <i< n e 

r(h(x, a)(x)) =r( a) E 1 ~ 1 , 

que existe, por hipótese. 

E1n pregando o Teorema 4. 7.3 sobre o automorfismo r de 2t, obtemos 

Qt ~ 7/J{r o h(x, a) ]. 

Note que, então, por (94), r o h e h coincidem nas variáveis livres de 

Vx 7ft e portanto 

roh(x,a) = (ro h)(x,r (a)) 

e 

h(x, r( a)) 

coincidem en1 todas as variáveis livres de 7/J . Com isto e com o Lema 4.4.7 

obtemos 

Qt ~ 7/J[h(x , r(a)) ]. 

A hipótese de indução nos pernlite afirn1ar então 

~ ~ 7/J [h(x, r( a))]: 
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o que finaln1ente nos leva a 

Q3 ~ Vx ~[h]. 

• 
Chega1nos agora a un11nétodo para construir subestruturas elen1entares 

devido a Lowenheim e Skolem. 

Teorema 4.8.8 (Lowenheim-Skolem) Sejam 2L uma .L-estrutura de car

dinalidade infinita e C um subconjunto de 12LI. Então existe uma subestru

tura elementar Q3 de 2L com C C B = I Q3 I é tal que 

card(C) < card(B) < max(K.c , card(C)). 

Em particular) K.c < card( C) 7 então segue que card(B) = card( C). 

Prova. Denotemos I2LI = A . Vamos construir o domínio B como uma 

UlllaO 

B= U Bm.: 
m EN 

onde os Bm são definidos recursiva1nente a partir de 

Bo =C. 

11[ais precisa1nente, para todo 1n > O, 

Bm+l = Bm u U gcp(Bt:.,.+1
) ) 

cp 
(95) 

sendo a união acima considerada sobre todas as fónnulas exist enciais <p 

con1 parâmetros em 2L Como de hábito, 

denota o produto cartesiano de (ncp + 1) cópias de Bm. No caso de 
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·d B (n"'+ l ) B 0 0 cons1 eramos rn = m = . 
Passa1nos a definir o nún1ero n<p e as funções .9cp· 

Para cada fórmula existencial cp do tipo :3x 'lj;, denotamos por n<p o mais 

alto índice de uma variável livre de cp (relembramos que a primeira variável 

é denotada por vo) sendo que, se 'lj; é a,penRS uma sentença, entR.o definimos 

n<p = -1 . 

A seguir, definimos a (n<p + 1)-ária função g<p sobre A= l2tl da seguinte 

maneira: fixado um elemento do E A, 

- Se ncp > O : dados ao , ... , an"' E A e h uma avaliação qualquer que 

satisfaça 

para O < s < n<p, então 

a E A, caso 2t I= :3x ?,b[h] , rnais precisamente, 

2t I= 'lf;[h(x , a)], 

do, caso contrário, 

Salientamos que g<p não é determinada univocamente , o que não traz 

prejuí?:os à idéia que queremos aqui utilizar. 

- Se n<p = -1 e 2t I= 3x 'lj; então definimos g<p(0) como sendo o elemento 

a E A que sat isfaz 

2t I= ?,b[h(x, a)]; 

- Se ncp = -1 e 2t 1F 3x ?,b então definilnos 9cp (0) como sendo do 

Afinnan1os que o conjunto B acüna satisfaz as condições (i) e (ii) de 

(93), e portanto define u1na subestrutura de 2L De fato: 

- Para k E ]( escolhe1nos a sentença existencial 
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Para cada avaliação h, existe um a E A tal que 

a saber, 

Assim, gcp(0) é igual a algun1 conjunto unitário {a}. 

Como existe apenas um tal a, ta1nbé1n podemos escrever 9cp = c~ . Con1 

isto , temos 
21 (95) 

a = ck E g<p(0) C B1 C B. 

- Para cada j E J e para fixados ao, a1, ... , af.J>(J)- l E B (diga1nos, a0, a1, 

·· ·: an"' = a,t(j) - 1 E B m) para mostrarmos que a := JJ(ao , ... : a1L(j) - d E B 

consideran1os a fórmula existencial 

que obviamente vale em 2l. 

Neste caso , n <p = p,(j) -1, e portanto a aridade da correspondente função 

g<p é n cp + 1 = p,(j). Considerando a a avaliação h dada por h( vs) = a8 para 

O< s < (JJ,(j) - 1), temos que , 

a saber , 

Pela definição de g<p , 

Salientamos que, como c.p envolve exclusivamente um símbolo funcional 

e uma igualdade , temos af.J>(j) =a e portanto a E Bm+l C B. 

Temos assim, por (93) , garantida a existência de uma subestrutura de 

Q{ definida por B, e que vamos denotar por Q3. 
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Afirn1an1os que ~ é até tnna subestrutura elen1entar de 2(. De forma 

análoga à prova do Le1na 4.8.7, fazemos uma prova por indução sobre a 

construção de un1a fórmula. E, para tal, basta novamente provannos que, 

no caso de uma fórmula do t ipo \fx '1/J , sna não validade (para nma avaliação 

h en1 ~) transfere-se de Qí para ~. Suponhamos, assim, que 

Qí ~ \fx '1/J[h]. 

Então 

Qí I= cp[h] 

para a fórmula existencial 

Seja m tal que 

h(vo) , ... , h(vn.,J E Em C B. 

Então, por construção, por um lado 

a= giP(h(vo), ... , h(vn"J ) E Bm+l 

e portanto a é u1n elemento de B tal que 

Agora, como a E B , temos que h(x, a) é tan1bén1 un1a avaliação en1 ~ , 

e portanto pela hipótese de indução, segue que 

~ I= ·~[h(x, a)]. 

Em particular , 

~ I= ::Jx • '1/J[h]. 

Com isto, temos a prova de que 

~ ~ \fx '1/J[h]. 
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Resta-nos estimar a cardinalidade de Q3. Basta mostrar que, para cada 

m, 

card (Bm) < max(K.c , card(C)) = : K.. 

Para Bo = C isto é claro. Suponha que a estimativa acima vale para 

Bm. De (95), segue que 

card(Bm+I) < max(card(Bm), ca rd (U g'P(B~~"'+ 1))) 
'P 

< max(K., card(Fmlc)) = K., 

pois cada termo g'P (B~"'+1)) da união, bem como Em, tem cardinalidade< 

K. e a união é indexada com um subconjunto de Fmlc, e vale card (Fmlc) = 

K.c pela equação (84). 

• 
Observação 4.8.9 A construção feita na demonstração acima pode ser 

comparada com a construção do fecho algébrico de um. corpo F dentro 

de uma extensão de corpos LIF com L algebricamente fechado: no caso 

de corpos a extensão é obt·ida acrescentando-se as raízes de polinômios 

com coeficientes em F que pertencern a L. Note que estamos tratando de 

sentenças e:Eistenciais com parâmetros em F . 

Corolário 4.8.10 Se L é nm,a linguagem. enumerável, í.c;to é, K.c = ~o, 
então cada L-estrutura 2t de cardinalidade infinita possui uma subestrutura 

elementar Q3 enumerável. 

Prova. Escolhemos, no Teorema 4.8.8, 

C= Bo = 0. 

Daí segue que 

card(B) < ~O· 
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Porém B não pode ser finito, pois senão haveria u1na sentença da fonna asn 

(considerada na prova do Teorema 4.7.5) que vale em ~ e naturalmente 

não vale em 2L Assim, 

card (B) =~o, 

ou seja, ~ é enumerável. 

• 
Encerran1os esta seção generalizando a definição de subestrutura ele

mentar: 

Definição 4 .8.11 Um monomorfismo T: 2( --t 2l' de L-estruturas chama

se uma imersão elementar, se para toda fórmula <p e cada avaliação h em 

2l vale: 

2t f= <p[h] se e só se 2l' f= <p[T o h). 

E1npregando a definição acin1a sobre as L-sentenças obtemos em par

ticular 21 = 2l'. 

4. 9 E xt ensões elem ent ares e C a deias 

Na seção anterior apresentan10s un1a maneira de construir, a partir de nina 

L-estrutura dada, mna subestrutura elen1entar. Aqui vamos nos preocu

par em construir uma extensão elementar, c o fazemos de duas maneiras 

distintas. 

Iniciamos c01npleinentando a Definição 4.8.4: 

D efiniçã o 4 .9.1 Dadas duas L-estruturas 2l e ~ ~ dizemos que ~ é uma 

extensão elementar de Ql, caso Ql seja uma subestrutura elementar de ~. 

A prilneira 1naneira de obter tuna extensão elen1entar é an1pliando a 

linguagem por constantes, o que passamos a tratar agora. 

Nota ção 4.9.2 R elembramos (veja Definição 4.1 .1) que uma extensão por 

constantes de uma linguagem L = (À, J-L, K) é uma extensão da forma 
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L' = (X, p,' : f(' ), onde X = À, p,' = p, e J{' = I< U J{ e K n J( = 0. 
O conjunto ]{ atv.a assim, com,o con:funto de índices para as novas cons

tantes. Uma L ' -estrutura 2t' é portanto uma L-estrutura 2( juntamente 

com. nm.a interpretação para as novas constantes, interpretação esta que 

vamos esvrever na forma 

onde O'(k) = c~' para k E K. Com uma tal notação, denotamos esta 

L'-estrutura 2!.' por 

2{.' = (2l, O') 

assim, 2t é a restrição de 2!.' sobre L . . 

Lema 4.9.3 Seja L' = (X , p,', J(') um,a ampliação por constantes da lin

guagem L = ().., p,, I<), onde I<' = K U I< e K n J( = (/J. Sejam 2!.' = 
(2l,O') uma L' -estrutur-a e <puma L-fórmula com Fr(c.p) c {vo: ... ,vn}· 

Então vale, para todos ko, ... , kn E J( e toda avaliação h em 2t satisfazendo 

h(v8 ) = O'(ks) =c~~ para O< s < n : 

Prova. Salientamos inicialmente que 2!.' I= r.p( vo/ Cko, . .. , vn/ ckJ faz sent ido, 

pois sendo <puma L-fórmula , c.p(vo/ck0 , ... , vn/ck,) é un1a L'-fónnula. 

Empregamos aqui iteradas vezes o Len1a 4.4.11: para a primeira variável 

v0 , obten1os, para qualquer avaliação h que satisfaz h( vo) = c%~ (h] = c~~ = 

O'(ko) , 

2t l= cp(h] se e só se 2!.' I= cp(h(vo,Ck0 ) ] se e só se 2!.' I= r.p(vo/C~.:0 )(h]. 

Repetindo o processo para as den1ais varü~.veis, obtemos finalmente 

Isto no entanto prova a afirn1ação do le1na, pois con1o foran1 esgotadas 
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todas as variáveis livres envolvidas en1 <p, temos 

• 
Um caso particular de extensão por constantes L' de L é quando o 

conjunto K tem alguma relação cmn a ..C-estrutura 2l : seja A' um subcon

junto de j2l j. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f{ n 12ll = 0, e 

definan1os então I<= A'. Neste caso, escreveremos 

para todo a E K . Um exemplo de interpret ação para as novas constantes 

g em 2l é a interpretação canônica, ou seja , usa1nos g para denotar a 

constante associada ao elemento a E A'. A ..C'-estrutura canônica obtida 

de 2l é neste caso (2l, (j) = (2l, idA'), que vamos denotar por 

(2l, A') := (2l, idA'). 

Lembramos que neste caso podemos escrever 

L'= L (A') =LA' 

Notação 4.9.4 Se tivermos A'= 12ll, então cada elemento a E 12ll possui 

pdo menos 11.m sím.bolo para. ele, a. saber g, na linguagem ..C(j2lj). Neste 

caso, escreveremos resumidamente ..C(2l) para L(l2ll). 

Con1 a notação acima, a conclusão do Len1a 4.9.3 escreve-se agora na 

fonna 

2l t= <p[ao, ... , an] se e só se (2l, 12ll) t= <p(vo/ao, ... , vn/an) · 

Definição 4.9.5 Se 2( é uma L -estrutura, então definimos o Diagrama de 2l 

como sendo o conjunto D(2l) formado por todas as L(2l)-sentenças atômicas 
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o·u negações delas que valem em (m, jmj): 

D(2r) = { <p I <p é .C(2r)-sentença atômica e 2( F <p} 

U { • cp I cp é .C(2r)-sentença atômica e 2( F •cp} 

Aqui por sentença atômica estamos significando uma fórmula atômica 

que é até uma sentença. 

O diagrama de 2( é assim um subconjunto da Teoria de (2( ~ j2rl), ou 

seja, do conjunto Thc.(2l)(2r , l2rl) de todas as .C(m)-sentenças que valen1 e1n 

(m, jmj). 

Lema 4 .9.6 (Lema do Diagrama) Sejam 2( uma .C-estrutura e (~ ,O") 

uma .C (2r) -estrutura. 

i) Se(~ , O") é um modelo de D(2r), então O" é uma imersão de 2( em ~ 

Em particular, as .C(2r)-estruturas que são modelos de D(2r) contêm uma 

cópia de 2(. 

ii) Se (~ ,O") é modelo de Thc.(m)((2r, l2r l)) então O" é uma. imersão ele

mentar de 2l em Q3. 

Prova. i) Pela definição de in1ersão, deve1nos n1ostrar que a aplicação 

O": I2LI --7 1 ~ 1 

satisfaz as condições (1D, (12) e (13) da Definição 4.7.1 c que é injetiva. 

Inicialmente provemos a injetividade ele O" : dados a1, a2 E 12r1 distintos, 

ten1os que a sentença ( a 1 # a2) (que não é atômica mas é a negação de 

uma) pertence ao diagrama D (2r). Como (~ ,O") é t ambé1n un1 1nodelo de 

D(m), temos 

:Nlas a interpretação ai em (93 , O") é precisamente O"( ai); daí segue 

A prova tanto de (ID como ele (I~) é feita de fon na análoga, considerando 
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as respectivas sentenças: 

Para provar (!2) , observamos que 

caso R~(a1, ... , aÀ(i)) não vale em (2!., j2tl) . :Nias como (~ , <7) é um modelo 

de D(2!.), 

R~(a1 , ... , aÀ(i)) ~ ~(a1 , ... , aÀ(i) ) E D(2!.) 

=? (~ , <7) F Ri (a1, ... , aÀ(i) ) 

~ R~(a (al) , .. . , cr(aÀ(i) )· 

Reciprocarr1ent e, 

não vale R~(a1 , ... , aÀ(i) ) ~ -.~(a1 , .. . , aÀ(i) ) E D(2t) 

~ (~ , a) F -.~(a1; .. . , aÀ(i) ) 

~ não vale R~(<7 (a1 ) , .. . , a(a,\(i) ) · 

P rovamos assim, que 

o que completa a prova de (i). 

ii) Se (Q) , <7) é u1n n1odelo de Th(21, j211) então, em part icular , o é de 

D (21) tambén1, j á que 

D(21) c T h(21 , j2t l). 

Assim, por (i) , a é novamente uma imersão. Afinnamos que neste caso a 
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é até un1a ilnersão elen1entar de 2t em Q> , ou seja, para toda .C-fórnmla cp 

com F r( cp) c { v0 , . ··: vn} e toda avalia.ção h em 2t, tem-se 

2t F cp[h] se e só se Q> F cp[CJ o h]. 

Salientamos que basta provar 

2l F <p[h] ilnplica Q> F cp[CJ o h], 

pois daí, ut ilizando o mesn1o raciocínio para •cp, obte1nos a implicação 

recíproca provada por contraposição: 

2t ~ cp[h] ==> 

2l F •cp[h] ==> 

Q) I= •<p[(J o h] => 

Q) ~<p[CJoh]. 

Fixamos então as = h( Vs) para O < s < n. Pelo Lema 4.9.3 ten1os 

2t I= cp[h] implica (2t, l2tl) F <p(va/ao, ... , Vn/an) · 

Assiln, a sentença cp( vo/ ao, ... , vn/ an) é mn ele1nento de Th(2t , 12ll), e com 

isto vale também en1 (~ , CJ), que é por hipótese un11nodelo para esta t eoria: 

Usando agora o Lmna. 4.9.3 sobr8 a. a.valia.ção CJ o h em Q> , e levando em 

conta que 

obtemos finaln1ente 

• 
Observe que se 2t é uma .C-estrutura de cardinalidade infinita, então 

podemos empregar o Teorema 4.6.3 sobre o conjunto de .C(2t)-sentenças 
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~ = Th(21 , 1211) e obter um modelo (~,o-) de~ con1 cardinalidade fi,, onde 

Pelo Lema do Diagrama, o- é uma ilnersão ele1nentar de 2l em ~. Iden

tificando 2l com sua imagem por o- em ~, temos provado o 

Teorema 4.9. 7 Seja 21 uma .C-estrutura de card·inalidade infinita. Para 

todo número cardinal 

fi,> 1nax(n:.c, card(l 2ll)) 

existe uma extensão elementar ~ de 2l com cardinalidade n:. 

Os próximos dois resultados são conseqüências do Len1a do Diagran1a 

importantes na prática. A prin1eira delas é conseqüência da segunda parte 

do lema: 

Corolário 4.9.8 Sejam 2l e ~ duas .C-estruturas. Uma imersão 

é elementar (ver Definição 4.8.11) se e somente se 

como [, (2l)-estruturas. 

Em particular, para T = id1211 

2l-< ~ se, e somente se, (21, 12ll) = (~ , 12ll). 

Prova. Na segunda parte do Lema 4.9.6 vemos que tomando o-= T , segue 

que T é un1a i111ersão elen1entar caso(~ , T) é un1 modelo de Th.c(2!)(2l, 12ll) , 

o que é equivalente a (2l, 1211) = (~ , T). 

Reciproca1nente, se T é uma iinersão ele1nentar e <p' uma .C(2l)-sentença, 

podemos pensar nesta sentença como obtida através de u1na substituição 
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das variáveis vo, ... , Vn envolvidas e1n uma ..C-fórn1ula r.p por constantes 

ao, ... , an. Assin1 

Nisto utiliza1nos apenas as variáveis Vi as qua1s nao aparecem em r.p' 

para não haver proble1nas na substituição. 

Suponha que 

então, pelo Lema 4.9.3 

2( I= r.p[h], 

para cada avaliação h com h( vi ) = ai. Por hipótese a imersão T é elen1entar, 

e temos portanto 

e novamente pelo Lema 4.9.3 

Como isto vale para toda ..C(2t)-sentença, concluímos que 

• 
Agora ext raín1os u1na consequência da prin1eira parte do Lema do Di

agrama. Para isto introduzünos o conceito de subestrut ura fi.nita1nente 

gerada a partir de um subconjunto A' do domínio de un1a ..C-estrutura 21. 

Não é difícil convencer-se que a intersecçã,o dos dmnínios de qualquer 

quantidade de subestrut uras de 2t induz un1a subestrut ura de 2l (lein

brainos que R..'> relações e funções sFi,o interpretadas en1 cada. subestrutura 

simplesmente cmno as restrições das relações e funções de 2t a ela) . Pela 

definição ele snbestrntura, as interpret a.ções c~ das constantes pertencem 

a cada domínio das subestruturas de m, e portanto c~ pertence tmnbé1n à 

intersecção de todos. 
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Definição 4.9.9 Chamamos uma tal subestrutura de subestrutura de inter

secção, ou sim,plesm,ente de intersecção das subestrnturas. 

Definição 4.9.10 Dada uma .C-estrutura Ql e um subconjunto não vazio 

A' c l2tl , a subestrutura de 2( gerada por A' é definida como a intersecção 

de todas as subestruturas de 2( cujo domínio contém o conjv,nto A'. Uma 

subestrutura finitamente gerada de Ql é a subestrutura de Ql gerada por 

algum subconjunto finito A' c IQll. 

Com estas definições concluín1os o 

Corolário 4 .9.11 Sejam Ql uma .C-estrutura e ~ c Sente- Se toda sub

estrutura finitamente gerada de Ql pode ser imersa em um modelo de ~' 

então também Ql pode ser imersa em um modelo de~. 

Prova. P elo Len1a 4.9.6 basta most rar que o conjunto ~ U D(Ql) de .C (Ql)

sentenças possui nm modelo (~ , o} Disto segue então que ~ é um modelo 

de ~ e que Ql é ünersível en1 ~. 

Pelo Teorema da Finitude 4.4.15 basta mostrar que cada subconjunto 

finito TI de ~ U D (2t) possui um modelo. Um t al conjunto pode conter 

apenas un1 número finito de sentenças 81, ... , Ón E D(Ql) . Sejam a1 , .. . , am 

as novas constantes , cmn respeito a .C, que aparecen1 nas sentenças Ói . 

Logo, pelas Definições 4.8.1 e 4.9.10, uma subestrutura finitan1ente gerada 

de Ql é um 1nodelo de { 81, ... , 8n}. Por hipótese uma tal estrutura pode ser 

imersa em um !VIodelo <!: de ~. Por mna identificação, <!: t an1bén1 é um 

modelo de ~ U { ó1, . . . , bn}, e portanto de TI. 

• 
P assamos agora a apresentar u1na segunda construção de uma extensão 

ele1nentar que não faz uso de un1a an1pliação da linguagem mas sim da 

noção de Cadeia Elementar de .C-estruturas. Este exemplo será utilizado 

na Seção 4.10 (veja Teore1na 4.10.9). 

Definição 4.9 .12 Uma sequência (Qln)nEN de .C-estruturas é dita uma ca

deia elementar, se 2ln+l é uma extensão elementar de Qln , para cada n E N. 
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ConstruÍlnos no que segue, a partir de u1na cadeia elen1entar (21n)nEN de 

..C-estrut uras, a estrutura união 

e mostra1nos que ela é u1na extensão elementar de cada 21n. Mais geral

mente, considerare1nos não apenas uma cadeia ordenada pelos naturais, 

mas também cadeias ordenadas por un1 nú1nero ordinal o:. Salientamos que 

não exigimos, na definição a seguir, que as extensões sejain elementares: 

D efinição 4.9.13 Uma seqüência (21v)v<a de ..C-estruturas é dita uma a-ca

deia , se 

para todos ordinais T/, f-L que satisfazem z; < f-L < a: . 

Neste caso, a estrutura união da a- cadeia (21v)v<a é a ..C-estrutura de

notada por 

e definida da seg1Linte maneira: 

v<a 
(ii) para todo i E J, e todo a1, ... , a.x(i) E 1211, digamos, a1 , .. . , a.x(i) E 121~.~1, 

se e só se existe 7/ < o: tal que R~" ( a1 , ... , a.x(i) ) 

(i i i) para todo j E J , e todo a1, ... : a1t(i) E 1211, digamos, a1, ... , aÀ(i) E 

l21v I, existe v < a: tal que 

(i v) para todo k E f( e para todo 7J < o:, 
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Observe que, no caso de os nún1eros ordinais o: e f3 satisfazerem o: = 

f3 + 1, temos 

ou seja, neste caso a união é igual ao 1naior tenno da cadeia. De fato 

como f3 < f3 + 1 obviamente temos 

v<a 

Para a recíproca, salienta1nos que toda fórmula e todo termo são escritos 

com um nú1nero finito de parâ1netros de U 2lv, ou seja de apenas alguns 
v<o 

2lv1 , • • • , 2lvr COITI 1J1, ... , 1/.,. < /3 + 1. Como vale 

v<a: 

Teorema 4.9.14 Sejam a um número ordinal e (2t,/)r/<n: uma a-cadeia de 

{,- estruturas. Se, 

- para f3 + 1 < a vale 2t,e -< 2l,e+I e se 

- para todo número ordinallim,ite À < o: vale 2t.x = U 2lv, 
v<.À 

então a união 2l = U 2l,/ é uma extensão elementar de 2t1L para cada 
v<a 

1-L <a. 
Em particular, 2lo -< 2l. 

Prova . Faremos u1na prova por indução ordinal sobre o cmnprimento a 

da cadeia. 

- Se a 

trivial . 

0: a cadeia é fonnada por um só ele1nento e a afirmação é 

- Se a é 11111 ordinal sucessor, digamos, a= f3 + 1 e a a-cadeia (2tv),/<o 

satisfaz as hipóteses do teorema, então a /3-cadeia (2tv)v<.B tan1bém satisfaz 
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as hipóteses do teoren1a e portanto, pela hipótese de indução, 

para todo J.L < /3, faltando-nos apenas mostrar que 

(96) 

uma vez que, pela observação acin1a, 

Q(p = U Q{v = UQ{v· 
v<p+l v<et 

pois daí, pela transitividacle da relação -< , também valerá 

v<a 

para todo J.L < a. 

- Se f3 for u1n ordinal lilnite, então, pela hipótese: 

e (96) segue trivialmente. 

- Se f3 for um ordinal sucessor, digamos, f3 
novamente pela observação acilna, 

1 + 1, então, 

UQ{v = U Q{v = 2{,, 
v<f] v<1+ 1 

e como 1 + 1 = f3 < a , vale pela hipótese que 

e portanto vale (96). 

- Se a é un1 ordinal limite, por hipótese, pela hipótese de indução e pela 
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observação acin1a, ten1os que, neste caso, 

sempre que p, < v < a, e queremos então mostrar que 2lJ..L -< 2l para todo 

p, <a. Para isto, provamos, por indução sobre a construção da fórmula <p, 
a equivalência 

2lJ..L f= <p[h] se e só se 2l f= <p[h], 

para todo p, < a e para toda avaliação h em 2lw 

Como já sabe1nos que existe uma in1ersão (pela construção da a - cadeia) , 

já vilnos anteriormente que esta indução é rotineira até o passo de trans

mitir a não validade de uma fórmula Vx 'ljJ pela avaliação h em 2l para 

2lw 

Suponhamos então 

2l ~ Vx 'lf;[h] . 

Isto significa que existe um a E 12ll com 

2l ~ 7P[h(x, a)]. 

Sejam Fr('lf; ) C { vo, ... , vn} e denotemos por aí = h( vi) para O < i < n . 

Como 12ll é uma união de conjuntos totalmente ordenados, a, ao , ... , an já 

se encontram em algum membro desta união, digamos 12lvl e, sem perda 

de generalidade, podemos supor p, < v. Para a fórmula 7P e a avaliação 

h(x, a,) em illv segue agora por hipótese de indução (sobre o cmnprimento 

das fónnulas), que 

2lv ~ ~[h(x , a)]. 

Disto resulta, en1 particular, 

E como 2l11 -< 2lv pela hipótese de indução (sobre a) obten1os finalmente 
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• 
Observação 4 .9 .15 No caso de uma w-cadeia, 

não estão envolvidos números ordinais lim,ites. Neste caso, a hipótese do 

teorema acima resum,e-se apenas à condição 2tn -< Qtn+ 1 para todo n E N. 

D efinição 4.9 .16 Uma a-cadeia elementar é v.m,a a-cadeia que satisfaz 

as hipóteses do Teorema 4.9.14. 

Se uma cadeia não for elementar , então a validade de un1a sentença não 

se transmite em geral para a união. No entanto, para algumas sentenças 

especiais (mais simples) isto não ocorre. 

Observação 4 .9 .17 Sejam a um número ordinal e (Qtv)v<a uma a -cadeia 

de .C-estruturas. Se uma \:13-sentença c.p vale em cada membro da cadeia mv, 
então tam.bém vale na união U Qtv = Qt. Por uma \13-sentença entendernos 

11ma sentença da forma 

onde '1/J é livre de quantificadores. A prova desta afirmação pode ser en

contrada em f 11 }, pag 120 

O n1esmo no entanto não ocorre para :3\/-sentenças. Por exemplo, sejam 

onde para cada n E N 

1 {rn } -Z= -lmEZ 
n! n! 

e <n é a restrição da ordem ele Q sobre este conjunto. É claro que (~)n<w 
é u1na w-cadeia. Em cada termo Qtn da cadeia vale a ::lV-sentença 

3x Vy (O< x 1\ (y <O V x = y V x < y)). 
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Para cada ~! Z tern-se ~! como este 1nenor ele1nento positivo. Esta sentença 

contudo não vale em 

n<w 

4.10 Estruturas saturadas 

Um problema típico da Teoria de 1\!Iodelos é, a partir de uma estrutura 

dada, construir uma estrutura elementarmente equivalente a ela e satis

fazendo condições adicionais como, por exemplo, condições sobre a cardi

nalidade desta nova estrutura. 

Introduzimos nesta seção um conceito fundamental para a Teoria dos 

Modelos e para este texto: o conceito de estrutura saturada. A existência, e 

num certo sentido unicidade de uma extensão elementar saturada de uma 

dada estrutura infinita é 1nuito útil para a análise da sua Teoria, con1o 

veremos no caso da teori::t dos corpos valorizados no próximo Capítulo. 

Voltamos aqui a considerar a extensão da linguagem .C pelo acréscin1o 

de constantes a para a E A', onde A' é um subconjunto de 1211 . 

Notação 4.10.1 Dado um conjunto de fórmulas <P, escreveremos <P(vo) = 
~ para indicar que F r ( <p) C { v0} para toda cp E <P. 

Definição 4.10.2 Seja'rn 2( uma .C-estrutura e A' um subconjunto de l2tl. Um 

conjunto de .C(A')-fórmulas <P(vo) é dito um Tipo (elementar) de 2l, (mais 

precisamente um tipo de (2l: A') ), caso exista uma extensão elementar 2l1 

de 2l, como .C-estruturas, e um a E A1 = l2l1l tal que para todo c.p E <P as 

.C(A1)-sentença,s <p(gJ valem na .C(A1)-estrutura (2ll: A1) , ou seJa: 

Escrevemos também neste caso 

e dizemos que <P(vo) é realizável, ou satisfeito, em (2l1 , AI) por a. 
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Observação 4.10.3 Observamos que, pelo fato de c.p ser uma L(A')-fórmu

la, para fazer sentido 

é necessário qv,e as interpretações das constantes a' que aparecem em c.p, 

com a' E A', façam sentido em (2lb A1). Isto está garantido, por exemplo: 

se A' C A1 e interpretamos a' como o próprio a' E A'. 

Outro fato importante de ser lembrado aqui é a segunda conquência do 

Corolário 4. 9. 8: 

Notação 4.10.4 De agora em diante escreveremos simplesmente 

para significar 'lj; (x1/ c1 ~ ... , Xn/ Cn) quando esti11er claro através de qua~s 

variáveis estamos substituindo as constantes. 

Antes de enunda,rmos o próxüno resultado, salientamos que se <P ( vo) é 

realizável em (2l1, AI) por a1 e é também um conjunto finito , digamos, 

isto significa que, 

ou equivalenten1ente, 

Ern geral, quando <D( vo) é infinito, nã.o podemos juntar todas as fórmulas 

e formar, por exemplo, 
00 
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pois não te1nos aí un1a sentença, n1as poden1os ainda afirmar que 

( 2L, A) F= 3vo <p ( vo), 

para todo <p E <I> ( vo). 

Lema 4.10.5 Sejam 2L uma L-estrutura e A= I2LI . Um conjunto <P(v0) de 

L (A) -fórmulas é 'U'ln tipo de 2L se, e somente se, cada subconjunto finito 

{<p1, ... ,<pn} de <P (vo) é realizável em, (2L , A), ou se,ja, 

Prova. Suponhamos que <I> (vo) é un1 Tipo de 2L e seja 2L -< 2L1 (como 

L-estrut uras) tal que 

para um a E A1 = l2l1 l· Então, para todo subconjunto finito { <p1, ... , <p71 } 

de <P( vo) vale 

Afirman1os que ta1nbém 

De fato, inicialmente salientan1os que esta afirmação faz sentido, pois 

<p1, ... , <f?n são L(A)-fórmulas. Con1o 2L-< 2l1, pelo Corolário 4.9.8 

Em particular para a L (A)-sentença 3vo (<p1 1\ ... 1\ <pn) temos 

Reciprocan1ente, suponhamos que cada subconjunto finito de <I> (vo) é 

realizável en1 (2L, A) . 
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Consideramos então o conjunto de .C(A U {c} )-sentenças 

~ = Thc(A)(21, A) U <I>(c), 

onde c é uma nova constante e <I>(c) = {cp(c) I <p E <I> (vo)} . 

At é aqui então; 

- <I> (vo) é un1 conjunto de .C(A)-fórmulas. 

- <I>(c) é um conjunto de .C(AU {c})-sentenças. 

Afirn1mnos que cada subconjunto finito de ~ possui un1 n1odelo. De 

fat o, 11111 tal subconjunto está. contido em um conjunto da forma 

para alguns <p1, .. , 'Pn E <I>(vo). Por hipótese, { cp1, .. , 'Pn} é realizável e1n 

(2!.,A), ou seja: 

(21, A) I= ::lvo( 'P1 ( vo) 1\ ... 1\ 'Pn( vo)), 

e portanto, denotando por a um elemento de A = 1211 tal que 

(21, A) F (cp1(gJ 1\ ... 1\ 'Pn(a)), 

ao interpretarmos a nova constante c como a (isto é tmna1nos c(2l.A) = a), 

temos que (21, A) é um modelo para Thc(A)(21, A) U { cp1 (c), ... , 'Pn(c) }. 

Assim, pelo Teorema da Finitude 4.4.15, existe uma .C(AU{ c} )-estrutura 

que é u1n 1nodelo para "E . Denotemos tal estrutura por 2!.1. 

Ora, 1nas então tal estrutura é, em part icular, um modelo para 

Thc(2q(2!., A). 

O Lema do Diagrama 4.9.6 nos garante então que 2!.1 é uma extensão 

elementar de 21 (identificando 21 con1 sua imagem em 211)· Denotando por 

b a interpretação c211 E 12111 , segue que 

(211: A U {b}) I= <I>( c), 
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e obtemos 

uma vez que A1 =:>A U {b}. Ou sej a, <P(v0) é un1 tipo de QL 

• 
Observação 4.10.6 Em geral, mesmo quando cada subconjunto finito de 

um Tipo <P(vo) de Ql é realizável em (Ql, A) , ainda pode não ocorrer 

(Ql, A) I= 3vo <P( vo) , 

isto é, o Tipo não ser realizável dentro da própria Ql, sendo mesmo necessário 

considerar um,a extensão distinta de Ql. 

O contra-exemplo mais simples é o seguinte: sejam Ql uma estrutura 

infinita com A= IQll e <P(vo) = {vo =I= Q I a E A} um conjunto de .C (A)

fórmulas com variável livre vo . Pela infinitude de A , é claro que cada sub

conjunto finito de <J?( vo) é realizável em (Ql , A). Contudo, obviamente <J? ( vo) 

não o é. Portanto, para o caso geral, precisamos sim de uma extensão de 

(Ql , A) : como enunciado no Lema. 

Em uma estrutura Ql, que vamos definir como "K--saturada" , somos 

capazes de realizar tantos tipos de Ql quantos fore111 possíveis , respeitando 

uma certa lin1itação que depende de "-· 

D efinição 4.10. 7 Dado um número cardinal infinito K chamamos urna .C

estrutur-a Ql de K.-saturada, caso cada Tipo <I>(vo) de (Ql, A') com card(A' ) < 
"- puder ser realizado em (Ql , A). 

Observação 4.10.8 Por esta definição, toda estrv.turo. finita é sem.pre K

saturada. De fato, se Ql é finita e <P(v0) é um tipo de QL, então existe uma 

extensão elementar Ql1 de QL na qual <I>( vo) é realizável. Então, por QLl ser 

elem entarmente equivalente a Ql, e Ql ser- finita, pelo Teorema 4. 7.5, 
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e por tratar-se de extensão elementar, concluímos que 

Para A= IQt l infinito obtemos da K-saturação imediatamente 

K < card(A), 

pois caso contrário o Tipo { v0 =/= a I a E A} de1Jeria ser realizável em 

(Qt, A). Uma outra consequência é que cada estrutura Q( que é K-saturada 

também é K1 -saturada para cada número cardinal infinito K1 < K. Mais 

ainda, a noção de K-saturação é invariante por extensões com menos do 

que K constantes. 

Tambén1 é claro que Tipos de Q( são conjuntos de fórmulas da linguage1n 

L (A). As novas constantes deixa1n-se sempre ser substituídas por cons

tantesª- da linguagem L (A). (Observe que um elemento a E A além de Q 

, pode ser simbolizado por outras constantes) . 

l\llostraren10s agora que para toda estrutura infinita existe un1a extensão 

ele1nentar saturada. Lembramos para isto que o sucessor cardinal de K será 

simbolizado por K+. Assim, K+ < 21\: . 

Teorema 4.10.9 (Teorema da Existência de E strutura n,+ -Saturada) 

Para cada número cardinal K > Kc e cada L -estrutura infinita Q( com 

card (IQt l) < 21\: existe uma K+ -saturada extensão elementar Q(* com K+ < 
card (IQt*l) < 2~-: . 

Prova. Construiremos uma "'+-cadeia elementar (Qtv )v<"+ com Q(o = Q1 e 

cmn as seguintes propriedades: 

(1) Para todo ordinal1; < "'+ te1nos card (Av) < 2\ onde Av= IQtvl · 

(2) Para um ordinal v < K+, a estrutura Q(v+l realiza todo tipo ÇP( vo) 

de Q(v com card (<I>(vo)) < K . 

Cmneçan1os definindo 

Q(o := Qt. 
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Supondo que já t en1os definidas as estrut uras 2Lv da cadeia elementar 

para todo 7/ < À < K+, com À número ordinal lünite, definimos 

E, para definir 2Lv+l supondo já definido o tern1o 2tv da cadeia, inde

xamos todos os tipos <I>(vo) de 2tv com card (<I>(vo)) < K por números ordi

nais < 2'\ assim (<I> tt) 11 <2" é o conjunto de todos os tipos de 2tv. 

Len1brando que todo Tipo de 2tv é um subconjunto de Fml.c(Av) ' vemos 

que isto é possível. De fato, card(Fml.c(Av)) < 2'\ e com isto a cardinali

dade de um conjunto de subconjuntos de Fml.c(Av)' que por sua vez têm 

cardinalidade < K, pode ser estimada através da cardinalidade do conjunto 

de aplicações de K em Fml.c(Au) · Verdadeiramente vale: 

Definimos então 

or _ u or (Jl) 
:<.lv+ l - ;av : 

/1<2"-

onde a sequência 2t~t) é estipulada da seguinte forn1a: 

2Lv; 

U Qt~J,) , para nún1eros ordinais limite À < 2\ 
p<>.. 

uma extensão elementar ~ de 2(~), 
a qual realiza <I>M(vo) com card (B) < 2"'. 

A existência de uma tal extensão elen1entar ~ segue imediatamente 

da definição de u1n Tipo de 2(~) junto co1n o Teorema 4.8.8 escolhendo 

Q.: = 2Lv. 

Logo, pelo Teorema 4.9.14, segue que 2tv+l é uma extensão elementar 

de 2tv. 

A condição (2) é obviamente satisfeita, pois para um Tipo <I> ( vo) de 
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Q(v com card(<P(vo)) < K, existe um f-L < 2K con1 <P(vo) = <PJ-t(vo), e pela 

construção existe um a E A~+l) que realiza <P ( vo) em Q(~+l) . Por termos 

Qt~.+l) -< 2Lv+l (nova1nente Te01·e1na 4.9.14), vale também 

A condição (1) segue de 

card(Av+l) = card( U A~)) < max(2K, 2K) = 2K. 
~-t<2" 

E, para o caso de Q(À = U Qlv, com À ordinal limite satisfazendo À < 
v<,\ 

n,+ < 2K, desigualdades análogas nos levam a 

card(AÀ) = card( UAv) < max(2K, À) = 2K. 
li<À 

Uma vez construída a n,+ -cadeia elementar, definimos 2LK+ =: Qt* a união 

desta cadeia. Do Teore1na 4.9.14 concluín1os que 2t* é uma extensão ele

mentar de 2t. Segue de (1) que, se A*= l2t*l então 

card (A*) = card( U A 11 ) < max(K:+, 2K) = 2K. 
v<K+ 

Finalmente vamos n1ostrar que 2l* é 11:+ -saturada. 

Seja 1>( v0 ) um tipo de (2t*, A') com card (A') < K,, ent ão segue da re

gularidade do número cardinal sucessor n,+ que A' C Av para um v < n,+ . 

De 2t11 -< 2(*, segue que 1>( vo) é um tipo de 2t,/. Por (2) e por 

card(<P) < max(K,.c, card (A')) < n. , 

existe um elemento a E A11+l que realiza este t ipo em 2Lv+l, ou seja, 

Isto porém in1plica (2t*,A*) I= <P(gJ , pois 2Lv+l-< 2t*. 

• 
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D efinição 4.10.10 Uma C-estrutura infinita 2( é dita saturada quando for 

card( l2tl) -saturada. 

Supondo anteriormente a hipótese do contírw.o 7J,niversal, que diz que 

2~ = n,+ para todo K número cardinal infinito, então o Teorema 4.10.9 nos 

di?; que para cada estrutura infinita 2( e cada sucessor cardinal K+ tais que 

existe uma extensão elementar saturada de cardinalidade K+. Esta estru

tura, como provaremos no Teorema do Isomorfismo (Teorema 4.10.17), é 

determinada univoca1nente a menos de isomorfismos. 

Antes provan1os o Teoren1a da In1ersão que utiliza a seguinte definição: 

D efinição 4.10.11 Uma C-sentença é dita existencial ou uma ~-sentença 

quando tiver a forma 

com 5 livre de quantificadores. Consideram,os tam,bém. as sentenças livres 

de q1J,antificadores como existenciais. 

Notação 4.10.12 Dadas duas C-estruturas 2( e 2(' 1 quando a validade de 

cada ~-sentença de 2( transfere-se para 2('1 ou equivalentemente) 

2( I= <p implica 2(' I= <p, 

para toda C-sentença existencial <p1 escrevemos resumidamente 

para este jato. Utilizamos esta maneira de escrita também numa extensão 

da linguagem C. 

Teorema 4.10.13 (Teorema d a Imer são) : Sejam 2( e 2(' duas C-estru

turas tais que 

(i) Qt' é K-saturada1 sendo n, ·um número cardinal infinito. 
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(ii) n, > card(l2tl) . 

( iii) Toda 3-sentença que vale em 2( também vale em Qt'. 

Então 2l pode ser imersa em 2l'. 

Prova. Seja a = card(A) , onde A = 12ll. Escolhe1nos un1a bijeção de 

a ern A , a qual nos fornece uma indexação (av)v<a: dos elementos de A. 

Construire1nos uma sequência ordinal (a~)v<a de elementos de A' = l2t' l, 

tal que 

A linguagem L o: desta extensão é precisamente uma extensão por cons

tantes Cv co1n v < a, onde supomos que f{ n {v I v < a } = 0. 
No decorrer da prova consideramos extensões por constantes L f3 de L , 

para todo {3 < o:) de modo totalmente análogo. 

Supondo construída tal sequência con1 a propriedade ( *) , ten1os em par

ticular que todas as sentenças do Diagran1a D(2t) que vale1n em (2t, (av)v<a:) 

tambén1 valen1 em (2l', (a~),/<a·), por serem livres de quantificadores. 

Como claramente (2l, (av)v<a·) = (2l, 12ll), temos que (2l', (a~),/<o:) é 

tamhén1 um modelo de D(2l). Pelo Lema do Diagrama 4.9.6, 2( é imersível 

em 2l' cmno desejávamos. 

Passamos agora à construção da sequência n1encionada. Construiren1os 

a sequência (a~)v<a de modo que vale para todo {3 < o:: 

Afirman1os que desta propriedade segue imediatmnente que esta sequên

cia satisfaz ( *). Mostran10s isto por indução ordinal: 

- Para o caso em que o: é um número cardinal finito isto é imediatamf-mte 

claro. 

- Se o: é u1n nún1ero cardinal infinito, então o: é um nún1ero ordinal 

limite. 
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Neste caso, toda 3-sentença <p da linguagem Lo: envolve apenas um 

número finito de constantes Cv , e por isso <p já. é uma 3-sentença da lin

guagem L f3 para algu1n f3 < a. Assim obtemos da hipótese ( * ){3 que 

implica 

Finalmente, passamos para a definição da sequência ( a~)v<a · Seja --y < a . 

Supomos que a sequência (a~)v<o: já esta definida para t odo f3 < 'Y c que 

( *) !3 valha. Precisamos portanto encontrar para a7 um a~ E A' tal que ( *) 1 

valha. 

Seja :3.6.( vo) o conjunto de todas as :3-fórnlulas8 <p da linguagem L-r com 

Fr(r.p) C {vo} e com 

Indiscutivelmente <I> (vo) = 3.6.(vo) é um Tipo de (2L, (a1/)v<1.). Pelo Lema 

4.10.5, para cada subconjunto {<p1, ... , <fJn } de <I>(vo) nós ten1os 

Seja f3 o n1áxüno dos índices das constantes Cv que aparecem c1n 3vo ( <p11\ 

. .. 1\ c.pn) . É óbvio que f3 < --y e com isto 3vo ( c.p1 1\ ... 1\ 'Pn) é uma 3-sentença 

da linguagem L f3+ l· Pela hipótese ( * );7 temos co1n isto ta1nbé1n 

Assün, novmnente pelo Len1a 4.10.5 , <I> (vo) é também u1n tipo de 

Como todo Tipo de (2L', (a~)v<l' ) é un1 Tipo de 2L' (veja Definição 4.10.2) , 

8Uma 3-fórmula é entendida como uma fórmula que. ao substituir suas variáveis livres por constantes, 
obtemos uma 3-sentença. 
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da K-saturabilidade de Qt' obtemos a K-saturabilidade de (Ql', ( a~)v<1) = Qt" . 

(veja Definição 4.10.7) 

Portanto, por card (I') < a < K e pela K-saturação de Ql", o T ipo 

<P( v0) é realizável e1n (Ql", jQl"l), ou seja, existe um a~ E A' = jQt" l com 

(Ql', (a~)v:::;1) F <I>( c, ). 

Com isto mostramos precisamente ( * ),. De fato, se <pé u1na ::l-sentença 

da forn1a ::3x1} ... , Xn 8, com 8 livre de quantificadores, podemos supor , sem 

perda de generalidade, no caso em que <p envolve a constante c, que vo t/: 
{x1} .. . ,xn} e obter com isto <p = <p(c1 /vo)(vo/c,) . Tomamos então <.P(vo) = 
{ c.p( c,/vo)} . 

• 
Antes do teorema dos is01norfismos n1ostran1os ainda algumas consequên

Clas . 

D efin ição 4 .10 .14 Dizemos que urna .L-subestrutura Qt de Qt' é existencial

mente fechada em Qt', se toda sentença existencial da linguagem .L(Qt) que 

vale em (Qt', jQtl) também vale em (Qt, jQll). 

Cor olário 4.10.15 Sejam Qt: Qt* e Ql' .L-estruturas tais que Qt é urna .L

subestrutura comum das .L-estruturas Q(* e Qt' e sejam A = jQtj e A* = jQt*j. 

Q(' 

(1) Se Qt' é K-saturada com"'> card( jQt*l) e 

(a) Qt é existencialmente fechada em Ql *, ou 

(b) cada .L(A )-subestrutura .finitam,ente gerada de Qt* pode ser imer

sa em Ql', 

então Q(* pode ser imersa em Qt' como uma .L(A) -estrutura. 
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(2) Se existe uma imersão de 2t* em 2t' como L(A)-estruturas e vale 2t -< 
2t' , então 2t é e.r,istencialmente fechada em Qt*. 

Prova. (1) Para mostrar que Qt* pode ser imersa em 2(' como L (A)

estruturas, pelo Teorema 4.10.13 basta mostrar que 

( 2t *, A) ~ ( 2(' : A) 

(a) No caso em que 2t é existencialn1ente fechada em Qt* note que por 

ser card (A) < card(A*) < "'' a estrutura (2t', A) é ainda K,-Saturada (adi

cionamos menos do que "' constantes- veja a Observação 4.10.8). 

Seja agora <p uma :3-sentença de L (A ) tal que 

(2t*' A) I= cp . 

Como 2t é existencialn1ente fechada en1 2(*, então 

(2t, A) I= cp . 

e como <p é u1na :3-sentença, 

(b) No caso em que cada .C(A)-subestrutura finitamente gerada de Qt* 

pode ser imersa em Qt', afirmamos que o caso (a) t ambém é satisfeito e 

portanto Qt* pode ser imersa em Qt' como L(A)-estrutura. De fato: Seja <p 

da fonna 3x1, ... , Xn o com o livre de quantificadores. Se 

(2t*' A) I= <p, 

então existem elementos ar, .. . , a~ E A* = l2t*l C0111 

(2t*, A*) I= o( a~, ... , a~) 

Seja Q3 a subestrutura de Qt* gerada por A U {ai , ... , a~} (Por exemplo a 
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estrutura de interseção - veja Definição 4.9.9). Então 

2l c~ c 21.* 

e, pela Definição 4.9.10: ~ é uma .C(A)-subestrutura finita1nente gerada 

de 21.*. Por hipótese existe u1na imersão 

T : ~ ----+ 2(' 

com T(a) = a para todo a E A (identificando o domínio com sua iinagem). 

Pela Observação 4.7.4 e pelo Lema 4.9.3, vale então 

e assim, em particular 

(2l' , A) F :lx1 , ... , Xn 6. 

(2) Se <p é tnna .C(A)-sentença existencial com 

(2l*: A) F <p, 

e existe uma imersão de 2l* em 2l' como .C(A)-estruturas, então, de fonna 

análoga à utilizada em (a), pode-se mostrar que 

(2l') A) F <p. 

Portanto, cmno por hipótese 2l -< 2l' obtemos 

(2l , A) F cp. 

• 
O próximo corolário é consequência imediata da prova do Teorema da 

Imersão 4.10.13 e com o Lema do Diagrama 4.9.6 quando tomamos para 

<P( v0 ) não o conjunto de todas as :3-fórnlulas, 111as sim todas as fónnulas r..p 

da linguagem .C, com Fr(r..p) C {vo} e (21., (av)v<~1) F cp(c,). 
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Corolário 4.10.16 Considere as L-estruturas 2í e 2í' . Se 2t' é K-satuTada, 

onde K > card (l2íl) com 2í e 2l' elementarmente equivalentes, então 2t pode 

ser elementarmente imersa em 2í1
• 

Chegamos afinal ao 

Teorema 4.10.17 (Teorema do Isomorfismo) Sejam 2l e 2t' duas L

estruturas infinitas saturadas e de mesma cardinalidade n.. Então 2l e 2l' 

são isomorfas se e somente se são elementarmente equivalentes. 

Prova. Do ismnorfismo entre 2l e 2l' segue pelo Teorema 4.7.3 imediata

mente a equivalência elementar. 

Para provar a recíproca~ suponhan10s que 2t e 2t' são elementarmente 

equivalentes. Construiremos uma indexação ordinal bijetiva (a~.~)v<~ e (a~Jv<~ 

de todos os elementos de A = l2tl e A' = 12l'l , respectivamente, tal que valha 

(+) 

na linguagem L~>. com constantes c~.~ para 7/ < K (novamente supomos sem 

perda de generalidade I< n {v 1 v < K,} = 0), o que é possível pois por 

hipótese 2t e 2í' têm a mesma cardinalidade K. 

A aplicação T(a~.~) =a~ define, portanto , pelo Le1na do Diagra1na 4.9.6, 

uma imersão de 2í em 2t'. Esta é obviamente sobrejetiva, ou seja, T é un1 

ison1orfismo de 2t em 2t'. O fato acima segue novamente como na prova 

do Teorema da Imersão 4.10.13, pois da validade de ( +) podemos concluir 

que 2t' é un1 n1odelo de D(2í). 

Van1os alterar un1 pouco a prova do Teore1na da ln1ersão 4.10.13 a fi1n 

de obter ( + ). 
Começamos cmn as indexações ordinais bijetivas (b~.~ )v<~< e (b~)v<~ de 2l e 

2í', respectivR.mente. DestR.s indexações construímos as indexações (a~.~)v<~ 

e (a~Jv<~ de 1nodo que vale 

( + )~ 

para todo {3 < K. 
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Disto segue imediatamente ( + ). De fato , a propriedade ( +) segue por 

raciocínio análogo ao encontrado na Prova do Teorema da I!nersã.o. Pois 

"' cmn o número cardinal infinito é u1n nún1ero ordinal limite e cada .L"'

sentença <p pode usar apenas um número finito de constantes Cv com v < "'' 
e assim <p já é uma .Cp-sentença para algum j3 < "'· 

Passamos a construção das sequências desejadas. Definimos as sequênci

as ( av) v<"' e ( a~J v<"' tal que cada bv e cada b~/ ocorram nestas sequências. 

Utilizamos aí o fato de que cada número ordinal ry pode ser escrito inequi

vocamente da forma 

ry =À +m, 

onde À = O ou é um número ordinal limite e m E N. 

Seja agora r < "' e sejam as sequências (av) e (a~) então já definidas 

para 7/ < "f, tal que para todo {3 < r a condição (+),a vale. Definiremos 

a1 e a~ de modo que (+h valha. O número ordinal r tem a representação 

ry =À+ m como acima mencionado. 

- Caso 1 : n~ é par , ou seja, m = 2n. 

Neste caso tome a1 como aquele elcn1ento b1/ do conjunto 

{ bv I V < fi,}\ {a v I v < I} 

con1 o n1enor índice v. 

Para a definição de a~ consideramos os "Tipos de a~/' em (Qt, (a//) v::;~1 ), 
ou seja os conjuntos de fórnmlas <P( v0 ) da linguagem .L1 para os quais vale 

Dado <I?( v0 ) um tal tipo, sejam <p1, ... , <p1• E <I?( vo) , então vale 

Seja {3 o máximo dos índices das constantes c// em (<p1/\ ... l\<pT) E Fmlc-r· 
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Como f3 < /, vale ( + ),B, e com isto 

Assim, pelo Le1na 4.10.5, <P(vo) é um tipo de (Qt', (a~)v<1). 

Por causa da K-saturabilidade de Qt' e de card ( 1) < K , existe portanto 

un1 b~ E A' que realiza <P (v o) em ( Qt', 12l' I). Seja a~ um tal b~ com o menor 

índice. Vale evidenten1ente 

Note agora que se <p é uma .C1 + 1-sentença então podemos encontrar, 

através de u1na eventual renomeação da variável vinculada, uma L 7 +r 

sentença cp' com <p e <p1 logicamente equivalentes e com c1 não estando 

em nenhum alcance do quantificador 3vo. Podemos assiln, sem perda de 

generalidade, supor que <p = <p(ey/vo)(v0/ e-y) . 

Assim, se 

segue portanto <p(ey/v0 ) E <P(v0 ), para algun1 t ipo <P(vo) de (Qt' , (a~)v<7). 

Pelo que vimos logo acima, isto implica 

Logo vale (+)I' 

- Caso 2 : 1n é ímpar, ou sejam= 2n + 1. 

Neste caso seja a~ o elemento b~ do conjunto 

{ b~ I z; < K} \ {a~ I v < 1} 

con1 o 1nenor índice. 

Definiinos agora a1 de modo totalmente analogo ao Caso 1 e obtemos 

novamente 
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Do caráter alternado da definição das sequências ( av )v<~ e ( a~) 11<~ - às 

vezes definimos um elemento de ( av )v<~ a partir de ele1nentos de ( a~)v<~, 

e às vezes o contrário - concluúnos agora que no Caso 1 para o menor 

índice J.t com b~L ~ { av I v < 1} deve valer J.t > À + m . 

Analogo vale no Caso 2 para o menor índice J.t com b~ ti- {a~ I 7/ < 1} 
do mesmo modo J.t > À + m . Assim finahnente atingimos todo b1L e b~ . 

• 
4.11 Ultraprodutos 

Nesta seção apresentamos un1a construção algébrica que será útil para a 

prova do teorema principal deste texto (Teorema 5.1.7), a saber, ultrapro

duto de estruturas. 

Ultraprodutos se a5semelham a um tipo de produto módulo um certo 

conjunto , o qual herda propriedades semelhantes às de seus fatores, as es

truturas em questão. Embora eles tenham sido introduzidos primeiramente 

na Teoria dos J\llodelos; pode1n ser vistos como uma construção puran1ente 

algébrica. 

Para que um conjunto possa servir de "módulo': en1 um ultraproduto, 

ele precisa ter propriedades especiais, mais precisamente, precisa ser um 

Ultrafiltro. Começamos então por esta definição: 

Definição 4.11.1 Seja S um conjunto não vazio, e P(S) o conjunto das 

partes de S. Um subconjunto não vazio F de P(S) é chamado 11.m filtro de 

S, caso 

(1) 0 ~F. 

(2) U: V E F implica U n V E F . 

(3) U E F e U c A C S implicam A E F. 

Como exe1nplos de filtros te1nos: 
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Exemplo 4.11.2 O conjunto C dos subconjuntos cofinitos de S é um filtro 

de S: 

C= {A C S I S\A é finito}. 

Exemplo 4.11.3 Fixado a E S, o conjunto 1-l(a) = {A C S I a E A} é 

um filtro de S e tem a seguinte propriedade adicional 

( 4) A c S , A tj F implica S\A E F. 

Definição 4.11.4 Um filtro de S que satisfaz ainda a propTiedade (4) é 

dito um ultra filtro de S. Um filtro da forma 1-l (a) para algum a E S , é dito 

um filtro principal. 

Nem todo ultrafiltro é principal: por exe1nplo, tomando S infinito, o fil

tro elos conjuntos cofinitos ele S eviclente1nente não é principal, pois senão 

algun1 conjunto unitário pertenceria ao filtro , o que é un1a contradição. 

Porém, pode-se provar que todo filtro de um conjunto finito necessaria

Inente é principal. 

Vale tan1hfnn o seguinte: 

Proposição 4.11 .5 Se S é um conjunto infinito e F é um filtro de S que 

possui um conjunto finito como elemento, então F é v,m, .filtro principaL 

Prova. De fato, suponha {a1 , ·· : an} E F. Como S é infinito, existe 

a E 8\{al,-- ,an}, de (3) segue 

e, por (2) 

Novan1entc por (3) 

1-l(a) = {A C S I a E A} c F. 

Por outro lado, como 0 tj F , temos que {a} n U =I= 0 para todo U E F. 

Concluín1os então que F= 1-l(a). 
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• 
Sempre podemos encontrar um ultrafiltro a partir de um filtro , na ver

dade, o seguinte Lema nos ensina um fato mais geral ainda. 

Lema 4.11.6 Seja Fo um conjunto de subconjuntos de S não vazio e f echa

do para intersecção. Então existe sempre um ultrafiltro D de S com F0 c D 

Prova. Seja D C P(S) uma extensão n1aximal de F0 dentre todas as 

extensões de Fo que não contêm o conjunto vazio e que são fechadas para 

intersecção. Tal elen1ento n1axin1al existe pelo Le1na de Zorn. Afirn1an10s 

que V é um ultrafiltro, o que então prova o Lema. 

Consideramos o conjunto construído a partir deste conjunto maximal 

D: 

F(V) ={A C SI existe U E V com U c A}. 

Vemos que F (V ) é um conjunto não vazio (pois contém V ) ainda fechado 

para interseção e tal que 0 ~ F(V) (pois nenhum conjunto não vazio está 

contido em 0). 

Agora é fácil verificar que F (V ) é um filtro. Logo, pela n1aximalidade 

de V , temos V= F(V), e portanto V é un1 fil tro de S . 

Seja agora A c S não vazio , e suponhamos que A ~ V. Fixado B = 
S\A, e construÍlnos o conjunto 

F' (v ) = v u { u n B 1 u E v}. 

Evidentemente F' (V) é fechado para interseção. Se ocorresse U n B = 0 

para algum U E V , então terían1os U c A = S\B, rnas isto contradiz o 

fato de A~ V = F (D). 

Nova1nente F' (V) é un1 filtro, e pela maximalidade de V, o conjunto 

acima também deve ser igual a D. Logo, como SE V , em particular 

S\A = B = S n B E F' (V) = D. 

Com isto mostramos que V é um ult rafiltro de S. 
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• 
Consideramos agora um conjunto de .C-estrutruras indexadas por um 

conjunto não-vazio S, digamos, 

{2l(s) I S E S}. 

Passan1os agora à construção do ultraproduto de 

of(s) _ /A(s). (\U(s)) . (f(s)) . (d(s)) ) 
~ - \ ' :J \ i iE/ , j j EJ , k kEI< ' 

para todo s E S , determinado por um ultrafiltro V de S que é novamente 

uma .C-estrutura. 

D efinição 4.11. 7 No conjunto de todas as sequêncías indexadas com s E 

s, rr A (s) = { ( a<s) )sES I a<s) E A (s) para todo s E S}) 
sES 

dizen~os que duas sequências (a~s)) sES e (a~s))sES são equivalentes quando 

Quando isto ocorre, escrevemos 

ou símplesmente. 

( (s) ) 
al sES t'J 

caso não exista chance de confusão. 

Esta é de fato uma relação de equivalência en1 f1 A (s) , ou seja valem 
sES 

(i) (a~s)) sES 

(ii) (ais)) sES 

( (s)) 
rv al sES , 
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( iii) (ais) ) sES "' 

(a~s))sES· 
( 

(s)) ( (s)) 
a2 sES e az sES ( (s)) . 1. ( (s)) 

rv a3 sES lmp lCa al sES rv 

Por exemplo, uma vez que D é filtro, ( iii) é obtida de 

e portanto: por (2) e (3) da Definição 4.11.1 o conjunto maior tan1bém está 

em D. 

Definin1os A como o conjunto quociente das classes de equivalência de 

[l A(s) pela relação"', ou seja, tomamos 
sES D 

sES sES 

com 

Definin1os agora as relações ~~ as funções fj e interpretações dk das 

constantes dk , de modo a tornar A o d01nínio da ..C-estrutura 

Definição 4.11.8 Sejam S um conjunto não vazio, D um ultrafiltro de S 

e {Ql(s) I s E S} um conjunto de L-estruturas. O ultraproduto de Qt(s) pelo 

ultra filtro D é a [,- estrutura 

dada por 

• A= [l A(s); rv = {(a(s)) I (aCs)) E [l A(s)}. 
sES 

( (w) (w) ) . .fi { I m. c s) ( c s) c s) ) } '1""'1 91.i a1 , ... , a>.(i) · s2gn2 ca que s :.ni a 1 , .. . ,a>.(i) E v. 

9 Retiramos os subíndices (sE S) para a notação ficar menos carregada. Claramente isto não causa confusão. 
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• Para (a~s) ) 1 ••• 1 (a;:{j)) E A} 

fJ((ais)) , ... , (a~{j))) ·- (f}s)(ais) , ... , a~{j))). 

Escrevemos tam,bém 

Precisamos verificar que as definições acima de ry:ti, fi e dk independem 

dos representantes escolhidos. 

Proposição 4.11.9 O ultraproduto de 2((s) pelo ultrafiltro V de S está bem 

definido. 

Prova. O bservan1os que: 

- para as constantes a verificação é trivial; 

- para as relações ry{i tomamos 

(b(s)) ( (s)) (b(s) ) ( (s) ) 
1 rv a1 ' ... , >.(i) rv a>.(i) ) 

o que significa que, para todo I/ E {1 , ... , .\ (i)}, 

e portanto 

u = n { s I bSs) = aSs)} E v. 
1~ v~ >.(i) 

{ I ~(s)( (s) (s) )} V 
s :.n.i a 1 , ... , a>.(i) E , 

e com isto 

{ I (s)( (s) (s) )} U { I ~(s) (b(s) b(s) )} 
s 91i a1 ' ... ' a>.( i) n c s :.n.i 1 ' .. . ' >.(i) . 
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Disto segue 

{ I cn(s) (b(s) b(s) ) } 8 :r.i 1 ' · · · ' >.(i) E 1)' 

e então vale 

- para o caso das funções fj tomamos 

(b(s)) ( (s)) (b(s) ) ( (s) ) 
1 rv a1 ) ... , J.L(j ) rv a J.L(j) . 

Vale então, para todo v E {1, ... , p,(j)} , 

e novan1ente 

u = n { s I bSS) = aSS)} E 1). 

15 v:=:; J.L(j) 

É óbvio que 

U { I f(s) ( (s) (s) ) _ (s) (b(s) b(s) ) } 
C s .i al , ... , a,~,(j) - f j 1 ' ... , Jl(j) . 

Portanto obtemos 

{ I f(s)( (s) (s) ) (s) (b(s) b(s) )} "' 
s 1 a 1 , ... , aJ.L(j) = f j 1 , ... , 11.(j) E v. 

Assim, pela. d8finição de equiva.lência, 

(s) ( (s) (s) ) _ (s) (b(s) b(s) ) f.i a1 ' ... , aJ.L(j) - fj 1 ' ... , J.t(j) ' 

ou ainda 

• 
O Teoren1a seguinte conté1n a n1ais in1portante propriedade de ult rapro

dutos. Pa.ra. enunciá-h, precisamos do conc8ito de ava.lia.ção-seqv,ência.. 
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D efinição 4.11.10 Sejam 

• S um conjunto não vazio, 

• 'D um ultrafiltro de S, 

• {21(s) I s E S} um conjunto de .C-estruturas, 

• 21 = TI 21(s) j'D o ultraproduto de 21(s) pelo ultrafiltro 'D , 
sES 

• A= 1211, 

• h(s), um,a avaliação em 21(s) para cada s E S. 

263 

Então definimos a avaliação-sequência em 21 , determinada pelas h(s), 

como a aplicação 

(h(s) ) : Vbl ~ A, 

através de (h(s))(v) := (h(s)(v)), que é obviamente uma avaliação em 21 . 

Obser va ção 4.11.11 Dado a = (a(s) ) um elem ento de A = TI A (s) I rv, 

salientamos que 

De jato, pela Definição 4-4· 3, para cada v E Vbl vale 

(h(s) )(x, a)(v) = { (h(s))~ = (h(s)(v)): se v I= X, 

a= (a(s) ), se v= x. 

T eorema 4.11.12 (Teorema d e Los) Seja 21 o Ultraproduto de .C-estru

turas 21(s) com s E S por um Ultrafiltro 'D de S. Então, para cada .C

fórmula cp e cada avaliação-sequencia (h(s)) em 21 

21 F cp((h(s))] se e só se {s I 21(s) F cp[h(s)]} E 'D . 

Prova. Provamos esta equivalência por indução sobre a construção de cp. 

- Se cp é u1na fónnula atô1nica: então a equivalência do Teorema resulta 

da definição de igualdade de classes de equivalência assim como da definição 
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da relação 91i para cada i E J. Basta para isto observar a identidade 

o que se prova a partir da construção de termos de maneira rotineira . 

- Se <pé da forma -.<p1, então, pela hipótese de indução e pela propriedade 

( 4) de Ultrafiltros: 

{::} 

Hip. Ind. 
{::} 

Propri. (4) 
{::} 

{::} 

{::} 

2l F 'P1 [ (h ( s) 

{ S l Ql(s) F <pi(h(s)]} rf. V 

S\ { S l Ql(s) F <pi[h(s)]} E V 

{s I Ql(s) F <pl(h(s)]} E V 

{s I Ql(s) F -,'PI[h(s)]} E V. 

- Se <p é da forma ( <p1 1\ <p2) , então temos, pela hipótese de indução e 

pelas propriedades (2) e (3) de ultrafiltros, 

2ll= cp[(h(s) )] 
Hip. lnd. 

{::} 

(2ll= cpt[h(s) ] e 2l I= f.P2[h(s) ]) 

( { S I Ql(s) F <pl[h(s)]} E V 

e { S I A (s) F 'P2[h(s)]} E V ) 

Proprig) e (3) { S I Ql(s) F 'Pl [h(s) ]} 

n { s l 2l < s) F 'P2 [h< s)]} E v 
{::} { s I Ql(s) F ( 'PI 1\ 'P2)[h(s)]} E V. 

Aí utilizamos con1 a hipótese de indução as propriedades (2) e (3) de 

filtros. 

- Se <pé da fonna Vx <p1, ent ão 

2l F <p((h(s))] {::} 2l F <pi[(h(s))(x, a)] para todo a E A 

Obs.áll.ll 2( F <pi((h(s) (x, a(s)))] para todo (a(s) ) E rr A(s) 
sE S 

{::} {s l Ql(s) F 'PI[h(s) (x, a<s))]} E V 

para todo (a<s)) E fi A (s) 
sES 
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~ { s I Qt(s) I= <pl[h (s) (x , a Cs))] 

para todo aCs) E A(s) } E V 

~ { s I Qt(s) I= \lx <p1 [h(s)]} E V. 

265 

Mas a penúltiina equivalência precisa ainda ser mostrada. Fixa1n os para 

isto 

U = { sI 2l(s) I= <pi[h(s)(x ,a<s))] para todo a(s) E A (s) }. 

Para cada sequência (b(s)) E fi A(s) vale então 
sES 

Com isto segue a direção ( <=) pela propriedade (3) de filtros. Falta 

provar (==? ). Supomos U ~ V. Segue que S\U E V , e disto 

Definimos agora n1na sequência (b(s)) através de 

b(s) = { um a(s) com Qt(s) [F <pl[h (s) (x, a<s))J, caso s E V ; 

um a(s) E A (s), caso contrário. 

Vale então 

Como V E V , o conjunto acüna à direita pertence tambén1 ao conjunto 

V , e com isto, por (1) e por (2) da Definição 4.11.1 

Isto porém contradiz a hipótese. 

• 
Consideramos agora o caso especial em que todas as estruturas Qt(s) são 

iguais, a saber Qt(s) = 2l para todo s E S. Neste caso dizemos que 
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D efinição 4.11.13 Sejam 21 uma .L-estrutura, S um conjunto não vazio 

e 1J v,m, u,ltrafiltro de 1J . O ultraproduto 

218 / V := 21* = fi 21/ D. 
sES 

é chamado também de ultra potência de 21 por 1J. 

Corolário 4 .11.14 Sejam 21 uma .L-estrutura e 1J v,m ultrafiltro de S. 

Então a aplicação 

T : 21 --+ 21* 

dada por T(b) = (b)sES, para todo b E 1211, define uma imersão elementar 

de 21 n a ultra potência 21* = 218 / D. 

Prova . Seja h uma avaliação em 21. A partir de h construímos a avaliação 

sequência h na ult rapotência 21* 

h(x) = (h(x))sES = T(h(x)) . 

Para cada .L-fónnula cp e cada avaliação h em 21 vale então pelo Teorema 

4.11.12 

21* I= cp[h] se e só se { s I 21 I= cp[h]} E D. 

Con1o a condição 21 I= cp[h] não depende de s , o conjunto { s I 211= <p(h]} 

só pode ser o conjunto vazio ou o conjunto S . Como 0 ~ 1J e S E 1J obtemos 

{ s I 21 I= cp [h]} E 1J se e só se 21 I= cp [h] . 

Em suma t emos 

211= <p[h] se e só se 21* I= cp[T o h] . 

Isto significa. que T é um imersào elementar de 21 em 21* 

• 
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Corolário 4.11.15 Como r é 'Uma im ersão elementar de 2t em 2!*) em 

partic'Ular provamos que 

2( = 2!8 ;v. 
Com ultrapotências e1n 1n ãos temos outro método para construir ex

tensões elementares de estruturas. 

Como aplicação de ultraproclutos damos nma outra prova para o Teo

rema da Finitude (Teorema 4.4.15) que não faz uso do Teorema da Cmn

pletude de Godel (Teorema 4.4.10). 

Dado um conjunto E de .C-sentenças, denota1nos por S o conjunto de 

todos os subconjuntos finitos 6. de E. O conjunto S é parcialn1ente orde

nado con1 relação à inclusão de conjuntos. Além disso, seja F0 o conjunto 

de todos os conjuntos não vazios da forma 

s~ = {D.' E s 1 D. c D.'} : 

onde D. percorre todos os elementos de S. F0 é fechado para interseção, 

pOIS 

Pelo Len1a 4.11.6 existe um ult rafilt ro V de S, que contém F0 . Vale 

então 

Teorema 4.11.16 Seja 2:: um conjunto de .C-sentenças tal que todo sub

conjunto .finito D. possui um modelo. Se.Ja S o con.Junto de todos os subcon

juntos finitos D. de E. Tome 1J um ultrafiltro de S que contém o con)unto 

F0 construído acima. Para cada D. E S seja 2((~) um modelo de D.. Então 

o Ultraprod'Uto 

é um m,odelo de E. 

Prova. Seja p E 2::. Para cada 6. E S com p E 6. vale evjdentemente 

2((.0.) I= p. Vale ainda 
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Como S{p} E F0 c D segue que 

{6. I 2((ó) F p} E D. 

o Teorema de Los 4.11.12 temos então 

2l l= p. 

Portanto 

2l l= ~ 

• 
4.12 Propriedades da classe dos modelos 

Nesta seção definünos a classe de n1odelos de u1n fixado siste1na de axiomas 

~ de uma linguagen1 L , ta1nbé1n fixada, e estudamos suas propriedades. 

Primeiramente equipamos tal classe com uma topologia que a t orna um 

espaço c01npacto. Esta propriedade é precisan1ente o conteúdo do Teo

rema da Finitude (Teorema 4.4.15) . Depois disto, introduzimos mais pro

priedades de ~ e, respectivan1ente da sua classe de n1odelos, a saber: conl

pacidade, separação, r.ompletude e 1n odelo-r.mnpletude. O estudo destas 

propriedades não é feito apenas para fins de uma possível aplicação na 

prova da completude de uma Teoria, 1nas tan1bém por serem ferramentas 

úteis na 1naten1ática, e1n especial nas teorias algébricas . 

4 .12.1 Compacidade e Separação 

Definição 4.12.1 Fixamos 'uma linguagem L = (À f..L) I<) e denotamos 

por J\!I od.c a classe de todas as L-estruturas 2l. Dado um subconjunto ~ de 

Sent.c definimos a classe de (todos os) modelos de ~ : como sendo a classe 

!VI od.c(E) = {2l E NI od.c I 2l F E}. 

Notação 4.12.2 Para E = {a} escr-evemos no lugar de Nfod.c({a} ) re

sumidamente J..!f od.c( a ). 
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Tam,bém no que seg·ue, esqueceremos o índice .C sempre que estiver claro 

de qual linguagem .C estamos tratatando. 

Lema 4. 12 .3 Com, as notações acima introduzidas, temos: 

i) Mod(:Jx x # x) = 0 

i i) M od(\!x x · x) = l\1! od 

iii) ll!f od( •<p) = ll!f od\11/f od( <p) 

iv) J\t!od(cp/\'1/J) = 11/fod(cp) n11!fod('I/J) 

v) J\1 od( <p V '1/J) = l\11 od( <p) U 11/f od( '1/J) 

vi) ll!f od(E) = n 11/f od( O") 
aEE 

Prova. Imediata. 

• 
A classe { J\!f od( <p) I <p E Sent.c} é fechada para intersecção (por (i v)) e 

pode por isto servir como uma base de uma topologia para 111[ od. Dizemos 

assim que uma subclasse de M od é um aberto, quando é sii11plesmente u1na 

união de classes da forma NJ od( cp) com <p E S ent .c, ou seja, os conjuntos 

abertos nesta topologia são da forn1a 

U J\!f od( <p), 
<pE<P 

onde ÇP é un1 subconjunto de Sent.c . As classes fechadas são os comple

mentares de abertos, e por ( iii), são da forma 

ou seja, são precismnente classes de modelos cmno introduzin1os acin1a (fixe 

E = { •<p I <p E <I>}) . 

Definição 4.12.4 Um subconjunto f echado de 11/f od.c é dito P-lem,entar ou 

axiomatizável. 
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Observação 4 .12.5 Podemos notar ainda que, no sentido de Teoria dos 

Conjuntos, NI ode é um.a classe própria . Assim, a introdv.ção de 11.m.a 

topologia sobre Jvf ode pode parecer um pouco suspeita. Porém, não nos 

importaremos com tal ponto, pois por procedimentos precisos de Teoria dos 

Conjuntos este defeito pode ser remediado: pode-se por exemplo, limitar 

NI ode àquelas estruturas pertencentes a um conjunto V pré-fixado . Com 

isto, escolhemos o (universo' V tão grande que todas as operações interes

santes de conjuntos lá podem ser feitas. 

Como prüneira observação sobre esta topologia, notan1os que M od é um 

espaço não Hausdorff. Esta propriedade pode ser constatada da seguinte 

reformulação de equivalência elen1entar de .C-estruturas 2l e Q3: 

2l E Nfod(CJ) se e só se Q3 E J\!Iod(CJ) 

para todo CJ E Sente. Assim, se 2l =~e 2l pertence a um aberto Nfod(CJ) , 

então ta1nbém Q3 pertence a este aberto, logo 2l não poderá ser "separado" 

de Q3 , mesmo sendo ambas estruturas distintas. 

R.eint erpretaramos a seguir o Teorema da Finitude (Teorema 4.4.15) , 

enunciando-o co1no a cmnpacidade do espaço 1\tf odc(I:-). Esta tradução 

não é difícil, contudo muito relevante. 

Teorema 4.12 .6 (Teorema da Compacidade) Seja 2:- C Sente . Então 

111odc(E) tem a propriedade de (fleine-Borel', ou seja, se U ~111odc(cp) é 
cpE<P 

uma cobertura por abertos de M odc(E), então existem <p1, ... cpn E <I? tais 

que 

P rova. Da hipótese e pela propriedade (vi) do Lema 4.12.3, 
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e segue imediatamente 

n Niod((j) n n l\Jod(•cp) = 0, 
o-EE cpE<l> 

ou seja, o conjunto ~U { •cp I cp E <P} não possui nenhum modelo. Portanto, 

pelo Teoretna 4.4.15, existe um subconjunto finito de ~ U { •cp I cp E <P} 

que possui nenhum modelo, ou seja, existe um conjunto { CfJ1 : ... , CfJn} C <P , 

tal que 

J\11 od(~) n 1Vf od( • <p1) n ... n 1\J od( •<pn) = 0 

1v.Ias isto significa precisamente 

o que completa a prova. 

• 
O Teorema da Con1pacidade tan1bém implica o Teorema da Finitude. 

De fato , caso~ c Sente não possua nenhum modelo , então 

n _A,f od((j) = 0, 
o-E E 

e pelo Lema 4.12.3, o con1plementar 

UMod(•(i) 
o-E E 

é un1a cobertura do con1plen1entar de <P, ou seja, de A1 od. Pelo Teorema da 

Compacidade existen1 (/I, ... , (in E ~ ' tais que M od( •(li) U ... UM od( • (in) 

já cobre 1\![ od. Assim, 

1\1 od( (/1) n ... n JIJ od( (in) = 0, 

ou seja, o subconjunto finito { (/1 : ... , (in} de ~ não possui nenhun1 n1odelo. 

Do Teoren1a da Cmnpacidade deduzimos ta1nbé1n o charnado Lema da 

Separ·ação. 
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Lema 4 .12. 7 (Lema da Separação) Sejam ~1 , E2, r C S ent L com 

para i = 1, 2. Se, para cada par fixado 2í E Jvf odt:..(E1) e ~ E J\11 odt:..(E2), 

existe um 1 E r com 

2l I= 1 e Q3 I= '/, 

então existe um 1* com 

Tal1* pode ser tomado como uma disjunção finita de conjunções finitas 

de elementos de r. 

Prova. Fixamos primeiramente um modelo 2l E NI od(E1 ) e escolhemos 

para cada Q3 E NI od(E2) um 1~ que satisfaz 

2l E JV! od( 1~) e Q3 E M od( '/f13), 

cuja existência é garantida pela hipótese. Portanto, evidentemente, as 

classes !VI od( '/f13) formam uma cobertura aberta de !VI od(E2) . Pelo Teo

rema da Compacidade (Teorema 4. 12.6) existem ~b ... , ~m E J\/fod(~2 ), 

tais que 

Definindo então 

!'21 = ( ~~1 (\ ••• (\ l'~.J' 

temos 

(97) 

Por outro lado, evidentemente, como 2l E JV.f od( 121) , as classes NI od( 121) 

cobrem a classe M od(E1). Novamente, pelo Teorema da Con1pacidade, 
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existem 2t1, ... , 2tn E J\![od('EI), tais que 

Con1o por (97) vale também 

definimos finalmente 

que tem a propriedade desejada. 

• 
O próxilno Len1a é un1a consequência do Len1a da Separação n1ais con

fortável para aplicações. Antes generalizamos a maneira. de escrita. utilizada 

no Teorema 4. 10. 13. 

Definição 4.12.8 Dadas .C-estT'UiU'f'aS 2t ) ~ e r c Sent.c escTevemos 

para significar que) para todo ! E r vale: 

2l I= 1 implica ~ I= 1 . 

Notação 4.12.9 Para 2t iJl ~ escrevemos resumidamente 2t ~ ~. 

Lema 4.12.10 Sejam 'E , r , { 'P} c Sent.c e sejam !o um elemento de r 
que n ão vale em nenhum modelo de :E e r l um elemento de r que vale em 

todo modelo de 'E . 

Se) para todos os modelos 2l e ~ de :E vale 

então existe v,ma disjunção finita 1* de conjunções finitas de elementos de 
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r ' a qual é equivalente a cp em todo modelo de ~' ou seja, 

Prova. Colocan1os no Len1a da Separação ~1 = ~ U { cp} e ~2 = ~ U { -.cp}. 

- Se 1\1 od(L;1) = 0, então vale evidentemente, pelo Teorema da Comple

tude (Teorema 4.4.10) 

r; f- ( l.fJ ~ lo) ; 

- Se lvf od(L;2) = 0 então vale analogan1ente E f- ( cp ~ 11). 

- Sejam agora 2l E M od(E1) e ~ E NJ od(L;2) , então por hipótese, se não 

vale Q( ~ ~' também não vale 2l ~ ~. Logo, existe um 1 E r cmn 

Pelo Le1na da Separação, obten10s urna disjunção finita 1* de finitas con

junções de elementosde rcon1 1Vfod(I;1) c Jvfod(!*) eMod(L;2) c lVIod(-.1*) . 

Daqui obtén1-se que, para 2L E IV! od(~), por um lado 

2l F cp implica 2L F 1* 

e, por outro lado, 

2L F -.cp implica 2L F •/*. 

Assim temos para todo 2l E M od(L;) tan1bén1 

Pelo Teorema da Completude de Godel (Teorema 4..4.10) segue então 

r; f- (cp ~ !*) . 

• 
Como u1na aplicação do Len1a 4.12.10 obtemos 

Teorema 4 .12 .11 S ejam E, { cp} C S ente,. S e para todo~ ' ~1 E lVI od(~) 
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com ~ C ~1 vale 

então existe uma L -fórmula o , livre de quant~ficadores, com E I- ( c.p ~V o) . 
{Aqui Vo é uma sentença.) 

Prova. Iniciahnente definimos 

r = {V o I o E Fmlc e o é livre de quantificadores} c Sente, 

e mostramos que para todo 2l, 23 E il.!I od(l:), se valer 2( ~ 23 , então vale 

também 2( ~ ~ , pois daí poderemos aplicar o len1a anterior . 

Com este intuito, observa1nos que a hipótese 2( ~ 23 , se lida como a sua 

contrapositiva, diz que toda ::l-sentença que vale em ~, também já valia 

em 2l. 

Com o Teorema da Existência 4.10.9 conseguünos uma K+-saturada (c 

portanto K:-saturada) extensão elementar 2(' de 2l, onde escolhemos K: > 
card(j231) . Ern particular, por ser elementarn1ente equivalente a 2t, temos 

que 2(' é tan1bém u1n 1nodelo de B. Pelo Teoren1a da Imersão 4.10.13 a 

estrutura 23 pode ser imersa em 2t'. Pela hipótese do Teorema: 

2(' F <p implica ~ F c.p . 

Como 2( = 2(', segue que 

Para podermos aplicar o Lema 4. 12.10, observamos ainda que podemos 

tomar como ry0 a sentença (V vo vo =f vo), e como {b a sentença (V vo vo · 

vo). 

Con1 o Le1na 4.12 .10, segue que 

onde ry* é Ullla disjunção finita de COnjunções finitaS de f . 

É fácil se convencer agora, por un1 argun1ento puran1ente lógico, pela 
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escolha acilna de r , que ')'*é equivalente a un1a f' E r.l0 Assim, (!'* ~ f') 

é un1a tautologia, e portanto E ~ ('·y* ~ f'). Com isto o t eorema fica 

provado. 

• 
4.12.2 Completude 

Aqui o objetivo é apresentar dois resultados in1portantes do ponto de vista 

t eórico, e reahnente de fácil verificação. 

Na Seção 4.5 un1 sistema de axiomas E c Sent12 , não contraditório foi 

chamado completo quando para cada u E SentL vale 

E~ a ou E~ • a. 

Para uma L-teoria T isto significa que (veja Definição 4.5.9) 

u E T ou • u E T. 

TR.n1bé1n vimos que as L-teorias completas T sempre são da forma Th(21) 

para alguma L-estrutura 21 (veja con1entários abaixo da Definição 4.5.9). 

Um out ro critério trivial é 

Lema 4.12.12 E C S ent 12 é completo{::> quaisquer dois modelos de E são 

elementarmente equivalentes. 

Prova. Se E é completo, então 

D ed(E) = Th(21) 

para alguma L-estrutura 21. Se Q3 é um 1nodelo de E então vale natural

mente 

Q3 I= Th(21) 

pelo Teoren1a 4.4.13. Daí segue ünediatan1ente 21- Q3. 

10 (V61 1\ V82 +--> V(81 1\ 82)) e (Vó1 V V82 +--> V(ó1 V 82)) 
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Seja <!: urn outro n10delo de 'E, então segue analogarnente 

e em particular 

Se E não é cmnpleto, então existe urna a E Sent.c com 

Pelo Teorema da Completude de Goclel, existem então rnodelos 21 e ~ 

de E com 

e portanto não vale 21 _ ~. Com isto mostramos a equivalência. 

• 
Um outro critério suficiente para a con1pletude. 

Teorema 4.12.13 (Teste de Vaught) Se um conjunto E c Sent.c pos

sui apenas modelos infinitos e existe um número cardinal f), > f),.c, tal que 

quaisquer dois modelos de E com cardinalidade f), são isomorfos, então E 

é completo. 

Prova. Sejam 21 e ~ modelos de E. Pelo Corolário 4.6.5, existem L

estruturas 211 e ~r ele cardinalidade f), com 

em particular, 211 e ~1 são modelos de E . 

Daí, pela hipótese, 

E1n part icular, 

e com isto 21 = ~. Conr o Lerna 4.12.12 obtenros a cornpletude de E. 
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• 
4.12.3 Modelo Completude 

Nesta seção introduzimos uma propriedade das teorias, chamada modelo 

completude, com a ajuda da qual podemos provar a completude de algumas 

teorias. Para tal voltamos a utilizar o conjunto diagrama de uma estrutura 

(veja Definição 4.9.5). 

Definição 4.12.14 Um conjunto ~ C Sent.c chama-se modelo-completo 

se, para cada modelo Q( de ~' o conjunto das L:(Ql)-sentenças ~ U D(Ql) é 

completo. 

Lema 4.12 .15 2: c Sent.c é m odelo completo se e somente se para q'u.ais

quer dois modelos Ql, ~ de ~ que satisfazem Q( C ~ também vale Q( -< ~. 

Prova. Seja ~ 1nodelo cmnpleto. Sejan1 Q( e ~ 1nodelos de ~ com Q( c ~. 
Então fazem sentido as L: (Ql)-estruturas 

(m,lml) e (~ ,lm l), 

e elas são a1nbas modelos de 2: U D(Ql) pela Definição 4.8.1. 

Assiln, con1o ~é n1odelo cmnpleto, pelo Le1na 4.12.12 vale 

(m, lml) = (~ , 1m1). 

Pelo Corolário 4.9.8, isto tem como consequência 

Q( -< 23. 

Reciprocamente, suponhan1os que vale 2L -< ~ , sempre que Q( e ~ são 

1nodelos de ~ cmn Q( c ~ , fixan1os um modelo Q( de 2: e mostrmnos a 

con1pletude de 2: U D (Ql) . 

Evidentemente (Ql, IQll) é um n1odelo 2: U D(Ql) . Queremos mostrar que 

cada outro modelo de 2: U D(Ql) é elementarmente equivalente a (Ql, IQll). 
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Pelo Len1a do Diagran1a 4.9.6 , un1 tal 1nodelo conté1n un1a in1agen1 

isomorfa a 2l. Identificamos 2l com a sua imagem, e então podemos supor 

que o 1nodelo considerado é da forn1a (~ , 12l l), onde justamente vale 2l c 
~. 

Como~ e 2l são modelos de E, temos pela hipótese 

Pelo Corolário 4.9.8 vale portanto 

(2l, 12ll) - (~; 12ll ) . 

O Len1a 4.12.12 nos garante então que EU D(2l) é completo. 

• 
Uma teoria modelo-completa pode não ser completa, como pode ser 

encontrado em (11]. 

No entanto, se un1 siste1na de aximnas modelo con1pleto E c Sente 

possui um modelo primo então obtemos a completude de E . 

Definição 4.12.16 Chamamos uma .C-estrutura s:p de modelo primo de 

um sistema de axiom as E caso s:p é um modelo de E e existe uma imersão 

de s:p em qualquer outro modelo de E. 

Corolário 4.12.17 Se o conjunto E c S ente é modelo-completo c possui 

um modelo primo s:p então E é completo. 

Prova. Sejam 2l1 c 2l2 n1odelos de E. Identifica.n1os s:p con1 a sua 

imersão em 2l1 e 2l2: 

Como E é por hipótese modelo-completo segue pelo Le1na 4.12.15 que 

s:p -< 2li para i E { 1: 2}. Em particular, 

Logo E é con1pleto pelo Le1na 4.12.12. 
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• 
Deduzünos agora um critério 1nuito útil para garantir a modelo-completu

de de uma teoria. Começamos generalizando a Definição 4.10. 11. 

D efinição 4.12.18 Uma L-fórmula chama-se existencial ou 3-fórmula, 

caso seja da forma 

com '1./J livre de quantificadores. 

Analogamente, U'ma jóTm'ula da for-ma 

com '1./J livre de quantificadores será chamada universal ou V -fórmula. 

Observação 4 .12.19 A Definição 4.10.14 estabelece que urna L-subestru

tura 21 de ~ é dita existencialmente fechada em ~ se cada sentença exis

tencial da L(21)-linguagem que vale em(~ ; 1211) tam,bém vale em (21, 1211) . 

Pelo Lema 4. 9. 3 isto é equivalente a dizer que para toda 3 - .fórm,ula cp na 

L-linguagem, e toda avaliação h em 21,vale: 

~ I= cp[h] implica 21 I= cp[h]. 

Podemos agora enunciar o teore1na. 

Teorema 4.12.20 (Teste de Robinson) Para ~ C Sente sao equwa

lentes: 

(1) ~ é modelo completo; 

(2) para cada dois rnodelos 21 : ~ de ~ com 21 c ~, 21 é existencialmente 

fechada em ~; 

(3) para cada L-fórmula cp existe uma L -fórmula universal p com Fr(p) C 

F r( cp), tal que 

~ 1- V(cp ~ p). 

Prova. (1) :::::? (2) segue imediato cmn o Lema 4.12.15. 
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(2) ==> (3) : Consideramos inicialmente o caso en1 que cp é u1na .C-fón11ula 

existencial com Fr(r.p) c {v0 , ... ,vn}· Aumentamos a linguage1n .C por 

novas constantes co, ... , Cn (supondo , se1n perda de generalidade, {0, ... , n} n 
K = 0). Chamamos a linguagen1 aumentada de .C'. Seja r.p' a .C'-sentença 

dada por 

cp' = r.p(vo/co, ... , vn/Cn) . 

Sejam 2l', ~'dois .C'-modelos de~ com 2t' C ~'. Para as .C-restrições 2l 

e ~ de Ql' e 2)' temos 21 c 2) e portanto por hipótese 2l é existencialmente 

fechada em 2). Con1 o Lema 4.9.3 obtemos: 

~~ I= <p1 ünplica 2l' I= <p1
• 

Assim, pelo Teorema 4.12.11 existe uma .C'-fórn1ula 6' livre de quantifi

cadores com 

~ 1- (r.p' ~ V6') . 

Como V6' é sentença podemos supor Fr(ó')nFr(cp) = 0 (através de uma 

renomeação das variá v eis de 6' se necessário). Definilnos agora a .C-fórmula 

Aplicando o Len1a 4.3.4 iteradEunente e observando que as sentenças de 

~ não envolvem as constantes co , ... , Cn concluímos que 

com Fr(6') 

finalmente 

{x1, ... , Xn }· Pelo Lenut 4.2.9 (a), aplicado vÁ.rias vezes, 

C01n isto 1nostra1nos que, n1ódulo "~", cada .C-fórmula existencial é 

equivalente a uma .C-fórmula universal. 

Para n1ostrar a afirmação, falta ainda Fr(p) C F r( cp) para p con1o e1n 

(3) . :rv1ostramos isto através de indução sobre a construção de qualquer 
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.C-fórn1ula r.p. Note que pelo Lema 4.2 .9 (a) 

~ f- V ( r.p +--+ p) se e só se ~ I- ( r.p +--+ p) . 

Portanto , no que segue basta provar o resultado para a parte direita da 

equivalência acima. 

- Se r.p é uma fórmula atômica, definilnos p = r.p . 

- Se r.p = •r.p1 e por hipótese de indução 

com p1 universal, então vale naturalmente també1n 

Claramente •p1 é un1a .C-fónnula existencial (ao menos equivalente a 

u1na) . Pelo que vin1os no início desta prova, existe u1na .C-fón11ula universal 

p equivalente a •p1 con1 Fr(p) c F r( ' PI). 

Assim obtemos 

com Fr(p) C Fr(•r.pl)-

- Se <p = ( r.p1 1\ <p2) e por hipótese de indução, para i = 1, 2; 

e Pi universal, então vale 

Por um raciocínio puramente lógico (Pl 1\ P2) é nova1nente equivalente a 

mna p universal con1 Fr(p1 1\ p2 ) c Fr(p). Assim obtemos finaln1ente 

~f- (r.p +--+ p) com Fr(r.p) c Fr(p) . 
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- Se <p = Vx cp1 e por hipótese de indução 

~ ~ ( 'Pl ~ PI) com Fr(pi) C Fr( 'PI) 

e p1 universal, então segue imediatamente 

L:~ (Vx 'P1 ~ Vx PI)· 

Tomando p = Vx p1 temos Fr(Vx p1) = Fr(p) C Fr(Vx cp1). E clara

Inente (3) fica provado. 

(3) ::::} (1) : Utilizmnos aqui o Le1na 4.12.15 para provar a afirmação. 

Sejam 2t e ~ n1odelos de ~ cmn 2t c ~. Queremos mostrar então que 

2t -< ~. Agora seja cp uma .C-fórn1ula e h un1a avaliação en1 2t. Por (3) 

existe uma .C-fórn1ula p universal com 

~ ~ (cp ~ p) . 

De 

~ F cp(h] 

segue portanto 

~F p[h]. 

Isto tem como consequência imediata 

2t F p[h], 

por causa da universalidade de p. 1tlas isto também é equivalente a 

2t F cp[h]. 

Com isto 1nostran1os: pela Definição 4.8.4, 2t -< ~. 

• 
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5 A Conjectura de Artin e o Teorem a de A x . e 

Kochen 

5. 1 P rova do Teorema de Ax. e Kochen 

Dado um corpo K, dizemos que K é um C2-corpo se todo polinômio 

homogêneo de grau total d em mais de d2 variáveis e com coeficientes em 

f{ admite uma solução não trivial em f{. Em 1936, Chevalley mostrou 

que: em todo corpo finito, todo polinômio hon1ogêneo cmn 1nais variáveis 

que seu grau total possui raiz nele mesmo (veja [2]). 

D efinição 5 .1.1 Dizemos que f{ é um corpo Ci(d) se todo polinômio ho

mogêneo de grau total d em mais de di variáveis e com coeficientes em 

K admite uma solução não trivial em K. O corpo K é dito ainda um 

Ci- corpo se for Ci ( d) para todo d E N*. 

Assün, todo corpo finito é C1. O Lema de Hensel (veja Teorema 3.2.13) 

nos pennite provar que toda fonna quadrática e1n n1ais do que 4 = 22 

variáveis e con1 coeficientes en1 qualquer corpo p - ádico Qp adnüte solução 

não trivial em Qp. D.J. Lewis mostrou em 1952 (veja [9]) um resultado 

análogo para as formas cúbicas, isto é, que toda fonna cúbica em mais 

do que 9 = 32 varü~.veis e com coeficientes em qnalqner corpo p-ádico Qp 

adn1ite solução não trivial em Qp. Assim, Qp é C2(2) e C2(3). 

Em 1963, Lang mostrou que se K é un1 corpo Ci então o corpo K((X)) 

das séries formais de Laurent sobre K 

K((X)) = { f;,a;Xi; mE Z e a; E k para todo i> m } 

é Ci+1 (veja (8]), e portanto, em particular, os corpos lFp((X)) são C2. 

Ba..c;eado na semelhança entre os corpos Qp dos números p-ádicos e 

lFp((X)) (ambos são corpos valorizados henselianos com grupo de valores 

Z e corpo de resíduos lFp); a diferença essencial entre ambos se resume 

à característica: enquanto a característica de lFp((X)) é prima, a carac-
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terística de Qp é zero), Artin conjecturou ent ão que o corpo Qp deveria ser 

também c2. 
Esta conjectura revelou-se "quase" verdadeira: em 1965, Ax e Kochen 

mostraram (veja [1]) que para todo grau d fixado, tem-se que é finito o 

conjunto dos primos p tais que Qp não é C2 ( d). Mais precisamente: 

Teorema (Ax-Kochen, 1965): Para cada grau d E N* existe uma 

cota nd tal que, para todo primo p > nd, Qp é um corpo C2 ( d) , ou seja, cada 

polinômio homogêneo de grau d em mais de d2 indeterminadas reproduz o 

zero de forma não-trivial. 

Nosso objetivo agora é abordar a Teoria de l\llodelos dos corpos henselia

nos e finalmente discutir a Conjectura de Artin e sua resolução. 

Inicialmente salientamos que a classe dos corpos henselianos na lin

guagem de corpos, com a adicional relação unária V, é axion1atizável: para 

isto apresentamos o seguinte sistema de axiomas para os corpos henselianos 

na linguagem de corpos (veja Exemplo 4.5.11(4)): 

No que segue exploramos o fato importante de que na linguagem de 

um corpo valorizado (F, O) tambén1 podmnos falar sobre o seu corpo de 

resíduos F e seu grupo de valores r. Para isto, predsanlOS fazer unla 

tradução das fónnulas escritas na linguagem de corpos e na linguage1n de 

grupos. No que segue, n1anten10s e1u n1ente as seguintes representações do 

corpo de resíduos e do grupo de valores: 

Con1eçamos com o corpo de resíduos: efetua1nos a ((tradução" 'P1· de 

uma fón11ula. <p da linguage1n de corpos. Fazen10s isto por indução sobre a 
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construção da fónnula da seguinte maneira: 

( tl . t2)r- ·- ,vx (tl- t2), (98) 

( ' <fJ )r· ·- ' <fJr·' (99) 

( <p 1\ 1/J ),. ·- ( <p,- 1\ 1/Jr·) ' (100) 

(Vx <p ),. ·- Vx (V(x) ~ <p,.) . (101) 

Lembramos que, como no Exemplo 4.5.11, definimos vx (z) como sendo 

a fónnula 

V(z) 1\ 3y (yz · 1/\ V(y)) , 

a qual nos diz que z E ox. 
A definição en1 (98) nos diz, por exen1plo, que dois ele1nentos do corpo 

de resíduos são iguais se, e somente se, a sua diferença não é uma unidade 

no anel de valorização, o que condiz con1 o que já saben1os de corpos 

valori:0ados. As traduções en1 (99) e (100) são as 1naü; óbviFLs possíveis. Em 

(101) é necessário introduzir a fónnula (V(x) ~ <p,.) pois os elementos do 

corpo de resíduos provêm do anel de valorização, e o quantificador "V x " 

, con1o já sabemos, quantifica sobre o corpo inteiro que conté1n este anel. 

Clara1nente conseguimos tradu:0ir todas as fórmulas a partir das acimas 

listadas. 

Para toda fórmula <p com Pr(<p) = { vo, .. , vn } temos que F r(<p1-) = 

{ vo, .. , v77 } . De fato, isto segue observando que em (98)-(101) os dois lados 

das equações tên1 as n1esn1as variáveis livres. l\!Iais ainda, para todo corpo 

valorizado (F, 0 ), se a1, ... , an E O, então vale, usando a Notação 4.7.6: 

F F <p[ao, ... , an] se só se (F, O) F <p1.[ao, ... , an]; (102) 

o que se 1nostra por indução sobre a construção das fónnulas . 

A "tradução'' <p9 de uma fórmula <p da linguagem de grupos ordenados, 

co1n a operação do grupo r = K x ;ox escrita excepcionalmente de maneira 
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1nultiplicativa, é efetuada da seguinte forn1a: 

(tl . t2)g ·- 3x (Vx (x) A X · t1...:... t2), (103) 

(tl < t2)g ·- 3x (V(x) A -.vx(x) A x · t1 · t2), (104) 

( -o<p )g ·- -o<pg, (105) 

(<pA'l/J)g ·- (<pg A 7f;g), (106) 

(Vx <p )9 
· - \lx (x =I= O ~ <pg) , (107) 

onde, nos casos (103) e (104), a variável x não ocorre em t1 nem em t2. 

O que está escrito em (103) é, precismnente, que elementos iguais no 

grupo de valores diferem pela multiplicação de uma unidade do anel de 

valorização. En1 (104), o que se lê é que un1 elen1ento é n1enor que outro 

se, e somente se, existe um elemento do ideal maximal que multiplicando 

o menor é igual ao maior. Te1nos traduções canônicas en1 (105) e (106) . 

E , fina1mente, em (107) nos livra.mos do problema. com a. qna.ntificaçR.o, 

lembrando que os elementos do grupo de valores são originados de J(x. 

Analogamente ao que vimos para corpos, se <p é uma fórmula cmn 

Fr(<p) = {v0 , ... ,vn} então Fr(<p9 ) = {v0 , ... ,vn} e, para todo corpo val

orizado (F, 0 ), se ao, ... , an E Fx então 

novamente usando a Notaçã.o 4.7.6. Isto se prova por indução sobre a 

construção das fórmulas. 

Lema 5 .1.2 Se (F, O) é K-saturado então o seu corpo de resíduos F e o 

seu grupo de valor-es r são r;:-satur-ados. 

Prova. F é n,-satur-ado: Seja ci?(v0 ) um Tipo de F . Pelo Lema 4.10.5 todo 

subconjunto :finito de <I>( v0) é realizável , digamos, por a E F. Portanto , 

por (102) todo subconjunto finito do correspondente conjunto <l?r(vo) := 

{ <pT I <p E <l?} é também reali7,ável, a. saber, pelo correspondente represen

tante a. Salientamos que por (102) tan1bén1 vale a recíproca, ou seja, se 
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<Pr(vo) é realizável então <P(vo) tan1bén1 o é. Assin1 <PT(vo) é un1 Tipo de 

(F, O) pelo Lema 4.10.5. 

Se card(<P(vo)) < K, então card(<Pr(vo)) < K,. Como (F: O ) é K.-saturado, 

concluímos que <Pr(vo) é reali?.ável em F . E pelo visto acima, <P(v0 ) é 

realizável por um a: E F. Logo F é /{,-saturado . 

r é !{,-Saturado: Segue análogo a prova da saturação de F, agora obser

vando a equivalência em (108). 

• 
Teorem a 5 .1.3 Seja (F, O) um corpo valorizado henseliano com grupo de 

valores r e corpo de resíduos F . Seja (FI: 0 1) uma extensão de (F, O)) 

como corpo valorizado) com grupo de valores r 1 e corpo de restos FI . Se: 

(a) car(F) = O. 

(b) r é existencialm,ente fechado em, rl. (como grupo ordenado.) 

(c) F é existencialmente fechado em F1 . (como corpo.) 

então (F, O) é existencialmente fechado em (F1, 01) . 

Prova. Seja (F2, 0 2) mna extensão elementar K,+ -saturada de (F, O) con1 

K, = card (FI). Uma tal extensão existe pelo Teorema da Existência 4.10.9. 

1viostraremos que (F1 , 0 1) pode ser imersa em (F2 , 0 2) sobre (F, O) (isto 

é, que tal in1ersão é a identidade quando restrito a F) , pois pelo Corolário 

4.10. 15 (2) a estrutura (F , O) é existencialn1ente fechada em (FI , 01). 

Pelo Lema 5.1.2, o corpo de restos F2 e o grupo de valores r 2 de (F2 , 02) 

são também /{,+-saturados. Cmn o Corolário 4.10.15 (1) segue portanto da 

hipótese do teoren1a que o corpo ele restos F1 e o grupo de valores r 1 de 

(FI: 0 1) podem ser imersos no corpo de restos Fz e no grupo de valores 

r 2 de (F2, 0 2), respectiva1nente. Ident ificando as imagens, poden1os supor 

daqui por diante F1 c F2 e r 1 c r 2. 

Podemos supor que (F1 , OI) e (F2, 02) são henselianos. De fato , (F2 , 0 2) 

j á é henseliano pois é un1a extensão elementar do corpo henseliano (F, 0 ). 
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E e (F1, 0 1) não é henseliano , podemos ton1ar a sua henselização, a qual 

não 1nuda as hipóteses sobre o corpo de restos e o grupo de valores, pois 

pelo Teorema 3.6.7 a henselização é u1na extensão imediata. 

Encontrmno-nos então diante da seguinte situação: 

id 

onde (F1, OI) e (F2, 02) são henselianos e (F2, 0 2) é card(FI)+ -saturada e 

as seguintes condições valen1, alé1n de (a), (b) e (c): 

(i) (F, O) é henseliano, 

(ii) F c F1 c F2, 

(iii) r C rl C r 2 e r é puro en1 r 1, ou seja , se n/'1 E r para Ul1l /'1 E r1 
e um n > 1, então / '1 E r , 

sendo que a condição em (iii) segue de (c) levando em conta a seguinte 

sentença existencial da linguagem de r 1 

3x X+ ... + X . J' 
'-v-" -

n-vezes 

- Afirmação: Se (F2 , 0 2) é card(F1)+ -saturada e (i), (ii) e (iii) são sa

tisfeitas então (F1 , 0 1) pode ser imersa err1 (F2, 02) sobre (F, 0). 

Com a ajuda do Lema de Zorn (e identificando imagens) poden1os supor 

que a imersão id de (F, O) é n1axin1al com as propriedades (i)- (iii). 

Basta então mostrar que F = F1 . 

Supomos F f= F1 e distinguimos três casos. 

- Caso 1 : F Ç F1. 

Tomamos algum x1 E F1 com x1 E F1 \F. Por (ii), existe x2 E F2 tal 

que X2 = x1 . 
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Daqui en1 diante utilizaren10s a "barra'~ para a aplicação de ton1ar classe 

de restos tanto para 01 como tR.mbém para 02, enquanto isto não levar a 

confusões. 

- Caso 1.a: x1 é transcendente sobre F. 

(F{= F(x1), O')c - - - ~ 

I 
id (F, O)--~ (F, O) 

De fato, inicialmente salientamos que se x2 E F 2 com x 2 = x1 , pelo 

Teorema 3.5.18 (2), x1 e x2 são transcendentes sobre F . 

Como x1 =!= O e x2 =!= O nos seus respectivos anéis de valorização, temos 

v1(x1) = O e v2(x2) = O. Assin1, pelo Corolário 3.5.14, as valorizações 

induzidas por 0 1 e 02 são dadas por: para ao, ... , an E F e 1/ E {1, 2}, 

Ainda pelo Corolário 3.5.14, vale parR. os grupos de vaJores r~ e para 

os corpos de restos F~ das restrições O~ de Ov sobre F~ = F(xv), onde 

1/ E {1, 2}: 

Portanto, a aplicação O" definida por a t--+ a para a E F c x1 t--+ x2, 

define um ismnorfismo sobre (F, O) entre (F{, 0 1 n F{) e (F~, 02 n F~) que 

conjuga os anéis de valori?.açiio. 

Portanto, os corpos valorizados (F{, 0 1nF{) e (F~, 02nF~) são extensões 

próprias de (F, O) satisfazendo (ii) e (iii). Tmnando os fechos henselianos 

de ambos, obtemos (i) e não perdemos a validade de (i i) e ( iii) graças à 

propriedade que ten1 a henselização de ser extensão ilnediata. Poréln, isto 

contradiz a maximalidade da imersão em F2 acima suposta. Assim F1IF é 
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algébrica. 

Observamos agora que 

F existencialmente fechado em F 1 => F algebricamente fechado em F 1, 

e portanto, uma vez que estamos supondo F Ç F 1, então necessariamente 

F1 IF é transcendente. Assim, como x1 E F 1 \F, temos x1 é transcendente 

sobre F , o que nos levR. a um absurdo , e portanto teríamos encerrado a 

prova do Caso 1 aqui. No entanto, van1os esquecer esta hipótese a fim de 

poder enunciar após o Lema 5.1.4, cuja prova está cont ida nesta. Assim, 

te1nos mais um caso a considerar. 

Caso 1. b: x 1 f/:. F , n1as é algébrico sobre F . 

Queremos aqui ta1nbém chegar a un1a contradição construindo tnna ex

tensão própria de (F, O) em (F1, 0 1) satisfazendo (i), (ii) e (iii) e uma 

imersão desta em (F2, 02). 

Seja h (X) E O[X] mônico, tal que 

h= Irr(x1, F) . 

Então h (X) é irredutível sobre F [X] (veja as considerações depois da 

prova do Le1na 3.6.2) . Como car(F) = O, te1nos que x1 é u1n zero sin1ples 

de h e1n F, já que en1 todo corpo de característica zero todo polinô1nio 

irredutível é separável. 

Como h E F [X] C FI[X] c F2 [X], pelo Lema de Hensel (Teorema 

3.6.4( 4)), já que F1 e F2 são henselianos, 

:la1 E 01 , h(a1) =O e a1 = X1J 

:la2 E 0 2, h(a2) = O e a2 = x1 . 



5.1 Prova do Teorema de Ax. e Kochen 292 

Portanto, existe un1 ismnorfisn1o êi sobre F entre os corpos F(a1) e 

F(a2) . 

O isomorfis1no êi preserva a valorização. De fato, F é henseliano, e 

portanto O se estende unica1nente para os anéis de valorização O F (ü
1

) e 

Or(a2 ) de F(a1) e F(a2), respectivamente. Como êi(Or(at)) é um anel de 

valorização de F(a2) que estende O, temos que êi(OF(a1)) = Or(a2 ) · 

Verifica1nos agora que t emos (i), (i i) e ( iii), a.':lsim chegando a uma con

tradição con1 o caráter n1aximal de F . 

(i) : F (a1) e F(a 2 ) são extensões algébricas do corpo henseliano F, e 

portanto tan1bén1 são henselianos. 

(ii): Como F(a:1)IF e F(a2)IF são algébricas, tmnaudo r a1 e r a2 como 

os correspondentes grupos de valores, a Proposiçã.o 3.5.11 implica que, para 

i E {1 , 2}, 

[F(ai): F]. [r ai : r ]< [F(al) : F]= deg(h). (109) 

Observamos agora que h tem o mesmo grau que h , pois h é 1nônico, 

c são ambos irretdutíveis, então 

[F (xl) : F] = deg(h) . 

Assiln, j á que 

e segue de (109) que 

F(a1) =F (al) = F(x 1 ) =F (a2) = F(a2), e [F(ai) : F] = deg(JI) . 

(110) 
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(iii): De (109) e (110) segue que (rai: r]= 1, e então rai =r, o que 

conclui a prova do Caso 1. 

Caso 2 : F = F1 e r Ç r 1· 

Novamente vamos chegar a um absurdo ao conseguir estender a identi

dade. 

Tomamos 1 E r 1 \r e x1 E F1 com v1(x1) = f. Temos que x1 é transcen

dente sobre F , pois r é puro en1 r 1 (portanto não existe extensão própria 

rx1 de r tal que [rx1 : r] é finita). Como vale (iii), pelo Corolário 3.5.16, 

o grupo de valores da restrição de 0 1 sobre F(x1) é r E9 z,, seu corpo de 

resíduos é F e, para ao , ... , an E F , vale 

vl(anx~ + ... + ao) = min{v(ai) + iv1(x1) I O< i< n}. 
~ 

"' 
Assim, a restrição O~ de 0 1 sobre o corpo intennediário F{= F(x) tem 

con1o grupo de valores r E9 z, e seu corpo de resíduos permanece F. Pelo 

Corolário 3.5.19, x1 é transcendente sobre F. 

Tomamos agora x2 E F2 tal que v2(x2) = f. Novamente x2 é trans

cendente sobre F com corpo de resíduos F, grupo de valores r E9 Z1 e 

satisfazendo para ao, ... : an E F 

v2(anx~ + ... +ao) = min{v(ai) +i~ I O< i< n} . 

f 

A aplicação (}1 definida por a ~ a para a E F e x1 ~ x2, define então 
. -uma 1mersao 
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que preserva a valorização e é a identidade sobre F. 

Procuramos agora por extensões algébrir:as F{' de F{ e F~' de F~ e uma 

extensão CJ
11 de CJ

1 tal que r~ seja puro e1n r , pois C0111 isto, garantimos 

( iii). Como (i i) é automatica1nente satisfeita garantimos (i) tomando sua 

heselização. 

Afirmamos que o fecho algébrico de F(x1) em F1 satisfaz esta condição. 

Seja F{' o fecho algébrico de F(x1) em F1. Suponha por absurdo que r~ 

não é puro em r1, ou seja, existe Uln número primo q e um Ó E rl \r~ tal 

que 

qó E r~. 

Va1nos construir uma extensão própria de F{ de grau q contida em F1 e 

chegar nun1a contradição. 

Se existe ó E r1 \r~ tal que qó E r~ então existe1n y E F1 \F{' e a E F{' 

com 

Portanto vale 

Assim yqa- 1 é un1a unidade de 0 1 e como F= F~, temos F1 = F{' de 

modo que existe um c E F{' com c i= O e 

e então 

Como car(F1) =O e q é primo, ten1os que o polinômio 

tem um zero simples em F1. 
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A propriedade henseliana de (FI, OI) (Teorema 3.6.4(4)) assegura com 

isto a existência de um z E Of com 

Assim ac é uma q-ésima potência em FI. Com isto é claro que F{'(yz- I) 

é uma extensão algébrica de F{'. Como y z-I E FI e F{' é o fecho algébrico 

de F{ em FI, temos que yz- I E F{' . 1\llas então 

( I) ( ) ( ) zEO~ x 11 
VI y Z- = V1 y - VI Z = u - Ü E r I1 

uma contradição. 

Assim, temos que 

(F" O") 
I ' 1 

é u1na extensão algébrica de (F{: Oi) con1 

e cujo grupo de valores r" é puro em r 1 · 

Afirmamos agora que é possível i111ergir o corpo valorizado (.F'{' , on em 

(F2 , 0 2) sobre (F, O) preservando os anéis de va.lori7.ação. Estamos assiln 

na situação: 

F1 F2 

transe. 1: I 
F" 1 

algébrica 1: I 
F{ = F(x1)- F(x2) 

transe. 1: I I :~ t ranse. 

F F 

Pelacard(FI)+-saturabilidade de (F2, 0 2) basta, pelo Corolário 4.10.15 

(1), mostrar que podemos ilnergir cada extensão finitan1ente gerada Ft c 
F1 de F{ em F2 sobre F{. 
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Ternos a seguinte situação: 

F r 

I 
F* f * 1 1 

algébrica finita 1: I I :1 índice fini to 

F{ = F(x1) ______. r EB Zv1 (x1) 

I I 
F r 

Sem perda de generalidade podernos supor r Ç f* . Como 

f * f*/f f*/f _ _ 1_ ,......, 1 ,......, _ 1_ 

r EB z1 (r EB z1);r - z ' 

vale 

[(fi/f) : Z) < oo, 

uma ve7. que a extensã.o é algébrica finita, e entào fi/f ~ Z. Con1o r é 

puro em r 1 e r c rt c r 1: temos que r é puro em f i; assim) existem 

ry* E f i e xi E Ft com vr(xi) = 1* , tais que 

com xi t ranscendente sobre F ( ca.so contrário a soma não seriR direta) e 

Construímos un1a imersão de F(xi) (ao invés de F (xr)) . 

F1 F2 

I 
F" 1 

I 
F:-----~ 

algébrica finita/ I 
\ -

F(xi) ~ F(x2) 
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Escolha x2 tal que v2(x2) = -y* = v1 (xi)· Então {Jjp = id e (J(xi) = x; 

define uma ünersão sobre F que preserva os anéis de valorização pois 

e tambén1 
-F Hip. F F( *) F( *) 1 = = xl = X2 ' 

sendo assim F{IF(xi) imediata e algébrica. Como car(F ) = O, F(xi) é 

finitan1ente ran1ificado, e assin1, pelo Corolário 3.6.17, a henselização de 

F(xi) é algébrica maxünal, e daí Fi deve estar contido nela. Novamente 

conseguimos estender (J para uma imersão da henselização de F(xi), a qual 

satisfaz (i) , (i i) e ( iii) , o que leva a uma contradição com o caráter 1naximal 

de F . 

Caso 3 : F = F1 e r = r 1 (isto é, a extensão (F1,C:\) I(F,O) é in1ediata.) 

Seja x1 E F! \F. Podemos supor que o elemento x 1 é transcendente so

bre F , pois caso contrário, pelas hipóteses, bastaria tomar a henselização 

de F(x1 ) para encontrar via a 11:-saturação de F2 usando o polinômio ir

redutível de x 1 tuna imersão da extensão própria F(x1)IF en1 F2 com as 

propriedades (i), (i i) e ( iii). 

Vamos mostrar que existe x2 E F2 \F con1 

(111) 

para todo a E F. 

Para obtermos a existência de x 2 E F2 satisfazendo (111), en1pregamos 

a 11:+ -saturação de (F2 , 0 2) . Iviostramos então que o seguinte conjunto de 

fórmulas é u1n t ipo de (F2, 0 2) : 

<P(zo) = { •((zo - g) < ba.)9 1\ •(ba < (zo- g))9 ; a E F }, 

onde ba E F é tal que v(ba) = v1(x1- a), o qual existe pois r= r1 . 
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Pelo Le1na 4.10.5 basta verificannos que cada subconjunto finito de 

ci>(zo) é reali?:ável em (F2, 02). 

Se este tipo é realizável por algum x2 E F2 , então, le1nbrando a tradução 

em (104), vale evidentemente 

v2(x2- a) = v(ba) = v1(x1- a) para todo a E F. 

Toma1nos um subconjunto finito de ci>(zo), ou seja, escolhemos a1, ... , an E 

F com os respectivos ba1 , ••. , ban como visto acima. Procuramos um ele

mento dE F2 tal que 

(112) 

Seja 

v(ba) = 1~~~{v(ba;)}. 

Como v1 (x1 - a) = v(ba), temos que 

e portanto 

Por hipótese F = F1, e então existe um c E F com c = (x1 - a)b;;1 . 

Logo 

O < Vt ( X t b: a -c) = v, ( Xt - (:a+ cba)) . 
Tomando d = a + cba E F segue que 

para todo i E { 1, ... , n}. Em particular vale 
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o que prova (112) . Isto prova, pelo Len1a 4. 10.5, que <I>( zo) é nn1 Tipo de 

(F2) 02) e portanto, pela sua K+ sa.turaçã.o, existe x2 E F2 reaJizando <I?(zo) . 

Afirmatnos que x 2 é t ranscendente sobre F . De fato , ampliamos o tipo 

<P (zo) para 

<I?1(zo) = <I? (zo) U {f(zo) =I= O I f E F[X] é irredutível e deg(f) > 1}. 

Com o Corolário 3.6.17 e cmn o Len1a 3.5.17, a extensão canônica para 

a henselização de F(x1) 

a ~---+ a para a E F e x1 ~---+ x2 

define um 1nonomorfismo que preserva a valoriza.ção de F(x1 ) em F2 jun

tamente com as propriedades (i) - ( iii) . Isto contradiz novamente nossa 

maximalidade. 

Assün finalmente F = F 1. 

• 
P ara uma aplicação posterior destacamos a parte da ilnersão da prova 

ac1ma. 

Lema 5.1.4 Sejam (Fv, Ov) corpos henselianos com subcorpos henselianos 

(F~, O~) para v= 1, 2. Seja 

e7' : (F{, o~) -r (F~, o~) 

um isornor.fismo de corpos valorizados e sejam 

.t'T' . F' -r DI 
VT • 1 r2 ' r ' r' e e79 : 1 -r 2 

os isomorfismos induzidos entre os respectivos corpos de resíduos e grupos 

de valores. 

Se 
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• r~ é puro em rl. 

• car(Fl) = O . 

• (J;. e (J~ estendem-se para imersões (JT e O"g de Fl em F2 e de r l em 

r 2' respectivamente. 

Então CJ
1 também se estende para uma imersão O" de (F1, OI) em (F2 , 02), 

que induz CJT e CJ9 . 

Relembramos as traduções <p 1---T cp7• e cp 1---T cp9 que fizemos no início desta. 

seção. Sejam ~r um sistema de axiomas para Tr (teoria de corpos) e ~g um 

sisterua de axiomas para T9 (teoria de grupos abelianos ordenados). Pelo 

que vimos, um sistema de axiomas ~ para a teoria T de corpos valorizados 

henselianos pode ser tomado como: 

1. Ko- !{9 

4. {39 para {3 E ~g 

O próxirno teormua foi provado independenternente por Ax-Kochen e 

Ershov. Ele é o principal teorerna da Teoria dos Modelos dos corpos 

Henselianos. 

Teorema 5.1.5 Sejam (F1, 0 1) e (F2 , 0 2) corpos henselianos com corpos 

de resíduos F1 e F2 e grupos de valores r r e r2. Se 

• car(F1) = O, 

• F1 = F2 na linguagem de corpos, 

• r l = r2 na linguagem de grupos, 

então (Fr, 0 1) = (F2: 02) na linguagem de corpos valorizados. 
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Prova. Pelo Teorema da Existência (Teorema 4.10.9) , podemos supor que 

(Fv, 011) é ~1-saturada e que ~1 < card (Fv), para 7/ E {1 , 2}. Como F1 = F2 

e car(F1) = O, ta.mbé1n temos que car(F1) = car(F2) = O. 

(Ressaltamos que passando para uma extensão elementar , ou un1a sub

estrutura elementar, a equivalência dos grupos de valores e dos corpos 

de resíduos permanece, lembrando as traduções que fizen1os no início do 

Capítulo. ) 

Vamos cont ruir agora, para cada 7J E {1, 2}, uma cadeia ascendente 

onde (FSn), O~n)) é henselia.no e enumerável para v E {1, 2} para todo 

n E N. Ta.mbé1n construín10s os ismnorfismos 

tais que a (n+l) é un1a extensão de a(n). 

Mais ainda., a. construção ser::í tal que para todo n E N com n > 1 valen1: 

(1) (Fpn- l ), Oi2n - l ) ) -< (FI: 0 1) . 

(2) (FJ2n) : 0~2n)) -< (F2 , 0 2) · 

E para todo n E N valem: 

Começan1os nossa. construçã.o. 

Construção da Cadeia: 

- Para n = O, como car(F,1 ) = O para 7/ E {1 , 2} , temos que o menor 

subcorpo destes corpos é Q . Definimos ent ã.o 



5.1 Prova do Teorema. de Ax. e Kochen 302 

e tomamos a<0 ) = idQ. Novamente pelo fato de car(F) = O, temos pelo 

Teorema 3.3.28 que 

a co) _ a <o) _ n 
1 - 2 -"\! 

para v E {1, 2}. Em particular (FS0
), a~0)) são henselianos para 1.1 E {1, 2}. 

Por fin1 ten1os que 

Neste caso temos trivialmente (1) e (2) , e claramente (3) e (4). (Lem

bramos que estas condições são requisitas apenas para n > 1.) 

- Para n = 1 procedemos da seginte forma: Pelo Teorema 4.8.8 existe 

u1na subestrutura elementar enu1nerável (FP), ai1
)) de (F1, a1) que contêm 

(F{0
): ai0

)). Para tal F?) , também vale que o seu corpo de resíduos FP) e 

o seu grupo de valores ril) são enumeráveis e que 

r (l ) - r - r 
1 = 1 = 2 · 

Por causa da ~rsaturabilidade de P2 e r2 (lembre do Lema 5.1.2), pelo 

Corolário 4.1 O .16 existen1 ünersões elementares 

IT (l ) . F (l ) -----+ D e 
v7. . 1 F2 

IT(l ) . r <1) -----+ r 
v g . 1 2 · 

Con1o r io)= {O} é puro em ri1), pelo Le1na 5.1.4, a aplicação identidade 

a C0) : (F~O) : ai0) ) -----+ (FiO): a~0)) estende-se para unl isonlOrfisnlO 

que induz isomorfisn1os nos corpos de restos e nos grupos de valores da 

seguinte forma: 

Portanto, para n E {0, 1} temos garantidas as condições (3) e ( 4) e 

triviahnente (1) e (2). 
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-A passagem de n = 1 para n = 2 sinaliza como passaremos de n para 

n + 1 no caso genérico. Para mn n par definiremos um isomorfismo O" (n+l), 

enquanto que para um n Ílnpar definiren1os u1n isomorfis1no ( O" (n+l)) - 1. 

Agora neste caso concreto definimos ( 0"(2)) - 1 . 

No caso n = 1 definin1os 0"(1) de modo que valem (3) e (4), ou seja, em 

particular valem 

e 

(ri , (1'),Edl) ) = (r2, (0"~1)(1')),Er~l)) . 

Con1 ajuda do Teorema 4.8.8 escolhemos (F?), 0~2)) como uma sube

strutura ele1nentar enumerável de (F2, 02) que contém (FJI), 0~1)) . Em 

particular tan1bé1n valen1 

e 

(r 1, (I') ,Er~l)) = (r~2) ' ( (7~1 ) ( 1')) ,Eril>) . 

Pelo Corolário 4.10.16 existen1 in1ersões elementares 

e ( _...(2) )-1 . r (2) -+ r 
v g . 2 1: 

que estendem (cr~1))_ 1 e ({lb1)) - 1 . 

Finalmente, COlTIO r~1) = (}~l) (r~1)) é un1a subestrutura elementar de r 2, 

também r~l) é puro em r~2). 
Utilizando o Lema 5.1.4 obtemos uma extensão 

de (0"(1)) - 1, a qual induz ({1~2))- 1 e (0"~2)) - 1 . 

Aplicamos esta construção iteradatnente e obte1nos o seguinte diagrama. 

Novamente concluÍlnos (1)- (4). 
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Tomamos agora 

F1 F2 

I I 
F' _...:..a_' -"'-~ DI 

1 r 2 
I I 

I 
I I 

Fl(2) - - -F.2(2) 
(a(2))- 1 

I I 

F ' _ u p (n) 
1- 1 

DI _ u D(n) I _ u (n) 
' r2 - r2 ' O" - O" . 

n n n 

Obteren1os a seguinte situação con1 o isomorfis1no 0"
1

: 

Para 7/ E {1 , 2} temos 

F ' ·= u F {2n) = u F (2n-l) 
1/ • 11 11 • 

n n 

304 

Pelas propriedades (1) e (2) e pelo Teoren1a 4.9.14 e Observação 4.9.15, 

para v E {1, 2} , vale 

Então, e1npregando o Tem·e1na 4.10.17, já que (F{, OU e (F~, O~) são 

isomorfas por 0"
1 e são saturadas, elas são elementarmente equivalentes, e 

por :fi1n, 

• 
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Definição 5.1.6 Dados um corpo ]{ e um inteiro positivo i , dizemos que 

K é 11,m. corpo Ci ( d) se todo polinômio homogêneo de grau total d em mais 

de di variáveis e com coeficientes em f{ admite uma solução não trivial em 

K. O corpo K é dito ainda um Ci-corpo se for Ci(d) para todo dE N*. 

Teorema 5.1. 7 (Ax-Kochen, 1965) Para cada grau d existe uma cota 

nd tal que se p > nd então cada polinômio homogêneo de grau d em m,ais 

de d2 indeterminadas sobre <QP reproduz o zero de forma não trivial. 

Prova. Suponhamos que existe um grau d para o qual tal cota não existe. 

Então existe um subconjunto infinito B do conjunto dos números primos 

JP>, a saber , 

E = {p I p é primo e <Qp não é c2} 

e claramente card(B) = ~o-

Telnos assim para cada p E B um polinômio fP E <Qp[Xb ··· : Xm] ho

lnogêneo de grau d com mais do que d2 variáveis e tal que 

ou seja, só reproduz o zero de forn1a trivial. 

Faremos agora algumas reduções para simplific.ar o problema. 

R edução 1 : Podemos supor que para todo p E E o polinômio fp possui 

um termo aXf com a E <Qp e a i= O. 

De fato , se fp não possui um tal termo, então consideramos o polinômio 

Cada termo da forma bk.Xi1 
• • • X~~' de JP é transfonnado nun1 tern1o de 

gp da forma 



5.1 Prova do Teorema de Ax. e Kochen 306 

onde i1 + ... + Ím = d, pois fp é homogêneo de grau d. Disto segue que 9v 

possui um termo da forma 

(L bkad)Xf = fp(a, ... , a)Xf = cXf 
k 

onde c=!= O pela escolha de fv e por a=!= O. Na verdade c é o coeficiente de 

Xf em 9v· 

Como fize1nos uma mudança de variáveis linear (is01norfisn1o), gp é ho

mogêneo de grau d. Agora JP representa o zero apenas trivialmente se, e 

smnente se, gp represent a o zero apenas trivialmente. Isto segue de 

9v(f31 , ... , f3m) =O {::} fv(ab a2, ... , am) = O ; 

a/31 = a1 , (3j + o:f31 = aj; V 2 < .i < m 

e então 

a1 = ... = am = O {::} a/31 = O , /3j - a/31 = O , V 2 < j < m 

{::} /31 = ... = /3m = O. 

Redução 2 : Poden1os supor que todos os f v envolven1 apenas d2 + 1 

indeterminadas. 

Por hipótese poden10s supor que cada fp envolve, efetivamente, m > 
d2 + 1 das indeterminadas X1 : ... : X m. 

Para cada i > d2 + 1 substituímos a indeterminada X1 por O e obtemos 

um polinômio homogêneo de grau d não nulo graças a R edução 1. Ele 

continua representando o zero apenas de fonna trivial. De fato, se este 

reproduz o zero de fonna não trivial, ou seja existe ( a1, ... , 0:d2+1) =/= (0, ... , O) 

com 

f(a1: ... : a d2+1, O, ... , O) =O, 

chegamos numa contradição. 

Portanto, pela Redv,ção 1 e Redução 2 podernos supor que 
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e que envolve efetivamente X f. 
Agora denotaremos por 

o polinôn1io genérico nas variáveis Xl , ... , x!f-+1 COlll coeficientes yb ... , yt . 

Então, vale em todo Qp com p E B , a seguinte sentença elementar <p da 

linguagem de corpos: 

3 Y,, ... , Yi. [i~l Yi. # O 1\ V X, , ... , Xn 

(/(Yt , ... ,}í, X, , ... ,Xn). O=>/:;/; . o)] , 
onde n = d2 + 1 está fixado. 

Ou seja, para todo p E B, 

Seja :Fo o filtro dos conjuntos cofinitos de IfD: 

:Fo = {A C IfD I IfD - A é finito }. 

É evidente que 

:F o u { U n B I U E :F o} 

é um conjunto de conjuntos não vazios de lP' que é fechado para interseção. 

Pelo Le1na 4.11.6 poden1os estender este conjunto para um ultrafilt ro :F de 

IP'. Como :F0 é un1 filtro vale lP' E :F0 , e logo lP' n B = B E :F. 

Como B E :F, pelo Teore1na de Los 4.11.12 a sentença o: vale também 

no ult raproduto 
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Por outro lado, como antes mencionamos (ver (8]), sabemos que o corpo 

lFp((t) ) é C2. Em particular, como JID E F , vale •<p no ultraproduto 

F2 = IJ1Fp((t)) I :F 
pEIP' 

Veremos agora que F1 e F2 são elementarmente equivalentes. Assim a 

nossa hipótese de não existência de uma cota nd nos levará a un1a con

tradição. 

A fi1n de verificannos que F1 = F2 , construímos o ultraproduto dos 

corpos acima considerados junto com seus anéis de valorização canônicos, 

pEIP' pEIP' 

O grupo de valores e o corpo de resíduos dos corpos valorizados acima 

são, para ambos, os respectivos Ultraprodutos 

IJz I F = ziP I F e IJIFp I :F. 
pEIP' pEIP' 

Para cada p E lP a sentença sobre a característica 

Cp : 1 + ... + 1 . O 
"-...-" 

p vezes 

vale no fator lF q se, e somente se, p = q. Então pelo Teorema de Los 

(Teorema 4.11.12) , Cp vale no c:orpo de resídnos smnente se {p} E F. Isto 

não ocorre pois o nosso filtro é não principal. 

Logo a característica do corpo de resíduos é zero. Com isto, segue 

do Teorema 5.1.5 a equivalência elementar de (FI: 01) e (F2, 0 2), c em 

particular de F1 = F2. 

• 
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