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Resumo

Nesse trabalho, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema. Dados H > 0 e γ ⊂ P := ∂R3
+ uma curva suave fechada e bordo

de um domínio limitado. Seja M uma superfície compacta de curvatura
média constante H mergulhada em R3

+ tal que γ = ∂M e denote por k e
kg as curvaturas geodésicas de γ em P e em M respectivamente. Então a
desigualdade

H 6 min |k|
√

1−max

(
kg

k

)2

vale se e somente se M está contida numa esfera ou em P .



Abstract

In this work we prove the following result.

Theorem. Given H > 0 and γ ⊂ P := ∂R3
+ a closed smooth curve, boundary

of a domain, let be M a compact embedded surface of constant mean curvature
H in R3

+ such as γ = ∂M . Then the inequality

H 6 min |k|
√

1−max

(
kg

k

)2

holds if and only if M is a cap sphere or a domain in P , where k and kg are
the geodesic curvatures of γ in P and on the surface M , respectively.
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Introdução

F. Brito, R. Earp, W. Meeks e H. Rosenberg, em [2], apresentaram a con-
jectura que se M é uma superfície de curvatura média constante mergulhada
em {z > 0} ⊂ R3, cuja fronteira é uma curva convexa no plano z = 0, então
M tem genus zero.

A. Ros e H. Rosenberg, em [10], com as mesmas hipóteses, provaram a
existência de um valor O(min k; max k) dependendo apenas dos valores ex-
tremos da curvatura, min k e max k, tal que se H 6 O(min k; max k), então
a conjectura é verdadeira. Até o presente momento não foi obtida nenhuma
fórmula explícita de O(min k; max k).

P. A. Hinojosa, em [7], com as mesmas hipóteses, provou que se M é
ortogonal ao plano z = 0 então M é uma hemisfera de raio 1

|H| .
Esta dissertação é baseada em [9] e tem por objetivo aplicar alguns re-

sultados fundamentais da Geometria Diferencial e da teoria das Equações
Diferenciais Parciais Elípticas, como o Método da Reflexão de Alexandrov,
o Princípio do Máximo e o Método de Perron na demonstração do seguinte
teorema.

Teorema. Dados H > 0 e γ ⊂ P := ∂R3
+ uma curva suave fechada e bordo

de um domínio limitado. Seja M uma superfície compacta de curvatura
média constante H mergulhada em R3

+ tal que γ = ∂M e denote por k e
kg as curvaturas geodésicas de γ em P e em M respectivamente. Então a
desigualdade

H 6 min |k|
√

1−max

(
kg

k

)2

vale se e somente se M está contida numa esfera ou em P .

Observe que o Teorema não dá uma fórmula para O(min k; max k), uma
vez que a curvatura geodésica kg depende também da superfície M .

Vale mencionar também o exemplo do semi-cilindro circular de CMC
H > 0 ortogonal à P e interceptando P num círculo γ. Em cima da curva γ
vale que

H =
1

2
k =

1

2
min |k|

√
1−max

(
kg

k

)2

.
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Isso mostra que a hipótese de compacta não poderia ser substituída por
completa, por exemplo, e que existem superfícies de CMC que satisfazem a
desigualdade sem que essas sejam calotas esféricas.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Definições
Definição 1.1 (Domínio Suave). Ω ⊂ R2 é um domínio suave se Ω é um
aberto limitado conexo cuja fronteira ∂Ω é uma variedade unidimensional de
classe C∞ mergulhada em R2.

Nesse trabalho, a menos que se avise o contrário, Ω é sempre um domínio
suave do R2.

Definição 1.2 (Curvatura Geodésica de uma curva). Seja S ⊂ R3 uma
superfície regular, orientável e orientada por um campo normal unitário N :
S → R3 e I ⊂ R um intervalo. Seja γ : I → S uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco. Definimos a sua curvatura geodésica em s ∈ I como

kg(s) = 〈γ′′(s), N(γ(s)) ∧ γ′(s)〉.

No caso em que S é o plano z = 0, usaremos a notação k(s) no lugar de
kg(s).

Definição 1.3 (Classes de Hölder). u : Ω → R é dita Hölder contínua com
expoente α ∈ (0, 1) em Ω se

[u]α := sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α < ∞.

E, Ck,α(Ω) := {u ∈ Ck(Ω)| as derivadas de ordem k de u são Hölder contínuas
em Ω com expoente α em Ω}.
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1.2 Alguns Fatos e Resultados Importantes
Seja H > 0. O problema de Dirichlet para equação das superfícies de curva-
tura média constante H em um domínio suave Ω do R2 e ϕ ∈ C2,α(∂Ω) é o
problema de existência e unicidade de soluções do sistema:





QH(u) := div

(
∇u√

1+|∇u|2

)
+ 2H = 0, u ∈ C2,α(Ω)

u|∂Ω = ϕ,
(1.1)

onde ∇ e div são o gradiente e o divergente usuais do R2.
Como observação, convém mencionar que se u ∈ C2,α(Ω) é solução de

(1.1), então o gráfico S de u, a saber,

S = {(x, y, u(x, y)); (x, y) ∈ Ω},
é uma superfície de curvatura média constante H do R3 com relação ao vetor
normal N satisfazendo 〈N, (0, 0, 1)〉 6 0.

Lema 1.1. Dados u, v ∈ C1(Ω) e p ∈ ∂Ω, se u(p) = v(p) = 0, e 0 6 u 6 v,
então

|∇u(p)| 6 |∇v(p)|.
Prova: Seja η o vetor unitário normal a ∂Ω em p apontando para o interior
de Ω. Seja a um vetor unitário tal que 〈a, η〉 > 0 e seja γ : [0, l) → Ω tal que
γ(0) = p e γ′(0+) = a. Dado ε > 0 existe 0 < δ < l tal que ∀ t ∈ (0, δ),

0 6 u(γ(t))− u(p)

t
6 v(γ(t))− v(p)

t
6 |∇v(p)|+ ε,

de modo que ∣∣∣∣
u(γ(t))− u(p)

t

∣∣∣∣ 6 |∇v(p)|+ ε.

Fazendo t → 0, obtemos

〈∇u(p), a〉 6 |∇v(p)|+ ε.

Logo, 〈∇u(p), a〉 6 |∇v(p)|, e o resultado segue.

Teorema 1.1 (Princípio da Comparação). Se u, v ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) satisfa-
zem QH(u) > 0, QH(v) 6 0 em Ω e u|∂Ω > v|∂Ω então u > v em Ω.

Teorema 1.2. Seja Ω um domínio suave, limitado do R2, e seja ϕ ∈ C2,α(∂Ω).
Suponha que exista M tal que, se u ∈ C2,α(Ω) uma solução de QH = 0 em
Ω com u|∂Ω = ϕ, então

sup
∂Ω
|∇u| 6 M.

Então o problema de Dirichlet (1.1) tem uma e somente uma solução.
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Teorema 1.3 (Princípio da Tangência). Sejam S1, S2 ⊂ R3 superfícies de
curvatura média constante, p ∈ S1 ∩ S2 um ponto de tangência entre S1 e S2

(TpS1 = TpS2) e N1, N2 campos unitários e normais a S1 e S2 respectivamen-
te e tais que N1(p) = N2(p). Suponha que S1 e S2 tenham curvaturas médias
H1 e H2 > 0 respectivamente, com relação aos campos N1 e N2. Suponha que
S2 esteja acima de S1 em uma vizinhança de p com relação ao vetor normal
N1(p). Então H2 > H1 e vale H2 = H1 se, e somente se, existem vizinhanças
U1 e U2 de p em S1 e S2, respectivamente, tais que U1 = U2. Além disso, se
S1 e S2 são conexas, H1 = H2 e completas (ou, completas até o bordo e com
o mesmo bordo) então S2 = S1.

Uma observação pertinente ao Teorema 1.3 é que o ponto de intersecção
das superfícies S1 e S2 pode ser um ponto do bordo das superfícies.

Finalmente observamos que estes teoremas decorrem dos métodos e re-
sultados gerais de [5]. Demonstrações particulares para o caso do operador
de curvatura média constante podem ser vistas em [1].

1.3 O Método da Reflexão de Alexandrov
Usamos o seguinte fato da topologia das superfícies.

Teorema 1.4 (Jordan-Brouwer). Se S é uma superfície conexa, compacta
mergulhada em R3 então S divide o R3 em duas componentes conexas.

Esse resultado faz parte de um resultado mais geral da Topologia Al-
gébrica que leva o mesmo nome. A demonstração do caso em questão está
disponível em [6].

No resto dessa seção, S sempre será uma superfície conexa, compacta
mergulhada em R3 e V ⊂ R3 é a componente conexa limitada de R3\S.
Lema 1.2. Se S é uma superfície compacta, mergulhada em R3 que possui
planos de simetria em todas as direções do R3 então S é uma esfera.

Demonstração: Sejam P1, P2 e P3 planos de simetria de S mutuamente
ortogonais e seja q o seu único ponto de intersecção. Mostraremos que S é
invariante por qualquer rotação em q.

Seja P um outro plano de simetria de S. É claro que q ∈ P , caso contrário,
dado u ∈ S e uma composição de reflexões pelos planos P1, P2 e P3 podemos
obter, através das sucessivas imagens de u pontos arbitrariamente distantes
de q, contrariando a hipótese de compaticidade de S.

Assim S é invariante por reflexões em qualquer plano contendo q, de onde
segue a afirmação, logo que qualquer rotação pode ser obtida pela composição
de tais reflexões.
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Teorema 1.5 (Alexandrov). Seja S uma superfície conexa, compacta mer-
gulhada em R3 e de curvatura média constante. Então S é uma esfera.

Demonstração: Apresentamos aqui a idéia fundamental utilizada por Alexan-
drov. Maiores detalhes da prova podem ser vistas em [8], capítulo VII.

Vamos mostrar que S tem um plano de simetria em qualquer direção do
espaço. Sejam P um plano qualquer e n o vetor normal a P . Dado t ∈ R,
seja Tt : P → R3 a translação dada por

Tt(p) = p + tn.

Definimos os planos Pt paralelos a P como a imagem de P por Tt. Sejam V +
t

e V −
t os fechos das componentes conexas de R3 \ Pt tal que n aponta para

V +
t , S+

t = V +
t ∩ S, S−t = V −

t ∩ S e S∗t a reflexão de S−t em torno de Pt.

Assim, tomando α = inf{t ∈ R; Pt ∩ S 6= ∅} temos que Pα = TPα∩SS e
S ⊂ V +

α . Seja
t0 = sup{t > α; S∗b ⊂ V, ∀α 6 b < t}.

É claro que t0 < ∞, pois S é compacta. Mostremos que Pt0 é um plano
de simetria de S.

Observe que S∗t0 e S+
t0 são superfícies com mesmo bordo, ou seja, ∂S∗t0 =

∂S+
t0 , com S∗t0 de um mesmo lado de S+

t0 . Além disso, ou S∗t0 e S+
t0 se tangen-

ciam em um ponto do interior ou no bordo (na verdade isto vale para uma
escolha genérica de P , o que é suficiente para a prova; veja seção 3, capítulo
VII de [8]). Em qualquer dos casos podemos aplicar o Princípio da Tangência
para concluir que S∗t0 = S+

t0 , ou seja, Pt0 é um plano de simetria de S.

A técnica usada na demonstração acima é dita método (da reflexão) de
Alexandrov e será utilizado no capítulo 2 da dissertação.

1.4 O Método de Perron
Parte dos argumentos que utilizaremos na prova do Teorema 2.1 é baseado
na existência de soluções para o Problema de Dirichlet de classe C2 em Ω e de
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classe C0 em Ω. Para garantir a existência de soluções, neste caso, aplicamos
o método de Perron, explicado no que segue.

Definição 1.4 (Super-subsoluções). Uma função s ∈ C0(Ω) é uma super-
solução (subsolução) de QH se, dado qualquer subdomínio D ⊂⊂ Ω, se v ∈
C2(D)∩C0(D) satisfaz QH(v) = 0 em D e v|∂D 6 s|∂D (v|∂D > s|∂D), então
v 6 sD (v > sD).

Uma candidata à solução do problema 1.1 é a função u : Ω → R dada por

u(x) = sup{v(x)| v ∈ C0(Ω) é uma subsolução de 1.1 e v|∂Ω 6 ϕ}. (1.2)

Vamos provar que u está bem definida se supormos que Ω está contida
em um disco de raio 1/H (se H = 0 essa suposição é desnecessária).

Suponha inicialmente o caso H = 0. Note que u está bem definida, no
sentido que, toda função constante é solução de QH = 0. Assim, tem-se que
qualquer subsolução v com v|∂Ω 6 ϕ satisfaz v 6 K = max ϕ, isto é, u 6 K.
Além disso, o conjunto das subsoluções menores ou iguais a ϕ no bordo é
não vazio (um exemplo é v(x) ≡ min ϕ).

Suponha agora que H > 0. Sendo D um disco de raio 1/H contendo Ω,
seja w ∈ C2(D)∩C0(D) a função não negativa cujo gráfico é uma semi-esfera
de raio 1/H, w satisfaz que QH(w) = 0 e w|∂D = 0. Primeiro observemos
que

ŵ = w + inf
∂Ω

ϕ

é uma subsolução de QH , o que decorre do Teorema 1.1, uma vez que
QH(ŵ) = 0 e ŵ|∂D = inf ϕ. Por outro lado, pondo

w̃ = w + sup
∂Ω

ϕ

decorre que w̃ é uma supersolução de QH em Ω, o que decorre novamente do
Teorema 1.1. Portanto, se v é uma subsolução de QH em Ω com v|∂Ω = ϕ,
então v 6 w̃.

Pode-se provar (ver Teorema 4.1 em [4]) que u ∈ C2(Ω) e que QH(u) = 0,
se as seguintes condições forem satisfeitas:

a) (solubilidade local) dado x ∈ Ω, existe um aberto U ⊂ Ω com x ∈ U
tal que dada σ ∈ C0(∂U), existe uma solução v ∈ C2(U) ∩ C0(U) de
QH = 0 em U tal que v|∂U = σ

b) (compacidade de seqüências de soluções) se vn ∈ C2(U) é uma seqüên-
cia de soluções de QH = 0 em U uniformemente limitada, então existe
uma subseqüência de vn convergindo uniformemente em compactos de
U a uma solução u ∈ C2(U) de QH = 0.
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Definição 1.5. Sejam σ : Ω → R uma subsolução de QH em Ω, x ∈ Ω e
Ux ⊂⊂ Ω (Ux ⊂ Ω) uma vizinhança que contenha x como em a). Então
existe uma solução vx,σ ∈ C2(Ux) ∩ C0(Ux) de QH = 0 em Ux satisfazendo
vx,σ|∂Ux = σ. Definimos em Ω o levantamento de σ (em Ux) por

L(σ, Ux)(y) =

{
vx,σ(y), se y ∈ Ux

σ(y), se y ∈ Ω\Ux.

Repare que σ 6 L(σ, Ux) em Ω e que essa operação está bem definida pela
unicidade da solução vx,σ, o que decorre do Teorema da Comparação 1.1.

Lema 1.3. Sejam σ : Ω → R uma subsolução de QH em Ω, x ∈ Ω e
Ux ⊂⊂ Ω uma vizinhança que contenha x como em a). Então L(σ, Ux) é
uma subsolução de QH em Ω.

Demonstração: Seja W ⊂⊂ Ω um aberto e seja w uma solução de QH = 0
em W satisfazendo L(σ, Ux) 6 w em ∂W .

Observe que da construção de w, segue imediatamente que σ 6 w em
∂W , pois σ 6 L(σ, Ux) em Ω.

Em W\Ux, L(σ, Ux) = σ é uma subsolução de QH em Ω. Pela observação
anterior temos que σ 6 w em W e portanto L(σ, Ux) = σ 6 w em W \Ux.

Por outro lado, em W ∩ Ux, L(σ, Ux) e w são duas soluções de QH = 0 e
segue pelo Teorema 1.1 que L(σ, Ux) 6 w.

Portanto, L(σ, Ux) 6 w em W e sendo W arbitrário, segue que L(σ, Ux)
é subsolução de QH = 0 em Ω.

Teorema 1.6. Se a) e b) são satisfeitas e u é a função definida em 1.2,
então u ∈ C2(Ω) e QH(u) = 0.

Demonstração: Seja x ∈ Ω. Por definição de u, existe uma seqüência {vn}
de subsoluções tal que

lim
n→∞

vn(x) = u(x).

Note que, dado n,

vn(y) 6 K = max
∂Ω

ϕ, ∀y ∈ Ω

já que pelo Teorema 1.1, w(x) ≡ K é uma supersolução. Logo {vn} é uni-
formemente limitada.

Seja agora Ux ⊂⊂ Ω uma vizinhança de x tal como em a) e defina a
seqüência L(vn, Ux) pelo levantamento de vn em Ux como na Definição 1.5.
Por construção, temos que L(vn, Ux) é solução de QH = 0 em Ux ∀n e por b)
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{L(vn, Ux)} contém uma subseqüência {L(vnk
, Ux)} convergindo uniforme-

mente em compactos de Ux a uma solução u∗ ∈ C2(Ux) de QH = 0.
Usando o Lema 1.3 temos que ∀n, L(vn, Ux) é uma subsolução, então

podemos afirmar que u∗ 6 u em Ux e u∗(x) = u(x).
Por absurdo, suponha que ∃y ∈ Ux tal que u∗(y) < u(y). Nesse caso,

existe uma seqüência de subsoluções convergindo em y à u(y), e existe uma
subsolução ū tal que u∗(y) < ū(y). Isso nos permite definir a seqüência
{wk = max{vnk

, ū}} e a seqüência formada por seu levantamento em Ux,
L(wk, Ux). Assim, por b) existe uma subseqüência L(wkl

, Ux) convergindo
uniformemente em compactos de Ux a uma solução w ∈ C2(Ux) de QH = 0
tal que u∗ 6 w 6 u em Ux e u∗(x) = w(x) = u(x).

Pelo Teorema da Comparação 1.1, devemos ter que u∗ = w em Ux, o que
entre em contradição com a definição de ū. Portanto u∗ = u em Ux e u é
solução de QH = 0 em Ux. Como Ux é uma vizinhança arbitrária de x, segue
que u ∈ C2(Ω) é solução de QH = 0 em Ω.

Contudo, as condições a) e b) não são suficientes para garantir que u ∈
C2(Ω) ∩ C0(Ω) e que u|∂Ω = ϕ. Para isso, utiliza-se da técnica de barreiras.
Seja p ∈ ∂Ω. Dizemos que ϕ ∈ C0(∂Ω) é regular em p (ou que ϕ admite
barreiras em p) se existem super e subsoluções Sp, sp ∈ C0(Ω) tais que

sp 6 ϕ 6 Sp

em ∂Ω e
sp(p) = ϕ(p) = Sp(p).

Cada sp, Sp é dita uma barreira para ϕ (relativa a QH) em p. Temos então:

Lema 1.4. Se ϕ é regular e se u ∈ C0(Ω) é dada por (1.2) então u ∈ C0(Ω)
e u|∂Ω = ϕ.

Demonstração: Dado p ∈ ∂Ω, seja {xn} ⊂ Ω uma seqüência convergindo
a p. Como ϕ é regular, existem Sp, sp ∈ C0(Ω) tais que

sp 6 ϕ 6 Sp

em ∂Ω. Restringindo-se estas desigualdades à seqüência xn vem que

sp(xn) 6 u(xn) 6 Sp(xn).

Como
lim

n→∞
sp(xn) = lim

n→∞
Sp(xn) = ϕ(p)

segue que existe o limite de u(xn) quando n →∞ e, além disso,

lim
n→∞

u(xn) = ϕ(p).

Portanto podemos definir u(p) de forma contínua em Ω e u = ϕ em ∂Ω,
terminando o lema.
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As condições a) e b) são sempre satisfeitas decorrendo a) do conhecido
Teorema de James Serrin (veja Teorema 16.11 de [5]) e b) do Teorema 16.6
de [5].

Com isso, temos o seguinte:

Teorema 1.7. Sejam Ω um domínio limitado de classe C0 em R2, ϕ ∈
C0(∂Ω) e H > 0. Suponha que, para QH , ϕ seja regular em p, ∀p ∈ ∂Ω.
Então u dada por (1.2) satisfaz u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), Q(u) = 0 em Ω e
u|∂Ω = ϕ.

O teorema acima é o Método de Perron aplicado ao operador QH .
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Capítulo 2

O Teorema

Teorema 2.1. Dados H > 0 e γ ⊂ P := ∂R3
+ uma curva suave fechada e

bordo de um domínio limitado. Seja M uma superfície compacta de curvatura
média constante H mergulhada em R3

+ tal que γ = ∂M e denote por k e
kg as curvaturas geodésicas de γ em P e em M respectivamente. Então a
desigualdade

H 6 min |k|
√

1−max

(
kg

k

)2

(2.1)

vale se e somente se M está contida numa esfera ou em P .

Com relação a este teorema, observe que

0 6
(

kg

k

)2

6 1

uma vez que, dado um campo normal unitário N : M → R3, em cada ponto
de γ vale que

k2 − k2
g = k2〈N, n〉2

onde n é normal à curva. Logo,

k2(1− 〈N, n〉2) = k2
g ,

isto é,
k2

g

k2
= 1− 〈N,n〉2 6 1.

2.1 Prova
Considere inicialmente o caso H = 0. A desigualdade (2.1) é trivialmente
verdadeira, de modo que basta mostrar que M ⊂ P .

Se M ∩ {z = c} 6= ∅ para algum c > 0 então existe um plano π, hori-
zontal e distinto de z = 0, tangente a M , estando M totalmente contido na
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componente conexa de R3\π que contém P ao mesmo tempo que M ⊂ π
pelo Princípio da Tangência, o que é um absurdo.

Suponha agora H > 0.
Demonstremos a volta do teorema.
Dado S, uma esfera de raio 1/H e centro (x0, y0, z0), sem perda de ge-

neralidade, considere o círculo C, de raio r, dado pela intersecção de S com
um plano z = constante. A relação das curvaturas k e kg, em C, nos dá que

k2 − k2
g = k2〈N, n〉2

onde N denota a normal interior da esfera e n normal ao círculo.
Isto é, se θ é o ângulo interno entre n e N , então

k2〈N, n〉2 = k2 cos2 θ =
1

r2
cos2 θ,

onde r = 1
H

cos θ e finalmente

k2 − k2
g = H2,

ou ainda,

k2

(
1− k2

g

k2

)
= H2.

Como em cada círculo C, k e kg são constantes,

min |k|
√

1−max

(
kg

k

)2

= H.

Demonstremos a implicação contrária agora.
Seja Ω ⊂ P o domínio limitado por γ.

Af.: Existe u : Ω → R+ tal que G∗ = {(x, u(x))|x ∈ Ω} é uma superfície
de CMC H e ∂G∗ = γ.

Considere o problema de Dirichlet




div

(
∇u√

1+|∇u|2

)
+ 2H = 0, em Ω

u|∂Ω = 0
(2.2)

Pela desigualdade (2.1) temos imediatamente que min k2 > H2 > 0.
Decorre daí que, em particular, γ é uma curva convexa. Vamos supor γ
orientada de tal forma que

n(s) = γ′(s) ∧N(γ(s))

seja o vetor normal interior de γ = ∂Ω onde N(γ(s)) = (0, 0, 1). Daí vem
que k > H > 0.
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Considere a seguir, o caso min k > H.
Dado p ∈ ∂Ω existe um círculo, em P , de centro (x0, y0, 0) e raio 1/(min k),

passando por p, tal que a região Cp limitada pelo círculo contém Ω. Tome a
esfera de raio 1/H

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = 1/H2

tal que
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 = 1/(min k)2

e z0 6 0 satisfaz
z2
0 = 1/H2 − 1/(min k)2.

Podemos obter então uma função não-negativa vp ∈ C∞(Cp) tal que seu
gráfico é uma calota esférica de bordo ∂Cp e CMC H, dada explicitamente
por:

vp(x, y) = z0 +
√

1/H2 − (x− x0)2 − (y − y0)2.

Daí
∇vp(x, y) =

−1√
1/H2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

(x− x0, y − y0)

e

|∇vp(x, y)||Cp
=

√
(x− x0)2 + (y − y0)2

1/H2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
|Cp

=

√
H2

(min k)2 −H2
.

Pelo Teorema 1.1 temos que vp domina qualquer solução u ∈ C2,α(Ω) de
(2.2) e como conseqüência, pelo Lema 1.1, |∇u(p)| 6 |∇vp(p)|, isto é,

|∇u(p)| 6
√

H2

(min k)2 −H2
, ∀ p ∈ ∂Ω. (2.3)

Segue pelo Teorema 1.2 que existe uma solução u ∈ C2,α(Ω) para o problema
2.2. Observe que o Teorema 1.2 não garantiria a existência de uma solução
caso min k = H.

Consideremos a seguir o caso min k = H.
Observe que, ∀p ∈ ∂Ω, vp ∈ C∞(Cp) ∩ C0(Cp). Assim, para garantir a

existência de uma solução do problema (2.2), vamos usar o método de Perron
(Teorema 1.7) usando vp e −vp como supersolução e subsolução, respectiva-
mente, em cada p ∈ ∂Ω. Convém observar também que o método de Perron
nos dá uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), ou seja, apenas contínua em Ω.

Em resumo, até agora provamos que existe uma solução u ∈ C2(Ω) ∩
C0(Ω) de QH = 0 em Ω e u|∂Ω = 0 tal que u ∈ C2(Ω) se min k > H.

Seja G a reflexão de G∗ pelo plano P e considere B := M ∪ G. Então
B é uma superfície topológica compacta, mergulhada em R3, sem fronteira,
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diferenciável em B\γ. Denote por N1 e N2 os vetores normais unitários de M e
G, respectivamente, apontando para o interior de B e seja θ o ângulo interno
entre planos tangentes de M e G num ponto comum de γ como mostram as
figuras 2.1 e 2.2.

Figura 2.1: Figura 2.2:

Provemos no que segue que M é um gráfico sobre Ω ou é uma calota
esférica (ou ambos). Para isso usaremos o Método de Alexandrov, conside-
rando as reflexões de B nos planos horizontais z = c desde z = ∞.

Sejam Bc = B ∩ {z > c} e B∗
c a reflexão de Bc por z = c. Tomando

α = min{s ∈ R; B∗
s ⊂ int(B)}, temos que se α 6 0 então M é um gráfico

sobre Ω, donde segue pelo Princípio do Máximo (Teorema 1.1) que M = G∗.
Se α > 0, então, existe p ∈ B∗

α ∩B tal que p é a reflexão de um ponto de
M \ ∂Ω. Seguem 3 casos

• se p ∈ M \∂Ω, então M ∪ (B∗
α ∩ {z < 0}) é uma superfície compacta

de CMC H mergulhada em R3, em outras palavras, M pode ser com-
pletada com a sua reflexão a fim de termos uma superfície compacta.
Assim, pelo Teorema de Alexandrov 1.5, M está contida numa esfera;

• se p ∈ G\∂Ω, então G⊂B∗
α e todos os pontos em ∂Ω são reflexão de

algum ponto em M \∂Ω. Podemos então tratar este caso dentro do
seguinte;

• se p ∈ ∂Ω, observamos primeiramente que min k < H. De fato, se
min k = H segue por (2.1) que kg ≡ 0, (ou seja, γ é uma geodésica
de M). Segue que M é ortogonal à P ao longo de γ. Decorre que
TpB

∗
α = TpM e, pelo Princípio da Tangência no bordo 1.3, segue que

z = α é um plano de simetria para M , o que é um absurdo sendo M
ortogonal a P .

Assim temos min k < H. Vamos provar que o ângulo interno θ entre
o plano tangente de M e G em p é 0, ou seja B∗

α e G são tangentes
em p, de modo que G = B∗

α. Segue que B é uma superfície compacta
de CMC H mergulhada em R3 e pelo Teorema de Alexandrov 1.5, B é
uma esfera.
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Note que ∀p ∈ ∂Ω, γ′(p) ∈ TpM ∩ TpG. Logo n(p) (a normal de γ
apontando para o interior de Ω em p), N1(p) e N2(p) são coplanares, ou mais
precisamente, eles pertencem ao plano normal à curva γ em p.

Basta provar que se min k < H então θ 6 π uma vez que por questões de
regularidade não podemos ter θ < π com p ∈ ∂Ω sendo p a reflexão de um
ponto de M \∂Ω.

Temos que
〈N1, n〉 > 0, (2.4)

pois M é uma superfície mergulhada em R3
+ tal que ∂M ⊂ {z = 0} é uma

curva convexa fechada.
Do fato que G = {(x, y,−u(x, y)); (x, y) ∈ Ω}, temos que

N2 =
1√

1 + |∇u|2 (∇u + e3)

e,
|∇u|n = ∇u.

Então, caso 〈N1, e3〉 < 0 a afirmação é imediata, pois 〈N2, e3〉 > 0 e

〈N2, n〉 =
|∇u|√

1 + |∇u|2 > 0. (2.5)

Suponha então que 〈N1, e3〉 > 0 e mostremos que

〈N1, n〉 > 〈N2, n〉. (2.6)

Suponha γ(t) uma parametrização pelo comprimento de arco de γ. Então

n = γ′′/|γ′′| = γ′′/k

e
γ′′ = 〈N1, γ

′′〉N1 + 〈N1 ∧ γ′, γ′′〉N1 ∧ γ′.

Assim,
|γ′′|2 = 〈γ′′, γ′′〉 = 〈N1, γ

′′〉2 + 〈N1 ∧ γ′, γ′′〉2
e

〈N1, γ
′′〉2 = |γ′′|2 − 〈N1 ∧ γ′, γ′′〉2 = k2 − k2

g

logo,

〈N1, n〉2 = 〈N1, γ
′′/k〉2 =

k2 − k2
g

k2
= 1− k2

g

k2
> 1−max

(
kg

k

)2

. (2.7)

Segue, portanto, direto da hipótese (2.1) que

〈N1, n〉2 > H2

(min k)2
. (2.8)

15



Por outro lado, usando (2.5) e (2.3) obtemos

〈N2, n〉 =
|∇u|√

1 + |∇u|2 6 H

min k
(2.9)

completando o argumento.

Mostremos, para encerrar, que um gráfico satisfazendo a condição min k >
H é uma calota esférica.

Como M = G∗ = {(x, y, u(x, y)); (x, y) ∈ Ω}, temos que

N1 =
1√

1 + |∇u|2 (∇u− e3)

e,
|∇u|n = ∇u,

logo,

〈N1, n〉 =
|∇u|√

1 + |∇u|2 = 〈N2, n〉.

Podemos usar (2.4), (2.8) e (2.9) para obter

〈N1, n〉 > H

min k
> |∇u|√

1 + |∇u|2 = 〈N2, n〉.

Então no caso de M ser o gráfico da função u, temos que

|∇u|2
1 + |∇u|2 =

H2

(min k)2
= constante < 1;

o que significa que |∇u| e 〈N, n〉 são constantes ao longo de ∂Ω.
Usando novamente o método de Alexandrov, sejam n̂ um vetor em P e P̂

um plano que tem n̂ como normal. Considerando P̂t = P̂ + tn̂ as translações
de P̂ , sejam P̂+

t e P̂−
t os fechos das componentes conexas de R3 \ P̂t tal que

n̂ aponta para P̂+
t . E sejam M+

t = M ∩ P̂+
t e M∗

t a reflexão de M+
t por P̂t.

Tomando α = min{s ∈ R; M∗
s ⊂ int(M ∪ Ω)}, dado p ∈ M ∩M∗

α, temos 2
casos

• se p ∈ M \ ∂Ω, então M−
α = M∗

α pelo Princípio da Tangência;

• se p ∈ ∂Ω, então em p, temos por construção que as tangentes ao bordo
de M−

α e M∗
α coincidem, ao longo de γ a binormal (γ′∧n) é fixa, e |∇u|

e 〈N, n〉 são constantes. Assim, NM−
α
(p) = NM∗

α
(p) e pelo Teorema 1.3

M−
α = M∗

α.

Assim, temos uma simetria vertical em M em qualquer direção escolhida no
plano P . Segue que M é invariante por um grupo de simetrias rotacionais.
Decorre da descrição dada por C. Delaunay em [3], das superfícies de CMC
rotacionais que M é uma calota esférica.
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