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Abstract 

In this work, it is presented the essential a~

pect_s of the theory of the inverse scattering transform and 

its applications to t he study of nonlinear evolution equa

tions . The scattering theory of the Schródinger operator for 

either bump- or steplike potencials is considered first, and 

applications to ·the ini tial value problem for the Korteweg- de 

Vries equation are given. There follows a discussion of the 

scattering theory for AKNS systems, a class of spectral prob

lems which is ultimately related to most of the interesting 

nonlinear evolution equations solvable by the inverse scat

tering method. A recently found integrable equation is dis

cussed in the last chapter in ' connection with the scattering 

problem of Shimizu- Wadati. 

Many important topics are not considered here, 

such as the periodic case for the Korteweg- de Vries equation, 

conservation lav/S, Hamiltonian formalisms, B~cklund transfor

rnations, long-time asymptotic behavior of solutions , and per

turbation theory. 



Resumo 

Neste trabalho, são apresentados os aspectos es

senciais da teoria de espalhamento inverso e suas aplicaç~es 

ao estudo de equaçoes de evolução não lineares . A teoria de 

cspal~amento do operador de Schrõdinger para potenciais de

caindo a limites definidos ao x + ± oo e considerada primeir~ 

com aplicaç~es ao problema de valor inicial para a equação de 

Korteweg- de Vries. Segue uma discussão da t eoria de espalha

mento para sistemas AKNS, uma classe de problemas de autova

lores direta ou indiretamente relacionada com a maior parte 

das equaç~es de evolução não lineares solúveis pelo método de 

espalhamento inverso de interesse na prática . Uma equação não 

linear recentemente encontrada solúvel por esse método é dis

cutida no Último capítulo em conexao com o problema de espa

lhamento de Shimizu- Wadati. 

Muitos tópicos importantes não são tratados aqui, 

incluindo o caso periódico da equação de Korteweg- de Vries, 

leis de conservação, formalismos Hamiltonianos, transforma

çoes de B~cklund, comportamento assintótico das soluç~es ao 

t + co e teoria de perturbação . .. 

.••• ___ .. , ........ IM;C\tl~ 
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I N T R O D U Ç Ã O 

Com o surgimento dos c omputadores digitais e sua 

rápida evolução , um nú~cro cada vez maior de modelos não linea 

res puderam ser utilJzados na descrição e invcstigaç~o dos fe

n6menos naturais, em sua grande parte 11~0 lineares . A Matemá

tica Não Linear foi-se i ~pondo como ~~a área dominante de pes

quisa, mitodos analiticos e numiricos t~m sido continuamente 

desenvolvidos , embora se esteja ainda longe de uma teoria su

fici cntew.ente forte e abrangente , capaz de um tratamento sis

temático a questões básicas como converg~ncia e estabilidade de 

esquerr<:tS numéricos ou mes mo existênci a e regularidade de solu

ções . Mesmo assim, alguns procedimentos de análise relativame~ 

te abrangentes já foram obtidos, havendo inclinação em se afir 

mar que eventualmente se atingirá status similar ao da teoria 

linear . 

O presente trabalho é uma rápida exposição sobre 

um desse s métodos , descoberto q uase por acaso por C .S . Gardner, 

J.M. Greene, M. D. Kr uskal e R. M. Miura há pouco mais de 15 anos 

(19] . Decorreu de modo inesperado das investigações que se se

guira m ao cilebre exper imento de Fermi- Pasta- Ulam [18] , um 

dos marcos básicos da moderna Física Não Linear . Motivados pe

lo novo MANIAC, E . Fermi, J . R. Pas ta e S . M. Ulam estudaram nu

med camente o comportamento de um sistema de massas idênticas 

sujeitas a uma interação leveme nte não linear [14 ] , [18]. A não 

ocorrência de equipartição de energia entre os diversos modos 

do sistema , que parecia natural frente a -na o linearidade das 

interaçoes , permaneceu inexplicada por alguns anos, moti vando 

diversos trabalhos [33] e culminando com a descoberta definiti

va do óoi-<.ton por N. J. Zabusky e M. D. Kruskal em 19 65 [41] . Mo 

delando o problema corresponden te a in terações quadráticas p~ 

la equação não linear de Korteweg- de Vries, que pode se r es

crita em coordenadas convenientes como 

(1) u - 6uu + u - O 
t X XXX 
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verificaram numericamente que ondas solit~rias dessa equaçao 

interagiam entre si de uma forma quase linear preservando as

sintoticamente s1..1a identidade [1 4], [ 41] . Esse comportamen t o 

corpusculur fez N. J . Zabusky c M. D. Krus kal denominarem t ais 

soluç6es especiais de 6oli~on~ , e experimentos 

seqüentes [ 42] levaram à conjectura de c;ue ~oda. 

numéricos sub-

~ O .f. U Ç. êi. O U ( X , .t ) 
de ( 7 J com u(x, ~~ + O ao x + ± oo 6e decompo4ia pa~a. ~ gtwnde 

-
num nwnetw 6 -üv~.to de úo.f.-i..tOJl ,!> [28] . Em outros termos , existia 

·- -para a equaçao nao li nea~ (l) uma fami lia especial de so l uç6es 

capaz de descreve r essencialmente soluç6es arbitrariamente ge
raj_ s! 

Motivados por esses surpreendentes resultados, de 

natureza c.ompu.tac . .i.ona..t , C.S . Gardncr, J . M . Greene, M .D. Kruska.l 

e R.M. 0iura, numa sé rie de sucessivas d es cobertas, e laboraram 

um m~todo de soluç~o para a equaç~o de Korteweg- de Vries Jl9 [, 

[20], que permitiu em particular a comprovação parcial da con

jectura de N. J . Zabusky [20], [ 31},(39] . O ponto básico desse 

método consiste n .:.t observaç3o surpreendente de que, introdu

zindo-se u(x, t) como potencial na equação unidimensional de 

Schrôdinger 

( 2) + u(x, t)tJi = 

o espectro resultnnte é invariante com relaç~o ao par;metro t 

se u(x, t) satisfizer (1 ) c condiç~es de fronteira adequadas . A 

concxiio da cq ua<y;~Ío (l) com o prob lcmu q uZtn ti co de cspalhamen to 

traduzido pela equação de Schr6dingcr (2) torna - se menos sur

preendente se for notado que a interação experimentalmente ob

servada entre soli tons s ugerc algum tipo de fenômeno de espa- ' 

lhamento, seja clássico ou quântico [14] . A conserva ção da paE 

te continua do espectro de (2) & natural pela estabilidade do 

espectro essencial frente a pertubações compactas, ou fisica

mente porque corresponde aos valores de energia admissivcis p~ 

ra os estados n~o ligudos e a energia de urna particulali

v1-e que incide sobre o centro espaJhador representado pelo po

tencia l u(x , t) pode sempre ser escolhida arbitruriamen t e . O 

que de fato surpreende é a conservaç5o dos autovalores discre-
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tos de multiplicidade finita . · r sso significa que o espectro 

correspondente a um dado inicial u(x 1 O) torna-se o espectro 

para cada t > O ou seja, o espectro é conhecido para ca

da t embora u seja dada apenas para t = O. O problema de obter 

o potencial de (2) a partir do espectro e do compor tamento as 

sintótico de tP h avia sido reso l vido dez anos antes por I.H. 

Gelfand l B . M. Levitan , V. A. Marchenko e outros [21] 1 [29], se n 

do conhecido como o p~oblema inve.~6o de e.6palhame.nto . A conseE 

vação do espectro de (2) permi ta então a construção da solução 

u(x, t) de (l) a partir de um esquema de espalhamento inverso ! 

[19), [20] , [31] . 

Impunha-se naturalmente a questão da parti cularid~ 

d e desse m6todo 5 equação de Korteweg- de Vries [31] . Em 1968 , 
P . D. Lax apresentou um formalismo permitindo estender o método 

a outras equaç6es de evolução não lineares [15] , [28] . Um fo r

malismo particularrnent.e Ütil foi desenvolvido por H.J . Ablo.·1itz, 

D.J . Kaup , A.C. Nev1ell e H. Segur [1] 1 [3] , [4 ] p ermitindo o 

tratame nto de a lg umas equaç~cs de relcv~ncia na Fisica Matemã

t.. ica [ 1] I [ 33]. Com v.:! r ia s c; ;..: L( · n~;ê)r~s C: rjcn c: ra li/.(H~:Õ(; S I o méto-

do ficou conhecido corno mê.todo de. e-~pelh amc.n to .{.nv e.~-~o, tendo 

tido importantes aplicaçõe s, incluindo por exemplo as equações 

de Korte,.;eg- de Vries [9 }, [11], [19] f [20] I [32] , [36], Kor

teweg- de Vries modificada [23] 1 [35] , [37] I Sine-Gordon [3] 1 

[4], Schr6d:i.nger não linear [43] I Boussinesq [12] 1 [45] e Bei!

jamin- Ono [5] 1 [.6] . 

No cap ítulo 1 , é considerado o problema de espalh~ 

rncnto correspondente 5 equaç~o de Schr6dinge r (2) para poten-
? 

cia:i.s integrâveis em R contra l + x- . Ori gin almente , L . D. Fad-

deev [16] , [17] considerou o problema para potenciais i ntegrã-, 

veis contra l + lxl 1 por~m sua descriç~o n~o estava inteirame~ 

te correta [10] , [13] . sendo corrigida somente recen temente [30]. 
Em §2, são apresentados alguns resultados simples da teoria de 

espalhamento, particularmente a equaç~o de Gelfand- Levitan

Harchenko 

( 3) n{ x + y,t) + B ( x , y l t) + f n ( x + y + z , t) B { x , z f t) dz = O 

o 

,..,....., ·---·-··· ~ I I 
j 
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que pcrmi te u r ecupc .r·.:t(;ao c..lo pote ncial u ( x, L) via 

( 4) u (X I t) = J 
JX 

B(x, O, t) 

A função n (r,, t) para cada t é obtida a partir do espectro de 

(2) e do comport~mcn to assint6 ti c o das au to fu nç6es na frontei

r a x ->- ±"" ·Em §3, é mos t rado que o espe ctro é invarian te no 

t e mpo quanto u e vo lui con forme o regime não linear (l) , segu.i.12_ 

do essencialmente o argumen to origina l [19 ] , [20] . A condição 

adiciona l 

( 5) U (X 1 t) -~ 0 ao X -1- i oo 

permi te então que se obtenha facilme nte n (c t) a partir de 

íl ([; I o) . Assim, o méto do e particularmente adc<]uado para o pr~ 

blema de Cauchy 

ut - 6uu + u = o 
X XXX 

{6) 

u(x , O) = U 
0 

( x) 

qu~ndo o pe rfi l in i cial u0 (x) faz cump r)r. ( 5 ) . Para cer tos po-

t e nci ais u
0 

( x) , a equaçao ( 3) c de núcleo sepurável e pode en-

tão ser reso lvida por m6todos alg~bricos . Fisicamente , isso cor 

r espon de à s ituação de inexistência de reflexão das ondas in 

cidentes por parte do potencial ( he 6tee ti.c n .te. ó -~ poten.ti.a.t-~) , e 

a solução u(xl t) nesse caso ficu resolvida para t grande nu

ma seqüência puru d e n pu lsos sol i t5rios [20 ] I um pa.r·a cada a~ 

tovalor do especlro discreto , conslitui ndo um n-soliton (pu~e 

n- .6o.e..t-ton óo.e.u.t.ton-s). Em §4 1 é mostrado a partir de uma análi

s e simples que esse é o caso quDndo 

( 7) 

e as soluç6es correspondentes são express as utiliza ndo a fórmu

la de Kay- Mose s [26] I [ 39 ] . Em §5 c §6, o rrétodo de cspalhanc nto 

para (6} ~ estendido de modo a incluir o caso em q ue u(x,t) de 
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cai a limites distintos ao x ~ ± w (-6.te.pt-<.r..e. po .te.tt .tiaf.~) . E~ 

sa situaç~o tem inte resse prático [24] e , conforme era natural 

prever [ 31] , conduz u um formali smo parecido . E~;scnciu.lrncn te , 

n n expressao do núclc:o :1 da equ0çêio intcgréll acima é élcrcs cc n t~ 

do um Lcrrr.o qu~ ll!Vd l!l!l cun l.:t " di Íl!r~n<~u c·ntrc..: o~; nívr~is de u 

na fronteirél x - , 1 w . Contudo, o comportamento assintótico de 

u(x 1 t) ao t -~ + • nesse caso nêio est5 completamente estudado 

[11] 1 [24] . O m~todo 6 aplicado em §7 para o problema 

- Guu + u - O 
X XXX 

( 8) 

u(x, O) = ll(x) 

onde: ll ( ;.:) e a íun(~D.o de !I e a v;s j c:c 

o se X < 0 

(9) li ( x ) 

l se X > 0 

obtendo-se uma solução u .: C., CU{ x R+ I JR) que saU sfaz a condi 

çao inicial dada na medi da em que 

b b 

(10) 
J 

u (X I t) 
( 

) 
ll{ x) dx ao t -~ o 

a a 

para cada a, b c JR dados . A solubilidade da cquaçâo (3) ã mos 

tLicl ü a parL:ir d o Teorema das l\J tcrn.:~tivas de Fredllol :n [40] , c 

se ~tplica a cond :i. <;:õ( · ~; i ni ci.:1 .í.s m<ti ~; gct-iJis í!UC c:\ funçzio de 

Jleavys ide, por exemplo [11] 

Na verdade , toda a anfilise apresentada 6 aplicáve l sempre que 

n apre s e ntar ~ropriedades de regularidade e decaimen to adequa

das , explicitadas na Proposiç~o 7. Isso permite incluir por 
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exemplo pulsos arbi trár·ios u.0 c Coo (JR, JR) que decai am a limi

tes def i n i dos ao x + ± oo de modo s uficientemente rãpido [1~. A 

comprovação da Proposiç~o 7 para esses casos , contudo, é dema

siadumcnle trabalhosa . 

O método d e so1 uç5o aci. ma para a cquaçao ele I<or:tev1eg- de 

Vries ros ulta de sua associação com o proble1na l inear de auto

valores 

(12) :rrA = À 'V I L = 
2 

dx 
+ u 

correspondente à equação unidimensional de Schrõdinger , onde u 

desempen ha o papel elo potenci.:tl. Em 19 68 , P . D. Lax [28] obser

vou majs ge ralmen te que o método é aplicável para equações de 

evolução 

( 13) u = F(u) 
t 

onde o problema lj mwr assoe i ado (para Jí, 0 fi:.-:o) 

(1<1) ILX = lL = + u 

satisfaz 

(15) B JL - JL B = F ( u) 

para algum operador anti-sim~trico B . Em 1971 , V. E . Zakharov 

e A.B. Shabat [43 ] apresentaram a partir disso u m esquema de 

espalhamento inverso para a solução do problema de valor ini

cial para a eq uação cúbica d e Schrõdinger 

(16) - iq -
XX 

= o 

associando o problema linear de autovalores 

- J~ lt l• I. , j .1 · 
'' 
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( 17 ) JLIJ! = I, = .il 

* - q 

q 

) 

J x 

c obtendo a solução q a p.:tr til- do problema de cs palham2nto cor

responde a (17) . Definitivurncntc , o método de espalhamen to in 

verso não era particular â equação de Korteweg- de Vries ~ Em 

1973 1 M.J . l\blo'~Jitz l D. J . Kuup, 1\ . C . Ne·t~cll e: li . Se:gur consi

deraram mais geralmente o problema d e espa lhamento associa
do êl.O si ste:n<1 

(18) ÀtfJ I 

1-. ) 
:J x 

q 

:v/J L = i 

r 

que permitiu o tratamento por espalhame nto inverso de urna l ar 

ga classe de equc:~çõcs [1] , [2] I [3]; [ 4] . Essa c lasse ele pr o

l.JlcJa.:t s d e e:~..:polilêl.!ac:!"lto e:st5 rcJ ·lciona~"! < t dircL.:t ou indi r ctar:1en 

te c om a ma~or pc:~rtc das equaç6cs de e vo l uç ão não lineare s de 

intere sse solGvcis pela técnica de e spalhamento inverso [7] . 

No Capítulo 2 1 é desenvolvida e m de t alhe a t eori a 

de espa lhamento pare:~ o opcr.:1dor ZS-1\I\NS dado por ( 18) 1 em pa

ralelismo c om a do operador de Schr6dinger exposta suc intame~ 

t e no Capitulo l, e s tabelece ndo-se na seção final um esquema 

de espalhamento i nverso para a anâ lisc da equaçao de Sine

Gordon 

(19 ) ut = sen u x · u re<1l . 

Em §2 1 §3 1 é con sidcr.::tdo o problema cJjrcto d e e:spulharncnto p~ 

r.:t (l ü ) c e:m porU.cuJ..:1r a J c l.crrninaç5o do espectro u. partir 

dos potenciai s q(x , t) 1 r (x , t} . Os autovalore s de (18) sao 

0 conjunto JR dos números reu.is (o espectro cont ínuo ) acrescido 

l .l •o I 
I I;, I 

! t il• 
1 I 

'I 
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possivelmente de um conjunto limitado, tipicamente finito , de 

auto valores complexos de multiplicidade um (o espectro discre 

to). Para A real, as autofunç6e s ~ [ l] · , $[ 2] podem ser toma

das com o comportame nto 

a:o. , t) 

( 21) 

-i Ax c ao x -)- - oo 

( lo ) -i~.x ( 01 ) e + b(>, , t ) 
ÍÀX e 

i ÀX 
e 

ao X - )- + m 

ao x -~- (t) 

'\. 
+ b (A , t) 

- H x 
e 

ao x - )- + co 

'\. 
onde ficam definidos os coeficientes a(A , t) , a(A, t), b(A, t) , 

"' b(Ã , t) . Para os autovalores discretos , ~k = ak + i Bk , pode-

se tornar 

com 

( 
1 

) Yk(t) -iAkx 
"'' e " 

o 
ao x -)- - «> 

(22) ~(x , t; >, k) 

( 
o \ 

ó k ( t) ' 0
iÃkx 

'\. ) 
1 

ao x -+ + <» 

e a condição de nor·mu.li zação 
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( 2 3) 1 . 

N 
o espectro discret o {Ak} k = 

1 
, junto com os coeficientes 

õ (t) e os coeficientes de transmiss~o a ( À, t), 
'\, 
a (À, t) e r e 

k '\, 
flexão b(À, t) , b(A, t), constituem os dados de e..ópa..tha.me.n-to 

do operador ZS-AKNS correspo ndentes aos potenciais q(x , t), 

r(x, L) . O prob1 c m,t LllVC·r-~:u consi~d. i· em oblc·r os pot e nciais .::t 

p0rl.iJ dcJ~: dddo~; <l l: l:~: ! J .t1 11<~lilt' J1l () , (JU ~:t.:jd, t" l:c~Jjzc~r d opcr<~-· 

-çao 

(24) 

-que e analisada em §4 . Os potenciais sao obtidos via 

q ( x, t) - B 1 (X I o I t) 

{25) 
'\, 

r(x, t) - - B (x 2 I 
o 1 t) 

'\, 

( 
Bl 

) ( 
Bl 

) '\, 

soluções para B - l3 - das equa-
'\, 

B2 B.2 

çoes de Gelfand- Levitan- 1.'1archenko 

-+<» 
r 

~ ( o 
) '\, 

I 
'\, '\, 

n(x-+y,t) + n (x+y+z, t) B (x, z, t) dz 
o (26) B(x,y,t) + 

o 

+to 

( 2 7) 
'\, 

B(x,y , t) + j ~ ( o ) n (x+y, t) + n (x+y+z, t) B(x,z ,t)dz 
o o 

• I , .. 
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onde 
"v 

n(~, t) f ncc, t) são construidas a partir dos dados de 

espalhmnen to. A solubilidade das equações ( 2 6) f ( 2 7) e garan-

tida impondo-se condições sobre q f r; a solução pode não ser 

única [4] mas em qualquer caso (25) pode ser executado para 
- "v soluçoes apropriadas B , B. 

S i sterras ZS-AKNS de ordem n sao da forma 

{ 2 8) 
dlji 

dx 
= À Jl ljJ + íR(x)tJ! 

onde Jl = d iag ( \.1
1 

, 1.1 , ••• , ~~ ) para IJ f JJ , ••• , \.1 comple-
2 n 1 2 n 

xos distintos e R(x) tem diagonal nula (7} . Para o sistema de 

Shimizu- Wadati [34], que aparece em conexão com a e quação de 

evoluçã .o 

( q 
o { 2 9) iq,_ + 

l.. 

apresentada no Capítulo 3 , Jl ã matriz nao constante e seus au 

tovalores dependem explicitamente do potencial q(xf t). Essa 
-diferença nao chega a ser fundamenta l no estudo do problema de 

espalhamento , como apresentado no Capitulo 3, porãm o poten

cial está relacionado com a solução da equação de Gelfand- L~ 

vitan- Marchenko por uma equação integral não linear de difí

cil solução em geral . Em alguns casos , é possí vel r eduzir o 

problema a uma equação alg~b~ica não linear , e e m 

cedimento ã seguido para a obtenção de 1-solitons 

de Shimizu- Wadati (29) . 

§6 esse pr~ 
-da equaçao 

Resta finalmente destacar a contribuição particu

larmente dada nesse trabalho . No Capítulo 1, a Proposição 3 é 

não encontrada nas refer5ncias utilizadas e ilustra de modo 

interessante a obtenção de informação sobre a e quaçao não li

near de e volução a parti r do problema de espalhamento associ a 

do - o principio b5sico do m6todo de espalhamento. Os Teo re

mas l, 2 são enunciados com hip6teses mais fracas que o modo 
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usual . §4 forn e ce um tratamento simples para o problema quân~ 

tico de espalhamento associado a uma famíl ia de potenciais do 

tipo scch 2 x, e deve ser e ncarado como um exercício d e cãlculo 

explícito de autovalores e dados de espalhamento . A j_ déi a ori -· 

ginou-se em Última inst3ncia de e>:tcnsÕ2s feitas a péh"i:ir de [27] r 01 . 2
1 

Exercício 11. §7 p r eocupa-se fundamentalmente e m fornecer os 

de t alhes nâo triviais omitidos em ~l ]r a r eferancia bãsica 

nessa seçaor vários adaptados de [9], [17) r [32] r [36] . o ca

pítulo 2r exceto §5 1 é resultado da adaptação dos argüme ntos 

fami liares referentes ao operado r de Schródinger ao sistema 

ZS- AKNS, sendo a maior parte dos resu ltados suge ridos em [15], 
~ . 5 . §5 fornece detalhes não presentes em [2 ] a res peito da 

aplicação do método à eq uaçao de Sine- Gordon , pa rticularmen

te um modo natural de obte r as leis de e volução dos dados de 

espalhamento . Finalmente / o Capitulo 3, e xceto por §6, rees

creve quase inte iramente o artigo [34], resolve ndo o s prob le 

mas de rigor ai encontrados . Al g uns r esultados foram acrescen 

tados ou enriquecidos, como o Teorema da Invariância do Es 

pectro (Teorema 19) c .:1 aniili~;e elo coulporl:amento dus funções 

de Jost para valores <Jrcmdc s do p<tr5mc: tro ('l'corcma 5) Ambos 

envolvem a análise por métodos elementares do comportamento de 

soluções de sistemas de equações diferenciais c om r e s peito a 

parãmctros que intervem na formulação desses si stemas ou nas 

condiçÕes iniciais , a presentando interesse por si 

seção §6 1 contudor s egue inteiramente a análise de 

eM. Wadati apresentad a em (34]. 

mesmos . A 

T . Sh i mizu 

-Por Gltimo, seri a injusti çu nao expressar reconh~ 

cido agradecime nto a todo o Departamento de Matemática da Un i 

versidade de Brasília pelo excelente aniliiente d e estudo ali 

propiciado e em especial ao professor Jai ro Athayde Cavalcante 

pela orientaçio segura c os s eminários sempre p roveitosos a 

que CJCntilme nte se d ispôs durémte e sse pe ríodo . Também a Elier.e 

sulzbachcr fica registr{ldo meu sincero agradecime nto pelo pa

cien te trabalho de datilografia . 

Porto Aleg re , 20 de {lbril de 1986 . 

' -· 

--~~ . llllil.wl ,. rt.t 1 .. 



C A P 1 T U L O I 

E S PALHJV1ENTO l~SOCIAOO À EQUAÇÃO DE SCHRODINGER 

§ 1 - Introdução 

Neste capitu lo , será apresentada a teoria de espa 

lhamento associado ao p r oblema de autovalores 

oorresr:ondente à equação de Sd1:r:6dinger unidime nsional indepen

dente do tempo , tendo em vista sua aplicação ao problema de 

Cauchy não linear 

ut - 6uu + u = O 
X XXX 

( x c JR, t > 0) ( l) 

(I) 

u(x, 0) ( 2) 

1·;1n §2 , §3 é conside rado o ccJ.so u0 (x) "_,. O ao x _,_ ± cn , h i stori 

camente o primeiro a ser resolvido via essa teoria, numa des

cobe r ta no t ãvel que deu significativo impulso ao estudo de a! 

guns problemas não lineares . A teoriw de espalhamen to corres

pondente ~ apresentada em §2 . Isso consiste na análise e des

crição de certos par~me tros (que i ncluem por exemplo os auto

valore s) associados ã equação de Schr6dinger c o estudo das 

inter-rc l aç~es desses par~metros com o potencial u(x} de ' 

modo especial aqui como esse úl t.imo pode ser caracterizado (ob 

tido) a pu.rtir dos primeiros . Omite - se detalhes desnecessários 

c as demons t raç6es mais l ongas , que podem ser facilmente en

contrados nas refcr~ncias citadas ou adaptados dos capítulos 

po~teriores . Em §3 esses resultados s5o apli cados na const r u~ 

ç5o de um método cxa t o de solução para (I) I o mê-tc du de. t .ó pa 

t..flcur.e.n.to iHV<?.'l".:,o, seguindo essenciulmcnte os trabalhos origi-



13 

nais [19] 1 [20 J. Algumas soluções especiais são então obtidas 

em §4 1 servindo de ilustraç~o ao importante concei to de ~oll

.ton . Finalmente I nas seções §5 1 §6 estende- s e o tratamento des 

crito em §21 §3 visando a incluir o caso em que u0 (x) decai a 

liwj tes di fc~rcn te~~ ao x -~ ± oo , sendo feita uma aplicação de . -
talhuda em § 7 tomu.nJo-s~ p.:.tra U 0 ( x) a [ un<r3o de ll ca vys ide 1 o::xn 

ênfase no rj 9or da aplicação do m~todo . 

O princ.lpio g~r.:1l C i..tpn.: :;c:nLor o~ rcsult.:.tclos com 

clareza e detalhe, eventualmente rne lhorados ou enrj que c idos 1 

omitindo- se as demonstrações sempre que estas se jam encontra

das em sufi cjcnte detalhe no J.i.tera turu utilizuda , referidano 

te;-:to. 



14 

§2 -· Teoria de Espalhamento de Gelfand - Levi tan 

- FadJeev - Marchenko 

Nesla scç~o ~ 6 d~~crita a teoria de espalhamento 

utilizada p<:1ra a soluç~o do problcm.:l (l) 1 seguindo [20 ] , no 

caso de o perfil inicial u0 (x) decair a zero ao >: ·' ± "" Uma 

discuss~o m~d.s dct<.tl h.:1da poc1c ser vü;ta em [15], [16] _ 

Sendo 

tal que 

u { x) -+ O ao x -+ !: oo 

e 

·I v> 

j u(x)j (l + x2) c1x < + o 

- ro 

-tomado como pote n cial n a eguaçc:to de Sch~6dingcr 

( 3) + l1 ~~ = k ?. \~ (D d 

dx 
k 

considera-se as funcões de Jost 

f+ (. , 

que sao as soluções 

(4+) 

( 4-) 

k) 1 f ( . - , k.) c c?. OH, 

de ( 3) c om 

f+(x, k) '\, 
:i!kx 

e 

:iJkx 
f I (X I 

+ 
k) '\, :ilk c 

-itkx 
f_. ( x, k) "v e 

C) I 

-:ilkx 
f~( x, k) "v - ik c 

ao x -+ + w 

a o x -~ - co 
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A cxistancia dessas funções pode ser mostrada transformando 

(3) num~ cquaç5u du VulLcrrJ . O c~yu~ma i tcratJvo usual de so 

lução fornece cstQO ([15] , Ch . 4) 

com 

f+ (x , . ) , f_ (x , . ) anal íticas em C+ 

para cada X C ]"{ . 

* De (4) resulta nos k c JR- O que f+( · , k ) 1 f +(· ,k ) 

formam uma base de soluçÕC.!s para ( 3) , de modo <JUC 

( 5) * f_(x , k) = a+(k) f+(x 1 k) + b+(k) f+(x, k) 

v X E ].~ . 

os coeficientes a+(k) , b+(k) aqui introduzidos poss ue m vãrias 

propriedades e de s empenham um pape l impor tante na teoria de 

espalhamento de (3 ). Observando que o wronskiano w[f 1 , f~] ~ 

t
1
f? - f}f 7 de du<Js soluções quuisquer f 1 , f 7 da eg\.lação de 

schrôdingcr (3) indcpende de x, resulta de (4}, (5) a re pre

sentação 

1 w [f_(·, k} , f +( . , kl] 
2ik 

1 * W [f+ ( • 1 K) 1 f ( • 1 k) J 
2ik 

\/ k real =F O 1 

de onde a~ pode se r estendido analiticamente a C+ . O me sm? ra 
* ciocínio aplicado a W [f_, f_) f.ornccc 

I 

\-1 v k r eal F o I 

0 que permite escreve r 

( (j ) 
* 'l'+(k) f( ·, k)- f+( ·, k) + H+(k) f+ (., k} 
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onde 

1 

k re a l ;:f O I 

tendo-se 

A equação (3) corresponde ao problema de autovalo 

rcs do operador autoadjunto 

? 
--+ !. OR) 

dado por 

( 7) JL [ 'l' J = - ljl I I + U<j> 

onde f I I c L 2 \1~) } . 

pode-se mos trar ( [15 ] , Ch . 4) que os autovalores de ( 7) (ou e

quivalente (3)) , se existirem , formam um conjunto finito 

{ - K 2 
} I 

2 2} 1 . . . ~ . 
- K 2 , •• • ,- KN I o n ce JJtc 1 1 liK 2 , •• . , Jl~<N saoprecl-

~;,1rnc.: n t e os zeros em~ . d o coeficiente a (k} . Ademais, cada au -.· + 
t..ovalor À . (i~ .) 2 ~simples, sendo as funç6es reais 

J J 

f~ ( · 1 iK .) 1 f (• 1 i K .) 
-r J - J 

autofuç6es associadas a A .• Segue então de {4) 
J 

[unç6es de ( 3 ) decaem exponencialmente ao x ~ 

íJ<.: [ j n i ndo c . > O via 
J 

- ? 
c . 

J 
-u> 

f+ (X 1 1 ~~ j) / dX 1 

que as 
± co 

aut o-

e; 05 par3met: r os >: 
1

, K I 

2 
. .. , cN , juntamente 
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com as funç~es R+(k) , T+(k) constituem os dado~ de e6palhame~ 

:to do opcrddor de SchrOclin~er correspondente ao potencial u . 

·potenciais distintos têm dados de espalhamento difercn tcs [16], 
e a detcrminaçio do potencial u(x) associa~o a um conjunto de 

dados de e spalhcunento d<:tdo con~ti tu.i o chamado p1Lobf.e. ma -tr1ve~ 

.6 o de e~ paiham c>. H.tu , de i:nport5ncia fund<:tme n tal para o método 

de solução d e (1) a ser descrjto e m § 3 . Esquemalicamentc , d e 

fine-se a funç 5o real [15] 

N +c.o 

n L c~ 
-2K.Z 1 f H+ (k l 

2:ilkz 
(8) ( z ) .. 2 e J + - e dk , 

+ J li 

j =1 _ oo 

z e: F. , 

c considera- se para c a da x e m. a única solução [17] B+ (x, ·) 
2 -em L - (0, + w} da equaçao 

Q {x + y) + D {x, y) + 
+ + 

n { x + y + z) 13+ ( x, z) dz == O 
I + 
·' 
o 

(Gelfa.nd - Lcvit tm - Marchc nko) , 

tendo-se ent~o [15] 

com 

B c C 1 
{lR X [0 , + "" [, JR) 

+ 

u ( x ) 
) x 

-
1, obt.cnçao c1a soluç ão H+ permite por· tanto a r ccupcraçao do p~ 

tcncia.l u(x) as s o ciado <:tos dados d e espa lhame nto considera-

dos . 
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§3 - Método de Espalhame n to para a Equação de 

Korteweg- de Vries 

-Se , na seçao precedente , o potencial u depender 

de um p.:tr5 met ro adicional t , ou se:j.:1 , u = u(x, t) , os dadosé!e 

espalhamento correspondentes dependerão em geral desse parâm~ 

tro . A descoberta notável de C. S . Gardner , J .M. Greene , M.D. 

Kruskal c R. M. Miura [19] , que permiti u a elaboraç ão de um me 

Lodo e xato de solução par a. diversas equações não lineares, foi 

gue se u ( x , t) evoluir em classe adequada con fo rme a equaçao 

de Korte weg- de Vrics (1) e ntão os a utova l o r es de (3) não de

penderão do parâmetro t , c os demais coeficientes d e espalha

mento e volu irão segundo l eis s i mplc.:s [15] , [19] , [20], [ 31] . 

conhecidos os dados de espalhamento para cada t , a técnica de 

espalhamento inverso exposta no final da seção anterior pode 

então ser utilizada par a a determinação da solução u(x , t). 

te concluir 

tae que. 

({) 

Mais precisamente, a análise de [15] , [ 20] permi -

(J. M . G.tteene, C. S. Ga.Adne.tt , M . V . K.ttu~ka.i., R .M.!.U.u:ut, 

19 6 7 ) 

Se.nclu 

U E: c l (7R x_ [ o 1 ~· 00 
[ 1 1R. J 

u .t - 6u U X +- U. X X X :: 0 

lu!x , :tll dx e. / lut(x. , :tll 
J 

dx. 

-O) - cn 

( 1 + I X ll d x. co nv e.ttge pa.tta. ca da 

-oo :t >- O da.do 
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pa.lta. c. a. da :t 2:. o 6-i..xado 

u ( . ' .t) E: L oo (i'R l 

e 
u (. .t ) = O( e.aixll ao X -~ ± co 

X ' 

palta c. a da. (1 > o 

IL ( .t ) _ - - - - - + tl( X. , .t ) 

-<..nd epe. nd e de .t , e tamb im o e.~ p ec. .tJto pontual de 

1L U. ) -<.. n de p e 11-t c> de. .t . 

Pa ra 

dado À -
para lx I 

c ada t 1 

k 2 
f k 

~ l e 

e ( x) 
n 

o espectro de JL( t ) contém J o 1 + o.> [ : 

> o f 
0 ( x) 

tomando 
:::: o p aru. 

0(~) 
n 

e E: eco CR I JR ) com O !>..0~ , 

lx I L. 2 I e cons ide r ando 

t enl- s e a o n - > + ro 

IJen· f +( ·, k; t) ~ 
L 2 (]R ) 

--)- + co 

enquanto 

for nece 

IJc.n·- " ) [o 
n f) 11 

L 2 (nn 
-~ o <lO n -~- + oo 
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J::rn parliculur I [O I + ..., [ fuz parlc do c·spcctro de L . l\dcmais, 

claramente ] O, + <» [ nó.o contém auto valores, já que para À= k 2 , 

* k > O, tem-~e f+(;-: , k; t) , f_
1 

(x, k; L) linc.:trrncntc inclcpcnde~ 

tcs comporlondo-sc: osc.i lo t.or.i<:~mc nte élO x __ .,. + oo e descrevendo 

todas éls soluções em í·l
2 

{R) de ( 3) . Um rac iocín io desse tipo 

1nostra que À = () també m não é autovalor : de fato , a condição 

(ii) garante a exi st~ncia das funç6es de Jost f+' f_ para 

k = O, e tomando (para x grande) 
o 

X 

g(x) _ f_._(x, O ; L) 

obt6m-sc uma base ee soluções f+ ' g n o [x 0 , +~[em que ne

nhuma das funções é de quadrado integrável. Portanto , [0 ,+ <X)[ 

fa z parte do espectro continuo de L , para cada t ~ O. O res

tante do espectro é formado pelos auto valores , ~ue correspen

dem aos quadr ados dos zeros em~+ da f unção analítica a+(· , t ) 

introduzida em §2 , todos simples e isolados ([15], ch . 4) . Se~ 

do JL autoadjunto, resulta em particular que todos tais zeros 

sao imagin5rios puros . 

2 
Seja então A

0
==- K 0 , K 0 > O, um autovalor qualquer 

de JL(O) , fixado no que scsuc . 

oa cond iç5o (i) resulta [15] 

1 
a+ c C (C+ X 

enquanto 

a_, ( :iJ ~~ , O ) = O ,. o 

( j l )~ Q 1 o ) I= o 

Segue do teorema da funç~o implícita que existe 

K Õ > O, 

ta l que 

ti 
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v t c [o, 8 J 

Tem-se assim uma trajetór:i.a c 1 de autovalores À (t) =-' -- K {t) 2 , 

O ::_ t~o, sendo f+(·, iK(t), t), f_(·, iK{t); t) autofunções 

correspondentes [15]. Considere então para cada t E: [O, o] 

as autofunç6es norma lizadas 

'!' (x, t) 

onde 

( 
+co 

) -2 r 2 
c ( t) - J 

f+(x, .]K(t) ; t} dx 

-oo 

Do comportamento de f + 
resulta imediato que 

C 1 ( c E: ' [ o 1 

e em pal~ti cular 

'i' c c I (IR X [o I 6 J I JR) • 

Definindo então [20] 

H(x,t:) :: IJ't(x,t) - 2{u(x 1 t) + 2Ã(t)) lf!x(x 1 t) + ux(x 1 t) 'í'(x,t) 

obt6m- sc d e um cElculo dire to 

{ *) 

de modo que 

rntcqrando de 

= 'M + (u - À) IJIM -
XX 

= 'í'M + 'i' M ~ (M' - 'M ) 
XX XX X X X 

- ~ a + oo, segue então 

o< t < 61 

se for mostrado que 

,J ... ~- · ·· 



~ :..:_ , I I 

22 

( ~· 1< ) M~· -· 'YM 
X X 

-~ o ao X. - r ::!: co : 

Da const ruç 5o d e f x 1 resul ta imcdinto que 

'I' 1 'I' 1 'I' _._ O e X!)Odenci amen te ao x - .. ± co e en-
x t 

tio, . em vi sta de {iii) I obt~m-sc d a definiç~o acima de M( x 1 t) 

que 

M(x, t) ._.. 0 exponencialmente ao X .-,. ± 00 r 

Segue en tão de (*) que o mesmo ocorre com M (x, 
XX 

t ) , r es ultan 

do e ntão por um ar~ u menlo de inLerpo Jaç5o 

M (X I t) _ ,. o 
X 

ao x _,. ± co 

o que conclui a prova de (**) . 

Portanto , 

À ( t) = À 
o 

V t c [o , 6] 

e repe tindo sucessivamente o raciocínio acima obt6m-se afinal 

gue 

Ào e autovalor de L( t) para todo t L O. 

Fi 1W J rncn Le 1 o me f;Jao r.:-tci.oc 1 nj 0 mostra que auto valores novos não 

pode m se r. criados, ou seja , se ,\ 1 é a nto valor dcJL(t
1

) para al 

gum t 
1 

> O 1 en t3o em verdudc ~ l c a u Lo valo r de 1L para todo t . 

QED 

l\ inv<.n:-j 5ncia do e~;pectro c o conhecimento de que 

u(x, t) -r O na fronteira x + i w (Propos içiio 3) pe rmitem es 

tuda r a e vo lução dos parâmc.::tros de espulhamento . 

T [ORE!.It\ 2 ----- -

u f. c 1 
(7R X [o , + 00 [ , R l 

.õoluc;.ão da eq uação de KoJtt e.weg- de. VJtie.ó { 7) 

co m 
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{.<.) 
[ 
) !u(x 1 :t) ., dx dx 

-00 

.6ao un.{ .)o:une.me.a-te. conve.J1.g~n.tt>..6 ( e.m .t) no-6 compac.:t.o-6 

c [o, + ro[ 

(.U .. J J I u { X I .t ) I ( 7 + I X I ) d X c.onve.4ge pa4a cada :t ~o 
- co 

{Li..i) u ( . I -t ) I LL X { • I .t ) c L (>) {IR l 

url-i. óo4me.m e. n.te. {em -t l no.6 C.O illpac:to .!l C [O 
1 

+ oo [ 

[NTÃO 

Ol> dado-6 de e.t>pa.tltame.n.to 

~~ 1 ( .t) ' fz 2 (;tI I • • • • I kN(.t } 

'\ U:J I c ( -t) ' 
2 

• • • • I cN ( t} 

T + ( lz I t ) 

e v o .tu e.m no;., :t c [o 
1 

+ «> [ co nó oltm e. 

k . ( :t J 
j 

h . (o J 
j 

' 3 4R. .:t 
c. . ( :t J ::: c. . ( o ) 12. j 

j J 

J 11 2 1 • •• , N 

R ( i~ I .t J : R , ( fl I o l e. 
·~ 

8-<.ll 3 :t 
{ k J(.e a.f. + O) 

o r e sultado abaixo il ustra o tipo de argumento utilizado , a l&m 

ue ~Luor como lema poro a proposiçuo acima : 



Sc>.ndo 

u c 
I c (R X [o I + co [ I 7R) 

J.Jotu.ç.ão da e.quaç.ao de. Ko-'l.tC.!ce.g - de. VJt.i..e.~ 

u.t - 6uu 
X 

+ u o 
XXX 

ta. .e qu e 

+co +V> 

I -J I uI X I f.. } I dx c. ~ao an.i..6oJtme.mente. 

- 00 -00 

C.Or!VClL[JC.nte.õ 110-~ c.ompac.:to ~ c [o , +co[ I 

El.ffÃO 

(.i..) J.Je palta a .tg um :t > O 

va te.Jt 

ui · , :1.} , ctxl · , .ti 

e11.tão 
6 <?. ,(:e ,, á 

u(x, ;t) - 1-- O 

''x ! x , -t ) - >- o 

( .{ .{_ ) ó(l 

ui·, .t) , U. X ( • , .t) c 

un -i.. 6 o1t111 em e 11te (em .t ) 

então 

(. 

a. o X · -1-- ± 

L co (1R ) 

éO ÍJ ite_ c. o m pa c..to ~ c 

00 

[o, + co [ 

o~ i.i.m.<..tc.~ d e (.i..) 6 eltcw un.i..6o,une6 ( em .t) !>Oblu?. c.om 

pa cto . .) C [O , + co [. 



J ~ta: .'·•·J 

PROVA 

25 

Sendo E [o, +co[ tal que 

( 
ro 

u ·, t 0 ), u ( ·, t 0 )eL (- ro, O) 
X 

considere para os t L O a solução tjJ { ·, t) c c 2 em., <L) da e

guaç~o de Schrôdinger 

I I 

-<f! (x) + (Ll(x, t ) - 1) <P(X) -- O 

dada por 

tj!(x , t ) = T+{l , t) f (x , l1 t) . 

Sendo 

M (X r t.) -'l1 t (x, t) - 2(u(x,t) + 2) ~~ (x , t) + u (x,t) lji(x, t) 
X X 

tem-se [15] f [20] 

para cada t > O 

- M + (u- l)H =O; 
XX 

em parti cu lar 1 ~1 (· , t 0 ) pode ser escrita como uma combinação 
- * linear das soluçoes f_ ( · 1 1; t 0 ) , f_ ( • 1 1; t 0 ) . 

oas hip6teses acima pode - se mostrar que 

( 2 :li u ( x , t ) + 4.-it + u (x, t )] e - ix + 
O X 0 

+ o ( l) ao x -r - oo 

c em particular, como 

ao X ->- - roI 

decorre que 

para algum A(t 0 ) s ~; tem-se assim 

. • 1 
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·- 2(u{x 1 t) + 2) ~~ (x 1 t
0

) + (A(t)- u (x, t )) • 1/J(x, t) 
0 X 0 X 0 0 

nos x E: JR 

Observando que [15] 

ao X - r - 0) : f (X I l ; to) '\, 
-:llx 

c 

I 

f (X I l; t ) - o (1) 
o 

'J f 
(X ' 1 ; t ) - o ( 1) 

~t 
o 

u(x, to) = o (l) 

U (X to) = o ( l) 1 X I 

decorre então 

x -~-co 

Es crevendo 

J 'f+ 
(1 1 t 0 ) = r 1 (t 0 ) + .1!1 2 (t 0 ) 

"_) t 

A(t 0 ) ~= A 1 (t 0 ) + :it A?.. ( t 0 ) 

;::: o 

(yl I '(/ I 7\JI l\ 2 c 1H) 

segue que 

lim [\(t
0

) - 1-~. 1 ( t
0

) + ux(xl t 0 ) J = O 

c 

lim [
y ( t ) + 4 + 2 u ( X I t ) - A ( t ) lj -· o I 

2 o o ?. o 
X_,- co 

de onde 

ao x _,. - oo 

ux (X I to ) - r o 

já que 
1 

u( • , t 0 ) r. L(- oo , O). 

I I • .l I J ! .... ~ ... 
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De modo análogo , de 

decorre q ue 

ao x ->- + oo 1 

U (X 1 t Q) -}- Ü 
X 

o q ue prova (i) o Para ( ii) , basta observar que a uniformidade 

(em t) de convergência das int eg r ais 

+co +co 

J I u ( x , t) I dx I j ut ( x 1 t) j dx 

garante un j formic'l<:~dc: nas r<.' lações clCir;! a o 

QED 

Os resultados .::prcsentudos até aqui permitem a 

construç:ão de um processo de solu ç3o para o prob J e ma de Cauchy 

( I ) , se o per f i1 in i c i a l U 0 ( x) for suficientemente adequado 

de modo n se ter a soluç~o u(x , t) evoluindo nas classes in

dicadas pelos teorema s acima [32] o A soluç~o ne s se c as o e Gni 

ca , conforme o res u ltado abaixo , devido a P oDo Lax [28] o 

(P oV . L (t>: , 1968 ) 

S e.ndo 

u
1

, u
2 

e: C1 (7R x. I, 1R), 1 in:te.Jtvo.fo C 1R 1 .õofu-

çoe.-6 da e.quaçao de KoJt:tewe.g- de V~ti..e..6 

U .s- - 6t.tU + U = 0 
..(_ X. x.x.x. 

(x. e 1R, :te: I) 

co m 
+co +oo 

:t) I 
; 

1- ~~~ :t) I ( .i.J : lu ' ( X. J dx, ( X. ' dx. .{. 1 I 2 1 

.' .{. I 

-O) -oo 

un.<. 6o :tm emen C('. c. o )! v c. ·'t 9 C'. J1 .te. ,', (em t) .!>oblle c.ompac..to!> c 1 

I . 1 . ; I .• ! . : . ~-- .. ~ 
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:)u. 
u . ( • ' t } ' .(.. ( . ' -1- I e; L O) {IR I I - 1 2 

..{. ' .{.. ' "- - , ' ,) X 

uni6ohmemente (em t) ~obhe compacto~ C I 

paha a.f.gum 

u = 1 

.. 
em 1R. x I . 

Formalmente, o processo de construção para a solu 

çao de (I) pode ser resumido como se_gue: 

Ehpathamento diheto: introduz-se o perfil ini

cial U (x) corno potencial na equação de Schró
o 

dinger 

I I 

- <P + (U
0 

- À) 4> = O, 

determinando- se os dados de espalhamento corres 

pendentes 

K I 
1 

K. I 
2 • • • I 

K 
N 

c I c I •• • I CN 
1 2 

- Evotu~ão do~ pahãmetho~ de e~pathamento: para ~~ 

da t >O considera-se como dados de espalhamen

to 

3 3 
41(lt 4K2t 

çl e I c2 e I ••• I 

8ik 3 t 
e 

- Ehpa.f.hamento invehho: pela equaçao de Gelfand-



29 

- Levitan-Marche nko determina-se o potencial u(x,t) 

corresponden te aos dados de espalhamento acima . 

Seguindo o formalismo acima, A.Cohen [9] constnüu 

rigorosamente soluçõe s para a equação de Korteweg- de Vries 

no caso 

3 U e: C 0R, :R) , o 

secciona lmente contínua em E, 

com 

ao x -+ ± co 

para algum N > lO, 

para cada j =O, 1, 2, 3, 4, 

obtendo resultados de 

regularidade e decaimento para a solução u(x, t) que justifi 

cam rigorosamente o método de espalhamento inverso em caso de 

condiçõe s iniciais como acima . Uma análise similar é apresen

tada em §6 para o caso 

u
0

(x) =H(x) 

onde H(x) denota a função de Heavyside 

H (x) - < 
1 . se X > 0 

o· se X < 0 
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§4 - Exemplo de Solução: n - Solitons 

Nesta seção, os métodos das seções precedentes s~ 

rao aplicados para a produção de soluções especiais da equa

çao de Korteweg- de Vries (solitons) . 

A análise parte de uma observação básica devida a 
c. Darboux [25] : 
sendo 

'V 
y, y soluções de 

y 1 1 + u(x)y = Ãy 

'V 'V 'V'V 

- Y11 + U(x)y = Ãy, respectivamente, 

então 

'V 

z ::::: y' - y•_:;L_ 
'V 
y 

e solução de 

. ( ~ ) 
11 

'V 

"' - z I I + y z = (À - À) z. 

Considerando u (x) ::::: o, 
tem-se 

±.iln X 

Yo = e 

~ 

solução de e 

' ' - y ::::: ÃY 0 o 
enquanto 

cosh x 

resolve 'V " 'V 
y = y ex = - 1); 

o, . o. 
em particular, 

"'' Yo 

( d - tgh x) yl y - Yo-;;;- ::::: 
~o - o dx y 

o 
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é solução de 

I I - y 
1 

Tomando-se agora 

u(x} = - 2sech 2 x 

e observando que 

resolve 

'\, 

(À = - 4) 1 

resulta que 

'VI 

I yl 
y2 - yl - yl ·-- = '\, 

yl 
( ~ - 2tgh X) y l = 

e solução de 

Analogamente, 

= ( :X - 2 tgh X ) ( :X - tgh X ) 

I I 2 
- y - 6 sech x . y = À • Y 

2 2 2 

'\, 

y2 = cosh 3x 

±:i!ÍÀ X 
e 

resolve 

'\i I I 2 '\, '\, 
y 2 + 6 sech x · y 2 = 9 y 2 

o: = - 9) 

e então 

- 3 tgh X) Y2 

ê solução de 

f· I 
- y 

3 

2 
12 sech x • y = l.y 

3 3 



Em geral, 

tem-se que 

resolve 

AFIRMAÇÃO 5 
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para cada n 2.. 1 

11 

- Yn - n(n + 1) sech 2 x = Ày n 

para cada À € c. 

PaJta c.ada 11 L. 1 

o~ autovaloJte~ da equaçao 

lf = Àlf 

~ao 

À=- 1, -4, -9, • • • I - 11 
2 

Para n = 1, 

e 
i I A·x ( Ji. r:;- -i I xx 

..-A - tghx) , e (.il v'À + tghx) 

formam uma base de soluções para cada À F O, -1; em particu 

lar, tais À não sao autovalores da equação. Também À = O não 

e autovalor, já que 

tgh x, tghx.ln (senh x) 

formam nesse caso 

uma base de soluções em J O, + coG Finalmente, À = -1 é autova
lor com autofunção 
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-x 2 e ( 1 + tgh x) €: vl QR) • 

supondo agora o resultado válido para n = p > 1, o argumento 

abaixo mostra a validade para n = p + 1: 

(i) para cada 1 ~ m ~ p, X = - m2 é autovalor: 

De fato, dado m, tomando-se um €: w2 OR) 

tal que 

' ' sech2 x 2 
\:1 + p· (p + 1) . u = m . u 

rn m m 

a função ) . - ( d (p + 1) tgh Ym = dx - X u 
m 

satisfaz (9) para n = p + l , tendo- se Yrn€: W
2

0R) 

(ii) À =- (p + 1) 2 é autovalor , 

(i i i) 

com autofunção 
p+l 

yp + 1 = sech x 

supondo À F - 1,- 4, ... ,- (p + 1) 2 autovalor, 

então, sendo yÀ autofunção associada 

e 

y = sech p+lx ~ 2 
À = - (p + 1) 1 

segue que 

' z - y - y • 
À À 

~ . 
y ' = Y À + (p+ l) • tghx · y À 

"' y 

satisfaz 

- z"+Y · ( . ~)" "' z =(À- X)z 

que é a equaçao (9) para n = p , o que implicaria ser 

À autovalor dessa equação , contradizendo a hipótese 

de indução. 

QED 
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um argumento indutivo mostra 

~IRMAÇÃO 6 

Pa!La. c.ada n 2.. 1, k. e: C:., te.m-.6 e. 

6_[n] (x.,k.J = 6 (x,k.J "'(- 7ln 1P 1P 1 • •• 1P21P1e.-.<..k.x 
- yt yt-

ó ao a.t. 6 unç. Õ e..t. de. J o.t. t c. o .tt!Le..t. p o n de.n te..t. ao p o te.nc..<..a.t 

011de. 

JP. 
j ------

.ék. - j 

Em particular, segue de ( 6) 

Rr[n] (k) - R+(k) 

T+ [n] (k) - T+(k) 

para o potencial 
[n] 

u (x) • 

rt ( 11 + 1 ) .6 e. c. h 2 
X , 

( 
--.:_d 

dx 
- j .,tgh X ) 

= o 

n 

n :i.!k - j 
= 

ik + j 
j=l 

Resta o cálculo dos coeficientes de normalização 

c . - c . = nn J 

+co 

( !.f+[n] (x,kl 2
. dx 

- 1/2 
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para l S.. J ~ n - l, tem-se integrando por partes 
+QO 

-2 l 

f 
[ [n~ l] ' .. 

tghx f)n-lJ <x,ij)rdx ~ = 2 f+ _ (X,llJ) - n cn; j (j + n) 
-00 

n - j -2 
= c 

n-1; j f 

n + j 

observando que 

I I 

f [n-1] 2 + (x, ij) + n(n- 1) sech x [n-1] 
f+ (x, .ilj) = 

Resulta então 

(n + j) ! 
2 

c .. 
]i] 

(j = 1,2,3, . .. , n); = 
(n - j) ! ( 2 j) ! 

porém 

f [j] ( .. ) = + x, J!) 

e daí, integrando por partes, 

- 2 
c .. 
]i] = sech Jx dx 1 

2" j - 1 -2 -2 
c . 1 . 1 - ( 2j - 2) c. . 

ou seja, 

o que fornece 

2 
c .. = 2 
JiJ 

2 
cj;j = j 

= 

2j - 1 

j - 1 

( 2 j) ! 

( j ! ) 2 

2 J- ;J- J;J 

2 
c. 1 . 1 J- i J-

(j = 1, 2, 3, .. . ) . 
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Bm particular , para cada n ~ 1, 

05 
coeficientes de normalização são dados por 

1 
c o = 
n; J , j . 

j 
(n + j) ! 

(n- j)! 
(l ~ j .:5... n). 

seguindo §2 , §3, a solução u(x, t) do problema de Cauchy 

u - 6uu + u = O 
. t X XXX 

(x e: R, t > 0) 

u(x, O)= u[n] (x) 

e dada por 

u(x, t) == 

2 B+(x, • , t) e: L (0, + ~> e a solução da equaçao onde 

de Gelfand-Levitan-Marchenko 

+~ 

O= n+ (x + y, t) + B+(x, y, t) + f n+(x+z+z,t) B+(x ,z_, t) dz 

o 

onde n 

= 2 ~ 
j =l 

c 2 • 
n; J 

Essa é uma equaçao com núcleo àegene rado, que pode ser resol

vida por proce dimentos algébricos. Obtém- se [20], [22] , [26], 
[39] 

u (x, t) ln [ det A (x, t) J 

onde A(x , t) é a matriz n x n cuja entrada na i-ésima linha e 

j-ésima coluna e dada por 
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ó .. + 
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c . . c . 
n;1. n;J 

i +. j 

ó .. o delta de Kroneck e r. l.J 

por e xemplo, n = 2 fornece 

u(x, t) = - 24 
e8t-2x + 4. e64t-4x + 6 e72t-6x + 4 e 80t-8x + el36t- 10x 

(l + 3 .e8t-2x + 3 e64t- 4x + e72t-6x)2 

( 2 soliton) 

------ . 
. ~X 

FIG. 1 

·. SOLUÇÃO DE u t + 6uux + uxxx = O 

·· mostrando a formação de um par de solitons 
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enquanto n = 3 produz o 3 - soliton 

. 
e 8t- 2x + 10 e64t-4x + 30 e72t- 6x + 40 e80t- 8x + 25 e136t-10x 

+ 

+ 
15 

e216t-6x + 80 e224t-8x + 135 e232t-10x + 50 e280t-10x + 

+ 
252 

e288t-12x + 50 e296t-14x + 135 e344t- 14x + 80 e352t- 16x 
+ 

+ 
15 

e360t-18x + 25 e440t-14x + 40 e496t-16x + 30 e504t-18x 
+ 

+ 10 e512t - 20x + e568t-22x 
ú(x,t) = - 48·-----------------------------'--

2 
l +pe8t-2x + 15 e64t-4x + 10 e72t-6x + 10 e 216t-6x 

+ 
15 8

224t- 8x + 6 e280t-10x +. e288t-12x 

/ 
t 

FIG •. 2 

SOLUÇÃO DE · 
Ut + 6UUX + U = Q XXX 

u(x, O) 
2 = 12 sech x 

•. 

mostrando a formação de uma terna de so1itons 
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§5 - Teoria de Espa~amento de Buslaev-Fomin 

-Nesta seçao, é descrita a teoria de espalhamento 

utilizada para a solução do problema (I) quando 

(lO) U (x) 
o 

~o ao 

-+ a 2 (a > 0) 

seguindo [10] 1 [11] 1 [24] 

x -~-- oo 

ao X-+ + I 

Sendo u e C0 W 1 R) satisfazendo (10) com 

+oo 

2 
(l + X ) dx 

J1u(x) - a2 1 (1 + x2
) 

o. 

< co 

dx < 00 I 

sejam f+(· 1 k) 1 f (· 1 k) e c2 CIR 1 C) as soluções da equação de 

Schr8dinger (3) com 

I 

f+ (x 1 k) "' 

f (xl k) "' 
(11 - ) 

' f_(x , k) "' 
onde 

.t = .t(k) = 

[Aqui, ./k2 a2 

tendo- se .t e: 0:::+ se 

:itlx 
e 

- i.kx 
e 

- ik e 

.; -k2 - a2 

-ikx 

tem o sinal de k 

k e: 0:::+ · ] 

ao x -+- + oo 

( I 
0 - -;)x) 

ao x-+ - 00 

(k e: C+) 

quando k E JR I lkl > a, 
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para k real * tO, f_(·, k), f_(·, k) formam uma base de solu-

ções para (3), de modo que 

* T- ( k ) f+ ( . I k ) = f- ( • I k ) + R_ ( k ) f- ( . I k ) 

para T_(k) I R_(k) E ~. 

Analogamente, 

nos k E JR, I k I > a. 

T_(k) estendem-se meromorficamente a 

2.ik 
T_(k) = 

w [f_ (·, k), f+(·, k)] 

~ + via 

tendo um numero finito de pólos .iK 1 , .iK
2

, ••• , ~KN' em cor

respond~ncia com os autovalores de (3) :· O restante dos dados 

de espalhamento consiste nos coeficientes de normalização 

+co 

c. 
J 

-co 

Pode- se recuperar o potencial u(x) 

espalhamento de um modo análogo ao 

-se [11] 

N 

(j::::: 1,2, •.. ,N). 

a partir de seus dados & 
descrito em §2. Definindo-

+OÇI 

f R+ (k (t)) 
2L 

2 -2 .( a2 + 1<1~ • z 1 2.itz cU + ( 12) . ~\ (z) + -· - e 
qj e - J 

'lT 

.j=1 -co 

a 

1 I - 2 I a2 - k2 •Z 

+ I T- (k) 12 e dk f 

'lT 

o 
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toma-se para cada x e: JR a únic·a solução 

8 + ( X , y} + n + ( X + y} + 1 n + ( X· + y + Z} B + ( X , Z } 

o 

tendo-se 

B + E: c 1 OR X [o I + CX) [I JR) 

e 

u(x) = a 2 - [a+(x, O) J. 

dz = O 

(y ~ o} , 

Em comparaçao com (8), o núcleo n+ possui o ter-

mo adicional 

a 

1 -2 I a 2 - k 2 ·z 
e dk 

correspondente ao salto da função u(x) ao x variar de - ex> a +ex>. 
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§6 - Formalismo de Hruslov para a equação de 

Korteweg- de Vrics 

Nesta seçao, o método de espalhamento inverso de~ 

crito em §5 será utilizado para a construção de um esquema fo~ 

mal de solução para o problema (I) quando o perfil inicial 

u0 (x) for do tipo deg~au, QU seja, 

ao X -r - oo 

ao x-++oo , onde a < 8 · 

B suficiente considerar o caso 

a= O, 8 = a 2 (a > O), 

já que 

"' u(x f t) = u(x- 6at, t) - a 

satisfaz (1) juntamente com u. 

A solução u(xf t) é suposta evoluir numa classe 

adequada de funções degrau que permita a análise abaixo [11] f 

[24] . Em §7 , é feito um tratamento rigoroso no caso U (x) = H(x) o 
(função de Heavyside). 

O ponto básico para a 

evolução dos dados de espalhamento 

u(·, t) é vista corno potencial na 

aplicação de §5 refere-se à 

com o parâmetro t quando 

equaçao de Schr~dinger. 

Seguindo 

L - ]L (t) 

B - B (t) 

tem-se 

Lax [28] 1 sendo 

-
J2 

+ u(x , t) -
0 x 2 

3 

4 
J 

+ 3v(x, - -
Jx 

3 

JL =BIL-D3 
t 

t)~ + 3l v(xft) f 

0x Jx 



se 

e daí 

(13) 

Tem-se 
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u - 6uu + u = O 1 
t X XXX 

para cada autovalor À. =- K. 2 de L pode-se tomar 
J J 

autofunções g(. 1 t) evoluindo conforme 

g ( . , t) = :iJ K. I 

J 
t) 1 

de modo que (13) for nece 

observando que 

Em particular, 

0 
t 

0 

0Bf + =-eu f + 0 · (2u- 4K. 2 )f+ , 
X + ) X 

f +f =- U f + (2U- 4K. 2 )f + +t x + J +x 

O comportamento assintófico da função de Jost f+ fornece então, 

fazendo x--+ + co , 

com que 

descreve a evolução da autofunção 

coeficiente de normalização 

.t. 
J 

= iJ I a2 + K .2 
J 

llK . ; 
J 

t) . Segue que o 
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evolui conforme 

. 
c; . 

J 

+<X> +"" 

dx] . f l3f dx - 2i.t. (a - 2K.2) f 2 + + J J + 
-co 

-oo 

f 2 dx = - c + j 

ou seja, como B e anti~sim~trico 1 

c . = 2 .i!.t . (a - 2 K . 2) c . = 
J J J J 

onde 

ll . - I a2 + K • 2 
J J 

Uma análise similar mostra que [24] 

. 
4.i!k 3 

4 .i!t 3 
6.i!ta2

) T+(k, t) = (- + + T+ (k, t) 

R+(x, t) = ( 8:i!.t 3 + 12:i!.ta 2 ) R+(k, t) 

nos k E: JR I lk I > a 

. 
(k 1 4ik 3 . 3 2 T t) = (- + 4JJ.t + 6i.ta ) T_(k

1 t) 

. 3 R_(k, t) = - 8:i!k R_ (k 1 t) 

nos k e: JR. 

Para a obtenção de u(x 1 t) a partir dos dados de 

espa1hametito no instante t , define- se, conforme (12) 
1 

+~ 

F+ ( z I t) -
1 2iJ.tz 

e = 



1 
= 

1T 

1 
= 

1T 

N 

e então 

-O» 

1 

1T 

a 

a 

o 
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2 -2 IT_(k, t) I e 

IT_(k , 0) I 2 

o 

N 
2 - 2z I a2 + K 2 

cj (t) e j L 
j'=l 

z 
dk = 

O potencial u(x, t) é obtido via 

u(x, t) 
JX 

onde B+(x, ., t) c L
2 (0, + <») resolve a equaçao de Gelfand

Lev.itan- Marchenko 

nos x c JR, 

J B+(x, z, t) Q+(x+ y + z, t) dz ~O 
o 

y ~ O, t > O. 

,, 
!l 
I 
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Alternativamente , q construção pode se r posta como 

em [17] : definindo-se 

e 

H (o, t) -
o 

claramente 

de modo que 

l 

1T 

l 

1T 

- co 

- co 

N 

j=l 

B (x 1 Y1 t) . :: 
o 

resolve 

B (xl y I t) + n (x + y I t} + o o 

tendo-se 

ll (x, t} 

d.t 

2 B+(x- 6a t 1 y 1 t) 

+co 

fs
0 

(x , z , t) n (x + y + z, t) dz = O, o 

o 

[B 0 ( x + 6 a 
2 

t , O I t} J 
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§7 - Aplicação a Equação KdV com perfil inicial de 

Heavysíde 

Tomando-se no problema (I) 

u0 (x) = H(x) = 

I 

I 
\ 

1 se x > O 

O se x < O , 

obtém-se de um cálculo direto as funções de Jost 

f+(x, k) = 

f+(x, O)= 

f (x 1 - k) = 

f_ (x 1 ± 1) = 

< 

I 
~ 

I 
I 
~ 

I 
\ 

' 

i.tx e 

k+.t 

2k 

-x 
e 

e 

1 - X 

.t + k -- e 
2.t 

-±kx 
e 

1 + i!x 

+ix 
e 

se x > O 

±kx k - .e. -ikx 
+ e 

2k 

se k=f o, 

se X > o 

se x s.. O 

- .i!.tx .e - k i!.tx 
+ e 

2t 

se X < o 

s e k r! ± l i 

se X > o 

se X S. o 

s e X s.. O 

s e x ~o 

I 
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onde 

uma análise direta fornece 

* T- ( k ) f+ ( • I k ) = f- ( . I k ) + R_ ( k ) f ( . I k ) 

para 

'l'_(k) = 

R_(k) = 

tendo-se 

v k e: JR 

2k 
se k real =!= O 

.e. + k 

O se k = O 

k - .e. 

k + .e. 

se k real f O 

- 1 se k = O 

T- I R_ e: c o CiR I <C) • 

Analogamente, definindo-se 

T+(k) _ 
.e. + k 

tem-se 

.e. - k 

.e. + k 

v ke:JR 

se k real, I k I .L l 

~ 1 se k real, lkl ~ 1 



com 
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T+ (k) f ( • I k) = f+ 

Para u0 (x) = H ( x) , 

li 

- <I> + u <I> = o 

* ( . , k) + R+(k) f+ (. f k) 

v k real, lk I > 1 . 

a equaçao 

(À € JR) 

é facilmente vista não possuir solução não trivial em w2 QR), 

de modo que não há autovalores para o operador de Schrõdinger 

neste caso. 

-Seguindo o formalismo da seçao anterior, introduz-

-se 

n (a, t) _ F (a, t) + G (a, t) +H (a, t) 
o o o 6 

onde 
+<» 

1 

1T 

-co 

-1 
= 

1T 

G
0 

(o, t) - o 

1 

1 

I IT_(k)l2 
8(1-k2) 3/ 2t- 2(1-k2) l/Z(j 

H 0 ( a, t) - e dk 
1T 

o 

e considera-se a equaçao de Gelfand - Levitan - Marchenko 

(14) B (x,y,t) + 
o 

+OQ 

z, t) B (x, z, t) dz + n (x + y, t)=O 
o o 

nos x E: JR, t > O, y ~O. De acordo com §6, espera-se obter 
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u(x, t) = 1- JxB
0

(x + 6t, O, t), o que é feito abaixo numa 

5eqü~ncia de pequenos passos, seguindo o esquema de Cohen ~], 
[11] , [32] . O primeiro deles, naturalmente, consi ste na análise 

da equação (14), fazendo-se necessário o estudo em mais deta

lhe das propriedade s de regularidade e decaimento do núcleo 

n
0

(o, t) ao o~+ oo Pode-se mostrar <[ll], pp . 774-784) 

PROPOSIÇÃO 7 

Na. no.ta.ç.ão a. cima., .te.m- .6 e. 

( 1 } no e: c o ('R 
X 'R+' 'R} 

·n o e: Coo('R X 'R+' 'R) 

,J.t nd + 03. 
o 

( 2) no = o 110.6 .t>O, oe:1R 

( 3) n0 (o, .tl = o (o- 2
) a. o o -+ + 00 

unióoJtme.me.n.te. e.m .t rtOl> c.ompa.c..to.6 C [O, + oo [ 

( 4) a.o o -+ + oo 

uni ó oJtme.me.n.te. e.m t no.6 co mpa.c.to.6 C ] O, + oo [ 

Da proposição acima decorre que , para cada x e: m, t > O, o 

operador 

dado por 

F x,t 

F t [f] (y) · :: x , 

+~ 

I n
0
(x+y+ Z, t) f(z) dz 

o 

e compacto, tendo-se ademais 

(15) i JP x, t I op < 

A x~X,te:[O,T] nos 
1 + lxl 
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para cada X E~' T > O dados (onde A depende de X, T). A so
l 

lubilidade em L (0, + oo) de (14) nos t ~ O, x E~ segue então 

do Teorema das Alternativas de Fre dholm [40] s~ for mostrado 
-que a equa çao 

(16) f+Fx,tf=O 

admite apenas a solução trivial f = O, o que é feito abaixo se 

guindo essencialmente o argumento original de Faddeev [17]. Se~ 
do no real, não há pe rda de generalidade em supor f real, e n~ 

se caso multiplicando-se (16) por f e integrando , obtém-se 

o== ] lt<y>l 2 dy + J f(y)[ ./ n 0 (x+y+ z, t) f(z) dz] dy 

o o o 
+00 

= ( I f <y> 12 dy 

o 

1 +- j f (y) [ J f ( z) ( f R W 
8it

3
t+2:i!l(x+y+z) 

e 
di + 

1T 
o o -co 

1 

f 2 8 (l-k 2) 
3

/
2

t - 2 (l-k2) 
1

/
2 

(x + y + z) dk) J 
+ IT_(k) l e dz dy 

o 

onde 
R(i) =- (k( l) -i) =- (sgnl .I 1 . + ! 2 - i)

2
• 

Pelo Teore ma de Fubini, tem-se então 

+co +co 

r lf(y) 12dy 
1 

r 
8±i

3
t + 2.i!lx ~(!) 2 di + 

(17) o = + -- R(l) e 
1T 

o -co 

+co +co 

3/2 ( ' -2(1-k2)1/2y ~ 1 
.f IT_(k) l 2e 8 (1-k

2
) t 

+ -- f(y) e dy dk 
1T J o o 

onde ~ e a transformada de Fourier 
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+co 

~ ( .t) I f (y) 
2j!ly 

= e dy . 
o 

claramente f E: L 2 (o I + co) I porque 

+oo 

I f <y> I J 1no<x + y + z , t> I I f< z > I dz < < -

o 

Resul ta então, pelo teorema de Parseval, 

+<» +co 

o J 4>(!) 4>(-t) J 
8:id. 3 t 

= dt + R(!) e 

- co - co 

observando que 

Chamando 

a (.e) - R(!) 

1
2) 1 j2 

B (!) - (l - l a(!) 

ljJ (i) _ 4>(!) +a(-!) $(- !) 
1 

obtém- se , observando que a* (l) = a(- .t) , 

+oo +oo 

'( lt/Jl(.e.)l2 + lt/J 
2 

<.e.> I 
2 

) di = 2 r 
J 

<t> ( .t) 

-<» -co 

+<» 

+<» 
c t e 

J 
I t < z > I dz. 

2 l + y 
o 

+ 2:illx 
<t>(l) $ (.e) dt. 

4>(- f) dt + 

+ I a(.t) <l>(.t) <l>(.t) d.t + a (- .e.) <l> ( - .e.) <t> ( - .e.) di == 

-<» -oo 



+oo 

= 2 

- oo 

Em particular 

e então 

já que 
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~ ( .e. ) 4> (-.e.) d.t + 2 

lo(.t) I< 1 

lJ! = o 
2 

4> = o., 

+O) 

o (.e.) 4> {f_) <I> {.e. ) df. = o 
-oo 

r eal I= O , 

o que dá pelo teorema da inversa de Fourie r 

f = o. 

Como conseqüência , I + P t tem inversa em x, a 

equação (14) define para cada x E ~, t ~ O uma única função 
1 Bo (x, · I t) € L (0 , + oo). Observando que (x , t)/"\.C>Px,t e con-

tínua na norma de operadores, resulta facilmente de (15) 

AF IRMAÇÃO g 

Pa~a cada X E~ ~ T > O dado~ , exi~~e A > O {depe~ 

dendo de X, T) ta.e. que 

v x > X , ~ E [O , T] 

-1 já que em particula r (x, t )~ (I +F t ) e c ontínua na norma x, 
de operadores. 

em L 1 
(O , + oo) 

De (14) r esulta então B
0
(x,., t)+B 0 (x0 , ·, t 0 ) 

ao (x, t) -+ (x
0

, t
0
), o que fornece 

s 0 € co m x ~+ x ~+, ~) . 

Em ve rdade , os resultados acima permi tem mostrar que 

com 

J B (X' • , t) I 
X 0 

\ 1 + u tB o (X I • , t) € L OR ) I 
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de modo que (14) pode ser derivada formalmente com respeito a 

cada variável nos x E lR, t > O, y ~O . De fato , tem-se 1 

1 -h [B 0 (x +h, . , t)- B 0 (x,.,t)J =(I +P )- 1[1 c· - w ) + 
x,t }1 wx+h,t x,t 

onde 

1 

h 

e em particular, nos t > O, tem-se ao h-+- o 

1 [a 0 (>< + 
h 

onde 

B 0 (x, . , t)J ~ (I 
-1 h, • I t) - + 1? t) x, 

(1,0,0) 
-P (l,O)B (X,•,t)J= 

x,t 0 B (x,•,t) 
o 

(1 I Q) 
w·x, t (y) -

+co 

0 .n (x + y, t) 
1 o 

[w (!. , O) 
x, t 

1 + 
em L ClR ) , 

p ( 1 I 0) [f] 
x,t (y) - r ' 1 + . u 1n

0
(x + y + z, t) f(z) dz, f e: L OR ). 

o 
Em particular, para cada y ~O, x e: lR, t > O, 

1 

h 
[B 0 (x + h,y,t) - B0 (x;y,t>] = 1 

h 

1 
E-:S.6e. a.Jtgume.~tto ~.>e.gue. Fa.dde.e.v [17], Coh e.11 [9]. 

+ 



o 

o (x + y + z, t) o 
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dz + 
h 

1 

h 
1
. [n

0 
(x + h + y + z, t) - n

0 
(x + y + z,t)J B

0 
(x+h,z,t) dz 

I 

o 
que tende (ao h~ O) ao limite 

(110,0) 
- J

1 
fl O (X + Y 1 t) - J fl O (X + Y + Z 1 t) 

o 
B

0 
(x, z, t) dz + 

de onde 

e 

] ~1 n 0 (x + y + zl t) B
0

(x, z 1 t) dz , 

o 

(11010) 
= B 0 (x, . , t) e: L 1 OR+ ) . 

Para 0tBOI o raciocínio e análogo; finalmente, é óbvio de (14) 

que 

para cada x E~, t > O. 

Um argumento indutivo (A . Cohen [9] 1 [32]) similar mostra que 

em verdade 

tendo-se 

""'mx. ,nt B ( ) Ll + u v o xl • , t e: OR ) • 
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AFIRMA ÇÃO 9 -

M (n =O , 1, 'Z, 3, . • • ) n 

;tai-6 que. 

M n 

n + 1 
( 1 + I xl ) 

e. 
n 

;t l I M 
J B o (X I tj, < n 

X ( 1 + I X I + y) 

Vx > X, .:t e: K I tj ~ o . 

PROVA: 

Para n =O, tem-se de 

-1 
Bo (x, . ' t) = (I + Px,t> ~x,t 

que , pela Afirmação 8, 

Como 

segue que 

I w i x,t 
L 1 (]R+) 

y X ~X , v t e: l<. 

c te 
~ ---------------

+oo 

2 
(1 + lxl + y) 

c te ~ cté ( ----
1
---

,. (1+ lxl +y}2 
dy < 

1 + lxl 
o 
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e daÍ de (14) resulta 

c te 

2 
( 1 + I X I + y) 

nos x > X, t € R, y > O. 

para n = 1, obtém-se de (14) 

( *) 

+co 

J xB d < x , y , t) + j :\ n 
0 

( x + y + z , t ) B 0 ( x , z , t ) d z 

o 

+co 

+ 

+ j n (x + y + z, t) J xB (x, z, t) dz +Jn (x+y, t)=ú 
o o l o 

o 

e então 

( **) 

onde 

-1 
= (I + p t) x, 

"' w 
x,t 

~x,t(y) - - J, n
0

(x +· y, t) - f:\ n
0

(x + y + z , t) B 0 (x, z, t) dz 

o 

Pela Proposição 7, 

~~x,t (y) I 
c te 

S.. nos X > X, t € R, y ~. O 

y) 3 
-

(1 + I x1 + 

e daí 

I ~x,t I c te 
< 

L 1 OR+) (1 + I X I) 2 

com o que ( * *) fornece 
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c te 
< 

(1 + jxj ) 2 

s eg ue então de {*) que 

I I cte >xBo {x, y, t) .:::.. _ __ __:_.:....=..----
2
-

( 1 + I X I + y) 

y X~ X, t E :K, y ~o. 

um argume nto indutivo similar completa a demonstração. 

QED 

usando a Proposição 7, obtém-se também 

AFIRMAÇÃO 9 I 

Pa4a eada X E~ ' X eompae~o ~ ~+' ex~~~em eon~~an 

Nn (n =O, 1, 2 •.. ) 

ta~~ qu e 

~ J:tn B o I x ' • ' :t ) 11 1 + 
11 L (JR ) 

e. 
n 

:t J I Nn 
J BoI X, y, .5.. 

:t ( 1 + IX I+ 

v X ·~ X, ;t E J<, 

Resulta em particular que, sendo 

f (x, k, t) -
o 

±l(k)x 
e 

y)2 

y 

N 
n 

+ 3n 

> o . 
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(x E JRI .k E c+ I t 2. O) I 

onde 
~ 

e dado por 

I k 
2 

- 1 E c+ s e k c c+ V J- 1 I 1 [ 

.t (k) = 

se k E JR 1 I k I 2. 1 1 

tem-se 

com 

f E eco OR X c+ X JR + I <!::) 

t e ndo-se 

f(x, · 1 t) analítica em <C+ 

para cada x e: JR , t c JR+ • 

Ade ma is , decorr e da Afirmação 9 

que 

f 0 (X·, k 1 t ) 
.iJ.f.x e 

ao x ~ + co 

e m semelhança com as funções de Jost de §6 . Do formalismo de 

Hruslov [24], e spera-se ter 

6±.f.t 
e 

com 

:ilix = e r t> 2.iJ.ty J B
0 

(x, y, e 

o 
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e 
U (X t t} = 1 - ~\B Ó (X + 6t t 0 t t} . 

Em particular, s e ndo 

espera-se ter 

6l!f.t 
e 

( 18) 
2 J f (x , k, t) -
X 0 

2 0 B (x, O, t} f (x, k, t} = .e. f
0 

(x ,k, t) , 
X 0 O 

o que e confirmado abaixo . 

AF1 RMAÇÃO 1 O 

PROVA: 

p a.lz.a c. a. da. ~ e r.> :t > O 
I' \:-+ I I 

6 o ( X , k I .t ) é;, a. .ti-6 6 a. z ( 1 8 ) 11 o é;, x e 1R 

Tem- se , via integração por partes , 

r 
2ilf. 0 B

0
(x, y, t) e y 

. X 

o 

J 
2 2l! l y d " "\' B (x, y,t) e y - u B (x,O,t) 

Ux O X O 

o 

= 
2 :ilf.x f 2j!f. 1-.e. f 0 (x,k,t) +e . e Y LJxyB 0 (x ,y,t) + 

o 

dy + 

J:s
0

(x, y, t) - Jxs
0

(x, O, t) B 0 (x, y, t)J dy 
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de modo que e suficien te mostrar 

que 

v y 2:. o 

Deriv ando (14) com relação a x e integrando por~ 

tes, vem 

( *) J B (x,y,t) +J n (x + y , t) - n (x + y , t) B (x,O,t) + 
X 0 l O O 0 

+«> 

- J n 0 (x + y + z, t) 0
2

B
0

(x, z, t) dz + 

o 

+ f n (x + y + z, t) J B (x, z , t) dz = O 
, 0 X 0 

o 

Por outro lado, de rivando {14) com r e l ação a y e integrando por 

partes, segue 

(**) 

·1 11
0

(x + y + z, t) ~\B 0 (x, z, t) dz =O 

o 

Subtraindo (**) de (*), obtém-·se 

J XB o (X I y I t) - J YB o (X I y I t) + r no (X + y + z I t) J XB o (X I z I t) dz =o 

q 

e daí, derivando-se com r elação a x, vem 



+ 

o 

+ 

Porém 

o 

+oo 

r 
) 
o 

+ oo 
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S1 (X + Y + Z 1 t) 
o 

2 
0 B (x, z , t) dz = O. 

X 0 

j n 0 {x+y+ z, t)·Jx
2

B
0

{x, z, t) dz, 
o 

com o que {***) fornece 

+oo 

= - I n {x + y + z, t) [ J 2
s (x,z , t) - 0 B (x, z, t) + 

' 0 X 0 XZ 0 o 

+ J xB 0 (x, O, t) • B
0

{x , z, t) J dz , 

de modo que (19) de corre da inversibilidade do opera dor de 

Fredholm 

Seja 

I + 1? t x, 

w (x,t) -

QED 

se u (X' t) - l - J XB o ( X + 6 tI o I t) satisfizer (l) , 
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entao 

u(x , t) = vl( x - 6t , t) - 1 satisfará (1) , 

de modo que do formal ismo de Lax [28] s e deve e sperar 

( 20 ) 

para alg uma g , onde 

B = - 4D 3 + 6wD + 3w , 
X 

Observando que 

tem- s e 

de modo que (20) fornece 

(21) 

D -
J 

0x 

Fazendo x ~ + oo em (21), obtém-se 

de modo que g = - 4 ~t 3 • 

Portanto, é esperado vale r 

o que é mostrado abaixo, seguindo o argumento de Tanaka [36], 

Cohen [9] . 

Chamando 

h(x, k, t) -:iJlx - f
0

(x, k, t) e = 1 + 
r j B

0 
(x,y ,t) 2il(k)y d e y, 

o 
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(22) fica 

12ilh - 4h + 6w(h + tlh) + 3w h 
XX XXX X X 

ou seja, 

o 

\ B ( t) 2ily d 0t o x, y, e y 

+OQ 

-12it f ';:/B (x,y,t) 
X Q 

o 

+oo 

o 

2ily d e y -

+OQ 

4 1 )xso (x,y,t) e2ity dy + 

o 

+ 6w(x, t) j ;')XBO (x, y, t) e
2

if.y dy + 6Di'I(X, t) + 

o 

+ 6ilw(x, t) 

+ 3w ( x, t) 
X 

1 
o 

+oo 

f B
0

(x, y, t) e
2

Diy dy 

o 

+ 3wx(x, t) + 

De (19) segue que 

'- B \ B -wB uxx o - Uxy o o 

de modo que, integrando por partes, tem-se 

+OQ 

1U 2 f ÔxB
0

(x, y, t) e 2:i!!y dy =- 6:i!!w(x, t) + 

o 



e 

. 
I 2 

+ 6±.t I J B o ( X I y I t) 
.J X 
o 

+co 
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2.ii.ty f 2i.ty d e dy - 6itw(xlt) ' B 0 (x 1 y~t) e y 

o 

Y1 t) e
2

.i!.ty dy = - 3.! 0 'J 2
B (x 1 Y1 t) + y X O 

o 

+ w (X I t) J XB o (X I y I t) + w X (X I t) B o (X I y I t) 2.iJ.ty 
e dy = 

1 2 2 .i!.t =- 3 wx{xl t) + 6i.t J xB
0

(x 1 y
1 

t) e 1 Y dy + 

o 
.+co 

f 2.iJ.ty d f 2:U.t - 3wx(x 1 t) . B 0 (x 1 y,t) e y - 3w(x 1 t) ~ J x B 0 (x l ylt) e Y dy 

o o 

Resulta então que (22) é equivalente a 

.+o 

o 
'\ tBo (xlylt) e 

2
.i!.f.y dy = ,! ( - "". 3xB ( t) "),. · ( t) "\ B ( t)) 2:i!.ty v v X1Y 1 + JN X1 J x 0 x,y 1 e dy 

o 

para o que e suficiente mostr ar que 
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oe (14) deco rre que 

(I + P t) x , = 

onde 

( 

vx,t (y) - J 02 n 0 (x + y + z, t) · B 0 (x, z, t) 

o 

+ 

+ y + z, t) B
0

(x , z, t) dz + 

3 J n (x + y, t) 
X 0 

Inte grando-se algumas · vezes por partes, obtém-se que 

(I + p t} x, [-

o que conclui o argumento. 

Re sulta finalmente 

AFIRMAÇÃO 11 

+ v t , x, 

dz + 

A 6unç.ã.o w(x, .t) =- C:\B
0

(x , O, t) ha.ti~>6a.z a. e.qu.E!_ 

ç.a.o de. KoJtte.we.g- de VJt.(.e.l> ( 1) nol> x c7R., t > O. 
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pROVA: 

Para t > o 1 k €: c+' X E JR 

tem-se 

2 2 
J xfo + wf 0 = i f o 

e então, derivando com relação a t, 

vem 

onde 

ou seja , por 

já que 

Segue então 

wtfo 

( 22) 

wtfo 

+ JL ()tfo 

JL - ?/ 
X 

+ JL CBf 0 

= 

= E!Lf o 

= 

= .e. 2 0 f t o 

+ w I 

- 4.il.t3 f o) = 

vl t f 
0 

- CB JL - L B) f 0 = O • 

Um cálculo direto fornece 

CBJL-JLB)f
0 

= (6ww - w ) f 0 , 
X XXX 

de modo que 

( *) 6w(x 1 t) w (x 1 t) + w (x~t>] ·f
0

(xlk,t) =O 
X XXX 

V x e ]RI t > o I k e: c+ 
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QadO (X 1 t) E: JR X JR + 1 

tem- se 
±.tx f 0 (x, k, t) "'e 

de modo que (*) implica 

:f o 
ao x-+ + oo 

wt ( x , t) - 6w ( x, t ) vl ( x, t) + w ( x , t) = O , 
X XXX 

ou seja , 

w satisfaz a equaçao (1) nos x E: JR, t > O. 

Resulta então i mediato que 

QED 

u(x, t) - 1 - 0xB0(x + 6t , O, t) = 1 + w(x + 6t, t) 

satisfaz a equaçao de Korteweg- de Vries (1) nos x E: JR , t > O. 

Quanto a condição (2) , pode - se mostrar apenas que 

b 

(2 3) f u (x , 
~ 

a 

b 

t) dx ~ f H (x) 

a 

dx ao t ___.. O 

para cada a , b dados . De fat o, do problema direto de espalha

mento sabe-se que 

H(x) = 1- J Bo(x,O,O), 
X 

de modo que (23) é conseqUência imediata da continuidade de B0 

em JR x JR + x JR + . 



C A P f T U L O II 

ESPALHAMENTO ASSOCIADO A SISTEMAS ZS-AKNS 

§1 - Introdução 

A t écnica de solução de problema (I, Cap . I) e x

posta no capítulo anterior pode ser sumarizada como segue. o 
perfil inicia u(x, O), pertencente a uma certa classe !: , é 

-introduzido como potencial na equaçao de Schródinger 

( 1) 
I D = 

sendo determinado um conjunto àe parâmetros associados ao pr~ 

blema de autovalores (1) permitindo a reconstrução do poten

cial u . A identificação desses parãmetros e a elaboração de 

um procedimento de recuperação do potencial a partir deles 

constitui a teoria de espalhamento do sistema (1) correspon

dente à classe ':k de potencial. Se u evoluir com t de uma ma

neira adequada (no caso em questão, a equação nao .. U.nealt de 

Korteweg- de Vries , a duaé> variáveis) , pode ser possível de

termina~ a priori a evolução corresponde nte dos parâmetros de 

espalhamento, reduzindo a questão de obter u(x, t) a um pro-
-blema de espalhamento inve rso (no caso, uma equaçao integral 

Unealt de Fredholm, a uma variável). Esse procedimento const}:_ 

tui o método de espa l hamento para a solução do problema dado. 

~ natural perguntar se outros problemas além de 

(I) podem ser r esolvidos seguindo um esquema desse tipo, ou se 

tal procedimento é inerente à equação de Korteweg- d::! Vries [ 4] . 

Voltando ao Cap. I , a determinação das leis de evolução dos 

parâmetros de espa lhamento associados a (1) apoiou-se fundal

mente no conhecimento do comportamento de u(x, t) na frontei 

ra x + ± w e principalmente no fato de o potencial u ser ié>o

e6peetJtal , ou seja , man ter invariante com t o espectro de (1) 

- a descoberta notável de c.s. Gardner, J . M. Greene , M.D. 

Kruskal e R. M. Miura [19]. O primeiro ponto a observar & que 
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outras equaçoes além da KdV exibem essa invariância (P.D . Lax, 

1968 [28]) . Segundo, outros sistemas diferenciais 

( 2) JL 1jJ = >..lj!, JL =JL (u) 

podem ser considerados para o problema de espalhamento, e pr~ 

cedimentos sistemáticos para obtenção de equações de evolução 

conduzindo a potenciais ~ isoespectrais têm sido descritos [1] , 
[3] , [4] , [28]. Portanto, a técnica do Cap. I não é particu

lar à equação de Korteweg-de Vries. 

Nesse capítulo, é descrita a teoria de espalha

mento de (2) no caso do operador ZS-AKNS 

(3) ]L = :li 
(

D -q] t 

D - d/dx , 

r -D 

onde dois potenciais independentes intervem, ambos de classe 

~ . = {f e: C 1 (IR, CC) : f, f ' e: L 1 (IR) , f ( x) -r O ao x -+ ± CX)} • 

Originalmente, V.E. Zakharov e A.B. Shabat [43] consideraram 

o caso r=- q*
1 

associado à equaçao de Schrõdinger não linear. 

A generalização acima, devida a M.J. Ablowitz 1 D.J . Kaupl A.C. 

Newell e H. Segur [3] 1 permitiu o tratamento de diversas equ~ 

ções de relevância na Física Matemática [1], [3], [4)~ 

Algumas provas são omitidas quando encontradas em 

detalhe no Cap. III ou em referências citadas; o tratamento é 

análogo ao caso do operador de Schrõdinger como descrito em 

[15) 
1 

Ch. 4 . A notação segue Ablowitz [1) . 
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§2 - Teoria de Espalhamento 

Nesta seçao e na seguinte, serão identificados e 

estudados parâmetros de espalhamento associados ao sistema 

zs- AKNS (2) 1 (3) 1 ou seja, 

( ZS-AKNS) 

onde 

d 
t/1 = 

dx 

-i À q (x) 

_r(x) ÍÀ 

permitindo a partir deles a recuperaçao dos potenciais q, r 

num esquema análogo ao do Cap. I. 

Observando que 

q(x)-~o 

ao x -+ ± co, 

r (x) ~ O 

e natural [27] procurar soluções de (ZS-AKNS) na forma 

- R e 
- i ÀX 

'V iÀX _ R e 

1J! _ L e i>..x 

R 

"' R 

L 
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'V 

'V 'V - iÀx 'V {,LI lJI :: L e L I 
I 

L2 

com 

( 1 ) 
'V C) R(x, À } 'V R(x, À} 'V ao x -r - co 

o 

À) ( o ) 
'V 

( 1 ) 
L(x, 'V L(x, À} 'V ao x-+ + m 

1 o 

Nos À c C+, isso equivale a procurar soluções R , L para 

X 

R1 (x, >J 1 o q(y} R 1 (y I >.) 

( ) ~ ( ) + ( )dy 
2i À(x-y) 

(I) R2 (x , À) o r(y) e o R2(y, >.} 

-a> 

R( ·, À) E: Co{JR, C) 2 (') L"" (IR_) 2 

+<X> 

L
1 

(x,À} o o ( ) 2.i! Ã(y- x) L
1

(y , Ã ) q x e 

( ) = ( ) - ( ) dy 
(li} L2(X,À) 1 r(y) o L2 ( y I À) 

• < 

X 

L ( · , >.) E: co (]R, C)2 (') L co (IR ) 2 
+ 
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enquanto para cada >.. e 

siste em resolver 

"' "' C_ o problema de encontrar R, L con-

'V 

(I) 

'V 

( II) 

X 

+co 

"' c(X,À)) l 

~( )+ 
L 2 (x, À) 0 I 

X 

"' o 
C)2 L ( ' 1 À) E: c (JR 1 

o 

r(y) 

o ... . . 

-2i>..(x-y) 
q (y) e 

o 

q (y) 

r (y) e-2.il>.. (y-x) o 

Lco(lR )2 n 
+ 

"' ( :1 (y' À))dy 
L2(y,À) 

O esquema iterativo usual de resolver essas equa-

çoes fornece 

TEOREMA 

e 

M -

I 1 l 

Sendo q, IL E: 
o c (JR, e) n L r [JR) 

+co +oo 

exp ( .r 

\ 

In ( x) I 
\ 

I q ( x) I dx + dx ) 
-oo -oo 

pa.Jta. c.a.da. À E c+, O!.> p!Loble.ma!.> [I), [II) admi

~em uma ~nic.a. ~.>oluç~o , 

te.ndo-!.>e. adernai!.> 

R, L 



e. , palta. 

( 2) 
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IR(x , À}I.., ~ M 

'v ( ·x , >, l e: 1R X <\ ' 

IL(X,À}I CX) ~ M 

cada X e: 1R, 

R(x,·l , L (X , . l ana.e.Z.tica.6 e.m e+ 

palta cada· À e: c_ 1 0.6 pltobfe.ma.6 (IJ' ( IIJ admi.tc.m 

uma ~nica .õofuç~o , 

.te.ndo - .6e. admai.ó 
'V 'V 

R ' L e: c o (1R X c- , € l 2 
' . 

M 

V ( x,ÀJ e: 1R X e_ , 
< M 

e. , palta cada x e: 1R, 

'V 'V 
R ( x, · } , L ( x, · J ana.e.l.tic.a.6 e.m C_ . 

então soluções 
'V 

Para À e: JR , existem as quatro 9 I 4> I 
'V 

ljJI ljJ do sistema (ZS-AKNS) de ordem 2; a relação 

ljl(x,À ) 'V ( :) jJÀX 
e 

ao x -+ + (X) 

'V À) ( : ) - iÀX 
lji(XI 'V e 

'V 

mostra serem lji( ·, À)I lji(· , À) line a r me nte independentes , de rro 

do que 

cj> ( • I À) = a ( À) 
'V 
ljJ ( • I À) + b (À) ljJ ( • I À) 

'V 

$ ( • ' À) = 
'V 
a O) ljJ ( • ' À) 

'V 
b ( À) 'V 

ljJ ( • I À) 



75 

'V 'V 

para a (À) 1 a (À) 1 b(À ) 1 b(>. ) e: 

Analogamente , n os À e 

'V 

ljd •,À) = c (À) <P( ·, À) + 

'V 
lji (•,À) = 

'V 
c (À) <jl( · , Ã) 

e em particular 

nos ~ e: :m. : 

1 

R (x, >.) = a(Ã) ( J + b ( À) 

~(x,>.) = ~(À)( : ) - 150.) 

enquan to 

+ d ( >.) 

Em particular, 

c . 

JR 

d {>.) 

'V 
d {À) 

( : ) 
C) 

<jl( •, À) 

'V 
q,(·,>.), 

e 
2±:\x + o ( 1) 

-2±ÀX + o (1} e 

ao X ~ + O.) 

-2±>.x 
e + o (1) 

+ o ( 1) 

ao x -+- - oo . 

ao x -4 - oo 

ao x ~ + oo 

'V 
-c( >. ) + o(l) ao x ~ - oo 

'V 
- a(>.) + o( l ) ao x ~ + oo . 

Como o wronskiano de um par qualquer de s oluções d e (ZS-AKNS) 

n ão d epende de x, 
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5 cgue então 

a ( À) = c ( À) = w [$<·tÀ) , lji( • ,)J] 

"' "' "' 'V v À E: lR, 
a{>.) = c {À) = -w [ $( ·, À) , lji(·,À)] 

de modo que a , c têm extensões analíticas a e+ e ~~ ~ a c_. 

Analogamente, para cada À E: R: 

'V 
[$(·,>.), 

'V 
b ().,) = d {À) = - w 1/J( •, À)] 

'V 'V 

b (À) = d (À) = - \~ [q,(·,À) , ljJ (· , À>J . 

É imediato então do Teorema 1 

COROLÁRIO 2 

Na~.> hipÕ :te~.> e~.> do Teo Jtema 1 ' :tem-.óe: 

(.{.} a, c. E: Co( €+ , €} n co -
L · ( CC } 

+ 
a n a .e..z :t-<. c. a~.> em CC + 

'V 'V co rc C) n L <X> I~:: I ana.t.Z:t-<.c.a-6 €_ a , c. e: - ' 
em 

'V 'V co 

(L[} · b , b 1 d, d e: c o (IR I C) n L (1R) • 

"' 
'V 

Finalmer. te, levando..: se em conta w [ 4>1 .cp] I w [tji I ljJ J I obtém 

se que 

'V "' a {À) a (>.) + b (À) b(À) = 1 

c (À) 
'V 
c (À) + d (À) 

'V 
d (À) = 1. 

TEOREMA 3 

1 n L (JR} , 

. .tem-é> e 
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r .(. J R(x , À) ( ) + o ( 1 ) ao x - - oo, À E: c+ o 

L(x , À) = () + o ( 1) ao X- + oo, À E: c+ 

c.om o I 1 l va..te.ndo U.J'li. 6 o Jtm e.m e. 11-te. e.m À em c+ 

'\> CJ c_ (.(..(.) l<(x,À) = + o ( 1) ao X-+- - oo , À E: 

1 

'\, () L (X 1 À) = + o ( 1 ) a. o X-+- + 00 À E: c_ 
1 

o 

c.om o ( 1 ) valendo u.ni 6 o 1!.111 em e n.te. e.m À e.m c_ 

liii.J R 1 (X 1 À) : a.( À) + (l ( 1 ) a. o X --.. + 00 1 À E: c ... 
L

2
(x

1
À) = a{Ã) + o ( 1) ao X --.. 00 

1 
À E: c+ 

c.om o I 1 J valendo u.ni6o1Lme.me.n.te. em À em i + 

( iv) R2 (x 1 À) = o ( 1 ) a. o X--.. + 00 , À E: € 
+ 

L ( X, À) = o ( 1 ) ao x--.. - 00 À E: ~ , 
+ 1 

c.om o ( 1) va..te.ndo u.11i 6 o ILm e.m e11.t e e.m Im À 2... B 

pa.Jta. c. a da B > o 

'\, 
'\, 

(v) R
2

(x,À) = a( À) + o ( 1} a. o X - + 00 À E: c_ , 
'\, 

L
1

(x 1 À) :;: 2í b I + o 11) ao x- - oo, À E: c_ 

c.om o ( 7) va..te.ndo U.11i 6 o 1!.111 e.m e.n.t e. em À e.m c_ 
'\, 

(v.(.) R 1 (x , À} : o I 1} a. o X-+ + 00 À E: c_ , 
'\, 

L 2 (x,ÀJ = o ( 7) ao X -+ - oo , À E: c 

c.om o ( 1 ) va..te.ndo u.nióoJtme.me.n.te. em Im À ~ -B 

pa Jta. c.a.da. B > o 



(v-til 

PROVA: 

(i) 

(i i) 

( iii ) 

(i v) 
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R2 (x , À) = b( À)e.2.{. À;.;_ + o ( 1 ) ao 

'\.. 
=-b(Ã) e- 2-<.Àx R

1
1x,Àl + o (I) ao 

L 1 (x, À) b(À) e- 2-<.Àx + o ( 7 ) ao 

"' -b(À)e.2kÀX L
2

(x,ÀJ = + o ( 7) ao 

C.OIIl o ( 1) vaten do uni 6 o Jt.m em e. n t e. 

Seque imediato de (I) , (II) , 

observando que 

R I L c L co (]R X ~+) 2 

Imediato de <ch) , (Q2) 

e do fato 

'\.. '\.. co - 2 
R I L € L (JR X ~- ) 

Tem-se 

x-++ co À €: 1R. , 

X --+ + co , À €: 1R. 

X-+- co , À €: 1R. 

X -+ - co , À € 1R 

e.m À e.m IR. . 

de modo que o resultado segue imediato de (i} 

Dado B > O, e sendo Im À ~ B, 

segue de 

R (X,Ã) = 
2 

X 

J r(y) e 2i~(x-y) R 1 (y , ~) dy 

- oo 

que , nos x ~ 0 : 



(v) 

(vi) 

(vii) 
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x/2 

-2B(x-y) ·I R < > e 1 Y, À dy + 

-oo 

X 

+ I 
.J 

I r (y} I IRl(y,À)I dy ~ 

x/2 

+<» +oo 

< M ( -Bx 

J I r <y> I dy f Jr(y)! ày ) e .. + 

-oo x/2 

Analogamente, nos Im À ~ B: 

+ ro x/2 
,• 

IL1(X,À)I ~ M ( e-Bx 

f I q <y> I dy + 
., 
j lq<y> I dy) v 

-w -oo 

Análogo a (iii) 

Análogo a (iv) 

Tem-se, para cada /... E~: 

~ ~ -2~/...x 
L (x,Ã) =a(/...) R (x,/...) + b(À) R (x,/...) e 

1 1 1 

de (i), {ii) e Corolário 2 

segue então 

"' = b ( /...) 
-2:i:ÀX 

e + o ( 1) ao 

uniformemente nos /... e ~. 

~ ~ 

Analogamente para R
2

, R
1 

e L 2 • 

X->- - oo 

x .i.. o. 

QED 

Resulta imediato então a seguinte representação ~ 
~ ~ 

ra os coeficientes a, a, b, b: 
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cOROLÁRIO 4 -
s e n do q , 11. c c o (IR , c ) n L 1 (IR. ) , 

.tem- .6e. 

(i} a(À) = 1 + q ( y) R 2 ( y' À) dy = 1 - I lt ( y) L 1 ( y, À) dy 

-"" 

+"" 

+ !t(y) 

-co 

+oo 

(ili) 

-"" 

-"" 

c c + 

"' ( "' R 
1 

( y , À) dy = 1 - i q ( y) L 
2 

( y, À) dy 

-00 

+o:> 

-.., 

V -Àc]R 

-o:> 

y À e: 1R 

Res ta finalmente obter o comportamento assintótico das flli~

çoes de Jost ao A + "" 

Se ja por exemplo 
iÀX 

lJ.I(x,À) = L(x,À) e , À e: <C+. 

Da teoria de equa ções dife renciais ([8] 1 Ch . 4) é natural e s 

perar 
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substituindo em (II), vem 

+co 

(O) l (1) ( l ) 
L (x) + À L (X,À) + 0 ---;:-2 :::: ( ) - L(O) (y)dy 

0 I [ o q (y) e 
21 

À (y-xl 

l ' r(y) O 

l 
- --

À 

onde s e supos 

o 

r(y) 

X 

X 
+co 
( 

J 

o ( ) 2.ii>.(y-x) 
q y e 

r(y) o 
X 

2.il>.(y-x) q(y)e 

o 

( l ) 
L · (y I À) dy 

Se q' 1 
€ L (O, +co) 1 tem-se, integrando por partes, 

+co 

q(y)e2i>.(y-x) = 

,. 
X 

de modo que e natural tomar 

L(o)(x) =(o) 
l · 

tendo-se então 

l 
q (x) -

l 

+co 
r. 

2.iJ>. (y-x) 
q' (y)e dy, 

X 

dy + 
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+"" 

o ( ) 2:í!À(y-x) q y e 
1 
À r(y) o 

X 

1 1 
q (x) + 

2± 2:í! 

1 
= 

À 

+cc 

f o q(y)e 
1 ---
À 

r(y) o 
•' 
X 

de onde pare c e natural tomar 

( 1 ) 
L1 (X,)...) - ;~ ( q (x) + 

com o que 

~(1) (y,À) dy = 

+"" 

1 1 ( ) 2:í!À (y-x) q y e dy 

X 

o 

2.i1 À (y-x-) 

+oo 

J 
X 

+oo 
f 

( 1 ) 
L (y,À) dy f 

1 ( ) 2.11)... (y-x) ) q Y e d y I 

+ 

= I r(y) dy = 
,. 

X 

+oo +oo +co 

1 . 1 r [ L q' (t) e 2ü (t-y) 
dt J = --- I r(y) q(y) dy - -.- ) r(y) dy. 

2± 
.1 

2Jl 
,. 

X X y 

Se r' e Ll (0, +cc), s egue então, integrando-se por partes , 



+co +<» 

r (y) [ q ' (t)e 

X y 

de onde 

( 1 ) 

Lz (X 1 À) = 

Espera-se portanto ter 

L(x,À) 

com 

no caso 
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2i À (t-y)J f 1 \ dy = o -- , dt \ À 

+ "" 
( 

1 

I r(y) q(y) dy 
2i 

X 

ao 

+oo 

r q ' (y) e -2>Ã (x-y) 

' dy 
X 

-f~ f q(y) r(y) dy 

X 

À ~ oo e m CC + 

q, r s cl(JRI C) (') L 1 OR) 

q I I r' E: L 1 (JR) 

q (x) 1 r (x) --)- o ao x ~ ± oo . 

Para a prova, observa-se que p(x,À) e dado por 

+oo 
( 2±).. (y-x) I 

c~(Xd) )- I 
o q(y)e 

( *) p(x,À) = 
I 

f (X,À) r(y) o 2 

X 

+ P(X 1 À) 

p(y,À) dy 
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onde 

+co +co 

f
1

(X,)) 
l 2 r(y) 

2ü (y-x) 
-

(2±À) 2 
q(y) e dy - q(x) q(y) r(y) dy + 

X X 

+<><> +<» 

J 

< 

[ I dt] 2±:\(y-x) 
q ' (y) l q (t) r ( t) e dy 

,. 
X y 

+co +<><> 

f (x,À) 1 q' (y) r(y) dy - r(x) q ' (y) 
2:iJÀ (y-x) 

- e dy + 2 (2.i!À) 2 

0 

X X 

+eo +ro 
r. 

/ ~'(y)[ I q I ( t) 
2:iJÀ(t-y) dt J dy e 

~· < 
X y 

de modo que 

a resolução da equaçao de Volterra (*) pelo proce dimento ite

rativo usual fornece então 

\ / x e m, \! >. e ~ - o. + 
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'V 'V 

procedendo analogamente com R(X 1 À) 1 R(X 1 À) e L(X 1 À) 1 obtém-

se 

íEOREMA 5 

e.n.tã.o 

(i} R(x,À} 

L (X, À) 

S e.ndo 

q 1 Jt e c 1 
(JR 1 c l 11 L 

1 
(JR l 

c.om 

q ' , Jt ' e L 
1 

(1R ) 

q(x}, Jt(x) -~O 

= ( 0
1) 

ao x --+- ± m 1 

X 

r 
J q ( y l Jt ( y) dy 

X 

J 

2~À( X -y) 
h.. ( X ) - . Jt 1 (!f i e. dy 

-Q) 

+«> 

~ ( ) q ( x) + q' (y) /,CÀ(y-xi ! 
+ --

2-i.À 
X 
+ o:> 

- i q(y) Jt(y) dy / 
'· 
X 

ao À -~ «> e.m C+ 

, o(7) 

onde. O (-1-) va.te. uni6oJLme.me.n.te. e.m x e.m 7R 
À2 
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X 
- 2kÀ( x-yl 

q ( xl - . q' ( yl e. dy 

"' -- ( o \11 (iiJ R (X,;\) 
1 I 

+ 
X 

r I q!yl }(. ( y) dtj 
• 

co 
+CO 

L (X, À I = ( 0

1 

) + 2-iÀ 

j qlyl l!.(y) dy 

X 

+co 

-l!.(x) + { "' (yl 

-2kÀ(y-xl 
e. d1j 

4 

X 

a. o À -+ co e.m € _ , un6ol!.me.me.n.te. no~.> x e: IR. 

COROLÃRIO 6 

Na.~.> h i pó .te.L> e.L> do .te.oJte. ma. a.c.ima., .te.m - .6 e. 

+co 

(i) a. ( À) 1 
r q ( y) l!.(tj) dy + a(+,) = - I 

2kÀ J 
-co 

. a. o À-+ co e.m T + 

+co 

(..(_..(_) "' 1 r q ( lj, }(. ( y) dy o ( +,) a. ( À) :: + + 
2,{, À ,. 

-co 

a. o À - ·r oo e.m e 

(..(_..(_..(_) b (À) :: o(+) a. o À -r co e.m IR 

.te.ndo - L>e. a.de.ma.i~.> b e: L 1 (IR l L> e. 1!. ' e: L co (IR) • 
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(ivl );( À) ~ o (-H ao À --+ co em 1R. 

~endo-~e adema~~ 
'V 
b c L 1 {JR) 

co 

õ e q ' c L {JR l . 

PROVA: 

(i) Tem-se pe lo Corolário 4 

+oo 

a().) = 1 + 
J 

q(y) R (y , >.) dy 

_co 

e daí, pelo Teorema 5 

+oo 

a().) 1 -
1 I q (y) r(y) dy + = 

2:i!À 
j 

- co 

+co y 
f 
I 

l .r CJ (y) [ : r ' (t) + --
2:i!). 

2iÀ (y-t) J 
e dt dy + o( f,-) 

(ii) 

(iii) 

·' 
co co 

o r e sultado segue 

y 
( 2U (y-t) I I r ' (~) e dt 

J 
- o:> . 

Análogo a (i) 

Do Corolário 4 

+(r) , 

= 

observando que 

y 

J~ [I 2.i:À (y-t) 
r ' (t) e 

2i). 

-co 

I 
- 2.i1Ãy 

b(À) = r(y) e R1 (y , ).) dy 
;I 
- co 

e então, pelo Teorema 5, 

d~ -
r ' (y) 

2ü 
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+co 

I r (yl 
-2 i.Ày 

b(y) == e dy -

-co 

+co 

j r(y) 

y 

l -2iÃy [I 
2iÀ 

e q (t) r(t} dt ' dy + 

I -

o(f,) 
- co - CO 

Porém, integrando por parte s, ve m 

+co y 
( 

I r (y) e -2Hy [ q ( t) r(t) dt] dy == o ( +)' 
I 

' -co -oo 

de modo que 

+co 

r r (yl 
-2íÀY o( -7) b (À) = e dy + == 

(} 

-<.O 

+co 

l r r I (y) 
- 2 i1Ày 

= e dy 
2iÀ 

-CO 

Da teoria da transformação de Fourie r [40], 

r' i L 1 
(]R) dá 

+co 

r r' (yl 
-2:il ).y 

e dy -+ O ao /, ·-+- co em JR, 

- co 

de modo que 

b(Ã) ==o (f-) ao À-+ ± co. 
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Finalmente , se r ' 

então 

r ' e: L 2 OR) 

e daí 

/ r' {y) 
• 

-2t>.y 
e dy 

- co 

00 

e: L (IR) I 

L 
2 

OR) • 

Como b E: C
0 

CIR, <C) , segue de ( * ) que b e: L 1 OR) • 

Análogo a (iii) 

QED 
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§3 - Teoria Espectral 

Os parâmentros a(À), ~(À) descritos na seçao an

terior podem ser utilizados para uma caracterização algébrica 

do espectro do operador 

d 
- ·q (x) 

dx 
JL - .l! 

r(x) 
d - --

dx 

num modo análogo ao feito em [ 15 J , Ch. 4 para o operador de 

SchréXlinger ( 5, Cap. I) • Convém observar que L f = À f e exata 

mente o sistema (ZS-AKNS) dado acima . 

Para q, r E: L co OR), w1 OR) = {f L 2 (:IR) : f' E: L 2 (:IR) } , tem-se 

JL wl (JR) 2 -r L2 (]R) 2 

com adjunto 

JL* wl (JR)2 ---+ L2 OR)2 

dado por 

d - r* (x) 
.dx 

L* = .it 
d q* (x) 
dx 

de modo que JL é autoadjunto se e somente se q = r*. Observa~ . 

do que L é fechado, segue que seu conjunto ~e~otvente pOL) é 

a coleção de todos os À E: ~ para os quais 

:rr... - À I : wl (IR) 2 -r L 2 OR) 2 e uma bJ..j eç.ã.o com inve~ 

sa contínua [ 40] . Ademais, p (IL) é aberto em C, e seu comple-
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. ~ 0 c-5 pec.tJto de JL 1 denotado por o (JL) • Parte de 0 (JL) é 
r,tÇ:l ~ ,1l 

;,. :::-.;l,lo pe l o eópec..tJto pon.tua.t de JL I Po(JL) 1 que é o conjunto dos 

~ os quais JL - ÃI deixa de ser inversível [40] . 
I < ( pdl"<• 

No que segue , sera mostrado 

s e.ndo q 1 Jt e C o (JR 1 € J n L 1 (JR J n L (X) (JR l I 

ld p (1L) 

P o (JL) ~ 

1, ~ <1 o (JL l ~ 1R. V Po (IL) ( uniã.o d-i..-6 j u.nta.) 

~~:~ lltHllogi a com [15], Ch . 4 1 Th.4 . 3.I . 

Se.ndo Q1 Jt c.omo no Te.oJte.ma 7, 

{ Ã e C+ : a. ( À ) f O } C p (IL ) 

<'. 

{ À e € _ : d: ( À ) =f: O } C p (IL ) . 

Seja À e <C+ tal que a O) =I= O; 

a(À) = W [ <J>(· , À), tP(· ,À)] 

r"llult -
êl cntao que 

r• $ {• , Ã) , tjJ{· , À) constitue m uma base de soluções p~ 
(ZS- AJ<N s ) 

to9uc c e do comportamento de <1> { x, À) , tjJ { x , À) ao x-+ ± co 

m Purticular que À i Po (lL) • 
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o resultado então seguirá se for mostrado que 

L 2 (lR) 2 w I OR) 2 

for contínua . 

Par: a isso, seja c.. f -= ( ff21 ) ~ 
e. considere o problema de se encontrar$ e: wi QR) 2 tal .que 

0L - >.I) 4> = f, 

ou seja, 

d ( 
-i! f 

) 1 
$ = A (x) $ + ( *) 

dx .l!f 
2 

(com 4>(± ex>} = ( : ) } , 

onde 

-:i!>. q (x) 

A (x) -
r ( .x} .lJÃ 

Como 

-:il>.x iÃx 
R

1 
(x , À} e L1 (x,Ã) e 

B(x} [4> (x, >J 1f(X, Ã}J = -
-.i).X .i).X 

R
2

(x,>.} e L
2

(x,>.} e 

e solução fundamental de 

-ª--$ = A (x) 4> , 
dx 

procura-se solução de (*) na forma 

lb ( x) ( 
b 

1 
( x) ) 4> ( x) = B (x) 'Jb ( x) -

b
2 

( x) 

com bl (+ ro) = o 1 b
2 

(- m) = o. 
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um cálculo direto fornece 

+oo 

i }G iÀix-yl 
~ (x) = (X I y i À) f (y) e dy 

a(>.) 

-co 

onde 

G 1 (X I Y; À) G
2

(x, y; À) 

G (xl y; À) -

H 1 (X I y; À) H
2

(x 1 y; À) 

para 

( 
R 1 (x 1 À) L2(y,À) se y > x 

G (x 1 yl À) -1 

L
1

(x,À) R2(y,À) se x > y 

( 
R

1
(x,À) Ll (yiÀ) se y L.. X 

G2 (x, y, À) -

L (X 1 À) R (y I À) se x L y 
1 1 

( 
R (x 1 >J L 2 (yiÀ) se y L X 

2 

H 
1 

(x I y, À) -

L
2 

(x, À) R2(yiÀ) se x > y 

( 
R2 (X I À) L1(y,À) se y > x 

H
2

(x, yl À) -

L
2

(x,À) R
1 

(y,>.) se x > y 

Decore daí que <!>. e: L 2 OR) 2 

com 

11 ~I < cte. ~f 11 de. fato 1 

L 2 OR) 2 L 2 (IR) 2 
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- Im>, • I x-y 1 
cte. < . e dy 

e daÍ 

[•(x) ~~ dx "- ctef .r [f e- ImH I x-ytl + I x-y21) dx} f(yl) U f (y2)L dy ldy2~ 
-oo -oo-oo -~ 

+oo +oo 

~ cte 1 [ I~ + 21 " ~ • e-2 .:Ill!À • I " I [J I f ( ç + ") l[ f ( ç - ") I ~ dç ] do 

-oo 

ou seja, pela desigualdade de Cauchy - Schwarz, 

Em particular, tem-se ~E w1 ttq)2 

já que, no sentido das distribuições, 

Portanto, tem-se 

:n:.. - >.I : h1 
1 

OR) 
2 

-+ L 2 
OR) 

2 
bijetiva com inversa 

contínua, o que mostra >- 8 p (IL). 

O caso À 8 8_, ~(,\) ~ O e análogo. 

QED 
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Para a caracterização do espectro pontual de L, 

scrao úte is os dois lemas a seguir. 

LEMA 9 -
Sendo 

q, JL e: c o IR, c l n L 1 I1R l 

então 

pa.lta. c.a.da. À € € 
+ 

ex~~te uma. ~ofução (c.fá~~ ~c.a.} 
A 1 2 
c~>I ·, ÃJ e: c em, €1, 

, do 6~6tema. ZS-AKNS 

-.é_).. q I xl 
d 

dx 
$ = cj> 

)L (X) i>. 

ta.f que 

I 
A 

(X, À l I ImÃ · x v cj>1 > M e X > X o 

pa..lta. a.fgum M > o I xo > o. 

PROVA: 

Sejam 

A ( Ã):: 

o 

o q (x) 

, Q < x) [o 
- ~ ( x) o 

e seja v(.,)..) e: c
1 0R, €) 2 a solução em N do problema 

d 
--V= A(>.)V + Q(x)V 

dx 

V(x0 ,Ã) = ( lo) 
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onde xo e tal que 

+oo + oo 

1 I r <y> I 1 I q <y> I dy < dy .S.. -
4 4 

xo xo 

Tem-se 

X 

( o) 
V( x ,À) = V(x,J.) + j e(x- y) A(y) 

Q(y) V(y,J.) dy 

X o 

onde 

) (O) - i>.(x-x ) 
V(x,>.) = e o 

1 

( o 

Considere agora X > x 0 qualquer, fixado no que se 

gue, e seja 

w 
X 

munido da norma 

jj \v 11 
X 

sup 

X <~X o-

Nesse espaço de Banach 

lí \v --. w 
X X X 

dado por 

lr [w] ( x} -
X 

X 

.I e ( x-y) 

xo 

W , seja 
X 

Q{y) W(y} dy 
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Tem-se 

1r contínuo, 
X 

com 

( IITx ~ max 
op 

e 

( o) 
V(x,l..) = V(x,).) +Jr 

Daí 

com 

e 

I - lr 
X 

( o ) 

11 

w 
X 

I -

X .. 

1r 
X 

+oo 

J I q <yl I 
-oo 

[v(·,>->] 

w 
X 

li op 

(O) 

.5.. 

+co 

dy ) Jlr<yl l dy I 

- oo 

( x) nos x 0 ~ x 

e inversíve l, 

2 

- 1 ( o) 

1 
.5.. 

4 

< X. 

[v] v = v +lr = v + Jí ( (I -Jr) v ) f 
X X X 

de onde 

Wv- <tlll x ~ ll"x li o p 11 (I - "x) -lll op li ( o) v 

Em particula r, nos 

( o ) 
IV (x,>.) -V (x,l..) I 

1 1 

e 

e .E:ntão 

Im>. · (x- x 0 ) 

1 

2 

< 1 

2 

e Iml..· (x-x 0) = 

llx 
1 

< 
2 

1 IffiÀ • (x-x0) 
--e 

2 
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como X > x 0 é arbitrário, 

segue en tão 

1 

2 

Im.X ·( x - x 0 ) 
e 

Ana logamente , pode -se mostra r 

LEMA 10 

S en.do 

o ( 1 q , 1t e c 1R , € J n L (1R J • 

então 

pa!ta. c.ada. .x e e_ 
A 

ex.-<..6 :t e uma ~ o!.uçã.o '!' ( ·, >-) 
1 2 

e c I1R, e J , 

t af.. que 

d 
dx. 

> 

do ~i6:tema ZS-AKNS 

'!' = 

M • 

q ( X.) 

Jt(x.) .t..x 

-ImX · X. 
e 

paJta algum M > O, x.
0

> O. 

Resulta d a í 

PROPOSIÇ ÃO 11 

S en.do 

, I 

V X 2. X o 

q , Jt e c o (7R , € J n L 1 17R l n L 00 (1R J , 

QED 



(i) 

(ii ) 

PROVA 

(i} 
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.te.m - .6 e. 

a().) = O} c Po (1L) 

e: c c P0 (IL) 

Seja À e: <C+ tal que .. a {À} :::::: O, e considere a solução 

$(.,À) de (Z S) dada pelo Lema 9. 

Como 

tem-se 

.ilÀX 
1/J(X,À) ::L (x,À) e 

cai exponencialmente ao 

A 

X -r + oo 1 

.l!Àx 
e de-

~( · ,A), t(· , À) linearmente independe ntes e em 
particular 

A 

4> ( • , À) :::::: a · ~ ( • , À) + f3 • t ( · , À) par a a,B e: <C . 

Tem-se então 

2±>.x iAx 

o que dá, para todo x suficientemente grande, 

A - ImÀX -2· ImAx 
lt 1 (x,A>I e - la! !L

1 
(x, À) le 

2. M I B I 
-2 ImAx 

Icei ILl(X,À)Ie 

para algum M >0; 

fazendo x -r + OC>, vem pelo Teorema 3 ( iii) 

o:::::: la<À>I ~ M lsl 
ou seja , B :::::: O . 

Portanto, pa~a tal À existe a e: € 
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tal que 

cp (·, A) = a • ~(·,A) 

em particular , cp(·,A), ~(·,A) e w1 (JR) 2 

e JL<j> ( • I À) = À cj> ( ' f À) I JLlfi ( ' I À) = À 1fi ( " f À) 1 de mo-

do que A é valor próprio de JL , sendo <j> (·,A), lfi( ·, A ) 

autofunções associadas . 

(ii) Análogo, usando o Lema 10 

A demonstração do Teorema 7 fica completa com 

PROPOSIÇÃO ]_f 

Sendo 

q , Jt e C o (7R, ~) h L 1 (7R) n L"" (IR) , 

en.tão 

U.J 1R c o (Il J 

lii) 1R não con.t~m nenhum valoJt p!t5pJtio de IL , 
ou õeja, 

1R n Pa (11.} ê vazio 

PROVA : 

QED 

Claramente À e oOL) se for possível encontrar uma 
seqüênci a ( ~n )n c w1 0R) 2 -O tal que 

li 0L - AI) <I>n 11 L 2 2 
- (JR) 

~ o ao n --.. + co 

ll<~>nll L2 CIR) 2 
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oado À E ml considere a função de Jost 

lj!(X 1 À) = L(X 1 À) 

e I tomando a E eco em I JR) 

tal que 

a (x) = 1 nos x € [O 1 1 J 
a(x) = O nos x ~ - 1 ou x ~ 2 

O ~ a ( x) ~ 1 y X € JR I 

considere 

1 n = l1 2, 3, .. . 

Tem-se 

e 

e nquant o 

[n] 
1jJ 

[ n] 

( ' 1 . 2 a • lJ! • 1 1\) E W CIR) 
n 

L 2 (JR) 2 

n 

1 
o 

a (x) • L
2

(X 1 À) 
n . 

dx 

+ co 

llÀX 
e 

-+ + co 

11 (JL - ÃI) 1jJ [n] 11 .!>.. cte. J an ' 
( x) 2 

L 2 (IR) 2 

- co 

ao 

de modo que pelo observação acima À E a (JL) • 

dx 

n -)-

> 

-+ o 

+ co , 
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~ 

porem À e: Pa (JL) , 

porque 

se <1> e: w1 
QR) 

2 satisfaz L 4> = >.<t> , 

então em particular 

<I> e: C 1 (JR , C) 2 

e daí 

agora, 

<i> e: L 2 QR) 2 

claramente acarreta então a = 8 = O, 

ou seja, <I> = o. 

QED 

COROLÃRIO 7 3 

S endo q, Jr. e: C0 (1R , C) í'l L 1
(JR} í'l Lro(IR), 

então 

(.{.} c.a.da. va.toJt p!tÕp!tJ.o do ope.1ta.do1t IL é. SIMPLES, ou .6e.ja., o e..6 

pa.ç.o c.oJtJte..6 po nde.n.te. da..6 6u11ç.Õ e..6 p!tÕ plt.{.a.t> .tem d.{.men-6 ão 

(.{..{.) pa.Jr.a. c. a. da. À E: c+ ('\ Pa (IL) , cj> ( • , À) e 1/1 ( • I À ) · .6 ão ÓUI1-
ç.oe.t> p!tÕ p/iia.!> de. IL a. I.> .6 o c..{. a. da.!> a. o va..toJt p!tÕpJt.{.o À 

(J_ü) pa.Jta c.ada. À E: c_ n p (J (IL } I ~( · ,À) e ~(·,À) .6 ao óun-
ç.o e.J.> p!tÕ plt.{.a.J.> de. IL at> .6 o c.-<. a d M ao va.toJt plr.ÓpltJ.o À 

PROVA: 

(i) Sendo À c €+ n· Po0L) 

e s endo <I> c w1 0R) 2 uma função própria associada , con-

sidere a solução ~(·,À) de ~S-AKNS) dada pelo Lema 9. 
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Claramente 

<:>=a · 1/1( ·, >.) + B • <:> (·, >.) 

como 

I $<x,>-> I ()Q 2-

e 

$ E: L 2 {JR) 2 I 

segue que 

ou seja, 
B = O, 

M e 
Im>.·x 

(para algum M > O, x
0 

> 0} 

4> = a · lJ! ( • , À} pa.ra algum a e: <C . 

O caso À e: c_ n pcr (]L) é tratado de modo análogo, utili 

zando o Lema 10. 

(ii), (iii) decorrem da prova da Proposição 11. 

QED 

CORO LÃRI O 14 

c.om 

e.n.tã.o 

PROVA: 

S e.ndo 

q , 1l. e: c 1 {7R , € J n L 1 {IR J 

1 
q , I }(. I E: L (1R ) 

q(x)-+ O, 1l.(X)-4 O ao 

o e..6pe.c..t1l.o pontua.e. do ope.1l.ado1l. l. de. Zakfta,'i.ov-Shaba.t 

/AKNS i .timi.tado , e FINITO (p0.6.6ivelmen.te vazio) ou 

INFINITO ENWIERÃVEL .6em po n.to.6 de ac.umu.taç.ã.o em €-R. 

Imediata do Teore ma 7 e Corolário 6, levando em an 

ta a analiticidade dos coeficientes a, ~ . 

QED 
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Pode-se mostrar ademais [15] ,Ch. S que os zeros em c+ 
(c_) de a ( À) 

'V -(a(Ã)) sao SIMPLES, ou seja, 

tem-se 

da (À ) t- o para cada >-o E: C 11 Po (]L) 
d À o + 

'V 

da (À 
0

) =I o para cada Ão E: c_ n Pa (]L) • 
dÀ 

Vale também a representação 

PROPOSIÇÃO 15 

Se. n do q , Jt e: C o IJR , C I 11 L 1 
I1R) 11 L co (JR I , 

te.m-1.> e. 

(i) pa.Jta c.ada. >-o e: C+ 11 Po(IL): 

2 

1 
-co 

onde. a(Ão) e: C e a. c.on~.>ta.nte. de pJtopoJtc.iona.lida.de. e.n-

tJte. a~.> au.to6u.nç.Õe..ó de. Jo~.>t <PI ·, Ã
0

) e. lji(·,Ã
0

), 

ou. l.>e.ja., 

(.<.i) pa.Jta c. a. da. À o e: <2 11 Pa (IL) : 

+<X> 

- 2 J ~ 1 (x,Ã 0 ) ~ 2 (x,À 0 1 dx 

-<X> 

onde. 

~(Ão) e: C ~ a. c.on~.>ta.nte de. pJtopoJtc.i ona.lidade. entJte 

a.!.> a.u.to 6u.nç.Õe..ó de. Jo~.>t ~I ·, ÀO) e: ~I ·, Ão l, 

ou. J.>e.ja., 
'V 'V 'V 

<PI·, Ão):: a(Ãol IJI(· ,Ãol · 
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pROVA : 

(i) Do Teorema 3 (iii) f (iv) decorre 

ao x-r +co, À E: c+ . 

Definindo 

w JRx C -t- C + 

por 

w(x,Ã) : 

obtém-se 

JW 
JX(x,>,) =- 2.i! cp 1 (x,>.) $ 2 (x , >.) 

e então 
X 

w(x,).) = - 2.i J • 1 ( y ' ~ ) • 2 ( y ' ~ ) dy (*) 

-co 

Para À = À o E: c n Pa (JL) I + 
tem-se pelo Teorema 3 

-2JLÀ X 
R (x À )·e 0 -+ O 

1 f o 

-2.i!Ã X 
R (x À )·e 0 -+ cdÀo) 

2 ' o 

ao x -r + co , 

de onde segue o resultado fazendo x~ +co em (*). 

(ii) Análogo, utilizando 

'V 
w:JRx€ ___... € 



dada por 

'V 
w(x,>..) 
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QED 

Considere agora o caso em que os potenciais q, r 

dependem de um parâmetro adicional t, variando num certo inter 

valo I, ou seja, q = q(x,t), r = r(x,t), x € m, t € I. As est~ 

mativas das seções precedentes valerão uniformemente (em t) so 

bre compactos f I se cada hipótese sobre q(x), r(x) for subs

tituída pela correspondente sobre q(x,t), r(x,t) com uniformi

dade (em t) sobre compactos C I. 

Ademais, se 

com 

+(lO +co +(lO +co 

I q ( x, t) I dx, Jl q t ( x , t ) I dx , I r ( x , t) I dx , } r t ( x , t) I dx 
I 

t! 
-co -co . -co -co 

uniformemente convergentes sobre os campactos C I •, . então va

l erá 

R,L € Ci(JRxixG::+,<e) 2 

"' "' C1(JR - r,.)2 R, L € X I X <e_ I \!.. 

1 
a =a (t,>..) € C (I x C+, <C) 

'V 'V 1 
a = a (t,>..) € C (I x <C_, <C) 

Seja então a família de operadores ZS-AKNS 

L(t) -

d 
i 

dx 

.ir(x,t) 

-±q(x,t) 

-.i 
d 

dx 

W 1 (JR) 2 -r L 2 (JR) 2 
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indexada pelo parâmetro tem I, 

onde , naturalmente , é suposto 

q(· ,t), r(·,t) e: 
(X) 

L CJR) 

uma aplicação 

para cada 

À J --~ C , J intervalo ~I, 

t e: I . 

é dita Qma C1
- t~aj~tõ~ia (ou simplesmente t~aj~tõ~ial de au

tovato~e~ de L(t) se ocorrer 

(i) À e: 

(ii) À (t) e Pa (L(t)) para cada t e: J 

(iii) o intervalo de definição J não pode ser estendido a um 

intervalo maior J ' C I com preservação das propriedades 

{i) e (ii). 

Como conseqüência dos resultados acima, tem-se que (sob hipó

teses razoáveis sobre q, r} os valores próprios de L(t) for

mam c 1
- trajetórias, ou mais exatamente 

TEOR EM A 16 

S e.ndo 
) 

q 
1 
~ E: C (1R X I 

1 
€ ) 

c.om 

(i) q( ·, .tl , ~ ( • 1 tl e: Lco(R) palta c.ada t e: I 

+co + co +(X) +(X) 

J !qlx,.tl !dx, J I q.tl x,.tl I dx , J I ~ti x, .tl I dx , (1"-.tl x,.tl ldx 

. 
(ii) 

-(X) -a> -(X) -(X) . 

wti6o~m e.m~nt~ c.o nv ~ltg ert-te..ó ~ ob~~ compactob C I 1 
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ENTÃO 

(i) da.do.6 -to €: r e À (j €: p C1 !IL ( .t o ) l I 

exi~.>te uma. ~nica. 
1 

C - tha.je.t5hia. de a.u.tova.lohel.> À J-+ c 

(ii) dua.l.> tha.jet5hia.~.> de va.lohel.> ph5phio.6 n~o ~.>e in.tehcepta.m, 

ou ~.> e ja., 

.6 endo 

À 

en-tão 
~(.t) v .t €: J íl J 

À j.J 
À(.t) =/= 

(iii l .6~ o intehva.lo (ma.xima.ll de exi~.>.t~ncia. J À de uma. .tha.jet~ 

hia. À 6oh a.beh.to num exthemo T que peh.tença. a.o inteh

va.lo I, 

então 

a.o .t -+ T em J À • 

PROVA: 

(i) Tem-se , se Ào e ~+ , 

a(t
0

,À
0

) = O 

) a 
-- (t 0 ,À 0 ) 'f: o 
JÀ 

onde a e c 1 (I x c+' C) : o resultado segue então ime 

diato do teorema da função implícita . O caso À 0 e ~- e a -
- 'V 

nálogo, considerando-se a funçao a. 

(ii) Se 

À 

denotam duas tajetórias distintas e m i ntervalos com in-
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tersecção 

JlJ) existe 

J À lJ nao vazia, então (p:=la maximal idade de J À' 

to ~:: JÀlJ tal que >.(to) F ~dto) . 

Se ocorresse t 1 ~:: JÀIJ com >.(tl) = lJ{t 1), o teorema da 

função implícita {aplicado a 

"' a(t,Ã) =O, conforme o caso) daria 

equaçao 

À { t) = 
a {t, >-) = O ou 

u(t) em toda 

uma vizinhança de t (' e repetindo sucessivamente este ar 

gumento valeria 

>.(t) = 11 (t) y t 

contradizendo a existência de t
0

. 

(iii) Suponha por exemplo 

À ( t) ~+ \J t e 

-Se nao ocorresse 

dist ( >. ( t) , JR) -+ O ao t -+ T em J À, T e: I , 

existiria (tn)n C JÀ com tn-+T e >.(tn)-+ -/,o e: C+; 

como T e: I, valeria a{T,>- 0) = O, de modo que 

À o e: Pcr {JL (T)) e existiria uma tra jetória 

).J J ).J -+ c 

com T e: J\J, lJ(T) = >-o. 

Pela unicidade da solução \J = \J(t) (em torno de >-
0

) 

-da equaçao 

a(t, JJ) =O 

numa vizinhança de T em I, ter-se-ia de ter 

lJ(t ) = Ã(t ) 
n n 

para todo n grande, 

de modo que Jl e A teriam de coincidir, e·em particular 

T pertencia a JÀ. 

o caso >. (t) e: c_ V t e: J >. e análogo. 

QED 

Os autovalores de JL(t) formam então trajetórias 
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-sua ves que nao se interceptam . Em geral , o numero de a utovalo 

res de ~(t) pode variar com t, ou seja, autovalores podem ser 

criados ou destruídos . Pode - se porém impor equações de evolu-

ção para q , r levando a espectro invariante [1], (3] , 
de tal forma a se prever a e volução correspon dente dos 

[4],(28], 
para-

metros descritos na seção anterior. Nesse caso, a análise de~ 

sas equações pode ser feit a considerando-se o problema (li

near) de espalhamento inverso (§4), num modo análogo ao des

crito no Capi tulo I para a equação de Korteweg- de Vries. 
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§4 - Equação de Gelfand - Levitan - .Harchenko 

Nesta seção ser& mos trado um procedime nto de rec~ 

peração das potenciais g l r a partir dos p a râme tros introduzi 

dos em §2 (espalhamen t o inverso) 1 o que é alcançado no Teore

ma 19. 

Definindo 1 nos XI s e: JRI 

( 4) J(x 1 s) -
1 
2 n 

r (L(xiÀ) 

J 

(5) 
'V 
J(x 1 s) -

1 

2n 
cl:: (x l À) -

. ( 1 ) 

tem- se pelo 

com 

TEO REMA 17 

com 

o 

Teorema 5 

'V . 
L 2 OR) 2 J(x~ · )~ J(x~ · ) e: 

X ~ J(x~·) e: L 2 (JR) 2 

'V L 2 (JR) 2 X ,.......-vi> J(xl . ) E: 

S e.ndo 
1 1 

q , 11.. c . c (JR , c J n L (JR J 

q (x), IL(xl ~ O 

" I IL' •l , e: L 1 (JR) 

ao x-r ± oo 

contínuas . 
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en:tão 

N(x , .õ) .õe .6 .?.. o 

J(x,-6) = 

( o l .õe. .6 < o 
O I 

"" N(x,.õ) .õe .6 .?.. o 

"" J(x,.õ) 

( :) .õe .6 < o 

c.om 

N, 'N e: c o (JR x [o, + oo [, € 1
2 

e 
"" N(x, .6} -+ a. o .6 -r + co 

uni6oJt.me.me.n:te. ( e.m xl .õobJt.e. c.ompa.c..:to-6 C 1R. 

Ade.maÁ...l>, 

1 . 
-- q(x) 

2 
+oo 

N(x,OJ :: 

2 
f q { yl Jt.(yJ dy 

X 

+co 
r 

I ·I q 'yJ Jt.(y) dy 
• 2 
X "" N(x,OJ :: 

Jt. ( X I 
2 

PROVA: 

Pelo Teorema 5 (i), observando que 
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+oo 

-2iÀ(x-y) 
dy q I (y) e 

q ( x ) + 

X 

1 
1 1 

= + 
t - 2i(i À) 2À(Í 

2iÃ 
+ 

L(x,>.) - () 
1 

= 

l 
2:il(± +À) 

o 2 
p c c OR X <C+' <C) • 

= - 2i À 

+ À) 

2.11Ã (y-x) 
e 

+ oo 

+ <x> 

I q (y) 
2 iÀ (y- x ) 

e dy 

X 

+ p(X,À) 

r q(y) r(y) dy 

; X 

C<iOO nll prova do Te orema 5, vale 

v À E <C+ - 0 1 v X e: 

pa ra a lguma constante 

.. IIOdo que 

M > O, 

( ) L 1 (:IR) 2 X r'- 1.- p X,• E: 

da tra nsformada de Fourier [ 4 o] f s e gue 

+"" 

p (X' s) 1 J o<x.~l - :i! ÃS d>. - e 
211' 

-oo 

co OR (t) {f -+0 ' - E: ·co (JR, €) : f (x) -r o ao 

entã o 

X -r 

]R 

± oo } 
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que 

p(x ,· ) 

com 

x ,....--v1> p(x,.) e 

ou seja, 

s up I p (X I s) - p (x I s) "I co -+ o 

s € JR 

p a ra cada 

Em particular, 

e 
p (x, s) --+ ao 

contínua , 

ao x-+ x em m.. 

X E JR . 

s -+ ± co 

uniformeme nte (em x) sobre compactos C ~ . 

Obse rvando que, para cada x e JR, 

e nos 

p(x,·) é analítica -em ~+ ' contínua em C+ 

s < o 

• 

J P (x' 

- .iJSZ ( 
o ) z) e dz ~ ao R -~ 

o 
I z I = R 

z E c+ 

segue do teorema dos resíduos que 

+co 

p (x,s) = 
J 

-i:\s 
p(x,:\) e 

_co 

= dÃ 

Por outro lado , 

+ co 

s < o 
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+co +co 

q(y) 
2iÀ(y-x) 1 I q (x 

+ _ s _ ) e dy = 2 2 

X o 
+co 

I J H (si q(x + = 
2 

-O> 

onde H denota a função de Heavyside , 

produz 

+co 

j 

+(X) 

1 [J 2iÃ (y-x) ] -jjÀs 
q(y) e dy e dÃ 

27T 
X 

- co 

Í ÀS 
c 

_ s _ ) 
2 

= 1 
2 

ds = 

i; Às 
e ds, 

H(s) q(x + ~) 
2 

pelo teorema de inversão da Transformada de Fourier [40]. 

Analogamente, 

+(X) 

:iJÀS e ds 
i =-..;:;;.__.- (À e: JR) 

1 - :i!À 

o 

dá 
+(X) 

1 

I . 2i(i

1 -:iJÃS 1 H (s) 
-s 

--- e dÀ = e 

27T + À) 2 

- (X) 

Portanto , 

+ (X) 

1 dÀ = J e -:i!Ãs 
J(x, s} = 

21T 

- (X) 



1 

2 

= 

1 

2 
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H(s} q(x + ~) 
2 

+<» 

H ( s) e 
-s 

f 
q(y} 

X 

+ p(x,s) 

r(y) dy 

de onde segue imediato o resultado sobre J(x , s) e N(x, s) . O 
'V 'V caso de J(x, s), N(x, s) é tratado de modo análogo. 

QED 

Em particular, tem-se as seguintes representações de Fourier 
. 'V 

para L(x , À), L(x, À) nos À e ~= 

+co 

CJ J N (x, 
.iJÀS 

( 6) L(x ,À) = + s) e ds 

Q 

+co 

'V CJ · J N(x,s) 
-.iJÃS 

(7) L(X,À) = + e ds 

o 

Na verdade, essas relações valem para um conjunto maior de va

lores de À, o que será importante no Teorema 19: 

LEMA 18 

(i) 

Na~ hip5te~e~ do Teo~ema 17, tem-~e 

pa4a ~ada x e R: 

L!x ,À ) = + J N(x,•l 

o 
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+oo 

[ii) 
'\, 

L [x,>.) = (J + v '\, 

N{x, é>) À E C 

o 

PROVA: 

(i) Seja , nos À E e+' 

v(>.) _ L(x,>.) - ( 01 ) - F (À) 

onde 
+oo 

I 
i ÀS 

F (À) - N(x,s) e ds 

o 

Claramente 

F E C
0

(<L+' G::) 2 

e ( : ) F/JR E co (JR, €)2 já que F(>,) = L(x,Ã) -

nos À E JR . 

Pelo Teorema de Cauchy , para cada À E C+ 

F (À) = l F ( z) dz R > 

2'1ii z - À 

onde CR e o caminho formado pelo semicírculo 

{ z E c+ :. I z I = R} e o segmento [-R, R), 

orientado positivamente. 



Em particular, nos 

v (À) = 1 o v ( z} 

2n i ' z - À 
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R > 

dz = l 

2n i 

1T 

,. v(R ei 6 ) 

Reie - À 

o 

já que por (6) v(z) = O 

O resultado segue entã o se for mostrado que 

1e 
jjR e 

\j z e JR. 

J lv(R de ~o ao R-+- + 00 

o 

ora, 

L(X,À) -

o (J M 
< --- IÀI v 

dá, nos R ~ 1: 

1T 

o 

d e 

J [L (x , R 
jje 

e ) ( ) ]~da ~ M1r __ -+ O ao R~ + oo 

l R 
o 

Por outro lado , 

1f 

( 

j I F (R e±e ) I oo de < 1 [ 
f - Rs . sene J ~ j IN ( x, s) I •• : e ds de 

, o o o 
1T +oo + 00 

J [ 1 
(2 [ J IN(x,s) 1: r2 -2Rs sen e 

~ e ds de ds = 

o o o 
1T 

f I se: a 
de · 

1 o ao R~ + 00 
= cte . --+ 

IR 
o 

o que conclui o argumento. 
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(ii) Análogo a (i), considerando 

(8} 

( 
1 

) "' "' "' v {À) - L(x ,À) -F(;\}, À E: c 
o 

onde 
+co 

"' J !i(x,s) 
- lJ.ÀS 

F (À) - e ds 

o . 

QED 

Está-se em posição, afinal, para estabelecer um 

procedimento de reconstrução dos potenciais q, r a par

tir dos parâmetros de espalhamento discutidos em §2 . 

Lembrando que, nos À E: m, 
2ÍlÀX 

R(x,À) = a(À) "' L(x,À) + b(Ã) L(x,À) e 

e supondo que o coeficiente a(À) NÃO tenha zeros sobrem, 

ou seja, 

a(À) f= O v À E: JR, 

pode-se escrever 

1 
~ b(À) 2llÀX 

R(x,À) = L(x,À) + L(x,À) e 
a (À) a (À) 

Pelos resultados da seção §2, tem-se 

1 n L 00 OR> 
a 

b 
L 1 (IR) n L 2 (]R} 

a 

De ( 4 ) , ( 5) vem 
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+<xi 

L(X 1 À) == 
( o ) 
\ 1 

+ 
r iÀS 

1
• N ( x 1 s) e ds = 

o 

== C) -1 

+ rzn S [J<x, ·d (À) 

+oo 

( ~ ) [ ~ (x,sl 
-j]ÀS 

+ e ds == 

: 

o 

== C) + & srJ(x,·)J (À) I 

onde % denota a transformada de Fourier 

5;[f] un 
1 

-
l2n 

e 

-1 s 
- 1 
~ [f] 

Te m- se então 

1 

a (À) 

+ 

o que dá 

sua inversa 

1 

<O - 12n 

R(x,Ã) = 

b (À) 

a( Ã) 

2:ilÃX 
e 

+"" 

J 
-ilE,;w 

dw=S'[f(w)] f(w) e 
ú) 

- "" 

+oo 

I 
iE;w - 1 

f(w) e dw =: S [~(w)] 
ú) 

- o:> 

+ 

+ 

(E,;) 

(U 
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- -1 ( 
1 

) 1 s [-1
-- R(X 1 À). - ] (x, 

'V 

~~ 
s) == J( x , s) + 

À a(À) o 1 

+ C) 1 S'[ b(À) 
2:iJÀx ] (x 1 s) + e 

/2; À a (À) 

+ 
c-=-lÍ?P) 
;:J La(;.) 

À 

2:i!. ÀX 
e 

-1 

S
5

[J(x,sl](x,Ã)1 (x , s) 

Definindo, nos t; e JR , 

+o;> 

n ( E; ) 
1 l b (À) :i!. À E; 

dÀ - e I 

cont 2-rr a(À) 
_()() 

resulta 

-1[ e 2iÃx ] 1 s b{À) (X 1 S) - - == n (2x + s) 
& À a(>.) cont 

enquanto 

-1 
2:iJ Àx 

-1 

(x,À)] s [ b (À) s e [J(XrY)] (x, s) 

À a(À) y 

+()() 
+co 

1 b (À) 2llÀX 
[ J N (x 1 y) 

:iJÀy 
dy J :iJ),s 

= e e e dX 
2n a (À) 

tl o 
- co 

+oo +oo 

1 l N (x,y) [ J~ llÀ(2x + y + s) 
dÀ J dy = = -- e 

(*} 
211 a (À} 

o -~ 

= 

= 



122 

+co 

= I N(x,y) n (2x + y + s) dy 
cont 

o 

onde a troca n a ordem de integração (*) e justificada p~ 

lo fato de que 

+co +<X> +co +co 

r f (À) [ I g(yl 
Í:Ày 

dy] dÀ r g(y) [ r f O I e iJÀy d~ dy e = , 
- co -<X> - oo - co 

v f, g 
2 

e: L OR) . 

Resta considerar o membro esquerdo da expressao (9): 

escrevendo , para x e: JR fixado , 

F(Ã) -

e 

nos À e: JR, 

tem- se 

1 

F e: L 2 (JR) 2 I 

e 
(€) 

F --+ F 

de modo que 

R(x,À) -

1 para cada e: > O 
1 - jJ e: À 

(e:) . 
F e: L 1 OR) 2 n L 2 (JR) 2 

ao e: \ o em L 2 (IR) 2 I 

em L 2 (JR) 2 • 

Para c ada e: > O dado , 
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Í),S 
F{>,) e dÃ -t- o ao R-r+ co 

l - i c À 

À e: c+ 

1"1= R nos s .2... o I 

de modo que 

+co 

l -1 ~ (e:) ] 1 I F( d 
:i! ÀS 

$ F (Ã) (s) = (À) e dÀ = 
j21T 2n 

À -cn 

R 

1 f p(À) 

i! ÀS 
1im 

e d À = = 
2 n 1 - :iJ c À 

R-+-+ co 
-R 

1 f 
:llÀ s 

lim F (À) e 
= dÀ 

21T 1 - :i! c À 
R-+-+ co 

CR para s .2... o 

De (8) resulta pelo Corolário 2 que a equaçao 

À e: <C+ 

t em um número finito d ~ O de zeros, todos em ~+' de

notados por 

À 2 1 • • • 1 À 
d 

que sao os autovalores em ~+ do ope rador ZS-AKNS. 

Portanto , para cada R> max n >..11 I I À21 I ••• I I Àdl} 

tem-se pe lo teorema dos resíduos 

1 

2n 
f F(Ã) 

:ilxs e 
1 - ± c: À 

l 1 [-1 R(x, À) J a (X) 
= 

· 2n 

CR 
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±l,s 
e d Ã * = 

1 - ± e: À 

d 

L 
1 

ÍÀ s 
e k 

= i R(x, Àk) 
da l - .i! e: Àk 

( Àk) 
k=l dÀ 

Faze ndo ' O, obtém-se e ntão o 
e: -\- nos s 2.. 

-1 C) J 
1 s (X 1 S) ~ R(x, Ã] - = 

I2"TI" ) 
À 

d 

~ 1 
:i!À s 

= í L 
R( x , Àk) e k = 

da (À ) 
k=l dÀ k 

d 

L :i! À (2 x + s) 
= :i! ck L (_x, Àk) e k 

k=l 

onde 

( 
+co 

a, r ck 
.il 

r 
ljlí(s,Àk) ljlz(s'Àk) -

2 
c 

- ex> 

Pelo Lema 18, resulta então nos s 2. o 

-1 1 

) 1 s ~1 R(X,À) ( ] (X I s) = -
r.ç.;- À a(À) o 

+oo 

( o ) n (2x + s) -
J 

N (x,y) nDISCR(2x+s+y) dy 
= DISCR 

l . o 



( 10) 
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onde 
d 

n ( ç;) - - i ) -
DISCR 

( t; E: :R) , 

k=1 

entendendo-se n _ O caso d = o. 
DISCR 

A expressão (9} dá então , nos s 2... O, 

+co 

I N ( x , y ) n ( 2x + s + y) éty = 
DISCR 

n (2x + s) -
DI SCR 

o 
+~ 

'V (01) = N(x,s) + I N(x,y)n (2x+s+y) dy 
cont 

o 

n ( 2x + s) + 
cont 

ou seja, 

chamando 

nU;>= n (t;) + n (0, 
cont DISCR 

tem-se, nos xe: JR , s ~ O, 

'V 
N(x,s) + fl(2x + s) + 

+ oo 
~ j N (x,yl 

o 
fl(2x + s + y) = ( ) 

o 

o 

Ana logamente , partindo da r elação 

'V 'V 'V 'V -2 .lJÀX 
R(X , À) = a (Ã) L(x,À} - b (À} L(x , À} e À e: JR, 

e supondo 

'V v À ( 11} a (À} =f o E: JR , 

obtém-se nos X E: JR , S ~ o t 



(12) N(xfs) ( ) + 
o 

onde 

'\.. 1 
n (E;.) - - -

2 1T 

'\.. '\.. 

sendo À f À f 
l 2 
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+ o:> 

'\.. 
n(2x + s) + J N' ( x ,y) '?í( 2x+s+y) dy = (: ) 

o 

'\.. 

+o:> d 

- :il>.~ \ 
'\.. 

'\) -:i!>. E;. p(~ e d>. + :i!. L ck e k 

~(À) 
-o:> 

• • • f 

'\.. 
À'\.. 

d 

+ o:> 

2 (L 

k=1 

'\.. 

os zeros de a ( >-) f 

'\.. '\.. . '\.. '\.. 
tjJ (yfÀ )ljl (y,Ã) 

l k 2 k 
dy 1 k=lf2 f• ••fd • 

)

-1 

Em termos das funções 

2N(xf 2y) 

'\.. 

B+(x , y) 
'\.. 

2N(x, 2y) 1 
'\.. 

- 2 n (2E;) I 

os resulta dos acima se escrevem 

TEOR EMA 79 

Sendo q , Jt e: t.aib que. o-b c.oe.6ic.ie.nte.-b de e.-6-

pa.tha.ment.o a.(>.), ~( >.) nã.o .têm z e.Jto -b REAIS, e. t:e.ndo ( na. 

no~a.ção de. §2) 

+ o:> d 

( E; ) I Wl 
2i;. u:; 

d>. 2i.J. [ c 17. • 
2-iL>-kE;. 

n -~ 
e. 

e. 
-+ 1T 

fz = 1 

- co 
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+oo '\-
d 

(llil 
"' 

"' 
-2i )...E; [ "' - 2-<.Ã kf: 

n + ( r; l - - -- e. d)... + 2.<. Ck·e. 
1T 'k (À 1 

< 
k=1 

-09 

onde. 

)\ 1 ' À 2 ' . . . ' Àd .6 a. o 0.6 a.u..tova.tolte..6 e.m c de. (ZS-AKNSI 
+ 

"' "' "' 
À 1 ' À2 ' . .. , À 'V .6 ao 0.6 a.u..to va.toJt e..6 e.m c de. (ZS-AKNSI 

d 

e. 
+00 

ck 
..c ( Jw 1

1z,A kl tjJ2 (Z , Àkl dz r k 1,2, ... ,d 
-

= 
2 

-oo 

+oo 

( yl "' ..(!. J ~ ~ "' "' "' 
ck - ljJ 1 (z,xkl 1jJ2(Z , )...k) dz , k = 1, 2, ... , d , 

2 
-00 

ENTÃO, pa.lta c. a da X. e: 1R , 

"' 2 2 
e.x.i.6.te.m J.>o.tu.ç~e.b B+(x. ,· l , B+(x.,·,l e: L (o ' + oo) 

do paJt de. e.q u.aç.o e..6 

+ <Xl 

( 

0

1 ) 

B + ( X. I y.l + 

' ~ n j Íí ,lx+y+ zl "' B + ( x. , zl dz 
o 

o 
+ <t> 

I o,lx+y+zl B+(x., z) dz ~ () 
o 

( 
.01 ) ~+(x. , y) + n (x. + yl + 

+ 

X. c 1R , lj ~ o 

(GELFANV - LEVITAN - MARCHENKOI 



12.8 

ta.i .6 que. 

'V el 2 

(i l 8+, 8+ e: C0 (IR X 1R+' 

(o ) 'V ( o ) 
(iil 8+(x,y)+ , 8+(x,yl+ 

o o 
a.o y -+ + "" 

uni6oAmem e. n~e. (e.m xl hobAe. compa. c~o.6 C 1R 

+co 

( 

-q ( x) 

. r:(zl JL( z] dz). 
(iii) =(Jxq(zl 

-A( x) 

A ( z) 

X 
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§5 - Método de Espalhamento para a Equação de Sine 

Gordon 

-Nesta seçao, a teoria de espalhamento dese nvolvida 

nas seçoes anteriores será utilizada para e laborar um processo 

de construção de soluções u(x, t) da equação de Sine-Gordon 

( 13) 
u = s en u , u real 

xt 

X E: JR, t > 0 

com a condição inicial 

(14) 

onde 
U 

1 
c ' é suposta tal que permita u ( x, t) evoluir 

na classe estabelecida pelas condições abaixo: 

(Cl) u E: c2
(JRxJR+,JR) 

(C2) pa ra algum p ar de inteiros l, m, 

vale 

u(x, t) ao 

u(x, t ) 21rm ao 

uniformemente (em t} em cada 

(C3} 
ao x --t- ± oo 

X-+- - oo 

x-r+ ro 

[o I T] 

para cada t ~ O fixado 

+()O o 

(C4) Jl u(x,t) - 2ntl dx , J lu(x,t) - 2oml dx 

o -oo -oo 

uniformemente converge ntes em cada [o I T] 
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(C5) r 
I u ( x 1 t) I dx 

XX 
~ 

convegente 

para cada t > O fixado . 

chamado [2] 

q(x 1 t) = 1 - --
2 

u (X I t) 
X 

considere (para cada À e: <C- 0) o sistema ZS-.7\KN S 

(15) v = JX 
(r = -q) 

onde V = V(x, t
1 

). ) é suposta evolu ir conforme [2] 

(16) 
J 
Jt 

v ::: 

[

cosu 

senu 

senul 

- cosuJ 

v JBV. 

A equação (13) torna (15) 1 (16) compatíveis e faz valer 

onde L e o operador correspondente a (15) , ou sej a , 

d 
dx 

-q 

L = :il 

d 
- q - --

dx 

e 

o 

o 
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t esperado então do formalismo de Lax (28) que o espectro de 

L ~ L(t) seja inva riante com t, o que motiva o raciocínio heu-

rístico a seguir. 

considerando as funções ele Jost de (15) 

cj>(x, t; À) = R(x, t· I À) e 
-:i!ÀX 

"' 

:iJÀX 
1jJ(X , t; À) = L(x, t; À) e "' 

"' "' ltÀX 
cj>(x, t; À) = R(X 1 t; À) e "' 

"' "' -itÀX 
cj>(X, t; À) = L(x, t; À) e rv 

introduzidas em §2, 

tem-se, nos À € ~' 
'V 2itÀX 

R = aL + bL e 

e na hipótese de se ter 

( l ) 

o 

( o ) 
1 

( o ) 
l 

() 
o 

cj> = c V, c = c ( t , À ) , 

decorre 

at~ + a~t 
2:iJÀX 

+ bLt Rt = + btL e 

ll:\X jjÀX ct 

= ctV e + cVt e = 
c 

ou seja, 

ltÀX 
e 

2l!Àx 
e 

R + JBR 

= 

ao x~- co 

ao x --+ + co 

ao x~- co 

ao x~ + co 

- ct "' 
2±ÀX 'V 2:iJÀX 

bL e + a JB L + b e JBL -- aL + 
c c 

Fazendo-se + cor 
obtém-se então / em vista de (C2), 

+ 
c 
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c 

de onde resulta pela invariância do espect ro 

-:i! 
c, 

2À 
b, = o. 

Em particular, R(x, t , À) e esperado evoluir conforme 

R = (18 7) R. 
t 

'\, '\, 

Tratando L, R, L de maneira análoga, resulta 

AFIRMAÇÃO 20 

Sob ai.> c. o n diç_Õ e.-6 ( C 7) , ( C 2 ) , ( C 4 ) , 

.te.m-.6e., .6e. u .6a..ti~.>6az (73), 

(.<.) paJta c. a da À e: "€ - o: 
+ 

R.t 13R 
.{. 

R -
4À 

L.t JBL + 
k L = 
4À 

(.{..{.) paJta c. a da À e: ~ o: 

'\, '\, k 
'\, 

R.t JBR + -- R 
4À 

'\, '\, k '\, 

L.t · = JBL L 
4À 
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R = 

133 

De §2 sabe - s e que R satisfaz 

X 

+ 

o 

-q(y , t ) 2iÃ(x-y) 
e 

q(yft)l 

j o 
R(yf t; ).)dy 

(x e: JR1 t > O f À e: <C> + 

de modo que Rt s a tisfaz 

X 

+ 

2 iÃ(x-Y) 
e 

2.i!Ã(x-y) 
e 

qt(yft) 

o 

cuj a solução e única no espaço 

w - {w e: C 0 (JR f 

2 L co OR <C) ú) E: 

tendo-se Rt f IBR- :il R w. E: 

4À 

R ( y f t ; >. ) dy + 

Rt ( Y f t ; À) dy f • 

) 
2 

} I -

:i.! ---R 
4À 

o r esultado decorre e ntão do fato de queiBR 

satisfaz (*) 
1 

o que pode ser visto após sucessivas inte-

· grações por partes . 

As demais equações têm prova análoga . 

QED 
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Decorre daí , por um raciocínio similar ao acima, 

AFIRMAÇÃO 2 1 

.t e.m- .6 e. 

l -i. ) al.t, À) = a I O, À) À e: ~+ , v .t ~ o 

'\, '\, 

~- , v alt, À) = aiO, À) À t: .t ~ o 

1-i.-i.) palta c. a da >.. E: JR - o: 

bIt, À) b (o, À) 
-k.t/'lÀ 

= e. v t ~ o 
'\, '\, 

À) 
i:.t/'/.À 

b ( .t, À) = b (o, e. 

Em pa1t.tic.ula1t, o e.J.>pe.c..tlto de. R inde.pe.nde. de. .t. 

Para cada autovalor Àk €: <C+, existe ak e: c 1-
(JR+ I <i:) 

tal que 

cj>{x, t; Àk) = ak ( t) \jJ (X 1 t; Àk) 

v t ~ O, 

tendo-se então (sendo ;) I 0t > 

i + = 

ak 2.i!Àkx .i! 2.i!Ãkx 
= --R + ak JBL e + (X kL e 

(X 4Ãk 
k 

o que fornece 

JCtk - :il -- = (Xk 

Jt 2)..k 



Analogamente , 

j é'í 
k 

= 

para cada autovalor 

"' 
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"' (l 

k 

onde ak(t) é a constante de proporcionalidade entre as 

autofunções 

Em vista da Afirmação 21, 

decorre en tão que 

onde 
+oo 

ck (t) 
.il ( r ~. (y, -
2 

" -oo 

+oo 

t; 

"' i! ( I ~. (y, ck (t) - ---
2 

- oo 

Àk) IJi (y, t; 
2 

Àk) dy r· 
"' "' "' dyr· t; Àk) 1/J (y I t; Àk) 

2 

Reunindo os resultados da seçao anterior , resulta então 

PROPOSI ÇÃO 22 (ESQUEMA PARA SOLUÇÃO VE ( 731, ( 7411 

Seja U 
1 

u(x, t i pa~a o p~oblema 

u xt = -6 en u 
(-x e: 7R., :t.?.. OI 

-6at-ü6aze ndo (CTI- (C51 , com o coe6-tc.i.el'l:te d e. e~.>palhame.n:to 
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a( Ã) - a( O, À) .6e.m ze.JL0.6 tU!. ai.6 , 

e. -6e. ja +e>o J il Z.i..XE;. 
Lt 

J b(O,ÀI 
-- + 

L 
--+ Z.i..Àkt; 

n+(E,;,tl - e. 2À dÀ - Zk Ck.(O) e. ZÀk 
Tf a (O, À J k=1 

-00 

(E,; e: JR, t ?..01 

onde. 
~>ão o~> au.tova.toiLe.-6 de.1L(OI 

e. 

k.=1,2, ... ,d 

-oo 

ENTÃO 

u. ( x., ti ê únic.a , 

1> e.ndo dada potr.. 

u.(x., "ti = - B(x., O, ti 

ortde. 
patr..a c. a da X. e: 1R , t ?.. o, 

B (X, t) - - h o.tu.ç.ão L 2 (O, + 00) . 
I 

e. a u.nic.a e.m 

-da e.qu.aç.ao 
+00 +00 

B(x,y,.t) = n;tx+y,.tl -

I 
Jn:(x+y+z, .tl n+(x.+z+~.:.,.tl 8{x,.6,t) d6 dz 

o . o 
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\~~L 

) 

<( ( x, '\~ ) L 
1 

( )..~ J I 

( 

( ' ~ y I \ j 
J 

Se ( I) 
~ d~\ r (\v'-0) _. L~""\~ J ~,~ l. y,~,_, 

eu. li.-
~ ,.\· v·IJ 

,,.(,,;;~ ( #' ::) ) < Ú O, " ' ) i ' 

r~ llf.(Nw.. '2. L~ vvA 1i · ~~ 

+IA ,-,.~ 

[~r\ j 
__., 

ds "( cP (S) .J2 (xn+~ ) 
-t :z· 

o 

[!.,) 
-+~ 

t 
.....:) 

Jl ()(-+~ t.SJ p ('i) c.ls "' 
-t 

1 
+ 

O.:>..t I ti'->AÜi f l. Uv- cL c.(.~ \ 

\'IA-~r J.., .Q)M c o 1 tOJ [ I 

.j'..t)J 

J I ~{Y) {2 J'j 
c 

+~ -~._:0 

.v 

( ~ · ) j I 4;2 c)) I z J ~ 
o 

J J2 ./ X f ~ -< S ) q;~ (.s') d;
2

..._. (':1) J ~ ~ d ~ 
o 
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pROVA: 

~oorre do Teorema 19 , observando que 

p a r a r = - q real , t e m-se 
,. --

* - R (x 2 I 

'\, 

* R2 (x, >J = Rl (X I À*) v À c c 
'\, 

* L
1 

(x, À) = L
2

(x , À*) 

'\, * L (x, À) = - L (X I Ã*) 
2 1 

de modo q ue 

'\, * 
Àk == Àk k == 

'\, 

l, 2, d = d . . . , 

á (À) = a*(Ã *) y À e: € 

'\, v b {À) :;::: b*(À) À cJR 

'\, * 
ck = - ck 

e em particular 

= -

A unicidade resulta d e Ablowi tz [ 4] . 

QED 

· v 
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-tw 
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\ 

c 
'-· 
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I ? 

() 
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4, ~ tj: .:: o 
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CAPÍTULO I I I 

ESPALHAMENTO ASSOCIADO AO SISTE!-ffi DE SlliNIZU-NADl\.TI 

§1 - Introdução 

Nesse capítulo 1 será apresentada a teoria de espa

lhamento associado ao problema de autovalores 

{SW) 
dl)J 

À A{x)l/J = 
dx 

A {x) -

- .i! 

-q * { x) 

l q {x) 

tendo em vista sua aplicação ao problema de Cauchy nao linear 

+ ( q ) = o 

XX 

q{x 1 O) = Q
0 

(x) 

num P.squema análogo ao do capí tulo anterior . O potencial q 

suposto satisfazer 

( ,{_ ) q e: c2 (R, ~) (1 L 1 (R) 

(.{.,{_) q(x) -r o ao X -+ ± ClO 

(.i..i..i.) q X c L 1 (R) n L""(R) 

(,{_v) q x.x e: L 1 
(R) 

~ 

e 
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sendo o problema. de espalhamento de (SW) para essa classe de 

potencial analisado em §2, §3. · A invariância do espectro quan

do q satisfaz a equação dife rencial acima é estabelecida em §4. 

A análise do problema inverso de espalhamento, apresentada e m 

§5, conduz à elaboração de um método exat~ de solução para o 

problema de valor inicial acima quando o perfil conhe cido Q0 (x) 

permitir que a solução q(x , t) evolua consistemente com as con 

diçÕe s (i) - (iv). Esse método é apresentado em §6, sendo apl~ 

cado para a obtenção de 1-solito"ns seguindo Shimi zu- \vadati 

[ 34] . 
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§2 - Teoria de Espalhamento 

Nessa seçao e na segui~te1 sera desenvolvida a 

teoria de espalhamento para o sistema (SW) I em estreita analo 

gia com os sistemas (ZS-AKNS) considerados no capítulo ante

rior. O problema inverso é analisado em §5. 

Para o sistema (SW) 1 considera-se as soluções de 
1 

Jost 

e 

= R(x, À) 
- .iJÀX 

e 

~ ~ ~ÀX 
~(X 1 À) = R(x 1 À) e 

1jJ (X 1 À) 

~ 

ljJ(x, À) 

= L(x 1 À) 

'b 

= L(x , À) 

:ÚÀX 
e 

-.iJÀX 
e 

~ ( _: ) 
ao x-+ - co 

:ÚÀX e 

.iJÀX 
e 

ao x-r + = 

-.:iJÀX 
e 

sendo q E L 1 -()R) n C0 (JR 1 <C) , isso equivale a considerar 1 para 

cada À E C+ , os problemas 

R(x , À) = 
(Rl) 

-co 

R ( ) C o (JR <P) 2 -r. L co (JR_) 2 
•r À E r\!.. 11 

q(y)] 
R(y,À) dy 

o 

A i!. h ~ ~ (- O ) e j u.!:d .. i fi i c. a. da. p e.. i!. o Te. o Jc. e. ma. 2 a. b e.gu .. ()~. 
e.b c.o a. - 1 
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( R2) 

"' ( R2) 
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+ "" 

L(x, À) = 

X 

€ co(JR , <C) 2 nl""(R )2 
+ 

'\, 

L(x, À) == - À 

2.iJ>. (y-x)] -q (y) e 

o 
L (y , À) dy 

-2.iJ J. (y-x) 
e 

q(y)} 

0 

L<y, Ã> à:! 

O. esque ma ite rativo usual de soluçâo desses problemas forn e ce 

TEOR EMA 

Se.ndo q t: C
0

(R, €) n L 1 (JRJ 

e. +"" 

f I q ( Y l I dy 
.· 

e.ntão 
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( ; ) pa "a c. a da À c C b 0 (R 1 ) (R ) d "" ,._ + , 0-6 piLo .{,.e.n1a-6 , 2 a m-<...:te.m uma 

(-ti) 

ü n.i c. a -6 o i!_ uç.ã o , 

~en.do-.6e ade.mai-6 

R, L (: c o (R X € + , c) 
2 

R{x , ·), L(x, · ) an.allt-<..c.a-6 e.m C+ pa!ta c.ada x c R 
e 

IR{x, À) I < 
(X) 

jL(x, À) I s.. 
(X) 

palta c.ada À c ~-' 

Ün.-<..c.a .6o.tuç.ão, 

·.:ten.do-.6e ademai-6 

'\.. '\.. 

0-6 piLobl ema-6 (RI), (R2l admitem uma 

'\.. '\.. o 2 
R , L c C (R x a _ , <r ) 

'\.. '\.. ~ 
R(x, ·), L(x, ·} a.na.l.{.ti.c.a.ó e.m C pall.a c.a.·da. x c IR. 

e 

'\.. 

1 L(x, À) 10) 
v X c R, 

'\.. '\.. Da uniqidade da solução de (Rl) 1 (R2) 1 (Rl) 
1 

(k2) resulta e m 
particular 

TEO REMA 2 

Na-6 h-<..põ.te-6 e.-6 do T eo~te.ma 1, .te.m--6 e 
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X E: 1R, ), E: € 

- 'V 'V 
Nos À c JR 1 existem as quatro soluçoes tj> , tj> 1 $ , tJ• do sistema (S~v) 1 

tendo-se por exemplo $ 1 ~ linearme nte independentes . Em partl 

cular 1 
1 

'V 

cf>(· 1 À) = a(À) lJ!{·, À) + b(Ã) ljl(· 1 À) 

4>(·1 À) 
'V 'V 'V 

= - a(Ã) 1Ji(· 1 À) + b(Ã) lji{ · 1 À) 

para a(À) 1 b{À) 1 

'V 
a (Ã) 1 

!V 
l5 ( À ) c <1:: , de onde 

( 1 ) ( 
o 

) 4> (x 1 >.) a (Ã) 
-iJ ÀX + b (À) lJÀX + o ( 1) = e e 

o 1 

( 
o 

) ( 
1 

) 'V 'V lJÀX 'V -iJÀX 
<j>(xl À) -a (À) e + b (À) e + o ( 1) 

1 o 

ao x-r + CX) 

Observando que o Wronskiano de duas soluções quaisquer de (SW) 

~ 

constante resulta en tão e em XI 

w [4>Cx~ À) I lJ!(xl À)] = 1im .w [ cj> (X 1 À) I . lJ! (X 1 À)] = a c À> 

X-r+ ex> 

'V 'V 
À)] 

'V 'V 
À)] 

'V 

w [<I> (x 1 À) 1 lji(X , = lim H [<!>(X 1 À) 1 lji(xl = a (À) 

x -r+ O> 

A notaç~o aqui e coe~ente com [34]. 
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e 

l = lim 
'\, 

w[4>(x ,À), <Hx , À)] = lim 
'\, 

w[$(x , À), $ (x, À}] = 
x-~-oo x-+-..- oo 

= a (À) 
'\, 

a (À) + b (À) 

ou seja , 

'\, '\, 

( l) a(À} a(À) + b(À) b(Ã} = l 

'\, 

Em particular, a (À), a(À) podem ser estendidas analiticamente 

via 

a(À) _ W[ 4> ( • , À) , IJ! (· ,À)] = R
1 

(x,À) L 2 (X,À) - R2 (x , À) L 1 (X, À) 

v À E: ~+ 
'\, 

a (À) 
"' '\, 

- W[$(• ,À) I 1j!( • ,À)] = 
'\, '\, 

R
1

(x,À} L
2

(x , À) 
'\, 

R2 (X I À) 

v À e: €_ 

Do Teorema 2 vem 

a* (À*) = * * * * * * * * R {x, À ) L (x, À ) - R (x, À } L ( À ) 1 2 2 1 x, = 

= 
'\, '\, '\, '\, 

R
2 

(x, À) L
1 

(x , À) + R
1 

(x , À) L 2 (x, À) = 

= 

enquanto 

b (À) lim R (X 1 À) 
- 2iJÀX 

= e 
2 

X-+- + 00 (À E: JR) 

'\, '\, 2i1Àx 
b (À) = lim R 1 (x, À) e 

X-+- + 00 

forne ce 
'V 

b* (À) = b(À) 
y JR . 

De (l) resulta 

( 2) + = l À e: lR 
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Vale então 

TEOREMA 3 

Sendo q e: C
0 

("R, €) n L 1 (R), 

tem -L> e 

( ,t) "' "' o a, b, a, b e: C (JR, €) n L co (JR) 

a e: an.a.tZ.t-tc.a. em € 
+ 

(-tL<.J "' a e: an.a.tZ.t-tc.a em € 

O comportamento assint ótico das funções de Jos tao 

x ~ ±co pode ser estudado como no Cap . 2 (Teorema 3), obtendo 

se 

TEOREMA 4 

1 
S e.ndo q e: C o (JR , €) n L (R) , então 

( ,t) ao x -+ - co : 

R(x, À) = () 
o 

+ o ( 1) , À e: e + 

uni6o~memen.te {em À) 6ob~e c.ompac.to6 C 

L (x, À) = o(1) , 
1 

+ o ( 1 ) , 

À e: € 
+ 

À e: 7 

T 
+ 
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u.n.<.. 6 o Jtm e.m e. nt e. (em À ) .60bJt e. c.ompa c.to ,!) c c+ 

'V e.-2-<..Àx. 
Ll(x.l À ) ;: b (À) + 0 ( 7.) 1 À e: R 

u.n.<.. 6 o Jtm e.m e n.t e (e.m À) .6obtte. c.ompac.to.6 c R 

L2 ( x.l À ) = a(À) + 0 ( 1 ) 1 À E: e 
+ 

u. n.<.. 6 o Jtm e. m e. nt e. ( e.m À ) J.>obJte. c.ompac.to.ó c ""f+ 

'V 'V c Ll(x.l À ) = a(>,) + o ( 1 J À e: I 

u.n-<..6oJtme.me.nte. ( e.m À J ~.>obJte. c.ompac.to.ó c € 

't 2(x., À J = o ( 1 J , À e: (f -

u.n.<.. 6 o Jtm e.m e. nt e. (e.m Àl .6obtte. c.ompac.to.ó c € 

(.<...<..) ao x.-r + 00 

L ( X. I À J = ( ) + o ( 1 J I À E: €+ 
. ' 

u.n.<.. 6 oJt.me.m e.nte. J.>obJte. c.ompac.to.ó c € + 

( 
1 

) 'ttx.l À J = + o ( 1 J À E: c , 
o 

u.n.<..fioJtm e.me.nte. .óOblte. c.ompac.to.ó c c 

Rl(x.l À J = ct(X) + o ( 1 J I À E: € + 

u.JÚ 6 o Jt.m e.m e.11t e .óObJt.e. c.ompac.to~.> c T 
+ 

R2(x.l À J = o ( 1 ) I À e: € 
+ 

u.n-<..6oJt.me.me.nte. .óOblte. c.ompac.to.ó c c+ 

I R2(x. l À} b (À J 2kt,x. 
+ o(JJ À 1R 

J 
= e. I E: 

f , .. 
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un.<. 6 o 11.m em e 11.t e ~.>ob11.e c.ompac..to~.> c R 

'\, 

R 1 (X I À) = o ( 1) ), e: c 
::-

u11.<. 6 o ll.m e.m e.nt e ~.>obll.e. c.ompac.toJ.> c € 

'\, '\, 
e.-2~ÀX R ( x, À) = b (À) + o ( 1 ) À e: 1R 

1 

urt.t6ollme.me.n.t e. .60bll.e. c. o m p a. c. .to .6 c JR. 

'\, 

R (X , 
2 

À) = -
'\, 

a( À) + o ( 1) À e: € 

urt.<.6ollme.me.nte. 60blle. c.ompac..to.6 c T 

Para o problema inverso (§4), é preciso estudar o comportamen 

to das funções de Jost para IÀI grande . Examinando a prova do 

Teorema 5, Cap. 2, observa-se que pode ser estendida mais g~ 

ralmente a sistemas da forma 

'!' ' = (À D ( x) + B ( x) ) 'l' 

onde D e matriz d.<.a.gonal, o que corresponde aqui a mudar a va 

riável dependente em ordem a diagonalizar A(x) . 

Em tudo que s egue nessa seção , será suficiente que o poten

cial q satisfaça (i), (ii), (iii), (iv), §1. 

Considere por exemplo a função de Jost $(x, À) , 

nos À e: ~+ : escrevendo 

-j; q (x) 

~ (x, 
1 À) À) = JF (X' 

1 + <!> ( x) * -q (x) j; 

onde 

Jl + 
2 

<!> ( x) - I q ex> I 
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i: H ) ( x) + q ( x) 
11 

q (x) 
1 2 

~ JF(x,À) = 
dx 

JF(x,À) 

onde 

q (x) -
ll 

q ( x) -
12 

l 

2<1>(x ) (1 + <ll(x)) 

2cll(x) (l + cll(x)) 

tendo- se ademai s de 

q (x) 
2 1 

* q (x) 

F(x , À) = 1 

2 cll ( x) 

-jjÀ<I> (x) + q (x) 
2 2 

- :iJ (1 + <t>(x)) 

cj>(x , À) 

- :iJ (l +<!>(X)) q (x) 

que 

JF(x, À) rv 

Escrevendo 

( 
o ) 

-:il 

- :iJÀ X 
e ao x-r - co 

F(x , À) = JR(x, À) 
- i! ÀX 

e 

tem-se então 

d 
-JR(x À) = 
dx ' 

q ( x) 
21 

q ( x) 
12 

.iJ À ( 1- <1> ( x) ) + q ( x) 
22 

(x, À) 
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com 

o 

JR(x , ).) ~ ( -± ) ao x -+ - oo 

o 2 1"\ 2 
ou , equivale nteme nte , para JR( . , À) t: C OR , <C) 11 L00

(JR_) : 

X 

( 2~À(x-y} 

) ql2(y) e e 

- oo 

+ 

X 

- oo 

onde 

( 
JRl 

) JR -

JR2 

X 

Q . . (x) r q .. (y) dy --)_ J J l.J 
-oo 

X 

E: ( x) - .f (l - <I> ( y} ) dy . 
-oo 

Em particular, chamando 

S(x, Ã) _ JR(x , Ã) e 
-iJ ÃE: _ (x) 

tem-se 

I 

I 

1 
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X 

(*) S(x, À) = ( _: ) e
022

(x) +.f E(x ,y; À) S(y, À) dy 

onde 

E(x,y; >..) -

q (y) 
21 

o 

Q22 ( x) -Q22 (y ) 
e 

-ro 

0 11 (x) -Q11 (y) 

ql2 (y) e / e -2±>.. (x-y + e _ (y) - e_ (x)) 

o 

Pela análise de §2, Cap . 2, e natural esperar 

S (X, À ) = S ( Ó ) (X) + + S ( 1) (X, À) + 0 ( À
1
2- ) 

ao >.. -r ro em <!::+ 

obtendo- se de {*) como candidatos 

( 1) l 
S (x,>..) = -

2 

onde 

g (y) -

s(O) ( x) = 
eQ22(x) 

X 

Q
11

(x)[ Q
22

(x)"' 

1
. 2±>..(x-y+t: _(y)-e_(x)J)-

e e q 12 (x) - g(y) e dy 

' 

~ [ 

Q 2 2(x) 
e 

Q22 (y) 
e 

X 

.I 
- co 

q (y) ] 
1 2 

-CX> 

e: 

Q ll(y) + º22 (y) 
e dy 

c o OR, ~) n L 
1 

(R) 
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'V -Q ll (y) 
c l OR, n L 1 (]R) ql 2 (y) - q 1 2 (y) e c G::) n L oo OR> 

I~ <y> 

'V -Q 22 (y) 
c

1 OR, n L 1 OR) q (y) - q2 1 (y) . e E: €:) n L 
00 OR> • 

2 1 

Para a prova, seja p(x, Ã) dada por 

S(x, À) = S(O ) (x) + + S(l) (x
1 

À) + p ( x , À); 

então de (*} p (X 1 À) satisfaz 

(**) p (x, Ã) = p (x, À) + 
o 

X 

r 
) 
-co 

E(x, y; À) p(y 1 À) dy 

onde p (x
1 

À) pode ser calculada a partir de (*), obtendo-se 
o 

afinal que 

M v X E: JR, 

para alguna constante 

~ - o + 

M > O. 

O esquema iterativo usual de análise da equaça o de Volterra 

(**) fornece então 

onde 

c sup 
X C JR 

M 
. e 

'V 
c·M y X C JR , 

Q22(x)J 
+ e 

Ãc<I: -0 + 
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"' M 

R(x 1 À) = 

fornece 

f 
- co 

i!Àe (x) 
e -

1 + 4l ( x) 

152 

+ 

[ 

q ( x) 

il ( 1 + $ ( x) ) 

i!À(X- e (x)) 

il(l + $ ( x) )] 

S(x, À) 

q* (x) 

~- (x) 

~(x 1 À) e = ( i (1 ~ $(x))) e + 

q (x) 

q (x) :i! 

1 + <I> ( x) ( 
v (x 1 À) ) o ( ~) 1 

1 

+-- + 
2À q* (x) 

il 
v

2 
(X 1 À) 

1 + ~ (x) 

ao À -+ co em G:: + 1 

onde 

a relação o ( 1 ) v ale. uniformemente nos x e JR 

7 
e 

~ ( x) 1 v 
1 

(x 1 À) 1 v
2

(x 1 À) sao dadas por 

X 

~ ( x) - Q 2 2 ( x) = .f q22(y) dy 

-co 

~- ( x) -1 

v (xl À) - e ·q (x) <I> ( x) + 
. 1 12 
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-<. ( 1 - $ (X)) 

-.{. "A(X +E:+(x)) ~( Q * ( x) ) - ~ ; ( x) 

IJI(x, "A ) e. e. 

( 
w ( x, ~) ) o ( 7) 1 

+ B ( x) + 

À w
2 

( x, À) 

a. o À -t- (X) e.m G: + 

( 
-h-(1- 4>(x)) 

) 'V 
-h, À(X -E:_(xll q* ( x) ll~{xl 

·<j> (X I À J e. = e. 

- 1 

( '(í (X' À) 

) o( 7) 'V 1 

+- B ( x) + 
À ~ ( x, À) 

2 

a. o À -+ 00 e.m € 

"' .iÀ(X + E+( x) J ( ) 
1/l(x , À) e. 

= 4 (1- 4>(x)) 

q ( xl 

( ~ 1 (X, À J ) +o ( 7) 'V 

+- B ( x) 
À ít

2
(x, ÀJ 

a. o À -+ (X) e.m "t 

onde. 

J 1 + 
2 

4> ( xl - I Q (X J l 
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l1 (X} -

I X) -o 
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X 

c ( x) - ( 1 - 4> ( y)) dy 

-go 

+go 

r 
c I x. l 

I 
I 1 <~>ly)}' dy - I 

-
+ . 

X 

X. + oo 
( 

1 
I 

a I yl dy ll+lx.l : I 

) Q _.., X. 

[ qx.lxl 1 - 4> ( X.} 

--
2 q I x.} 4> ( X. J 

ll_lx) - 1 
q lx.) <l>IX.) 

12 

*I x} lJ_ 

X. 

a I yl 
o 

dy 

4> I x} 

J 
X 

+ 
4> I X J 

+ 

+ e I 2kÀix. - y + e:_ly) -e:_( x.}) 
• 9 ( Y} e 

-go 

X. 

( 

ll - ( x} I I q I yl 12 - l 

v 2 ( x, À l - - e ) <l>ly) dy 
1 2 

-go 

+QO 

* 
( 

-'.l +I x} 

J q ( y} 12 - 1 
dy 

W (X, À} - - e <~>lyl 
1 1 2 

X 

+ 

dy 
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+oo, 

í 2~.À(!J - X+ E (fi) -€: (x)) 
· h ( y J e + + dy 

X. 

* lJ_(x.J 
e * -1 q (x.J 4>(x) 

1 2 
+ 

X. 

lJ ( X.) 

1 
-2k.À (X - y + € ( y) -E: ( x) l 

-
9 * ( y) 

- dy + e e 

-oo 

X. 

"' 
lJ ~· (x.) 

J 
2 - 1 

V ( X. I À l - - e I q 12 .( Y 1 I cl>(y) dy 
2 

-oo 

+oo 

"' 
-lJ+ ( x.) 

.f lql 2 (yll
2 - 1 

wl(x., À l - e 4> ( y) dy 

X 

-lJ+ ( x.) 
e . q *(x.l c~>(x.)-1 + 

2 1 

+oo 

X 

q ( x.) -
12 

..{J. [ ------ q*(x) 
Z c~>(x) (7 + <t>( x. )) x. 

( 1 + 



g ( x} 

h ( x} 

COROLÁRIO 6 
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-, q ( x) 
4 

+ ~ ( xl 
1 

B(x) =-
2 * q ( xl 

-« + ~I xl 

q I xl 

- -« + ~ I xl 
'V 

B ( x) -
2 

Q *I xl 
.{/. 

1 + 4> ( X) 

r * l d ll_ (X} - lJ ( x} - 1 

- dx L 
q (X) • e. ~ ( x) J 12 

[ lJ + (X) * ~!XJ-' J d 
q *(x} · e. 

- ll+(x} 

- dx 12 

NM h-i.. pó .te.!> e.l> do Te.o Jt.e.ma. 5 I .te.m-l> e. 

a. (À) 

-..á. À e: 
e. 

ÁLÀ e: 
e. 

:;: 

:;: 

e.ll + o(+) 
a. o À--+- Q) e.m ~+ 

v* 
e. + o( f) 

a. o À.-. m e.m ~ 
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ande. 
+<» 

e - f ( 1 - 4> ( X) ) dx. ~ ( X.) - .j 1 + I q ( x ) 12 
-O) 

+<» 

1 1 [~ 
1 - 4> 

~] }.1 - - -- + dx 

2 ~ 
-O> 

PROVA: 

Pelo Teorema 5 tem- se, nos x ~ JR À c -<C <- I <- + f 

com 

- :ilÀe:: (x} 
e -

IP (xf X) I .$. 
. 1 

ll ( x) 
e - + p (xf À) f 

1 

v X E: JR.f À E:~+ - Q • 

Pelo Teorema 4(ii) f ao X -r + ~ 

de modo que 

R (xf À) 
1 

-:i! À E: 
e 

ao x-r + <» 

( x) 

p 
1 

(xf À) ---:--r .P (À) 

a (À) 
-ilÀ e: 

e 

pára algum f (À) e ~ f 

com 

l_p <À> I 
c te 

< f I À I 

de onde segue imediato o resultado para a(À). 

Analigamentef considerando nos x e: ]Rf À e:: r 
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"" iÀc (x) 
- R

2
(x, À) e 

~ ~ (x) 
= e + 

"" À> I c te v IP 2(x, < - -- X C :R, À e: <L - o I 
I À I 

segue fazendo x -+ + o:> 

"" 
lJÀE: ~* "" a (À) e e + f (À) 

com 

I} P> I < 
c te 

I À I 
v À e: <L - o . 

QED 

~----------------------
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§3 - Teoria Espectral 

O sistema de Shimizu- Wadati (34] 

(SW) 
d'l' 

dx 
= À A(x)'l' A -

pode ser escrito equivalentemente como 

-1 
A (x) 

d 
dx 

= 

* -q , 

q 

de modo que o parâmetro À do sistema (SW) pode ser interpret~ 
do em termos do espectro do ope~ado~ de Shimizu- Wada~i 

)J 

l 
JL -

1 + lq(x)1 2 q* (x) 

Sendo um operador fechado, 

junto resolvente p(L) de L 
l 2 

-q (x) 

d w1 (JR)2--+ L2(R)2. 

dx 
-i! 

segue (40] que À ~ € está no con

se e somente se L - À for uma bij~ 

L2 (R) 2 com inversa contínua. 
ção linear àe \~ (JR) · sobre 

Os resultados a seguir visam a caracterizar o espectro oOR) 

de L em termos dos coeficientes de e s palhamento do sistema (SW). 

PROPOSIÇÃO 7 

s e j a q c c o (R , € l n L 
1 

(JR l n L 
00 

(R l 

e QOnóide~e À ~ €+ ~a! que a(À) ~ O. 

En~ão 

o ope..~adoJt 

IL - À : W 1 (R l 2 
·--+ L 

2 
(R} 

2 
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é uma. b-<-j e.ç.ã.o de. W1 (1<) 2 ~.>obtt e. L
2

(JR)
2 

c.om -<-n v e. Jtl.>a. c.on 

t-<- rwa., o u. .6 e. j a, 

te.m- .6 e. 

À E: p (IL ) • 

PROVA: 

A prova é análoga a da Proposição 8 , Cap . 2: o 

operador inverso 

L 2 (R) 2 ---+- W 1 (JR) 2 

é construído explicitame nte usando-se as funções de Jost 

-j] ÀX 
q, =. R e 1/1 = L ejjÀX 

de soluções para (SW) já que 

então 

que formam um sis tema fundamental 

W [$f 1/1] = a(), ) i- O f obtendo-se 

(L-Ã) - 1 [f} (x) 

:.onde 

G (xfy;À) _ 
2 

= 1 

G 1(x,y; À) G2(x,y;Ã) 

1 
jjÀ I x-y I 

f(y) e dy 
a().) 

H
1 

(xfy;À) H2 (x,y; À) 

+co 

- co 

R 
1 

( x 1 À) [ q * ( y) L 
1 

( y f À) - i: L 2 ( y, À) J s e y > x 

L
1 

(XfÀ) [jj R
2 

(y.f Ã) - q*(y) R1 (y,Ã)] se X >y 
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11
1 
(x,y ; >J _ 

L
2

(x,>.) [.iJ R
2

(y.,>.) -q*{y) R 1 (y,À)J se x >y 

H (x,y;À) _ 
2 

Obtém-se 

para 

M (>.) -

x,y t: JR 

( 
, 

8 M (À) 

la(À) I • 

-2 ImÃ·Inl 1 e (-- + 2 
lmÀ 

-co 

+ Jn
2 

(x, y ; À) J 

Analogamente, pode-se mostrar 

PROPOSI~! 

Se.ndo Q t: C0 {1R , €) (I L
1

(1<) rt Lco(R) , 

~>e.Ja À E € .tal!.. que. ~(À) I= O. 

Ert.tão À E p (TI_) • 

se y > x 

\1/2 
lnl) d") 

+ 

QED 
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como no caso dos sistemas (ZS-1\.KNS), os zeros dos coefici entes 

de espalhamento constituirão os autovalores de (SW), todos de 

multiplicidade 1 . Para estabelece r esse fato , ~ necessârio 

LEMA 9 

s e.j a. 
o 1 

Q E: C ("R 1 ~ J (') L (R) . 

En..tão 

(.{.) pa.Jta. c.a.da. 

~ 

$ ( . , C 
1 

(R 1 
(1:)2 

~ ( 
4> 1 

) À) E: <I> 

<1>2 

:ta. i!. q u.e 

I ~ 1 (X 1 À J I 1m À • X v ~ A e. X ~ X 
o 

pa.Jta. a.i!.gu.m A >O, X o E: "R. 

(.{..{.) pa.Jta. c.a.da. À E: €_ 
1 e xi.6 .te. éoluç_ão 

~ 

C 
1 

(R 1 
(1:)2 ( 'i'1 ) 'i' ( • 1 À J E: ':' :: 

~ 

ljl2 

:ta. i!. qu.e 

l ljl 
2 

(X 1 À J I 
- 1m À • X v ~ A e X 2. xo 

pa.Jta. a..tgum A > o 1 xo e: 7R.. 

PROVA: 

Análoga à do Lema 9 I Cap . 2 : sendo X E: JR Q 
tal que 

+oo 

I À I J I q <y) l 1 
dy ~ 

4 
X 

6 
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e sendo 
1 2 -$(·, À) c C OR, ~) - a soluçao do problema 

t e m-se 

d 

dx 
=À A(x)$ 

= 

1 ImÀ·(x-x 0 ) 
e 

2 

Para a parte (ii) , basta substituir a condição inicial 

por 'l! (x ) = o ( ~ ) 

Resulta então imediato 

PROPOSIÇÃO 1 o 

S e.ndo q €: 

.te.m- l> e. 
o. e: e = + 

{À e; € : -

e. c.a rla :ta! au:tova.ioll. -e. 

C
0 

(R, €) (l L 
1 

(]() (l 

a.( À) = o } c Po (1L} 

d: ( À} = o } c Po (IL} 

simples . 

Finalme nte, como no Cap. 2 , pode- se mostrar 

PROPOS 1 ÇÃO 11 

L"' ("R) , 

S e.ndo q e C 
0

_ (JR, €) ll L 1 (R} fi L"' (JR} , 

acima 

QED 
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;te.m- .6 e. 
R C o (JL l 

e. al~m dl.6.60 R nao con;t~m autovalo~e.b . 

Os resultados acima reunidos permitem a seguinte caracteriza

ção algébr ica do espectro de L : 

TEOREMA 12 

e.ntã:o 

li) p (11. ) = O. c C : a(X) =JO}v{), c~ 
+ 

d:p, J I 0} 

(ll) Po{11.) = {X e €+ : a{x) = O} V {X c € o} 

(lll) o (11.) = R V P o (11. ) 

-Ade.mai.6, cada auto valo~ de. 11. e. .6imple..6 , :te.ndo-.6 e. 

"' "' l ~(·, X), ~{ ·, X) auto6unç~e.6 a.6.6oclada.6 a X c ~ n Pol11. • 

Como na Proposição 15, Cap . 2, pode-se mostrar também 

PROPOSIÇÃO 13 

e.ntão: 

I i l pa.~a c a. da x 0 c € + n . Po 111. l , .te.m-.6 e. 
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-co 

ond e. 

(iil paha eada Ào € C n Po(RI, ~e.m-õe. 

. 

I 
-co 

dy 

ond e. 

"' 'V 'Y "' ex ( X 0 ) 1j! ( • , À 6) • 

~-~w._ ____________________________ .................... . 
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§4 - Invarifu1cia do Espectro 

Nessa seção, os resultados do §3 serão utilizados 

para obtenção de uma família de potenciais .úoNpe.c;tAa..{/.) q ( x, t) 

para o operador de Shimizu- Wadati 

:Íl -q (x 1 t) 

l 
wl (]R) 2-4 L 

2 
(JRY L (t) d 

-
1 + q (x, t) dx 

* q (x 1 t) -:i! 

seguindo o formalismo AKNS [ 3 J , [ 4 J . 

Inicialmente, q é suposto satisfazer 

(c 1) 1 
X. 7R + Q:) q E: c (JR I 

+co +co 

( C2) .I jqlx~ .t) dx I r \qt:lx~.tl I dx 
' -co -ro 

uni6o.tz.me.me.nt:e. c. o n v e.Jtg e.n.te.f> e.m c.a.da. [o I r] 

(c 3) (j ( • 
• I 

.t) E: L ro (JR) pa..tz.a. c.a.da. .t .?_ o 

Condições (Cl), (C2) garantem que as funções de Jost e os coe 

ficientes de espalhamento de (Sí~) introduzidas em §2 seja111 continua

rrente diferenciáveis com respeito a t nos respectivos domínios. 

Sabe-se do Teorema 12 que o espectro de L(t) é da 

do pela união disjunta 

a (:[.~(t)) = JR V Pa (lL{t)) 

de modo que é suficiente considerar o espectro pontual Po OL(t)) · 

O problema de autovalores 

L (t) '!' = >. '!' 
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e equivalente ao sistema de Shimizu- Wadati 

(S\'l) 
J'l' 
JX 

= 

Conside rando o 

( 3) 

À A(x 1 t)IJI 

problema de 

0v = 
;)t 

V ( • 1 O) 

-.t q (X, t) 

A(x 1 t) 

. * -q (X 1 t) .i 

e volução [ 3] 1 [4] 

Bv 

= ljl ( • I o) . 

onde '1' (·
1 

O) e autofunção de L(O) corresponde nte ao autovalor 

À e 

para b . . 
l.J 

= 

:::: 

B = B{x 1 t; À) -

1 

b
11

(x 1 t; À) 

b (x 1 t; À) 
2 1 

b
12 

(xl t; À) 

b (X 1 t; À) 
22 

de classe C , tem-se 

[~ 
0x 

JB 
JX 

v + 0v 
B 

;)x 

B ( J v - À Av 
Jx 

= À JA V- À A JV ::: 
Jt 0 t 

v - À ABv 

) + [h 0x 
+ À BA - À AB - À - v 0AJ 

0t 

de modo que w -
0 v 
~X 

À AV satisfaz 
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se a matriz n for escolhida de tal modo a satisfazer 

(5) + ÃBA - ÃAB = 

caso em que >.Av para todo t em virtude da unicida-

de de solução de (4). 

Procurando as funções b .. na forma 
l.J 

b .. 
l.J 

b 
(o) 

(x, t) + 
ij 

( 1 ) 
>.b (x, t) + 

ij 

obtém-se de um cálculo direto 

( 6) = = 
$ (x, t) 

( . q(x , t) t + 2À
2 q( x , 

( 7) b 12 = j]À 
<l> (X f t) <I>(xf 

( q* <x, t) 

)X 
* - 2 ).2 q (xf 

(8) b 21 = :i! À 
4>( xf t) c!> (X f 

onde 

ci>(x, t) - J 1 + jq(xf t) 12 

desde que o potencial q satisfaça ademais 

t) 

t) 

t) 

t) 
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( C4 l + ( o rt0-6 X C 1R., :t L 0 

Resta apenas mostrar que nesse caso a solução v( ·, t) de (3) 

evolui em w1 
OR)

2
, o que e estabelecido pelos resultados abai 

xo, sendo B dado por (6) - (8) . 

LEMA 14 

Se q .6a:ti.66az (C1) - (C4) e ademaJ..-6, 
, 

paJta c.ada :t L O, 

e.n:tão 

da À e: e 
+ 

q(x, :t) -+O 

q (x, :t)-r O 
X 

R ( X, :t; À) = <j> ( X, :t; À ) 

a equação de evolução 

PROVA: 

ao x -r - oo 

rt.0-6 X c R, :t L 0 

De ( Rl) 
o 2 2 

segue que Rt ( · , t; À) e: C (]R , ~)- n L00 0R_) -

e solução da equação não homogênea 



X 

i 
I 
I 

( *) Rt(x 1 t;À) = À I 
I 

J . 
_co 

X 

+ À . f 
u 

-co 
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* -q (ylt) 
t 

o 

o 

2ilÀ(x-y) 
e 

2tÀ(x-y) 
e 

R (y I t ; À ) dy + 

o 

q (y, t) 

R(y I t; ).} dy 

o 

cuja solução é claramente única em C
0 

(R, <C) 
2 

{\ Lco (]R_) 
2

• o r~ 
sultado segue então do fato que BR + 2.lJ), 

2 
R também satisfaz 

(*) em conseqü~ncia de · (C4), o que pode ser visto de um câlcu 

lo direto e algumas integrações por partes. 

QED 

~ imediato então 

LEMA 15 

pa.tc.a.. c.ada 

a. 1.> o.e.uçã.o 

e da.da po~ 

Na.!.> c.ondiç5el.> do Lema. 14, tem-l.>e que 

x € R, À e e+ , 
1 -- 2 

'!'(X 1 ·; À) e: C (R+ 1 ~! do p~ob.tema. de Ca.uc.hy 

:: 

'!' (X 1 t; À) 
-2~À 2 (t - t J 

= e 0 
<:> ( x i :t; À l 

'!' E: c 1 
(]Z X 1R + X c+ , CE l 

2 
• 
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Analogamente ao Lema 14, pode-se mostrar 

L EMA 76 

Na..6 me..6ma..6 c.ortd.<.ç.Õ e.l.> do Le.ma. 14, 

.te.m-.6 e. que. 

~ ~ -~ÀX 
R ( X I .t; À J <P ( X I .t; À J e. 

da. À 8 c_, a. e.qua.ç.ao d e. e. v o~uç.ão 

no-~ x e 7R, .t ~ O . 

Tem-se ~m conseq~~ncia 

L EMA 1 7 

Na.~.> m e..6 ma. c.o nd.<.ç.õ e.l.> do L e.ma. 1 4 1 

.t e.m- .6 e. que. , pa.lta. c. a. da. X € 1R I À e: € 
- I 

a. l.>o ~u ç.ã.o 'I' ( X , .tl 
1. -

€ J 2 do p ltob~e.ma. de. Ca.uc.hy .. 
€ c (JR + 1 ~ 

J'l' 
B'l' 

J.t 
= 

'i' ( .t ) ~ 
À) = ~ ( x, :to; o 

e. da. da. polt 

Z~À 2 ( .t - t o J 'V 

'I' ( X I .t; À) = e. cj> (X 1 .t; À) • 

Em p a.lt.t.<. c.u~ a.lt , 

'I' e C l (JR X 7R. + X € - , 
2 

€) • 

Finalme n te , é fundamental observar 
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L E MA 1 8 

Seja 
1 

q c c {JR X 1R + I € ) .ta.t qu. e. 

q (X t-) - o I "-

ao x - ± oo 

u.ni6oJtme.m e.n.te e.rn c.ada [O I r] 

E n.tão 1 .6 endo À e: € qu.a.tqu.e.Jt : 

(.(.) Tomando 
v e: c o (R I €) 

.tal qu.e. 

I v (X l I S. 
<X> 

paJta. a. f. g u.m M > O 1 a > O , x o e: 1R , 

e. c.on6ide.ILe.ndo a .6otuçã.o '!'(X,·jÃ) e: C
1
(R+, €)

2 

do pJtob.te.ma de. Ca.u c.hy 

J'l' 
- - · = 8'1' 

J.t 

'!l{.t 0 ) = v{x) 

e.n.tão 

pa.Jta c.a.da. T > O e.x.i.6.t e.m x1 e: 1R, 

.ta.i6 que. 

1 '!' ( x., .ti À 1 1 <X> 

(ii) Ton1ct1tdo 

M > O 
1 

.t e: [o, r] . 



PROVA: 

:ta.t que 

lw(xll"' 
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ax 
5.. ,\{ e. 

paJta algum /.1 > O, a > O, x
0 

E: R, 

e. C.Ort.6-i.de.llandO a óO{uç.ão 'i'(.x, ·; >..)E C
1
(R+, €)e. 

do pllob.t e.ma de. Cauchy 

:: 

ljl ( :t ) :: 

o 

c.om ljl { • t • ; À l E 

e.n:tã.o palla cada T 

to.-i.-6 que. 

w{x) 

o 

X R+ c (R ~I 2 , 

> o e.x-i.õ:te.m xl E R , Ml > o 

ax 
e. 

v X < X l , :t E [o , T] . 

Escrevendo 

~(x, t) 

tem- se que 'i'(x ,·; À) resolve o problema 

J'i' = S(À)'I' +Q(x, t; À)'i' --s-t 

'i'(t ) 
o = v (x) 

onde 
2. 2 

- JJÀ o 

s (À) -
2 

o 2jJÀ 
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t 

lí [w] (x, t) _ 
X,T 

( t ·- ç ) s (À) 
e Q(x, c>..) w(x, ç ) dz.; 

Sendo 

tem-se 

Como 

tomando E: 

e então 

onde 

t o 

'V 
v(x, t) -

(t- t ) S( À) 
e o v ( x) 

'!' = ~ + lí ['1'] 
X,T 

1f c 
X,T 

1 (W ) com 
X,T 

< 
4 e T. sup ( je-2H2tl + le 2iÃ 2t l) ' 

-T~t~T 

s uf i c i en temente pequeno s eguirá 

I\ (I 

11 '!' .11 X,T 
< 

L (T) _ 

- 1f ) -
1

11 X,T 
op 

2 11\1 li X,T 

I e 

2 
-2iÀ t 

S.. 2 

< 4M L (T) 

Em particular, 

I'!'(X, t; >.) I ~ 
co 

4M 

v X c 

L (T) 
-ax 

e 

[x , x] , 
1 

t c [o, T] , 
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e o resultado (i) segue da arbitrariedade de X > x 1 • 

Para (ii), o raciocín io e análogo . 
QED 

Resulta f i nalmente 

TEOREMA 19 (Inva~l~ncla do E~ pect~o! 

Se q ~atl~6az (C1) - (C4) com 

q ( x, t) ~ o 
ao x-+ ± co 

uni6o~m emente em cada [o , r] , 

então no~ t ~ o 
o ehpeet~o de ~ltl e inva~iante com t 

e t amb ê.m 
o e~pect~o pontual de Rl t l ~ lnva~lant e com t. 

P ROVA: 

Pela cara cterização do espectro de L(t) dada pelo 

Teore ma 12, é s uficie nte mostrar a invariância do espectropo~ 

tual, que decorre quase imediatamente dos lemas ac i ma : 

Se ja Ão E Pcr(L(to)) para algum t 0 ~ O , e seja 

T > t
0 

qualquer . Supunha por e xemplo Ào E €+. Pelo Lema 15 , 

a so lução ~(x, · ; À
0

) E cl QR+ ' ~) 2 do problema de Cauchy 

'i' ( t ) 
o 

::;:: B'l' 

= <j>(X , t i À ) o o 



é dada por 

'l'(x, t,· À) 
o 
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-2:it>.
2 (t- t ) e o ~(x, t; À ) 

o 

como a função de Jos t ~(x, t
0

; >. 0 ) decai exponencialmente ao 

x ~ ± "" segundo e- I m >- • I x I , 
segue pelo Lema 18 que 

l'l'(x , t;>,o) I"" 2. 
-1 m>- · ixl M e 

para algum M > o' xo > o f 

de modo que '!' ( • , t i Ã0 ) c L 2 (]R) 2 para todo 

Sendo '!' ( • f ti À o) solução de ( S\'1) para À 

que '!' ( • ' t; À o) E: w 1 (JR) 2 para todo o .5.. t 

com JL ( t) '!' ( • , ti À 0 ) = >- 0 • '!' ( • , ti >- 0 ) • 

= 

Logo , Ã
0 

c Pcr( JL(t)) para tcdo O < t s.. T, 

t E [0 , T] 

o ~ t ~ T. 

À o , segue então 

.5.. T 

e então para todo t ~ O , já que T > t 0 e arbitrário. O ca 

so Ã
0 

E: ~- é tratado de modo análogo. 

QED 
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§5 - Espalhame nto Inverso 

Supondo q e: c 2
(JR, C) n L.

1
(R) com 

q(x) -+ O ao 

q e: L 1 (JR) n L co (JR) 
X 

e observando que 

L 1 (JR) 
qxx e: 

o Teorema 5 permite'definir (nos x, s e: JR) 

(9) J(x,s) 
1 -iJÀ e: (x) ( 

0 

) e + - . 

l 

tendo-se 
2 2 

J(x, ·) e: L (JR) para cada X E: JR . 

Como no Cap. 2, J(x, s) =O nos s < O, e sendo 

N(x, s) - J(x, s ) s ~ o 

t em-se 

o 2 
N E: c (]R X JR + I ~) 

com 

N (x, s) -+ ao s~ + 

* -\J (x) 
e + (x,s) 

uniforme mente (em x) sobre compactos C JR. 
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Ademais, escrevendo N - ( , tem-se 

(lO) N
1 

(x, O) = 
1 - <1> ( x) 

q * (x) 

onde 

Jl 
2 

~ ( x) - + lq(x) I 

+co 

ll+ {x) r [ qy ( 1 
- 1 ) ·: J dy - + 

q c!> ,, 

X 

A expressao (10) relaciona o núcleo N e o potencial q , porém 

em comparação com o Cap. 2 a relação é complicada pela presen 
-lJ*(x) 

ça do termo e + . Mesmo assim, o problema inverso é reso! 

vido determinando-se N a partir de urna equaçao integral 

(Gelfand- Levitan- Marchenko) na qual intervem os par~metros 

de espalhamento do sistema (SW) , recuperando-se q a 

de (lO), num esquema análogo ao do Cap . 2 . Quando q 

partir 

depende 

de uma variável adicional t e evolui nessa variável de modo 

adequado, os parâmetros de espalhamento podem ser determina

dos para qualquer t se forem conhecidos para um valor partic~ 

lar t 0 , e resolvida a equação de Gelfand- Levitan correspon

dente (na qual t atua como simples parâmetro) , pode-se então 

obter q(x, t) para o valor de t desejado . 

A obtenção da equação de Gelfand- Levitan pode ~r 

feita de modo análogo ao Cap . 2 1 , sendo esquematizado abaixo . 

1r Um p~ocedimento altehnativo u~lido quando q(xl tem ~upohte 
compacto i indicado em [34] 
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Da definiç~o (9) s egue nos À c R 

+()C) 
,. 

(11) L l (X f À) 
L\ e: + (x) I 

i Às 
= Ãe N

1 
(x f s) e ds 

o 

+(X) 

(12) L (x f À) 
e.iJÀe: +(x) [e-o;(x) (x, >Às] = + J N s) e ds 

2 2 
o 

e como no Lema 18f Cap. 2 essas relações valem em verdade pa

ra todo À c €+ . 

Supondo . a(À) f. O nos À e: JRf tem-se de §2 

-a-(:-)-( R

1 (x,Ã) ) = 

R (xfÀ)/ 
2 À 

e então de (11), (12) 

-1 

1 

a ( ;>..) 

1 
( 13) 

* J
2 

(x ,s) 
1 

+ b (À) 

a (À) 

e + -
) 

:i!Àe: (x) 

= ( * ) 
+ - - -

b(À) 

;>..a(;>..) 

+ 

-J (x,s) 
1 

SÀ'( 
À o ( ;>..) 

a (À) 

b (À) 

;>..a O) 

.,-... - 1 
~ [J

1
] (x, ;>..) e 

2:i!;>.. [x + e:+ (x)] 

S -l[J2] (x,>J 
2:i!;>.. [ x + e:+ ( x) J 

e 

(x,s) = 

) (X I s) 



obse rvando que 

Chamando B cont -

ou seja, 

( 14) Bcont ( ~ ) 

vem 

(15) 
1 

enquanto 

(16 ) 
- 1 [ c-

r-.) 
À 

b (À) 

Àa(À) 

+oo 

= 

o 
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e: L 2 (lR) • 

- 1 

[ 1 s b ( >.) 2Ue (x) 1 e + 
.;-:;:;;- À Àa ( >. ) 

+O) 

1 

J 
b ( À) e2 l!). e:+( x ) lJÀ~ 

- e d À 
21T Àa ( À) 

- O) 

b (À) 

À a ( À) 

2l!À [x + 
e B t (2x + s ) con 

-1 
ç~ 

,.;) 
y 

ÍJ.z(x, J 2l!À [x + t y) (x, À) e 

dy • 

Por outro lado , no sentido das distribuições 

( 1 7) ç: 1 l Àb (À) 

r-J À L a (À) 
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+00 
2 

J 
N 1 (x , y) Bç:ont ( 2x s + y) = + dy 

JS 2 

o 

Resta considerar o me mbro e sque rdo de (13). A condição impos 

ta de a (Ã) não ter zeros reais implica por §2 que a equaçao 

a(>.) = O, À € G:: + 

t e m um numero finito de zeros, todos simples [15], que se po

de denotar por >. 1 , >. 2 , • •• , Àd . 

Pelo Teorema dos Residuos, segue então 

-1 
1 s 

À 

1 
(x,s)= (18) 

a( >.) 

d L (x, k) 

( 
1 

) ) L 
]!À (2x + s + E:+ (x)) 

= ;ll ck e k 

k=l L 2 (x, k) I 
Àk 

onde 

, sendo a cons tante 

de proporcionalidade entre as autofunções de Jost 

ou seja, 

ou, pelo Teorema 13, 
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-ko 

(19) "k = (: I q* (y) "', (y ,Àk) 2 + q (y) 

-1 

.p 2 (y' \;l 2 - 2i Ó I (y' Àk) y 2 (y' Àk) lày) 
- co 

Por (11), (12), segue entio de (18) 

(20) 

onde 

(21) 

1 

~ 

-1 ( .._./ 

::J 
À 

= 

+ 

r 

1 

( 

R1 (x, À) ) 

~ (x, À) /À 

(
e-~ +

0

<x) )-

e 
a( À) 

Bd. ( 2x + s) + 
~ser 

+co 

I
{ N

1 
(x, y) Bd. (2x + s + y) 

~ser 

·a 
dy 

+co 

f 
N

2
(x,y) Bd. ' (2x+s+y) dy 

~ser 

·o 

B di ser ( t;) 

d 

-:il ' l L · À 
k 

k=1 

2 
d 

2iÀ E (x) 
e k + 

B" (f:) = 
di ser 

Bd . (0 
~ser 

(x,s) = 

A expressao (13) dá então, reunindo (15), (16), {17) , (20), 
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- lJ (x) * 
(22} N (x, s} = e + B (2x + s) + 

1 

+co 

* N
2

(x, y) B( 2x + s + y) dy 

o 

* (23) N (x, s) = 
2 

N
1 

(x, y) B(2x + s + y} dy 

o 

nos x e:JR, s ~ 0, onde 

( 2 4) Bcont ( 0 + Bd. (f.;} • 
lSCr 

Tem- s e portanto 

TEOREMA 20 

Sendo 

com 

q(xl-+ O a.o x -r ± oo 

1 
q X X E: L (JR I 

:ta..t que. o c.. o e. 6-tc.-ten.te. de. e.õ pa..tfta.m en.to a. ("I não .ten!Ht ze.Jw-6 Jt.e.w , 

e.n.tão , 

.õe.ndo (na. no.ta.ção de. §ZI 

B(x , ~I -
1 

211' .r 
-<» 



e:. om 

- A.. 

d 
~-

L 
k=l 
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2-i.. ÀkE: (x) e + 

onde ob coe6 i clen~e ~ ck bao dado~ po~ ( 79), 

o 2 
€: C (JR X JR + , C ) 

N(x, b ) - .. 
( 00 ) ao b -r + .co 

uni6o~memente (em x) ~ob~e compactob C 1R 

e 2 2 
X ~ N ( X I • } e: L (JR ) continua 

pa~a a eq ua~ao (nob x e: JR, b ~ O) 

* -~+(x} 
= e s*rx, 2x + •l + J 

o 
N

2
1x,yl B(x, 2x. + b + yl 

N*(x, b) = 
2 

tal que 

N
1

(x., O)= 

.r N
1
(x, y) B(x, 2x + b + y) dy 

o 

(Gel6 an d- Le v-i..tan - Ma~chenko J 

1 -
J,--;-+ -~-q-( x-l -~ 2 "' 

* - u ( x) 
----------- e + 

Q * ( x) 

dy 
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Em te rmos das funções 

K (x, y) _ 
1 

K
2

(x, y) _ 
~ * (x) 

N
2 

(xl y - x) e + 

(X E: JR 1 Y > X) 1 

as equaçoes de Gelfand- Levitan se escre vem 

(25) K
1 
(x 1 y) 

* (26) K (x 2 I 

* = B (X 1 X + y) + 

+oo 

I K;(x, z) B*(x 1 y + z) 

X 

r K (X I z) B (X I y + z) dz 
I 1 

X 

tendo-se 

( 27) 
-J l + I q ( x) 12 

K (xl x) = ----------------------
l -

* 1 q (x) 

* l-1 (x) -l-1 (x) 
e + + 

que é a forma encontrada e m Shimizu- Wadati [34] . 

dz 
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§6 - Apli cação a equação ±q + (q/ 11. + jq j 2) = o 
t XX 

-Nesta seçao, os resultados das seçoes anteriores 

serao aplicados à equaçao de evolução 

( 28) l!q + 
t ) 

= o 
XX 

introduzida em §3.4, onde q s c 1 0R x R+ ' ~) e suposto satisfa

zer as condições de contorno 

( 29) 

com 

( 30) 

q(x, t) -+ O 

q (x, t) --r O 
X 

J [q(x, t) [ dx, 

-(X) 

ao x-r± (I) 

( I qt ( x, t) I dx 

-(I) 

uniformemente convergentes em cada ~ ' T] . 

O tratamento segue Shimizu-Wadati [34] . 

§ 6. 1 Evoluç~o do6 Pa~~met~o6 de E~palhamento 

Pelos Lemas 14 f 16 t em-se 

Rt = B R + 2i À 2 R nos (X f t , À) em xJR 
+ 

X 

( 31) 
'V 'V 'V 

Rt = B R - 2i À2 R nos (X 1 t f À) cJR X JR+ X 

e analogamente pode- se obter 

8 + 

c -



(32) 

onde 

para 

Lt = B L 2i.\ 2L 

'V 'V 'V 

Lt = B L + 2i.\ 2L 

bll(xl 

E = 

b2 l (X 1 

b (X 1 t i À) _ 
1 1 

b (X 1 

12 
ti À) - :i! À 

b (x, 
2 1 

t i À) - :i!\ 

4>(x , t) - ·Jl + 
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nos ( X I t 1 À) e: JR X JR+ X c+ 

nos (X I t 1 À) e: R X JR+ X c 

t; À) bl2(x, t ; À) 

t· I À) -bl l(x , t; À) 

~ (x, t) 

( q(x, t) 

)X + 2À
2 g(x, t) 

et>(x , t) et> (x, t) 

( * ) * t) 
g (X I t) - 2À2 g ( X 1 

<!> (X, t) 
<!>(X, t) 

X 

lq(x, t) 12 

PROPO SIÇÃO 21 (Euoluç~o do6 coe6lclente6 de e6 palhamento) 

(l) a(t, À ) con6tante 1'106 t 2. o 
patta cada À e: T + 

(ll) 
'V 
a ( t , À) co 11.6 tante tt0 .6 t ~ o 

pa.Jta cada À e: e 

(lll) b ( t, À l :: b(O,Ã) (}, 
4.U, 2 t 

1'106 t ~ o 

palta cada À E: 1R. 

'V 'V -4lÀ 2 t 
(lv) b (t, À) :: b ( o ' À) e 1'106 t ~ o 

palta cada À e: R 
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PROVA: 

(i) Para À E C+ 1 tem-se de §3 . 2 

a(t, À) = R
1 
(x,t, À) L

2 
(x,t, À) L

1 
(x,t, À) R

2 
(x,t, À) 

e então 

o que dá at = O por (31), (32) . 

(ii) Análogo a (i) 

(iii) Para À E JR, tem-se de §3. 2 

R( x ,t, À) 
2.iJÀX = b(t 1 À) L(x,t, À) e + a (t, À) L(x,t, À) 

e então 

2 jj>~ x 2]ÀX 'V 

Rt = b t L e + bLt e + a Lt 

o que dá por ( 31) 1 (32) 

b t L e 
2.iJÀX 4iÀ 2 bL 

2:i! /,x 
= e 

ou seja, 

(iv) Análogo a (iii) 
QED 

A proposição acima fornece uma prova alternativa 

para a invariância do espectro pontual de L(t) se q obedecer 

as condições estabelecidas nessa seção . Em particular, no Te~ 

rema 19 , não é preciso exigir uni formidade em t nas condições 

de contorno (ii) . 
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PROPOSIÇÃO 22 

Na4 me6ma6 condiç~e6 da p~opo6iç~o ante~io~ , tem-

6e, na notaç~o de §3.5, 

(i) ak.(t) = o.,, ( o l 
4i).21:t 

e. ' 

pa~a cada Àk. e: Po (1L l n c+ 

'V 

(i-t) ~k.(tl 
'V -4iÀ 2 t 

= a
1
, (O) e. k. 

'V 

pa!ta cada Àk. e: Po (11.) n c = 

PROVA: 

{i) Tem-se 
2.ll Ã,,x 

e r ... 

e então 

a L 2:i! ÃkX 
+ k t e 

o que dá por {31), {32) 

<i<t = 4±).2 a 
k k 

{ii) Análogo a (i) 

Em particular, s e ndo {como e m §3.5) 

tem-se 

'V 

a (t/ k 'V 'V 

Ck(t) - da {À ) 
dÀ k 

QED 
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'V 

( 33) 
'V -4j. À t 

== Ck(O) e k 

§6 . 2 E6pathamen~o Inve~6o 

A análise de §3.5 - §3 .6.1 permite concluir então 

TEOREMA 23 (Mé:~odo de Ebpa.tltame ltto pa~a (SWll 

1 -
Sendo q e: C (]( x TR.+' C) c. om 

unl6onme.me.n~e. c.onve.ngente. .6 em c.ada [0 , T] 

(L<..) Q (X' ~1 -+ o J q (X' ~) -~ o a. o X-+- ± 00 

X 

unl6o~me.me.n.te. em c.ada [o J T] 

(liil kQ~ + (- q 

) XX 

o = 

--/ 1 + I q I 2 

~a.t que. o c.oe.6ic.ie.n~e. de ebpa.thamento a(O , >.) do .6l.6tema (SW) 

pana ~ = O nã.o ~e.nha ze.~o.6 ne.a.-< .. 6 , 

ENTÃO 

.6 e.11 do >. 
1 

, À 
2

, •• • , À d 

d 

B di6 c.n ( X ' ~i Ç 1 - - i l 
f'ç=1 

0.6 autova.tone..6 e.m e+ de. 1(0) 



B -r(x. 1 t;t;):: c. o lt-'\.. 2 ll 

onde 

19 3 

-(I) 

b (o I À) 

>- aiO, >-) 

~À. ( 2 E: + I X. I t J + 4 ~ t + E;, I 
e d).. 

" ( T [q*(y, Oi L, (y, O; 

+ q(y
1 

O) L
2

(y, O; Àfz ) 
2 

+ 

- 2.i.L
1

(y,0;Àk) L
2

(y,O; Àk1 ] e2.i.Àky dy)
1 

tem -.6 e que. 

N( X.
1
t;.ó ): E: c o (1R X. 1R + X. 1R + ' G: ) 2 

tal que 

2 2 
(i) lx.

1 
t) ~ N(x., .t; . ) c L I"D<+) e c.onúnua 

(-<.-<.) 

(-<.ii) 

ao .6 -r + o:> 

uni6o~me.mente. em (x. 1 t) .óob~e c.ompac.to.ó C 1R x. "D<+ 

palta cada 

tem-.6<?. no-6 

N I X. 1 t; .6 ) 
1 

X. E: N.l t E: 1R+I 

.6 ~ o 

- 'IJ lx. t) * 
= e. + 1 B 

+o:> 

J * + N2 (x.1 t; z I 

o 

I X. I :t; 2x. + .6 J + 

B ( x. 1 t; Zx. + ,6+ z l dz 
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+co 

N
1
(x,t.;z) B(x,t; 2x + -6 + z) dz 

o 

(-<.v J 
1 - <!>{X, ;t) JJ*( ;t) - X I e + 

q*!x, .tl 

onde. 

~{x , ;t) -
~-+-1 . q- ( x- ,-t-1 -~-2 - -, 

+ <» 

e+(x , .tl - / (7- <!>(y , .t)) dy 

X 

+oo 

J.l+(x,.t) -
I [ qy{y. 

t.) 1 -ci>Íy ,i:.) c!>y(y,:tl 

]dy + 
2 .t) 4>(y, t) <I>(y,:tl . q I y, 

X 

Em termos das funções 

K
1
(xl t; y) _ N 1 (x 1 t; y- x) 

K (x, t; y) :: N (x 1 t; y- x) eJJ~(x 1 t) 
2 2 

tem-se por (iii) 1 (iv) do teorema acima 

(34) 

(35) 

+co 

( 

K
1 

(x 1 t;y) * ; B (x 1 t;x + y) + I * * K 2 (X I t; z) B (X I ti y+ z) d z 

* K (x 1 t; y) ; 
2 

X 

K (x 1 t; z) B(x 1 t; y + z) dz 
1 
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com 

(36) K l (X, t; x) = 
1- <!>(x, t) ( * e \.l+ X, t) - \.l + (X 1 t) 

* q (x, t) 

§6.3 - Sol!.. i t.ovt .6 

Se no procedi mento acima o coeficiente de r eflexão 

b(O , À) for nulo , resultarão soluções especiais (solitons) que 

poderão ser e ncontradas resolvendo (34), (35) e recupe rando 

q(x, t) através de (36) . A análi s e porém é complicada signifi

cativamente pela pre s ença dos termos E+(x, t), IJ+(x, t), por 

envolverem impli ci tamente a s olução procurada q, e será ilus

trada abaixo para o caso mais simples em que há apenas um aut~ 
valor a considerar, corresponde nte ao caso de 1 - solitons. 

Suponha então b (O, À) = O \j À c :m, tendo-se tam

bém a(O, À) =O em c+ unicame nte para À= À 1 - ~+in (n >O) . 

Tem-se nesse caso 

1 i À 1 [y + 2 C+ ( X 1 t ) ] 
B( x , t; y) = d 1 (t) e 

Àl 

onde , n a notaçã o de § 3 . 6.2, 

d
1 

(t) = - ic
1 

(t) - - ic 1 (O) 

2 
4iÀlt 

e 

A equaçao de G2. lfand- Levitan (34), (35) torna-se 

K (x , t ; y) = 
1 

* d ( t) 
1 

À* 
1 

. '* -]li\ 
e 1 

Gc + y + 2c + ( x , t)] + 

+ oo 

* d ~ ( t) 
K (X, t; z) 

* -:i! À 
e 1 

[y + Z + 2 C + ( X t t ) J 
dz 

+ 

X 

* K (x, t ;y} == 
2 

2 

+ oo 

J 
X 

K (x,t; z ) À d (t} 
1 1 1 

:i!X r .. + z + 2E+(x, t>] 
e 1 L)' dz 
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ou s e ja, 

* 
K 1 (x, t; y) = f(x, t) 

-i >. y 
e 1 + 

+ g(x , t) K
1 
(x, t; z) dz · 

X 

onde 

* -i >. 1 [x + 2 €: + ( x, t) J 
e f(x, t) -

g(x, t) _ 

Para E; I n > o essa equaçao admite uma única solução no es-

paço w - {w €: C0 (6, C) 

(X 1 t) E: JR X JR+} 1 onde b 

tendo-se 

Como 

K
1 

(x,t;y) = 

K (x,tlx) = 
1 

* dl (t) 

À* 
1 

1 -

: 

-
w(x , t; . ) E L(X) (x, + ex> ) para cada 

{ (X 1 t; y) : X E JR 1 t > - o' y ~ X}' 

·* 
e-i>- 1 [x + y + 2E+(x, t)J 

-4n [x+E+ .(x 1 t)] 
e 

nos (x, t; y) E 6. 

J 1 + lq(x,t)\
2 * ll+(x , t) - ll+(x 1 t) 

e 

* q (x, t) 

. 2 - 8f;nt + 4i(E; 2 -n 2 )t 4JJÀlt 
d 1 ( t) = d 1 (o) e = d l (o) e 

obtém-se 
jl 

* 
lq(x, t) 1

2 \J+(x, t) - \J+ (x,t) 
1 - + e == 

q*(xl t) 
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-4i( E: 2 - T) 2) t 
ne 

= 
* . iB À l: o 1 
le e o cosh [ss nt - i01 + 2n(x + c+(x , t)]] 

onde 

e 6o = 
d l (o) 

60 = ex o + .id3 o I 

2n 
(cx

0
, 13

0 
c JH.) 

À l = (E;2 + 
2 l j2 n ) ±e e 1 

e em particular 

~~ ~ -,~-( X I t) I ; - 1 T) 

= -----------------------
lq (x, t) I I À 1 oosh[2n [x + 4~t] + 2nc+(x,t) - cx 0 - it0 1J.I 

de onde, para ~ > n , 

2n I oosh [2n • [x + 4~t] + 2ne:+ (x, t) - ex 0 - ite 1] I lq(x,t) I = _____ ..:.__ _ ______________ __,___ 

/F.2 + n2 ' (I ro. sh [2n · [x + 4ç:t] + 2ne:+ (x, t) - cx 0 - .1!01] 12- L\ 
s~n2) 

Daí 

e então 

q(x, t) = 

.:i!.0 
e 1 

-16f.n t + 2cx
0 

- 2:it0 1 - 4n [x· + c+(x,t)] 
(1 + e )p 
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onde 

-2n2 
~~(x, t ) - ~+(x , t) 

e 
p = 

ç2 + T)2 ( cosh
2 

[2n [x + 4 E;t] + 2nc+(x,t) - ao]-
2n 2 

) t,;2 + n 2 

ou seja, 

para Ã
1 

= E; + 1n com E; > n > 0 : 

2n 
q(x,t) = - --------

E;2 +n2 

~~(x,t)-~+(x,t) - 4~(E;2-n2)t - 2~ç(x +c+(x , t))-i80 
e m(x, t) 

onde 

m( x,t) -

cos h 2 [ 2 n ( x + 4 s t + e+ ( x, t) ) - a 0 J - 2 n 
2 

E;2 +n 2 

óo 
d 1 (o) 

ôo a o i8 0 e = = + 
2n 

Àl = IÀ I 
±01 e 

1 

Porém essa expressao ainda n ão determina q(x, t) de modo fá

cil, devido à presença dos termos e+(x , t) , ~+( x, t) , que en

v o lvem a função q de um modo complicado. Tentando resolver e s

se problema, definamos 

U - X + 4 f;t 

e 
'V ao 
t: +(u, t) = E: ( u - 4st + t) . + 

2n 

Então 
j"' JE:+ 

I 

€+ 
jl 

2 ( U 1 t) (x' t) lq(x,t) l -1 = = - - = + 
JU JX 



ou s eja , 

de onde, 

segue 
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2 '\, 
cosh ( 21'\ u + 2 n c+ ( u, t) ) 

= - 1 
2 '\, 2 2 

cosh (2nu + 2n€+(u, t)) - ___ n __ 
E;2+n2 

cosh 2 (2n [u + ~+(u, t>] ) 

cosh 
2 

( 2 n [ u + ~ + ( u, t) J ) - 2 
n 

2 

t,;2+n2 

"' observando que s +(u, t) -+ O ao u -}- + oo , 

"' - c+(u, t) = n [ tgh [ 2 n [ u + ~ + ( u, t) ] J 
E;2 + n 2 

"' o que permite encontrar €+(u, t) para cada u € ~' t ~~da-

dos, e em particular c+(x, t) para qualquer x, t. 

- 1 
t, l j & 

+ I l 
I 2 

Oj 

_i l--- ·' 
2. 1 

! 

I 
' . 

.. - - I 

;:lG 1 
t -f 1 ·u. ; (, ( '- ~ • ~ \ 

+ 
,. -.. 

l o 
r 
' L. 

' .I 
I'· 
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IJ*(x t) - )J (X t ) 

Resta mostrar como obter o fator 
+ I + I 

e 

Ora: 
+ro 

* (}1 - l) dx = l 
q q * - qqx l 

)J~ (x , t) - IJ+(x , t) X 
= 

2 qq* + lq 1
2 

X 

l 
= 

2 

onde, para ~ > n 

q (X 1 t) 
log = 

q *(x,t:) 

+co . (log :. L ( / l l - l) I 

J 

dx 

I q 1
2 

+ 
X 

> o: 

J 
0x 

cosh [2n[x + 4f;t + e:+(x,t)]+ :il8 1 - a 0] 

cosh ~T)[x + 4f;t + e:+(x, t)]- :ile 1 - a 0J 
+ 

- 8i (1;2 -n2) t - 4if. [x + ' + (x, t) ]- 2ile 0 + 2" :Cx, t) - 2" + (x, t)J = 

2n .j 1 + lq.(x, t) 12 
= 2:il~n 

~2+n 2 cosh 2 [2 T)[x + 4~t + e:+(x , t)]- aó] - n
2 

~2+n 2 

com 

J 1 + lq(x, t)l
2

-

Obtém-se então, apos algum cálculo, 

IJ~(x , t) - )J+(x, t) = 

+(t) 

l 

~n'[y + 4~t + e:+(y,t)]- ao]- n
2 

E;2+n2 

dy+ 

J 
* ( )J + ( y f t) - )J + <_y_, _ t_) _) L------ dy 

X 

cosh2 [2n[y + 4~t + e:+ (y, t)] 
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ou seja, 

* chamando f - lJ+ - lJ+ I . 

tem-se 

- J, 
4i f,;r) 2 

f :;:: + 
X E;2+ 11 2 cosh 2 [2 n [x + - a o] n2 

4E;t + E+(x , t)] -
f,;2 + n2 

2n 2 1 
+ f 

t;2+n2 cosh 2 [211 [x + 4 E; t + E+(x,t)] - (l o J X 

ou se ja, sendo v(x , t) 211 [x + 4l;t + E+(x , t)J - ao, -

4i E;n 2 1 cosh 2 v(x, t) 
= 

f = -
X (f; 2 + n 2) 2 n2 2 2n 

.cosh v(x, t) - cosh v(x, t) -
t;2 + n2 €;2 + n2 

2± E;n 1 J V 
:;:: --(x t) = 

(~;2 + n2) 2 v (X I t) 
n2 JX t 

cosh -
t;2 + n2 

J rog cosh (V (X I t) + ±a l> 

J = 
Jx cosh (v (X I t) - i a ) 

1 

de modo que 
+m 

I ;) [log cosh (v(y,t) + iS 1 ) 

J f(x,t) = 
dy = 

)Y cosh (v(y,t) - ie ) 
X 

1 

2±a cosh (v( x ,t) - :h e > 
1 

= 1og (e 1) + 1og 
cosh (v(x,t) + . o ) li 1 

Portánto, 



e daí 

e 
"* (x t' ,. + 1 I 
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= 
2 i e 1 cosh (v ( x, t) - i e 1 ) 

e 
cosh (v(x, t) + io ) 

1 

i{2e 1- e0 - 4t(E;L n2 ) - 2s· (x + e:+(x,t) >] 
_

211 
e cosh [2n[x + 4 E;t]- a

0 
+ 2ne:+(x, t ) ·- .ile 1] 

q(x,t) =------- -----------------------------------------------
/[, 2+~1 2 ~ cosh2 [2n[x + 4~t + e:+(x, t)]- a

0
J- 2 n

2 

~2 + n 2 

onde 

"1 = s + i:n s >n>o 

e 1 = Are tg 
11 --
~ 

ôo d 1 (o) - jJ c (o) 

= = 1 õo = ao + i B e f o 
2n 2n 

com 

e:+(x, t) calculado , para cada x, t E: JR dados, via 

"' ao 
e:+(x, t) = e:+(u, t) para u = X + 4t;t -

211 

s e ndo i'+(u, t) a solução real da equa çao nume -

rica 

n 
[tgh (2 n [u + ~+(u, t)] . ) - 1] . 

Em particula r, ao x-r ± oo 

q(x, t) = O(e- 2nlxl) 

qx(x, t) = O(e-2nlxl) 

-2n I xl qxx(x , t) = O(e ) 
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uniformeme nte em t sobre compactos C m. 

Ademais, tem-se, para cada t Em, 

\ 
-~-' -

Jx 2'1 

enquanto 

admite uma única solução 
2n 

X = X ( t) 

tendo-se 

lq(x(t), t) 1
2 = 

de modo que para cada t E m existe um único ponto de máximo 

x = x(t) para lq( x, t) I , tendo-se ademais 

I I 
2n~ 

q ( . ' t) MAX = _ç__2 __ -n~2-
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