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RESUMO

Um algoritmo, com velocidade e pressão como variáveis primárias e com condição de

Neumann para a pressão, visando analisar escoamentos incompresśıveis e aplicado

ao estudo do problema da cavidade, é apresentado neste trabalho. São utilizados

métodos em diferenças central, up–wind e semi–lagrangeano e formulados matricial-

mente. O campo da pressão é atualizado de maneira direta, através da equação de

Poisson, e inicializado por mı́nimos quadrados. Simulações são feitas com variados

números de Reynolds, obtendo-se o deslocamento do vórtice central e a aparição de

vórtices secundários e terciários.
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TITLE: ”INCOMPRESSIBLE FLOW WITH NEUMANN PRESSURE

CONDITION: SIMULATION AND MATRIX FORMULATION

IN PRIMITIVES VARIABLES”

ABSTRACT

An algorithm with velocity and pressure as primary unknowns and with Neumann

pressure boundary condition, to analyse incompressible flows is presented in this

work, and it is applied to study the driven cavity flow. Central, up–wind and semi–

lagrangean finite differences schemes, formulated in matrix terms, are employed.

The pressure field is updated directly from Poisson’s equation and initialized by

least–squares. Simulations with several Reynolds numbers are made, obtaining the

displacement of the central vortex as well as the development of secondary and

terciary vortices.
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A Matriz da equação discretizada, singular, de Poisson

D Operador de Dilatação

F1 Operador de diferença finita

F2 Operador de diferença finita

h Incremento espacial

L Operador de difusão–divergência

L Operador discretizado de difusão–divergência

L Comprimento de escala caracteŕıstico
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Figura 3.1 Grade Computacional do retângulo Ω . . . . . . . . . . . . . . . 15

Figura 3.2 Cela computacional, mostrando a localização das variáveis asso-
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho, desenvolve-se um algoritmo em termos de velocidade–

pressão em diferenças finitas para estudar o problema do escoamento numa cavidade,

considerado como um sistema matricial singular, em que é incorporada a condicão

de Neumann para a pressão.

Para escoamentos incompresśıveis, Gresho e Sani, 1987, consideram que

a pressão é uma grandeza um tanto misteriosa. Não é uma variável termodinâmica,

uma vez que não há equação de estado para um fluido incompresśıvel. De outro lado,

do ponto de vista matemático, o sistema de equações que descreve um escoamento

incompresśıvel é singular com relação à pressão; isto é, não há equação temporal

para esta variável. Porém, na literatura, as equações para um fluido incompresśıvel

são consideradas principalmente como um sistema diferencial restrito: o campo de

velocidades deve ser solenoidal e, no qual, são prescritas somente condições iniciais

e de contorno para o campo de velocidades. No caso da pressão, existem algumas

condições de contorno propostas para situações particulares, como a interface entre

dois fluidos [Batchelor, 1970]. No trabalho de Gresho e Sani, 1987, é sugerida a

inclusão da condição de contorno de Neumann para a pressão.

A atenção é focalizada na formulação matricial que resulta da dis-

cretização espacial das equações de Navier–Stokes, acompanhada de uma observação

cuidadosa das condições de contorno para a pressão, apresentada por Gresho e Sani,

1987. Desta forma, é obtido um sistema diferencial singular, que será integrado

utilizando um algoritmo em termos da velocidade–pressão modificado, isto é, ex-

traindo, convenientemente, um sistema não–singular para os pontos interiores da

grade considerada. Para isto, a pressão é inicializada discretizando a equação de

Poisson com a condição de Neumann, em termos da velocidade inicial, e resolvida

por mı́nimos quadrados, por ser um sistema singular. A pressão é atualizada, no

decorrer do tempo, através da equação de Poisson munida da condição de Neumann.
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Esta atualização é realizada de maneira direta, incorporando valores da pressão e

do campo de velocidades já calculados.

Pretende-se, com este procedimento, incorporar ao estudo diversas técnicas

e visualizar a influência da variação do número de Reynolds na formação de vórtices.

O escoamento numa cavidade quadrada tem sido usado freqüentemente

para testar e avaliar diversas técnicas numéricas. Usualmente, o caso considerado

envolve uma cavidade cheia de fluido. A parede superior movimenta-se com veloci-

dade uniforme em seu próprio plano. Movimentos dentro da cavidade são causados

pela tensão de cisalhamento, devido ao movimento da parede superior, à qual o

fluido está sujeito. Simulações para escoamento laminar, numa cavidade sobre uma

variedade de números de Reynolds, têm sido apresentadas por vários autores [Ghia

et al., 1982; Schreiber e Keller, 1983; etc.].

Um problema semelhante, refere-se ao estudo do escoamento de um flu-

ido, sob condições isotérmicas, numa cavidade em que a parede superior é formada

pelo escoamento de um fluido mais leve que o confinado à cavidade, . As carac-

teŕısticas f́ısicas de interfaces ĺıquido–ĺıquido vêm sendo discutidas através dos anos

[Mansel et al.,1994].

Este trabalho está organizado em nove caṕıtulos, sendo que o primeiro

e o último correspondem à introdução e bibliografia.

No segundo caṕıtulo, faz-se, como suporte anaĺıtico, uma breve inclusão

das idéias de Gresho e Sani, 1987, que são de interesse para o nosso trabalho.

No terceiro caṕıtulo, apresenta-se a discretização espacial do sistema,

utilizando os métodos das diferenças centrais, upwind e Euler–Lagrange, seguindo a

formulação empregada por Casulli, 1988, para um esquema unificado.

No quarto caṕıtulo, a discretização é considerada de maneira matricial,

seguindo a metodologia utilizada por Claeyssen e Campos Velho, 1994. Deste modo,
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é posśıvel observar o agrupamento nodal dos valores de contorno e, por sua vez, mo-

tivar uma conveniente manipulação para com os pontos interiores e adjacentes da

grade. Esta versão semidiscreta para as equações de Navier–Stokes é discretizada,

no tempo, utilizando uma aproximação de diferenças ascendentes (Euler expĺıcito).

Deve-se observar que esta formulação matricial pode ser considerada como um sis-

tema diferencial–algébrico e, eventualmente, utilizam-se rotinas existentes, tais como

o DASSL [Brenam et al., 1989].

No quinto e sexto caṕıtulos, aborda-se a discretização, em diferenças

centrais, da equação de Poisson para a pressão, com condições de Neumann, e

apresenta-se um novo algoritmo velocidade–pressão. Por ser um algoritmo em

variáveis primitivas, pode-se, em prinćıpio, estendê-lo para outras situações. Além

disso, ele é robusto, no sentido que pode integrar escoamentos para números de

Reynolds muito altos, próprios de turbulência.

No sétimo caṕıtulo, são apresentadas diversas simulações, com diferenças

centrais, para o problema da cavidade, sob uma variedade de números de Reynolds,

observando-se o deslocamento do vórtice central e o aparecimento de vórtices se-

cundários e terciários, de acordo com a literatura [Guia et al.,1982].

No oitavo caṕıtulo, são apresentadas as conclusões deste trabalho.
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2 EQUAÇÕES DO CONTÍNUO PARA UM

ESCOAMENTO INCOMPRESSÍVEL

2.1 Equações Básicas

As equações de Navier–Stokes, transientes, incompresśıveis, para u(x, t)

e p(x, t) (velocidade e pressão cinemática, isto é, pressão dividida pela densidade),

munidas de condições iniciais e de contorno para a velocidade, conformam o seguinte

sistema diferencial
∂u

∂t
+ u.∇u +∇p = ν∇2u , t > 0 (2.1)

∇.u = 0 (2.2)

u(x, 0) = u0(x) , x em Ω = Ω ⊕ Γ (2.3)

u = w(x, t) em Γ = ∂Ω . (2.4)

Figura 2.1 Domı́nio Bidimensional

Aqui, Ω é uma região bidimensional limitada, Γ sua fronteira, e o campo de veloci-

dades inicial u0 é solenoidal em Ω

∇.u0 = 0 em Ω . (2.5)
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Do sistema formulado, tem-se a velocidade normal inicial

u0.n = w(x, 0).n em Γ. (2.6)

Da equação da continuidade e do teorema da divergência, obtém-se a

condição de conservação global de massa,

∫
Γ

u.ndx = 0 . (2.7)

Deve ser observado que, a priori, não é fornecida CC para a pressão.

Assim, a solução de (2.1)–(2.7) incluirá p, sujeito a uma constante aditiva arbitrária

(o ńıvel de pressão hidrostática).

As condições de campo inicial solenoidal e velocidade normal inicial

compat́ıvel com a CC, são requeridas para que o problema possua solução bem

definida, única e solenoidal para todo t ≥ 0 [Temam, 1985]. Para o campo inicial

tangencial não é requerido que seja compat́ıvel com a CC; se o for, então a solução

será mais bem comportada [Gresho e Sani, 1987].

Uma interpretação alternativa útil e importante de (2.1)–(2.2) é a seguinte:

dado um campo de velocidades solenoidal apropriado, as equações (2.1)–(2.2) po-

dem ser usadas para determinar o campo de pressão, e estabelecer que a aceleração

também é solenoidal. Isto pode ser feito tomando a derivada com respeito ao tempo

de (2.2) e reescrevendo (2.1)–(2.2) como

a +∇p = f(u) (2.8)

∇.a = 0 (2.9)

onde a = ∂u/∂t e f(u) = ν ∇2u− u.∇u ; dado u tal que ∇.u = 0.
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Das equações (2.8)–(2.9) podem ser obtidos a e p. As equações (2.3)–

(2.7) também devem ser usadas para completar a especificação do problema.

2.2 Equação de Poisson para a Pressão

Assumindo diferenciabilidade apropriada, a equação de Poisson para a

pressão é obtida aplicando primeiro o operador divergência à equação (2.1),

∇.(∂u

∂t
+ u.∇u) +∇2p = ν∇.(∇2u) . (2.10)

Logo, assumindo que div e ∂
∂t

podem ser comutados, e usando a iden-

tidade

∇2u = ∇(∇.u)−∇×∇× u

e o fato que div rot de um campo vetorial é zero, obtém-se

∇.(u.∇u) +∇2p = (ν ∇2Θ− ∂Θ

∂t
) em Ω , (2.11)

onde Θ = ∇.u é a divergência da velocidade.

Mas, por (2.4) e (2.6), tem-se que a condição (2.2) aplica-se “em todo

lugar e em todo tempo”, isto é,

∇.u = 0 em Ω para t ≥ 0 . (2.12)

Assim, substituindo (2.12) em (2.11), obtém-se a equação de Poisson para a Pressão

(EPP)

∇2p = −∇.(u.∇u) em Ω para t ≥ 0 . (2.13)
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Embora (2.1) e (2.12) impliquem (2.13), porém, nem sempre (2.1) e

(2.13) implicam (2.12). Isto pode ser visto como segue:

Subtráındo (2.13) de (2.10), obtém-se

∇.(∂u

∂t
− ν∇2u) = 0 em Ω

a qual, apos comutar os operadores, torna-se a equação do calor transiente para Θ,

isto é,
∂Θ

∂t
= ν∇2Θ .

Desde que Θ é inicialmente zero em Ω, por (2.5), este permanecerá zero

se, e somente se, Θ ( ou ∂Θ
∂n

) é mantido zero em Γ.

Por outro lado, considere-se a seguinte EPP equivalente,

∇2p = ∇.(ν∇2u− u.∇u) . (2.14)

Uma análise similar permite obter

∂

∂t
(∇.u) = 0 em Ω (2.15)

desconsiderando, assim, o valor de Θ em Γ. Integrando (2.15) no tempo obtém-se

∇.u = g(x) ; isto é, ∇.u é independente de t. Mas, por (2.5), tem-se que ∇.u0 = 0,

e sendo ∇.u = g(x) para todo t, tem-se que g(x) = 0. De modo que (2.1) e (2.14)

implicam (2.12), sendo assim um problema bem posto, mas para que (2.1) e (2.13)

impliquem (2.12) faz-se necessário um “aux́ılio” adicional.

Observe-se que, qualquer campo de velocidade, de divergência livre,

induz um campo de pressão computável. Este campo de pressão assegura uma acel-

eração de divergência livre, a qual também é computável; isto é, a pressão induzida
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assegura que o campo de velocidade permaneça de divergência livre, ao menos, até

a imposição de condições de contorno para a pressão.

2.3 Condições de Contorno para a Pressão

Focalizando um domı́nio bidimensional suficientemente regular, assuma-

se um sistema de coordenadas cartesianas com u = (ux, uy) = (u, v) e um sistema

cartesiano, local, erigido em cada ponto em Γ, tal que a normal local em Γ coin-

cida com um de seus eixos. Uma análise similar pode ser feita para um domı́nio

tridimensional suficientemente regular.

Figura 2.2 Sistema cartesiano local em P

Denotando por n, o vetor normal unitário que aponta para fora, e por

τ , o vetor tangente unitário em Γ, como mostra a Fig. 2.2, temos as seguintes

identidades em Γ:

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

∂2

∂n2
+

∂2

∂τ 2
(2.16)

e

u.∇ = u
∂

∂x
+ v

∂

∂y
= un

∂

∂n
+ uτ

∂

∂τ
(2.17)

onde as derivadas com respeito a n são unilaterais.
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Para completar a especificação do problema para a pressão, deve-se

colocar condições de contorno em Γ. Como (2.13) e (2.14) são equações derivadas,

as condições de contorno devem também ser derivadas. Uma maneira óbvia de fazer

isto é, simplesmente, aplicar (2.1) na própria fronteira. Mas, como (2.1) é uma

equação vetorial, e uma condição de contorno escalar é requerida, deve-se escolher

uma condição de contorno para (2.13) e (2.14): ou a normal, ou a projeção tangencial

de (2.1) sobre Γ. Escolhendo a primeira opção, obtém-se

n.∇p =
∂p

∂n
= ν∇2un − (

∂un
∂t

+ u.∇un) em Γ para t ≥ 0 (2.18)

de modo que as equações (2.13)–(2.14) e (2.18) formam um problema de Neu-

mann para a pressão; isto é, dado um campo de velocidade satisfazendo (2.1)–(2.7),

o campo de pressão induzido pode ser obtido de (2.13)–(2.14) e (2.18), pelo menos,

até uma constante aditiva arbitrária.

Observe-se que a expressão de conservação global de massa está sempre

associada com o problema de Neumann. Esta condição associada com (2.14) e

(2.18) é automaticamente satisfeita, quando (2.1)–(2.7) são satisfeitas; isto é, quando

o problema original de Navier–Stokes é bem posto, também o é, o problema de

Poisson/Neumann associado.

Por outro lado, a componente tangencial de (2.1) em Γ fornece a chamada

condição de Dirichlet:

τ.∇p =
∂p

∂τ
= ν∇2uτ − (

∂uτ
∂t

+ u.∇uτ ) (2.19)

onde o valor de p em τ ( isto é, dados de Dirichlet) é provisto pela

integração de (2.19) ao longo de τ .
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A seguir, mostra-se que uma solução de (2.13)–(2.14) e (2.18) satisfaz

(2.19). Assumindo que (2.13) aplica-se em Γ, obtém-se, usando (2.16) e (2.17),

∇2p =
∂2p

∂n2
+
∂2p

∂τ 2
= −∇.(u.∇)u = −(

∂

∂n
(u.∇un) +

∂

∂τ
(u.∇uτ )) . (2.20)

Diferenciando (2.18) na direção n,

∂2p

∂n2
=

∂

∂n
[ν∇2un − (

∂un
∂t

+ u.∇un)] ,

e substituindo o resultado em (2.20), decorre

∂2p

∂τ 2
= − ∂

∂τ
(u.∇uτ )− ν∇2∂un

∂n
+
∂

∂t

∂un
∂n

(2.21)

onde ∂
∂n

foi comutado com ∇2 e ∂
∂t

. Agora, usando a equação da continuidade,

(2.2), em Γ, na forma (∂un
∂n

) + (∂uτ
∂τ

) = 0, em (2.21), e comutando uma vez mais os

operadores obtém-se,

∂2p

∂τ 2
= − ∂

∂τ
(u.∇uτ ) +

∂

∂τ
(ν∇2uτ −

∂uτ
∂t

)

ou
∂

∂τ
(
∂uτ
∂t

+ u.∇uτ +
∂p

∂τ
− ν∇2uτ ) = 0 , (2.22)

a qual implica que o termo entre parêntesis é independente de τ (em Γ). Mas, desde

que a equação do movimento (e sua componente tangencial) deve ser satisfeita na

vizinhança de Γ (não realmente em Γ), este termo deve ser zero; obtendo-se, desta

10



forma, a equação (2.19). Portanto, (2.13) e (2.18) implicam (2.19), ao menos, para

soluções suficientemente regulares.

Logo, se a condição de contorno de Neumann é aplicada à equação

de Poisson da pressão, a solução (se suficientemente regular) também verificará a

condição de contorno de Dirichlet. Este resultado pode, também, ser interpretado de

outra maneira, ou seja, que ambas as componentes normal e tangencial da equação

da quantidade de movimento, (2.1), aplicam-se na (ou pelo menos muito perto

dela) fronteira. Entretanto, como mostrado por Heywood, 1980, e por Heywood

e Rannacher, 1982, unicamente a componente normal da equação da quantidade de

movimento aplica-se sobre Γ, em t = 0, para o caso geral. Eles mostram também,

que o campo de pressão inicial é obtido a partir do problema Poisson/Neumann:

equações (2.13)–(2.14) e (2.18) em t = 0; isto é, estas equações aplicam-se para

t ≥ 0. Logo, a equação da quantidade de movimento tangencial na fronteira (e

condições de contorno de Dirichlet concomitantes para a EPP) aplica-se, unicamente

para t > 0, no caso geral.

Observa-se que

• Assim como as equações (2.13)–(2.14) e (2.18) implicam (2.19), pode

ser mostrado, da mesma forma, que as equações (2.13)–(2.14) e (2.19)

implicam (2.18).

• Para o caso mais simples e mais comum, em que u = 0 em Γ, as

equações (2.18) e (2.19) convertem-se em

∂p

∂n
= ν

∂2un
∂n2

e
∂p

∂τ
= ν

∂2uτ
∂n2

respectivamente.

• Para Re � 1 e u = 0 em Γ, a equação (2.18) pode ser aproximada

por ∂p
∂n

= 0 e a equação (2.19) por ∂p
∂τ

= 0. Na verdade , a primeira
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destas aproximações é freqüentemente feita na prática (como na teoria

da camada limite).

• Se a solução de (2.1)–(2.7) é suficientemente regular e as expressões

(2.13)–(2.14) são válidas, os mesmos campos de velocidade e pressão

serão obtidos resolvendo (2.1)–(2.7) ou (2.1), (2.3)–(2.7), (2.12)–(2.14)

e (2.18). (Se (2.18) é usado para calcular o campo de pressão inicial

(t = 0), então a condição de contorno (2.18) pode ser substitúıda pela

condição de contorno (2.19), para t > 0, mantendo-se os mesmos resul-

tados.

2.4 Condição de Compatibilidade

A boa determinação da solução, para a equação de Poisson relativa

à pressão (2.13), com condições de contorno de Neumann (2.18), requer que seja

satisfeita a relação integral

∫ ∫
Ω

−∇.(u.∇u) dΩ =

∮
Γ

pn dΓ (2.23)

onde Γ = ∂Ω é o contorno da fronteira da área do domı́nio de solução Ω , pn =

n.∇p , e n é o vetor unitário exterior, normal à fronteira Γ.

Observações:

1. A condição∇.u = 0 em Ω, para t ≥ 0, é muito forte. Tal condição afeta,

profundamente, todos os aspectos dos escoamentos incompresśıveis, in-

clusive a compreensão teórica, a escolha de algoritmos e a simulação

numérica. Na fronteira Γ, a condição u.n = w.n, para todo t ≥ 0, é

apropriada.
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2. Para resolver a equação de Poisson para a pressão, somente a condição

de contorno de Neumann é sempre apropriada; isto é, esta fornece uma

única solução para t ≥ 0. A condição de fronteira de Dirichlet é,

em geral, somente apropriada para t > 0; esta, freqüentemente, não

é aplicável em t = 0. A solução única, obtida usando qualquer uma

das condições de contorno, para t > 0, verificará a outra condição de

contorno, sempre que seja usada a condição de contorno de Neumann

em t = 0.

3. Qualquer aproximação discreta, consistente, das equações originais ou

primitivas contém, como uma condição de contorno embutida e au-

tomática para a equação de Poisson da pressão discreta (implicada), a

condição de contorno de Neumann, para t ≥ 0.
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3 DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE

NAVIER–STOKES

As equações de Navier–Stokes, em suas variáveis primitivas, para o

escoamento de um fluido viscoso, incompresśıvel, bidimensional, são dadas por

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+ ν(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) (3.1)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂y
+ ν(

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
) (3.2)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (3.3)

onde u(x, y, t) e v(x, y, t) são as componentes da velocidade nas direções x e y,

respectivamente, p(x, y, t) é a pressão e ν é o coeficiente da viscosidade cinemática,

o qual é suposto constante não negativo.

Neste caṕıtulo, apresenta-se uma descrição da grade alternada, bem

como os métodos de diferença central, upwind e Euler–Lagrange, usados para dis-

cretizar as equações de Navier–Stokes.

3.1 Grade e Valores Nodais

Para resolver, numericamente, o problema inicial e de contorno para as

equações de Navier–Stokes, assume-se, por simplicidade, que Γ é um retângulo com

vértices (0, 0), (A, 0), (A,B), (0, B) com A > 0, B > 0 e que Ω seja o interior de Γ.
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Figura 3.1 Grade Computacional do retângulo Ω

Com relação à Fig. 3.1, considere-se os pontos da grade

xi = i∆x , ∆x =
A

n
, i = 0, 1, . . . , n

yj = j∆y , ∆y =
B

m
, j = 0, 1, . . . ,m

que dividem o retângulo Ω em n×m celas retangulares de largura ∆x e comprimento

∆y. Os pontos da grade que estão na fronteira de Ω, correspondem a i = 0, i = n,

j = 0 e j = m.
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Figura 3.2 Cela computacional, mostrando a localização das variáveis associadas ao

ponto de referência (xi, yj)

Os valores de u, v e p, no tempo k, serão considerados segundo a Fig.

3.2, isto é,

uki+1/2,j = u(i∆x, (j − 1/2)∆y, k∆t)

vki,j+1/2 = v((i− 1/2)∆x, j∆y, k∆t)

pki,j = p((i− 1/2)∆x, (j − 1/2)∆y, k∆t)

Assim, no tempo inicial t0 = 0, as condições iniciais (2.3), que são dadas por

u(x, y, 0) = u0(x, y)

v(x, y, 0) = v0(x, y)

(x, y) em Ω
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implicam que

u0
i+1/2,j = u0(xi, yj−1/2) , i = 0, 1, 2, . . . , n , j = 1, 2, . . . ,m , (3.4)

v0
i,j+1/2 = v0(xi−1/2, yj) , i = 1, 2, . . . , n , j = 0, 1, 2, . . . ,m. (3.5)

Como o campo de velocidade discreta é conhecido no passo de tempo

tk, a partir de (2.4), ou seja,

u(x, y, t) = uΓ(x, y, t)

v(x, y, t) = vΓ(x, y, t)

(x, y) em Γ = ∂Ω , t ≥ 0

pode-se determinar condições de contorno da componente de velocidade tangencial,

no tempo tk, e condições de contorno da componente de velocidade normal, no tempo

tk+1 .

Figura 3.3 Aproximação das condições de contorno da componente de velocidade

tangencial

Desde que as componentes de velocidade discretas u não estão local-

izadas nas fronteiras superior nem inferior, como indicado na Fig. 3.3, as condições
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de contorno da velocidade tangencial são calculadas da seguinte maneira:

uk
i+1/2,0

+uk
i+1/2,1

2
= uΓ(xi, 0, tk) , i = 1, 2, . . . , n− 1 ,

uk
i+1/2,m

+uk
i+1/2,m+1

2
= uΓ(xi, b, tk) , i = 1, 2, . . . , n− 1 ,

a partir das quais obtém-se:

uki+1/2,0 = 2uΓ(xi, 0, tk)− uki+1/2,1 ,

uki+1/2,m+1 = 2uΓ(xi, b, tk)− uki+1/2,m ,

i = 1, 2, . . . , n− 1 . (3.6)

Analogamente, para as condições de contorno da componente de veloci-

dade tangencial, nas fronteiras esquerda e direita, tem-se

vk0,j+1/2 = 2vΓ(0, yj, tk)− vk1,j+1/2 ,

vkn+1,j+1/2 = 2vΓ(a, yj, tk)− vkn,j+1/2 ,

j = 1, 2, . . . ,m− 1 . (3.7)

As condições de contorno da componente de velocidade normal, no

tempo tk+1, são calculadas pelas seguintes fórmulas:

uk+1
1/2,j = uΓ(0, yj−1/2, tk+1) ,

uk+1
n+1/2,j = uΓ(a, yj−1/2, tk+1) ,

j = 1, 2, . . . ,m . (3.8)

vk+1
i,1/2 = vΓ(xi−1/2, 0, tk+1) ,

vk+1
i,m+1/2 = vΓ(xi−1/2, b, tk+1) ,

i = 1, 2, . . . , n . (3.9)
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3.2 Método de Diferença Central

Este método é chamado Método de Diferença Central , devido ao uso

de fórmulas de diferença central para aproximar as derivadas espaciais, nas equações

(3.1) e (3.2), as quais são de segunda ordem. O termo ut será aproximado com uma

fórmula de diferença ascendente (Euler expĺıcito).

Figura 3.4 Grade Alternada

Assim, com relação à Fig. 3.4 , no centro do lado vertical–direito de

uma cela, cada um dos termos da equação diferencial (3.1) será aproximado pelas
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seguintes fórmulas:

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
≈ uki+1/2,j

uki+3/2,j − uki−1/2,j

2∆x
+

v̄ki+1/2,j

uki+1/2,j+1 − uki+1/2,j−1

2∆y
(3.10)

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
≈

uki+3/2,j − 2uki+1/2,j + uki−1/2,j

(∆x)2
+

uki+1/2,j+1 − 2uki+1/2,j + uki+1/2,j−1

(∆y)2
(3.11)

∂p

∂x
≈

pki+1,j − pki,j
∆x

. (3.12)

Substituindo as expresões (3.10)–(3.12) na equação diferencial (3.1), obtém-se a

seguinte equação de diferenças finitas:

uk+1
i+1/2,j

−uk
i+1/2,j

∆t
+ uki+1/2,j

uk
i+3/2,j

−uk
i−1/2,j

2∆x

+v̄ki+1/2,j

uk
i+1/2,j+1

−uk
i+1/2,j−1

2∆y
= −pki+1,j−pki,j

∆x

+ν

(
uk
i+3/2,j

−2uk
i+1/2,j

+uk
i−1/2,j

(∆x)2
+

uk
i+1/2,j+1

−2uk
i+1/2,j

+uk
i+1/2,j−1

(∆y)2

)

ou, equivalentemente,

uk+1
i+1/2,j = F1u

k
i+1/2,j −∆t

pki+1,j − pki,j
∆x

(3.13)

i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . ,m
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onde o operador de diferença finita F1 é definido por

F1u
k
i+1/2,j = uki+1/2,j (3.14)

− ∆t

[
uki+1/2,j

uki+3/2,j − uki−1/2,j

2∆x
+ v̄ki+1/2,j

uki+1/2,j+1 − uki+1/2,j−1

2∆y

]

+ ν∆t

(
uki+3/2,j − 2uki+1/2,j + uki−1/2,j

(∆x)2
+
uki+1/2,j+1 − 2uki+1/2,j + uki+1/2,j−1

(∆y)2

)

Como a componente de velocidade discreta v não está definida no centro

do lado vertical da cela computacional, o termo v̄ki+1/2,j será definido como a média

dos quatro pontos circunvizinhos da grade, nos quais vk é conhecida, isto é,

v̄ki+1/2,j =
vki,j+1/2 + vki,j−1/2 + vki+1,j+1/2 + vki+1,j−1/2

4
(3.15)

Analogamente, no centro do lado horizontal–superior de uma cela, uma

aproximação, para cada um dos termos da equação diferencial (3.2), será dada como
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segue:

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
≈ ūki,j+1/2

vki+1,j+1/2 − vki−1,j+1/2

2∆x
+

vki,j+1/2

vki,j+3/2 − vki,j−1/2

2∆y
(3.16)

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
≈

vki+1,j+1/2 − 2vki,j+1/2 + vki−1,j+1/2

(∆x)2
+

vki,j+3/2 − 2vki,j+1/2 + vki,j−1/2

(∆y)2
(3.17)

∂p

∂y
≈

pki,j+1 − pki,j
∆y

(3.18)

Substituindo as fórmulas (3.16) – (3.18) na equação diferencial (3.2), obtém-se a

seguinte equação em diferenças finitas

vk+1
i,j+1/2 = F2v

k
i,j+1/2 −∆t

pki,j+1 − pki,j
∆y

(3.19)

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m− 1

onde o operador de diferença finita F2 é definido por

F2v
k
i,j+1/2 = vki,j+1/2 (3.20)

− ∆t

[
ūki,j+1/2

vki+1,j+1/2 − vki−1,j+1/2

2∆x
+ vki,j+1/2

vki,j+3/2 − vki,j−1/2

2∆y

]

+ ν∆t

(
vki+1,j+1/2 − 2vki,j+1/2 + vki−1,j+1/2

(∆x)2
+
vki,j+3/2 − 2vki,j+1/2 + vki,j−1/2

(∆y)2

)

22



Como a componente de velocidad u não está definida no centro do lado

horizontal da cela computacional, um valor para ūki,j+1/2 será definido por

ūki,j+1/2 =
uki+1/2,j + uki−1/2,j + uki+1/2,j+1 + uki−1/2,j+1

4
(3.21)

3.3 Método de Diferença Upwind

Este método caracteriza-se pelo emprego de fórmulas de diferenças fini-

tas do tipo “upwind” (ascendentes ou descendentes), as quais são de primeira ordem,

para aproximar as derivadas espaciais de primeira ordem. Os termos ut , vt , ∆u

, ∆v e o gradiente de pressão são discretizados do mesmo modo que no método de

Diferença Central. Mais precisamente, considerando a equação diferencial (3.1) e

segundo a Fig. 3.4, os termos ux e uy são aproximados pelas seguintes fórmulas:

ux ≈
uki+1/2,j − uki−1/2,j

∆x
se uki+1/2,j ≥ 0 (3.22)

ux ≈
uki+3/2,j − uki+1/2,j

∆x
se uki+1/2,j < 0 (3.23)

uy ≈
uki+1/2,j − uki+1/2,j−1

∆y
se v̄ki+1/2,j ≥ 0 (3.24)

uy ≈
uki+1/2,j+1 − uki+1/2,j

∆y
se v̄ki+1/2,j < 0 (3.25)

23



Assim, uma aproximação para os termos uux e vuy é dada como segue

u
∂u

∂x
≈ 1

2∆x

[
−
(
|uki+1/2,j| − uki+1/2,j

)
uki+3/2,j + 2|uki+1/2,j|uki+1/2,j

−
(
|uki+1/2,j|+ uki+1/2,j

)
uki−1/2,j

]
(3.26)

v
∂u

∂y
≈ 1

2∆y

[
−
(
|v̄ki+1/2,j| − v̄ki+1/2,j

)
uki+1/2,j+1 + 2|v̄ki+1/2,j|uki+1/2,j

−
(
|v̄ki+1/2,j|+ v̄ki+1/2,j

)
uki+1/2,j−1

]
(3.27)

Substituindo as fórmulas (3.26) , (3.27) , (3.11) e (3.12) na equação diferencial (3.1),

obtém-se o seguinte esquema:

uk+1
i+1/2,j

−uk
i+1/2,j

∆t
+ 1

2∆x

[
−
(
|uki+1/2,j| − uki+1/2,j

)
uki+3/2,j

+2|uki+1/2,j|uki+1/2,j −
(
|uki+1/2,j|+ uki+1/2,j

)
uki−1/2,j

]

+ 1
2∆y

[
−
(
|v̄ki+1/2,j| − v̄ki+1/2,j

)
uki+1/2,j+1 + 2|v̄ki+1/2,j|uki+1/2,j

−
(
|v̄ki+1/2,j|+ v̄ki+1/2,j

)
uki+1/2,j−1

]
= −pki+1,j−pki,j

∆x

+ν

(
uk
i+3/2,j

−2uk
i+1/2,j

+uk
i−1/2,j

(∆x)2
+

uk
i+1/2,j+1

−2uk
i+1/2,j

+uk
i+1/2,j−1

(∆y)2

)
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ou, equivalentemente,

uk+1
i+1/2,j = F1u

k
i+1/2,j −∆t

pki+1,j − pki,j
∆x

(3.28)

i = 1, 2, . . . , n− 1 j = 1, 2, . . . ,m

onde o operador de diferença finita F1 é da forma

F1u
k
i+1/2,j = uki+1/2,j −

∆t

2∆x

[
−
(
|uki+1/2,j| − uki+1/2,j

)
uki+3/2,j (3.29)

+2|uki+1/2,j|uki+1/2,j −
(
|uki+1/2,j|+ uki+1/2,j

)
uki−1/2,j

]

− ∆t

2∆y

[
−
(
|v̄ki+1/2,j| − v̄ki+1/2,j

)
uki+1/2,j+1 + 2|v̄ki+1/2,j|uki+1/2,j

−
(
|v̄ki+1/2,j|+ v̄ki+1/2,j

)
uki+1/2,j−1

]

+ν∆t

(
uki+3/2,j − 2uki+1/2,j + uki−1/2,j

(∆x)2
+
uki+1/2,j+1 − 2uki+1/2,j + uki+1/2,j−1

(∆y)2

)

na qual o termo espacial v̄ki+1/2,j é definido por (3.15).
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Análogamente, considerando a equação diferencial (3.2) e segundo a

Fig. 3.4 , os termos vx e vy são aproximados pelas seguintes fórmulas:

vx ≈
vki,j+1/2 − vki−1,j+1/2

∆x
se ūki,j+1/2 ≥ 0 (3.30)

vx ≈
vki+1,j+1/2 − vki,j+1/2

∆x
se ūki,j+1/2 < 0 (3.31)

vy ≈
vki,j+1/2 − vki,j−1/2

∆y
se vki,j+1/2 ≥ 0 (3.32)

vy ≈
vki,j+3/2 − vki,j+1/2

∆y
se vki,j+1/2 < 0 (3.33)

Logo, os termos uvx e vvy serão aproximados como segue

u
∂v

∂x
≈ 1

2∆x

[
−
(
|ūki,j+1/2| − ūki,j+1/2

)
vki+1,j+1/2 + 2|ūki,j+1/2|vki,j+1/2

−
(
|ūki,j+1/2|+ ūki,j+1/2

)
vki−1,j+1/2

]
(3.34)

v
∂v

∂y
≈ 1

2∆y

[
−
(
|vki,j+1/2 − vki,j+1/2

)
vki,j+3/2 + 2|vki,j+1/2|vki,j+1/2

−
(
|vki,j+1/2|+ vki,j+1/2

)
vki,j−1/2

]
(3.35)

Substituindo as fórmulas (3.34) , (3.35) , (3.17) e (3.18) na equação (3.2), obtém-se
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o seguinte esquema:

vk+1
i,j+1/2

−vk
i,j+1/2

∆t
+ 1

2∆x

[
−
(
|ūki,j+1/2| − ūki,j+1/2

)
vki+1,j+1/2

+2|ūki,j+1/2|vki,j+1/2 −
(
|ūki,j+1/2|+ ūki,j+1/2

)
vki−1,j+1/2

]

+ 1
2∆y

[
−
(
|vki,j+1/2 − vki,j+1/2

)
vki,j+3/2 + 2|vki,j+1/2|vki,j+1/2

−
(
|vki,j+1/2|+ vki,j+1/2

)
vki,j−1/2

]
= −pki,j+1−pki,j

∆y

+ν

(
vk
i+1,j+1/2

−2vk
i,j+1/2

+vk
i−1,j+1/2

(∆x)2
+

vk
i,j+3/2

−2vk
i,j+1/2

+vk
i,j−1/2

(∆y)2

)
ou, equivalentemente,

vk+1
i,j+1/2 = F2v

k
i,j+1/2 −∆t

pki,j+1 − pki,j
∆y

(3.36)

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m− 1
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onde o operador de diferença finita F2 é da forma

F2v
k
i,j+1/2 = vki,j+1/2 −

∆t

2∆x

[
−
(
|ūki,j+1/2| − ūki,j+1/2

)
vki+1,j+1/2 (3.37)

+2|ūki,j+1/2|vki,j+1/2 −
(
|ūki,j+1/2|+ ūki,j+1/2

)
vki−1,j+1/2

]

− ∆t

2∆y

[
−
(
|vki,j+1/2| − vki,j+1/2

)
vki,j+3/2 + 2|vki,j+1/2|vki,j+1/2

−
(
|vki,j+1/2|+ vki,j+1/2

)
vki,j−1/2

]

+ν∆t

(
vki+1,j+1/2 − 2vki,j+1/2 + vki−1,j+1/2

(∆x)2
+
vki,j+3/2 − 2vki,j+1/2 + vki,j−1/2

(∆y)2

)

e um valor para ūki,j+1/2 é definido por (3.21).

3.4 Método de Euler–Lagrange

Para ilustrar o método de Euler–Lagrange, considere-se a seguinte equação:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
= ν

(
∂2c

∂x2
+
∂2c

∂y2

)
, (3.38)

onde os coeficientes convectivos u e v são supostos constantes, não negativos, e a

constante ν é um coeficiente de difusão positivo.

Os termos convectivos da equação acima podem ser reescritos na forma

de derivada lagrangeana (substancial ou material),

dc

dt
=
∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
(3.39)
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onde d
dt

indica que a razão de variação do tempo é calculada ao longo da linha de

corrente, a qual é definida por

dx

dt
= u ,

dy

dt
= v . (3.40)

Assim, pode-se escrever (3.38) na forma lagrangeana, isto é,

dc

dt
= ν

(
∂2c

∂x2
+
∂2c

∂y2

)
. (3.41)

Uma discretização expĺıcita natural da equação (3.41) é, simplesmente, dada por

ck+1
i,j − cki−a,j−b

∆t
= ν

(
cki−a+1,j−b − 2cki−a,j−b + cki−a−1,j−b

(∆x)2
(3.42)

+
cki−a,j−b+1 − 2cki−a,j−b + cki−a,j−b−1

(∆y)2

)

onde

a = u
∆t

∆x
, b = v

∆t

∆y
(3.43)

são os números de Courant.

Figura 3.5 Grade euleriana–lagrangeana
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É interessante observar o significado f́ısico de (3.42). O novo valor de c,

no tempo tk+1 em (i, j), está relacionado ao valor de c no tempo tk em (i− a, j− b),

o qual difunde-se num lapso de tempo ∆t. Em geral, porém, a e b não são inteiros

(ver Fig. 3.5) e, portanto, (i − a, j − b) não é um ponto da grade. Por esta razão,

uma fórmula de interpolação deve ser usada para definir cki−a,j−b e seus vizinhos na

equação (3.42). A exatidão, estabilidade e difusão numérica de (3.42) dependem da

fórmula de interpolação escolhida.

A interpolação mais simples, que pode ser tomada para calcular cki−a,j−b

e seus vizinhos, é a interpolação bilinear sobre os quatro pontos circunvizinhos da

grade. Sejam a = n + p1 e b = m + q1, onde n e m são as partes inteiras de a e b

respectivamente, e p1 e q1 são suas partes decimais. Assim, cki−a,j−b é aproximado

por

cki−a,j−b = (1− p1)
[
(1− q1)cki−n,j−m + q1 cki−n,j−m−1

]
(3.44)

+p1
[
(1− q1)cki−n−1,j−m + q1 cki−n−1,j−m−1

]

Portanto, o método de Euler–Lagrange (3.42) pode ser escrito na seguinte

forma

ck+1
i,j = Fcki,j

onde o operador F é dado por

Fcki,j = cki−a,j−b + ν∆t

(
cki−a+1,j−b − 2cki−a,j−b + cki−a−1,j−b

(∆x)2
(3.45)

+
cki−a,j−b+1 − 2cki−a,j−b + cki−a,j−b−1

(∆y)2

)
.
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O método de Euler–Lagrange, descrito acima, também estende-se para

o caso em que a equação (3.38) não é linear, isto é, quando u e v não são constantes.

Neste caso, a determinação de a e b requer a resolução das equações (3.40), nas

quais os termos à direita, u e v, são conhecidos únicamente no ńıvel de tempo tk.

Portanto, assume-se que u e v não variam sobre um passo de tempo. Desta forma, em

cada ponto da grade (i, j) as equações (3.40) podem ser integradas numericamente,

retrocedendo no tempo de tk+1 a tk, usando, por exemplo, o metodo de Euler. Assim,

o passo de tempo ∆t é dividido em N partes iguais de comprimentos τ1 = ∆t
N

e as

equações (3.40) são discretizadas na forma descendente como

xs−1 = xs − τ1 u
k(xs, ys) , xN = xi

ys−1 = ys − τ1 v
k(xs, ys) , yN = yj , (3.46)

s = N,N − 1, N − 2, . . . , 2, 1 ,

onde uk(xs, ys) e vk(xs, ys) são interpoladas com uma fórmula similar a (3.44). Logo,

em (xi, yj), a e b são definidos por

a =
xi − x0

∆x
, b =

yj − y0

∆y
.

Deste modo, as linhas de corrente, as quais em geral não são linhas

retas, são melhor aproximadas.

Para melhorar a exatidão e a estabilidade dos métodos de diferenças,

descritos nas secções prévias, considere-se uma aproximação do tipo Euler–Lagrange

para discretizar as equações de Navier–Stokes. Para este propósito, expressar-se-á
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as equações diferenciais (3.1) e (3.2), na forma lagrangeana, como segue:

du

dt
= −∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(3.47)

dv

dt
= −∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
(3.48)

Considerando a grade espacial da Fig. 3.4 e a grade euleriana–lagrangeana

da Fig. 3.5, uma discretização da equação (3.47) é dada por

uk+1
i+1/2,j

−uk
i+1/2−a,j−b

∆t
= −pki+1,j−pki,j

∆x

+ν

(
uk
i+3/2−a,j−b−2uk

i+1/2−a,j−b+u
k
i−1/2−a,j−b

(∆x)2

+
uk
i+1/2−a,j+1−b−2uk

i+1/2−a,j−b+u
k
i+1/2−a,j−1+b

(∆y)2

)

ou, equivalentemente,

uk+1
i+1/2,j = F1u

k
i+1/2,j −∆t

pki+1,j − pki,j
∆x

(3.49)

i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . ,m ,
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onde o operador de diferença finita F1 está definido por

F1u
k
i+1/2,j = uki+1/2−a,j−b (3.50)

+ν∆t

(
uki+3/2−a,j−b − 2uki+1/2−a,j−b + uki−1/2−a,j−b

(∆x)2

+
uki+1/2−a,j+1−b − 2uki+1/2−a,j−b + uki+1/2−a,j−1−b

(∆y)2

)
.

Cada um dos termos do lado direito da fórmula (3.50) poderá ser cal-

culado por interpolação bilinear. Assim, o termo uki+1/2−a,j−b será aproximado por

uki+1/2−a,j−b = (1− p1)
[
(1− q1)uki+1/2−n,j−m + q1 uki+1/2−n,j−m−1

]

+p1
[
(1− q1)uki−1/2−n,j−m + q1 uki−1/2−n,j−m−1

]
. (3.51)

Como as equações de Navier–Stokes são não-lineares, os valores de a e

b serão determinados pelas seguintes fórmulas:

xs−1 = xs − τ1u
k(xs, ys) , xN = xi = (i+ 1/2)∆x

ys−1 = ys − τ1v̄
k(xs, ys) , yN = yj = j∆y (3.52)

s = N,N − 1, N − 2, . . . , 2, 1,

onde v̄ki+1/2,j é definido por (3.15). Os valores uk(xs, ys) e v̄k(xs, ys) são interpoladas

com fórmulas similares a (3.51). Finalmente, em (Xi, Yj) = (i + 1/2∆x, j∆y), os

valores de a e b são calculados por

a =
xi − x0

∆x
, b =

yj − y0

∆y
.
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Similarmente, uma aproximação de diferença finita para a equação

(3.48) é dada por

vk+1
i,j+1/2 = F2v

k
i,j+1/2 −∆t

pki,j+1 − pki,j
∆y

(3.53)

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m− 1

onde o operador de diferença finita F2 é definido por

F2v
k
i.j+1/2 = vki−a,j+1/2−b (3.54)

+ν∆t

(
vki−a+1,j+1/2−b − 2vki−a,j+1/2−b + vki−a−1,j+1/2−b

(∆x)2

+
vki−a,j+3/2−b − 2vki−a,j+1/2−b + vki−a,j−1/2−b

(∆y)2

)
.

Cada um dos termos do lado direito da fórmula (3.54) é calculado por

interpolação bilinear. Assim, o termo vki−a,j+1/2−b é aproximado por

vki−a,j+1/2−b = (1− p1)
[
(1− q1)vki−n,j+1/2−m + q1 vki−n,j−1/2−m

]
(3.55)

+p1
[
(1− q1)vki−1−n,j+1/2−m + q1 vki−1−n,j−1/2−m

]

e os valores de a e b são determinados através de:

xs−1 = xs − τ1ū
k(xs, ys), xN = xi = i∆x

ys−1 = ys − τ1v
k(xs, ys), yN = yj = (j + 1/2)∆y , (3.56)

s = N,N − 1, N − 2, . . . , 2, 1
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onde ūki,j+1/2 é definido por (3.21). Os valores de ūk(xs, ys) e vk(xs, ys) são interpo-

lados com uma fórmula similar a (3.55). Logo, em (xi, yj) = (i∆x, (j+ 1/2)∆y) , os

valores de a e b são calculados pelas fórmulas

a =
xi − x0

∆x
, b =

yj − y0

∆y
.
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4 A FORMULAÇÃO MATRICIAL

4.1 Introdução

As equações de Navier–Stokes (3.1)–(3.2) e da continuidade (3.3), num

escoamento bidimensional, podem ser escritas na seguinte forma


1 0 0

0 1 0

0 0 0





∂u
∂t

∂v
∂t

∂p
∂t


+



(u ∂
∂x

+ v ∂
∂y

) 0 0

0 (u ∂
∂x

+ v ∂
∂y

) 0

0 0 0





u

v

p


=

−



0 0 ∂
∂x

0 0 ∂
∂y

0 0 0





u

v

p


+



ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0 0

0 ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0

∂
∂x

∂
∂y

0





u

v

p



ou, equivalentemente,

M
∂U

∂t
+NU = −PU + LU (4.1)

onde

U =


u

v

p

 , M =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,
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N =



(u ∂
∂x

+ v ∂
∂y

) 0 0

0 (u ∂
∂x

+ v ∂
∂y

) 0

0 0 0


, P =



0 0 ∂
∂x

0 0 ∂
∂y

0 0 0


,

L =



ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0 0

0 ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0

∂
∂x

∂
∂y

0


.

Neste caṕıtulo apresenta-se uma aproximação matricial, para as equações

de Navier–Stokes e da continuidade, usando três métodos de discretização para o

campo de velocidades: diferença central, upwind e Euler–Lagrange.

4.2 Método de Diferença Central

Para obter uma aproximação matricial para o sistema (4.1) é usado o

método das linhas, o qual consiste em separar as discretizações no tempo e no espaço.

O método das linhas, eficientemente promovido em trabalhos anaĺıticos

e numéricos por Liskovets, 1965, reduz equações diferenciais parciais a um sistema

de equações diferenciais ordinarias (EDOs), usualmente, por técnicas de diferenças

finitas ou de elementos finitos. Se o problema original for um problema de valor

inicial, o sistema de EDOs resultante forma um problema de valor inicial. Se o

problema for um problema de valor na fronteira, também o será o sistema de EDOs

resultante.
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O primeiro passo do método das linhas consiste em aproximar os oper-

adores diferenciais espaciais. Assim, a equação (4.1) torna-se um sistema singular

não–linear de equações diferenciais ordinárias

M
dU
dt

+ N(U)U + NF (U,UF )UF = −PU− PF (U,UF ) + LU + LFUF (4.2)

para o vetor U = [Ui,j] onde Ui,j incluem os valores ui+1/2,j , vi,j+1/2 , pi,j numa

cela (i, j), como mostra a Fig. 3.2. O vetor UF contém os valores na fronteira

correspondentes aos termos u, v e p.

Em (4.2), a matriz M e as matrizes N, L , P, bem como suas corre-

spondentes matrizes “fronteira” NF , LF , PF , representam os coeficientes da forma

discreta das equações de Navier–Stokes. O sistema (4.2) não é completamente um

sistema de equações diferenciais ordinárias devido ao fato de que a equação da con-

tinuidade não possui derivada temporal para a pressão. É um sistema singular pelo

fato que detM = 0. A derivação dessas matrizes é realizada mais adiante.

Defina-se o vetor nodal U, como o vetor que contém unicamente os

valores nos pontos interiores da grade. Defina-se, também, o vetor nodal fronteira

UF , o qual contém os valores nos pontos de fronteira da grade, isto é,

U =



u

v

p


, UF =



uF

vF

pF



38



onde

u =



u3/2,1

u5/2,1

...

un−1/2,1

u3/2,2

u5/2,2

...

un−1/2,2

...

u3/2,m

u5/2,m

...

un−1/2,m



, v =



v1,3/2

v2,3/2

...

vn,3/2

v1,5/2

v2,5/2

...

vn,5/2
...

v1,m−1/2

v2,m−1/2

...

vn,m−1/2



, p =



p1,1

p2,1

...

pn,1

p1,2

p2,2

...

pn,2
...

p1,m

p2,m

...

pn,m


e
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uF =



u3/2,0

u5/2,0

...

un−1/2,0

u1/2,1

un+1/2,1

u1/2,2

un+1/2,2

...

u1/2,m

un+1/2,m

u3/2,m+1

...

un−1/2,m+1



, vF =



v1,1/2

v2,1/2

...

vn,1/2

v0,3/2

vn+1,3/2

...

v0,m−1/2

vn+1,m−1/2

v1,m+1/2

v2,m+1/2

...

vn,m+1/2



, pF =



p1,0

p2,0

...

pn,0

p0,1

pn+1,1

p0,2

pn+1,2

...

p0,m

pn+1,m

p1,m+1

p2,m+1

...

pn,m+1


Os vetores u , v e p são de ordem (m × (n − 1)) × 1 , ((m − 1) ×

n) × 1 , (m × n) × 1, respectivamente, e os vetores uF , vF e pF são de ordem

2(m+ n− 1)× 1 , 2(m− 1 + n)× 1 , 2(m+ n) respectivamente.
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O sistema algébrico–diferencial (4.2) é obtido a partir da equação (4.1),

discretizando, de forma apropriada, cada um dos termos das matrizes N , P e L

por separado. No caso da matriz L, usam-se fórmulas de diferença central para

aproximar as derivadas espaciais. Assim, segundo a Fig. 3.4, os termos ∂2u
∂x2

e ∂2u
∂y2

serão aproximados por

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
i+1/2,j

'
ui+3/2,j − 2ui+1/2,j + ui−1/2,j

(∆x)2
,

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
i+1/2,j

'
ui+1/2,j+1 − 2ui+1/2,j + ui+1/2,j−1

(∆y)2

respectivamente. Logo, o termo ν (∂
2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

) será aproximado pela seguinte ex-

pressão

ν (∂
2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)

∣∣∣∣
i+1/2,j

' ν
(∆x)2

ui+3/2,j − [ 2ν
(∆x)2

+ 2ν
(∆y)2

] ui+1/2,j+

ν
(∆x)2

ui−1/2,j + ν
(∆y)2

ui+1/2,j+1 + ν
(∆y)2

ui+1/2,j−1

i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . ,m ,

a qual, escrita em forma matricial, tem a seguinte forma

ν (
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) ' L11 u+ LF11 u

F . (4.3)
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Analogamente, de acordo com a Fig. 3.4, uma aproximação em diferenças

finitas para o termo ν ( ∂
2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

) é da forma

ν ( ∂
2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

)

∣∣∣∣
i,j+1/2

' ν
(∆x)2

vi+1,j+1/2 − [ 2ν
(∆x)2

+ 2ν
(∆y)2

] vi,j+1/2+

ν
(∆x)2

vi−1,j+1/2 + ν
(∆y)2

vi,j+3/2 + ν
(∆y)2

vi,j−1/2

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m− 1 ,

cuja expressão matricial é dada por

ν (
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
) ' L22 v + LF22 v

F . (4.4)

Os termos ∂u
∂x

e ∂v
∂y

, os quais fazem parte da equação da continuidade,

serão discretizados como segue

∂u
∂x

∣∣∣∣
i,j

' ui+1/2,j−ui−1/2,j

∆x
, ∂v

∂y

∣∣∣∣
i,j

' vi,j+1/2−vi,j−1/2

∆y
,

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m,

tais aproximações têm a seguinte forma matricial

∂u

∂x
' L31 u+ LF31 u

F , (4.5)

∂v

∂y
' L32 v + LF32 v

F . (4.6)
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Substituindo as expressões (4.3)–(4.6) na matriz L da equação (4.1),

decorre,

L =



L11 0 0

0 L22 0

L31 L32 0


, LF =



LF11 0 0

0 LF22 0

LF31 LF32 0


.

As matrizes L11 , L22 , L31 , L32 e suas correspondentes matrizes fron-

teira LF11 , LF22 , LF31 , LF32 são dadas no apêndice A-1.1.

Para discretizar a matriz N (da equação (4.1)), a qual representa a

parte convectiva não–linear das Equações de Navier–Stokes, utilizam-se esquemas

de diferença central para aproximar as derivadas espaciais de primeira ordem. Es-

pecificamente, com relação à Fig. 3.4, uma aproximação para o termo

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

é a seguinte expressão em diferenças finitas

(u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
)

∣∣∣∣
i+1/2,j

' ui+1/2,j

ui+3/2,j − ui−1/2,j

2∆x
+

vi+1/2,j

ui+1/2,j+1 − ui+1/2,j−1

2∆y
(4.7)

i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . ,m ,

onde o termo espacial vi+1/2,j está definido por (3.15).
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Uma expressão matricial para (4.7) é da forma

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
' [diag(u) A1 + diag(Bv) C1] u+

[diag(u) F1 + diag(BFvF ) F2] uF (4.8)

Analogamente, uma aproximação em diferenças finitas para o termo

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

é dada por

(u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
)

∣∣∣∣
i,j+1/2

' ui,j+1/2

vi+1,j+1/2 − vi−1,j+1/2

2∆x
+

vi,j+1/2

vi,j+3/2 − vi,j−1/2

2∆y
(4.9)

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m− 1 ,

onde o termo espacial ui,j+1/2 está definido em (3.21) .

Escrevendo em forma matricial, a expressão (4.9) pode ser dada como

segue

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
' [diag(Btu) A2 + diag(v) C2] v +

[diag(B uF )F3 + diag(v) F4] vF . (4.10)
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Substituindo as expressões (4.8) e (4.10) na matriz N da equação (4.1),

obtém-se as matrizes

N(U) =



diag(u)A1 + diag(Bv)C1 0 0

0 diag(Btu)A2 + diag(v)C2 0

0 0 0


,

e

NF (U,UF ) =



diag(u)F1 + diag(BFvF )F2 0 0

0 diag(BuF )F3 + diag(v)F4 0

0 0 0


.

A matriz N(U) contem os valores nos pontos interiores da grade, en-

quanto que a matriz NF (U,UF ) contem os valores nos pontos de fronteira, os quais

representam os efeitos das condições de contorno de Dirichlet sobre os termos con-

vectivos das Equações de Navier–Stokes.

As submatrizes das matrizes N(U) e NF (U,UF ) são dadas no apêndice

A-1.2.
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Definindo,

diag(u) = diag( [I 0 0]


u

v

p

) = diag(B0U)

diag(Bv) = diag( [0 B 0]


u

v

p

) = diag(B1U)

diag(Btu) = diag( [Bt 0 0]


u

v

p

) = diag(B2U)

diag(v) = diag( [0 I 0]


u

v

p

) = diag(B3U)

a matriz N(U) pode ser escrita como

N(U) =



diag(B0U)A1 + diag(B1U)C1 0 0

0 diag(B2U)A2 + diag(B3U)C2 0

0 0 0


.
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Analogamente, definindo apropriadamente cada termo da matriz NF (U,UF ),

obtém-se que esta matriz pode ser escrita

NF (U,UF ) =



diag(B0U)F1 + diag(BF
1 U

F )F2 0 0

0 diag(BF
2 U

F )F3 + diag(B3U)F4 0

0 0 0


.

Finalmente, no caso da matriz P , discretiza-se o gradiente de pressão us-

ando fórmulas de diferença central, para aproximar as derivadas espaciais de primeira

ordem com condições de contorno de Neumann, as quais foram usadas neste tra-

balho e são dadas pelas fórmulas (6.2)–(6.5). Mais precisamente, com relação à Fig.

3.4, os termos ∂p
∂x

e ∂p
∂y

são aproximados por

∂p
∂x

∣∣∣∣
i+1/2,j

' pi+1,j−pi,j
∆x

, ∂p
∂y

∣∣∣∣
i,j+1/2

' pi,j+1−pi,j
∆y

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m .

Na forma matricial, tem-se,

∂p

∂x
' P13 p+ P F

13 p
F ,

∂p

∂y
' P23 p+ P F

23 p
F .

Os termos P F
13 pF e P F

23 pF representam os efeitos das condições de

contorno de Neumann para a pressão e decorrem das equações (6.2)–(6.5) na dis-
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cretização do gradiente de pressão e são dados por

P F
13 p

F = −Mu
duF

dt
− P1u

F .P2u
F + P1u

F .P3u− P4v.P5u
F

−P6v
F .P5u

F + P7v + P8v
F + P9u

F ,

P F
23 p

F = −Mv
dvF

dt
− P 1

1 u.P
1
2 v

F − P 1
3 u

F .P 1
2 v

F − P 1
4 v

F .P 1
5 v

F

+P 1
4 v

F .P 1
6 v + P 1

7 v
F + P 1

8 u+ P 1
9 u

F ,

onde

Mu =


I 0 0

0 0 0

0 0 0

 , Mv =


0 0 0

0 I 0

0 0 0

 .

Considerando a localização dos termos na matriz P da equação (4.1),

decorrem as matrizes

P =



0 0 P13

0 0 P23

0 0 0


, PF (U,UF ) =



0 0 P F
13 p

F

0 0 P F
23 p

F

0 0 0



onde a matriz P contém os valores nos pontos interiores da grade, com relação à

pressão, pi,j. A matriz PF (U,UF ) representa os efeitos das condições de contorno de

Neumann para a pressão.

As submatrizes das matrizes P e PF (U,UF ) são dadas no apêndice A-

1.3.
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Mantendo o tempo como uma variável cont́ınua, uma versão semi–

discreta para as equações de Navier–Stokes pode ser escrita como o seguinte sistema

algébrico–diferencial:

M
dU
dt

+ N(U)U + NF (U,UF )UF = −PU− PF (U,UF ) + LU + LFUF . (4.11)

4.3 Método de Diferença Upwind

Usando-se o método das linhas com esquemas de diferença do tipo up-

wind (ascendentes ou descendentes) para aproximar os operadores diferenciais es-

paciais, obtém-se que a equação (4.1) reduz-se a um sistema singular não–linear de

equações diferenciais ordinárias dado por

M
dU
dt

+ N(U,UF )U + NF (U,UF )UF = −PU− PF (U,UF ) + LU + LFUF . (4.12)

Os vetores U e UF e as matrizes M , P , PF , L e LF são calculadas como no

método de diferença central.

As matrizes N(U,UF ) e NF (U,UF ) decorrem da discretização de cada

um dos termos da matriz N da equação (4.1), usando-se esquemas de diferença

upwind. Mais precisamente, segundo a Fig. 3.4 , o termo u∂u
∂x

+v ∂u
∂y

será aproximado
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pela seguinte fórmula

(u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
)

∣∣∣∣
i+1/2,j

≈ 1

2∆x

[
−
(
|ui+1/2,j| − ui+1/2,j

)
ui+3/2,j +

2|ui+1/2,j|ui+1/2,j −
(
|ui+1/2,j|+ ui+1/2,j

)
ui−1/2,j

]
+

1

2∆y

[
−
(
|v̄i+1/2,j − v̄i+1/2,j

)
ui+1/2,j+1 + 2|v̄i+1/2,j|ui+1/2,j

−
(
|v̄i+1/2,j|+ v̄i+1/2,j

)
ui+1/2,j−1

]
(4.13)

i = 1, 2, . . . , n− 1 , j = 1, 2, . . . ,m,

cuja expressão matricial é dada por

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
≈ [A1(u) + B1(v, vF )] u+ F1(u, v, vF ) uF , (4.14)

e um valor para o termo v̄i+1/2,j é definido por (3.15).
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Analogamente, segundo a Fig. 3.4, uma aproximação em diferenças

finitas para o termo u ∂v
∂x

+ v ∂v
∂y

é dada por

(u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
)

∣∣∣∣
i,j+1/2

≈ 1

2∆x

[
−
(
|ūi,j+1/2| − ūi,j+1/2

)
vi+1,j+1/2 +

2|ūi,j+1/2|vi,j+1/2 −
(
|ūi,j+1/2|+ ūi,j+1/2

)
vi−1,j+1/2

]
+

1

2∆y

[
−
(
|vi,j+1/2 − vi,j+1/2

)
vi,j+3/2 + 2|vi,j+1/2|vi,j+1/2

−
(
|vi,j+1/2|+ vi,j+1/2

)
vi,j−1/2

]
, (4.15)

i = 1, 2, . . . , n , j = 1, 2, . . . ,m− 1 ,

a qual, escrita em forma matricial, tem a seguinte forma

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
≈ [A2(u, uF ) + B2(v)] v + F2(u, uF , v) vF . (4.16)

O termo espacial ūi,j+1/2, na equação (4.15), está definido por (3.21).

Substituindo as expressões (4.14) e (4.16) na matriz N da equação (4.1),

obtém-se as seguintes matrizes

N(U,UF ) =



A1(u) + B1(v, vF ) 0 0

0 A2(u, uF ) + B2(v) 0

0 0 0


,
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NF (U,UF ) =



F1(u, v, vF ) 0 0

0 F2(u, uF , v) 0

0 0 0


.

As submatrizes das matrizes N(U,UF ) e NF (U,UF ) são dadas nos apêndices

A-2.1 e A-2.2, respectivamente.

4.4 Método de Euler–Lagrange

Considere-se as equações de Navier–Stokes e da continuidade num es-

coamento bidimensional (3.1)–(3.3). Escrevendo os termos convectivos na forma de

derivada lagrangeana, obtém-se o seguinte sistema de equações:

du

dt
= −∂p

∂x
+ ν(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) (4.17)

dv

dt
= −∂p

∂y
+ ν(

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
) (4.18)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (4.19)
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cuja expressão matricial pode ser dada como segue:


1 0 0

0 1 0

0 0 0





du
dt

dv
dt

dp
dt


= −



0 0 ∂
∂x

0 0 ∂
∂y

0 0 0





u

v

p



+



ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0 0

0 ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0

∂
∂x

∂
∂y

0





u

v

p



ou, equivalentemente,

M
dU

dt
= −PU + LU (4.20)

onde

U =


u

v

p

 , M =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,

P =



0 0 ∂
∂x

0 0 ∂
∂y

0 0 0


, L =



ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0 0

0 ν( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) 0

∂
∂x

∂
∂y

0


.
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Usando-se o método das linhas com fórmulas de diferenças finitas para

aproximar os operadores diferenciais espaciais obtém-se que a equação (4.20) torna-

se um sistema singular de equações diferenciais ordinárias dado por

M
dU
dt

= −PU− PF (U,UF ) + L T (U) + LF T (UF ) , (4.21)

onde U , UF , M , P e PF são dados como nos métodos descritos nas seções anteriores

(diferença central e upwind). Os termos L T (U) e LF T (UF ) , na equação (4.21),

representam a forma matricial que resulta da discretização de cada termo da matriz

L da equação (4.20), usando-se fórmulas de diferença central para aproximar as

derivadas espaciais. Mais precisamente, segundo a Fig. 3.4 e a Fig. 3.5, o termo

∂2u/∂x2 + ∂2u/∂y2 será aproximado por:

ν(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
)

∣∣∣∣
i+1/2,j

' ν

(
ui+3/2−a,j−b − 2ui+1/2−a,j−b + ui−1/2−a,j−b

(∆x)2
+

ui+1/2−a,j+1−b − 2ui+1/2−a,j−b + ui+1/2−a,j−1+b

(∆y)2

)
(4.22)

i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . ,m .

Cada um dos termos do lado direito da expressão (4.22) é calculado por uma fórmula

similar à (3.51).
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Analogamente, uma aproximação em diferenças finitas para o termo

∂2v/∂x2 + ∂2v/∂y2 será dada por:

ν(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
)

∣∣∣∣
i,j+1/2

' ν

(
vi−a+1,j+1/2−b − 2vi−a,j+1/2−b + vi−a−1,j+1/2−b

(∆x)2
+

vi−a,j+3/2−b − 2vi−a,j+1/2−b + vi−a,j−1/2−b

(∆y)2

)
(4.23)

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m− 1 .

Cada um dos termos do lado direito da expressão (4.23) serão calculados por uma

fórmula similar à (3.55).

Uma expressão matricial para as equações (4.22) e (4.23) pode ser dada

como segue,

ν (
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) ' L11 Tu+ LF11 Tu

F (4.24)

ν (
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
) ' L22 Tv + LF22 Tv

F (4.25)

onde

T (U) =


Tu

Tv

p

 , T (UF ) =


TuF

TvF

pF


e
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Tu =



u
3/2−a(1)

3/2
,1−b(1)

3/2

u
5/2−a(1)

5/2
,1−b(1)

5/2

...

u
n−1/2−a(1)

n−1/2
,1−b(1)

n−1/2

u
3/2−a(2)

3/2
,2−b(2)

3/2

u
5/2−a(2)

5/2
,2−b(2)

5/2

...

u
n−1/2−a(2)

n−1/2
,2−b(2)

n−1/2

...

u
3/2−a(m)

3/2
,m−b(m)

3/2

u
5/2−a(m)

5/2
,m−b(m)

5/2

...

u
n−1/2−a(m

n−1/2
),m−b(m)

n−1/2



Tv =



v
1−a(3/2)1 ,3/2−b(3/2)1

v
2−a(3/2)2 ,3/2−b(3/2)2

...

v
n−a(3/2)n ,3/2−b(3/2)2

v
1−a(5/2)1 ,5/2−b(5/2)1

v
2−a(5/2)2 ,5/2−b(5/2)2

...

v
n−a(5/2)n ,5/2−b(5/2)n

...

v
1−a(m−1/2)

1 ,m−1/2−b(m−1/2)
1

v
2−a(m−1/2)

2 ,m−1/2−b(m−1/2)
2

...

v
n−a(m−1/2)

n ,m−1/2−b(m−1/2)
n



p =



p1,1

p2,1

...

pn,1

p1,2

p2,2

...

pn,2
...

p1,m

p2,m

...

pn,m



e
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TuF =



u
3/2−a(0)

3/2
,0−b(0)

3/2

u
5/2−a(0)

5/2
,0−b(0)

5/2

...

u
n−1/2−a(0)

n−1/2
,0−b(0)

n−1/2

u
1/2−a(1)

1/2
,1−b(1)

1/2

u
n+1/2−a(1)

n+1/2
,1

(1)
n+1/2

u
1/2−a(2)

1/2
,2−b(2)

1/2

u
n+1/2−a(2)

n+1/2
,2−b(2)

n+1/2

...

u
1/2−a(m)

1/2
,m−b(m)

1/2

u
n+1/2−a(m)

1/2
,m−b(m)

1/2

u
3/2−a(m+1)

3/2
,m+1−b(m+1)

3/2

...

u
n−1/2−a(m+1)

n−1/2
,m+1−b(m+1)

n−1/2



TvF =



v
1−a(1/2)1 ,1/2−b(1/2)1

v
2−a(1/2)2 ,1/2−b(1/2)2

...

v
n−a(1/2)n ,1/2−b(1/2)n

v
0−a(3/2)0 ,3/2−b(3/2)0

v
n+1−a(3/2)0 ,3/2−b(3/2)0

...

v
0−a(m−1/2)

0 ,m−1/2−b(m−1/2)
0

v
n+1−a(m−1/2)

n+1 ,m−1/2−b(m−1/2)
n+1

v
1−a(m+1/2)

1 ,m+1/2−b(m+1/2)
1

v
2−a(m+1/2)

2 ,m+1/2−b(m+1/2)
2

...

v
n−a(m+1/2)

n ,m+1/2−b(m+1/2)
n



pF =



p1,0

p2,0

...

pn,0

p0,1

pn+1,1

p0,2

pn+1,2

...

p0,m

pn+1,m

p1,m+1

p2,m+1

...

pn,m+1


As matrizes L11 , L

F
11 , L22 , L

F
22 são dadas como nos métodos descritos

nas seções anteriores (diferença central e upwind).
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Substituindo as expressões (4.5) , (4.6) , (4.24) , (4.25) na matriz L da

equação (4.20), decorre,

L T (U) =



L11 0 0

0 L22 0

L31 L32 0




Tu

Tv

p

 , LF T (UF ) =



LF11 0 0

0 LF22 0

LF31 LF32 0




TuF

TvF

pF
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5 DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES DA

PRESSÃO

5.1 Introdução

A equação de Poisson para a pressão é obtida por diferenciação e adição

das equações da quantidade de movimento (3.1) e (3.2):

∇2p = −∇.(u.∇u)−Dt (5.1)

onde o termo dilatação D é definido como

D = ux + vy .

Note-se que na formulação cont́ınua, naturalmente, D ≡ 0, mas, devido

às aproximações ou iteração incompleta da equação de Poisson, o erro acumula-se

e Dij 6= 0. Com a omissão de D em (5.1), o resultado não é unicamente inexato

mas pode dar origem a uma instabilidade nas equações da quantidade de movimento.

Entretanto, a inclusão de D pode eliminar a instabilidade [Ames, 1992; Roache,1982;

Ferziger e Perić, 1996].

Com relação à Fig. 3.1, as seguintes condições de contorno de Neumann,

para a pressão, são obtidas aplicando as equações da quantidade de movimento (3.1)

e (3.2) nas fronteiras sólidas:

−px = ut + u ux + v uy + ν (vxy − uyy) em x = 0 , A (5.2)

−py = vt + u vx + v vy − ν (vxx − uxy) em y = 0 , B . (5.3)
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Uma vez que o campo de pressão, nas equações de Navier–Stokes in-

compresśıveis, é determinado somente até uma constante aditiva, faz-se necessário

condicionar a pressão para determiná-la unicamente. Isto pode ser realizado, ou por

uma relação integral da forma

c(x, y) =

∫ ∫
Ω

p(x, y)dxdy

ou por uma condição pontual

p(x0, y0) = 0 .

Logo, se pij é uma solução, então (pij + c) , onde c é uma constante,

é também uma solução. A solução particular é escolhida especificando p em um

ponto.

A equação de Poisson para a pressão, (5.1), e as condições de contorno,

(5.2)–(5.3), são aproximadas sobre uma grade alternada com incrementos espaciais

∆x = ∆y = h em ambas as direções x e y. Todas as derivadas espaciais nas equações

(5.1) , (5.2) e (5.3) serão aproximadas, a seguir, usando fórmulas de diferença central

de segunda ordem.

5.2 Celas Interiores da grade

Seja a equação de Poisson para a pressão

∇2p = −∇.(u.∇u)−Dt

ou, equivalentemente,

pxx + pyy = − ∂

∂x
(u
∂u

∂x
)− ∂

∂x
(v
∂u

∂y
)− ∂

∂y
(u
∂v

∂x
)− ∂

∂y
(v
∂v

∂y
)−Dt . (5.4)
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O termo não estacionário Dt na equação (5.1) é aproximado por [Harlow

e Welsh, 1965; Roache, 1982]:

Dt '
Dk+1 −Dk

∆t
(5.5)

onde os supeŕındices k e k+ 1 referem-se aos ńıveis de tempo t e t+ ∆t, respectiva-

mente.

Para tentar satisfazer à equação da continuidade (3.3), Dk+1 é feito igual

a zero. Dk é mantido na equação (5.5) para superar instabilidades não lineares na

solução das equações da quantidade de movimento (3.1) e (3.2) [Harlow e Welsh,

1965; Roache, 1982].

Dada uma cela (i, j), como mostra a Fig. 3.2. Supondo que (i, j)

corresponde a uma cela interior, isto é, sem lados comuns com a fronteira, e segundo

a Fig. 3.4, a equação de Poisson para a pressão (5.4) será aproximada como segue:

(
pxx + pyy

)
i,j

= −
[
∂

∂x
(u
∂u

∂x
)

]
i,j

−
[
∂

∂x
(v
∂u

∂y
)

]
i,j

−
[
∂

∂y
(u
∂v

∂x
)

]
i,j

−

[
∂

∂y
(v
∂v

∂y
)

]
i,j

+
1

∆t

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
i,j

+
∂v

∂y

∣∣∣∣
i,j

)
(5.6)

i = 2, 3, . . . , n− 1 ; j = 2, 3, . . . ,m− 1 .

Os termos pxx e pyy , da equação (5.6), serão aproximados pelas seguintes

fórmulas

pxx

∣∣∣∣
i,j

≈ pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

h2
(5.7)

pyy

∣∣∣∣
i,j

≈ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

h2
(5.8)
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Segundo a Fig. 3.4 os termos

[
∂

∂x
(u
∂u

∂x
)

]
i,j

e

[
∂

∂x
(v
∂u

∂y
)

]
i,j

na equação (5.6) serão aproximados como segue:

[
∂

∂x
(u
∂u

∂x
)

]
i,j

≈ 1

h

[ (
u
∂u

∂x

)
i+1/2,j

−
(
u
∂u

∂x

)
i−1/2,j

]

≈ 1

h

[
ui+1/2,j(

ui+3/2,j − ui−1/2,j

2h
)−

ui−1/2,j(
ui+1/2,j − ui−3/2,j

2h
)

]
(5.9)

Da mesma forma tem-se

[
∂

∂x
(v
∂u

∂y
)

]
i,j

≈ 1

h

[ (
v
∂u

∂y

)
i+1/2,j

−
(
v
∂u

∂y

)
i−1/2,j

]

≈ 1

h

[
vi+1/2,j(

ui+1/2,j+1 − ui+1/2,j−1

2h
)−

vi−1/2,j(
ui−1/2,j+1 − ui−1/2,j−1

2h
)

]
(5.10)
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Expressões similares obtém-se, segundo a Fig. 3.4, para os outros ter-

mos da equação (5.6). Mais precisamente,

[
∂

∂y
(u
∂v

∂x
)

]
i,j

≈ 1

h

[ (
u
∂v

∂x

)
i,j+1/2

−
(
u
∂v

∂x

)
i,j−1/2

]

≈ 1

h

[
ui,j+1/2(

vi+1,j+1/2 − vi−1,j+1/2

2h
)−

ui,j−1/2(
vi+1,j−1/2 − vi−1,j−1/2

2h
)

]
(5.11)

Analogamente,

[
∂

∂y
(v
∂v

∂y
)

]
pi,j

≈ 1

h

[ (
v
∂v

∂y

)
vi,j+1/2

−
(
v
∂v

∂y

)
vi,j−1/2

]

≈ 1

h

[
vi,j+1/2(

vi,j+3/2 − vi,j−1/2

2h
)−

vi,j−1/2(
vi,j+1/2 − vi,j−3/2

2h
)

]
(5.12)

Finalmente,

∂u

∂x

∣∣∣∣
i,j

≈
ui+1/2,j − ui−1/2,j

h
,

∂v

∂y

∣∣∣∣
i,j

≈
vi,j+1/2 − vi,j−1/2

h
. (5.13)
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Substituindo as expressões (5.7)–(5.13) na equação (5.6) obtém-se

pi+1,j + pi−1,j + pi,j+1 + pi,j−1 − 4pi,j = −1
2
ui+1/2,j (ui+3/2,j − ui−1/2,j)

+1
2
ui−1/2,j (ui+1/2,j − ui−3/2,j)− 1

2
vi+1/2,j (ui+1/2,j+1 − ui+1/2,j−1)

+1
2
vi−1/2,j (ui−1/2,j+1 − ui−1/2,j−1)− 1

2
ui,j+1/2 (vi+1,j+1/2 − vi−1,j+1/2)

+1
2
ui,j−1/2 (vi+1,j−1/2 − vi−1,j−1/2)− 1

2
vi,j+1/2 (vi,j+3/2 − vi,j−1/2)

+1
2
vi,j−1/2 (vi,j+1/2 − vi,j−3/2) + h

∆t
(ui+1/2,j − ui−1/2,j + vi,j+1/2 − vi,j−1/2)

i = 2, 3, . . . , n− 1 , j = 2, 3, . . . ,m− 1 .

(5.14)

5.3 Celas adjacentes à fronteira da grade

Para o caso das celas adjacentes à fronteira esquerda, e que não cor-

respondem às esquinas da grade, a equação (5.2) será aproximada, segundo a Fig.

3.4, da seguinte forma:

px

∣∣∣∣
3/2,j

= −ut
∣∣∣∣
3/2,j

−
(
uux

)
3/2,j

−
(
vuy

)
3/2,j

− ν
(
vxy − uyy

)
3/2,j

p2,j−p1,j
h

= −
uk+1
3/2,j

−uk
3/2,j

∆t

−u3/2,j(
u5/2,j−u1/2,j

2h
)− v3/2,j(

u3/2,j+1−u3/2,j−1

2h
)

−ν(
−v1,j+1/2+v2,j+1/2+v1,j−1/2−v2,j−1/2

h2
−

u3/2,j+1−2u3/2,j+u3/2,j−1

h2
) .
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Temos então,

p2,j − p1,j = − h

∆t
(uk+1

3/2,j − u
k
3/2,j)

−1

2
u3/2,j(u5/2,j − u1/2,j)−

1

2
v3/2,j(u3/2,j+1 − u3/2,j−1)

−ν
h

(−v1,j+1/2 + v2,j+1/2 + v1,j−1/2 − v2,j−1/2

−u3/2,j+1 + 2u3/2,j − u3/2,j−1) , (5.15)

j = 2, 3, . . . ,m− 1 .

Similarmente, para o caso das celas adjacentes à fronteira direita, a

equação (5.2) será discretizada como segue:

−px
∣∣∣∣
n−1/2,j

= ut

∣∣∣∣
n−1/2,j

+

(
uux

)
n−1/2,j

+

(
vuy

)
n−1/2,j

+ ν

(
vxy − uyy

)
n−1/2,j

−(
pn,j−pn−1,j

h
) =

uk+1
n−1/2,j

−uk
n−1/2,j

∆t
+

un−1/2,j(
un+1/2,j−un−3/2,j

2h
) + vn−1/2,j(

un−1/2,j+1−un−1/2,j−1

2h
)

+ν (
−vn−1,j+1/2+vn,j+1/2+vn−1,j−1/2−vn,j−1/2

h2
−

un−1/2,j+1−2un−1/2,j+un−1/2,j−1

h2
) .
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Assim,

−pn,j + pn−1,j =
h

∆t
(uk+1

n−1/2,j − u
k
n−1/2,j) +

1

2
un−1/2,j(un+1/2,j − un−3/2,j) +

1

2
vn−1/2,j(un−1/2,j+1 − un−1/2,j−1)

+
ν

h
(−vn−1,j+1/2 + vn,j+1/2 + vn−1,j−1/2 − vn,j−1/2

−un−1/2,j+1 + 2un−1/2,j − un−1/2,j−1) , (5.16)

j = 2, 3, . . . ,m− 1 .

Analogamente, no caso das celas adjacentes à fronteira inferior, e que

não correpondem às esquinas da grade, a equação (5.3) será aproximada por

py

∣∣∣∣
i,3/2

= −vt
∣∣∣∣
i,3/2

−
(
uvx

)
i,3/2

−
(
vvy

)
i,3/2

+ ν

(
vxx − uxy

)
i,3/2

pi,2−pi,1
h

= −
vk+1
i,3/2

−vk
i,3/2

∆t

−ui,3/2(
vi+1,3/2−vi−1,3/2

2h
)− vi,3/2(

vi,5/2−vi,1/2
2h

)

+ν (
vi+1,3/2−2vi,3/2+vi−1,3/2

h2

−−ui−1/2,2+ui+1/2,2+ui−1/2,1−ui+1/2,1

h2
)

66



ou,

pi,2 − pi,1 = − h

∆t
(vk+1
i,3/2 − v

k
i,3/2)

−1

2
ui,3/2(vi+1,3/2 − vi−1,3/2)− 1

2
vi,3/2(vi,5/2 − vi,1/2)

+
ν

h
(vi+1,3/2 − 2vi,3/2 + vi−1,3/2

+ui−1/2,2 − ui+1/2,2 − ui−1/2,1 + ui+1/2,1) , (5.17)

i = 2, 3, . . . , n− 1 .

e similarmente

−py
∣∣∣∣
i,m−1/2

= vt

∣∣∣∣
i,m−1/2

+

(
uvx

)
i,m−1/2

+

(
vvy

)
i,m−1/2

− ν
(
vxx − uxy

)
i,m−1/2

−(
pi,m−pi,m−1

h
) =

vk+1
i,m−1/2

−vk
i,m−1/2

∆t
+

ui,m−1/2(
vi+1,m−1/2−vi−1,m−1/2

2h
) + vi,m−1/2(

vi,m+1/2−vi,m−3/2

2h
)

−ν(
vi+1,m−1/2−2vi,m−1/2+vi−1,m−1/2

h2

−−ui−1/2,m+ui+1/2,m+ui−1/2,m−1−ui+1/2,m−1

h2
)
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ou,

−pi,m + pi,m−1 =
h

∆t
(vk+1
i,m−1/2 − v

k
i,m−1/2) +

1

2
ui,m−1/2(vi+1,m−1/2 − vi−1,m−1/2)

+
1

2
vi,m−1/2(vi,m+1/2 − vi,m−3/2)

−ν
h

(vi+1,m−1/2 − 2vi,m−1/2 + vi−1,m−1/2

+ui−1/2,m − ui+1/2,m − ui−1/2,m−1 + ui+1/2,m−1) , (5.18)

i = 2, 3, . . . , n− 1 .

para o caso das celas adjacentes à fronteira superior.

Os termos vi+1/2,j e ui,j+1/2 , nas equações (5.14)–(5.18) , são definidos

por (3.15) e (3.21), respectivamente.

O somatório dos termos do lado esquerdo (TLE) e do lado direito (TLD)

das equações (5.14)–(5.18) pode ser interpretado como o teorema da divergência em

forma discreta [Alfrink, 1981], que neste caso obtém-se:

TLE = 0

TLD = 0 .

Isto prova que a condição de compatibilidade (2.23) é exatamente satisfeita em forma

discreta numa grade alternada.

É importante mencionar aqui que os termos viscosos das equações da

quantidade de movimento (3.1) e (3.2) não aparecem no termo fonte da equação de
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Poisson para a pressão (5.1); porém, eles estão presentes nas condições de contorno

de Neumann (5.2) e (5.3). Para satisfazer a condição de compatibilidade (2.23),

a integral dos termos viscosos sobre o contorno da fronteira deve cancelar-se. Isto

pode ser alcançado escrevendo os termos viscosos de forma conveniente. Mais pre-

cisamente, usando a equação da continuidade (3.3), pode-se escrever, uxx + uyy =

−vxy + uyy na equação (5.2) e vxx + vyy = vxx − uxy na equação (5.3). O termo

adicional não causa problema na condição de compatibilidade visto que a integral

da dilatação sobre o domı́nio de solução se anula (devido à continuidade global).
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6 ALGORITMO VELOCIDADE–PRESSÃO

Neste caṕıtulo, apresenta-se um algoritmo velocidade–pressão modifi-

cado, o qual é usado para integrar as equações de Navier–Stokes. Inicializa-se a

pressão através do método dos mı́nimos quadrados, usando a pseudo–inversa da

matriz singular, que resulta da discretização da equação de Poisson para a pressão,

(5.1), com as condições de contorno de Neumann, (5.2)–(5.3). As equações da

quantidade de movimento, (3.1)–(3.2), transientes, são resolvidas para o campo de

velocidades em cada passo de tempo. A pressão é atualizada com as equações (5.1)–

(5.3), dando um tratamento especial tanto aos pontos interiores, correspondentes

às celas interiores da grade, quanto aos pontos interiores, correspondentes às celas

adjacentes à fronteira da grade, cuidando que a condição de compatibilidade seja

verificada. Deve-se salientar que, embora o método seja direto, utiliza-se uma atual-

ização do campo de pressão tipo “Gauss–Seidel” para calcular os pontos interiores,

correspondentes às celas interiores da grade.

A equação de Poisson para a pressão, com condições de contorno de

Neumann, é singular, visto que a matriz tem filas, cuja soma de todos os seus

termos é igual a zero. Desde que a soma dos termos, nas colunas, é também igual a

zero, não existem soluções, a menos que a soma de todos os termos do lado direito

das equações (5.14)–(5.18) seja igual a zero. Neste caso, existe uma infinidade de

soluções. Isto está relacionado com a condição de compatibilidade para as equações

de Navier–Stokes incompresśıveis. Se a pressão é fixada num ponto, ali existe uma

solução única. Esta solução satisfará a equação da continuidade, somente se, a soma

de todos os termos do lado esquerdo e do lado direito das equações (5.14)–(5.18) for

igual a zero [Sivaloganathan e Shaw, 1988].

De outro lado, a inclusão do termo de dilatação D, permite extrair um

sistema singular não identicamente nulo para inicializar a pressão. Este valor inicial
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pode ser considerado como uma perturbação inicial ótima de um estado arbitrário

constante.

6.1 Inicialização da Pressão

Discretizando a equação de Poisson para a pressão (5.1) e calculando

estes valores no ńıvel de tempo k = 0, obtém-se, a partir de (5.14), o seguinte sistema

de equações:

p0
i+1,j + p0

i−1,j + p0
i,j+1 + p0

i,j−1 − 4p0
i,j = −1

2
u0
i+1/2,j (u0

i+3/2,j − u0
i−1/2,j)

+1
2
u0
i−1/2,j (u0

i+1/2,j − u0
i−3/2,j)−

1
2
v0
i+1/2,j (u0

i+1/2,j+1 − u0
i+1/2,j−1)

+1
2
v0
i−1/2,j (u0

i−1/2,j+1 − u0
i−1/2,j−1)− 1

2
u0
i,j+1/2 (v0

i+1,j+1/2 − v0
i−1,j+1/2)

+1
2
u0
i,j−1/2 (v0

i+1,j−1/2 − v0
i−1,j−1/2)− 1

2
v0
i,j+1/2 (v0

i,j+3/2 − v0
i,j−1/2)

+1
2
v0
i,j−1/2 (v0

i,j+1/2 − v0
i,j−3/2) + h

∆t
(u0

i+1/2,j − u0
i−1/2,j + v0

i,j+1/2 − v0
i,j−1/2)

i = 1, 2, . . . , n , j = 1, 2, . . . ,m .

(6.1)

Similarmente, discretiza-se as condições de contorno de Neumann para a

pressão, (5.2)–(5.3), e calcula-se estes valores no ńıvel de tempo k = 0, nas diferentes

fronteiras da grade, como se mostra a seguir.
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Usando-se fórmulas de diferença central de segunda ordem, a condição

de contorno (5.2) é avaliada em x = 0, por

px

∣∣∣∣
1/2,j

= −ut
∣∣∣∣
1/2,j

−
(
uux

)
1/2,j

−
(
vuy

)
1/2,j

− ν
(
vxy − uyy

)
1/2,j

p01,j−p00,j
h

= −
u1
1/2,j

−u0
1/2,j

∆t

−u0
1/2,j(

u0
3/2,j

−u0−1/2,j

2h
)− v0

1/2,j(
u0
1/2,j+1

−u0
1/2,j−1

2h
)

−ν(
−v0

0,j+1/2
+v0

1,j+1/2
+v0

0,j−1/2
−v0

1,j−1/2

h2
−

u0
1/2,j+1

−2u0
1/2,j

+u0
1/2,j−1

h2
)

a partir da qual, obtém-se:

p0
0,j = p0

1,j +
h

∆t
(u1

1/2,j − u0
1/2,j) +

1

2
u0

1/2,j(u
0
3/2,j − u0

−1/2,j) +
1

2
v0

1/2,j(u
0
1/2,j+1 − u0

1/2,j−1)

+
ν

h
(−v0

0,j+1/2 + v0
1,j+1/2 + v0

0,j−1/2 − v0
1,j−1/2

−u0
1/2,j+1 + 2u0

1/2,j − u0
1/2,j−1) , (6.2)

j = 1, 2, . . . ,m .

Expressões similares são derivadas usando a equação (5.2) em x = A

e avaliando a condição de contorno (5.3) em y = 0 e y = B, as quais são dadas, a
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seguir, pelas equações (6.3)–(6.5), respectivamente.

p0
n+1,j = p0

n,j −
h

∆t
(u1

n+1/2,j − u0
n+1/2,j)−

1

2
u0
n+1/2,j(u

0
n+3/2,j − u0

n−1/2,j)−
1

2
v0
n+1/2,j(u

0
n+1/2,j+1 − u0

n+1/2,j−1)

−ν
h

(−v0
n,j+1/2 + v0

n+1,j+1/2 + v0
n,j−1/2 − v0

n+1,j−1/2

−u0
n+1/2,j+1 + 2u0

n+1/2,j − u0
n+1/2,j−1) , (6.3)

j = 1, 2, . . . ,m .

p0
i,0 = p0

i,1 +
h

∆t
(v1
i,1/2 − v0

i,1/2) +

1

2
u0
i,1/2(v0

i+1,1/2 − v0
i−1,1/2) +

1

2
v0
i,1/2(v0

i,3/2 − v0
i,−1/2)

−ν
h

(v0
i+1,1/2 − 2v0

i,1/2 + v0
i−1,1/2

+u0
i−1/2,1 − u0

i+1/2,1 − u0
i−1/2,0 + u0

i+1/2,0) , (6.4)

i = 1, 2, . . . , n .
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p0
i,m+1 = p0

i,m −
h

∆t
(v1
i,m+1/2 − v0

i,m+1/2)−

1

2
u0
i,m+1/2(v0

i+1,m+1/2 − v0
i−1,m+1/2)

−1

2
v0
i,m+1/2(v0

i,m+3/2 − v0
i,m−1/2)

+
ν

h
(v0
i+1,m+1/2 − 2v0

i,m+1/2 + v0
i−1,m+1/2

+u0
i−1/2,m+1 − u0

i+1/2,m+1 − u0
i−1/2,m + u0

i+1/2,m) , (6.5)

i = 1, 2, . . . , n .

A expressão matricial do sistema (6.1), juntamente com as condições

de contorno (6.2)–(6.5), pode ser escrita como

A p0 = b (6.6)

onde A é uma matriz singular da seguinte forma

A =



S1

S2

S2

. . .

S2

S1


(m×n)×(m×n)
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com

S1 =



−2 1

1 −3 1
. . . . . . . . .

1 −3 1

1 −2


n×n

e S2 =



−3 1

1 −4 1
. . . . . . . . .

1 −4 1

1 −3


n×n

.

A matriz A contém m submatrizes bloco de ordem n. O vetor p0 contém

todas as variáveis associadas à pressão nos pontos interiores, no tempo k = 0, isto

é,

p0 = [ p0
1,1 p0

2,1 . . . p0
n,1 p0

1,2 p0
2,2 . . . p0

n,2 . . . p0
1,m p0

2,m . . . p0
n,m ]T .

O vetor b, de ordem m × n, contém todos os valores u0
i+1/2,j , v0

i,j+1/2

do lado direito das equações (6.1)–(6.5), os quais representam os valores iniciais e

de contorno, para u e v, dadas como hipóteses do problema.

O sistema singular (6.6) é resolvido através do método dos mı́nimos

quadrados, usando a pseudo–inversa ou inversa generalizada de Moore–Penrose da

matriz A [Rao e Mitra, 1971; Datta, 1995] , a qual é obtida por meio de subrotinas

do software LAPACK [Anderson et al., 1995].

Observações

1. Analiticamente, a pressão deveria ser inicializada com qualquer con-

stante (usualmente, zero, nos métodos iterativos).

2. Do ponto de vista numérico, a discretização de termos nulos (como

o termo de dilatação) permite obter uma pressão “ótima” de inicial-

ização, isto é, uma perturbação do estado constante (pressão constante
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anaĺıtica), que reflete a caracteŕıstica singular f́ısica do problema (picos

da pressão).

3. Para o caso particular, onde as condições de contorno para o campo de

velocidades, são dadas por u = 1 e v = 0 em y = B e u = v = 0 nos

outros lados da cavidade (Fig. 3.1), e as velocidades inicias do fluido

são dadas por u0(x, y) = v0(x, y) = 0, o vetor b é da forma

b = [ 0 . . . 0 bmn−n+1 0 . . . 0 bmn ]Tm×n

onde

bmn−n+1 =
2ν

h
e bmn = −2ν

h

e portanto b, é um vetor diferente de zero.

6.2 Equações da Pressão

Uma vez inicializado o campo de pressão (ver seção anterior), o cálculo

dos valores da pressão nos pontos interiores da grade, pi,j para i = 1, 2, . . . , n e

j = 1, 2, . . . ,m, no ńıvel de tempo t + ∆t, será feito usando-se o seguinte critério

(ver Fig. 6.2):

Os pontos interiores, correspondentes às celas adjacentes à fronteira da

grade, são calculados através das fórmulas (6.7)–(6.10), as quais são obtidas a partir
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das equações (5.15)–(5.18), respectivamente:

pk+1
1,j = pk2,j +

h

∆t
(uk+1

3/2,j − u
k
3/2,j) +

1

2
uk+1

3/2,j(u
k+1
5/2,j − u

k+1
1/2,j) +

1

2
vk+1

3/2,j(u
k+1
3/2,j+1 − u

k+1
3/2,j−1)

+
ν

h
(−vk+1

1,j+1/2 + vk+1
2,j+1/2 + vk+1

1,j−1/2 − v
k+1
2,j−1/2

−uk+1
3/2,j+1 + 2uk+1

3/2,j − u
k+1
3/2,j−1) , (6.7)

j = 2, 3, . . . ,m− 1 .

pk+1
n,j = pkn−1,j −

h

∆t
(uk+1

n−1/2,j − u
k
n−1/2,j)−

1

2
uk+1
n−1/2,j(u

k+1
n+1/2,j − u

k+1
n−3/2,j)−

1

2
vk+1
n−1/2,j(u

k+1
n−1/2,j+1 − u

k+1
n−1/2,j−1)

−ν
h

(−vk+1
n−1,j+1/2 + vk+1

n,j+1/2 + vk+1
n−1,j−1/2 − v

k+1
n,j−1/2

−uk+1
n−1/2,j+1 + 2uk+1

n−1/2,j − u
k+1
n−1/2,j−1) , (6.8)

j = 2, 3, . . . ,m− 1 .

77



pk+1
i,1 = pki,2 +

h

∆t
(vk+1
i,3/2 − v

k
i,3/2) +

1

2
uk+1
i,3/2(vk+1

i+1,3/2 − v
k+1
i−1,3/2) +

1

2
vk+1
i,3/2(vk+1

i,5/2 − v
k+1
i,1/2)

−ν
h

(vk+1
i+1,3/2 − 2vk+1

i,3/2 + vk+1
i−1,3/2

+uk+1
i−1/2,2 − u

k+1
i+1/2,2 − u

k+1
i−1/2,1 + uk+1

i+1/2,1) , (6.9)

i = 2, 3, . . . , n− 1 .

pk+1
i,m = pki,m−1 −

h

∆t
(vk+1
i,m−1/2 − v

k
i,m−1/2)

−1

2
uk+1
i,m−1/2(vk+1

i+1,m−1/2 − v
k+1
i−1,m−1/2)

−1

2
vk+1
i,m−1/2(vk+1

i,m+1/2 − v
k+1
i,m−3/2)

+
ν

h
(vk+1
i+1,m−1/2 − 2vk+1

i,m−1/2 + vk+1
i−1,m−1/2

+uk+1
i−1/2,m − u

k+1
i+1/2,m − u

k+1
i−1/2,m−1 + uk+1

i+1/2,m−1) , (6.10)

i = 2, 3, . . . , n− 1 .
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Nos pontos interiores, correspondentes às celas interiores da grade, o

campo da pressão é calculado com a incorporação, na fórmula (5.14), dos valores

da pressão já obtidos (ver Fig. 6.1). Mais precisamente, a partir da equação (5.14)

obtém-se

pk+1
i,j = 1

4
(pki+1,j + pk+1

i−1,j + pki,j+1 + pk+1
i,j−1) + 1

8
uk+1
i+1/2,j (uk+1

i+3/2,j − u
k+1
i−1/2,j)

−1
8
uk+1
i−1/2,j (uk+1

i+1/2,j − u
k+1
i−3/2,j) + 1

8
vk+1
i+1/2,j (uk+1

i+1/2,j+1 − u
k+1
i+1/2,j−1)

−1
8
vk+1
i−1/2,j (uk+1

i−1/2,j+1 − u
k+1
i−1/2,j−1) + 1

8
uk+1
i,j+1/2 (vk+1

i+1,j+1/2 − v
k+1
i−1,j+1/2)

−1
8
uk+1
i,j−1/2 (vk+1

i+1,j−1/2 − v
k+1
i−1,j−1/2) + 1

8
vk+1
i,j+1/2 (vk+1

i,j+3/2 − v
k+1
i,j−1/2)

−1
8
vk+1
i,j−1/2 (vk+1

i,j+1/2 − v
k+1
i,j−3/2)− h

4∆t
(uk+1

i+1/2,j − u
k+1
i−1/2,j + vk+1

i,j+1/2 − v
k+1
i,j−1/2)

i = 2, 3, . . . , n− 1 , j = 2, 3, . . . ,m− 1 .

(6.11)

Figura 6.1 Molécula para a pressão
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Agora, uma expressão matricial para (6.11) pode ser descrita por

R pt+∆t = −G N(ut+∆t) (6.12)

onde R é uma matriz não singular da forma

R =



R1 R2

R2 R1 R2

R2 R1
. . .

. . . . . . R2

R2 R1


((m−2)×(n−2))×((m−2)×(n−2))

com

R1 =


−4 1

1 −4
. . .

. . . . . . 1

1 −4


(n−2)×(n−2)

e R2 =


1

1
. . .

1


(n−2)×(n−2)

.

A expressão G N(ut+∆t), em (6.12), contém todos os valores uk+1
i+1/2,j ,

vk+1
i,j+1/2 do lado direito da equação (6.11).

Assim, o cálculo da pressão, nos pontos interiores da grade, pode ser

expresso através do seguinte esquema
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Figura 6.2 Esquema para o cálculo da pressão nos pontos interiores

6.3 Algoritmo Computacional

Velocidade–Pressão

Um algoritmo proposto, para resolver o problema do escoamento de um

fluido viscoso, incompresśıvel, utilizando qualquer um dos métodos de discretização

para o campo de velocidades (Diferença Central, Upwind, Euler–Lagrange, etc.) é

dado pelos seguintes passos:

1. No tempo inicial t0 = 0, para k = 0, introduzir as velocidades iniciais do

fluido u0
i+1/2,j e v0

i,j+1/2 a partir das condições iniciais dadas (3.4)–(3.5).

2. Introduzir as condições de contorno da velocidade, através das equações

(3.6)–(3.9).

3. Calcular a pressão inicial p0 através das equações (6.1)–(6.5), que dão

origen ao sistema singular

A p0 = b .
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Para determinar p0, utiliza-se a pseudo–inversa ou a inversa general-

izada de Moore–Penrose da matriz A, a qual é obtida com subrotinas

do software LAPACK [Anderson et al., 1995].

4. Determinar, explicitamente, o campo de velocidades

uk+1
i+1/2,j e vk+1

i,j+1/2

usando as equações (3.13)–(3.15) e (3.19)–(3.21), respectivamente, para

o método de diferença central. No caso do método de diferença Up-

wind, usar as equações (3.28)–(3.29) e (3.36)–(3.37) e, para o método

de Euler–Lagrange, usar as equações (3.49)–(3.50) e (3.53)–(3.54).

5. Calcular a pressão p no tempo k + 1 usando as fórmulas (6.7)–(6.11).

6. Atualizar a pressão e o campo de velocidades colocando pt+∆t em vez

de p0 e ut+∆t em vez de u0.

7. Repetir os passos (4)–(6), para k = 1, 2, . . ..

8. Terminar o cálculo quando atingir Kmáx.
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7 SIMULAÇÕES COM O PROBLEMA DA

CAVIDADE

O escoamento incompresśıvel laminar, em uma cavidade quadrada, cuja

parede superior movimenta-se com uma velocidade uniforme em seu próprio plano,

tem sido amplamente usado como um problema modelo para testar e avaliar técnicas

numéricas como procedimento de solução para as equações de Navier–Stokes, a de-

speito das singularidades em dois de seus cantos. Também tem sido objeto de visu-

alização de experimentos do escoamento f́ısico [Pan e Acrivos, 1967 e Koseff e Street,

1984]. Para tal problema, com valores moderadamente altos de número de Reynolds,

Re, existem resultados publicados [Ghia et al., 1977; Rubin e Khosla, 1977; Smith e

Kidd, 1975], que utilizam uma variedade de procedimentos de solução, incluindo uma

tentativa de extrair analiticamente as singularidades nos cantos a partir das variáveis

dependentes do problema [Ghia et al., 1979]. Para Re alto, também há resultados

[Nallasamy e Prasad, 1977], mas a exatidão da maior parte destas soluções tem

sido, geralmente, vista com algum ceticismo, devido ao tamanho da grade computa-

cional empregada e às dificuldades experimentadas com a convergência dos métodos

numéricos iterativos convencionais. Exceções, posśıveis a estes casos, podem ser os

resultados obtidos por Benjamin e Denny, 1979, para Re = 10000, usando uma grade

não uniforme de 151× 151 pontos, tal que ∆x = ∆y ' 1/400 junto às paredes, e os

de Agarwal, 1981, para Re = 7500, usando uma grade uniforme de 121×121 pontos,

junto com um esquema upwind de alta ordem. Resultados similares são obtidos por

Schreiber e Keller, 1983, para Re = 10000, usando uma grade uniforme de 180×180

pontos, os quais concordam muito bem com aqueles obtidos por Ghia et al., 1982,

para Re = 10000, usando uma grade uniforme tão grande como 257× 257 pontos.

O problema da cavidade, além de ser considerado como um “bench–

mark” para diversos algoritmos numéricos, apresenta-se em vários problemas de
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modelagem, por exemplo, fornos injetados por gás inerte, máquinas de combustão

interna, incineradores e reatores qúımicos para a fabricação de microprocessadores

[Chakraborty e Sahai, 1991; Nigro et al., 1992; Park e Cho, 1996].

Neste trabalho considera-se o problema do escoamento de um fluido

viscoso, incompresśıvel e isotérmico dentro de uma cavidade quadrada cuja seção

transversal é dada por ABCD (ver Fig. 7.1) e cujos lados têm comprimento unitário.

Deseja-se determinar o escoamento induzido pelo movimento de cisalhamento da

parede superior.

Figura 7.1 Estrutura do escoamento e condições de contorno para o problema da

cavidade

Para tanto, assume-se que, no tempo inicial t0 = 0, as velocidades

iniciais do fluido são

u0(x, y) = v0(x, y) = 0 .

Além disso, supõe-se que o fluido, na fronteira, tem velocidade igual

à da própria fronteira. Considera-se, também, que as fronteiras inferior e laterais
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são fixas, enquanto que a fronteira superior se desloca com velocidade horizontal

uniforme uT = 1. Assim, as condições de contorno da velocidade tangencial são

u(x, 0, t) = v(0, y, t) = v(1, y, t) = 0 , u(x, 1, t) = uT = 1

enquanto que as condições de contorno da velocidade normal são

u(0, y, t) = u(1, y, t) = v(x, 0, t) = v(x, 1, t) = 0 .

A discretização é realizada sobre uma grade alternada, uniforme e de

100 × 100 pontos. O arranjo alternado, introduzido por Harlow e Welsh, 1965, foi

usado neste trabalho para conseguir um forte acoplamento entre as velocidades e o

gradiente de pressão.

O número de Reynolds (Re) para este problema pode ser definido como

Re =
U L
ν

onde U é a velocidade caracteŕıstica (U = 1), L é o comprimento de escala carac-

teŕıstico (L = 1), e ν a viscosidade cinemática do fluido.

Simulações numéricas foram realizadas, para este problema, numa am-

pla faixa de números de Reynolds: Re = 100, 400, 1000, 5000, e 10000, numa grade

com passos de tempo ∆t = 0.001, 0.002, e incremento espacial ∆x = ∆y = h = 0.01.

O critério de estabilidade é dado por ∆t/h < 1 e ∆t ≤ h2/4ν conforme descrito

por diversos autores [Roache, 1982; Casulli, 1988].

Inicialmente, o algoritmo velocidade–pressão, apresentado na secão 6.3,

foi implementado utilizando o software MATLAB versão 4.1, uma vez que permite

realizar uma série de testes, em ńıvel de laboratório computacional, necessários ao

projeto de algoritmos de integração com o método de diferença central. Estes testes

foram executados num microcomputador padrão IBM/PC, processador PENTIUM

85



90 MHZ, 16 MBytes de memória RAM. Foi posśıvel refinar localmente a malha,

particularmente nos cantos da cavidade, a fim de poder observar a bifurcação do

escoamento.

Posteriormente, o algoritmo foi inteiramente implementado em FOR-

TRAN77 e executado em estação de trabalho DEC Alfa 3000. No equipamento

DEC Alfa, por ser o mais potente dispońıvel, foram realizadas grande parte das

simulações, sobretudo aquelas que, pelo tamanho da malha de discretização, pro-

jetavam a resolução de mais de 10000 variáveis, uma vez que tais simulações se

mostravam excessivamente lentas no PC.

Em todas as figuras, os vetores de velocidade têm sido normalizados

para prover uma melhor visualização do escoamento.

A Fig. 7.2 mostra o campo de velocidades para Re = 100, 400, 1000 e

5000 em t = 100.
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Figura 7.2 Campo de velocidades em t = 100

Os gráficos dos campos de velocidades exibem o desenvolvimento de

um vórtice primário, central, e vórtices secundários, nos cantos da cavidade, com o

incremento do número de Reynolds (Re), demonstrando assim o efeito do gradiente

de pressão na formação dos vórtices. Exibe-se, também, o efeito do incremento de

Re na localização dos centros destes vórtices. Como a inércia do fluido torna-se

considerável, o escoamento já não é mais simétrico em relação às condições de con-

torno. O centro do vórtice principal, para baixos números de Reynolds, é deslocado

na direção do movimento da fronteira. Em números de Reynolds altos, os efeitos de

inércia tornam-se dominantes e o centro do vórtice principal se desloca em direção

ao centro geométrico da cavidade.
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A Fig. 7.3 exibe o campo de velocidades e de pressão para Re = 10000

em t = 100.

Figura 7.3 Campo de velocidades e de pressão para Re = 10000 em t = 100
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Das Figs. 7.2 e 7.3 observa-se que, para Re = 100, o centro do vórtice

primário é deslocado em direção ao canto direito superior da cavidade. Com o in-

cremento em Re, este move-se em direção ao centro geométrico da cavidade. Todos

os vórtices secundários aparecem, inicialmente, muito perto dos cantos (ou perto

da parede, como no caso do vórtice secundário superior esquerdo) e seus centros

também se movem, ainda que vagarosamente, em direção ao centro geométrico da

cavidade com o incremento de Re. Para valores altos de Re , a conveccão destes

vórtices secundários é evidenciada pela direção do movimento dos centros dos mes-

mos, conforme resultados previstos por Burggraf, 1966; Ghia et al., 1982; Schreiber

e Keller, 1983; Sivaloganathan e Shaw, 1988; etc.

Figura 7.4 Perfis de velocidade, para as componentes u e v, no meio da cavidade e

distribuição da pressão nos lados AB, BC e CD da cavidade para Re =

10000 em t = 100
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A Fig. 7.4 mostra o perfil de velocidade para a componente u, ao

longo das linha vertical, e o perfil de velocidade para a componente v, ao longo

da linha horizontal, passando através do centro geométrico da cavidade para Re =

10000 em t = 100. A partir destes perfis, observa-se o crescimento da espessura da

camada limite na parede, embora a taxa deste crescimento seja baixa para Re =

10000. A quase-linearidade destes perfis, na região central da cavidade, é indicativo

da região de vorticidade uniforme, a qual se desenvolve para Re altos. O perfil de

velocidade, para a componente u, exibe uma dobra perto de y = 1, enquanto que um

comportamento semelhante é observado no perfil de velocidade, para a componente

v, perto de x = 1. Tal comportamento foi observado por alguns pesquisadores [Ghia,

et al., 1982] e parece persistir nas presentes simulações.

A distribuição da pressão nos lados AB, BC e CD da cavidade (Fig.

7.1) pode ser observada na Fig. 7.4. A pressão na parede CD (a jusante) é mais

alta, comparada com a pressão nas paredes AB ( a montante) e BC da cavidade.

Para dar uma informação quantitativa, referente ao comportamento do

algoritmo desenvolvido neste trabalho, é feita uma comparação entre os resultados

obtidos por Ghia et al., 1982, e os resultados obtidos com este algoritmo (ver Tabelas

7.1 e 7.2) para Re = 10000, numa grade de 129 × 129 pontos. Os gráficos corre-

spondentes aos valores listados nas Tabelas 7.1 e 7.2 são exibidos nas Figs. 7.5 e

7.6, os quais mostram uma boa concordância com os resultados obtidos por Ghia et

al., 1982.
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Tabela 7.1 Comparação dos resultados, para a componente de velocidade u, ao
longo da linha vertical através do centro geométrico da cavidade para
Re = 10000

Grade 129 × 129
Ponto No. Ghia et al. Este trabalho

129 1.00000 1.0000
126 0.47221 0.4520
125 0.47783 0.4571
124 0.48070 0.4622
123 0.47804 0.4551
110 0.34635 0.3492
95 0.20673 0.2005
80 0.08344 0.0851
65 0.03111 0.0318
59 - 0.07540 - 0.0787
37 - 0.23186 - 0.2331
23 - 0.32709 - 0.3324
14 - 0.38000 - 0.3653
10 - 0.41657 - 0.3967
9 - 0.42537 - 0.4060
8 - 0.42735 - 0.4064
1 0.00000 0.0000
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Tabela 7.2 Comparação dos resultados, para a componente de velocidade v, ao
longo da linha horizontal através do centro geométrico da cavidade para
Re = 10000

Grade 129 × 129
Ponto No. Ghia et al. Este trabalho

129 0.00000 - 0.0000
125 - 0.54302 - 0.5232
124 - 0.52987 - 0.5098
123 - 0.49099 - 0.4780
122 - 0.45863 - 0.4334
117 - 0.41496 - 0.3994
111 - 0.36737 - 0.3434
104 - 0.30719 - 0.2992
65 0.00831 0.0083
31 0.27224 0.2703
30 0.28003 0.2830
21 0.35070 0.3362
13 0.41487 0.3943
11 0.43124 0.4130
10 0.43733 0.4169
9 0.43983 0.4191
1 0.00000 0.0000
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Figura 7.5 Comparação entre o perfil de velocidade, para a componente u, obtido

por Ghia et al. ( ∗ ), e o deste trabalho ( – ) para Re = 10000 numa

grade 129 × 129

Figura 7.6 Comparação entre o perfil de velocidade, para a componente v, obtido

por Ghia et al. ( ∗ ), e o deste trabalho ( – ) para Re = 10000 numa

grade 129 × 129
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Benjamin e Denny, 1979, observaram que o uso de equações laminares,

para números de Reynolds até Re = 10000, é atribúıdo ao fato de que não existe

evidência experimental conclusiva dispońıvel, para escoamento recirculando numa

cavidade quadrada bidimensional, que indique a ocorrência da transição para tur-

bulência, em um número de Reynolds menor.

No intuito de testar a eficiência e robustez do algoritmo desenvolvido

neste trabalho, foram também realizadas simulações numéricas para altos números

de Reynolds: Re = 20000, 50000 e 100000.

94



8 CONCLUSÕES

Neste trabalho desenvolveu-se um novo método em diferenças finitas,

para a solução numérica de escoamentos incompresśıveis, através da incorporação

da condição de contorno de Neumann para o campo da pressão.

Este método, em variáveis primitivas, consiste de dois passos. No

primeiro passo, inclui-se um campo de pressão inicial obtido da resolução de uma

equação de Poisson com condição de contorno de Neumann, utilizando mı́nimos

quadrados. O gradiente desta pressão inicial é utilizado para determinar o campo

de velocidades no tempo ∆t. O segundo passo consiste em atualizar de maneira

expĺıcita o campo de pressão no tempo ∆t, utilizando o campo de velocidades já

calculado e incorporando, sucessivamente, valores da pressão já determinados para

o tempo ∆t.

A concepção deste método têm duas fontes. A primeira, é a do acom-

panhamento das condições de contorno dos campos da pressão e da velocidade,

durante a formulação matricial, que decorre da discretização espacial das equações

de Navier–Stokes. A segunda, é uma modificação do algoritmo velocidade–pressão

com a obtenção direta, ou expĺıcita, do campo de pressão.

O método tem sido satisfatoriamente aplicado no problema da cavidade,

para números de Reynolds entre 100 e 100.000. Para Re = 10.000, foram obtidos

vórtices secundários e terciários. Para número de Reynolds muito altos (Re entre

10.000 e 100.000), Deng et al., 1996 e Shem,1991, inferem que o escoamento torna-se

oscilatório na aparição dos vórtices. Tal fato é observado nas simulações realizadas

para testar a robustez do algoritmo proposto.

Por outro lado, Bozeman, 1973, discute o fato que o algoritmo com

diferença central de Greenspan, 1982, não exibe vórtices secundários. Com o método
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aqui proposto, em diferenças centrais, este fenômeno é exibido através das sim-

ulações.

Observa-se, também que, com o incremento do número de Reynolds,

ocorre o deslocamento do centro do vórtice principal para o centro geométrico

da cavidade, conforme resultados previstos por Burggraf, 1966; Ghia et al., 1982;

Schreiber e Keller, 1983, etc..

A formulação, em variáveis primitivas, do método aqui proposto, deverá

permitir a abordagem de outros tipos de escoamentos. Em particular, uma imediata

extensão para o problema da cavidade em 3D, cavidades profundas e rasas, entre

outros.

A comparação, do método desenvolvido neste trabalho, com outros já

existentes [ Ghia et al., 1982], apresentou bons resultados.

Por outro lado, esta formulação matricial pode ser implementada nu-

mericamente, com o uso de rotinas para o tratamento de sistemas diferenciais–

algébricos, a qual será motivo de um futuro estudo. Da mesma forma, sugere-se a

inclusão do termo difusivo na equação de Poisson para a pressão (Eq. 2.14), pois

do mesmo modo que da dilatação, ele influencia fortemente na estabilidade e na

exatidão da solução numérica.
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Apêndice A-1 MÉTODO DE DIFERENÇA

CENTRAL – MATRIZES

Neste apêndice são apresentadas as submatrizes de cada uma das ma-

trizes do sistema (4.2), as quais foram obtidas usando o método de diferença central

ao discretizar o sistema (4.1).

A-1.1 Submatrizes das matrizes L e LF

As matrizes L e LF (seção 4.2) são dadas por

L =



L11 0 0

0 L22 0

L31 L32 0


, LF =



LF11 0 0

0 LF22 0

LF31 LF32 0


.

respectivamente, onde

L11 =



β1 γ1

γ1 β1 γ1

γ1 β1
. . .

. . . . . . γ1

γ1 β1


, γ1 =


ν

(∆y)2

ν
(∆y)2

. . .

ν
(∆y)2


(n−1)×(n−1)
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β1 =



δ ν
(∆x2)

ν
(∆x)2

δ ν
(∆x)2

ν
(∆x)2

δ
. . .

. . . . . . ν
(∆x)2

ν
(∆x)2

δ


(n−1)×(n−1)

com δ = −(
2ν

(∆x)2
+

2ν

(∆y)2
) ,

L22 =



β2 γ2

γ2 β2 γ2

γ2 β2
. . .

. . . . . . γ2

γ2 β2


, γ2 =


ν

(∆y)2

ν
(∆y)2

. . .

ν
(∆y)2


n×n

β2 =



δ ν
(∆x2)

ν
(∆x)2

δ ν
(∆x)2

ν
(∆x)2

δ
. . .

. . . . . . ν
(∆x)2

ν
(∆x)2

δ


n×n

,
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LF11 =


γ1 ζ1

. . .

ζ1

ζ1 γ1

 , LF22 =


γ2 ζ2

ζ2

. . .

ζ2 γ2


com

ζ1 =



ν
(∆x)2

0

0 0
...

...

0 0

0 ν
(∆x)2


(n−1)×2

, ζ2 =



ν
(∆x)2

0

0 0
...

...

0 0

0 ν
(∆x)2


n×2

.

A matriz L11 é de ordem (m× (n− 1))× (m× (n− 1)) enquanto que

a matriz L22 é de ordem ((m− 1)× n)× ((m− 1)× n). As matrizes fronteira LF11 e

LF22 são de ordem (m× (n− 1))× (2(m+ n− 1)) e (m− 1)× n)× (2(m− 1 + n))

respectivamente.

L31 =


λ

λ
. . .

λ

 com λ =



1
∆x

−1
∆x

1
∆x

. . . . . .

−1
∆x

1
∆x

−1
∆x


n×(n−1)

,
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L32 =



1
∆y

1
∆y

. . .

1
∆y

−1
∆y

−1
∆y

. . .

−1
∆y



,

LF31 =



n−1︷ ︸︸ ︷ ζ3

ζ3

. . .

ζ3 ︸ ︷︷ ︸
n−1


com ζ3 =


−1
∆x

0

0 0
...

...

0 1
∆x


n×2

,

LF32 =



−1
∆y

−1
∆y

. . .

−1
∆y

1
∆y

1
∆y

. . .

1
∆y
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As matrizes L31 e L32 são de ordem (m×n)× (m× (n−1)) e (m×n)×

((m − 1) × n) respectivamente, entretanto que as matrizes LF31 e LF32 são de ordem

(m×n)× (2(m+n− 1)) e (m×n)× (2(m− 1 +n)) respectivamente. A matriz L32

tem um espaçamento vertical de n zeros entre cada diagonal e cada bloco na matriz

LF32 é de ordem n.

A-1.2 Submatrizes das matrizes N(U) e NF (U,UF )

As matrizes N(U) e NF (U,UF ) (seção 4.2) são dadas por

N(U) =



diag(u)A1 + diag(Bv)C1 0 0

0 diag(Btu)A2 + diag(v)C2 0

0 0 0


,

e

NF (U,UF ) =



diag(u)F1 + diag(BFvF )F2 0 0

0 diag(BuF )F3 + diag(v)F4 0

0 0 0
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respectivamente, onde

A1 =


σ1

σ1

. . .

σ1

 com σ1 =



0 1
2∆x

−1
2∆x

0 1
2∆x

−1
2∆x

. . . . . .

. . . 0 1
2∆x

−1
2∆x

0


(n−1)×(n−1)

,

C1 =



. . . . . . 1
2∆y

... 1
2∆y

... 1
2∆y

−1
2∆y

1
2∆y

−1
2∆y

. . .

−1
2∆y

1
2∆y

−1
2∆y

...
. . .

...

−1
2∆y

. . . . . .



,

A2 =


σ2

σ2

. . .

σ2

 com σ2 =



0 1
2∆x

−1
2∆x

0 1
2∆x

−1
2∆x

. . . . . .

. . . 0 1
2∆x

−1
2∆x

0


n×n

,
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C2 =



. . . . . . 1
2∆y

... 1
2∆y

... 1
2∆y

−1
2∆y

1
2∆y

−1
2∆y

. . .

−1
2∆y

1
2∆y

−1
2∆y

...
. . .

...

−1
2∆y

. . . . . .



,

diag(u) =



u3/2,1

u5/2,1

. . .

un−1/2,1

. . .

u3/2,m

u5/2,m

. . .

un−1/2,m



,
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diag(v) =



v1,3/2

v2,3/2

. . .

vn,3/2
. . .

v1,m−1/2

v2,m−1/2

. . .

vn,m−1/2



,

B =



κ1

κ1 κ1

κ1
. . .

. . . κ1

κ1


com κ1 =


1/4 1/4

1/4 1/4
. . . . . .

1/4 1/4


(m−1)×n

,

F1 =



n−1︷ ︸︸ ︷ %1

%1

. . .

%1 ︸ ︷︷ ︸
n−1


com %1 =



−1
2∆x

0

0 0
...

...

0 0

0 1
2∆x


(n−1)×2

,
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F2 =



−1
2∆y

−1
2∆y

. . .

−1
2∆y

1
2∆y

1
2∆y

. . .

1
2∆y



,

F3 =



n︷ ︸︸ ︷ %2

%2

. . .

%2 ︸ ︷︷ ︸
n


com %2 =



−1
2∆x

0

0 0
...

...

0 0

0 1
2∆x


n×2

,
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F4 =



−1
2∆y

−1
2∆y

. . .

−1
2∆y

1
2∆y

1
2∆y

. . .

1
2∆y



,

BF =



κ1

κ1


,

B =



n−1︷ ︸︸ ︷ κ2 κ2

κ2 κ2

. . . . . .

κ2 κ2 ︸ ︷︷ ︸
n−1


com κ2 =



1/4 0

0 0
...

...

0 0

0 1/4


n×2

.
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As matrizes A1 , C1 , diag(u) e B são de ordem (m× (n− 1))× (m×

(n− 1)) entretanto que as matirzes A2 , C2 e diag(v) são de ordem ((m− 1)× n)×

((m− 1)×n). As matrizes F1, F2 e BF são de ordem (m× (n− 1))× (2(m+n− 1))

enquanto que as matrizes F3 , F4 e B são de ordem ((m−1)×n)×2(m−1 +n). Os

blocos quadrados das matrizes F2 e F4 são de ordem (n− 1) e (n) respectivamente.

O espaçamento horizontal e vertical da matriz C1 é de (n− 1) zeros e da matriz C2

de n zeros

A-1.3 Submatrizes das matrizes P e PF (U,UF )

As matrizes P e PF (U,UF ) ( seção 4.2 ) são dadas por

P =



0 0 P13

0 0 P23

0 0 0


, PF (U,UF ) =



0 0 P F
13 p

F

0 0 P F
23 p

F

0 0 0


respetivamente, onde

P13 =


α

α
. . .

α

 com α =



−1
∆x

1
∆x

−1
∆x

1
∆x

. . . . . .

−1
∆x

1
∆x

0


n×n
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e

P23 =



−1
∆y
· · · · · · 1

∆y

−1
∆y

1
∆y

. . . . . .

−1
∆y

1
∆y

0
...

. . .
...

0


onde o espaçamento entre as diagonais na matriz P23 é de (n− 1) zeros.

P1 =



n−1︷ ︸︸ ︷ α1

α1

. . .

α1 ︸ ︷︷ ︸
n−1


com α1 =



0 0

0 0
...

...

0 0

0 1


n×2

P2 =



n−1︷ ︸︸ ︷ (1/∆x)α1

(1/∆x)α1

. . .

(1/∆x)α1 ︸ ︷︷ ︸
n−1



P3 =


α2

α2

. . .

α2

 com α2 =


0 . . . . . . 0
...

...

0 0

0 . . . . . . 1/∆x


n×(n−1)
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P4 = 1/4



α3

α3 α3

. . . . . .

α3 α3

α3


com α3 =


0 . . . . . . 0
...

...

0 0

0 . . . . . . 1


n×n

P5 =



n−1︷ ︸︸ ︷ −1
∆y
α1

1
∆y
α1

−1
2∆y

α1
1

2∆y
α1

−1
2∆y

α1
1

2∆y
α1

. . . . . .

−1
2∆y

α1
1

2∆y
α1

−1
∆y
α1

1
∆y
α1 ︸ ︷︷ ︸

n−1



P6 =



α4
1
4
α1

1
4
α1

1
4
α1

. . . . . .

1
4
α1

1
4
α1

1
4
α1 α4


com α4 =


0 . . . 0 0
...

...
...

0 0 0

0 . . . −1
4

3
4


n×n

P7 =
ν

∆x∆y



α3

−α3 α3

. . . . . .

−α3 α3

−α3
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P8 =
ν

∆x∆y



β1 −α1

α1 −α1

. . . . . .

α1 −α1

α1 −β1


com β1 =


0 . . . 0 0
...

...
...

0 0 0

0 . . . −1 1


n×n

P9 =



︸ ︷︷ ︸
n−1

ν
∆y2

α1
−2ν
∆y2

α1
ν

∆y2
α1

ν
∆y2

α1
−2ν
∆y2

α1
ν

∆y2
α1

. . .

ν
∆y2

α1
−2ν
∆y2

α1
ν

∆y2
α1 ︸ ︷︷ ︸

n−1



P 1
1 =


α5


com α5 =

1

4



1

1 1
. . . . . .

1 1

1


n×(n−1)
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P 1
2 =


α6


com α6 =



−1
∆x

1
∆x

−1
2∆x

1
2∆x

. . . . . .

−1
2∆x

1
2∆x

−1
∆x

1
∆x


n×n

P 1
3 =


α7


com α7 =



1
4

0 3
4

−1
4

1
4

1
4

. . .

1
4

1
4

0 1
4

−1
4

3
4


n×(n+1)

P 1
4 =


α8


com α8 =


1

1
. . .

1


n×n

P 1
5 =


1

∆y
α8


P 1

6 =


1

∆y
α8
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P 1
7 =


α9


com α9 =



ν
∆x2

−2ν
∆x2

ν
∆x2

ν
∆x2

−2ν
∆x2

ν
∆x2

. . .

ν
∆x2

−2ν
∆x2

ν
∆x2

0 0 0


(n−1)×n

P 1
8 =


α1

5


com α1

5 =
ν

∆x∆y



1

−1 1
. . . . . .

−1 1

−1


n×(n−1)

P 1
9 =


α1

7


com α1

7 =
ν

∆x∆y



−1 0 1 −1

1 −1
. . .

1 −1

0 1 1 −1


n×(n+1)

As matrizes P13 e P23 são de ordem (m× n)× (m× n) . As matrizes P1 , P2 , P5 ,

P6 , P8 , P9 , P 1
2 , P 1

3 , P 1
4 , P 1

5 , P 1
7 e P 1

9 são de ordem (m × n) × (2(m + n − 1))

enquanto que as matrizes P3 , P 1
1 e P 1

8 são de ordem (m× n)× (m× (n− 1)) e as

matrizes P4 , P7 e P 1
6 são de ordem (m× n)× ((m− 1)× n).
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Apêndice A-2 MÉTODO DE DIFERENÇA

UPWIND – MATRIZES

Neste apêndice são apresentadas as submatrizes das matrizes N(U,UF ) e NF (U,UF )

do sistema (4.12), as quais foram obtidas usando o método de diferença upwind ao

discretizar o sistema (4.1).

A-2.1 Submatrizes da matriz N(U,UF )

A matriz N(U,UF ) é dada por (seção 4.3):

N(U,UF ) =



A1(u) + B1(v, vF ) 0 0

0 A2(u, uF ) + B2(v) 0

0 0 0


,

onde

A1(u) =


A11

A12

. . .

A1m


[m×(n−1)]×[m×(n−1)]
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com

A1j =



a13/2,j a23/2,j

a35/2,j a15/2,j a25/2,j

. . . . . . . . .

a3n−3/2,j a1n−3/2,j a2n−3/2,j

a3n−1/2,j a1n−1/2,j


(n−1)×(n−1)

para j = 1, 2, . . . ,m

onde

a1i+1/2,j = 1
∆x
|ui+1/2,j|

a2i+1/2,j = − 1
2∆x

(|ui+1/2,j| − ui+1/2,j) para i = 1, 2, . . . , n− 1

a3i+1/2,j = − 1
2∆x

(|ui+1/2,j|+ ui+1/2,j) .

B1(v, vF ) =



B11 B21

B32 B12 B22

B33 B13
. . .

. . . . . . B2m−1

B3m B1m


[m×(n−1)]×[m×(n−1)]
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com

B1j =


b13/2,j

b15/2,j

. . .

b1n−1/2,j


(n−1)×(n−1)

B2j =


b23/2,j

b25/2,j

. . .

b2n−1/2,j


(n−1)×(n−1)

B3j =


b33/2,j

b35/2,j

. . .

b3n−1/2,j


(n−1)×(n−1)

para j = 1, 2, . . . ,m

onde

b1i+1/2,j = 1
∆y
|vi+1/2,j|

b2i+1/2,j = − 1
2∆y

(|vi+1/2,j| − vi+1/2,j) para i = 1, 2, . . . , n− 1

b3i+1/2,j = − 1
2∆y

(|vi+1/2,j|+ vi+1/2,j) .
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A2(u, uF ) =


A23/2

A25/2

. . .

A2m−1/2


[(m−1)×n]×[(m−1)×n]

com

A2j+1/2 =



a41,j+1/2 a51,j+1/2

a62,j+1/2 a42,j+1/2 a52,j+1/2

. . . . . . . . .

a6n−1,j+1/2 a4n−1,j+1/2 a5n−1,j+1/2

a6n,j+1/2 a4n,j+1/2


n×n

para j = 1, 2, . . . ,m− 1

onde

a4i,j+1/2 = 1
∆x
|ui,j+1/2|

a5i,j+1/2 = − 1
2∆x

(|ui,j+1/2| − ui,j+1/2) para i = 1, 2, . . . , n

a6i,j+1/2 = − 1
2∆x

(|ui,j+1/2|+ ui,j+1/2) .
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B2(v) =



B43/2 B53/2

B65/2 B45/2 B55/2

B67/2 B47/2
. . .

. . . . . . B5m−3/2

B6m−1/2 B4m−1/2


[(m−1)×n]×[(m−1)×n]

com

B4j+1/2 =


b41,j+1/2

b42,j+1/2

. . .

b4n,j+1/2


n×n

B5j+1/2 =


b51,j+1/2

b52,j+1/2

. . .

b5n,j+1/2


n×n

B6j =


b61,j+1/2

b62,j+1/2

. . .

b6n,j+1/2


n×n

para j = 1, 2, . . . ,m− 1

onde
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b4i,j+1/2 = 1
∆y
|vi,j+1/2|

b5i,j+1/2 = − 1
2∆y

(|vi,j+1/2| − vi,j+1/2) para i = 1, 2, . . . , n

b6i,j+1/2 = − 1
2∆y

(|vi,j+1/2|+ vi,j+1/2) .

A-2.2 Submatrizes da matriz NF (U,UF )

A matriz NF (U,UF ) é dada por (seção 4.3):

NF (U,UF ) =



F1(u, v, vF ) 0 0

0 F2(u, uF , v) 0

0 0 0



onde

F1(u, v, vF ) =


B31 F11

F12

. . .

F1m B2m


[m×(n−1)]×[2(m+n−1)]

com

126



F1j =



a33/2,j 0

0 0
...

...

0 0

0 a2n−1/2,j


(n−1)×2

para j = 1, 2, . . . ,m

F2(u, uF , v) =


B63/2 F23/2

F25/2

. . .

F2m−1/2 B5m−1/2


[(m−1)×n]×[2(m−1+n)]

com

F2j+1/2 =



a61,j+1/2 0

0 0
...

...

0 0

0 a5n,j+1/2


n×2

para j = 1, 2, . . . ,m− 1
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