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RESUMO

A implementacdo de rotinas computacionais para a analise estatica e dindmica via
Elementos Finitos de placas, cascas e outros sistemas estruturais com elementos isoparamétricos
tri-lineares € o principal objetivo deste trabalho. Alguns aspectos que caracterizam esta pesquisa

S&o0:

(@) As matrizes dos elementos sdo obtidas utilizando integracdo reduzida, porém introduzindo
mecanismos para o controle dos modos de energia nulos ou dos modos espurios.

(b) Para a anélise dindmica utiliza-se 0 método explicito de Taylor-Galerkin; neste esquema a
equacao de equilibrio é resolvida em termos da velocidade, ndo sendo necessario o calculo
das aceleracdes nem dos deslocamentos no tempo t = — At, como é o caso do Método das
diferencas centradas.

(c) O programa para a analise dinamica foi vetorizado para aproveitar as vantagens dos

processadores dos modernos supercomputadores, obtendo-se excelente desempenho.

Alguns exemplos rodados no CRAY Y-MP2E/232 do CESUP/UFRGS mostram a
aplicabilidade dos programas para resolver problemas da Mecénica Estrutural, dentro do campo
da Elasticidade Linear. Pesquisas para extender as aplicacdes a problemas com ndo-linearidade

fisica e geométrica deverdo ser realizadas.
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ABSTRACT

TRI-LINEAR FINITE ELEMENTS WITH REDUCED INTEGRATION
AND HOURGLASS CONTROL IN THE ANALYSIS OF PLATES AND SHELLS

The implementation of computational procedures for the static and dynamic finite
element analysis of plates, shells and other structural systems with tri-linear isoparametric

elements is the main objective of this work. Some features characterizing this research are:

(@) Element matrices are obtained using reduced integration, but introducing some mechanism
in order to control hourglass modes.

(b) The explicit Taylor-Galerkin method is used to carried out the dynamic analysis. In this
scheme, the equation is solved in terms of velocities, and computation of accelerations and
displacements at t = — At are not necessary, as in the case of the central difference scheme.

(c) The computational program for the dynamic analysis was vectorized to take the advantages

of the facilities existing in modern supercomputers, and high performance was obtained.

Several examples, run in the supercomputer CRAY Y-MP2E/232 of the CESUP/UFRGS,
show the capability of the computer codes to solve Structural Mechanics problems, in the field of
Linear Elasticity. Researches to enlarge the applications to geometrical and physical

nonlinearities will be accomplished.
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1 - INTRODUCAO

1.1 — Preliminares

A simulacdo numérica de problemas da Mecéanica dos Soélidos via elementos finitos
tridimensionais, especialmente na analise de placas e cascas, exige grande capacidade de
memoria e tempo dos computadores, a despeito do crescente desenvolvimento destas maquinas
nos Ultimos anos. E intenso o esforco dos pesquisadores na busca de solugbes para este
problema, e algumas delas estdo relacionadas ao emprego de métodos explicitos na analise
dindmica, a elaboracdo de algoritmos eficientes que aproveitem a capacidade de vetorizacdo e
paralelizacdo dos equipamentos modernos e a integracdo numeérica reduzida das matrizes
envolvidas.

A integracdo completa, IC, de um elemento finito hexaédrico tri-linear isoparamétrico
requer o uso de 2 x 2 x 2 = 8 pontos de Gauss; a convergéncia e a estabilidade da solu¢do em
geral sdo garantidas a medida que se refina a malha. Entretanto, isto € muito custoso
computacionalmente e para certas classes de problemas ocorre o fenémeno de locking
volumeétrico.

O uso da integracdo reduzida seletiva, IS, em geral funciona bem onde IC ndo da bons
resultados, mas este esquema ndo € competitivo porque na verdade IC e IS sdo aplicadas em
diferentes termos para se montar as matrizes do elemento.

Quando se usa a integracdo reduzida uniforme, IR, com um ponto de integragéo,
aparecem modos de deformacdo chamados “cinematicos”, “de energia nula”, “espurios” ou
hourglass, os quais conduzem & singularidade da matriz de rigidez global para a solucéo estética.
Evidentemente, as consequiéncias tambem sdo sentidas na anélise dinamica.

O problema pode ser colocado entdo da seguinte maneira: a matriz de rigidez obtida com
a integracdo reduzida, K ™ , deve ser adicionada uma matriz de correcio K ™% 3 fim de se
obter a matriz “correta” ou “exata

ER) exata .
, K :

K exata — ¢ IR | ¢ corregao (1.1)



Como encontrar esta matriz de correcdo que tenha significado fisico e ndo apenas
matematico, e que o processo global seja mais eficiente que IC ou IS, tem sido alvo de estudos
desde a década de 70.

1.2 — Revisdo bibliografica

Um dos trabalhos pioneiros visando o controle dos modos espurios € o de Kosloff e
Frazier, 1978. Todavia, para elementos distorcidos eles propéem a resolugéo de 2 sistemas de 4
equacOes para elementos quadrilateros e 4 sistemas de 8 equacfes para hexaedros; numa analise
transiente isto se torna bastante contraproducente.

Flanagan e Belytschko, 1981, apresentam um dos principais trabalhos, construindo
sistematica e efetivamente um modo de contornar o problema dos modos cinematicos. E
apresentada a integracdo sobre o volume do elemento das matrizes gradientes, b, e aplica-se
uma “viscosidade artificial” para o controle de hourglass . Belytschko et al., 1984, fazem
pequenas alteragdes no esquema, agora chamado “rigidez artificial”. A desvantagem destas duas
aproximacoes é a necessidade da aplicacdo de um parametro a ser definido pelo usuério.

Belytschko e Bindeman, 1993, introduzem o emprego do sistema de coordenadas co-
rotacional. E sugerido o uso de 4 pontos de integracdo na analise elasto-plastica porém a matriz
deformac&o-deslocamento B é dependente do material (coeficiente de Poisson v).

Liu et al., 1994, enfatizam o uso de 4 pontos para a integracdo da matriz B, a qual
independe do material e é dada numa forma explicita; o sistema co-rotacional deve ser
empregado.

O presente trabalho segue a formulagéo apresentada por Liu et al., 1994. Naquele texto,
apenas um problema dinamico € apresentado, o qual é ndo-linear fisico e ndo é citado o método

de discretizagdo temporal empregado.



1.3 — Objetivos

A construcédo de rotinas computacionais que realizem a analise linear estatica e dindmica
de deslocamentos e tensdes em solidos — vigas, placas e cascas — de geometria e carregamento
arbitrérios via Método dos Elementos Finitos utilizando o elemento isoparamétrico hexaédrico
tri-linear (8 nds) com integracao reduzida e o correspondente controle de modos espurios € o
principal objetivo deste trabalho. A analise dindmica serd feita através de um esquema explicito
de Taylor-Galerkin e o codigo correspondente deverd estar totalmente adaptado ao
processamento vetorial, rodando no equipamento CRAY Y-MP2E/232 do CESUP/UFRGS.

O embasamento tedrico é exposto ao longo deste texto e alguns dos resultados obtidos

sdo apresentados e comparados aos disponiveis na literatura especializada.

1.4 — Organizagéo do texto

O texto desta dissertacdo é composto por 6 capitulos. No capitulo 2 é exposto o elemento
finito empregado com o devido controle dos modos cinematicos; a seguir, € apresentado o
esquema explicito de Taylor-Galerkin. No capitulo 4 faz-se alguns comentarios acerca dos
aspectos da vetorizacdo e implementacdo computacional, e, no capitulo 5, algumas aplicac6es
numéricas sao mostradas. No capitulo 6 sdo feitas consideracdes finais, englobando conclusdes e

sugestdes para a continuacao e aperfeicoamento deste trabalho.



2 - FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO EMPREGADO

2.1 — Formulacdo variacional linear

A forma fraca do principio variacional de Hu-Washizu ¢é dada por:

sn(ue.0)=] 8e'Ced+5| o' (Vu—e)da-sW, =0, (2.1a)
sendo
V. :%(ui,j + uj,i) (2.1b)
e
S, =3UF (2.1c)

onde d representa “variagdo em” ; 7 € a energia potencial total; u é o campo de deslocamentos no
elemento; € é a deformacdo interpolada; o € a tensdo interpolada; C é a matriz tensdo-
deformacdo; Vsu € a parte simétrica do gradiente do campo de deslocamentos; Wey: é 0 trabalho

externo; f ¢

sdo as forcas externas; Q € o dominio em estudo e o super-indice “t” indica
transposicéo.
Aplicando-se 0 método de deformacgdes assumidas de Simo e Hughes, 1986, em que 0

campo assumido de tensGes cumpre a condicdo de ortogonalidade

o' (Vu-g)=0, (2.2)

S

chega-se a forma simplificada da equacao (2.1a) :



sn(e) =] 5&'Ced—5W,, =0 . (2.3)
Interpolando-se as deformacdes no elemento por
e=Bu, (2.4)
onde B é a matriz deslocamento-deformacéo, a equacéo (2.3) fica:
5n(e)=] 5u'B'CBUdQ-5u'f™ =0. (2.5)
Como as tensdes estdo relacionadas as deformacdes através da equacdo constitutiva
c=Ceg , (2.6)
e devido a arbitrariedade de 5 u', estabelece-se a seguinte igualdade:
=, (2.7)
sendo o vetor de forcas internas, f™ , dado por
f“:L?cm). (2.8)

Adicionalmente, verifica-se que a matriz de rigidez resultante do trabalho interno, K , fica

definida por
K——JBtCBdﬂl 2.9
Q ! (2.9)

podendo-se escrever

f"=Ku. (2.10)



2.2 — Elemento Hexaédrico de 8 nds com integracédo reduzida e controle de modos espurios

Para o elemento hexaédrico tri-linear isoparamétrico as coordenadas espaciais Xj € 0S

deslocamentos u; sdo aproximados pela combinacédo linear entre os valores nodais Xi, € Uia € as

funcdes de interpolacao Na(é,n,c) , da seguinte maneira:

X :gNaX""‘ , (2.11a)
u ZaZS;Nauia , (2.11b)

sendo
N(8n0) = g1+ g, 8)(Len,m)(1+6,0) 2.110)

onde o sub-indice i denota o eixo do sistema coordenado global, X, y, z, variando portanto de 1 a
3, e 0 sub-indice a refere-se ao nd do elemento, indo de 1 a 8. Xj, sd0 as coordenadas nodais do

elemento, dadas por:

X; =X :[xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7,x8] : (2.12a)
X, =Y =[V1.Y5 Yo Yar Y Yor Vo Ys] (2.12h)
Xy =2' :[zl,zz,23,24,25,26,27,28] : (2.12c)

enquanto que & , na e Ca S0 as a-ésimas coordenadas do elemento no sistema de eixos

referencial, &, nne £, dadas pelos seguintes vetores:



g =[-1,+1,+1,-1,-1,+1,+1,-1] , (2.13a)
n' =[-1,-1,+1,+1,-1,-1,+1,+1] , (2.13b)
¢ =[-1-1,-1,-1,+1,+1,+1,+1] . (2.13c)

A Figura 2.1 mostra um elemento hexaédrico de 8 nds situado em ambos os sistemas de

eixos.

’ ¢
n
8
5 —6
4
4 3
1 2
a) eixos globais b) eixos referenciais

Figura 2.1 - Elemento hexaédrico de 8 nds

Com o objetivo de identificar os padrdes dos modos espurios, resultantes do campo de
deformagdes ndo constante devido ao emprego da integracdo reduzida, definem-se os vetores h,

onde o variade 1 a 4:

ht=[+1,-1,+1,-1,+1,-1,+1,-1], (2.14a)
hy =[+1,-1,-1,+1,~1,+1,+1,-1] , (2.14b)
ht =[+1,+1,-1,-1,-1,-1,+1,+1] , (2.14¢)

hi=[-1,+1,-1,+1,+1,-1,+1,-1] . (2.14d)



A Figura 2.2 esboca os modos de flexdo, torsdo e ndo-fisico associados a esses vetores,
atuando na direcdo do eixo Xx.

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
P ity Fai
g
gl
e
X

a) hy - flexdo b) h, - flexdo

c) h; - torsdo d) h, - ndo-fisico
z
Tif
X

Figura 2.2 - Padrbes de modos espurios

A matriz B, (0) fornece os vetores gradientes — as derivadas das fungdes de forma em
relacdo aos eixos globais:

N b b
B,(0)=[N,,(0) |=|b,|=|b,, | (2.15)
N b b

A integracdo numérica da matriz Jacobiana em um ponto de Gauss (o ponto central), J(0),
resulta em:

1 g'x &'y &'z
J0)=dy=5|n'x n'y n'z|,i,j=1,2,3. (2.16)
g'x gy C'z

Sendo a inversa da matriz Jacobiana, D , denotada por
-1
D=D;=J0)", (2.17)

0s vetores gradientes da equacéo (2.15) ficam assim definidos:



blz{bla}:%[Dn&"'D12n+D13C] , (2.18a)
b, :{bza}:%[DmE"‘Dzzn"‘DzsC] , (2.18b)
bsz{bsa}:%[Dm&"‘D32n+D33C] - (2.18¢)

Segundo Belytschko e Bindeman, 1993, para que elementos distorcidos calculados com

um ponto de integracdo passem no patch test € necessario que os vetores gradientes b. sejam

substituidos pelos vetores gradientes uniformes, 5. , definidos por Flanagan e Belytschko, 1981:

b= o[ N, (EmQav, (2.19)

onde V é o volume do elemento.

O desenvolvimento dos termos de b é bastante elaborado; mostra-se aqui o resultado

obtido para a primeira componente do vetor b, (i = 1 e a =1), relacionado com o vetor 51 :

)| +vs(z, -2.)+
- 22)] +y5[(z8 - 26)—(22 - 24)]+ : (2.20)

:)

Dll :12V511 =Y, [(Ze - 23) —\Z4 s

(
vil(zs-2)-(z

5
yG(ZS _22)+y8(z4 -

As outras 7 componentes do vetor b, sdo obtidas a partir de b,, permutando-se as

coordenadas nodais como indica a Tabela 2.1. Por exemplo, b,, fica:

b, :12V-l:~)12 =Y, [(z7 — 24) — (zl — 26)] +Y, (23 - zl) +
Y, [(24 - 25) - (26 - 23)] + Ve [(25 - 27) - (23 - 21)] + . (2.21)
Y, (26 — 23) + y5(zl - 26)
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Encontra-se os vetores b, e b, trocando-se x, y e z de acordo com a Tabela 2.2. Assim, a

2% componente do vetor b, assume a seguinte forma:

b,, = 12Vb,, =x, [(y7 = y4) B (y1 = yﬁ)] +X, (y3 B yl) +
X [(Va = ¥s) = (Vs = ¥a) |+ % (¥s = ¥2) = (s - vi)|+ - 222
X, (Vo = ¥a) + %5 (¥2 = ¥s)

Tabela 2.1 - Permutacéo dos nimeros nodais para geracéo de b,, a partir de b,,

0o N oo o B~ W N e j8b]
~N oo o1 0o kb~ oW N
o 01 60 NN P b~ W
g1 0 N o W N - b
A WO N P 00O N O O
w N Bk~ 010 N O
N P B W O 01 00 N
A W N N OO O1 ©

Tabela 2.2 - Permutac@es de coordenadas para gerar b, a partir deb,

1 y z
2 z X
3 X y

Obtém-se o volume do elemento fazendo-se
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1 8
=—22 .2 Xia (néo somado em i), (2.23)

para i valendo 1, 2 ou 3, arbitrariamente.

Finalmente, as componentes dos vetores b séo encontradas como:

g t—)ia
bia = 12V 1 (224)
perfazendo a matriz B, :
61 B1a
B,=|b, |=|b, (2.25)
63 B3a
Observa-se que os vetores gradientes cumprem as seguintes relagdes
Bit X;=98;, 1j=13, (2.26a)
8 _~
> b,=0, (2.26b)
a=1
- =0 para elementos retangulares
b. h . . (2.26¢)
}|#0 para elementos distorcidos
e, particularmente,
b h, =0 para todos cselermentos (2.26d)

onde §;; € o delta de Kronecker.
Expandindo-se o vetor de deformacgdes em uma série de Taylor a partir do centro do

elemento até termos bi-lineares tem-se:
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g(&n.0)=e(0) +e (0)E+e (0)n+e (0)C+

, (2.27)
ou
8 —_—
e=2 B, (&n¢)u, , (2.28a)
a=1
sendo
B,(&,n,¢)=B,(0)+B, (0)&+B, (0n+B, (0)C+ (2.280)
28&,577(0)&.’“ + ZBa,qg(o)nC.: + ZBa,é'.f(O)Q&J . l
Para atenuar o fendmeno de locking volumétrico, Ea(é,n,c) é decomposta em duas
partes:

B,(&,n.¢)=B"(0) + B&(g,n,¢) (2.29)

onde B"(0) sdo as sub-matrizes gradientes devidas a parte dilatacional de B, e B*'(g,m,¢)

corresponde a parte desviatérica. A parte dilatacional é sub-integrada, sendo calculada em apenas

um ponto, 0 ; assim, a equacdo (2.28b) pode ser reescrita da seguinte maneira:

B,(&,1,5) = B,(0) + B*¥(0) & + B*(0) n + BEX(0) ¢ +

a,n a,g

2B (0)En +2BI(0)nG +2BI(0)CE

(2.30)

Segundo Liu et al., 1994, o elemento desenvolvido até aqui apresenta o fenémeno de
locking para esforgos de membrana e de corte em estruturas finas. E necessario empregar-se um
sistema coordenado co-rotacional, que gira com o elemento, a fim de se contornar este problema.

Desta forma, as sub-matrizes gradientes podem ser escritas como:



B,.(&,1,6) =B ,,(0) + B%(0) & + B="(0)n + B=(0) ¢ +

ZBdesv (O)E_,T]-I-ZBdeSV (0)1’]C_,+28desv (O)CE_, !

XX,6n XX, ¢ XX.6¢

B,,(&1,6)=B,,(0) +BT{0)&+ BT (0)n+BIT0)L +

ZBdesv (0)&n+28desv (O)T]C-FZBdesv (O)Cé’

yy.én yy.ng yy.¢é

B..(&n.0)=B,,(0+B{TY(0)& + BT (0)n+BITH0) ¢ +
2By (0)En+2By" (0)ng+2By5. (0)¢E

z2,$n zz,n¢

B,,(&1,0)=B,,(0) +B=Y0)¢ |
B,.(&n,0)=B,,(0)+BX(0)¢

B,.(&1n,0)=B,,(0)+B&(0)n ,

onde

o
~—"
1

B ~

ol b! 0 0]

Byy(o) 0 5; 0

B.O| |o o b

B,,(0) | |B; B 0

B,(0)| [0 b b

B,(0)| LPs O bl
BrO] —
Bdev’ﬁfo 0 —%Dzzyi —%D33yt2
yy'§() 0 %Dzzyi _%Dssytz
dev
Bzz,g(o) _1 0 _%Dzzyi %Dssy;
Bi.(0)| 8] Dz 0 o |
B(:,ezvg(o) 0 Dg, 'Ytz D,, Y;
Y D..vy! 0 0
Bgi\f;(o) | VYT i

13

(2.31a)

(2.31b)

(2.31c)

(2.31d)

(2.31e)

(2.31f)

(2.319)

(2.31h)



BEAO] [ 2p, g
B5.(0) ~3Du1;
B:,(0) | 1| ~1Dyv}
By, (0 8 0
B{7,(0) °
B0 L P
B0 rap
By 0) -3D,v)
B0 | 1| -4Dyy}
BX.(0)| 8| Dyv;
B2 (0) °
B L °
BELO]
B(;eyv,f:n(o) 0
By, (0) 1 0
By . (0)| 8 0
SECI I
Bl 0] LR
B0 rap
By 4:0) -3D, v,
By(0) | 1]-3Dy,v}
B (0)| 8 0
Bs7,(0) °
B 0] L °

0

Dll’Yi
Da, 'Y;

_%Dzzyts
%Dzz Y;
-1p t
3l Y3
D11'Y;
0
0

—3D5, 1)
5D 1)

_%Dzz Yi
Das ¥

0

D11YE1
0

0

1 t]
—3D37;

1 t
—3D47;
2 t

3 D33 Y3

Du7: }

o O O O
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(2.31i)

(2.31j)

(2.311)

(2.31m)



>
<
™y
$ry
—_
o
N—
|-

1 t
-3D5, 7,
2 t
3D, 7,
1 t
-3D5, 7,

0
0

D,, 'th

o O O

0
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(2.31n)

E importante observar-se os vetores y , que promovem a estabilizaco, e que vém dados

Yo=h, —(

por
A forma final da matriz B é
B=
2Dy(nyl+Cyi+2ngy!)
~1iDy(nyl+Cyi+2ngy!)
1| -iD
8 Dzzgyts
0
L D37,

a |

Wemg)| B o o
yy(&'nlg) 0 6; 0
A&mg)| |0 0 b
WlEmg)| by b 0
yZ(éin’C) 9 65 §£
AEmg)| [b; 0 b

DllCYtZ
D33§Y;
0

h!x )b, a=14.

—iD,(Eyi+Cyt ++ECYY) —iDg (vt +nyi+2Eny))
2D, (e +CyL ++ECY)  —iDg eyl +myi+2Eny))

Anyirgyieengyl) -3, (e +Cyi+2E0y!) 2Dy (evi+nyi+2Eny))

0

D,, é'Yi
Dy, n’Y;

(2.32)

(2.33)
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Liu et al., 1994, propdem que a integracdo numérica da matriz da equacao (2.33) seja
feita com 4 pontos de Gauss, mostrados na Tabela 2.3 . Isto resulta especialmente importante em
problemas onde existe uma frente de plastificacdo, a qual é dificil de ser precisamente definida

quando se utiliza um Gnico ponto de integracéo.

Tabela 2.3 - 4 pontos de integracdo da matriz B

Ponto ¢ n C

, Y8 B8
3 3 3
, _¥3 V3 48
3 3 3
, V3 N8 4B
3 3 3
, Y3 8 48
3 3 3

Assumindo que o determinante da matriz Jacobiana, é constante e igual a ¥4 do volume do

elemento, a forca interna apresentada na equacéo (2.8) pode ser integrada da seguinte maneira:

. LV _
f=2 - B'(e.)o(&n) - (2.34)

m=1

A equacéo (2.34) pode ser rearranjada da seguinte forma:
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" =f" +f (2.35a)

sendo
Ry, On (E}m)Bl +Gy, (ém)BZ + 0y (ém)BS
f;“t = ZZ G (Fam)Bl + 0, (&m)BZ + Gy3 (ém)63 (2.35h)
" GSl(&m)61+G32 (&m)BZ +G33(§m)63
(5]

2 SIN(2 2
fot = 2 55| % (80) 9B0) + 0280 )00(80) + 02E0)01(En) | (2350)
) ¢ &m0 &m)0s(&

onde fj”‘ é a parcela resultante dos 4 pontos de integracdo e f'™ corresponde ao processo de

estab

desv

estabilizacdo. As tensdes desviadoras o;;" e os demais vetores g séo dados por:

(2.36)

desv __ -
=0; — 090

i i3

ij

91(§)=D11(1171+CY2 +211CY4) ) (2.376.)
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gz(&)z D,, (§71+C73+2‘:€74) ) (2.37b)
95(8) =Dy (87, + 1y, +28my,) (2.37c)
9.(8) =D, . (2.37d)
9s(&) =Dx 1y | (2.37¢)
9(8) =Du Y, | (2.37)
9,(8) =Dy Ly, . (2.379)
9:(&) =D, &Y, . (2.37h)
9(&)=Dyumy, - (2.37i)

Para cada elemento deve ser definido um sistema coordenado co-rotacional através de um
tensor R que transforma uma matriz do sistema coordenado global x, y , z ao sistema co-

rotacional, X,y ,Z. Os vetores co-rotacionais de base devem estar alinhados com os eixos de

referéncia do elemento, £, n, £ . Belytschko e Bindeman, 1993, advertem que para elementos
distorcidos os eixos de referéncia ndo sdo ortogonais, de forma que esta transformacao pode ser
feita apenas de forma aproximada.

Definem-se vetores no sistema de coordenadas global r; e r, que coincidam com 0s eixos

de referéncia &e 7 do elemento:

F Eat X
. i=1,2,3. (2.38)
Li =M X



Adiciona-se um termo de correcéo r. a r, de forma que
rl(r2 + rc)=0 ,
0 que se consegue quando

nr
—-=22r, .
rlrl

c

Obtém-se uma base ortogonal fazendo-se o seguinte produto vetorial:
r,= r1><(r2 + rc) ;

normalizando-se os vetores de base, encontra-se os elementos da matriz de rotacéo R:

19

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.423)

(2.42b)

(2.42c)

Os procedimentos para a determinacdo da forga interna nodal (a ser usada num esquema

de analise dindmica) sdo:

(@) Transforma-se as coordenadas nodais x e os deslocamentos nodais u para o sistema co-

rotacional, obtendo-se Xe(:

AX,

>
I

(2.43a)
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d=Au, (2.43b)

sendo a matriz A , dada em fungdo de R, por

(2.43c)

cujos elementos ndo mostrados sdo nulos
(b) Calcula-se éapor (2.25)
(c) Calcula-se é por (2.33)
(d) Calcula-se € por (2.4)
(e) Calcula-se ¢ por (2.6)
(f) Calcula-se f™™por (2.34)
(9) Transforma-se o vetor de forgas internas e de forcas de superficie para o sistema global:
fin=ptfin (2.44)

Para a analise estatica, os procedimentos sdo idénticos até o item (c), a partir do qual tem-

Se:
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(d) Calcula-se K por (2.9)

(e) Faz-se a transformacao para eixos globais

K=A'K (2.45)

(f) Monta-se a matriz de rigidez global, K e resolve-se o seguinte sistema de equacdes para se

determinar o vetor de deslocamentos u :

fo9—Kou , (2.46)

onde "9 ¢é o vetor de forcas externas global.

2.3 — Andlise de Tensoes

O caélculo das tensdes se faz como um poés-processamento: uma vez obtidos os
deslocamentos nodais u na analise estatica, ou em cada intervalo de tempo na analise dinamica,

calcula-se:

c=CBu , (2.47)

onde B é a matriz deformacdo-deslocamento.

Na seqliéncia, € necessario fazer-se uma montagem, conseguindo-se as tensdes em todos
0s nos da estrutura a nivel global, 69 .

Para a integracdo numérica da matriz B os pontos nodais seriam 0s mais convenientes,
porém as fungdes de interpolacdo tendem a funcionar com menor precisdo nas extremidades das
regides de interpolacdo. A experiéncia tem mostrado que para elementos isoparamétricos 0s
melhores pontos sdo os de Gauss, devendo-se entdo extrapolar as tensdes para os nds do

elemento.
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Hinton e Campbell, 1974, apresentam uma solucdo para a extrapolacdo das tensdes
baseada no Método dos Minimos Quadrados, chamada “Suavizagdo Local - Fungdo de
Suavizagao”.

Usualmente uma funcdo de suavizacao pelos Minimos Quadrados é do tipo:

i=0,p
S(X,y,Z):aooo+3100X+3010y+30012+61110Xy+---zzaijkxiyjzk 1=0,q, (2.48)
k=0,r

onde s é de p-ésima ordem em X, g-ésima ordem em y e r-ésima ordem em z.
Sejam os dados a serem extrapolados fornecidos pela funcdo o (x,y,z) . Faz-se necessario

entdo encontrar os coeficientes ajx que minimizem o funcional

X = _UI(G — S)dedydz , (2.49)
0 que se consegue quando
8
8;‘ 0, (2.50)
iik

que, por sua vez, conduz a um sistema de equagdes lineares em ajj .
Dentro do contexto do Método dos Elementos Finitos a funcdo de suavizacdo é

representada através das fungdes de interpolacéo:

s(&n¢) = Y.Nao, , (2.51)

a=1n

onde n € o numero de nds do elemento; N . € a a-ésima funcdo de forma para a suavizacgéo, a qual
pode ser de ordem diferente daquela usada pela funcdo de forma N, da analise dos
deslocamentos; e o, séo as tensdes nodais extrapoladas — as incognitas do problema.

As tensdes ndo-extrapoladas no elemento, o = o (§,1,C), podem ser obtidas pela equacéo

(2.47); deve-se encontrar entdo o conjunto das tensdes extrapoladas que minimize o funcional
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X:Zl‘,jj [ [o(en.0)—s(e )] detddednds (2.52)

onde det J é o determinante da matriz Jacobiana.

Para y ser minimo, deve-se cumprir que

afX:O, paraa=1,2,..,n, (2.53)
00,
0 que conduz a seguinte igualdade:
Se=F, (2.54a)
sendo
[[[N:Nsdetddedndg - [[[ N:Nadetd dednds
S= : : (2.54b)
[[[NaN:detadednd; - [[[Na Nadetd dgdndc
e

[[ N1 odetd dedndg

= (2.54¢)

J‘”Iilacde.tJ dedndg

Para o0 elemento hexaédrico de 8 n6s com um esquema de integracdo uniforme de

2 x 2 x 2 pontos de Gauss, e assumindo-se que N.= N,, as tensdes extrapoladas aos nos do

elemento podem ser calculadas por:

c=%o, (2.55a)
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sendo

¥ = , (2.55h)

5+34/3 ~1-4/3 ~1+4/3 5-34/3
onde yy=—")—— Vo=, i We=— , eV,=—, .

Este processo deve ser feito para cada uma das seis componentes do tensor de tensdes.

De posse das tensGes nos ndés de todos os elementos, parte-se para a suavizacdo das
tensdes nodais a nivel global, o que se faz com a média ponderada das tensfes que concorrem em
cada no, utilizando como fator de peso /s do volume de cada elemento adjacente.

Empregando-se o sistema de eixos co-rotacional também a andlise das tensdes, 0s

seguintes procedimentos devem ser observados.

(@) Transforma-se as coordenadas nodais x e deslocamentos nodais u para o sistema co-

rotacional por (2.43a,b)

(b) Calcula-se as tensdes nos pontos de Gauss, 6 , por (2.47)

(c) Extrapola-se as tensdes aos nos, obtendo-se o , por (2.55)
(d) Leva-se as tens@es extrapoladas para o sistema de coordenadas global
c=To (2.56a)

sendo T a matriz de rotacédo de tensdes dada por Cook, 1974, em fungéo dos elementos de R

como:



r12 I’13
r22 r.23

r32 r33

r13 I’ll
r.23 r.21

r.?:3 r31

2 rll r21

2 r21 r‘31

2 r.31 r.11
rll r22 + r21 r12
r.21 r32 + r.31 r.22
r.31 r.12 + rll r.32

2 r12 r22

2 r‘22 r32

2 r32 rlZ
r12 r23 + r22 r13
r.22 r33 + r.32 r.23
r.32 r13 + r.12 r33

2 rlS r23

2 r23 r33

2 r.33 rlS
r13 r21 + I’23 r11
r.23 r.31 + r33 r.21

r33 r.11 + r.13 r31 i
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(2.56b)



3 - ESQUEMA EXPLICITO DE TAYLOR-GALERKIN

A equacdo de equilibrio dindmico vem dada pela seguinte expresséo:

0 0 .
a(pvi)—a—xjcijJ{%(pvi)—bizo emQ (|,1=1,2,3), (3.1)

com as condi¢des de contorno

vizyiz% emr, (i,j=12,3), (3.2)
oyn,=p; emrl, (i,j=1,2,3), (3.2b)
e as condi¢Oes iniciais
u=u em (i,j=12,3), (3.33)
vi=V* emQ (i,j=1,2,3), (3.3b)

onde u; é a componente do vetor deslocamento u na direcdo X; ; v; € a componente do vetor
velocidade v na dire¢éo X; ; ojj S80 as componentes do tensor de tensdes; b; é a componente do
vetor de forgas de volume b na direcéo x; ; p; € a componente do vetor de forcas de superficie, p ,
aplicadas na parte I'; do contorno, na direcdo X; ; n; € 0 cosseno da dire¢do que a normal a I's
forma com o eixo X; ; p € a massa especifica do material; p € o coeficiente de amortecimento; I';
é o contorno onde forgas sdo aplicadas; Iy € 0 contorno onde incognitas sdo prescritas; Q € o
dominio em estudo; x; € 0 eixo na direcdo i do sistema de referéncia global; t é a variavel

temporal; v, € o valor prescrito da componente v; do vetor velocidade na parte I'; do contorno;
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u. e o valor prescrito do deslocamento em I'; ; VA éovalordevjpara t=0; u’ é o valor de y;

para t=0.

A expressao (3.1) pode também ser escrita da seguinte forma:

sendo

pVv,
pV = sz , (34b)

pV,

S; =10, (3.4c)

—
©
<
-
~
|
o
iy

(3.4d)
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Expandindo-se pv em série de Taylor tem-se que

n+1 n 8 n Atz 82 n .
(pv) =(pv) + Ata(pv) +7ﬁ(pv) + termos de ordem superior . (3.5)

Uma forma alternativa da equagéo (3.5) é:



sendo

n+3 L n
b™*=b"+ (0™ ~b").

1

n+= , - 1 , At
Como (Sj) * ¢ funcdo de u"?, convém calcular uem t=nAt+ 5 |, fazendo

n+3 n At 0 n n At n
=U +——U =U +—V

u 2 ot 2

1
n+;

e com (3.8) obtém-se S, [u'”%] :(Sj)

Usando (3.8) em (3.7a) pode-se escrever que:

28

(3.6)

(3.7a)

(3.7h)

(3.7¢)

(3.8)
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n+1 6 n+% n nel
(1+2_“pmjA(pv) :At{gs,.[(uj) [BIURE } 39

v=NV (3.10a)
b=Nb, (3.10b)
(s,) =N (3.10¢)

onde o traco sobrescrito indica valores nodais e N s&o as fun¢des de interpolagdo, obtém-se:

1

(M + %cj Alpv)™ = - At {f,. [U]} +C(pv) = (R,)"" - (R)" =

: (3.11a)

~AtR

sendo
M= IQN‘NdQ , (3.11b)
1)
czEjQNtNdQ , (3.11¢)
L 5\

f[o ]_UQ ox, NdQJ (55", (3.11d)
(Pb)rﬁ%:_“QNter% do ’ (3.118)
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(Pp)"% - jrc NTtp"dr (3.11f)

onde M é a matriz de massa do elemento; C é a matriz de amortecimento; f; € a componente do

vetor de forgas internas, obtida com o produto da matriz de rigidez pelo vetor de deslocamentos
uem t=nAt+5 ;Pye P, séo vetores de cargas nodais de volume e sobre a superficie I'; do

elemento, interpolada com as funges de forma para superficie N', respectivamente.
Observa-se que fj[Ur”%] e P, foram obtidos como consequiéncia da integragéo por partes

do primeiro termo do segundo membro de (3.9) apds aplicar o método de Galerkin.

A equacdo (3.11a) foi deduzida a nivel de cada elemento finito; a montagem conduzira a
uma matriz banda que obrigara a triangularizacdo a cada passo de tempo. Para evitar isto,
convém trabalhar-se com a matriz de massa discreta, Mp , no lugar da matriz de massa
consistente, adotando-se para a matriz de amortecimento uma proporcionalidade com a matriz de

massa, fazendo

At
70=OL|\/|D , (3.12a)
sendo
At
o= “z—p (3.12b)

e, particularmente para o elemento hexaédrico tri-linear (considerando-se apenas um grau de
liberdade),

ol<
o|<
o|<

o|<

M, - , (3.12¢)

o|<
ol<
o|<

o<
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onde os elementos ndo mostrados sdo nulos V é o volume do elemento.

Introduzindo (3.12a) em (3.11a) chega-se a seguinte formula de recorréncia:
n+1 1 20(, n+l n+%
M, AlpV) =—-Atsf|u"2|+—M_(pV)-(P,) “—(P
oo o) anfofa ] Fma o)) () e
B(Mo ~M)A(pv),
sendo
B=o+1 (3.13b)

e onde n € um super-indice indicando nivel de tempo e k € um sub-indice indicando iteracao.

Os passos do processo computacional sdo os seguintes:
(@) Leitura de dados
(b) t=t+ At (inicio do ciclo de tempo)

(c) Formar a nivel de elemento as matrizes M, Mp , Py, , Py

(d) Calcular:
utr =t Jr%vt (3.14)

(e) Calcular:
R=f[u"?]+ ZA—T Mo (o) - (P,) " —(R) (3.150)

sendo



(f)

(@)

(h)

(i)

Ativar um contador de iteracdes (k = k + 1) e calcular:

oo = | =R oty - o) |

aplicando as correspondentes condigdes de contorno

_\t+At _\t+At .. .. . .
+ Se A(pv)k+1 :A(pv)k ou k atingiu um valor limite fixado, calcular:

vt+At e ut+At 1

aplicando-se as correspondentes condic¢des de contorno a

t+At .
* se A(p\_/)k 1 Nnao converge, voltar ao passo anterior
+

Calcular as tensoes

Se o limite de tempo néo foi atingido, voltar ao passo (b)
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(3.15h)

(3.15¢)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



4 — ASPECTOS DA VETORIZACAO

4.1 — Computacéo de alta performance

Os supercomputadores tém como principal caracteristica a alta performance, medida em
aplicacdes numéricas em milhdes de operacBes de ponto flutuante por segundo — Mflops — ,
realizando o processamento vetorial e paralelo. Evidentemente, é necessario que 0s programas
sejam otimizados a fim de que a capacidade das maquinas possa ser utilizada ao maximo. Assim,
é preferivel referir-se a sistemas de alta performance , formados por equipamentos e programas.

O Centro Nacional de Supercomputacdo — CESUP — da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul possui um CRAY Y-MP2E/232, que apresenta as seguintes caracteristicas:

e  Numero de processadores: 2

e  Tamanho de memoria: 32 Mwords (1 word = 64 bits)

e Ciclo de relogio: 6 nanosegundos

e Velocidade maxima por CPU: 333 Megaflops

e Espaco total em disco: 16 Gigabytes

e  Sistema operacional: UNICOS - UNIX Cray Operating System

e  Compiladores disponiveis: Fortran 77; Fortran 90; C

4.2 — Vetorizagdo de lagos

No processamento vetorial, as instrucdes dentro de um laco sdo executadas em grupos.
Estes grupos de numeros sdo trechos de um vetor longo, por exemplo, ou de uma linha ou coluna
de uma matriz. Por outro lado, no processamento escalar cada instrugcdo é executada na ordem

em que aparece. Pode-se afirmar que, em geral, o processamento vetorial € mais rapido e
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eficiente que o processamento escalar.
A vetorizagdo de lacos se faz exclusivamente sobre o laco mais interno, porém nem todos
os lagos sdo vetorizaveis. Segundo Teodorowitsch, 1995, sdo 0s seguintes 0s principais requisitos

para a vetorizacao de lagos:

e 0 lago deve conter pelo menos uma referéncia a um array dimensional (vetor ou matriz), no
lado esquerdo de uma atribuicéo;

e todas as varidveis simples dentro de lacos devem ser variaveis de indugdo (ou seja, variaveis
incrementadas ou decrementadas de forma constante em cada iteracdo do laco, como por

exemplo, o indice de uma instrugdo do).

Sao condic¢des que impedem a vetorizagéo:

e uma instrucdo de entrada/saida sem o emprego de lago implicito;

e chamada a uma subrotina (ca11) ou referéncia a uma funcéo externa;

° as instruc_;(”)es return, stop OU pause ,

e uma instrucdo if que ndo pode ser convertida para uma funcdo vetorial (if de trés ramos,
goto atribuido e goto calculado);

e  desvios para tras (para fora dos limites do laco);

e referéncias a variaveis ou arranjos de caracteres (Fortran) ou a fungGes nao vetorizaveis;

e diretivas de compilacdo para desativar a otimizacdo, tais Como novector OU nextscalar;

e dependéncias que produzem resultados diferentes entre processamento vetorial e escalar;

e  recorréncias;

o referéncias ambiguas.

Lagos ndo reconhecidos muitas vezes podem ser melhorados pelo pré-processador fpp ou

mesmo pelo usuério a fim de que o compilador os vetorize com seguranga.
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4.3 — Algumas técnicas para vetorizacao e otimizacao do codigo

4.3.1 — Expanséo de lagos (unrolling)

Trata-se da expansdo das iteracGes de um lago. A expansao € vertical, quando o codigo

correspondente a cada iteracdo pode ser repetido independentemente, como mostrado a seguir:

DO I =1,N
DO J = 1,6
A(I,Jd) = B(I,J) + C(I,J)
ENDDO
ENDDO

O lago interno expandido verticalmente fica:

DO I =1,N
A(I,1) = B(I,1) + C(1,1)
A(I,2) = B(I,2) + C(I,2)
A(I,3) = B(I,3) + C(I,3)
A(I,4) = B(I,4) + C(I,4)
A(I,5) = B(I,5) + C(I,5)
A(I,6) = B(I,6) + C(I,®6)

ENDDO

A expansdo também pode ser horizontal, quando o codigo correspondente é colocado

como parte de apenas uma instru¢do, como no proximo exemplo:

DO J = 1,6
A = A + B(I,J)*C(I,J)

ENDDO
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A versdo modificada, com o laco interno expandido horizontalmente, é:

DO I =1,N

D(I) = D(I) + B(I,1)*C(I,1l) + B(I,2)*C(I,2) +
& B(I,3)*C(I,3) + B(I,4)*C(I,4) +
& B(I,5)*C(1,5) + B(I,6)*C(I,®6)
ENDDO

4.3.2 — Montagem (assembling)

No M.E.F. calcula-se matrizes e vetores para cada elemento e na sequéncia, deve ser feita
uma montagem para se obter matrizes e vetores globais. E a seguinte a estrutura usual da
montagem de um vetor VL local (a nivel de elemento) em um vetor VG global, em funcdo do
vetor de conetividades KONE, sendo NEM o nimero de elementos da malha e NPE o numero de

nés do elemento:

DO NE = 1,NEM
IND = NPE* (NE - 1)
DO I = 1,NPE
INDI = IND + I
NI = KONE (IND1)
VG (NI) = VG(NI) + VL (IND1)
ENDDO
ENDDO

Observa-se no lago interno uma recorréncia, além do fato deste ser muito curto em
relacdo ao lagco externo. Empregando a Técnica do Mapeamento Inverso, consegue-se uma
versdo totalmente vetorizada para a montagem de vetores. Esta técnica € descrita a seguir.

Constroi-se duas matrizes, NEIBOR e NEIBOL, ambas com NNM linhas e NPE colunas,
sendo que NNM é o nimero de n6s da malha. Cada linha de NEIBOR corresponde a um no da
malha e em cada coluna fica registrado o numero de um elemento que possui este no, sendo que
estd previsto que no maximo 8 elementos compartilhem um mesmo né. NEIBOL tem a mesma
estrutura, porém cada coluna informa o namero local do n6 do elemento, em concordancia com

NEIBOR. A seguir, apresenta-se um exemplo.
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#180

7 ndmero local do n6
#230 | ;
6

# 390

o ~N[io

PR ndmero do elemento
# 580 6I

né nimero 318

Figura 4.1 - Vista de topo de 4 elementos de uma placa

A Figura 4.1 mostra a vista superior de apenas 4 elementos hexaédricos tri-lineares de

uma placa. Para o0 né nimero 318, NEIBOR e NEIBOL ficam:

NEIBOR(318,1) = 230
NEIBOR(318,2) = 180
NEIBOR(318,3) = 390
NEIBOR(318,4) = 580

NEIBOR(318,5) = 0
NEIBOR(318,6) = 0
NEIBOR(318,7) =0
NEIBOR(318,8) = 0

NEIBOL(318,1) =5
NEIBOL(318,2) = 6
NEIBOL(318,3) = 7
NEIBOL(318,4) = 8
NEIBOL(318,5) = 0
NEIBOL(318,6) = 0
NEIBOL(318,7) = 0
NEIBOL(318,8) = 0

A versdo vetorizada da montagem do vetor GV, em funcdo de NEIBOR e NEIBOL, é:

DO I = 1,NNM

K1l =
K2 =
K3 =
K4 =
K5 =
K6 =
K7 =
K8 =

Ll =
L2 =

NEIBOR (1,1I)
NEIBOR (2, 1)
NEIBOR (3, 1)
NEIBOR (4, 1)
NEIBOR (5, 1I)
NEIBOR (6, 1)
NEIBOR (7, 1)
NEIBOR (8, I)
NEIBOL (1, 1)

NEIBOL (2, I)
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L3 = NEIBOL(3,I)
L4 = NEIBOL(4,1I)
L5 = NEIBOL(5,1I)
L6 = NEIBOL(6,1I)
L7 = NEIBOL(7,1I)
L8 = NEIBOL(8,I)
C
VG(I) = VL(K1,Ll) + VL(K2,L2) + VL(K3,L3) + VL(K4,L4) +
& VL (K5,L5) + VL(K6,L6) + VL(K7,L7) + VL(K8,L8)
C

ENDDO

E preciso que o vetor local seja dimensionado para VL (0:NEM,0:NPE) e que
VL (0,0) = 0, pois sempre que elementos de NEIBOR e NEIBOL valerem zero, a contribuicédo
de VL para VG fica asseguradamente nula.

Uma das desvantagens desta técnica é a necessidade de se armazenar os vetores VL de
todos os elementos para entdo fazer-se a montagem. No processamento escalar tradicional VL

pode ser calculado para o elemento corrente e imediatamente agregado ao vetor VG.

4.4 — Implementagdo computacional

Enquanto a analise estatica requer a montagem da matriz de rigidez global, K° , na andlise
dinamica pode-se trabalhar com o vetor de forcas internas, f ™, cuja montagem vetorizada é
imediata, conforme exposto no item 4.3.2 .

Assim, neste trabalho optou-se por fazer dois codigos separados — ambos na linguagem
FORTRAN 77: o primeiro, EST3DL, para analise estatica, parcialmente vetorizado, onde
emprega-se a eliminacdo de Gauss para resolver o sistema de equacdes do tipo banda simétrica; o
segundo, DIN3DL, para a analise dindmica, em que os lagos sdo todos vetorizados, para isto

contribuindo o fato de se utilizar um método explicito de discretizagdo temporal.



5 — APLICACOES

5.1 — Anélise estética

5.1.1 — Viga circular engastada sujeita a carga concentrada

Uma viga circular de raio R e secdo transversal quadrada de lado a é engastada numa

extremidade e na outra recebe uma carga concentrada, como indica a Figura 5.1 .

v y
R = 10 ft. (3,048 m)

Mo G — ] a a=0,1 ft. (0,03048 m)
H

V =1 1b (4,45 N)
H=0
Mo =0

Il X E=3x107Ib/sq. ft. (1,434 x 10° N/m?)

7 \___ engaste v=03

Figura 5.1 - Caracteristicas da viga circular

Roark, 1965, apresenta a solugdo para o deslocamento da extremidade livre desta viga na

direcdo do eixoy, Dy, como

_EVR*+ $HR*+ M, R®

D
Y El ’

(5.1)

onde My é o momento fletor atuante na extremidade livre da viga; V e H sdo cargas concentradas
na extremidade livre , nas direcGes dos eixos y e X, respectivamente; E € o modulo de elasticidade
do material; | € 0 momento de inércia da secéo transversal e v é o coeficiente de Poisson.

Neste caso, como Mg e H sdo nulos, obtém-se Dy = () ft. (0,958 m).
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Toda a viga foi discretizada utilizando-se 0 ANSY'S — Ferramenta para Projeto e Analise
de Estruturas, Campos e Calor, disponivel no CESUP/UFRGS. A Tabela 5.1 resume as
caracteristicas da discretizacdo empregada e mostra a razdo entre o resultado obtido com o
programa EST3DL, d. , para o deslocamento na dire¢do do eixo y do ponto central da
extremidade livre da viga e o valor proveniente da solucdo analitica. Liu et al., 1994,

encontraram esta razdo como 0,998.

Tabela 5.1 - Dados da discretizagéo e resultado para a viga circular

Discretizacdo NEM NNM NEQ d./ Dy
10x2x2 40 99 297 0,999

Nesta tabela, Discretizacdo é o numero de elementos nas dire¢fes longitudinal, da largura
e da espessura, respectivamente; NEM é o nimero de elementos da malha; NNM é o nimero de
nos da malha e NEQ é o nimero equac6es do problema (nimero de graus de liberdade).

A Figura 5.2 mostra a configuracdo indeformada e deformada da viga. A imagem foi
gerada com o ENSIGHT — Ferramenta de Visualizacdo Cientifica, que roda em estacGes Silicon

Graphics conjuntamente com o Cray.

,ﬁ configuracdo indeformada

Figura 5.2 - Configuragéo indeformada e deformada da viga circular
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5.1.2 — Viga torcida engastada sob carga concentrada — twisted beam

Uma viga de comprimento L cujas secOes transversais sao retangulares de base b e altura
h e giram uniformemente de 0° a 90° ao longo do eixo longitudinal é engastada em uma de suas
extremidades e no ponto central da outra € submetida a uma carga concentrada P, atuante na
direcdo do eixo y . A Figura 5.3 mostra as caracteristicas da viga, bem como a discretizagdo de

4 x 4 x 24 elementos feita com o ANSYS.

y y L =12 ft. (3,66 m)
o b = 0,32 ft. (0,0975 m)
‘ 0 ; D h h=110ft (0,335 m)

Po=11b (4,45 N)

engaste E=29x10"1Ib/sq. ft. (1,386 x 10° N/m?)
v =0,22

a) geometria e carregamento

b) discretizagdo

Figura 5.3 - Caracteristicas e discretizacdo da viga torcida

Foram usados 24 elementos no sentido longitudinal e 4 elementos nos sentidos da largura
e da espessura, respectivamente. A Tabela 5.2 informa mais detalhes da discretizacdo empregada,
bem como a razdo entre a defleccdo na direcdo do eixo y do ponto central da extremidade livre,
obtida computacionalmente, e o resultado tedrico, drs , reportado por Liu et al., 1994, como
sendo de 0,005424 ft. Os referidos autores, naquele mesmo trabalho, encontraram esta razdo

como sendo 1,026.

Tabela 5.2 - Dados da discretizacéo e resultado para a viga torcida

Discretizacéo NEM NNM NEQ dc/ des
4 x4 x24 384 625 1875 1,019
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5.1.3 — Viga bi-apoiada submetida a carga concentrada

Uma viga bi-apoiada, delgada e de secdo retangular, € sujeita a uma carga concentrada

aplicada no meio do véo, conforme esquematizado na Figura 5.4 .

P, L=800cm  Py=10x10°N
I:lh b=10cm E = 2068,5 x 10° N/cm?
& & b h=20cm v=0
‘ L/2 ‘ L/2 ‘

Figura 5.4 - Caracteristicas da viga bi-apoiada

Tirando proveito da simetria da estrutura e do carregamento, apenas metade da viga foi

discretizada. As condi¢cfes de contorno empregadas estdo mostradas na Figura 5.5 .

zZ P0/2
T Xx=0 = u=0
20 cm y=5cm = v=0
,,,ﬁy ‘ x=400cm;z=10cm = u=w=0
10cm
X
400 cm il

Figura 5.5 - Condicdes de contorno da viga bi-apoiada

A solucdo analitica para a defleccéo na direcdo do eixo z do ponto central desta estrutura,

Wmax , V€M dada por

~ P, L
max T A8EN

w (5.2)

0 que resulta Wmax = - 7,735 cm.

A fim de testar a performance do elemento, duas discretiza¢Oes para a pega foram feitas.
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As malhas de elementos finitos foram geradas com um programa préprio. A Tabela 5.3 indica 0s
dados das discretizagcbes empregadas, bem como os resultados da razéo entre os deslocamentos
na direcdo do eixo z do ponto central da viga, obtidos com o programa EST3DL, e o resultado

tedrico, em cada caso.

Tabela 5.3 - Dados das discretizacOes e resultados para a viga bi-apoiada

Discretizacéo NEM NNM NEQ  dc/Wmax
2x2x%x2 8 27 81 1,039
4x4x4 64 125 375 1,008

Para se verificar a componente tedrica da tensdo paralela ao €ixo X , oxx , emprega-se a

equacao

G, =—2", (5.3)

onde My é o momento fletor atuante numa secdo X e z é a distancia do ponto em analise até a

linha neutra da estrutura.
A Tabela 5.4 mostra os resultados da razdo entre o valor encontrado computacionalmente

com cada discretizagdo, o. , e 0 tedrico, o qual para o ponto (0,5,20) vale -3000 N / cm?.

Tabela 5.4 - Anélise de tensGes da viga bi-apoiada

Discretizacao oc/ Oxx

2x2x2 0,831
dx4x4 0,896

5.1.4 — Placa quadrada apoiada sujeita a carga concentrada

Uma fina placa quadrada de espessura e e lado | é apoiada nas extremidades e esta sujeita

a uma carga concentrada P aplicada no centro. A Figura 5.6 mostra as caracteristicas desta placa.
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1 =10 ft. (3,048 m)
e=0,2 ft. (0,061 m)

3 / J, /) 1/2
| / YAy P = 400 Ib (1780 N)
A

, )  ,|/
T E=3x10"1Ib/sq. ft. (1,434 x 10° N/m?)

1/2 1/2 v=03

Figura 5.6 - Caracteristicas da placa quadrada
As condigdes de contorno para a discretizagdo de ¥4 da placa séo mostradas na Figura 5.7.
z / y $0,2 ft.
7l
P/4 /ﬁ y=0 = v=0
5 ft.
) sy x=5ft.;z=01ft = u=w=0

y=5ft.;z=0,1ft. => v=w=0

Xx=0 =>u=0

5 ft.

Figura 5.7 - Condicdes de contorno para a placa quadrada

Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1959, apresentam a solucdo analitica deste problema

como:

~ 01392P1%(1-v?)

Wmax EeS

(5.4)

Assim, encontra-se Wmax = 0,021112 ft. (6,43 mm), embora Liu et al., 1994, informem

que o resultado tedrico € Wpax = 0,021138 (6,44 mm).

A Tabela 5.5 indica as caracteristicas da discretizacdo empregada e a razdo entre o

deslocamento do ponto central da placa na dire¢do do eixo z, obtido com o programa EST3DL, e

o resultado teérico. No trabalho citado, esta razdo é informada como sendo 1,034.

Tabela 5.5 - Dados da discretizagéo e resultados para a placa quadrada

Discretizacéo NEM NNM NEQ  d¢/Wmax
8x8x4 256 405 1215 1,043
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A Figura 5.8 mostra as configuracdes da placa, sendo a deformada aumentada 50 vezes.

a) configuracdo deformada

b) superposicao da configuracdo deformada a
indeformada, da parte discretizada

Figura 5.8 - Configuracgdes da placa quadrada

5.1.5 — Placa circular engastada submetida a carga distribuida

Uma placa circular espessa engastada nas bordas é sujeita a uma carga distribuida

uniformemente sobre toda a superficie, qo, conforme indica a Figura 5.9 .

R =100in. (2,54 m)
e=5in. (0,127 m)

To

%

/

=SS

0o =2 x 10 psi (1,379 N/m?)
E = 100 psi (689,5 kN /m?)
v=0,3

| D

Figura 5.9 - Caracteristicas da placa circular
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Devido a simetria, apenas Y2 da placa foi discretizada. As condi¢des de contorno

empregadas estdo mostradas na Figura 5.10 .

x=0;z=25in. => u=0
y=0;z=25in. => v=0

V¢ +y?)=100in. = u=v=w=0

100 in.

Figura 5.10 - Condig0es de contorno da placa circular

O deslocamento na dire¢do do eixo z do ponto central desta placa pode ser calculado,

segundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1959, por

39, R4(1—v2)
T Y=Y

w , (5.5)

resultando, neste caso, Wmax = 0,273 in. (6,93 mm).

Os detalhes da discretizacdo empregada e o resultado para a razdo entre o valor obtido
com o programa EST3DL para o deslocamento na diregéo do eixo z do ponto central da placa e o
tedrico estdo sumarizados na Tabela 5.6, enquanto que a Figura 5.11 mostra a discretizacdo de

(10) x (10) x 4 elementos.

Tabela 5.6 - Dados das discretizacOes e resultados para a placa circular

Discretizacéo NEM NNM NEQ  d¢/Wmax
(10) x (10) x 4 300 455 1365 1,013
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Figura 5.11 - Discretizacdo empregada para analise da placa circular — (10) x (10) x 4 elementos

De acordo com Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1959, a componente de tensdo oxx No

centro da superficie superior da placa, oxx , centro , POde ser calculada por

S0 6

XX, centro 8 e2

Para a discretizacdo de (10) x (10) x 4 elementos a razéo entre a tensdo oy oObtida
computacionalmente para o ponto (0,0,5) e a tensdo tedrica, que resulta em 0,039 psi (0,269
kN /m?), foi de 1,026.

5.1.6 — Casca cilindrica suportada por diafragmas rigidos sob carga concentrada — pynched

cylinder

Uma casca cilindrica de parede fina é suportada por diafragmas rigidos nas extremidades
e sofre a acdo de duas cargas puntiformes opostas normais a superficie, aplicadas no meio do

comprimento, como indica a figura 5.12 .
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lp l P L = 600 cm
| | v R =300 cm

| | e=3cm

. ' e
4\/’: P=1N

T E=3x10°N/cm?
-P -P v=03
L/2 L/2

L diafragmas rigidos nas extremidades longitudinais

Figura 5.12 - Caracteristicas da casca cilindrica sob carga concentrada

Devido & simetria, apenas /s da estrutura foi discretizada. A Figura 5.13 mostra as

condigdes de contorno empregadas.

P/8 X=0 = u=0

y
y=0=v=0
< z=0 =>w=0
'\\ 2=300cm = u=v=0
\ )
\\//OOcm

Figura 5.13 - Condigdes de contorno da casca cilindrica sob carga concentrada

A Tabela 5.7 d& mais detalhes da discretizacdo empregada, e a razdo entre o
deslocamento na dire¢cdo do eixo y do ponto sob a carga concentrada, obtido com o programa
EST3DL, e o resultado reportado por Liu et al., 1994, como sendo 0,000018248 cm. Naquele

trabalho, os autores informam tal razdo como 0,980.

Tabela 5.7 - Dados da discretizacdo e resultado para a casca cilindrica sob carga concentrada

Discretizagao NEM NNM NEQ d/dres

20 x 1 x 20 1600 2205 6615 0,981
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A Figura 5.14 mostra a configuracio deformada da casca, magnificada 5 x 10 ° vezes para
maior clareza, e na Figura 5.15 aparece em detalhe a superposicdo da configuracdo deformada e

indeformada da parte discretizada da casca.

Figura 5.14 - Configuracdo deformada da casca cilindrica sob carga concentrada

Figura 5.15 - Superposicgéo da configuracdo deformada e indeformada da parte discretizada da

casca cilindrica sob carga concentrada
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5.1.7 — Casca cilindrica suportada por diafragmas rigidos sujeita a carga de superficie —

Scordelis - Lo roof

Uma casca cilindrica fina, suportada apenas nas suas extremidades longitudinais por
diafragmas rigidos é submetida a uma carga de superficie uniformemente distribuida. A Figura

5.16 esquematiza esta casca.

N A A A A L =50 ft. (15,24 m)

R = 25 ft. (7,62 m)
e = 0,25 ft. (0,0762 m)
0 = 40°

0o = 90 Ib/sq. ft. (4302 N/m?)
E =4,32 x10° Ib/sq. ft. (2,065x 10 N/m?)
v=0

diafragmas rigidos

Figura 5.16 - Caracteristicas da casca cilindrica sujeita a carga de superficie

Devido a simetria, apenas ¥4 da estrutura foi discretizada, empregando gerador préprio,
com uma malha de 32 x 1 x 32 elementos. A Figura 5.17 esboca as condi¢Ges de contorno
empregadas, e a Tabela 5.8 d& informagdes sobre a discretizacdo utilizada e a razdo entre o
deslocamento na direcdo do eixo y do ponto central da borda livre, obtido com o programa
EST3DL, e o resultado tedrico, apresentado por Liu et alli, 1994, como 0,3024 ft (0,0922 m).

Naquele trabalho, os autores informam esta razdo como sendo de 1,140.

Tabela 5.8 - Dados da discretizacao e resultado para a casca cilindrica sujeita a carga distribuida

Discretizacéo NEM NNM NEQ dc/ dret

32x1x32 1024 2178 6534 1,141




51

x=0 =>u=0
z=0 => w=0

z=25ft. > u=v=0

25 ft.

Figura 5.17 - Condigdes de contorno da casca cilindrica sujeita a carga de superficie

5.2 — Analise dinamica

5.2.1 — Viga torcida engastada sujeita a carga concentrada — twisted beam

O grafico deslocamento x tempo resultante da anélise dindmica ndo amortecida, com 0
programa DIN3DL, da viga apresentada no item 5.1.2 é mostrado na Figura 5.18, sobreposto ao
resultado obtido por Belytschko e Leviathan, 1994, que resolveram o mesmo problema utilizando
elementos planos. Estuda-se o deslocamento v na direcdo do eixo y do ponto central da
extremidade livre da viga. A massa especifica do material, p , vale 2,5 x 10 ~* Ib-s? / in.
(2,67 x 10° N s?/m?. A carga foi considerada constante durante toda a analise (funcéo degrau
de carregamento — step load function) e admite-se que o carregamento independe da resposta da
estrutura; também para os demais exemplos dindmicos estas observagdes séo validas.

A Figura 5.19 mostra as configuracfes da viga em 4 instantes, sendo as deformacdes
majoradas por um fator de 200.

O programa DIN3DL foi executado para um intervalo de tempo, At , de 0,2 x 10 " ®s,

realizando 50000 iteragdes de tempo e alcancando, em média, a performance de 150 Mflops.
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0.015 —
i o Belytschko e Leviathan, 1994

Programa DIN3DL

0.010

0.005

deslocamento v do ponto central
da extremidade livre (ft.)

I I I T
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
tempo (s)

Figura 5.18 - Gréafico deslocamento x tempo da viga torcida - analise ndo amortecida

t=0s t=0,0024 s

t=0,0063 s

Figura 5.19 - ConfiguracGes da viga torcida
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5.2.2 — Viga bi-apoiada submetida a carga concentrada

Determina-se a resposta dinamica da viga bi-apoiada apresentada no item 5.1.3 .

Clough e Penzien, 1975, ddo a solucdo analitica desta viga como

2P, L3(1—005m1t 1-cosmw,t 1-—cosmgt j
w, (1) = SE| 1 tTe1 t em ) (5.7a)
sendo
n‘n*El
oi="t (5.7b)

onde Wnax(t) é o deslocamento na direcdo z do ponto central da estrutura em fungéo do tempo t ;
m é a massa por unidade de comprimento e o, é a n-ésima frequéncia natural de vibracéo.

A Figura 5.20 mostra o grafico deslocamento w do ponto central da viga x tempo obtido
com o programa DIN3DL superposto ao da solucdo analitica. Utilizou-se a malha que apresentou

melhor resultado na analise estatica (4 x 4 x 4 elementos) e p = 1,0546 x 10"* N s?/cm*.

o Solugo analitica - Clough e Penzien, 1975

Programa DIN3DL

-10

deslocamento w do ponto central (cm)
|

-20

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
tempo (s)

Figura 5.20 - Gréafico deslocamento x tempo da viga bi-apoiada - analise ndo amortecida
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A Figura 5.21 mostra a viga em 4 instantes. As deformac6es foram magnificadas 2 vezes.

t=0,255s

t=1,425s

Figura 5.21 - Configurac@es da viga bi-apoiada em 4 instantes

Sendo a vibracdo amortecida, a defleccdo final que se obtém é aquela correspondente a

estatica. Isto pode ser comprovado matematicamente fazendo-se
(1-cosw, t) > 1 (5.8)

na equacdo (5.7a); o resultado obtido é a equacéo (5.2) .

Na Figura 5.22 estdo os resultados da analise amortecida da viga para um coeficiente de
amortecimento, p , igual a2 x 10 3 N s/cm* . Pode-se ver a concordancia do resultado dinamico
final com o resultado estatico, obtidos computacionalmente, além da proximidade de ambos com

o resultado teérico.
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2.0
0.0
Programa DIN3DL - 1 =2 x 10 * N s/cm*

\g/ Projecdo do resultado estatico - programa EST3DL
‘_g 20 =\ Proje¢do do resultado estético - solugdo analitica
3
s |
<
2
) 40 —
o
2
fe) |
c
(5]
IS
3 -6.0 —
=
£

80 |

-10.0 | | | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

tempo (s)

Figura 5.22 - Gréafico deslocamento x tempo da viga bi-apoiada - analise amortecida
Para a analise dinamica da tensdo oy , emprega-se a seguinte equacao:

cm(t)zw , (5.9)

onde My (t) é o momento fletor em fun¢do do tempo, dado por Clough e Penzien, 1975, como

MA0=_2?L(

T

1—coswlt+l—003m3t +1_COS®5t+...j | (5.10)
1 9 25
As Figuras 5.23 e 5.24 mostram a evolucdo da componente de tensdo oxx com 0 passar do
tempo para um ponto localizado em (0,5,20) na viga, fazendo-se em cada uma a superposicéo do
resultado obtido computacionalmente e do tedrico, sem e com amortecimento, respectivamente.
Para todos os exemplos o intervalo de tempo empregado foi de 15 us, perfazendo 100000

iteracOes de tempo. O desempenho computacional médio alcancado foi de 170 Mflops.
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"""""""""" Solugdo analitica - Clough e Penzien, 1975
0 | Programa DIN3DL

o  -1000 |/
1S
L
2 i
=) -2000 |
N
n
o i
g -3000
<
2 i
C>< -4000
g
18 1
2
3 -5000

-6000

-7000 I I I I I I I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6
tempo (s)

Figura 5.23 - Gréafico tensdo oy x tempo da viga bi-apoiada - analise ndo amortecida

1000

Programa DIN3DL - p=2 x 10" *N's/cm?*

1000 Projecdo do resultado estatico - programa EST3DL

Projecdo do resultado estatico - solugdo analitica

-2000

-3000 —

tensdo o, no ponto (0,5,20) (N/cm?)

-4000

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
tempo (s)

Figura 5.24 - Gréafico tensdo oy x tempo da viga bi-apoiada - analise amortecida
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5.2.3 — Placa circular engastada submetida a carga distribuida

Faz-se a analise dinamica da placa circular engastada apresentada no item 5.1.5 para
p =10 Ib-s?/in.* (1,069 x 10® N s?/m*). Na Figura 5.25 esté plotado o grafico do deslocamento
(ndo amortecido) w na direcdo do eixo z do ponto central da placa em funcdo do tempo, obtido
com o programa DIN3DL para a malha de (10) x (10) x 4 elementos, bem como o resultado
gerado pelo programa PLATE, apresentado por Reddy, 1984. O programa PLATE realiza a
andlise dindmica ndo amortecida, elastica e linear geométrica de deslocamentos e tensdes em
placas empregando o Método dos Elementos Finitos com elementos planos quadrangulares de 9
nos, baseado na teoria de placa espessa de Mindlin e utilizando 0 método implicito de Newmark

e integracdo reduzida seletiva.

0.8
o i ) Programa PLATE (Reddy, 1984)
T Programa DIN3DL
0.6 -

2 ,

¥ 05 —

IS

8 |

o

I 0.4

o

o

5 ,

©

= 03 |

o

1]

5 ,

£

‘_§ 0.2

3 ]

©
01 - ))//
00 = .
0.1 \ \ \ \ \ \ \ \ \

0 150 300 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500
tempo (s)

Figura 5.25 - Gréafico deslocamento x tempo da placa circular - anélise ndo amortecida
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A Figura 5.26 mostra as configuragdes da placa em 4 instantes diferentes. As

deformagdes foram majoradas 60 vezes.

t=325s

t=0

t=435s t=660s

- > - >

Figura 5.26 - Configuracdes da placa circular
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Empregando p = 0,05 Ib-s / in.* (344,9 N s/ m*) obteve-se o gréfico deslocamento x

tempo da vibracdo amortecida da placa, apresentado na Figura 5.27 .

0.5

0.4

0.3

0.2

deslocamento w do ponto central (in.)

0.1

0.0

Figura 5.27 - Grafico deslocamento x tempo da placa circular - analise amortecida

Programa DIN3DL - = 0,05 Ib-s/in.*
Projecdo do resultado estético - programa EST3DL

Projecéo do resultado estatico - solucéo analitica

/AN

500 1000 1500
tempo (s)

\
2000

2500

O gréfico da tensdo oy para o ponto (0,0,5) da placa ndo amortecida em fungdo do tempo

é mostrado na Figura 5.28, juntamente com o correspondente resultado fornecido pelo programa

PLATE. Na Figura 5.29 pode-se fazer a comparacdo entre 0 comportamento amortecido desta

componente de tensdo ao longo do tempo, determinado com o programa DIN3DL, e as projec6es

dos resultados obtidos pelo programa EST3DL e teoricamente na analise estatica.

Neste exemplo, as simulacdes foram feitas empregando At = 0,25 s e alcangou-se a

performance média de 175 Mflops.



tensdo o, no ponto (0,0,5) (psi)

0.12

0.09

0.06

0.03

0.00

-0.03

""""""""" Programa PLATE (Reddy, 1984) \(;//

Programa DIN3DL

0 150

300 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500
tempo (s)

Figura 5.28 - Gréafico tensdo oy« x tempo da placa circular - analise ndo amortecida

tensdo o no ponto (0,0,5) (psi)

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

-0.02

Figura 5.29 - Gréafico tensdo oy x tempo da placa circular - analise amortecida

/\’\

Programa DIN3DL - 1 = 0,05 Ib-s/in.*

rrrrrrrrrrrrrrrrr Projecdo do resultado estético - programa EST3DL

Projecdo do resultado estatico - solugdo analitica

500 1000 1500 2000
tempo (s)

2500

60
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5.2.4 — Casca cilindrica suportada por diafragmas rigidos sujeita a carga de superficie —

Scordelis - Lo roof

Faz-se a andlise dindmica ndo amortecida da casca cilindrica sob carga de superficie
apresentada no item 5.1.7. O gréafico do deslocamento v na direcdo do eixo y do ponto central da
borda livre da casca em funcdo do tempo é mostrado na Figura 5.30, sobreposto ao resultado
obtido por Belytschko e Leviathan, 1994, que utilizaram elementos planos. O valor da carga
aplicada é dez vezes menor que o da analise estatica (qo = 0,9 Ib / sq. ft. = 43,02 N/ m?) e
p=25x10"*Ib-s?/in.* (2,67 x 10° N s?/m?).

A Figura 5.31 mostra as configuragdo da casca em 4 instantes distintos, sendo as
deformacdes majoradas 150 vezes.

Neste exemplo, o intervalo de tempo empregado foi de 0,15 x 10 " ° s, perfazendo-se

66666 iteracdes de tempo e alcancando, em média, a performance de 135 Mflops.

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

deslocamento v do ponto central da borda livre (ft.)

1 o Belytschko e Leviathan, 1994
| Programa DIN3DL

-0.02

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
tempo (s)

Figura 5.30 - Gréafico deslocamento x tempo da casca cilindrica sujeita a carga de superficie
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I t=0 | t=0,0021s
| t=0,00525s | t=0,0099 s

Figura 5.31 - ConfiguracGes da casca cilindrica sujeita a carga de superficie




6 — CONCLUSOES

Elaborou-se rotinas computacionais para a determinacdo linear esttica e dindmica de
deslocamentos e tensdes em sélidos. Para a discretizacdo espacial empregou-se o Método dos
Elementos Finitos a elementos hexaédricos tri-lineares com integracdo reduzida e controle de
modos espurios; para a discretizacdo temporal aplicou-se um esquema de Taylor-Galerkin, sendo
0 programa correspondente totalmente adaptado a plataforma vetorial, rodando em equipamento
CRAY Y-MP2E/232. Vérios exemplos foram testados e, através da comparacdo dos resultados
obtidos com os de outras referéncias ou tedricos, é possivel chegar a algumas conclusoes.

Os resultados de deslocamentos dos problemas estaticos apresentados por Liu et al.,
1994, foram reproduzidos com algumas diferencas insignificantes pelo programa EST3DL,
indicando que o método foi corretamente implementado. Para a viga bi-apoiada o resultado foi
muito bom, mesmo para uma discretizacdo grosseira; no trabalho citado, observa-se que o
elemento funciona melhor quando a razao de aspecto é elevada.

Os resultados de deslocamentos dos problemas dindmicos apresentaram Otima
concordancia com as referéncias, sendo possivel dizer que o esquema explicito adotado,
juntamente com o0 emprego da matriz de massa diagonalizada, foi bem sucedido.
Particularmente, o erro observado na casca cilindrica sob carga distribuida é compativel com o
erro da anélise estatica, em torno de 14 % . E interessante observar que n&o foi preciso usar, em
nenhuma das aplicacdes, o processo iterativo previsto no capitulo 3.

Ainda sobre o esquema de Taylor-Galerkin, é necessario salientar sua elegancia,
praticidade e simplicidade. A equacdo de equilibrio é resolvida em termos das velocidades e,
diferentemente de outros métodos explicitos, tal como as diferencas centradas, ndo € preciso um
algoritmo especial para a inicializagdo do célculo. As limitagdes dos métodos explicitos sdo bem
conhecidas: sdo condicionalmente estaveis, devendo o intervalo de tempo empregado ser, em
geral, bastante pequeno.

Com relacéo a analise de tensdes, embora para a placa circular os resultados tenham sido
Otimos, para a viga bi-apoiada o erro é maior que 10 % . Isto pode estar relacionado ao fato de
que na viga a discretizacdo € grosseira e que, ao contrario da analise de deslocamentos, na analise

de tensbes com integracdo completa a razdo de aspecto ndo deva ser grande.
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O cddigo DIN3DL foi adequadamente vetorizado, ficando o desempenho medio das
aplicagcdes entre 135 e 175 Mflops. De fato, a ferramenta para monitoragédo da performance
perfview, disponivel no Cray, acusou “este programa parece ser um codigo eficientemente
vetorizado” para todos os exemplos.

Assim, é possivel afirmar que os objetivos do trabalho foram alcancados, sendo

necessario, entretanto, fornecer algumas sugestfes para sua continuacao e aperfeicoamento:

e implementar um solver do tipo Gradientes Conjugados para a analise estatica;

o efetuar um esquema de integracdo reduzida também para a analise de tensdes;

e incluir a analise ndo-linear fisica e geométrica;

e estudar a paralelizacdo do codigo e a conveniéncia da sua adaptacdo a linguagem
FORTRAN 90;

e analisar a conexdo do codigo dindmico a um programa de fluidos a fim de se fazer a

simulacéo de problemas de iteracdo fluido-estrutura.
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