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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o modelo do semi-plano superior de Poincare

da Geometria nao-Euclidiana de Bolyai-Lobachevsky e mostramos que o bilhar
. o £k 5 mom £ i B ; .

hiperbdlico no tridngulo de angulos 0, 3 e 3 tem trajetorias densas, isto é, fra-

jetdrias que se aproximam com precisdo arbitrdaria de qualquer ponto e diregao

dados.

ABSTRACT

In this work we present Poincare ’s upper half-plane model of the non-Euclidean

Geometry of Bolyai-Lobachevsky and show that the hyperbolic billiard on the tri-

™ m
angle of angles 0, 3 and B} has dense orbits, i.e. trajectories coming arbitrarily

close to any given point and direction.
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INTRODUGAO

Um bilhar poligonal plano ¢ um sistema dinamico que consiste numa parti-
cula movendo-se livremente sem atrito numa mesa poligonal plana e refletindo-se
elasticamente nas paredes da mesa. Mais precisamente, por uma mesa poligonal
plana, queremos dizer uma regiao do plano que é fechada e limitada e cujo bordo

¢ a uniao de um conjunto finito de segmentos de reta, as paredes da mesa.

Mesa poligonal plana

Dizer que o ponto move-se livremente e sem atrito quer dizer que o ponto,



nos intervalos de tempo entre os choques com as paredes, move-se em movimento
retilineo uniforme, isto €, a trajetéria da particula entre duas colisdes é um seg-
mento de reta e a particula percorre distancias iguais em tempos iguais. Final-
mente, dizer que a reflexdo com as paredes é elastica, quer dizer que o angulo de

incidéncia é igual ao angulo de reflexao.

trajetona da particula

5

angulo de
meidéncia
--------------- O e e e e e R TIAL
angultz de perecs
reflexdo
parede

Colisao elastica

Com estas especificacoes fica claro que, dado um ponto p da mesa e uma diregao
indicada por um vetor unitdrio @ aplicado em p, a trajetéria da particula fica

completamente determinada pelo par (p, @) a menos da eventual possibilidade da



particula vir a atingir uma esquina da mesa, o0 que vamos ignorar por representar
um evento pouco provdvel. Ademais, é claro do que acabamos de dizer que o
sistema dinamico definido pelo bilhar é um affeir puramente geométrico, podendo
ser descrito por uma sucessao de segmentos de reta e reflexoes, o que leva a

possibilidade de tratar de bilhares em outras geometrias como a geometria nao-

euclidiana de Lobatchevsky.

Trajetorias da particula



O estudo dinamico das trajetorias dos bilhares poligonais planos euclidianos
como descrito acima ¢ tépico corrente de pesquisa e é um tema complexo porque
pequenas alteracbes no ponto p ou em « provocam alteragdes dramdticas nas

trajetérias do bilhar.



Je
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etérias no bilhar

Gensibilidade das traj



Pode-se provar que, para a maioria das mesas. os bilhares euclidianos exibem
trajetérias densas que se aproximam com a precisao que se quer de qualquer ponto
e qualquer direcao ( ver [4] ).

No entanto. exemplos de bilhares com trajetorias densas podem ser encontra-
dos com relativa facilidade no caso da geometria hiperbdlica e este € o objetivo

deste trabalho.

Teorema. (O bilhar no tridngulo com angulos de -g, % e 0 do plano de Poincare

tem trajetorias densas.

Para provar este teorema organizamos esta disserta¢do da seguinte forma: no
primeiro capitulo recordamos a defini¢do e propriedades das transformacoes de
Mébius em C. No segundo usamos estas transformacoes para definir e estudar o

modelo de Poincare do plano hiperboélico e no capitulo final mostramos o teorema

acima.



1.TRANSFORMACOES DE MOBIUS

Seja C o conjunto dos nimeros complexos, ou seja, o conjunto dos numeros

da forma

z=a+bi,aebeR,

onde i é a unidade imaginaria, i* = —1.
Os numeros complexos sao geometricamente representados num plano euclidi-

ano no qual fixamos um sistema de coordenadas cartesianas zy

I

Nimeros Complezos no plano de Argand-Gauss

T



de modo que o conjunto dos nimeros reais IR fica representado pelo eixo dos 2 ou
eixo real e o eixo dos y representa o eixo imaginario iR.

C é um corpo com as operagoes:

21+2 =a+ay+i(bi+b2);

z2122 = (a1ag — biba) +i(a1bs + asby),

COm 2, =wa;+ibsj=1,2.

Se z = a+ b1, a é chamada parte real de z e b sua parte imagindria. z =a—bi
é chamado conjugado de z. Geometricamente a conj'ugat;éo, que é a aplicagao
z +— z, é a reflexao no eixo real.

Algebricamente a conjugacao é um automorfismo do corpo C ou seja

21+ 29
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2
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Além disso = = z.
E facil ver que zz > 0 (a notagio 2z, < 2, para nimeros complexos significa
que z; € zy sao nimeros reais e z; < 2, na ordem usual da reta) de modo que

a quantidade |z| = v/2Z, chamada mddulo de 2z, é um nimero real nao negativo



bem definido. Geometricamente |z| é o comprimento euclidiano do vetor z. Dai

lz2l=0 &z2=10;
|21 + 22| < |z1| + |22| (desigualdade triangular complexa);

|2122| = |21 |22 -

Deste modo podemos expressar a distancia euclidiana entre dois nimeros com-
plexos z; € zp por |z — za|.

O conjunto dos nimeros complexos de mddulo um é chamado circulo unitdrio
e denotado por

§'={z€C/|z| =1}

S! é um subgrupo do grupo multiplicativo dos niimeros complexos e isomorfo ao
grupo aditivo T = R/27Z via o isomorfismo induzido pela passagem ao quociente

do homomortismo

R360— P =cosO+isenfeS!



2/l

s

Forma Polar

Todo niimero complexo pode ser escrito na forma polar

z=|z|e?,0 e R

Qualquer mimero real § satistazendo a condi¢ao acima ¢ chamada argumento
de z. Note que os argumentos de um nimero estao definidos médulo multiplos

inteiros de 2.

Com isto podemos entender geometricamente as operacgoes de soma e produto

de mimeros complexos. A soma € dada pela soma usual de vetores usando a

10
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regra do paralelogramo e no produto seus argumentos sao somados e os modulos

multiplicados.

Estamos interessados em aplicacoes do plano complexo chamadas transforma-

¢oes de Mobius ou transformacoes fraciondrias.

Uma transformagao de Mobius é uma aplicagao T : C — C para a qual existem

b 3
a,bced € Ctaisqueac—bd # 0e T (z) = az-:d’ Yz € C. E claro que as
cz

constantes a, b, ¢ e d acima definindo 7" nao sao tnicas. Se A # 0, entao Aa, Ab, Ac

e Ad definem igualmente a mesma 7. Outro problema ¢ que, na verdade, T' nao
d
estd definida para z = ——. Para facilitar nosso trabalho e resolver este problema
c
adicionamos um ponto a C, denotado co e chamado ponto no infinito, e fazemos
d
T (-—~ =08
e
w : ; a
Para definirmos a transformacao neste conjunto maior, fazemos T (>0) = —.
c
Com isto T torna-se uma bije¢ao do plano complexo estendido C = C U {ec}.
—dz+b

De fato T possui uma inversa dada por T-!(z) = ——— ¢. uma vez que os
cz—a

d a : ; ”
problemas dos pontos —— e — foram resolvidos com a introdugao do elemento >
& C

em C, temos entdo a bijegdo T : C — C.
Usando a projecéo estereografica podemos obter uma bijecdo entre C e a esfera
unitdria do espaco, motivo porque C é também chamada esfera de Riemann.

Denotamos por Méb(C) o conjunto das aplicagdes de Mébius de T : C — C.

11



Seja Gl(2,C) o grupo das matrizes inversiveis complexas 2 X 2 . A aplicacao
h dada por

a b

Gl(2,C)> M= & Tay € Mob(C),
& il

az+b

sendo Ty (2) = ¢ um homomorfismo sobrejetor cujo kernel é o conjunto
cz+d

das matrizes de GI(2,C) miltiplas da identidade.

a1z + by o s asz + by

De fato, se T =
¢l 5 I(Z) C]Z+d1 (122+d2

é facil verificar que

(@rag + bocy) z + azby + bad,

T,T, = ;
e (z) (a]CQ + Cldz) z+ bICQ o d]_dz
a; bj
Por outro lado. dadas M; = . J = 1.2, matrizes de GI(2,C) temos que
¢ d;
ayag + bocy  asby + bod,y
MM, =

a)co + Cldg b]t'.‘-) + dldg

Dai, h(MoM,) = h (M) h (M;) de onde concluimos que h é homomorfismo. A so-
brejetividade também ¢ clara uma vez que para T € M6b(C) a condigdo ad—be # 0
¢ justamente a condigdo det M # 0. O conjunto {M € GI(2,C)/Vz Ty(z) = 2} é
o kernel de h. Ora, se Ty(z) = z para todo z, entdo Tys = id, onde id indica a

12



funcdo identidade em C. Logo Ty = id devemos ter b =c=0ea=d =k #0

k0O 1 0
de onde M = =k =it

0 k 01

Dizemos que z; € C é ponto fixo de T € M8b(C) se T(z) = zo.

Proposigao. Seja T' € Mob(C). Se T # id entao T possui um ou dois pontos

fixos.

az+b
cz+d

Demonstragao. De fato, seja T' (z) = com ad — be # () e consideremos

dois casos:

b
1° caso: Se ¢ = 0 devemos ter a,d # 0 e portanto 7" (z) = gz +- Observe

que T(oc) = >c. logo, 0 oo é um ponto fixo de T. Os pontos fixos finitos de T

L
sao dados pela equacao gz - —;I = z. Se g # 1. esta equag¢ao possui uma tnica
(
b

d

t "
se % = 1, devemos ter EJ # 0. ja que T # id. Neste caso, a equagao T'(z) = z tem

solugao z = _(_i(ﬁ logo. neste caso, 7' possui dois pontos fixos. Por outro lado,

como 1inica solugao z = .

1 . . "
2% caso: Sec# 0, T(oe) = f—._ o que significa que co nao é ponto fixo de 7.
)
az+b
cz+d

Dai, z = & 2’ + (d —a)z — b= 0. Esta equagdo possui uma solugao se

13



(d — a)? 4+ dbc = 0 ou duas se (d — a)? +dbe # 0. O

E facil ver que dadas duas triplas de pontos distintos de C . (z, 29, 23) €

(wy,we, w3) , existe e é unica a transformacao fraciondria 7" tal que T'(2;) = w;,

Xl —
j = 1,2,3. Para provarmos esta afirmac¢do tomemos 71(z) = M e onde
Xj== 7 2 Yemos facilmente que T(z;) = 0, Ty(23) = o0, T1(23) = 1. Identica-
23— 2
A —w =
mente, Th(w) = M com Ay = o Ao é tal que Tr(w,) = 0, Ty (ws) = oo,
w — Wy w3z — Un

To(ws) = 1. Fazendo T = Ty T, temos T(z) = w;, j = 1,2,3. Sejam as duas
transformacoes fraciondrias S e T tais que S(z;) = T'(2;) = wj;, j = 1,2,3.
Fazendo L = S™'T, encontramos uma tranformacgiao de M&bius com trés pontos
fixos, a saber. z1, zy ¢ z3. Mas, pela proposi¢do anterior, se L tem mais de dois
pontos fixos entao L = id e portanto S =T

No entanto. o mesmo nao vale para duas quddruplas de pontos distintos de
€. Isto nos permite definir um invariante de quadruplas distintas de C associado

ao grupo Mo6b(C) chamada razdo dupla da quédrupla (z,, 22, 23, 24), denotada por

(31-23)(22-24)
(21-24)(22-23)

[21, 22, 23, z4] € dada por [z, 22, 23, 24] = e C.

Teorema.|5] Valem as seguintes propriedades:

(a) Sejam T € Mob(C), (21,22, 23,24) € (w1, wa, w3, ws) quadruplas de pon-

14



tos distintos de C tais que w; = T (z;), j = 1,2,3,4. Entdo [z, 29, 23, 24] =
[w1, wa, w3, w4), ou seja, a razdo dupla ¢é invariante por Mob(C).
(b) [21, 22, 23, 24) € R se, e somente se, os pontos da quadrupla estdo numa

reta ou circulo euclidiano.

Demonstragao. (a) Tomemos T, e T, tais que Ti(23) = To(ws) = 0, Ti(23) =
Ty(ws) = oo, T (24) = To(w4) = 1, como na construgao acima. Usando a defini¢ao
da razao dupla temos Ty(z) = [z, 2, 23, 24] € Th(w) = [w, ws, w3, wy). Falta-nos
apenas provar que 15T = T. De fato, T1(z2) = 15T (22) = 0, T1(23) = ToT (23) =
00, T1(z4) = ToT(24) = 1 e, uma vez que z,z3 € z4 sao distintos e é tinica a
transformacio de Mob(C) que leva trés pontos distintos em trés pontos distintos.
Ty = ToT. Assim, (21, 22, 23, 24) = T1(21) = Ta(wy) = [wy, we, w3, wy).

(b) Seja T a transformacdo fraciondria tal que T'(23) = 1, T(z3) =0 e T(24) =

az+b
cz+d

oo. Suponhamos ainda que T = . com ad — be # 0. Da defini¢ao de razao

dupla vem que:

[Z, 29, 23, 24] cER& T(Z) ceR&

& T(z) =T(2) & (az+b) (Z+d) = (@ +D) (cz+d) &

& (ac — ac) |2|* + adz — adz + bez — bez + (bd — bd) = 0.

15



Observemos agora que a¢ — ac = i, bd — bd = i/3, onde .3 € R. Além
disto, se colocarmos ad = v + 6, bc = € + iy, entdo adz — adz + bcz — bez =
2i(6 + )z + 2i(y — €)y = 2ima + 2iny, onde z = z +1iy. A ultima equagao acima

¢ entao equivalente a :

a(@2+y*) +2mz+2ny+3=0. (%)

Observemos ainda que a,m e n nao podem ser todos nulos. De fato, se @ =
m =n =0, entdo ac = ac, 6+ ¢ =y—&€ = 0, ou ainda bc = e +ip = y—i6 = ad.
Por outro lado, nao é dificil ver que as relagbes ac = ac e be = ad implicam
ad — be = 0.

Temos agora dois casos a considerar:

m n . 5 B
1° caso: a # 0. Se colocarmos 29 = ——, y = ——, r’ = :1:3 Fy2 — — . obtemos
«a o o

que a equacao (*) ¢ equivalente a:

9 v 5
|z — 20|" =172, 20 = 20+ 0.

16



O argumento acima prova que

T Y R)NC = {z € C; |2 — z|* =r*} — {T7}(x0)}.

Como T~ (R) N C é um conjunto infinito, obtemos que 72 > 0. Portanto

{z€C:[z.23.23,24) ERU {o0}} =T ' (RU {c}) = {2 € C;2 — zp =},

onde r > 0.

2° caso: a = (. Temos entdo que (*) ¢ equivalente a:

2mz + 2ny + 3 =0 onde m # 0 ou n # 0.

Isto implica que

{Z e C; [Z, 29, 23, 24] = R} =71 (R) AC= I- T_I(OO),

onde ! é a reta definida pela equagao acima. Obtemos entao que

[U {oc} = {2 € C; [z, 23, 23, 24) € RU{o0}}.

17



Em qualquer um dos casos, os conjuntos obtidos ou sao circulos ou retas

euclidianas unidas com o ponto oc.

Deste modo. transformagoes de Mobius levam circulos ou retas em circulos ou
rctas. O

Por simplicidade de linguagem, vamos designar por circulo tanto um circulo
euclidiano em C como a unido de uma reta com o ponto no oo de C. Dali,
podemos dizer que as transformacoes fraciondrias levam, no conjunto C, circulos
em circulos. Além disto, os circulos que passam no oo sao retas.

Um circulo orientado é um circulo C no qual se escolhe uma orientagéo, ou
seja, umn sentido de percurso. Tecuicarnente isto € feito pela escolha de uma tripla

de pontos distintos em C : (z1,22,23) denota a orientacio de C de z; para z3

18 S



passando por z.

Orientagao

Um circulo em C tem exatamente duas orientacoes.
O angulo que dois circulos orientados C; e C; fazem em um ponto z € C,

z € C, N C, é. por defini¢do, o angulo que as tangentes orientadas a C; e Cy em 2

19



fazem.

Angulo entre circulos orientados

Teorema. Sejam T € Méb(C) e C, e Cy C C circulos orientados que se cortam
em z € C. Se T'(z) € C entao o angulo entre Cy e Cy e z € o mesmo que o angulo
entre T (Cy) ¢ T'(Cy) em T'(2). Assim as aplicac¢oes de Mobius sao conformes, isto
¢, preservam angulos.

Demonstragao. De fato, tomemos 0s pontos zy,29,23 = z € 24 em Cy e Cy

20



conforme a figura abaixo.

(21—23)(32-34)

Seja [21, 22, 23, 24] = (21—-24)(z2-23)

a razao dupla dos pontos marcados. Tomando

o limite da razao dupla para z;, 29 — z = z3,sobre C; e Cy, temos:

L Al £ — = .
o Tdnsad = s Cimldes) (51-23) (z2-21)
Z1,20—Z=23 Z1,22—2 (21_2-1)(22__23) z), 29—z (32_33) Z1,29—2 (Zl~z/1)
(-‘51—23)

i (2 25)’

i ; (20-24)
a4 que lim
et (21-24)

2y-2
= 1. Agora o argumento de lim (21-23) é justamente
21,222 (22___23)
o angulo formado por C; e C; em z. Uma vez que a razdo dupla é invariante
por transformagoes de Mobius, o angulo formado por T'(C;) e T (C3) em T'(z) é o

mesmo.

Observe que. como ja vimos anteriormente, T leva circulos de C em circulos

21



de C e, portanto, como z é o ponto de intersecao de C; e C entao T'(z) é o ponto

de intersecéo de T (C;) e T (C;).0

22



2.0 MODELO DO SEMI-PLANO DE POINCARE

Usando as tranformagoes de Mobius podemos construir facilmente um modelo
para a geometria hiperbdlica plana ou geometria de Bolyai-Lobatchevsky, que é
a geometria que satisfaz todos os axiomas da geometria euclidiana a excegao do
axioma das paralelas. Este, como se sabe, requer que por um ponto exterior a
uma reta r exista no maximo uma reta que nao intercepta r.

Um circulo em T decompde este espaco em dois discos abertos. O modelo de
Poincaré consiste em fixar um destes discos como o plano hiperbdlico, denotado
por H?, cujos pontos sdo chamados pontos hiperbdlicos. As retas deste modelo
sao os arcos de circulo de C em H? que sdo ortogonais ao circulo escolhido. Para
facilitar algumas contas, é conveniente tomar este circulo como RU {co}. Este
circulo ¢ chamado circulo absoluto ou circulo no infinito e denotado por Sl,. Os
pontos deste circulo sao chamados pontos no infinito.

Como H? tomamos o semiplano superior
p

H? = {z € C/Im(z) > 0} .

Com esta convencao, ¢ facil ver que as retas hiperbdlicas sdo as semi-retas

23



euclidianas ortogonais a S}, ou os semicirculos euclidianos com extremidades em
SL, e, portanto, ortogonais a este. Os pontos de interse¢ao destas retas com
RU {oo} sao chamados pontos no infinito da reta hiperbélica e, é claro, nao sao
pontos hiperbdlicos. Assim é que as retas hiperbdlicas estao em correspondeéncia
biunivoca com pares nao ordenados de pontos distintos de S.,. De fato, se a reta
em questdo ¢ uma reta euclidiana [ unida com oo, o par de pontos de S, é dado
pela interse¢ao de { com S, e pelo oc. E claro, neste caso, que a correspondéncia é
um a um, uma vez que retas ortogonais distintas determinam pontos distintos em
SL,. Da mesma forma, as extremidades dos semicirculos euclidianos determinam
pares de pontos tnicos no circulo no infinito.

Dai, se este modelo ¢ de fato coerente o axioma das paralelas de Euclides ndo

é verificado pois. por um ponto p exterior a uma reta r passam infinitas retas que

24



nao cortam r.

Retas por p que nao cortam x

A chave para entender esta coeréncia do ponto de vista que estamos adotando
é entender o subgrupo das transformacoes de Mobius que preservam os pontos
hiperbdlicos, denotado por Iso" (H?). No caso de H o semiplano superior, este
grupo € o grupo das transformagoes de Mobius com coeficientes reais. Denotamos

por Gl(2,R) o grupo das matrizes inversiveis reais 2 x 2

Teorema.A aplicagao

M +— Ty € Méb(C)

25



dada por

_ az+b
Tu(2) = cz+d
a b
para M = € Gl(2,R), com ad — be > 0, é nm homomorfismo sobre
[ d

Iso* (H?), isto &, Thy(H?) = H2, cujo kernel é o subgrupo das matrizes muiltiplas

da identidade.

Demonstragao. A prova deste teorema decorre do homomorfismo entre
Gl(2,C) e Maob(C), faltando-nos apenas demonstrar que as transformagoes de
Mobius que preservam os pontos hiperbédlicos sao aquelas de coeficientes reais.
De fato, é ficil ver que se T possui coeficientes reais, T' preserva H? pelo simples

fato de que, se fizermos z = x + iy, temos que
T(z) = (acz® + daz + bex + bd + acy) + (ad — be)yi

e é claro que Im(T'(z)) > 0. Por outro lado, se T preserva H?, T leva S}, em si
mesmo. Dai tomemos trés pontos de Sk, z1. 22 € z3 tais que T(z;) = w;, para
j = 1,2,3. Podemos, como na Proposi¢ao 2 acima, construir uma transformagao

S que leva z; em w; e possui coeficientes reais pois s6 dependem, pela construgao,

26
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dos proprios z; ¢ w;. Como tal transformagao € tnica, S = 1, a menos de um

fator A € C.C

O grupo Iso™(H?) é o grupo das isometrias hiperbélicas que preservam ori-
entagdo. Para justificar este nome vamos mostrar que se T € Iso " (H?) entdo T

preserva o elemento de comprimento hiperbolico que €, por definicao,

o que é uma decorréncia do fato das transformacoes de Mdbius preservarem a

razao dupla. De fato, se tomarmos, na reta hiperbdlica A, Bo que contém z, um

ponto z; temos que:

a s g (2= 2)(Ae = Be)
[z, Acos 21, Boo| = (z = Boo)(Aos — 21)°

Se fizermos z; — 2z e tomarmos o moédulo temos que a razao dupla acima

resulta, pela relagao métrica ay = be , em:

”za Aoy 21, Bm“ =
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Ja que a razao dupla é invariante por Méb(C) temos que o elemento de com-
primento também o é, e portanto os elementos de Iso™(H?) sdo as isometrias
hiperbdlicas.

Pela definigao acima, o elemento unitario de comprimento hiperbdlico pode
ser representado como um segmento que estd numa semi-reta euclidiana cujos

extremos tem altura 1 e e.
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B

Segmento unitdrio

De fato o segmento acima pode ser parametrizado por z = ti, com 1 < t < e.
Dai

dz = dti = |dz| = |dt]|.

Portanto. o comprimento do segmento acima sera:

e t
j B it =1,
1t
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Um céalculo semelhante mostra que a medida do segmento hiperbdlico AB em
b g Vg
uma semi-reta euclidiana € log (-—) onde a ¢é a distancia euclidiana do ponto A
a
ao circulo no infinito e b a distancia do ponto B ao mesmo. Em geral, usando a

acao de Iso™(H?), vemos que o comprimento do segmento AB é dado por
AB = |log[A, B, Ax, Bx)| ,

onde A, e B, sao os pontos no oo da reta AB na ordem 6bvia.

Segmento AB

Como dois arcos de circulo ortogonais formam angulos adjacentes congruentes
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por Iso* (H?), uma vez que, como vimos, as transformacoes de Mobius sao con-
formes, temos que a nocao de angulo hiperbolico coincide com a no¢ao euclidiana.
ou seja, o modelo de Poincare é um modelo conforme.

Dada uma reta hiperbélica r com pontos no infinito Ay € B, € p & 7, as

retas pA,, e pB, sao chamadas retas paralelas a r por p.

corta 7 ‘j

/’ perpendicular a 7 \\
¥

A, E, B, C. AJF. B

=]

hiperparalelaa 7

Posigoes relativas

Estas duas retas limitam dois angulos complementares de vértice p. Num
destes angulos estao as retas que cortam r e, no outro, as retas que nao cortam r

ou hiperparalelas a r.

31



Se CooDoo corta AsDBa entao estas retas formam um angulo o dado por

tan? (%) = [Asos Booy Coo, Do)

L

Ca As Da Bo

Angulo entre retas hiperbélicas

€8 Aso Do € Doo Eo, 880 hiperparalelas entao elas tem uma perpendicular comum
e nesta determinam um segmento que realiza a menor distancia entre elas, de
comprimento d. dado por

d

-
anh(2

) = [-4001 Boos Doo-; EOO] -
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perpendicular
comum

Distancia entre hiperparalelas

A distancia entre retas paralelas decresce exponencialmente.

As demonstragoes de todas estas afirmagoes estdo em [6].

O grupo Iso ™ (H?) contudo, nio é o grupo completo das isometrias hiperbélicas.
De fato, a transformacao

e a2 -
H23z2 —%

¢ uma isometria hiperbolica. De fato, se fizermos z = 2+ iy temos p(z) = —z+1iy
e portanto p ¢ a reflexao na reta hiperbélica 2 =0 .

Tomando o grupo gerado por Iso™ (H?) U {p} temos o grupo completo das
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isometrias de H?, denotado Iso(H?). Em particular, a reflexdo na reta r = Ay Boo,

com A, = —1 e By =1 é dada por

S() =+,

que vamos necessitar no capitulo seguinte para definir bilhares hiperbdlicos.

34



3. O BILHAR TRIANGULAR HIPERBOLICO

Neste capitulo vamos exibir um exemplo de bilhar poligonal hiperbdlico plano
com trajetorias densas.

Como dissemos anteriormente, podemos pensar na trajetoria do bilhar como
uma sequéncia de segmentos orientados A, B,, indexados por inteiros n € Z,
contidos na mesa M e com extremidades no interior dos segmentos que limitar a
mesa, ja que estamos ignorando as trajetérias que passam pelos vértices. Assimn,

(AnBp), ez ¢ trajetéria do bilhar quando, para cada n € Z:

1. Bﬂ. = An—rla

2. O angulo de BpA, com a normal a parede em B, é igual ao angulo entre

An 1B, com a mesma normal.
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normal

Q1
0

I
4

parede damesa

Condigao de trajetoria

Dados um segmento orientado AB contido no interior da mesa M com ex-
tremos no bordo da mesma e € > 0 definimos a vizinhanca V(AB,¢) deste seg-

mento como o conjunto dos segmentos orientados A'B’ de M com extremos no
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bordo e que distam menos que € de A e B respectivamente.

parede | parede

V(AB,¢)

Assim, uma mesa M tem trajetérias densas quando existe uma trajetéria
A, B, do bilhar em M tal que para todo £ > 0 e A'B’ segmento em M existe
n € Z tal que

AnB, € V(AB,¢).

Teorema. O bilhar no triangulo com angulos de %, % e 0 do plano hiperbélico

de Poincare tem trajetdrias densas.
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Para provar este teorema tomamos o triangulo
2 1
JM:{zEH/OSRBzSEe lz| > 1};

podemos observar que o angulo entre as retas hiperbdlicas x =0 e z =

a zero, e os formados por estas retas e a reta A Bo, onde A, = —1 e

= ; T
sao respectivamente 5 e 3

O triangulo M
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Para construir a trajetéria do bilhar tomamos um segmento inicial AgB, e
vamos refletindo a reta ApBy nas paredes da mesa. Com isto, obtemos a seqiéncia
de segmentos A, B, em M que constituem a trajetoria do bilhar por AgBj. Pois
bem, em vez de refletir a reta AgBy, podemos acompanhar trajetéria do bilhar
refletindo a mesa M nas retas euclidianas ao longo da reta AgBg,conforme a
figura abaixo. Com isto obtemos uma seqiiéncia ﬁﬂgﬂ de segmentos consecutivos
ao longo da reta AyB, tais que Ahnf?,, é congruente a A,B,. Para reconstruir
a trajetoria do bilhar temos que, sucessivamente, refletir de volta para M os

segmentos A, B, A maneira de uma dobradura em papel.

|
T TN
// \

e i
—f—/

Reflezao de A1 B,

No nosso caso este procedimento é o seguinte:
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Seja D o triangulo obtido pela uniao da mesa com sua reflexao na reta Re z = 0.

O triangulo D. chamado tridngulo modular, tem nm angulo zero e dois angulos

R ¢
ignais a —.
3

b | =

Triangulo Modular

Aplicando a D elementos do grupo gerado pelas transformacoes

Ty zdd,

que € uma translacao parabdlica com centro oc e

S:z+— ——,
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que é uma rota¢ao de m no ponto médio do lado oposto ao vértice no oo de D,
obtemos uma decomposi¢io de H? por tridngulos congruentes a D que néo se

interceptam a nao ser em vértices ou lados.

IsD

w2
w| s
[SENEY
w|

Triangulacdo de H*

Além do mais, podemos ver que o grupo gerado por T" e S é o chamado grupo

modular, denotado por PSI(2,Z), que é o grupo das transformacées de Mobius

az+b
cz+d

A s

emquea. bced€Zead—bec=1.

Este grupo ¢é isomorfo ao quociente do grupo das matrizes 2 x 2 com coeficientes

41

e
ad o
¢ S v\?‘)’
I "
e
\fq‘;‘{t @G"



inteiros e determinante igual a um modulo o grupo gerado por

Todos esses resultados sio demonstrados em [3].

Vimos antes que pelo processo da dobradura podiamos acompanhar uma tra-
jetdria do bilhar refletindo os segmentos determinados na reta AgBy pelos refleti-
dos de M. Agora vemos que, na verdade, por essas dobraduras, qualquer reta
de H? define uma trajetéria do bilhar em M bastando, para tanto, por reflexdes
sucessivas, levar a reta a interceptar M. E claro que, desta maneira, infinitas
retas correspondem a uma mesma trajetéria.

Para especificar quando uma trajetoria passa perto de um ponto e uma diregéo
usamos os conjuntos V(AB, ). Neste novo contexto é conveniente usar conjuntos

equivalentes em que A e B agora sao os pontos no infinito da reta AB dados por

W (Ao Boo, 6) = {(Ates Beo)/ [ Ao — Aco| € |Bog = Boo| < 6}
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/M\

([ 5,
IAwl ‘Bw
Fe—t—i 4t
8 8 & 8

Dada a reta AB com pontos no infinito A, e By e dado € > 0 podemos

encontrar 6 > 0 tal que

W (A Bw, 9) € V(AB,¢)

e vice e versa (ver [3]).

Deste modo, para provar o teorema proposto, basta provar o lema abaixo, uma
vez que o8 elementos de PSI(2,R) que levam uma reta A By, definida por um seg-
mento AgBy de M., a interceptar novamente M estao unicamente determinados
pela trajetéria A, B,, a saber, sao os produtos das reflexdes que levam A, B, em

A, B, como fizemos anteriormente.

Lema 1. [3] Existe uma reta hiperbdlica A, By tal que dados € > 0 e uma

reta hiperbdlica A’ B! arbitrdrios, existe T € PSI(2,Z) tal que T(AxwBs) €
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W (AL B €).

Por simplicidade de notagdo vamos omitir a partir de agora o subscrito oc.
Salvo mengao contraria, as retas hiperbélicas vao ser especificadas por seus pontos
no infinito.

Na verdade. para provar o lema, basta provi-lo num caso particular.

Lema 2. Existe AB reta hiperbdlica com —1 < A < 0 < 1 < B tal que
para quaisquer € > 0 e A'B’ reta hiperbdlica com —1 < A’ < 0 < 1 < B’ existe

T € PSI(2,Z) tal que T(AB) € W(A'B', ¢).

Para provar que o Lema 2 implica o Lema 1 basta provar que qualquer reta
AB pode ser levada pela acao do grupo modular a satisfazer a condi¢ao —1 <
A <0 <1 < B. Aplicando as translacoes por inteiros ¢ facil fazer com que as
condicoes sejam satisfeitas se B — A > 2. Por outro lado, toda reta AB, pela acao
de PSI(2,Z) pode ser levada a cortar D. Se AB nao intercepta o lado oposto a
> de D entao B — A > 2 e as condigoes exigidas estao satisfeitas. Caso contrario,
uma rotacao de % em torno de um dos outros vértices faz o servico.

Para provar o Lema 2 expandimos A e B em fragoes continuas
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B: aG"' 1
a.1+
a.g-l-
e
1
— A= 1 .
gk a_o+

onde os a, sao inteiros positivos. Sabemos, das propriedades caracteristicas das
fragoes continuas (ver [2] ), que truncando a expansdo de B no nivel n temos o

aproximante racional de B dado por

I p, 1
que satisfaz ’B - ‘3—”1 < q—2,
i n n

Analogamente para A temos

Vn e g, — 00, 88 n — 0.
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1
< =, Vn e s, — 00, se n — 0.
4

=
com tA ——

Sn

Com isto, da unicidade da expansao em fragoes continuas temos uma bijecao
entre as retas hiperbdlicas AB, —1 < A < 0 < 1 < B e um subconjunto das

sequencias finitas ou infinitas de naturais indexada pelos inteiros
AB «—— ...a_sa_ja¢aay... .

Dado n € Z definimos

e e
an—3 + ...

Um céalculo facil mostra que

24 = PﬂAﬂ+Pﬂ—1
QnAn + Qn-1 ,,s?#

P.B, + P &
QuBn o Qn—l i ""‘:.\@'
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onde

Pn Pn—l
€ PSI(2.Z).
Qn Qﬂ—l
Por exemplo. no caso n = 2 temos:
1
—Ay =
* + g — .4.
e
1
B=ag+ — 1
ay + E

de onde temos que:

(alau “r 1)32 + ag
a By + 1

B =

(ajap + 1)A2 + ao

A=
a1A2+]

Note que, como foi definido, os coeficientes da transformacao que leva A, e B, a
A e B sao 0s mesmos.

Se tomarmos a sequéncia ...a_sa_1apa1as... que define a reta AB e aplicarmos
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um shift de n posicoes a esta seqiiencia, ficando com a seqiiéncia

el 200 10n0n 1072,

esta nova seqiiéncia define uma reta A,B, que difere de AB pela acao de um
elemento do grupo modular.

Com estas observagoes estamos em condigoes de provar o Lema 2.

De fato, tome-se a reta AB definida por uma seqiiéncia bi-infinita de naturais
(_90_100a1as... que contém todas as sequéncias finitas de naturais. Uma tal
seqiiéncia existe porque o conjunto das seqiéncias finitas de mimeros naturais
¢ enumeravel. AB satisfaz as condigdes do nosso Lema. De fato, sejam ¢ > 0

e A'B’ reta hiperbdlica dada pela seqiiéncia ...b_sb_1bgb1bs... Tomamos N > 0

| ™

suficientemente grande de modo que <

N
O

contém todas as sequéncias finitas de naturais, deve portanto conter a seqiiéncia

. Como a seqiiencia dos a,

o

finita b_y...0_1boby...by.

Seja n € Z tal que b; = an.; com |i| < N.

Como vimos. a reta A,B, dada pela sequencia ...d,—20,-1@n0n10n.2... €StA
na 6rbita de AB pela acdo do grupo modular. Assim, basta provar que A,B,

€ W(A'B¢).
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Mas, a expansao de A, coincide com A’ até a ordem N e 0 mesmo vale para
B, e B, de modo que estes niumeros tém os mesmos aproximantes racionais até
a ordem N. Por simples aplicagao da desiguladade triangular segue o Lema 2.

E claro da prova do Lema 2 que qualquer reta codificada por uma segiiéncia de
naturais que contenha todas as seqiiencias finitas de naturais define uma trajetéria
do bilhar que ¢é densa.

Podemos ainda afirmar que as retas, assim definidas, formam um conjunto
denso de retas, ou seja, na verdade podemos concluir que existe um conjunto

denso de trajetorias densas no bilhar.
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