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Resunio: 

Neste trabalho estudamos uma formulação variacional para a equação 

de Grad-Shafranov em um conjunto aberto e limitado n c IR. n . Primeiro esta­

belecemos a relação entre a formulação variacional e a equação original. A seguir, 

conforme o trabalho de P. Laurence e W. Stredulinsky, provamos que o funcional 

desta formulação possui um mínimo (supostamente a solução do problema original) 

e que este possui algumas propriedades de regularidade. Estudamos então o pro­

blema quando o domínio n for convexo. Para este caso, apresentamos uma espécie 

de discretização devido aos mesmos autores. Estabelecemos ainda propriedades 

geométricas importantes para a solução do problema discretizado. 

Abstract: 

In this work we study a variational formulation to the Grad-Shafranov 

equation in an open and bounded set n C 1R n. First we establish a relationship 

between the variational formulation anel the original equation. Then, according to 

P. Laurence and \V. Stredulinsky we prove that the functional of this formulation 

attains a. minimum (supposedly the solution of the original problem) a.nd this mini­

mum has some characteristics of regularity. For the case of n convex, we introduce 

a kind of discretisation due to the above mentioned authors. We finally establish 

some impori<Ul l t SOlllel ric propcrt ies of thc solution of the discretised problem. 
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INTRODUÇAO 

Neste trabalho estudaremos a equação do plasma. O problema tem ori­

gem na fusão do hidrogênio. Este processo consiste na união de dois isótopos de 

hidrogênio) o deutério e o trítio. Por isto o nome fusão. Para que ocorra esta união: 

a força de repulsão causada. pelos prótons, pois cargas iguais repelem-se, deve ser 

vencida. Isto pode ocorrer quando a. energia. cinética dos átomos é muito alta. Em 

outras palavras quando o meio possui temperatura. muito elevada.. 

Este processo é de enorme interesse: pois nele há grande liberação de 

energ1a. Até o momento o homem só tem conseguido a. fusão de forma bem suce­

dida nas explosões de bombas termonucleares. A dificuldade reside no fato de ser 

necessário elevar a temperatura do hidrogênio a milhões de graus Celsius. Não existe 

recipiente no mundo que não se derreta. ao entrar em contato com uma substância 

de temperatura tão elevada. tdenominada plasma). A estratégia, então, é confiná-lo 

em ·'garrafas eletromagnéticas". Neste ponto podemos levantar duas questões: 

l) Qual é o formato deste confinamento eletromagnético? 

2) Como se comportaria o plasma neste confinamento? 

Por isto veremos algumas equações relacionadas com o problema. de compressão 

adiabática. e difusão resistiva. do plasma.. 

\Iuitos modelos matemáticos para este processo t em sido estudados. Eles 

basicamente envolvem equações não lineares elípticas com condições de fronteiras 

livres. Outros modelos : no entanto: tem sido considerados por J. Mossino [M] 
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(M.T.}, R. Temam (T] e G. Vigíusson [V.~] [V.2]. Porém, todas as equações do 

plasma provém da equação de Grad-Shafranov. O caso de interesse tiSico é aquele 

em que a região de confinamento é um toróide com simetria. Porém~ ao invés de 

preocupar-nos com o problema no toróide: estudaremos a questão nas suas secções 

transversais. Assim. a equaç.ão de Grad-Shafranov que nos interessa é aquela cujo 

domínio é bidimensional. que é dada por 

11) 

onde p e f são, respectivamente! as funções pressão e corrente poloidal e o símbolo 

t') denot.a a derivada de p e f em relação as suM variáveis! no caso: '1/J . 

Para o modelo adiabático podemos dizer que 

(d.p )"' 
p( t/J) = J.'( t/J) dV e 

d1jJ 
f(1jl) = v(1jl) . dV' (2) 

onde p e v são funções especiais e V indica. volume. A derivação de 1jl em relação 

a V pode estar parecendo estranha. Afinal: o que signmca ela? Na verdade, é um 

abuso de linguagem que pode ser formalmente corrigido por 

dt* (Vt,b (1/1)) . 

Substituindo (2) na equação (1) obtemos 

d ( (d"'*)..,) 1 d ( d1jl*) 
2 

tlf/1 = -- p(t/J) · - - - - v(,P) · -
d ,P dv 2 df/1 dv 

{3) 

Concluiremos posteriormente (ver Propriedade (12)) que, sob certas condições, 
-1 . 

lP*' (Y 1/l(t)) = (V~,(t)) q.s .. Logo, tomando t = 1/J , temos informalmente que 

d dt/J* d dt/J* dv d2 t/J* (ddt/Jv*) -J. 

d,P · dv = dv · dv · d,P = dv2 · 

A partir disto e de (3), concluímos que 

- djl (dt/;*) .., - 'Yil (dt/;*)..,_
1

. d2~* (dt/J*)-
1 

dl/J dv dv dv- dv 

(v(~).~*) . [ !~ . ~· + v(.P) ~:.· ( ~*) _,] . 
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No caso bidimensional, 1 = 2. Se, além d~, tomarmos Jl e v tais que Jl(tP) 1 / 2 

e v( tP) = O, temos 

Esta equação foi primeiramente estudada por R. Temam. O autor também formulou 

o problema em um domínio n C m. n e impôs a condição ,P =O em 80. Neste caso, 

o mínimo de tP será zero. Pela Propriedade ( 8), 

',b .. (O) = O. (5) 

Agora, para quaisquer constantes À e c vale, pela Propriedade ( 13 ), 

(Ãt/J + c) .. = Ãt/J1C + c. 

Logo se tP satisfaz ( 4), então o mesmo vale para >..1/J +c. Assim, podemos supor s.p.g 

que 

t/J* (101) = 1 . (6) 

Portanto, o nosso problema é resolver (4) com as condições (5) e (6). 

O objetivo principal do presente trabalho é o de expor a abordagem 

deste problema. feita. por P. Laurence e E. Stredulinsky, (L.S.J. Ao invés de resolver 

diretamente o problema (4), (5) e (6), a idéia. básica é estabelecer primeiro uma 

formulação variacional para o mesmo. Isto será feito no capítulo 1. No mesmo 

também será demonstrada a existênci~ de um mínimo para o funcional proveniente 

da formulação variacional~ e algumas estimativas para as suas derivadas. Alguns 

passos, por serem mais complexos, poderão ser encontrados nos apendices. 

Devido a complexidade do operador de rearranjo crescente, existem mui­

tas dúvidas quanto às propriedades geométricas da solução do problema variacional 

bem como quanto a sua regularidade. Por isto. os capít.ulos 2:3 e 4 tratam de 

problemas aproximados com o intuito de~ num futuro próximo, permitir que mais 

conhecimento seja obtido a. respeito da. solução do problema. 
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No capítulo 2, sob a. hipótese do c;omínio ser convexo, concluiremos que o 

problema. também tem solução sobre um espaço de funções cujos conjuntos de nível 

são convexos. O ideal seria. demonstrar que uma. solução deste subconjunto também 

fosse uma. solução do problema. original. Esta.: porém, é uma. importante questão em 

aberto. Alguns teoremas desse capítulo foram inicialmente provados em [L.S.] para 

o caso bidimensiona.l. No entanto. apresentaremos demonstrações novas, válidas em 

qualquer dimensão finita. 

No capítulo 3 estudaremos uma espécie de discretização do problema (4), 

chamada problema. de n fronteiras livres. A vantagem em seu estudo é a existência. 

de soluções com boas propriedades de regularidade. O objetivo seria fazer com que 

as soluções destes problemas tendessem a solução de ( 4). 

Finalmente: no capítulo 4, será demonstrado que a solução do problema. 

de n fronteiras livres é superha.rmônica e tem o gradiente limitado. Como os limites 

fracos destas soluções também são superharmônicos, há uma forte suspeita. de que 

estas soluções devam, de fato, convergir fracamente à. solução de ( 4). 
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CAPÍTULO O 

PRELIMINARES 

O propósito deste capítulo é dar algumas definições importantes, BBSim 

como1 o significado de algumas notações. Além disto, serão dados alguns esclare­

cimentos a respeito da fórmula da coárea. Posteriormente enunciaremos algumas 

propriedades de V .p e 1/J*, que serão definidas a seguir, e abordaremos um resultado 

a respeito de curvas de .nível de funções harmônicas. 

Inicialmente definiremos~ a partir de uma função mensurável .,P definida 

em um O c IR n aberto e limitado~ a função 1/J* a qual chamaremos de rearranjo 

crescente de w. Seja 

VI/J(t) = l{x E !bp(x) < t}l, 

onde lEI denota medida de Lebesgue de E. Agora defina 

tP*(v) = inf {s:VI/J(s) ~v}. 

Note que -rp* é urna espécie de inversa de V.,., sendo a inversa de V~· quando esta for 

injetiva. Observe também que t/J"' está bem definida em (0, 101] ( t,b*(O) será definido 

posteriormente). 

Quanto à notação: adotaremos que: 

. Nf } 
1) W1·P(f2) = { f:O -+ JR :f, lJxj E LP(S1), para j = 1, ... , n , onde 

8a:_. é a derivada parcial de f em relação a Xj no sentido das distribuições. Neste 
J 
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espaço (de Sobolev) podemos definir a norma 

.1. 

~~~~W1•P(O) ::: [~~~~~P(O) + t li ::.11P ] P 

j=l J LP(O) 

2} w~·P(n) é o fecho de Cgo(n) na topologia da norma de W 1·P(11); 

3) Ha(E) é a medida de Hausdorff a-dimensional do conjunto E; 

e 4) O símbolo lEI denota a medida de Lebesgue do conjunto E. 

Por uma questão de praticidade: denotaremos~ por exemplo, o conjunto 

{x E O:,P(x) > tJ por {,P 2: t}. 

Ao longo deste trabalho será. de extrema importância o uso da fórmula 

da. coá.rea dada por 

r giiVfll dx = loo r gdHn-t dt. 
Jn -oo J{r=t} 

Como estamos interessados na sua validade para f E W1 •2 (!l), precisamos escolher 

um representante especial da classe de funções equivalentes à f para que o lado . 

direito da igualdade faça sentido. Assim, dado f E W 1•2(!l), consideramos as médias 

fr : n --+ IR de f definidas por 

fr(x) = IB ~ )I r f(y) dy ' 
r X JB,(x) 

onde Br(x) = { y : jx-yj < r} . Seja f(x) = lim fr(x). A função f está. definida 
r-o 

exceto num conjunto de capacidade O (ver [Z] , Teorema 8.1.4, pá.g. 115; e [ZJ, 

Teorema 2.6.16, pág. 75). Além disto, f =f q.s .. Assim, quando tivermos fE 

W1•2(n), estará subentendido que o elemento representante da classe de equivalência 

de f é f. A demonstração da fórmula da coárea é dada no Apêndice A para f E Cn(n), 

no entanto, esta fórmula vale para as funções de variação limitada (B ·V( O: .IR) ::) 

W1 •2 (0)) cuja demonstração pode ser encontrada em [G], Teorema 1.23, pá.g. 20. 
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Agora, para. qualquer função me~surável u: O - ffi. , daremos a.lguma.s 

propriedades de Vu eu* que serão muito usadas posteriormente. 

P(l): Se a E IR é tq V u(a) <v pa.ra v E (01 lrll] 1 então u*(v) - l{s ~ a 

Vu(s) < v}j+a. 

DEM: SejavE (O,I!ll]. ComoVu(t)écrescente,oconjunto{s ~a: Vu($) <v} 

é um intervalo que inicia em a e cujo supremo é igual ao in f { s : V u ( s) ~ v} . Assim 1 

I { s ~ a : V u ( 8) < v} I = in f { 8 : V u ( s) ~ v} - a = u * (v) - a. 

ÜBS .: Se u é limitado inferiormente! podemos tomar a= inf ess u ob­

tendo u*(v) = j{s 2: infessu: Vu(s) < v}l + u*(O) para v E [01 l!ll]. Pa.ra v=01 

também vale a igualdade, pois { s ~ inf ess u: Vu(s) < O} = 0. O 

P(2): u* é contínua pela esquerda. 

DEM: Sejavo E (O,I!ll]. UsandoP(l)etomandoumaespecia.l,temos lim. u*(v) 
v-vi) 

n 

= lim_l{s ;:::: a: Vu(s) < v}l +a = n~ U {s ~ a: Vu(s) < vk} +a., onde 
v-vo k=l 

Vk t vo. Disto e de um resultado elementar de medida., 

lim_ u*(v) = j{s ~ a: Vu(s) < va}j + a = u*(vo). O 
v-v0 

P(3): Para v0 E (0 1 101), 

lim u*(v) = u*(vo) + l{s ~ infessu : Vu(s) = vo}l. 
v-vi 

D EM: Seja vo E (0, l!ll). Usando P(l) e tomando a. tq Vu(a) < vo, t emos 

lim~ u*(v) = lim l{s ~ a: V u(s) < v }I + a 
v - v0 v-vt 

n 

= lim n {s ~ a: Vu(s) < vk} + a, 
n-oo 

k=l 
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onde vk l vo. Disto e de um resultado elexhentar de medida, 

lim u*(v) = j{s ~ a: Vu(s) S vo}j +a= u*(vo) + j{s ~ a: Vu(s) = vo}j. 
v-vÓ 

Note que {s ~ a. : Vu(s) = vo} = {s ~ infessu : Vu(s) = vo}, pois se 

8 0 E {s ~ a.: Vu(s) = vo}, então Vu(so) = Vo > O = Vu(infessu) e, assim, 

so > infessu. Se so E {s ~ infessu: Vu(s) = vo}, então Vu(So) = Vo > Yu(a) 

e, portanto, so > a. demonstrando a propriedade. Se u for limitada inferiormente 

na norma L00 (íl)t então o resultado valerá para v:::O. Basta. tomar a.::: infessu 

e uma. seqüência vk ----+ o+. Neste caso, podemos concluir que limv-o+ u*(v) -

l{s ~ infessu: Yu(s) = O}j + u*(O). O 

P( 4): Vu : [0, +oo) -IR é contínua pela esquerda.. 

DEM: De fato, seja. tE (O, +ex>). Seja. (tn) seqüência crescente tq t 0 1 t. Assim, 
00 

Vu(t) = j{x : u(x) < t}l = U {x: u(x) < t 0 } que, por uma. proprieda4e 
n=l 

elementar, é igual a 

n 

lim U { x: u(x) < tn} = lim l{x: u(x) < t 0 }j = lim Yu(t0 ). O 
n-+oo n-+oo n-+oo 

k=l 

P(6): limt ..... tó Vu(t) = Yu(to) + j{x: u(x) =to}! para. to E [O,+ex>). 

DEM: De fato, seja (t0 ) seqüência decrescente tq tn 1 t0 . Então 

I oo I 

lim+ Vu(tn) = lim+ j{x: u(x) < tnll = In {X: u(x) < tn} I 
t 0 -t0 tn-t0 n=l 

= l{x: u(x) :5 to}j = j{x: u(x) <to}!+ l{x: u(x) = to}j. 

P(6): Se vE [0, IOI), entã.o Vu(u*(v)) ::;v. 

DEM: Seja vE [O, jílj]. Sabemos que u*(v) = inf { s : Vu(s) ~ v}. Seja (tn) 

seqüência crescente tq tn l u*(v). Pela definição de u*(v), conclui-se que V u(tn) < 
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v Vn e, BBsim, lim Vu(tn) ~v. Portanto, por P( 4), 
n-oo 

Vu(u*(v)) = Vu( lim tn) ~V. 
n-oo 

P(7): Se t > O e vE [O, lnl] , então Vu(u*(v) + t) >v. Como u*(v) + t > iní {s: 
Vu(s) ~ v}, então Vu(u*(v) +f) ~v. Observe que se Vu é contínua. em u*(v), então 

Vu(u*(v)) =v. ô 

P(8): (i) u*(O, 1n11 C (inf essu, supessu] e 

(ii) Vu(infessu,supessu) C (O,Inl) . 

DEM (i): Sejav0 E (O,jOI]. Para!> O, Vu(supess u+t) = !{u < supessu+f}l ~ 

I{ u ::; sup ess uH = lnl ~ V o. Logo sup ess u +e E { s: v u(s) ~ Vo} ve > o. Assm'I, 
supessu > u*(vo). Por outro lado, Vu(infessu) = l{u < infessu}j =O< vo. Logo 

inf ess u ~ { s : V u(s) ~ v0 }. A partir disto e de V u ser crescente, conclui-se que 

inf essu ~ u*(vo). 

ÜBS.: Este resultado resolve o problema. de como definir u*(O) de forma. 

razoável sem que u"' deixe de ser crescente. Definiremos u *(O) = infessu. Logo 

u"'[O, IS11] C [inf ess u, sup ess u] . Note que a. demonstração continua sendo válida 

mesmo que u seja ilimitada. Além disto1 é fácil ver que u*(l!ll) = supessu. 

(ii) Seja to E (infessu,supessu). Como to < supessu, então l{u ~to}! >O 

e, portanto, 101 > 101 -l{u ~ to}l = l{u < to}l = Vu(to)· Por outro lado, se 

to> inf ess u , então l{u < t.o}l >O. Logo Vu(to) >O concluindo P(8). ô 

Pf9 ): u* é contínua em fO.!S11) se e somente se V11 (t.) é estritamente crescente em 

(inf ess u, sup ess u). 

D EM: :::::>: Suponhamos que existam h < t 2 tq t 1 , t 2 E (infessu,supessu) e 
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I 

Vu(tl) = Vu(t2) = vo. Por P(8), vo E (0, 101). Por P(3), 

lim u*(v) = u*(vo) + !{s ~ infessu: Vu(s) = vo}j > 
v-v+ o 

Logo u* não é contínua em voE (O, 101). ABBim, segue-se o resultado . 

..;::;: Suponhamos que u* seja descontínua em v0 E (O, jOI). Como u*(v) é 

crescente. temos 

lim u*(v)- lim u*(v) =a> O. 
+ -v-v0 v-v0 

Por P(2) e P(3), a= l{s ~ infessu : Vu{s) = vo}j. Como Vu{s) é crescente, 

{ s ~ inf ess u: Vu(s) = v0 } é um intervalo de comprimento a. Logo existem t1 < t 2 

dentro do intervalo tq V u(ti) = Vu(t2 ) = v0 • Assim, segue-se o resultado. ~ 

P(lO): u* (V u(t)) $t para tem.. 

DEM: Seja to EIR. Como to E {s: Vu(s) 2: Vu(to)}, então to 2: inf {s: Vu(s) > 

Vu(to)} = u*(Vu(to)) . ~ 

P(ll): Se Vu é estritamente crescente em (a,b)ciR, então u*(Vu(t)) =tem (a,b). 

DEM: Seja t0 E (a,b) em . Se t< to, então Vu(t) < Vu(to). Portanto, t~ 

{s: Vu(s) 2: Vu(to)}. Logo se tE {s: Vu(s) 2: Vu(to)}, então t2: to. Assim, 

u~< (V u( to)) = inf { s : V u(s) 2: V u(to)} ~ to. Disto e de P( 10), segue-se a igualdade. 

o 

P(12): Se uE W 1•2(0), onde O é um aberto conexo de ffi n , ou se uE Wà•2(0), 

onde n é um aberto qualquer de IR n, então 

u"(Vu(t )) = tem (infessu,supess u). 

DEM: Imediata do Teorema ( 1.14) do capítulo 1, de P(9) e P(ll). 
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ÜBS.: Uma aplicação interessante desta 1 propriedade e do Teorema (1.14) é a 

igualdade 

u"'' (Vu(t)) = V~l(t) q.s., 

cuja demonstração é feita no Teorema (1.16). 

P(13): Se f e g são funções mensuráveis definidas em O e f~ g q.s., então: 

(i) V r ~ V g em m., 

(ii) f* ~ g* em [o, IOIJ, e 

(iü) (.H+ c)* = .H*+c, onde À~ O e c são constantes. 

DEM (i): Dado tem., como í ~ g q.s., é fácil ver que { x : í(x) < t} C { x : 

g(x) < t} U { x: í(x) < g(x) }. A partir disto e de j{x: í(x) < g(x)}l =O, conclui-se 

que Vr(t) ~ Vg(t). 

(ii) Seja vE [O,jül]. Por (i), segue que {s: Vr(s) ~v} C {s: Vg{s) >v}. 

Logo f* (v) ~ g* (v). A demonstração continua sendo válida para f e g ilimitadas em 

100 (11). 

(iii) É fácil mostrar diretamente esta parte, porém, para À > O, segue de (ii) de 

P(14). Quando À= O, V.u+c(t) = l{x: c< t}l = I11IX{t>c}· Dado vE [O , IOI], t>c 

se e somente se tE {s: lfl!X{t>c}(s) ~v'}. Assim c*(v) =c. O 

P(14): Se f é uma função real estritamente crescente, então 

(i) Vrou(f(t)) = Vu(t) 'v't EIR, e 

(ii) se além das hipóteses feitas acima, f for contínua, então (f o u)*(v) = f(u*(v)) 

pttra vE [0, IOIJ. 

DEM (i): Seja tEIR. Por definição, Vrou(f(t)) = j{x: f o u(x) < f(t)}l· Mas a 

condição (f o u)(x) < f(t) é equivalente à. u(x) <t, pois f é estritamente crescente. 
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Logo Vrou(f(t)) = Vu(t). 

(ii) Por uma questão de simplicidade, demonstraremos (ii) somente para u tq 

iní essu > -oo e supessu < +oo. Seja vE (O, IOIJ. Como u* é crescente, 

então u*(v) ~ u*(líll) = supessu < oo (ver P(8)). Por definição, u*(v) = iní {t: 

Vu(t) ~v}. Seja (tn) seqüência tq Vu(tn) ~v e tn! u*(v). Por {i), Vrou(f(tn)) ~v. 

Defina 8 0 = f(t0 ) . Assim, s0 E { s : Vrou{s) ~ v}, portanto, S0 > (f o u)*(v) Vn. 

Quando n-+ oo, segue-se que tn--+ u*(v) e, pela continuidade de f, sn--+ f(u*(v)). 

Assim, f(u*(v)) ~ (f o u)*(v). Agora tomemos tn < u*(v) tq tn j u*(v). Por de­

finição, Vu(tn) <v. Definindo Bn de forma análoga, conclui-se que Vrou(sn) <v. 

Assim, (f o u)"'(v) > 8 0 Vn. Similarmente à outra desigualdade, conclui-se que 

f(u*(v)) ~ (f o u)*(v), provando a igualdade para vE (0, l!ll]. Se vo = O, pela 

definição de P(8), (f o u)*(O) = iníessfo u = f(infessu) = f(u•(o)). ~. 

P(15): Seja t0 E [infessu,supessu} tq Vu seja descontínua em t0 • então valem: 

(i) u* é igual a. constante to em (V u(to), V u(tci)J e 

(ii) u* é diferente de to fora de (Vu(to), Vu(tÓ)]. 

DEM (i): Seja. vE (Vu(to), Vu(tÓ)]. Mostraremos que u*(v) <to. Seja. t> to. 

Então, como Vu é crescente, temos Vu(t) ~ Vu(tÓ) e, portanto, tE {s: Vu(s) ~v}. 

Assim, u*(v) = inf {s: Vu(s) ~v} ~t. Como t é um real qualquer maior que to, 

deduz-se que u"'(v) ~ t0 . Agora verem?s que u"'(v) 2:: t0 • Como v> Vu(t0 ), então 

t0 9E { s : V u(s) ~ v}. Disto e de Vu ser crescente, concluímos que to ~ inf { s : 

V u(s) ~v} = u*(v). 

(ii) Para v> Vu(tó) vale u*(v) > to: como v> Vu(tó), então existe t> to tq 

Vu(tó) < Vu(t) <v. Logo t~ {s: Vu(s) ~v}. Disto e de Vu ser crescente, temos 

que t.~ u"' (Y) . Assim: u"'(v) > t.0 . Se v< Vu(t·o), então u"'(v) < to: como V u(to) = 

V u(tõ ), então existe t< to tq v< Vu(t) < Vu(to). Logo tE { s: Vu(s) 2:: v}. Assim, 

u"' (v) ~ t < t 0 concluindo a demonstração. 
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f 
ÜBS.: O resultado continua. válido seu for ilimitada. em L00(!l). O 

P(16): Seu+ é a parte positiva. deu, isto é, u+(x) = ma.x{u(x), O}, então 

(i) Vu+ = Vu em (O,oo) e Vu+ =O em (-oo,O]; e 

(ii) (u+)* = (u*)+ em [O,j!ll]. 

DEM (i): Quando t> O, va.le {u+ < t} = {u < t}. Assim, Vu+(t) = Vu(t) para 

t> O. Como u+ ~O, então {u+ < t} = 0 quando t< O. Logo Vu+(t) =O pa.ra t< O. 

(ii): Seja v0 = Vu(O). Veremos que (u+)*(v) = u*(v) para. v> v0 e u*(v) =O para. 

v< vo. Seja vo < v $ lf21. Se Vu(s) ;:::: v, então V u(s) ;:::: vo = V u(O). Logo s> O. 

Assim, se tE {s: Vu(s);:::: v}, então t> O e, por (i), tE {s: Vu+(s) ~v}. Logo 

{s: Vu(s);:::: v} C {s: Vu+(s) >v} . Por outro lado, se tE {s: Vu+(s) ~v}, então 

Vu+(t) >O. A partir disto e de (i), t> O e, portanto, tE {s: Vu(s) ~v} . Assim, 

concluímos que {s: Vu+(s) >v}= {s: Vu(s) ~v}. Logo O< (u+)*(v) = u*(v). 

Seja O ~ v $ v o. Suponhamos que v= O. Se inf ess u > O, então podemos 

redefinir u em um conjunto de medida nula tq u= u+. Neste caso, (u+)*(O) = u*(O). 

Se infessu <O, então é fácil ver que infessu+ =O, logo (u+)*(O) =O= (u*)+(o). · 

Agora suponhamos que O < v $ vo. Se t> O, então Vu+(t) = V u(t) ;:::: V u(O) = 

vo ;::::v. Logo se t> O, então tE {s : Vu+(s) >v}, e se ts O, então Vu+(t) =O <v. 

Portanto, (u+)*(v) =O. A partir disto e de P(13), u*(v) $O. Logo (u*)+(v) =O. 

Assim, (u+)*(v) = (u*)+(v) o que conclui a propriedade. ô 

P(17): Se u* é absolutamente contínua em compactos de (O, l!ll) e u*' (V u(t)) 

:::;k para quase todo t em [a,b] C (infu, supu), então u*'(v) $k para todo vE 

(V u(a), lim V u(t)), onde exista derivada. 
t-b+ 

DEM: Mostraremos que u* é de Lipschitz em (Vu(a), lim Vu(t)]. Sejam v, h 
t-b+ 

tq v, v+h E [Vu(a), Vu(b+)]. Por P(l), u*(v +h)- u*(v) = l{s ~ a: Vu(s) < 

v+h}l-l{s ~a: Vu(s) < v}l = l{s ~a: v S Vu(s) < v+h}j, onde a é o de P(l). 
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Como V u é crescente, o conjunto A= { s ~ 'a : v ~ Yu(s) < v+ h} é um intervalo 

de extremidades c e d. Se tE (c,d), então tEA. Logo 

A partir disto e de V u ser estritamente crescente, também concluímos que c ~a. 

Ana.loga.mente Yu(d-) = Yu(d) < v+h e, portanto, d~b. Podemos redefinir Yu em 

{c}, da forma Yu(c) = Yu(c+). Assim, e. função Yu é contínua. e crescente, logo 

1d V~(t)dt < Yu(d-)- Yu(c+) ~V+ h- V= h. 

Pela. observação de P(12), V~(t) = (u*'(Vu(t))) -l q.s . . Logo V~(t) ~ k-1 q.s. em 

[a,b] e, portanto, em [c,d]. Assim, r r.dt ~h. 
Logo d-e~ k·h. Lembrando que j(c,d)j = IAI = u*(v +h)- u*(v), temos u*(v + 

h)- u*(v) ~ k·h completando a. demonstração. ~ 

Agora veremos um resultado sobre funções harmônicBB, Corolário 22, que 

será importante aos Capítulos 3 e 4. Para isto, teremos de ver algumas propriedades. 

EstBS propriedades podem ser encontradas como exercícios em [P.S.], Parte III, ca.p. · 

3, pág. 125, probl. 106. 

PROPOSIÇÃO 18: Se uma. curva. r é a. imagem do círculo lzl =r por uma. função 

holomoría f localmente injetiva, então a. curvatura de r é dada por 

l+~e(~) 
k = lzr(z)l 

ÜBS.: k . l dO 
=curvatura com sma, ds. 

Seja / ' o círculo cuja imagem é r. Podemos parametrizar I por z= réP 

(ver Figura (0.1)) . Assim, r fica parametrizada por w = f(z) = f(réP). Seja s o 

comprimento de arco em r . 
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Sabemos que 

(
dw) ( dw) ds ldwl . . onde 9 = arg d<p = Im log d<p . Note que d<p = d<p = lf'(re1~) • rie·~1 = 

jizf'(z)l e dd
9 

= 9' = Im(logw')' = Im w~. Também temos que w =Í(z), w1 = izí'(z) 
<p w 

e w" = i2zf(z) + (iz) 2r'(z). Assim, 

w" _ izif(z) + (iz)2f''(z) _. ( f'(z)) 
w' - ( iz )f' ( z) - .I 1 + z f' ( z) . 

Logo 

· w" ) ( ( ( z)) ( zr" ( z) ) 
I m ( ~ = ~e 1 + z f' ( z) = 1 + ~e f' ( z) 

e, portanto, segue-se o resultado. ô 

CoNSEQÜÊNCIA 19: A curva f é convexa quando k~ O, isto é, se 

ÜDSERVAÇÂO 20: Se f é holomorfa c r nikl se anula, então ·~;~;> é holomorfa e, 

portanto, U(z)= IRe ( ·~;~))) é harmônica. 

15 



COROLÁRIO 21: Seja f uma bijeção holomorfa (aplicação conforme) entre o anel 

limitado por 2 círculos concêntricos 'Yt e 

"'(2 e a região entre as curvas convexas r 1 

e r 2 • Então qualquer que seja 'Y círculo 

concêntrico entre 'Yl e "'(2, a curva. r = 
f('Y) é convexa. 

DEM: Se rl e r2 são curvas convexas, então a função harmônica U(z), da Ob­

servação (20), é maior ou igual a. -1 em 'Yl e em "'(2• Pelo Princípio do Máximo, 

U assume seu mínimo na fronteira. Logo U~ -1 em todo anel circular. Assim, 

r = f("'() é convexa.. o 

CoROLÁRIO 22: Seja na região entre as curvas convexas rl e r2, seja u a solução 

do Problema. de Dirichlet 

[

L\u =O em n 

u =O em ft 

u = 1 em r2. 

Então as curvas de nível de u são todas convexas. 

DEM: Como n é duplamente conexo, existe um anel circular entre dois círculos 

concent ricos "Yt e '1'2 de raios r1 e r2 e existe f, aplicação conforme, entre o anel 

circular e n (rtfr2 é unicamente determinado) [ver [Ne], pág. 334]. Assim, uof 

é harmônica no anel circular com uof = O em "Yt , uof = 1 em 1'2 • Seja v= uof. 

Qualquer que seja T, rotação em torno da origem, T é holomoría. A partir disto e 

de v ser harmônica, segue que voT é harmônica e, então, v e voT são soluções do 
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mesmo Problema de Dirichlet, 

{ 

âu =O em n 
u =O em ft 

u = 1 em r2. 

Logo v= voT. Assim, as curvas de nível de v= uof são os círculos lzl =r. Portanto, 

as curvas de nível de u são as imagens dos círculos lzl =r por f, que é conforme. 

Então as curvas de nível de u são convexas. O 
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CAPÍTULO 1 

Um Problema Variacional e Estimativas para os seus Minimizadores e 

Pontos Críticos 

Nesta secção daremos uma formulação variacional ao problema (4). Em 

seguida estabeleceremos a. existência. de um mínimo para esta. nova formulação. 

Posteriormente obteremos algumas estimativas para. os pontos críticos e de mínimo. 

Um dos resultados de interesse! que se demonstra, é o fato de ,P* ser de Lipschitz. 

Seja. O um conjunto aberto e limitado de m. n. Defina 

(1.1) 

Nosso objetivo é minimizar J em 

Observe que está implícito que '1/J ==O em 8fl. Pela Propriedade (8) , 'l,b*(O) == O e 

,P* uni) = 1 são equivalentes a inf ess tP ==o e sup ess tP = 1. 

Agora estabeleceremos inform almente u m n. relação entre um ponto crít ico 

de J e uma solução do problema ( 4). Suponhamos que '1/J seja um ponto crítico de 

J e que ,P E C2(n). Seja Pt = {x E n: .,P(x) = t } . De 1/J E 0 2(0) e n\(Po u P1) 

ser aberto temos que 

sup 1jJ < 1 
K 

e 
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para qualquer compacto K em 0\(Po u Pi). Seja 'f/ E ego (0\(Po u Pl)). Logo, 

para i suficientemente pequeno, ,Pc = ,P + C '1 E W. Daí , por derivação, obtemos 

d I 1 1líll O = d J(,Pc) = 2 \l.,P · \lf1dx + 2 ,p•' (11)' dv, 
l E=O íl O 

(1.3) 

onde (71) (v) = dd ( t/J + C71)*(v) I . 
e l :cO 

O segundo termo do lado direito de (1.3) pode eer obtido, supondo que a ordem de 

derivação em relação a. e, v possa. ser invertida.. Pelo Apêndice (C), se l\lt/JI ;;/;O em 

!l\P 0 U P 1, então ( '1) é uma. espécie de média. de t/J dada. por 

(77) (v) = r 77 • I"Vt/11-1 dHn-1/ r I"Vt/JI-1 dHn-1' 
ls(v) ls(v) 

onde S(v)= {x: V,p(,P(x)) =v}. 

Note que, por P(8), V~{t/l(x)) =0 equivale a.t/J(x) ~0, 8.B8im, f1 =O em 

S(O). Analogamente V~(t/J(x)) = l!ll equivale a. t/l(x) ~ 1 e, portanto, '7 = O em 

S(IOI). 

Usando este fa.to, a. integração por pa.rtes em (1.3) e que f1 =O numa. 

vizinhança de on obtemos que 

r r'n' /1 la 77 ~ t/1 dx + lo t/1* (17) dv = O. (1.4) 

Pelo Teorema (0.5) do apêndice (C), dd V ~ (t) = r l\lt/JI-1 dHn-l é contínua. 
t l {t/J=t} 

Logo V v,. E 0 1(0,1). Assim, Vt/J o ,P E 0 1(0) e \l(Vt/1 o t/1) = V~ · \71/J. Podemos, 

então, usar a fórmula da coárea (ver Apêndice (A)) para V t/1 o t/J: 

l ,p*"(vt/1 (1/J(x))).,(x)dx = 

1
iíll 

1 
t/J*" f V 1/1 ( ,P(x))) · 'f7{x) __ \...:..__ __ .......;.._ __ dHn-1 dv = 

u { x;V.,; ( t/l(x)) =V} l\lV ~ O ·t/:1 

rn' f/ r ., n- 1 (lfll •" 
lo 1//' (v) ls(v) fs(v) l\lt/JI-1 dHn-1 . l\lt/JI dH dv = lo tP (v) (17)(v) dv. 
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Logo de ( 1.4), concluímos que 

Portanto, l::..,P = -..P*" (v t/1 ( f/J(x))) em !l\(P0 U Pt). 

Isto justifica o porquê de procurar um ponto crítico de J em W. 

1.1 TEOREMA: O funcional J tem mínimo em W. 

DEM.: Seja (f/>0 ) uma sequência tq J(f/>n) --+ inf J(,P). 
1/JEW 

Logo (J(~n)) é limitada e assim pela difinição de J, (~n) é limitada em 

W~·2 (!1) e (f/>~) é limitada em W 1•2 (0, 1!11). Como estes espaços são reflexivos e estão 

imersos de forma compacta em L2(0) e L2(0, IOI), respectivamente, concluímos que 

existe uma. subsequência de f/>n, que podemos supor s.p.g. ser a. própria f/>n, tq 

e 

tPn --+ tP fracamente em w~·2 (!l), 

1/Jn --+ t/1 em L2 (S1), 

.P: --+ g fracamente em W 1
•
2(0, 1!11), 

tfJ: --+ g em L2 (0,j!ll). 

O operador T: L2(0) --+ L2 (0, IOI), dado por T( t/J) = t/J*, é uma contração, i.e., 

IIT(t/J)- T(cp)IIL'l(O,Inl) ~ llt/J- 1PIIL2(n) (ver Teorema (B.7}, apêndice B). Portanto, 

!IT(1/In)- T(l/J)II ~ lhbn- 1PII -o. Logo t/J~--+ 1/1* em L2 (0,IOI) e, então, 

g= 1/J". 

Veremos que { cp E W1 •2 (0,IOI): cp(O) = O e cp(IOI) = 1} é fechado. Da­

da uma sequê ncia no conjunto em questão tq fPn --+ rp em W 1•
2(0, IOI), existe n0 

tq 
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para n ~ no e O~ x < y ~ 101. A partir disto e de <Pn( O) = O, segue-se que <Pn é li­

mitada e, além disso, equicontínua. Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe 

uma subsequência que converge uniformemente a <P· Logo <P(O) =O e <P0fll) = 1. 

Assim, { <P E W1 •2 (0, IOI): <P(O) = O e <P(IOI) = 1} é convexo e fechado na topolo­

gia da norma e, portanto, na topologia fraca. Então t/J* pertence a este espaço e, 

assim, tÍJ E W. Como os funcionais j IV't/JI2 dx e J(g')2 dv são convexos e contínuos, 

pela refiexividade de w~·2(0) e W1•2 {o, IOI)' segue que 08 funcionais são ta.mbém 

semicontínuos inferiormente na topologia fraca. Logo 

lim fn1V'ti'nl 2 
dx ~ fn!V't/112 e 

concluindo o teorema. O 

1.2 OBSERVAÇÃO: Mesmo que a condição u*(O) =O da definição de W seja reti­

rada, continua valendo a existência de um mínimo e para qualquer mínimo ainda se 

cumpre u~(o) =O. 

DEM: É fácil ver que a prova do Teorema (1.1) continua válida se retirarmos da 

definição de W a condição u*(O) =O. Assim, veremos que u*(O) =O seu for um 

minimizador. 

Seja u um minimizador de J no novo W. Como u E W~·2 (0), é fácil 

ver que se t >0, então l{u < t}l >0, pois u=O em 80 no sentido fraco. Uma 

argumentação semelhante pode ser vist.a no Teorema (2.6). Daí u*(O) =O. Agora 

seja u+ a funç.ão definida na Propriedade (16). Claramente u+ = f o u , onde f 

é a função identidade no semi-eixo positivo e a função nula no semi-eixo negativo. 

Logo u+ E \V~'2 (ü) e Vu+ = X{u~ o} \lu q .s .. Por P(16), (u+)* = (u*)+· Então 

( ut)~ E W 1•2 (0,Iül) e (u+)*' = X{u*~O}· u*' q.s .. Tambémtemosque(u+)*(O) = 
O, pois iníess u = u*(O) ~O (ver raciocínio da Propriedade (16)) . Além disso, 

u" (I OI) = l. Assim, u+ pertence ao antigo \V e, por definição de J , é fácil ver que 

J(u+) < J (u) a menos que (u+J*' = (u"')' quase sempre, isto é, u"' ~0. A partir 

disto e deu* ser contínua conclui-se que u*(O) = O. O 
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1.3 OBSERVAÇÃO : Na verdade, é possível ir mais além. Podemos substituir W por 

sem alterar o mínimo de J e o fato de tP"' (101) = 1 para os minimizadores. Isto 

decorre da Propriedade (13). ô 

1.4 OBSERVAÇÃO: Não se sabe ao certo se o minim.izador de J em W é único em 

geral. Porém, quando n é uma bola, sabe-se que o mínimo é único e radial (ver 

Exemplo 1.7). 

Nós gostaríamos de introduzir um resultado de regularidade para t/J*, 
onde 1/J é u m ponto crítico. Para isto, iniciaremos definindo a função 

W(t) = r IV't/JI2 dx. 
J{t/J<t} 

Pela fórmula da coá.rea (ver nas Preliminares), W(t) é uma função absolutamente 

contínua e 

dW ~ -d (t) = IV'I dHn-1 q.s .. 
t {1/l=t} 

1.5 LEMA: Para demonstrarmos o próximo teorema, é necessário notar que, a 

menos de um conjunto enumerável em (o, 1111], 

rV' (v) = 1/J•' (v"' (1/J*(v))), 

onde V t/!(t) = V t/!(t+) + V 1,b(t-) 
2 

D EM. : Primeiro seja {ti} a coleção enumerável de pontos em [infees u, supess u] 

tq I{ 1,b = t.i}l >O. Por P(5), para tais t.i 's, V 1/l(ti) < V 1/l (tt). Seja A= 

U (Vt/J(ti), Vl/l(tt}). Se v E A, então existe ti tq v E (Vt/J(ti), Vt/l(tt}) . Por 
i 

P(15). w* é igual a constante ti neste intervalo. Logo ,P*' (v) =o, e ainda, por 

definição de V,p, temos que Vl/1(1/J*(v)) = Vt{l(ti) E (Vl/l (ti) , Vl/l (tt)) . Assim, 

t/J*' (V ,p ( t/J*( v))) =O. Logo a igualdade se cumpre quando v E A. 
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Se v E (o, 1111] \ U (V 1/l(ti ), V ,p{tt)], então V ,p é contínua em u*(v) e, 

assim, por P(7), v= V 1/J ( 1/J* (v)) = V 1/1 ( 1/J* (v)) garantindo a igualdade do lema. 

Portanto, só não podemos garantir a igualdade em U {V 1/1 (ti)} U U {V 1/1 ( t;)} que 

é enumerável. O 

1.6 TEOREMA: Se 1/J é um ponto crítico do problema variacional (1.1) e (1.5), então 

dW(t) + 1/>*' (V1f(t)) = J(,P) 
dt 

e, portanto, 1/J* é de Lipschitz. 

q.s. 

DEM.: Seja 1/Jc = fc o 1/J, onde ft:(x) x + t:h(x), h E Cgo(o, 1) e lt:l é tão 

pequeno que lt:h'l < 1 em (0,1). Temos 

(1.6) 

Também temos f't(x) = 1 + t:h'(x). A partir disto e de lt:h'l < 1, concluímos que 

fc(x) >0, portanto, f'c é estritamente crescente com inversa 0 00
• Logo, por P(14), 

(fc o 1/J)*(v) = fc (1/J*(v)). 

Assim. 

(1.7) 

Portanto, de (1.1), (1.6) e (1.7), temos 

(1.8) 

Note também que 1/Jc E W e 1/Jc ~ 1/J em W1
•
2(ü), pois 111/Jc - 1/JIIw1.2 $ 

fllhlh..,• t,2. Usando isto e o fato de 1/J ser ponto crítico, temos 

lim J ( 1/Jc) -: J ( 1/J) = O , 
c-o t 
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que, através de (1.8), permite concluir íacihhente 

{1.9) 

Usando a observação (1.4) e a f6rmula da cmirea, obtemos 

(1.10) 

Usaremos o fato de que se r(v) é crescente e absolutamente contínua, e g é Borel­

mensurá.vel. vale 

1b lr(b) 
g(r(v)) · r1(v)dv = g(t)dt. 

a ~~ 
(1.11) 

Tomando r(v)= ,P*(v) e g(t)= h'(t) · ,P*(V~(t)), onde V"' foi definido no Lema 

(1.5), temos 

g(r{v)) ·r'( v) = h'(t/J*(v)) · ,p*' (v"'(,P*{v))) · ,p*'(v) = h'(t/J*(v)) · (,p*'(v)) 2 , 

exceto num conjunto enumerável. Disto e de (1.11), temos 

(1.12) 

A última desigualdade ocorre pois {t:Vv.(t) =f- Yv.(t)} é enumerável. Logo, de 

(1.9) , (1.10) e (1.12), temos 

fo
1 

h'(t) [d~;t) + 1j/(vv.(t))] dt =o Vh E Cgo(O,l) . 

.Assim, d \~~t) + 1/J*' (Vw(t)) =C q.s . . Como dd~ > O, temos,P*' <C q.s .. A partir 

disto e da Propriedade (17), 1/J* é de Lipschitz. Por outro lado, usando as igualdades 

(1.10) e {1.12) sem h' , temos 

1L 11 dW(t) 11 
C = 

0 
Cdt = 

0 
dt dt + 

0 
,P* (Vw(t)) dt 

r l'n1 = Jn IY't/JI2 dx + o (t/;*')2 dv. 
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Logo C== J ( t/J) o que completa a demonstração. ~ 

1. 7 ExEMPLO: Agora veremos que se O é uma bola de raio R~ então existe um 

único ponto de mínimo que é radial. Seja t/Jo este ponto. Logo t/Jo(x) == fo (lxl), 

onde fo é uma função definida no semi-eixo real positivo. Também vale 

(1.13) 

Primeiro veremos que o ponto de mínimo é radial. Seja W a simetrização de um 

ponto de mínimo t/J. Por definição de simetriza.ção, o conjunto de nível {'li ~ t} é 

uma bola cuja medida é a mesma de { t/J ~ t} . Logo V~ (t) = V ,p ( t). Portanto, 

'1!* = ti/' e~ aBSim. 

A respeito de simetrização, também é c~nhecido que 

(ver [B], Teorema. 2.2, pág. 55). Logo J('li) < J(t/J). A igualdade ocorrerá. se e 

somente se 1/J = \.II. Portanto, se t/J minimize. J, então t/J(x) == f(lxl), onde f é uma. . 

função definida em [O,R], absolutamente contínua., decrescente tq f( O)~ 1 e f( R)= O. 

É fácil concluir, por absurdo, que f( O)= 1. 

Veremos agora que f é único e vale (1.13). Para. isto, seja t/J(x) = f(lxl) 

função radial em Vo.7, onde f é decrescent.e. Provaremos que t/J*(wn(R0 - ~)) = f(r) 

pararE(O,R}. Sejam r0 E(O,R] e t= f(r0 ). Sejart == max{r E [O,R}:f(r) ~ t}. 

Logo rt ~ r0 . Como f é decrescente e contínua, x E { x: t/J(x) = í(lxl) < t} se e 

somente se l"t < lxl ~R. Assim, V,p(t) = w0 (R0 -r~) ~ Wn(R0 
- rg) . Portanto, 

por P(9), V .p(s) < w0 (Rn - rS) para. s < t. Logo t,&*(wn(Rn - r3)) ~ t. Por outro 

lado, se s > t = f(r0 ) entã.o r0 ~ {a E [O, R]: f( a) ~ s}, que é um intervalo de 

início em O. Disto, conclui-se que r0 > r5 = ma..x{ a E [O,R]: f( a) > s J. Portanto, 

V4- (s) = w0 (R0 
- r~) > wn(R0 

- r8), e, então, t/J* (wn(Rn - rS)) $ t. Temos 
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então~ a igualdade, que derivada em relaçãd a r resulta em 

n 1 dw* ( . n n · ) df . ) 
-nw0 r- dv Wn(R -r) = dr(r · 

Logo djÇ · : = : e, assim, dJ'Ç = :V, pois ~; tem inversa limitada em compactos 

de [O,R]. Portanto, 

Disto e de I'Y.,P(x)l = f (lxl) temos que 

J(t,b) = t (l'(r)) 
2
nwnrn-l dr + t !~r~: dr. (1.14) 

Seja g a função definida em [O,R] por g(r) = nwnrn-1 + (nw0 f'l-1 )-1 • 

O que faremos agora é minimizar o funcional 

~obre o conjunto V= {f: [O,R] ---t IR: f E L2[o,R], í'2g E L1 [0,R], 

f( O) = 1, f( R) = O}. Primeiramente teremos de garantir a existência de um minimo. 

Seja Ín E V uma sequência que rniniiníza L em V. Note que V C W 1•2 [0,R] e 

Ín é limitada em 'W1
•
2 (0,R}, pois g 2:: ..\ > O em (O,R] implicando ,\ J: C dr S 

foR (f'n)2gdr < oo. 

Logo existe fE \\'1
•
2 [0,Rj tq fn -f fracamente em W1

•
2 [0,R}. Para 

a> O, defina o funcional La(h) = J:- (h')2 • gdr. Como g é limitada superiormente 

em (a,R], La está definido e é contínuo em W1•2[a,R]. A partir disto, da convexidade 

de La e da refiexividade de W1•2[a,R], concluímos que La é semicontínuo inferi­

ormente na t.opologia fraca deste espaço. Logo existe La(f) e limLa(fn) > La(f). 
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Mas Ín tende ao mínimo de L e L (fn) 1~ La(Ín) para a> O, 8B8im, La(f) :5 

lim L(fn) < oo independente de a. Logo 3L(f) e L( f)$ lim L(fn)· Observe 
0-+00 

que L(fn) é limitado, portanto, existe M >O tq ll~llv :s;M Vn. Logo, aplicando 

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos, V'x0 , h tq (x0 , x0 + h) C [O,R}, que 
rxo+h 

lfn(xo +h) - Ín(xo)l ~ lx l~ldx ~ h
1
hM

1
12 independente de n. Portanto, 

Ín é limitada e equicontínua~ Usando o Teorema de Arzela-Ascoli, concluímos que 

existe uma subsequência Ín" que converge uniformente a f. Podemos supor s.p.g. 

que fna. é a própria Ín. Logo f( O)::: 1 e f(R) :::0. Assim, f E V. 

A partir disto e da forma integral de L, conclui-se que 

V'fJ E C~(O,R). 

Note que para tais fl's, f+ft'J E V Vf >0. Logo f'g é identicamente constante 

(f g =C). Portanto, 

minL-= L(f) = fa f 2 gdr =la fCdr::: C(f(R)- f(O)) = - C. 
v lo o 

Isso nos dá 

f'= -minL· (g)- 1
, 

v 
(1.15) 

garantindo a unicidade do mínimo de L em V. Observe que f{lxl) E W e f é 

decrescente. Logo J(í(lxl)) = L(f). Portanto, mwinJ $ ~L. Mas também vale 

que o mínimo de J é da forma f(lxl) ,·onde f é decrescente e, assim, por (1.14), 

fEV. Logo ~inJ = J(í(lxl)) = L(f) ~ ~L concluindo que mwinJ = mvinL. A 

partir disto e da unicidade do mínimo de L em V. é fácil concluir a unicidade do 

mínimo de J em W. A igualdade (1.13) conclui-se de (1.15). O 

Uma questão de interesse é saber se W é muito menor que W~·2 (n). 

Logo, através dos Lemas (1.8), (1.9) e do Teorema (1.10), mostraremos que se 

u E W1·P(n), então u* é contínuo em (O,lS11). Também veremos, pelos Lemas (1,11), 

(1.13) e Teoremas (1.14), (1.15), que se uE W~·\n), então u* E Wt·!c(O, lnl). 
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1.8 LEMA: Seja n um aberto conexo. Sejám A e C conjuntos disjuntos tq A U C = 

n e IAI, ICI >o. Então existe B= Br(X) c n tq IB n AI ~o e IB n Cl >o. 

DEM: Suponhamos que não vale o lema. Assim, para Br(x) C 0, vale ou 

IBr(x) n AI =o ou IBr(x) n Cl =o. Sejam Ft = { Br(x) c niiBr(x) n AI = o} 

e :F2 - { Br(x) c njiBr(x) n Cl = O}· Os conjuntos U Br(x) e 
Br(x) E .,:1 

U Br(x) são abertos. Como n é aberto conexo, conclui-se que existem Br'l (x) 
B .. (x) E F'J 

E :Ft e Bry(y) E :F2 tq Br.(x) n Bry(y) f. </) . Por outro lado, IBr.(x) n Bry(y) n 

AI :5 IBrx (x) n AI =o. Conclui-se o análogo para B. Como n = A ú B, deduz-se 

que IBr,. (x) n Bry (Y)I = I Br,. (x) n Bry(y) n (A u B)j =o o que é absurdo, pois a 

intersecção de dois abertos não disjuntos tem medida. positiva.. O 

Oas.: Por raciocínio análogo podemos supor que B é um cubo. 

1.9 TEOREMA: Sejam n, A e C tais como no Lema (1.8). Então a função 

XA ~ W1·P(O). 

DEM.: Suponhamos que XA E W1·P(O). Logo XA E W 1•P(B), onde B é o cubo 

descrito no Lema (1.8). Podemos supor s.p.g que B = { (x1 , ••• , Xn) E IR 0 10 < Xi 

< 1}. Seja D= {(xt, ... ,x0 _1) E IRn-1 10 < Xi < 1}. Por teorema, existe uma 

função f tq f= XA q.s. e é absolutamente contínua ao longo de todos os segmentos 

de reta da forma s--+(y,s) com sE(O,l) e y= (x1, ... ,x0 _1) EV, onde VcD e 

Hn-1 (D\ V) =O. Chamaremos a estes segmentos de reta de ry. De f= XA q.s. , 

seque que 

}~ lf- XAidx =O , 

e pelo Teorema de Fu bini 

l11 

jf- XAI dsdHn- 1 
- O. Assim, 11 

l(f- XA)(y,s) l ds = O Vy E V' c v I 

onde Hn-1 (V\ V') =O. Podemos supor s.p.g que V' =V. Logo flr
7 

= XAir
7 

q.s. 

'Vy E V. Disto e de flrr ser absolutamente contínua Yy E V, conclui-se que ou 
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~r7 = 1 OU ~r7 =O. Sejam A' = {y E Vt l~r7 = 1} e C' = {y E V ~~r7 = O} . 

Temos A' LJ C' =V. Portanto, Hn-l ( D \A' Q C') =O. Logo 

IAI = L XA dx = lo 11 

fdsdnn-
1 

= r +. t fdsdHn-1 = r ldHn-L = Hn-1(A'). 
jA'lJ C' lo }A' 

Fazendo o mesmo com 1-XA, concluí-se que H0
-
1(C') = jCj. Também vale que 

se f E W 1•P(O), então existe so E (0,1) tq flox{•o} E W 1•P(Dx{so}). Além disso, 

~Dx{so} (y) = XA'x{so}(Y) Vy E V, pois se y E V, então y E A' ou y E C'. Se y E A', 

então, por definição de A' I f(y,s) = 1 Vs E (0,1 ), logo, f(y, ao) = 1 = XA'x{so}(Y, ao). 

O análogo pode ser feito se yE C'. Portanto, XA'x{•o} E W 1•P(Dx{s0 }), 

H0
"

1 (A') >O e Hn-1 (C') >O. Concluímos assim que se a nossa suposição vale 

para dimensão n~ então vale para dimensão n-1 e, portanto, para n = 1. Tal fato é 

absurdo1 pois se uma função está em W1•P ([a, h]), ela é absolutamente contínua, e 

as únicas funções características absolutamente contínuas em (a,b) são f= 1 e f= O 

o que contradiz IAI >O e ICI > O, ~ 

1.10 LEMA : Se u E W1·P(f2), onde p > 1 e n é um aberto conexo, então u'* é 

contínuo em (01 101). 

DEM: Suponhamos u"' descontínua em v0 E (O, 101). Como u*(v) é crescente, 

temos que 

lim u·(v) - li.m u'""(v) = a > O 
v.-v;j v-võ 

Por P(2) e P(3), a= l{s > a:Vu(s) = vo}j com a conveniente. Como Vu(s) 

é crescente, { s > a: V u(s) v0 } é um intervalo de comprimento a. 

Logo existem t 1 < t 2 dentro do intervalo tq Vu(td = V u(t2 ) = vo. Portanto, 

l{x:tl ~ u(x) < t2}1 = Vu(t2)- Vu(tl) =0. Seja f:lR - 1R dada por 

{ 

1 para t ~ t2 

f(t) = t~-_t{1 para t1 ~ t 

O para t < h 
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Então íou E W1•P(O) e íou = X{u~c2} q.s., pois se u(x)$ h, então 

fou(x) =0; se u(x) ~ t 2 , então fou(x) =1. Assim, fou =f; X{u~t2 } somente em 

{ x: t 1 < u(x) < t2} cuja medida é zero. 

Por outro lado, I {x: u(x) < t2} I = V u(t2) = vo > O e 

l{x:u(x) ~ t2}l = 101 - vo >O 

Daí chegamos a uma contradição com o Teorema (1.9). Logo u* é contínua em 

(O, 101). 0 

1.11 LEMA: (Uma versão da desigualdade isoperimétrica): Seu E W1•2 (0), então 
~ 1/ (I OI - V u(t)) u $ n-1w; nHn-l ( { u = t}) q.s .. 

DEM.: Para quase todo tE (inf u, supu), I { u = t} I =O. Trabalharemos com tais 

t's. Dado t, seja k Em. tq t + k E (infu, supu) e l{u = t + k}j =O. 

{

O se s<t 

h( 8) = 8 - t se t < s < t + k . 

k se 8e~t+K 

Defina h : 1R ---+ 1R por 

A função h é de Lipschitz. Portanto, h ou E W1•2 (!2). Pela definição de h, temos 

que h ou E W~·2(0). Logo podemos usar a desigualdade de Sobolev, 111/JII.t:r < 

n- 1w~ 
1

/nll\71j~lh, para 'ljl = h o u. 

, i)hou=(u-t)X{t$u<t+k}+kX{u~t+k} e 
Tambem valem: 

ü) \7(h ou)= h'(u) · \7u = \7u · X{t<u<t+k} q.s .. 
Justificativa de (i): se xE {u < t}, então u(x)<t e a.ssim, h(u(x)) =O 

(u(x) - t)X{t:Su<t+k}(x) + kX{u~t+k}(x); se xE {t $ u < t + k}, então 

h(u(x)) = (u(x)- t) = (u(x) - t)X{t$u<t+k}(x) + kX{u~t+k}(x); e se xE 

{u ~ t + k}, então h(u(x)) = k = (u(x)- t)X{t:Su<t+k}(x) + kX{u~t+k}(x). 
Justificativa de (ii): supondo xE {u < t}, então h'(u(x)) =0, logo h'(u(x)) · 

9'u(x) = O = (\7u · X{t<u<t+k}) (x); no caso xE {t $ u < t + k}, entã.o 

h'(u(x)) = 1 q.s."*" 1 , pois embora não exista derivada de h em t , por hipótese, 

l{u = t}l =0. Assim h'(u(x)) · \7u(x) = 'Vu(x) = ('Vu · X{t<u<t+k}) (x); 

10ss.: Os q.s.~s acima significam quase sempre no conjunto em questão. 
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quando xE {u ~ t + k}, então h'(u(x)) ' =O q.s.*, pela mesma razão do caso 

anterior. Logo h'(u(x)) · Vu(x) =O= (Vu · X{t<u<t+k}) (x). De (i), (ü) e da 

desigualdade de Sobolev, temos 

n-•w; 1

/n j~ IVuiX{t<u<t+k}dx ~ 
.Q:.J. 

~ (fn [(u- t)x{t~u<t+k} + kx{u~t+k}]if-'r dx] a 

> [r [k:~' {u~ t+k}] ~ dx] ";

1 

= k (r dx) ~ -
Jn J{u~t+k} 

.Q:.J. 
k(lnl - Vu(t + k)) a 

Pela fórmula da coá.rea, 

11VuiX{t<u<t+k}dx = 100 1 X{t<u<t+k}dHn-lds 
n -oo {u=s} 

1Hk 1 lHk = dHn-1 ds = Hn-1 ({u = s}) ds. 
t {u=a} t 

Disto e da desigualdade anterior, temos 

(1.16) 

Note que esta desigualdade vale para .todo t e k do início da demonstração. Se 

dividirmos a integral de ( 1.16) por uma sequência qualquer de k's que tende a 

O. teremos que este quociente convergirá a Hn-1. ( { u = s}) q.s. . Tomando uma 

sequênc.ia especial de k's para os t's onde exista esta convergência e usando ( 1.16), 

concluímos que 

A partir disto e de V u ser monótona, segue-se o resultado. <) 
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1.12 OBSERVAÇÃO: Se to E (infess u,supeés u) é tq H0
"

1 ( { u = t 0 , l~ul = O}) -

O, então, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que 

(1.17) 

Pela parte (i) de P(8), temos que Vu(t0 ) < 101. Disto e do Lema (1.11), temos 

que H0
"

1 ({u =to}) >0. Logo, se J{u=to} l~uldH0"1 e f{u=to} I'Vul- 1dHn-l são 

finitos. então são positivos também. O 

1.13 LEMA : Seja u E W1•2 (0). Sejam v E (o, IOI] e h> O tq v+ h E (o, IOI]. 

Se u*(v +h) > u*(v), então Vu(u*(v)) + l{x E O:u*(v) ~ u(x) < u*(v +h), 

j'Vu(x)l = O} I ~v. 
DEM: Seja e >O tq u*(v) + E < u*(v + h). Pela parte (i) do Lema (1.16)*, 

segue que 

Vu(u*(v)) + l{x :u*(v) ~ u(x) < u*(v +h); l~ul = o}j- Vu(u*(v) +E) 
ru•(v) r 

= 1-oo J{u=s} l~ul-ldHn-lds + j{u < u*(v), l~ul = o}l + 

j{u*(v) ~ u < u*(v +h): l~ul = o}l-

/_

u•(vJ+C f 
- I'Vuj-1 dHn-1 ds -l{u < u*(v) +e, l~ul = o}j = 

-oo i.u =e} 

1u•(v)+C 1 · 
- !~ul- 1dHn-1 ds+ 

u*(v) {u=s} 

+ l{u*(v) +e ~ u < u"'(v +h), l~ul = O}l. 

Assim. fazendo f --+ ú~ conclui-se que 

Vu(u*(v)) + l{u*(v) ~ u < u*(v +h), I'Vul = o}l- pmo Vu(u*(v) +E);?: o. 

"'ÜBS.: A parte (i) do Lema (1.16) não utiliza o Lema (1.13) ou qualquer uma de 

suas consequências. 
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Como )im
0 

V(u"'(v) + f) ~v por P(7), segue-se o resultado. O 

1.14 TEOREMA: Se u E W 1•
2(!1), onde n é um aberto conexo de m n' ou se 

u E W~'2 (!1), onde S1 é um aberto qualquer de ffi n, então u* é absolutamente 

contínua em qualquer (a,b] C (0, lfll). 

DEM: Sejam a e b reais tq (a,b] C (O, 1!11) . Primeiro demonstraremos que u* é 

absolutamente contínua em (a,b] quando uE W~·2 (!1). Sejam v e h tq v, v+ h E 

[a,b]. Pela parte (i) do Lema (1.16), 

Vu(u*(v +h)) - Vu(u*(v)) - l{u*(v) ~ u < u*(v +h), I'Vul = o}l 

= lu*(v +h r I'Vuj-ldHn-1 ds. 
u•(v) J{u=a} 

Logo, aplicando o Lema (1.13) e P(6) para Vu(u*(v +h)), temos que 

(1.18) 

Pela parte (i) do Lema (1.16) , Hn-1 ( { u = t, j'Vul = O}) =O q.s .. A partir disto e 

da Observação (1.12}, segue que 

No te que as integrais em ( 1.19) são finitas quase sempre, basta aplicar a fórmula. da. 

coárea para g= V'u e g=l. Usando (1.18) e (1.19), temos 

[ ] 

- 1 
l.l'"(v+h) r . . [H0 - 1 ({u = s})] 2 r IVuldHn-l ds ~h. 

J u. (v) J {.u = I!>} 

Disto e da. desigualdade isoperimétrica~ concluímos que 

(1.20) 

33 



Cornos~ u*(v+h), Vu(s) ~ Vu(u"'(v+h),. DiBtoedeP(6), Yu(s) ~v+ h ~b. 

Logo (101 - V u(s)) ~ (IOI - b) >O. Portanto, 

*( ) [ l-1 J(n-1) •U V+ h 
n2w~ln (101 - h) D j . . r I'VuldHn-l ds ~ h. 

u*(v) J{u=•} 

Seja C a constante que acompanha a integral acima. Logo, para qualquer coleção 

de intervalos disjuntos em [a,b) da forma (vi, Vi + hd, tem-se 

c r [ r IVuldHn·l]-l ds ~ L hi , 
JA J{u=s} 

(1.21) 

onde A= U (u"'(vi), u"'(vi + hi)]. Pela desigualdade de Cauchy-Schwa.rz, 

[ ] 

1/2 

J, IVuldHn-1 

L: u*(vi + hi) - u*(vi) = 11ds < r {u=·} ,_
12 

da ~ 
A J A [J I'VujdHn-1] {u=e} 

~ ( r r j'VuldHn-1 ds) 1f2 ( r [ r . IVuldHn-1]-1 ds) l/a 

JA J {u=s} JA J{u=s} 

(1.22) . 

Aplicando a fórmula da coárea à desigualdade ( 1.22}, temos 

Disto e de (1.21), conclui-se que 

L:= u *(v, + h,) _ u*( v,) ::; [c-' L J'VuJ' dx . L:= h,] '" 

Portanto, u* é absolutamente contínua em [a,b]. 

Agora demonstraremos o teorema para o caso u E W1•2(f!), onde n é 

conexo. Seja U a simetrização de u. No Exemplo (1.7), vimos que U* = u* em 
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(o, 1111]. Portanto, se provarmos que U"' é a.osoluta.mente contínua. em compactos de 

(0, 1111), estará demonstrado o resultado. Sabemos que U E W1 •2 (Br) (Ver [B], pa.g. 

55, Teorema. 2.2 ), onde Br é uma. bola. de raio r. Como U é uma. simetriza.ção, então 

U +c E W~'2(Br) 1 onde c é uma. constante conveniente. A partir disto, do caso 

anterior e da. parte (ili) de P(13), concluímos que U"' +c é absolutamente contínua. 

em compactos demonstrando o teorema.. ô 

1.15 TEOREMA: Supondo as mesmas hipóteses do Teorema. (1.14), então u E 

wt~c(n). 

DEM: Basta. mostrar que f~b ( u•' ) 
2 

dv < +oo pa.ra. qualquer [a.,b] C (o, j!ll) . 

Analogamente a.o Teorema. (1.14), faremos primeiro uma. demonstração para. u E 

W~·2 (0). Depois, usando a simetriza.ção deu, concluiremos o teorema quando u E 

W 1•2 (0) para O conexo. 

Se no Teorema. (1.14) tivéssemos tomado A= (u"'(v) , u*(v + h)], onde 

v E [a,b] e v+ h E [a' , b'] com O< a' < a < b < b' < !OI, e não usá.ssemoa a. 

fórmula da coárea. em {1.22), t eríamos concluído, a. pa.rtir de (1.21) e (1.22) , que 

u*(v + h) - u*(v) ~ - . r r IVuldHn-1 ds . (

h u*(v+h) ) 1/2 
C Ju•(v) J{u= s} 

Assim: 

. · 2 
(u*(v + h) - u*(v)) 

h2 
-1 1u*(v +h} l 

~ c h IVuldHn-1 ds. 
u*(v) {u = s} 

(1.23) 

Note que estamos supondo h >O . Agora, integrando a inequação em relação a. v, 

obtemos 

l b (u*(v + h) - u*(v)) 2 c-1 1b J.u"<v+hl 1 
dv ~ -h IVuldHn-1 ds dv. 

a h a u•(v) {u=s} 

Disto, deu* ser absolutamente contínua. e de B---+ r IVuldH11-l ser Lebesgue-
l{u=s} 
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mensurável, podemos fazer uma troca de vtirlável na integral da direita obtendo 

t (u*(v +h~- u*(v)) 
2 

dv ::; 

,-1 lb 1v+h (1 ) _1 

:5 c h IVuldHn-1 u*' (x) dxdv = c h I , 
a v {u = u*(x)} 

onde I é a. integral tripla. da. direita.. Para cada. v, podemos definir y = x- v e fazer 

uma. troca. de variável obtendo 

I = rb rh 1 IVuldHn-l . u*' (y + v) dy dv. 
la lo {u=u*(y+v)} 

Se aplicarmos o Teorema de Fubini e em seguida fizermos uma troca de variável: 

obteremos a seguinte estimativa 

I = rh rb 1 IVuldHn-1 . u*' (y + v) dvdy = 
lo la {u=u*(y+v)} 

la
h 

1
u*(y+b) ~ 

O u*(yta) {u•u} 
I'VuldHn-1 ds dy :5 

~ rh j+oo r I'VuldHn-l dsdy ~ h r I'VuF~dx. 
lo -oo l{u=e} ln 

A última desigualdade veio da fórmula. da coá.rea. Assim~ 

f ( u*(v + h~ - u*(v)) 
2 

dv ::; c~' · h L JVul 2 dx = c- 1 L JVuJ' dx. 

Como a estimativa independe de h, segue-se o Teorema (ver [G.TJ, pag. 162). O 

1.16 LEMA: Seja dVu(t) a medida de Lebesgue Stieltjes induzida por Vu(t) para 

u E W1•
2(S1), então 

(i) dVu(t) = r I'Vul- 1dHn-1 dt + dS(t) I 

J {u =t} 

onde S(t)= !{u < t} n {I'Vul =o} I· Se uE Wà•2 (0) ou se uE W 1 •
2 (f2) , onde n 

é conexo. então 

(ii) u*'(Vu(t)) ~ (r I'Vul-1dHn-l)-

1 

q.s. em (infessu,supessu). 
hu=t} . 
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Se dS(t) é puramente descontínua*, então valem: 1) dS(t) = L l{u = ti}ld6l1(t), 
i 

onde os ti's são enumeráveis e tq I{ u = ti}j > O; 2) a igualdade em (ü). 

DEM: (i) Note que Vu(t) = j{u < t}l = l{u < t, I"Vul > O}l + l{u < t, 

I"Vul = O}l · Seja g= XE(l)I"Vuj- 1
, onde E(t)= {u < t, j"Vul > o}. Logo 

IE(t)l = L g\"Vu\ dx. Disto e da fórmula da coárea 

IE(tll = i:~ iu=•l x{u <I, IV' ui> o} . IV'ul-'dH""' ds = 

1' r X{IY'ul o} . l\7uj-1dHn-1 ds . 
- oo Jfu= s} > 

Onde I"Vu\ =0 adota.remos\"Vu\-1 = +oo. Também temos 

o= L x{I"Vut=o} . I"Vuldx =i: iu=t} x{I"Vui=O} dHn-ldt 

Hn-1 ( { u = t, I"Vul = O}) = O quase sempre. (1.24) 

Portanto, 

Logo IE(t)l = 1' r IY'u\- 1dHn-i ds. Entã.o 
-oo J {u =s} 

'X) 

teU ma medida é puramente descontínua se é da forma L CídÓt;, onde dót; é a medida 
i= 1 

de massa um concentrada em ti. 
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(ii) Primeiro mostraremos que1 u*· (Vu(t)) = ~ q.s. em (iníessu, 

supessu). Seja A= {tE (infessu. supessu):não existe u*'(Vu(t)) }. Logo, por 

P(8), Vu(A) c {v E (0, jnl): não existe u*' (v)} = B. Portanto, u* (Vu(A)) C 

u*(B). Sabemos que u* é absolutamente contínua localmente em (O, jS11) pelo Teo­

rema. (1.14) e IBI =O, pois u* é cescente, logo lu*(B)I =O e, assim, lu* (Vu(A)) I =O. 

Por P(12), u*(Vu(A)) =A. Logo IAI =0. Seja. C= {tE (infeasu, aupesau):não 

existeV~{t)}. Portanto, ICI =0. EntãoiAUCI =0. Seja to E (AuC)c n{iníessu, 

sup ess u). Temos que existem V~(to), u*' (V u(t0 )) e 

V' (to) = lim V u(t) - Vu(to) = lim , Vu(t) - Vu(to) 
u t-to t- to u*(Vu(t)) - u*(Vu(to)) 

1 

Assim, segue-se a igualdade q.s .. Logo u*' (Vu(t)) é mensurável. Pela parte (i), 

(1.26) 

Como S(t) é crescente e a integral que aparece em (1.25) é absolutamente contínua., 

então 

Logo •' ( ) 2:: ! l\lul-1 q.s. o que conclui (ü). Para completar o lema, 
u Vu(t ) {u=t} 

note que a parte descontínua da medida S(t) é da forma E CidÓtp onde q -

lim S(t)- S(ti) = lim j{ti :S u <·t,l\7ul = ü}l = lim n {ti :S u < 
t-t:t" t-t:t" n-oo 

• • k=n 

t; + ~· l\7ul = O} - I { u = tk, l\7ul = O} I· Logo a parte descontínua da medida 

dS(t) é 

dSs(t) = L l{u =ti, l\7ul = o}ldótl· 
t; < t 

Se dS(t) for puramente descontínua, então dS(t) = dS5 (t) o que conclui o lema. 

<> 
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1.17 PROPOSIÇÃO: Se t/J é um ponto crítko do problema (1.1) e (1.5), então 

(i) r I'Vf/lldHn-1 ~ J(f/1) ( 2 S2(t) ) q.s., 
J{t/J =t} s (t) + 1 

onde S(t) = Hn-l ({t/1 = t}), e 

(ü) O :S ,p•' (v) :S J( t/J) ~ . 

{ 1 + n2w:ln (101 - v) .. } 

DEM(i): SejaS(t)= Hn-1 ({tP = t}). Por(1.24)doLema(1.16),vale 

Hn-1 
( { tP = t, l\7 t/11 = O}) = O, (1.26) 

para quase todo t. Também temos do Lema (1.16) que 

r I'Vt/JI-1 dHn-1 < 00 quase sempre. 
itt/J=t} 

(1.27) 

Finalmente, aplicando a fórmula da coá.rea, temos 

! co r I'Vt/JidHn-1 d t = 11'Vt/JI2 dx < oo, 
-oo J {t/J=t} n 

de onde se deduz que 

r l\lf/lldHn-t < oo q.s .. 
J{t/J=q 

(1.28) 

Logo, para os t's que satisfazem (1.26), '(1.27) e (1.28), concluímos pela Observação 

(1.11), que r IV"t/Jidiin-1 e r I'Vt/JI-1 dHn-l são positivos e, portanto, vale 
J {t/J= t} ht/J=t} 

Aplicando a parte (ii) do Lema (1.16), temos que 

(1.29) 
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para quase todo tE (inf ess ,P, sup ess,P ). Para os t's no complementar deste inter­

valo, vale a. desigualdade do enunciado, pois aplicando a fórmula. da coá.rea. con­

cluímos que S(t) =O q.s. em ( -oo, infess ,P) U(supess ,P, +oo). De (1.29) e do Teo­

rema (1.6), segue que 

Isolando J{ t/1 = t} IV 1PidHn-l conclui-se o resultado. 

(ii) Vimos na parte (i) que 

(Hn-1 ({1P = t}))2 ~ r I\71PI-ldHn-l r l\7t/JidHn-l < 
J{tJ!=t} J{t/l=t} . 

~ r I\7,Pj-1dHn-l (J(,P)- tt>*'(V.p(t))) q.s .. 
htJ!=t} 

A última desigualdade segue do Teorema (1.6). 

Agora usaremos a. desigualdade acima. e uma. versão da desigualdade iso­

perimétrica (ver Lema (1.10)). Dela segue 

Disto e da. parte (ü) do Lema {1.16), para quase todo t tq tJ>*' (Vt/l(t)) :;60, vale 

Isolando v/ (V"' ( t)) conclui-se que 

Claramente esta desigualdade continua valendo se ,P*' (V .p ( t)) = O , assim, esta. vale 

quase sempre. Agora veremos que vale a desigualdade do enunciado. 
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Seja voE (0,1111]. Seja to= sup{t:Vt/l(t) < vo}. Logo, pela conti­

nuidade à esquerda de V v,, V,p(to) ~ voe, por definição de to, lim VtJ!(t) ~ v0 . 
t-tt 

Portanto. 

q.s. em (O, to}, pois neste intervalo VtJ!(t) ~ v0 • 

Logo tf'*' (V,p(t)) ~ J(t/J) (1 + n 2w:111 (1111- vo)a-n• 1~/n]-l q.s. em (O,t0]. 

Observe que t/J* é absolutamente contínua em (o, 1111] , pois t/J* é absolutamente 

contínua em compactos de (0, 1111), é decrescente e contínua em [o, 1111]. 

Primeiro, suponha que vo < lim V 1,t•(t). Portanto, usando a última 
t-tt 

desigualdade, o fato de 1/J* ser absolutamente contínua e a Propriedade (17), conclui-

se que 

onde h é tq vo + h ::S V ,p(tci). Conclui-se assim que 

Agora suponha que v0 = lim Vt/l(t). Seja t1 > t0 tq V,p (td seja tão 
t-t+ o 

próximo devo que permita concluir qu~ 

[ 1 + n2w ,,ti (1111 - V ,p(tl)) :a - 11'1..-fn] - 1 < 

< i+ [1 + n2w~{2n(l111- Vo):a-11'1-fn]-1 

Fazendo o raciocínio do primeiro caso, pois vo < Vlb(tl) ~ Vv, (ti) (ver P(9)), 

conclui-se que 
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Como E >O é arbitrário, concluímos que vále (1.30). Portanto, não só concluímos 

que para todo v que tem derivada vale a desigualdade do enunciado, como também 

que o limte superior das razões incrementais são limitados por esta cota para todo 

v. <> 

1.18 OBSERVAÇÃO: Usando a idéia de um método numérico introduzido por Ha.rold 

Grad. abordaremos um meio geométrico de analisar o problema variacional. Para. 

isto, definiremos em W um funcional D, que só depende das curvas de nível da. 

função em que está. sendo aplicado, isto é, se 1/11, 1/12 E W possuem a mesma. família 

de curvas de nível, então D( 1/11 = D( 1/12). Primeiro, dado 1/J E W, defina 

Observe que se duas função ..Pt e 1/J2 tem os mesmos conjuntos de nível, 

então as suas respectivas V 1 e V 2 são iguais. 

Agora.sejaK(v)= r_ IV'VIdHn-l. 
J{V(x)=v} 

( 
rnr ) -l 

Finalmente, defina D(,P) = 1 
1 

+ 
1
K(v) dv Veremos que o 

funcional D tem certas semelhanças com o funcional J. O ideal seria que D possuísse 

mínimo e este fosse igual a.o mínimo de J. Entretanto~ esta. é uma questão em aberto. 

Porém! se D satisfizer 

(i) D tem um ponto de mínimo 1/Jo em W, 

(ii) existe a> O tq ,Pô' (v) >a q.s. e 

( iii) existe b > O tq 1/Jt' (v) 2:: b q .s. , onde tjJ1 é ponto de mínimo de J em \V, 

então min D = min J . 
w w 

As condições (i) e (ii) garantem que min D 2:: rnin J , enquanto (i) e 

(iii) implicam em rnin D $ minJ . Inicialmente veremos ser possível supor que 

tbô(O) =O. Suponhamos que t,Vô(O) = to E [-oo, O). Logo, por P(8), infess 
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1/Jo <O e, portanto, I{ t/>o < O }I = vo :>O. Seja 1/JJ a parte positiva de t/>o. 
Note que se xE {1/Jo ~ 0}, então vwt(l/Jó(x)) = vwt(O) = I{1Pci < O}l =0, e 

se xE {,P0 > 0}, pela demonstração de (i) de P(16), segue que Vwt(t/Jci(x)) = 

Vw0 {1/lo(x)) > V,p0 (0) ~ vo. Assim, {vwt(l/JÓ(x)} =v}= (/)quando vE (O,vo) 

e Y.;t o t/J'Í = Vt/Jo o t/Jo em {v,pt(tPd(x)) =v} = {Vt~Jo(l/Jo(x)) =v} para 

vE (vo,lnl). LogoKwt(v) =Oem(O,vo)eKwt(v) = K(v)em (vo,lnl). Portanto, 

D( t,bci) ~ D( t/>o). 

Agora veremos que para uma f conveniente) estritamente crescente~ vale 

/ IV(f o 1/JoJidHn-l +(f o 1/Jo)*' (Vrow0 (t)) = 1 q.s. em (O, supesstl'o). 
j {Co ~Po = '} 

t 1 
Seja f(t) = Jo ds. 

o r IV'1/JoldHn-l + t/J~' (Vwo(s)) 
J {t/lo=•} 

Note que como ,p~' (v) ~ a q.s., 1/J'b leva conjuntos de medida positiva em conjuntos 

de medida positiva. Assim, dado um conjunto B C [0, sup ess 1/Jo] de medida O, 

então !Vy,0 (B)I =0, pois por P(12), B= t/J~(Vy,0 (B)). Logo Vy,0 é absolutamente. 

contínua e, portanto, 1/{ (V V>o (s)) ~a q.s. em (o, sup ess t/J0). Disto, concluímos 

que o integrando é positivo e limitado superiormente por a - i. Logo f é limitada 

superiormente q.s. por a- 1• Também temos í' >O q.s., pois existe ,p~ ' (V,p0 ) e, pelo 

Teorema (1.17) , existe r IV'1/JoldH0
-l q.s. Logo f é estritamente crescente e 

J(wo=s} 

deLipschitzcomf(O)=O. Portanto,fo,P0 E W~·2 • ApartirdistoedeP(14),temos 

que 

r j'V(f o .,P0 )jdHn-l + (f o 1/Jo)*' (Vro w0 (t)) = 
J{fot/lo=t} 

f l"(s)IV'1PoldHn-l + f'(s)t/J~' (Vro ,p0 (t)), (1.31) 
}( 1/Jo = s} 

onde s= 1 1(t). Também temos, por P(14), que Vrot~Jo(f(s)) = Vt~J0 (s). De (1.31) 

43 



e da. definição de f: conclui-se que 

f j'V(f o t/'o)jdHn-l +(f o t/Jo)*' (Vro,p0 (t)) -
J {f o 1/lo = t} 

í'(s) [r I'V.PoldHn-l + .p~' (V,po(s))l = 1.(1.32) 
J {tJifJ = sl 

. -i - . 
Observe que multiplicando f por c0 = (f(supesstf10 )) temos que (c0 f) o t/Jo E W. 

Seja. f1 = eof. Note que ft(sup ess t/Jo) = 1 e ft (O) =O. Também temos, pela. 

demonstração do Teorema. (1.6) e por (1.32), que 

J(ft o t/Jo) = t [ r I'V(ft o t/Jo)ldHn-1 + (ft o t/Jo)*' (Vrl o tJio(t))] dt Jo J{fto 1bo=i} 

= 11 

co · 1 dt = (f(supesstPo)) -t. 

Agora. veremos que 

K(v) = f- v~o(tPo(x)) . IVtfioldHn-l < 00 q.s .. 
i{v=v} 

De tJ~õ' (V ,p0 (s)) ~a. q.s. e de P(12), segue que V t/Jo é de Lipschitz e, a.ssrm., 

Vt/Jo(tPo(x)) E W 1•2 (0) e 'VV = (V~o o t/Jo) · 'Vt/Jo. Portanto, para. O' = {a. :5 
V :::; b } , temos 

Por raciocínio análogo, 

11'VVI2 dx = 1b K(v) dv. 
n' a 

Como a. e b são arbitrários: concluímos o desejado. Assim, 

D(tPo) = 
) 

-i 

1n1 1 (1 1 + f- v~,I'V.PoldH"-' dv 
{V=v} 
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Por P(9), V.p0 é estritamente crescente. Logb {V.p0 o 1/Jo =v} = {1/Jo = v;!Cv)}. 

A partir disto: de V .Po ser absolutamente contínua e fazendo a mudança de variável 

v= Vt,~~0 {s), segue que 

) 

-1 

supess.Po V' (s) 
D( 1/Jo) = 1/Jo ds (1 1 + v~,(s) /, \'V.PoldH~' 

{.Po=s} 

Por P(12), 

(lsupess.Po (t/IS' {V ,p0(s))) -l ) -l 

D( 1/Jo) = ds 
0 1 + (1/Jô'(Vt/lo(s)))-

1 r 1~1/JoldHn-:1 
J{,Po =a} 

(1supe86fjlo 1 ) -l 

1 
ds .(1.33) 

0 1/J5' (V ,p0 (s)) + l~t/>oldHn-1 
{1/lo=s} 

Agora faremos a troca de variável s = Ç 1 
( t). Como f é absolutamente contínua com 

f! >O q.s., então fl 1 é absolutamente contínua. Assim, 

-1 

(ft l)'(t) dt 

r/JS' (v1Po(f11(t))) + r 
1 

l~t/JoldHn-t 
J{~o =Ç (t)} 

-1 

f . l ) r,_ (fl (t) 

De ( 1.32) e f1 = cf, temos que o denominador do integrando em ( 1.33) é igual a 

(f(supess!j10 ))-i. q.s. em (0, supess,P0 ). A partir disto, de fl 1 ser absolutamente 

contínua e de (1.34), podemos dizer que 

[ 

1 ]-
1 

1 
D(,P0 ) = 1 f(sup ess t/Jo) dt = f{sup ess t/Jo) = J(f1 o t/Jo) 2: m~n J. 
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Portanto, min D 2:: min J em W. Vejamos a; outra desigualdade. Podemos concluir 

de forma semelhante que 

Disto e do Teorema ( 1.6 ), segue que 

Logo min D :::; min J. <> 
w w 
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CAPÍTULO 2 
O Problema Variacional para Funções com Conjuntos de Nível Convexos 

Quando o domínio n for convexo: é natural esperar que os conjuntos de 

nível do minimiza.dor de J em W também sejam convexos. Por esta razão definiremos 

um subespaço de funções de W. Os conjuntos de nível das íunc;ões pertencentes a 

este subespft.ÇO llâo convexos, embora a. definição inicial nã.o "eja. exa.tft.mente ~tA. A 

seguir mostrsremOB que J é minimizado neste novo conjunto. O nOBSO desejo seria 

que um destes mini.mizadores também optimizassem J em W. Nos capítulos 3 e 4 

mostraremos resultados que nos fazem acreditar que tal deva ocorrer. No entanto~ 

esta é uma questão em aberto. 

Alguns teoremas deste capítulo foram inicialmente provados em (L.S.] 

para o caso bidimensional. No entanto. apresentaremos novas demonstrações válidas 

em qualquer dimensão finita. Este é o caso do Teorema ( 2.7) cujoe argumentos da­

dos em (L.S.] só podem ser feitos em duas dimensões. A Proposição (2.5) também 

foi demonstrada em (L.S.] somente para o caso bidimensional, no entanto, o mesmo 

poderia ser feito mais geralmente. A demonstração apresentada naquele traba­

lho. embora interessante. é também complexa devido a argumentos extremamente 

geométricos. Em seu lugar outra demonstraçào será dada. 

2.1 DEFINIÇÃO: Para n aberto, convexo e limitado defina Cp = {u E W 1 ·P(f2): 

exista um conjunto {tn} denso em (infu,sup u) e exist.am conjuntos convexos Cn tq 

u ~ tn q.s. em Cn eu~ tn q.s. em O\ Cn}· 
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2.2 OBSERVAÇÃO: Podemos dar uma car~teriza.ção mais simples e mais precisa 

para Cp: Cp = { u E W1·P(fl): Vt E (infu, supu), exista C conjunto convexo tq u ~ t 

q.s. em C eu< t q.s. em n \C}. 

De fato, dado tE (infu, supu), sejam {tn} e {Cn} da Definição (2.1) tq tn l t e 

tn i: t. Seja C= n Cn. Logo C é convexo. Além disto, 
n 

• u 2: t em C q.s: Sejam F n = { x E Cn: u(x) < tn}. Pela definição de C0 , 

IFnl =0. Seja F= UFn. Logo IFI =0. Se xE C\F, então xE Cn ex~ Fn 'Vn. A 
n 

partir disto, u{x) ~ tn 'Vn e, assim, u(x) ~ t. Portanto, u ~tem C q.s . . 

• u < t em 11\ c q.s.: Sejam En = {X ~ Cn: u(x) > tn}. Pela definição de 

Cn, lEal =0. Seja E= UEn. Logo lEI =0. Se xE (11\C) \E, então xE 11\C 

e, portanto, existe no tq x ~ Cno. De x ~E, segue que x ~ En 'Vn, logo x ~ E00 • 

De x~ E00 ex~ C00 , temos que u(x)~ tno <t. Assim, u<t em (!l\C) \E 

justificando a observação. ô 

2.3 OBSERVAÇÃO: Seja ue CP. Dado te(infessu,supessu), sejam (tl,n) subse­

quência de (tn) tq t 1,n l t(t1 ,n -:/; t) e C1,n os respectivos conjuntos convexos. 

Analogamente, sejam (t2,n) subsequência de (tn) tq t2,n l t (t2,n -:/; t) e C2,n os 

conjuntos convexos associados. 

Note que {u = t} difere de f(t) por um conjunto de medida zero, pois pela de­

monstração da Observação (2.2), u ~ t q.s. em n Ct,n eu< t q.s. em 11\ n Ct,n· 
n n 

Por outro lado, u > t q.s. em U C2 ,n: se x E U C2 ,n \F, onde F está. definido na 
n n 

Observação (2.2): então existe no tq x E C2,no ex~ F no· Assim, u(x) 2: tn0 > t . 

Também vale u:s;t q.s. em O\ ycz,n: Se xE (O\ ycz,n) \E, 
então X~ cl.n e X~ En Vn, logo u(x) ~ tl.n \In e, portanto, u(x) ~ t . 
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Assim, concluímos que se I{ u 1 = t} I > O, então f ( t) é uma região 

limitada pelas curvas convexas 8 ( (1 C1,n) e 8 ( y C,,n) . Se I { u = t} I =O, 

como os conjuntos n Ct,n e U C2,n são convexos, então f (t) é uma curva convexa. 
n n 

Se t = inf ess u, então tomaremos somente os conjuntos C2,n 's e pode ser 

mostrado que { u = t} e n \ u c2,n diferem-se por um conjunto de medida nula. 
n 

o mesmo pode ser dito para { u = t} e n cl,n quando t = sup ess u. ~ 
n 

2.4 LEMA: Se 1/Jn --+ 1/J em LP(O), então, para qualquer tEffi, existe uma 

sequência (tn) tq tn j t (tn # t) e 

DEM .: Como {V> > t} = (l {V> ;e: t- ~-}.então 

Seja k, tq O, ( { \Ó ;:: t - H \{V> ;e: t}) < ~- Note que 

O, ({\Ó :e: t- H\ {\Ó :e: t}) = (fl{ .. :e: t- H)\ {V> :e: t} 

{ ~ ~ t - :1 } \ { tP ~ t}. 

Logo I{ 1/J 2:: t - k
1

1
} \ {1/J 2:: t}l < ~ (2.1) 

Podemos supor s.p.g. que ~1 < ~- Como 1/Jn - 1/J em LP(O), então 1/Jn - .,P 
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em medida, assim, para n 2::: n1 , I1Pn - 1PI <. 2~1 em 0\E, onde lEI < ~- Podemos 

supor E= {x E O:I1Pn- t/11 ~ 2k1
}. Mostraremos, para n~ nt, as seguintes 

desigualdades: 

1~) j{ 1Pn 2::: t- 2~1 } \ {1P 2::: t}l 
{ 1/J ~ t - {

1 
} C { 1/Jn - 1/J > 2~1 } 

< 1 • 
2• 

c E temos que 

De 

I { vJn > t - 2~1 } \ { vJ ~ t - :
1

} I < lEI < ~ 
A partir disto e de ( 2.1), 

2"-) I{.P ;:: t} \ { .Pn ;:: t - 2UI < Í: 

{ 1/J - t/Jn ~ 2~1 } C E, então 

Como { 1/J ~ t} \ { tPn ~ t - 2~1 } C 

I {.p :::: t} \ { "'· :::: t - 2U I :;; lEI < ! 
4 

Concluímos assim que, para. n ~ nt, 

Se quiséssemos a. desigualdade para. ~, tomaríamos k2 > k1 e n2 > n1 

convenientes. Repetindo o processo sucessivamente, acharíamos, para.!.., km > km-1 m 

e nm > nm-1· Logo, tomando tn = t - 2~ 1 para. n E {n1, · · ·, n2} , tn = t - 2~1 
para n E { n 2, · · · , n3}, etc, segue-se o resultado. O 

2.5 PROPOSIÇÃO: Dados tPn E CP tq t/.'n --+ 1P fracamente em W 1•P(O) (p > 1) e 

tE (iní 1P, sup 1P ), então existe C conjunto convexo tq t/J ~ t q.s. em C e t/J ~ t q.s. 

em 0\C. 
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DEM: Se tPn ----+ t/; fracamente em W1·P(ü), então existe uma subsequência (tPnk), 

que podemos supor s.p.g. ser (t/>0 ), tq t/>n --+ V> em LP(ü). 

Pelo Lema (2.4), existe uma sequência (tn) tq tn jt, tn ~te 

Pela Observação (2.2), existem C0 's, conjuntos convexos, tq 

logo 

Tomaremos novamente uma subsequência (Cn1.), (t01J tq 

Chamaremos tais eubsequênci8B de (00 ) e (t0 ). 

00 00 

Seja C= U n Cn. Note que: 
k=l n=k 

12.) C é convexo. 

22) t/J ~ t q.s. em C: por raciocínio análogo ao da Observação (2.2), 1~ parte, 

concluímos que t/J ~ t q.s. em fl Cn 'v'k. Logo t/J ~ t q.s. em Ü ( fl Cn). 
n=k k=l n=K 

32) 1/J < t q.s. em ü\ C: sabemos que,· para k E lN *, vale 

{ ifJ ;:: t} \ C = { ifJ ;:: t} \ (Q ü Cn) 
.~ 00 00 

= n U ({t/1 ~ t} \ Cn) C U ({t/J ~ t} \ Cn) . 
k=L n=k n=k 

Logo 

I{ . > }\CI < ~ 1 1 
tp - t - L.,_; 2n = 2k-1 . 

n=k 
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Como k é arbitrário, temos que I{ 1/J > t} \ Cj =O, ie, I{ 1/J ~ t} n CCI =O, portanto 

1/J < t q.s. em 0\C. O 

2.6 TEOREMA: 0 funcional J possui mínimo em W nC2. 

DEM: Para demonstrar este teorema, basta usar a demonstração do Teorema. 1.1 

e a Proposição (2.5). O 

O ideal seria mostrar que o mínimo de J sobre W possui curvas de nível 

convexas. isto é. 

min J = minJ . 
wnc'l w 

esta: porém: é uma questão em aberto. 

2.7 TEOREMA : Seu E CP n 100 (0), p ~ n, então existe u tq u =u q.s. eu é 

contínua. 

DEM: 

1~ Parte: Sejam t 1 e t2 tq iníessu< t1 < t2 <supessu. Pela. Observação (2.2), 

existem 0 1 e 0 2 conjuntos convexos tq tfJ ~ ti q.s. em Oi e t/J < ti q.s. em 0\Cil 

onde i E {1 ,2}. Logo C2 C 01. Provaremos que OC1 n OC2 n O = (Í): 

(i) Iniciaremos supondo que 8C1 n 8C2 nO i= (/). Seja Po E 8C1 n 802 nO. Como 

t2 < supessu, l{u ~ t2}l >0. Logo IC2I >0. Distoedaconvexidadede02, temos 

int 02 f. f/). Seja y E int 02. Seja 6 >O tq B6(Y) C C2. Fazendo uma troca de coor­

denadas, podemos supor s.p.g. que y= O = (O, ···,O) e P 0 = (O, ·· ·,O, 1). Seja D 

um disco (n-1)-dimensional dado por D = B6(0) n { (xl, ... , Xn) E JR n: Xn = o}. 
Em (ii) veremos que os pontos da fronteira 802 , que estão acima de D, formam o 

gráfico de uma função côncava definida em D. 
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tii) Dado (a1, · .J., Cl'n-11 O) = P E D, considere a. semi­

reta r= { (al, .. . 'O'n-1, t) I t ~ o}. Como n é limi­

tado, então r ct. n. Seja t = in f { t I ( 0'1' . .. , O'n-1, t) 

~ C2 }. Veremos agora que o cone a berto R da fi­

gura está contido no int C2. De fato, existe tk T t tq 

(ali · · · , O'n-1, tk) E r n C2. Por convexidade de C2, o cone Rk com base D e 
co 

vértice no ponto (O'l! ... I O'n-ll tk) está contido em c2. Logo R= u Rk c c2. 
k=l 

Observe que, paras< t, vale (a1 , · · ·, a 0 _1,s) E intC2 e, para t> t, ocorre 

(at, ... , a 0 .t,t) ~ C2. Portanto,exísteumúnicot= ttqt>Oe(O't. ... , an-1 ,t) E 

8C2 demonstrando o que desejávamos. Assim, sejam f2: D - IR e F2: D - 8C2 

funções dadas por f2(0'1t ... , O'n-t , O) =te F2(0'1, ... , O'n-l!O) = (a~, ... , O'n-1 1 

f2 ( O't, · · · , O'n-t, O)). Podemos fazer o mesmo ra.ciocínio para C1 e n. Defina de 

forma análoga f e F para n, í1 e F 1 para. C1. 

OBSERVAÇÕES: ít(O) = f2(0) = 1; f2 (P) < f 1 (P) VP E D, pois o 

pedaço de 8C2 que está sobre D, está também abaixo de tJC1 já que C2 c C1; 

f1 e f2 são de Lipschitz numa vizinhança de y =O~ pois seus gráficos são côncavos. 

Tomando D menor, podemos supor s.p.g. que Ít e f2 são de Lipschitz em D. SejaM · 

a constante de Lipschitz. 

(iii) Agora veremos que existe um conjunto D' tq u(F1 (P)) < t1 e u(F2 (P)) ~ t 2 

para P E D', e Hn-1 (D\D') =O. Sabemps que ué absolutamente contínua em toda 

reta que passa por P, F2(P), F!(P) e F(P) para P E D1 C D, onde D1 é um conjunto 

conveniente tq Hn-1 (D\Dt) =O. Primeiro mostraremos que existe um conjunto 

D2 C D1 tq Hn-1 (D\D2) =O e u(F 2 (P)) "?: t 2 VP E D2 • Para isto, suponhamos 

o contrário. Então existe E c D tq Hn-1 (E) >O e u(F2(P)) < t 2 VP E E. Seja 

P E E n D1• Seja PF2 (P) o segmento de reta que une P e F 2 (P). Note que 

uiPF (P) é absolutamente contínua e u(F2(P)) < t2. Logo / X{u < t:~}dH1 = 2 jPF2(P) 

53 



ôp >0. Como a função P~ f X{~<t2}dH1 = (oo X{u<t2}nc,(P,•)dH1 

jPF,(P) lo 
é mensurável pelo Teorema de Tonelli, segue que En = { P E E n D : Sp > *} é 

mensurável. Como E n D - U En e Hn-1 (E n D) >O, conclui-se que existe no tq 
n 

o que é absurdo pela definição de C 2 • Assim, segue o resultado. A respeito de 

f e F definidas para !l, podErse dizer que f(O) > f1 (0) = f2 (0) = 1,. pois P 0 = 
(O, . .. , O, 1) E !l que é aberto. Como f é contínua também, podemos supor 

s.p.g. que f> f11 Í2 em D. Portanto, a região que está sobre 8Ct e abaixo de 80 é 

aberta. Logo, fazendo raciocínio análogo ao anterior, conclui-se que existe Ds C D 

tq Hn-1 (D\Da) =o e u(F1 (P)) ~ t 1 VP E D3. Assim, tomando D' = D2 n D3, 

concluímos (iii). 

Em (i v) veremos uma estimativa que irá permitir concluir a primeira· 

parte da demonstração. 

(iv) Seja P E D'. Logo 

1 1 
onde - + - = 1. Logo 

p q 
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Usando a constante de Lipschitz M, temos lft(P) - f2(P)I ~ lft(P) - ft(O)I + 
lf1 (O) - f2(0)j + lf2(0) - f2(P)j ~ MIPI + MIPI = 2MIPI :5 2Mr, onde r é o raio 

de D. Assim 

Portanto! 

Logo 
Wn-1~-l~t2 - ptl)P < r r jvruiP dHl . dHn-1. 

(2M) /q · r /q - Jo, JF2(P)Ft(P) 

Como p2::n,!: = p- 1 ~ n- 1 e, 8B8im, f- (n- 1) =a >O. Po~a.nto, 
q q 

onde nr é a. região limitada. pelas superfícies l1C1, 1102 e pelo cilindro que tem o 

disco D como secção transversal (ver Figura. 2.2). 

r 

Fig~ 2.2 
Fazendo r--+ O, o lado direito de -(2.2) converge a zero, pois IVuiP é integrá.vel em 

n e med (Or) --+O. O mesmo não ocorre com o lado esquerdo de (2.2) o que é um 

absurdo. A contradição ocorreu pela suposição 8C1 n 8C2 n n # (/), concluindo 

a primeira. parte. 

2.!. Parte: Sejam t 1 = infess u e C1 = n. Para m 2:: 2, sejam (tm) 

sequência densa em (infessu, supessu) e Cm's conjuntos convexos tq u2:: tm q.s. 
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em Cm eu< tm q.s. em 0 \ Cm. Sejam Em, 1Fm, E e F da Observação (2.2) . Defina 

u:n -lRpor 

u (x) = sup{tm :x E Cm}. 

Note que na primeira parte não foi usada a. hipótese deu pertencer a L00(0). Agora 

sim~ faremos uso desta hipótese para demonstrar as seguintes propriedades a respeito 

de ü: 

(i) u = u q.s.: seja X E (0\(E u F)) n {X : u(x) ~ supess u} . Logo 

X E cl e X~ F 11 8BSi.m, u(x) > tl = infessu. Portanto, u(x) E (iníessu, sup essu]. 

Temos que u(x) < u(x), pois se x E Cm, então, como x ~ F m C F, u(x) > tm. 

Assim, u(x) ~ sup{tm: x E Cm} = ü(x) . 

Também vale que u(x) ;:::: u(x): se u(x) = t 1, então u(x) ;:::: u(x), pois u(x) > 
tl Vx E n. Se u( X) > tl, existe ( tn ... ) su bsequência estritamente crescente tq tn... ---+ 

u(x). Logo u(x)> t 0 ... , e como x~ E0 ... , então xE Cn~c· Portanto, u(x) > t 0 " Vnk, 

de onde segue-se o resultado. Logo ü(x) ;;;;; u(x) Vz E (O\ (E U F)) n { x E 

f! : u(x) < supessu} . Como IE U FI =O e l{x E O:u(x) ~ supessu}l - lfll, 
conclui-se que I(O\(E u F)) n {x E f!:u(x)::; supessu}l =!f!!. 

(ii)uécontínuaemfl: suponhamosqueü(x) =tE (iníessu,supessu). 

Logo existe tm1 ~ t tq t- tm1 < ~ · Note que x E Cm1 • Seja tm2 < tm1 tq 

tm1 - tm2 < f. Como Cm1 C Cm21 X E Cm2 mas x ~ 8Cm21 pois senão X E 

8Cm, n tJCm:z n n o que seria. absurdo. Portanto, X E intCm:z. Analogamente 

x E int(f! \ Cm3 ), onde ü(x) < tms < ü(x) + C. Logo x E int(Cm7 \ Cm3 ) . Assim, 

existe li > O tq B6(x) C Cm7 \ Cms· Se y E B6(x}, então y E Cm2 de onde ü(y) = 

sup{tm: y E Cm} ~ tm2 > t - E. Também vale que y E Cm3 e, assim, y E 

Cm 'v'tm 2: tm3 e, então, ü(y) ~ tm3 < ü(x) +C. Logo lu(y)- ti < ê'v'y E Bó(x). 

Portanto~ u é contínua em x. 

Suponhamos que u(x) = infessu. Basta. mostrar que u(y) < ü(x) + 
E'Vy E B6(x) para 6 pequeno. Tal raciocínio é igual a.o anterior. O análogo pode 
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ser feito para. u(x) =supessu. 
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CAPÍTULO 3 
Problema de Fronteiras Livres Aproximado 

Neste capítulo faremos uma espécie de discretiza.c;ão do funcional J. In­

formalmente, as soluções destas discretizações devem aproximar-se da solução do 

problema original Esta. a.proxima.c;ão, no entanto, é uma questão a ser discutida, e 

cujo estudo não será feito nesta dissertação, pois ela pertence a uma etapa. posterior 

da pesquiza. Contudo, há razões para efetuarmos tal formulação discretizada. A 

primeira delas é a possibilidade de fazer algumas estimativas para. o mínimo do novo 

problema.. A segunda, é a. de dar um primeiro passo em direção a um dos objetivos 

do capítulo 2, isto é: criar uma. solução para o problema. original que tenha conjun­

tos de n1vel convexos quando n for convexo. Além diato1 é maia fácil esboçar uma . 

solução para este problema do que para o problema original, pois permite separar a. 

influência dos dois termos em J . 

Agora veremos uma "discretiza.c;ã.o" de 

r'n' ' l :l Jo (1/1*) dv . 

Primeiramente observe que 

r'n' l:l t I lo (1/1*) dv =lo 1/J* (V1/I (t))dt, 

(ver argumento do teorema (1.6)). Por P(12), 1/J*' (Vt/l(t)) = (V~(t)) -l q.s., logo 

l iUI *' . . 2 t 1 
o (1/J (v)) dv = lo V~(t) dt. (3.1) 
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I 

Sejam ti = i/ fi, onde fi E IN e i E {O, 1, · · · , fi}. Claramente {ti} é uma partição 

regular de [0,1]. Substituiremos a integral da direita de (3.1) por 

Agora substituiremos V~ (ti) pela aproximação 

v w(ti) - V w(ti.d 
ti - ti-l 

n ( )2 n -2 

b d "" .ti - ti-l d /- , . l "" n d o ten o L...J V ( . ) _ V ( . ) , que, e ti - ti-l - 1 n, e tgua a L...J IA· I , on e 
i=l t/1 t, t/J t,_l i=l 1 

IAd = Vw(ti) - V.p(ti.d = j{ti-1 ~ ,P < ti}j com i E {1, · .. ,n}. 

Assim faz sentido definir o funcional 

Jn( ti') = f IV' t/112 dx + t nl~21 . 
ln i=l i 

Observe que IAd depende de t/1, assim IAd = IAi(,P)j. 

A idéia é que, conseguindo minimizar Jrr em um espaço conveniente, seja 

possível obter uma sequência de soluções tPii que acredita-se convergir fracamente 

para a solução do problema original. Como trabalharemos com funções que possuem 

curvas de nível convexas, espera-se que a solução do problema original também tenha 

esta propriedade. 

Inicialmente procuraremos minimizar J rr sobre 

F o = { t/J E \V~'2 (!l) n C2: 1P*(O) = O e 1P* (lnl) = 1} . 

Veremos que isto é impossível. No entanto, será provado que Jn possui mínimo em 
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que é o mesmo que o mínimo em 

Daqui em diante trabalharemos somente em duas dimensões, que é o caso de real 

interesse físico. 

Agora mostraremos dois lemas que serão usados na demonstração do 

Teorema (3.3). 

3.1 LEMA : Seja (un) uma sequência que converge à u em medida. Se V ué contínua 

em tER, então Vu..(t) - Vu(t). 

DEM: Dado to E IR onde Vu é contínua, seja C >O. Como lin;l Vu(t) = 
~-it 

lim V u(t) = V u(to), então existe 6 >O tq V u(to + 6) - Vu(to) < C e Vu(to) -
t-t; 
Vu(to - 6) < C. De Un -u em medida, concluímos que existe no tq 

Vn ~ nolun - ui < 6 em Ec, onde E= {lun - ui > 6} e lEI < C. Para 

demonstrarmos o lema, veremos as seguintes desigualdades: 

1 2..) Demonstraremos que I { u < to} \ { Un < to} I < 2C: claramente 

{u < to}\ {un < to} = {u < to, Un ~ to}. Assim, {u < to}\ {un < to} C 

({u < to, Un ~ to} n E) u ({u < to, Un > to} n Ec). Como ({u < to, Un > 
to} n E) c E e ({u < to, Un ~ to} n EC) c {u < to, u > Un - 6 ~ to - 6}, 

concluímos que j{u < to}\ {un < toJI ::; lEI + l{u < to, u ~ to - 6}1 < 
e + Vu(to) - Vu(to - 6) < 2C. 

22..) Agora mostraremos que l{un < to}\ {u < to}l < 2C: de forma análoga ao 

raciocínio anterior {un < to}\ {u < to} C E U ({un < to, u ~ to} n Ec). 

Como ({un < to, u ~ to} n EC) c {u - 8 < Un < to, u > to}, então 

!{un < to}\ {u < to}l s lEI + !{u < to + 6, u ~ to}l < e + Vu(to + 
6) - Vu(to) < 2C. 
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I 
Assim, conclui-se o lema. Observe que mesmo para os pontos onde V u é descontínua 

podemos dizer alguma coisa. De fato, Vto E IR valem: 

1) V u (to) ~ lim V un (to): V u é contínua pela esquerda em IR, logo a 1 ~ desigual­

dade vale para to e a partir disto, Vu(to)- Vu .. (to) = l{u < to}l- l{un < to}l ~ 

l{u < to}\ {un < to}! -o. Portanto, 

Vu(to) - limVun(to) = lim(Vu(to) - Vu .. (to)) sO. 

2) lim Vu(t) ~ limVu .. (to): dadof >O,seja.h > totqVu(h) - lim Vu(t) < 
t- tt t-tt 

e e tq Vu é contínua em tt. Logo Vu(tt) ;::; lim VuD(tl). Disto e de VuD(tt) > 
n-+oo 

Vu .. (to)Vn,concluímosqueVu(tt) ~ limVu .. (to)· Logofuii:Vu .. (to)- lim Vu(t) < 
t-tt 

Vu(h) - lim Vu(t) < e. Como e é arbitrário, segue-se o resultado. . O ,_,t 
3.2 LEMA: Sejam Ct e c2 dois conjuntos convexos e limitados de IR 2 tq Ct c c2 

e ICd < IC2I· Então, dado mE {ICtl, IC21), é possível construir um convexo C tq 

Ct c c c c2 e ICI ==m. 

DEM: Primeiro defina um sistema de coordenadas xy qualquer. A seguir, sejam 

Xt = inf{x E .IR. :(x,y) E C1 para algum yE IR} e x2 = sup{x E .IR. :(x,y) E · 

C1 para algum y E R } . Sejam também It e r2 as retas que passam por Xt e 

x2 respectivamente e que são paralelas ao eixo y (ver Figura (3.1)), e F a faixa 

compreendida. entre r1 e r2. É fácil mostrar 

X 

Fig. 3.1 
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que Tt e r2 dividem 02\01 em 4 partes, t omo mostra a Figura (3.1), que serão 

denotadas por P1, P 2, P3 e P4 • Note também que os pedaços superiores de 8Ct n 

int F e 802 n int F são gráficos de funções reais definidas em x as quais chamaremos 

de f1 e f2 • O mesmo vale para os pedaços inferiores de 8Ct n int F e 8~2 n int F 

cujas funções serão designadas por g1 e g2. Assim, podemos construir uma família de 

convexos Ca cujas áreas estão entre as medidas de Ct e Ct U Pt U P2. Basta tomar os 

convexos limitados por r11 r2 e pelos gráficos de (1 - a)f1 + af2 e (1 - a)g1 + ag2 , 

onde a E [0,1} (ver Figura (3.2)). Como a. aplicação a -+ ICal é contínua., a. 

construção está completa. para. mE (ICtl, IC1 U P1 U P21]. 

Agora observe que as partes de 802 que não estão em F , também são 

gráficos de funções h1 e h2 definidas em y. Tomando o gráfico de y.-+ flx1 + 
(1 - .8)h1 (y), onde o domínio da. função é o conjunto de y's tq (xb y) E 0 2 e 

.8 E [0,1], podemos construir uma. família. de curvas convexas compreendidas entre 

r1 e o pedaço de 802 que está. a. esquerda. de r1 (ver Figura. (3.3)) . O análogo pode 

ser feito 

Fig. 3.3 

para a região P4. Assim, se mE [IC1 U P1 U P2l, 1021], basta tomar um 

convexo que contenha Ot U P1 U P2, e cuja fronteira seja formada por 802 n F e 

pelos gráficos das funções ,8x1 + (1 - ,8)h1 e ,8x2 + (1 - .8)h2, onde .8 é um real 
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conveniente em [0,1]. O 

3.3 TEOREMA: SejaJ= inf Jn{tjJ). Entãoexistet/Jo E F1 tqJn{t/lo) =J. Além 
t/1 E Ft 

disto, se Jn é minimizado por algum t/1 E F2, então podemos redefinir t/1 em um 

conjunto de medida zero obtendo que: 

(i) t/1 seja contínua, 

(ii) existam curvas convexas "Yil i = 1, .. ·, n- 1 tq "Yi = { t/1 = *} para. 

i E { 1, .. · , n - 2} e /n- 1 = 8 { ~ = 1 - ffl, onde { ~ = 1 - ~} é um conjunto 

convexo, e 

\ {

ii-1 } 
(iü) ~ seja harmônica em n i~1 "Yi • 

DEM - 2~ parte: Primeiro veremos uma forma de se obter uma tjJ E F2 a par­

tir de t/1 E F 2 tal que Jn{ t/1) ~ Jn{ t/1) com desigualdade estrita a menos que 

tf; = tf; q.s . . Suponhamos que t/1 E F2 minimize Jn. Como Jn(~) < oo, então 

1{1- ~ < t/1 < 1}1 = IAnJ >0 e, portanto, supesst/1 ~ 1 - ~· De t/1 E F2, 

temos ,P*(O) =0. A partir disto e de P(8), infess,P =0. Logo, pela Observação 

(2.2), existem Ci conjuntos convexos tq t/1 ~ ti q.s. em Ci e t/1 < ti q.s. em O\ Ci, 

onde os ti's estão definidos no início deste capítulo (i E {O, 1, · · ·, il- 1}). Sej~. 

C0 = O e "Yi = 8Ci para i E {o, · · · , n- 1}. Pela demonstração do Teorema (2.7), 

{ "Yih E {1, ... ,ii _ 1} é uma família de curvas que não se interceptam duas a duas em 

n. Como tjJ E W~·2 (11), então tjJ =O H1-q.s. em 80, portanto, pode-se concluir de 

forma similar à demonstração do Teorema (2.7), 1~ parte - (iv), que 8Ci n 80 = (/) 

para i E {1, .. · , n- 1}. Assim, {!ih e {1, ... ,n _ 1} é uma família de curvas disjunta.S 

em O. Sejam Ri = Ci-1 \ Ci para i E {1, ·· · ,n- 1} e Rn = Cn-1 · Observe que os 

anéis Ri 's são limitados externamente pelas curvas "Yi _ 1 e internamente pelas cur­

vas /i· Logo é possível construir uma função tjJ que seja harmônica em int Rt (Ver 

Preliminares, Corolário (22)), contínua em Ri e que valha ti-l e ti em "Yi-1 e "Yi respec­

tivamente. Então ti-l = min 't/J ~ tf; < max't/J = ti em Rt para i E { 1, · · · , n - 1} 

e t/1 ~ tn-1 em Rn. Portanto Ri C {ti-l ~ 't/J < ti} e Rn C {tn-1 ~ 'tf;}. Como 
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n 

n = U Ril conclui-se que~ = {ti-t :5 tP < ti}· Disto e do princípio do máximo 
i=1 

- 1 
para funções harmônicas, segue que t/J = ti somente em J'i para i E {O, · · · , ii - 2} 

e, como 8Rn = ln-1 na qual 1/J = tn-1 1 concluímos que 1/J = tn-1 em Rn. Assim, 

1/J satisfaz as condições (i) e (ü). Também vale I~ I = IAd para i E {1, · · · ,n- 1}, 

pois IRil = ICi-d - ICil = ICi-tl - ICd = l{t/J ~ ti-dl - 1{1/l ~ ti}l 

l{ti-1 :5 tP < ti}l = IAi(tP)I· Além disto, IRnl = ICn-tl = I{..P ~ tn-tll ~ 

IAn( ..P) I, onde a igualdade será válida se e somente se I { tP ~ 1} I =O. De qualquer 

forma concluímos que IAi(..P)I :5 IRd = l{ti-1 < ..P < ti}l e, assim, 

(3.2) 

Por outro lado, o funcional r IV..PI2 dx com as condições de fronteira tP = ti-l la; 
em "Yin e 1jJ = ti em f'i (para tn-1 só haverá a condição de fronteira ..P = tõ_1 em 

m-1) assume o seu valor mínimo somente quando ..P for harmônica.. Portanto, 

Note que no capítulo zero foi mostrado que uma função com as hipóteses da função 

1/J possui curvas de nível convexas, assim, 1/J E F2. Portanto, como 1/J é o mínimo do 

funcional J0 , usando a desigualdade (3.2), concluímos que deve ocorrer a. igualdade 

em {3.3) e, assim, ,Pé harmônica q.s . .em~ com iE {1, ... ,n}. Pela unicidade 

da solução do Problema de Dirichlet, deduz-se que 1/J = t/J q.s.. Logo 1/J satisfaz a 

condição (iii) concluíndo a 2!. parte. 

DEM - 1~ parte: Agora mostraremos a 1~ parte do Teorema usando a 2~ parte. 

Inicialmente temos de observar que existe 1/Jo E F 1 tq Jn( t/Jo) < oo. Para isto, 

basta construir fi -1 curvas convexas disjuntas em n. Daí constrói-se 1/Jo como 

construímos 1/J na 1~ parte. Só é necessário observar que, pelas Preliminares, as 

curvas de nível são convexas. Logo iní J ( 1/J) < oo. Seja tPm E F 1 uma sequência 
1/!EFt 
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minimizante para. Jii em Ft. Como na. 1~ parte, constrói-se tPm a. partir de tPm· 

Já foi visto que J(,Pm) ~ J(,Pm)· Assim, 1/Jm também é uma. sequência. minimi­

zante. Como W~·2 (0) é reflexivo, existem ,P E W~·2(0) e uma. subsequência. de 

( 1Pm) convergindo fracamente à ,P. Podemos supor s.p.g. que 1Pm --+ ,P fracamente 

em W~·2 (0). Logo, pelo Teorema. (2.6), ,P E C2 e, como a. imersão de W~·2(0) em 

L2 (0) é compacta., então 1f'm --+ ,P em 1 2(0). A partir disto e por construção de 
- - 1 - 1 
tPm (ver 2Apa.rte), supess1/Jm = 1- =e infess1f'm = O Vm, logo supess,P = 1- = 

n n 
e in f ess ,P =O. Para. i E {O, · · · , n - 1}, seja. f( ti) a. região definida. na. Observação 

(2.3). Pelo Lema. (3.1), Vt/J(ti) ~ lim.V~ (ti) ~ limV~ (ti) < lim V"'(t). Por-
m m t-t+ 

I 

tanto, podemos extrair uma. subsequência (1Pm,J tq existe lim V-;;; (ti) para 
mk-oo '~'mx 

i E {0, .. ·, n- 1}. Assim, podemos supor s.p.g. que Vi E {0, · · · , n .- 1} existe 

lim VI/J (ti) E (V.p(ti), lim V.p(t)]. Nos ti's onde Vt/J é descontínua., por P(5) , 
m-+oo m t-t:+' 

I 

I{ ,P = ti}! >O. Logo, pela. Observação (2.3), I f( ti) I >O. Portanto, f(ti) é uma. 

região limitada por duas curvas convexas, 8 (n Ct,k) e 8 (U C2,k), onde t1,k T ti e 

t2,k ! ti. Pela Observação (2.3) e por P(5), lnC1,kl = I{,P ~ ti}l = 101 - V"'(ti) 

e IUC2,kl = I{,P > ti}j = I{,P ~ ti}l - 1{1/1 = ti}l = (101 - Vt/l(ti)) 

( lim Vt/l(t) - V"'(ti)) = IOI - lim V,p(t). ,_,t t-+tt 

Pelo Lema. (3.2), podemos construir um convexo C,, tq U C2,k c C,, c n Ct,k 
k k 

e I C,, I = IOI - lim 1Pm(ti) E [101 - lim v t/l(t), IOI - v .p(ti)] = [i u c2,k,, 
m- oo · t t+ 

I~ c,,kll· Quando v~ for contínua .: 't;, pelo Lema (3.1), ml!:'?'~ ~;;-_(t;) 
= V t/1 (ti), e, assim, construiremos Ct1 = n C1,k· Agora., defina. '"ri = 8C,1• 

k 

Logo li = 8 n C1,k ou li c n C1,k \ U C2,k· Por raciocínio análogo a.o do 
k k k 

Teorema (2.7), parte 1, conclui-se que (o( ~Ct,k) u o( ye:..k)) n 
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(o( f) c•.<) u o( yc.,,)) = (/),onde tl,k t t; e t,,, t tj pe.ra t, cF t;. N>­

sim, pelo argumento da v~ parte, li 's são fronteiraa disjuntaa. Portanto, é p08Bível 
n-1 

construir tb que seja contínua em n, valha ti em "Yi e seja harmônica em n \ U ;.. 
i=O 

De supess'I/J = 1- *e infess'I/J =0, temos que supess'I/J = 1- ~e infess'ljJ =0. 

Logo ;p' (O) =O e -;p (1!11) = 1 - *· Note que 1/J E W~·2(!l). Além disto, pe­

las Preliminares, as curvas de nível de 1/J são convexas. Logo t/J E F 1· Quanto a 

Jn(t/J), pela 2~ parte, IAi(t/J)I = 1~1 = ICtl-1 \ Ctd = ('IOI - lim v.h (ti-d) -
m-oo Y'm 

( 1111 - lim v:i: (ti)) = lim v:i: (ti)- v:i: (ti-l) = lim IAi{tPm)l, e também 
m-+oo "Y'm m-+oo V'm V'm m-+oo 

vale 

f 1Vt/JI
2 

dx ~ f 1Vt/JI
2 

dx ~ lim. f IVt/Jml
2 

dx, 

pois 1/> é harmônica em O\ Uf:01 o que prova a 1~ desigua.ldade. A 2-'l desigual­

dade segue da semicontinuidade inferior na topologia fraca do funciona.l t/J ~ 

fn1Vt/JI2 dx. (ver argumento do Teorema (1.1) ). Logo Jõ(1/J) < limJn(t/Jm) o que 

mostra o t eorema. ô 

3.4 PROPOSIÇÃO: 

é independente de i, i= 0,1,2. 

DEM: Como F o C Fi C F2, então inf J-n > inf J-n > inf J-0 • Pelo Teorema (3.3), 
Fo' - Ft - F2 

se t/J E F2 é tq J( t/J) < oo, então ,P E F1. Logo iní Jrr = inf Jrr. Falta mostrar que 
F, F1 

iní Jrr $ inf Jrr. 
Fo Ft 

Seja1/J o mínimo de J em F 1. Pela 2!. parte do Teorema ( 3.3), sup ess t/J = 

t0 _ 1 e Rrr = { '1/J = t 0 _t} é um conjunto convexo de medida positiva. Logo int 

Rn f. (/). Sejam y E int Rn e R> O tq DR(Y) C Rrr. Defina fm: DR(O) C 1R 2 -

IR. por 
1 ~ 

1 Riii - lxlm 
fm(x) = = .l. • 

n Rm 
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Logo fm's são funções ra.diais. Assim, 

8 [1 R~ -r~] 1 
IVfm(x)l = 8r li R~ (x) - n 

onde r= lxl. Então, 

.l.- 1 rm 

R~ 

Logo 

r j\7fml2 dH2 = r2
'K 1R _r~- 2 

:L rdrdv = 2
'/r 

J oR(O) lo o n 2m 2Rm 2n2
m · 

'Iransladando a origem de fm para y, podemos redefinir fm em n de forma que fm = o 

em n \ Ba(y). Seja. tPm = tP + Ím· Como supesstJI = 1- ~~ tP = 1- ~em Ba(Y) e 

Ím =0 em !l\Ba(y), então supesstJim = supesstJI + supessfm = 1- ~ + k = 1. 

Logo tJ~-:n (I !li) = 1. É fácil ver que as curvas de nível são convexas ~~ portanto, 

1/Jm E Fo. Como tPm = tP em Ri para i E {1, .. · ,n - 1} e tPm > tP em Rn, 
então IAi(tPm)l = IRd = IAi( tJ~)I para i E {1, . .. ,n - 1}. Se X E n e X :f; y, então 

O~ fm(x) < k· Logo 1-k ~ fm + tP < k + 1- k =1 pa.ra.xE Rntq x:f;y. 
n-1 

Assim, IAn(tf'm)l = IRnl - !An(tf')j. Também sabemos que VtJim = VtJI em U Ri 
i=1 

e \11/J =O em Rn, logo 

11'Vtf'ml2 dx = (_1 I'VtJ~ml 2 dx + r I'VtJ~ml2 dx 
n JlJ Ri Jan 

i=l 

i=l 

A partir disto, fazendo m- oo, Jrr(tPm) - Jn{tJI) . Portanto, inf J(1/J) < 
tP E Fo 

3.5 CoROLÁRIO: Jn é minimizado em F 2 • 

DEM: Imediata do Teorema (3.3), da Proposição (3.4) e do fato de F1 C F2. 

o 
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I 

CAPITULO 4 

Condições de Fronteiras Livres e Aplicações 

Neste capítulo procuraremos demonstrar que os minimizadores de Jn são 

superharmônicos e tem seus gradientes limitados. A validade destas proprieda­

des faz-nos acreditar que as soluções do funcional Jn aproximam-se, na topologia 

fraca, da solução do problema original, pois a superha.rmonicidade é mantida na 

convergência· fraca. 

Estudaremos agora uma igualdade para as funções que minimizam o fun­

cional Jn. O raciocínio que veremos dá. uma boa idéia do porquê da igualdade, 

embora não seja completo. Inicialmente, seja .,P minimizador de Jn em F 1 · Dado 

i E {1, · · · , n- 1}, sejam ni = Ai U Ai+t e E ---+ Tt uma família de homeomorfis­

mos de n i sobre ni que são difeomorfismos por partes tq: 1) as compostas 1/J o Tt 

pertençam a W nC2; 2) Tt coincida com a identidade em alguma vizinhança. fixa 

de oni independente de E; 3) Tt convirja uniformemente à identidade I quando 

E ---+O; 4) a função f: ni ---+ ni definida por f(x) = d~ Tc(x) seja também 

contínua em ni e um difeomorfismo por partes. 

Observe que f= O numa vizinhança de oni, pois Te =I nas proximidades 

de Oni. Além disto, podemos estender Te para o resto de n de forma que Te =I 

em 0\0i. 

Calcularemos ddE J n ( ..P o TE )I e= 0 . Para isto, note que 
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A última igualdade decorre do fato de TE = I . em n \ ni. 

(i) Primeiro calcularemos d~ L
1 

jV'( 1/1 o Te )j
2 

dx. Para. tanto, observe que a. 

aplicação e ~ L IV(,P o Te )1 2 
dx é iguala. composição Ar, o Ato As o A2 o At(C), 

ondeAt(C) = Te,A2(Te) = t/JoTe)Aa(t/JoTe) = 'V(t/JoTe),A.t('\i'(t/JoTe)) = 

IV(t/J o Te)l
2 

e As (lv(,P o Tt)j
2

) = li IV(,P o Tc)l
2 

dx. Logo 

8Tel A~ (O) · 1 = IJC = f, A~(I) · f = V't/J · f, A~( t/J o I) · (V't/J · f) = 
E=O 

As(Vt/J ·f) = V(V1/I ·f), A~(V'(t/J o I)) · (V('V1/I ·f)} = 2{'71/1, V(Vt/J ·f)), 

A~ (IY'(t/J o 1)1
2

) • (2{\/1/1, \/(\/1/J ·f'))) = AIS (2{\/1/1, '\7(\/t/J ·f)}) = 

2 Li {\/t/J(x), V (V,P(x) · f(x))) dx . . 

Note que existe V(V,P(x) · f(x)) q .s., pois f é um difeomorfismo por partes e, pelo 

Teorema. (3.3), t/J é harmônica. em Oi\ l'i· Obtemos então, 

d -2 

(ii) Calcularemos agora dt' IAi(; 
0 

TE)I ' Para tal, observe que Te (Ai(tP o Te)) = 

Ai(t/J) , pois yE Te(Ai(tP o Te)) se e somente se existe x tq y= Tc(x) e ti-l ::5 
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'1/J o Tt(x) < ti. Esta, por sua vez, é verda'.deira se e somente se ti-l ~ 1/t(y) < ti 

que é equivalente a yE Ai. Logo jAi(l/1 o TE)j ITi1 (Ai(1/1))1 

r ldet T'c(x)j - 1 dx. A aplicação e ~ r ldet T'c(x)l-
1 

dx é igual a com-
} A;(t/1) J A;(t/J) 
posição A6 o A11 o · · · o At(l), onde At(l) = Te, A2(Tc) = T'c, As(T'e) = 

det T'c, A4(det T'c) = ldet T~l-t, A6(1det T~l-1 ) = f !det T'c(x)l-
1 

dx, 
JA;(t/1) 

A6 ( r ldet T~(x),-1 dx) = ( r ldet T'c(x)l-t dx) -l DerivtUldo as 
JAI(t/J) JAJ(t/J) 

aplicações, obtemos A~(I) · f = A2(í) = Df. A aplicação que leva uma matriz 

no seu determinante é multilinear: se pensarmos na matriz como um elemento de I 

R n x · · · x m. n (n fatores). Assim, 

A~ (I) . Df = I ~: ~ I + I ~ ~: I = f~l + f!~ = \7 . f) ' 

onde ( f1
, f2) =f. Continuando o cálculo, 

A' (det I) · (V' · f) = - sgn(det I) (V' · f) = -('V · f) 4 (det 1)2 ' 

A~(l) ·(-V'· í) =As(- V'· f)= f -V· fdx, 
JA;(1/I) 

A:, (t~) idet W' dx) · (!..,(~)-'V· fdx) = 

1 
2 ·1 -V' · fdx = 1 V' · fdx / IAi(tl')l. 

(IAI(W) 1 dx) At(~) At(t/l) 

Portanto, concluímos que 

Até o momento os cálculos realizados foram formais. Agora concluiremos 

informalmente alguns resultados. Primeiro, aplicando o Teorema da Divergência às 
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I 

regiões A1 1 Ai+ 1 e usando o fato de f= O em 'uma vizinhança de 8 Ai \ "Yi e 8 Ai+ 1 \ "Yi 1 

obtemos de (4.1) e (4.2) 

d~Jn(tP o Tc)lc=o = 2 [i. (- :~ ni) · ni (- :~ ni) · ídH
1 + 

+ 1 ({){)~Di) · De ({){)~ Di) · fdH1 - { .6.1/1 'Vt/; · fdx] 
'Yi Dt D1 JAiUAi+l 

- n 2 
[-

1 1 f . ni dH
1 + -

1-1 f · ni dH
1

] 
IAi+ll 'Yi IAil 'YI 

= 2 L (I!! I• -~=~~·)f. n;dH'+ 

+ n 2J (IAd- 2 
- IAi+ll- 2

) r · ni dH1 
I 

'Yi 

(4.3) 

onde ')i é a curva que divide Ai e Ai+1 (ver definição no Teorema (3.3))1 ne é o 

vetor unitário normal à. 'Yi que aponta para fora de Ai+l e Di = -ne. Observe 

que ne existe exceto numa quantidade enumerável. Note também que a validade 

do Teorema. da Divergência não foi justificada.. Para isto, seria necessário o uso de 

argumentos de limite. 

Agora., usando a igualdade ( 4.3) e o fato de t/J ser ponto crítico, podemos 

concluir que 

Como a igualdade ( 4.4) ocorre para uma classe "suficientemente grande" de f, po­

demos concluir que em /i vale 

[I lJ,P 1
2 

18t/J 1
2

] -2 ( 1 1 ) 2 
lJne - lJni = n IAi+tl2 - IAi l2 

,i = 1, ... , n- 1. (4.5) 

Para os pontos P's, nos quais não existe ne 1 podemos definir 

tJ,P (P) = lim lJ,P (P n), 
8ne Pn- P lJne 
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onde (Pn) é uma sequência de pontos em 'Y/ que possuem ne . 

Observe que a igualdade ( 4.5) foi obtida informalmente. A dificuldade 

em mostrar que a classe de f· ni seja tão grande que permita a conclusão desta 

igualdade, reside no fato de que os difeomorfismos por partes Te devam preservar 

a convexidade. ~ 

Veremos agora algumas aplicações de (4.5). 

4.1 TEOREMA: Se 1/J é um ponto de mínimo de Jnem F1 , então 1/J é superharmônica. 

4.2 TEOREMA: Se 1/J é um ponto de mínimo de Jn em Ft., então 

4.3 OBSERVAÇÃO: Lembre que 11/J*'I S J(,P) para soluções do problema va.riacional 

(1.1), (1.2) e que n 1 I IAnl é o quociente diferença correspondente à 1/J*(IOI) (ver 

introdução do Capítulo 3). A partir disto e de outras considerações, esperamos que 

futuramente o Teorema ( 4.2) permita achar uma estimativa independente de ii. 

Antes de demonstrarmos os Teoremas ( 4.1) e ( 4. 2), precisamos apresentar 

alguns resultados a. respeito de funções harmônicas. Seja A um 8.llela.berto e limitado 

por duas curvas convexas disjuntas. Sejam r 1 a. curva externa. e r 2 a. curva interna.. 

4.4 PROPOSIÇÃO: Se h é harmônica em A e se h== Ci em ri, i== 1,2, cl ~ c2, então 

I"V'hl é crescente ao longo das curvas integrais do campo \lh. 

DEM: Pelas Preliminares. as curvas de nível de h são convexas. Seja. Po E 

A. Suponhamos s.p.g. que P0 == (0,0), h(P0 ) ==O e que o vetor externo normal 

à curva. de nível que passa por P0 seja (0,1). Note que está subentendido que 

I"V'h(Po) I ~O. Seja y = gt (x) a parametrizaçã.o local para as curvas de nível {h = t} 

numa vizinhança de P0 . Logo h(x, gt(x)) = t para x e t pequenos. Observe que 

(o, go(O)) = (0,0) = Po. 
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I 

Como a curva de nível que pa.esa por Po é convexa e tem (0,1) como o 

vetor normal externo no ponto P 0 , então g6(0) =O e ~(O) ~O, onde alinha indica 

derivação em relação a x. Como ::
2 

h(x, gt(x)) =O, então, pela regra da cadeia, 

temos que ~ (hx + hyg~(x)) =O, hxx + hxyg~ + hyx~ + hyy(g~)2 + hyg~' =O. A 

partir disto, de hxx = - hyy, pois h é harmônica, e ainda de g6(0) =O temos 

- hyy + hy~ = O em P o . 

Também temos 

Vh . V(IVhl2) = (hx, hy) . 'V(h2 + h2) 
1'7hl 1'7hl X y 

= (~~~r>· [(2hx hxx, 2hxhxy) + (2hyhyx , 2hyhyy)r 

= l;hl [(h~hxx + hxhyhxy} + (hxhyhyx + h;hyy}] 

= ~~hl (h;hxx + 2hxhyhxy + h;hyy) . 

(4.6) 

Como (0,1) é o vetor externo normal à curva de nível no ponto P0 , temos 

que Vh(Po) = À(O,l), onde À <O. Logo hx(P0 ) =O e hy(P0 ) = À, de onde 

À = - IVh(Po)l · Assim, - hy(Po) = IVh(Po)j. Portanto, em Po vale 

V'h ( 2) 2 ( 2 jVhj · \7 IVhj = _ hy O • hxx + 2 • O • hyhxy + hyhyy) = - 2hyhyy. (4.7) 

De (4.6) e de hy = - IVhl <O, temos- 2hyhyy + 2h;gg 2:: O. Disto e de (4.7), 

Vh V (jVhj 2) >_ - 2h2y"~ . 
!'7hl . ou 

A partir disto e de g~(O) ~O, temos 

Logo !Vhl2 é crescente nas curvas integrais concluindo a proposição. 
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4.5 PROPOSIÇÃO: Se h é igual ao da. Proposição ( 4.4), então 

A partir disto, concluímos que 

DEM: Seja. tE (ct, c2). Pelo Apêndice D, IV'h(x)l =J O 'v'x E {O < h < 1 }. 

Logo, pelo Teorema. (C.s), 8. aplicação t--+ r IV'hl-l dH1 é contínua. e, 888i.m, 
J{~t} . 

Vh(t) = r IV'hl-l dH'. Usando o Teorema. da. Divergência. para. 8. região {to < 
hh=t} 

h ::; t}, conclui-se 

onde to E (c1 , t). Logo 

V~(t) = i_ r div ( V'h ) dH2 

dt J{to'Sh'Si} IV'hl2 

_ d 1' 1 . ( V'h ) 1 d 1 1 . ( V'h ) I 1_
1 H1 - -d dtv -

1 
- 12 -, -, H ds = dtv -, - 12 Vh d . 

t t 0 {h=s} V'h 'Vh {h=t} 'Vh 

Também temos 

div c:~2) 
{} 
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IV~~~ (hxxh~ + hxxh; - 2h~hxx - 2hxhyhxy + hyyh; + hyyh; -

- 2hyhxhxy - 2h~hyy) 

- j'V~I4 (- h;hxx + hxx~ - 2hxhyhxy - h;hyy + hyyh; - 2hxhyhyx) 

- I'V~I4 (- h;hxx - h;hxx - 2hxhyhyx + 2h;hxx - h;hyy - h;hyy-

- 2hxhyhyx + 2h!hyy) 

= j'V~I4 (- .6. h · I'Vhl
2 

- 4hxhyhxy + 2h;hxx + 2h~hyy). (4.8) 

Seja ( x( t ), y( t)) uma pa.rametriza.ção local pelo comprimento de arco no sentido 

anti-horário de algum ponto x de {h = t}. Logo h(x(t), y(t)) = K, de onde 

hxx + hyy =O e, portanto, 

Assim, 

h . 2 h . 2 2h . . h .. h .. xxX + yyY + xyXY = - xX - yY · 

Note que (- y, :X) = Eh , pois (:X, y) l. 'Vh. A partir disto, de 'Vh apontar para 
lvhl 

dentro da curva. e (x,y) estar no sentido anti-horário, temos 

h2 h2 h h 
h Y h x h xy h" h" 

xx I'Vhl2 + YY I'Vhl2 ~ 2 xy I'Vhl2 = - xX - yY. (4.9) 

Como (x(t), y(t)) é parametrização pelo comprimento de arco, então (:X, y) l. (x, y) 

e, portanto, tx,y)ll(hx,hy)· Note que {x,y) aponta para dentro da curva., pms 

{h = t} é convexa. Logo hxx + hyy ~O. Disto e de ( 4.9) 

Portanto, de ( 4.8) e de .6h =o, segue que div ( Jh ) ~O o que mostra que 
lvhjl 

Vh(t) ~0. 
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Agora mostraremos a 2~ parte da Proposição. De V~(t) ~O, temos que 

Vh (~(Ct + C2)) ~ ~(V(Cl) + V(C2)). Mas 

i{ c1 S h < ~(ct + c2) }i = V h (~(ct + c2)) - Vh(ct) e 

I { ~ ( Ct + C2) < h < C2} I = v h ( C2) - v h ( ~ ( Ct + C2)) . 

Logo 

I { ct ~ h < ~ ( Ct + C2)} 1-1 { ~ ( Ct + C2) ~ h < C2} I 
= 2Vh ( ~(c1 + c2)) - (Vh(c!) + Vh(c2)) 2:: O, 

e assim, segue-se o resultado. ô 

DEMOSTRAÇÃO DO TEOREMA 4.1. Seja 1/> um ponto de mínimo. A princípio, 

para demonstrar que ..pé superharmônica., teríamos de provar que 

L 'Vt/J . 'VTJ ~ o VTJ E Cgo(O) tal que 77 ~ O. 

No entanto, por comodidade, mostraremos a desigualdade somente para. TJ E 

Cgo(ni), onde ni = Ai u Ai+l, i= I, ... , n -1. Isto não afeta a demonstração, pois 

ni n Üi+l = Ai+l e, portanto, se TJ E Cgo(O) e TJ ~O, então TJ = '11 + ···+'In-li 
onde T'Ji E Cgc>(ni) e T'Ji ~O. 

Agora usaremos o Teorema da Integração por Partes em IR n às funções 

1J e 1/J sobre as regiões Ai e Ai+l· Note que, para o uso deste t eorema, é necessário 

que Ai, Ai+ li TJ e '1/J possuam uma "boa regularidade". Embora YJ E Cgc> (Oi), 1/> seja 

harmônica no int (Oi\ 'Yi) (ver Teorema (3.3)) e as fronteiras de Ai e Ai+t sejam 

convexas~ seria preciso ainda o uso de algum raciocínio adicional. De fato, assim 

como no início do capítulo, podemos garantir a validade do Teorema da Integração 

por Partes usando argumentos de limite. Informalmente, aplicando o Teorema para 

a região Ai, temos 
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onde ne é o da observação inicial. Como t/J é harmônica no int Ai e 11 =O em fi-1, 

segue-se que 

Observe que tJAi = fi-1 U fi· Note também que 'lt/J possui a mesma direção e 

sentido contrário ao de~· Por isto 

'lt/J. (-ne) = - {)t/J = I tJ,P I· 
tJne tJne 

Analogamente 

Logo 

(4.10) 

Por ( 4.5), conclui-se que a düerença. das derivadas normais é positiva se 

IAd > IAi+11 e negativa se IAd $ IAi+d· No primeiro caso, por (4.10), t/J seria 

superhaxmônica.enosegundosubharmônica.. Suponhamos que IAi(t/J)I < 1Ai+1(t/J)I . 

e, portanto, t/J seja subharmônica. em ni. Seja. h função haxmônica. em ni que é igual 

a't/J em "Yi-1 e l'i+t· Logo t/J < h em ni. Da Proposição (4.5), 

IAi(h)j = i{i n 1 $h .< ~(i~l +in 1)}1 > 

2: i{~$ h< i~ 1 }I= IAi+t(h)l. 

Como 1/J $h, é fácil ver que a curva de nível { t/J = i f n} está contida na região 

{h 2: i/n}. Também temos que {t/J = i -1/n} = {h = i -1/n} = "Yi-l· 

Logo Ai(h) C Ai(tP) e, portanto, IAi(h)l ~ IAi(t/J)j. Analogamente IAi+t(h)l ~ 

IAi+t(tP)I. Assim IAi(t/J)j ~ jAi(h)j ~ jAi+l(h)j ~ jAi+l(t/J)I o que contradiz a 

nossa suposição. Logo t/J é superharmônica.. O 
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 4.2. Se xE An \ 8An, então I'V1/I(x)l =o, pois 

1/J = 1 - 1 /ff em An: (ver Teorema (3.3)}. Agora suponhamos que X E Aj, i# n. 
Como 1/J é harmônica em Ai, pela Proposição (4.4), I'\71/JI cresce ao longo da curva 

integral do campo 'Vt/J que passa por x. Note que se x E tJAi, pode ocorrer de 

não existir curva. integral que toque em x. Porém, isto só ocorrerá. se ~t/J (x) =O. 
V Di 

Neste caso as estimativas que faremos para x E Ai\ tJAi também serão válidas. 

Assim, para facilitar, faremos a demonstração supondo sempre que, para qualquer 

y E O \ Ar~, existe uma curva integral que toque este ponto. Logo 

onde xo é a intersecção entre a curva integral que passa por x e a curva de nível "Yi· 

Lembrando as considerações feitas a respeito de ne e ~t/J no início deste capítulo 
vne 

e usando (4.5), concluúnos que I:~ I é limitado em fi· A estimativa vale, in­

clusive, para os pontos onde não existir De. Neste caso a. limitação é feita sobre 

lim tJtfJ (P ) ( . ' . d 't 1 ) F . . ' L'' il li . - d -
8 

n ver IDlClO o cap1 u o . e1to ISto, e 1ac mostrar a . m1taça.o e 
P.,.-P De 

~~~em ~li· Basta notar que (4.5) é positiva (ver Teorema 4.1) . 

Podemos, a partir de xo, definir x1 de forma análoga e, assim, sucessiva­

mente até alcançar algum Xn-i em m-l· Desta forma podemos obter 

1
81/J 12 181/J 12 181/J 12 181/J 12 !'VtfJ(x)12 ~ 8ne (xo) = 8ne (xo) - 8ni (xo) + 8ni (xo) ~ 

1
81/J 12 181/; 12 ' 181/J 12 181/; 12 181/; 12 < 8ne (xo) - 8ni (xo) + Bne (x!) - 8ni (xt) + 8ni (xt) < 

< ... < 

I 81/J 12 < 8ne (xo) I 81/; 12 I f}t/J 12 - (xo) + .. · + - (xn-i) 
8ni Bne I 81/; 12 

Bni (xn-i) + 

I 81/; 12 + 8ni (xn-i) 

A partir disto, de ( 4.5) e do fato da última parcela ser zero, pms 
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'1/J = 1 - 1 /nem A 0 , obtemos 

demonstrando o teorema. <> 
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APÊNDICE A 

Fórmula da Coárea: Seja n aberto de 1R n. Se f E W1•2(0) e g é men­

surável tq g IV~ seja integrável, então 

r g I Vfl dx = 100 f gdHn-ldt , 
Jn - oo {f=t} 

onde o representante de f é dado nas Preliminares. 

Faremos aqui uma demonstração para o caso no qual fE cn(n) e g é 

função mensurável positiva. 

D EM.: Seja xo E Otq I Vf(xo) l;éO. Suponhamos s.p.g que fxa.(xo) ;éO. Note . 

que fxk = V' f • ek. Seja B = BR(xo) tq fx.. ;é O em B. Pelo Teorema Local das 

Submersões, existem A aberto tq Xo E A C B, U aberto de IR tq f( xo) E U, V 

aberto de R n-l tq o ponto formado com as (n-1) primeiras coordenadas de x0 esteja 

em v, h difeomorfismo cn entre A e v~ u tq IIn o h =f, onde ITn(Xt, . .. ,xn) = Xn· 

De fato, h pode ser tomado de forma que h(z,y) = (z,f(z,y)) , onde (z,y) = x E A 

com z = lX1, ••• , Xn-1) e y = Xn. 

Fazendo uma mudança de variável e aplicando o Teorema de Fubini, 

temos 

r g(x)lvr(x)ldx = r g(h-1 (x))lvf(h-1 (x))l!det(h-1)'(x)ldx JA lvxu 

= lu i giV~ ldet(h-1 )'(v)!dHn-1du. 
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Também temos 

h'(z,y) = [ ~ 
o 

JJ 
1 o o 

e (h-1 )' -
1 o 1 o 

Íx1 fx ... 1 
_ h -~ 1 

Íxn fx., fxn 

Portanto, !det(h·1 Yl lfx,J1
. Logo 

1 giV~dx = 11 g IV~ dHn-1dt. 
A U V lfx .. l 

(A.l) 

Sabemos que as curvas de nível de f,{f = t }, contidas em A, são subvarie­

dades ( n-1 )-dimensionais e que suas parametrizações são dadas por L( v) = (v, f( v)), 

onde v E V e l(v) = IIn o h·1(v,t) com tEU. Além disso, a integral em relação à. 

medida Hn-l se expressa em termos da parametrização como 

1 gdHn-1 = f g(L(v)) 
{f=t} nA Jv 

Nn ] 8xp 
8vt ... 
~ 
8vn·l 

dv1 . . . dvn-1, 

(A.2) 

onde N = (N 1 , ..• , N n) = V' f ·IV'~-1 é o vetor normal unitário, pois a forma volume 

de uma subvariedade (n-1)-dimensional é dada por 

n 

w = I: NidXt A ... A dxi-1 A dxi+l A ... A dxn. 
i=1 

Note que como g 2: O, a igualdade (A.2)- faz sentido, mesmo que os dois lados sejam 

infinitos. Observe que, pela definição de L, vale 

[ N, 
N2 

N. ] 

[: 
8x1 8x:1 8xn 
8V1 8v1 8Vt -
~ 8x.-, ~ 
8Vn·l 8vn·l 8vn·l 

o 

1 

A partir disto e de l'(v) = 'Vlln • (h-1 )'(v) temos 

l '(v) = (' Íx1 fx ... 1 ) - f, ... , --f-
Xn Xn 
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O termo (fxJ-1 foi omitido, pois l depende só das n-1 primeiras coordenadas, logo 

~ ,;'11 
1 o !!L 

L'(v) fxn 

o 1 -~ xn 

Por indução, demonstra-se que 

ldetL,(v)l = I'V~jfxnl + ... + t;D IV fi 
(A.3) 

I'V~ lfxnl 
-

lfxnl . 

Logo, de (A.l),(A.2) e (A.3) temos, 

r gj'Vfldx = r r gdHn-1 dt = 100 

f gdHn-1dt. . (A.4) 
J A lu J{f=t}nA -oo J{f=t}nA 

Concluímos assim que a igualdade vale para um aberto que contém xo. Agora 

queremos estabelecer (A.4) para um compacto qualquer de D:;;; {I 'V f! ;f; O}. Seja 

K um compacto de D. Para todo x E D, seja Ax o aberto onde vale a igualdade. 
m 

Como K é compacto existe Xt, ..• , Xm tq K C U Ax1 C D. Note que o aberto 
i=l 

tomado de forma que valesse a igualdade independe de g, só depende de f. Assim 

Aplicando (A.4) nas integrais da direita, concluímos que 

m 

Fazendo este raciocínio sucessivamente, conclui-se o mesmo para U Ax1• Observe 
i=1 

que a igualdade vale também para KC U Ax;. Basta você redefinir g de forma que 

se anule em Kc. Isto não invalida a igualdade (A.4). 
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Agora seja Km uma sequência crescente de compactos tq U Km = D. 

Como g é positiva e (A.4) vale para Km, usando o Teorema da Convergência Monó­

tona para a integral da direita de (A.4), conclui-se que 

r g IY'fl dx = ! 00 r gdHn"1dt . 
Jn -oo hr=t}nD 

Agora mostraremos que a igualdade também vale em De: Pelo Lema de Sardi 

H1 
( { t : f(x) = t e IV'f(x)l = o para algum X E n}) = o. 

Logo H1 ({ t: r gdHn-l =f. O}) =o, e então 1= r gdHn-1dt =o. 
J{r= t}noc -oo J{f=t}nnc 

Também vale i c gj\7~ dx =O. Logo a igualdade também vale em De e, portanto, 

em todo n conâuindo o resultado no caso particular. ~ 
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APÊNDICE B 

B.l DEFINIÇÃO: Diremos que a partição de [a,b), a= r~ < r~ < .. · < r~ = b, 

é rearranjo de permutação u de a= r o < r1 < · · · < rn = b, se ri+t - r~ 

rl+u(i) - ru(i) 1 onde ué uma permutação do conjunto {0, ... , n - 1}. 

B.2 LEMA: Sejam O= ro < rt < · · · < rn = b e O< so < St < · · · < Sn = b 

partições de (O,b] tq lri - Bil < ffn para i E {O, ... ,n} . 

Sejam O = r~ < r~ < · · · < r~ = b e O < ~ < · · · < s~ = b seus 

respectivos rearranjos de permutação u em [O,b] com s~ = So· Então 

DEM: Note que rf = r~ + (~ - r'0 ) + · · · + (rf - ri_1) = O + (rt+u(o) - ru(o)) + 

· · · + {rl+u(i-1) - Iu(i-1))· 

Analogamente sf = so + (s1+a(O) - Sa(o)) + · · · + (st+a(i-1) - Ba(i-1))· 

Assim, 

i i 

Ir( - s(l < !sol + L lra (k) - Su (k)l + L lrHu(k) - Sl+u(k)l < 
k=O k= O 

e i e i e 
<-+2:-+I:-<e. 

3n k=O 3n k=O 3n -

A partir disto, conclui-se o lema. Ô 
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n-1 

B.3 LEMA: Seja f: (0, b] ------+ lR função simples dada por f== L hi X(r;,r;+t]· Então 
i=l 

n-1 

f* == L hui X(rt,rt+
1

] 1 onde a partição {t1} é rearranjo de permutação q de {ri} tq 
i=l 

hu(O) ~ hu(l) ~ • • · ~ hu(n-1 )· 

DEM: Seja (1 permutação de {O, ... , n - 1} tq hu(O) ~ hu(l) ~ • · · ~ h.y(n-1) · 

Seja O == r~ < ri < · · · < r'n == b rea.rranjo de permutação q de {ri}. Para 

tElRtemos 

Vr(t) I { x : f(x) < t} I -
i tq ht < t 

Se não existir hi < t, então L ri+t - ri ==O. Caso exista hi < t, 
ht<t 

L (ri+l - Ii) == L (rl+ui - Iui) == L rt+l - rt == Ik+l - r~ == Ik+1 1 

h;<t h.,i<' h .. J<t 

onde k é tq hu(k) < t ~ hu(k+ l ) ou t > hu(n-1)1 pois {hu(i): hu(i) < t} é igual 

a {hu(o) 1 hu(l)' . .. , hu(k)} ou é igual ao conjunto vazio. Assim, temos que Vr(t) = · 

Logo se s > h11(k) ' então 

k 

Vc(s) "'"""' r' r' > "'"""' r' r' - r' ~ i+l - i - ~ i+l - i - k+lt (B.l) 
h.,{i)<s i=O 

e se s ~ hu(k), então 

Vr(s) L r:+l - r~ = L rj+1 - r\ :5 r~. (B.2) 
h,{i)<5 i<k 

Agora seja v E (O,b]. Portanto, v E (r'k , r~+1 ] para a1gum k. Se r~ < v ~ Vr(s), 

então, por (B.2), s > hu(k) · Logo inf { s : Vr(s) ~ v} ~ hu(k) · Por (B.l), temos que 
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para qualquer s> hu(k) vale Vr(s) 2:: r~+l ;:::v. Então inf {s :Vr(s) 2: v} $ hu(k}· 

Logo f*(v) = hu(k)· ~ 

B.4 TEOREMA : Sejam cp e 1/J funções simples definidas em n limitado, dadas por 
k l 

<p = L hi XFI e t/J = L li XF~' onde {Fi} e {F{} sã.o partições de n. Então 
i=l i=l 

llcp* - V>*IIL2[o,n] $ ll<fJ - 1PIIL2(n)· 

n n 

DEM: Podemos supor s.p.g. que <p - L hj XE1, 1/J - L lj XE1, onde {Ej} 
j=l j=l 

é uma partição conveniente ele D. Podemos também supor que hj $ hH1 para 

j E { 1, ... , n - 1} , basta reenumerar Ej de forma conveniente. 

Agora sejam f,g: [o, IOI] ---+ lRdadas por 

n 

f= L hjXAjl 
j=l 

n 

g =L ljXAj, 
j=l 

onde a partição O= ro < r1 < · · · < In = 101 é tq m(Aj) = m(Ej} com 

Aj = (rj_1 ,rj]· Como hj é crescente, então f* =f pelo Lema (B.3). Por outro lado, 

f* = cp* e g" = t/J*. Logo 

(B.S) 

Também vale 

. 2 2 

li<P- .Piiv(n) = j t,(h; - l;)XE, dx = ~ k, t. (h; - l;)XE, dx 

= t l lhk - lkl2 dx = t lhk - ljl2 m(Ek) 
k=l Ek k=l 

n 

= L lhk - lkl2 m(Ak) = llf - giiL2 .(B.4) 
k=l 

Usando a partição {rj}, construiremos uma nova partição O< Bo < · · · < s0 = 101 
tqO< Sj -rj < a(n~l)'ondeê >Oesj -Sj-1 E~parajE {1, ... ,n}. Sejam 
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Bo = (O,so] e Bj = (sj-t,Sj], jE {1, ... ,n}. Defina. 

n n 

f = L hjXBJ e g = L ljXBJ , 

j=O j=O 

com ho = min f e lo = min g. Logo f =f em U(Aj n Bj) · Assim, f :1: f no 

máximo em (UBj) \ (U(A.i n Bj)) U Bo C U (Bj \ (Aj n Bj)) U Bo. Portanto, 
n n e 

m({x:f =1= í}) $L m(Bj\Aj n Bj) + m(Bo) < ?= 3(n + 1) <e. Logo llf-
j=l J=O 

n1Ll[O,Ií11J $ t:~/:J. M, onde M = o~~n {lhjl,lljl}. Analogamente, llg- gi!Ll(O,IOIJ $ 
_J_ 

& 
1
/:J • M. Pelo Lema (B.3), g* e g são rearranjos crescentes das funções g e g pela 

mesma permutação <T. Assim, pelo Lema (B.2), m({x:g* i: g*}) < 2&(n + 1). 

Logo llg* - l*llv[o,lnl] $ [2e(n + 1)] 112 M. Suponhamos s.p.g. que . 

11r- ~I, llg - gll, llf* - ru e llg* - E* li < c I 4. (B.5) 

Provaremos agora que ur - l*IILl[O,Inl] ~ llí - gi!Ll(O,Inl]· Como Bj - Sj-1 E <Q ' 

então existe uma partição O= uo < so = u1 < · · · < Um = !OI tq Uk+I - uk 
kJ+l 

seja uma constante C para k E {1, ... , m} e, dado j, (sj-1, Sj] = U (uk-1, Uk] para. . 

algum kj < kH1 E {1, ... , m}. Podemos supor que 

m-1 m-1 

f = L dkX(uk,uk+d (dk crescente) e g = L ekX(uk,u~t+d, 
k=O k=O 

m-1 

g* = L eu(k)X(u~,u~+l), 
k: O 

onde eu(k) é crescente, ub = u0 =O e u~ = Ut = so (ek. ~ min g = fo = eo). 

Assim, após o rearranjo, podemos supor que o intervalo (u0 , ut] não é permutado. 

Portanto, u~ = ub + (u~ - u~) + · · · + (u~ - u~_ 1 ) = uo + (u1 - uo) + (uu(t)+t -
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Uu(1)) + · · · + lUu(k-1)+1 - Uu(k-1)) = Uo + (ul - uo) + (u2 - ut) + · · · + (uk -

Uk-l) = Uk. A 3!. igualdade ocorre porque Ui+l - Ui é constante. Então 

Logo 

m-1 

g* = L eu{k)X(uk,ukH) · 
k=O 

m-1 m -1 

ur - g*llv[o,jnl] = L ldk - eu(k)l
2 . c e llf- giiL2[0,Inl] = c L ldk - ~12 . 

k=O k=O 

Note que a permutação a é uma composta de permutações <Tij, onde Ujj(i) = j, 

<Tij(j) =i, <Tij(k) =k se k~ {ij} e ij sã.o tq i<j e ei 2: ej. De di < dj e ei 2: ej 

temos (di - dj)(ei - ej) ~O. Então di~ + djej ~ diej + djei. Portanto, 

Logo ldi - ed2 + jdj - .ejl2 > jdi - eu;j(i)l2 + ldJ - eu;j(j)j2
• 

Assim, concluímos que 

m-1 m-1 m-1 

L ldk --= ekl
2 2:: L ldk - eu;jkl

2 2:: · · · 2:: L ldk - eukl 2
. 

k=O k=O k=O 

Portanto, 

(B.6) 

De (B.5), (B.6) e de E ser arbitrário, segue que lif* - g*IIL2(o,jn1J ~ llf- gllv[o,jniJ· 

A partir disto, de (B.3) e (B.4), conclui-se o teorema. O 

B.5 LEMA: Se r E L2 (0) para n limitado, então~ E L2 (o, IOI) e 

DEM: Dado E > 0, seja Ai= {x E O:iE ~ f(x) < E(i + 1)} para iE 7L. Defina 

t=-oo 
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É fácil ver que O~ f - .,P < E. Logo 

Também temos, por (ü) da Propriedade (13), que 

Usando (üi) da Propriedade (13), concluímos que 

Agora calcularemos 11-tP*IIL:~(o.lnl)· Para isto, seja 

+oo 

g = L iCX(r;,r;+l], 
i=-oo 

(B.7) 

(B.8) 

onde {ri} é uma partição de [0,101], O~ • .. $ r_2 $ r_1 < ro < r1 ~ r2 $ 
k-1 

. .. ::; IO!,tqrk = L m(Ai) · Noteque{ri}pode serinfinito,casofsejailim.itada. 
i=-oo 

Além disto, rk+l - rk = m(Ak)· Assim, concluímos facilmente que Vg = V.p e, 

portanto, g* = ,P*. Como g é crescente, então g* = g. Logo 

Usando (B.4), temos que 

A partir disto, de (B.7) e de (B.8), deduzimos que 

Fazendo C - O, conclui-se o lema. 
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Observe que, com o mesmo raciocínio deste lema, poderíamos concluir 

B.6 LEMA : Se fE L2 (f2) (n limitado), então existe uma função simples 
n 

<p = L hiXE, tq 
i=l 

DEM: No Lema (B.5) foi mostrado que existe uma função '1/J parecida com a 

função c.p que desejamos. A diferença é que aquela 1/J pode assumir infinitos valores. 

No entanto, o problema pode ser facilmente resolvido. Primeiro, seja 1/J a função 

definida no Lema (B.5). A seguir, defina 

n 

c.pn = L i&xA,, 
i=-n 

onde n E N e Ai está descrito no Lema (B.5). De forma semelhante ao referido lema, 

podemos definir g"' e g<p., a partir d~ 1/J e <p0 respectivamente. Assim, é fácil mostrar 

que 

Portan to, tomando n suficientemente grande, conseguimos aproximar <pn de 1/J ob­

tendo 

11'1/J - cpnll < e e 111/J* - cp~ll < e 

o que conclui o lema. O 

B.7 TEOREMA: Se f e g são funções em V(O), então 

DEM: Imediata do Teorema (B.4) e Lema (B.6). 
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APENDICE C 

C.l LEMA: Seja f: n - [m,M] função C1(f2), onde n é um aberto limitado e 

I \i' f\ # o em um conjunto f20 c n. Sejam K um compacto de lR n, tq Kc 0 0 , e 

TJ E C 1 (f2). Então 

(i) existem h, &0 >O tq a. aplicação G: (-h,h) x (-&o,&o) x K -+1Rdada.por 

( 
V'f(y) ) 

G(s,&,y) = (f+&7J) y+siV'f(y)l 

seja estritamente crescente em (-h, h) VE E ( -&0 , Co) Vy EK; e 

(ii) dado S > O, existe d0 > O tq para yEK e dE [0, d0 ] exista xE B6 (y) para o qual 

lf(x)- f(y)l =d. 

D ( .) É f' il 8G (Mf fM ) ( V'f(y) ) V'f(y) 8G , 
EM 1 : ac ver que Bs = v + v 7J y + s IV'f(y)IJ · IV'f(y)l e que Bs e 

uniformemente contínua em [-h, h] x [-L, L]xK, onde LEffie h é tão pequeno que 

os pontos da forma. y+s ~~~~~~~ estejam.em n para sE [-h, h]. Assim, existem h, &0 

pequenos tq 

l
8G 8G I Bs(s, &,y)- &;(0, O,y) < p 

1 8G 
para. e E (- &0 , &0 ], sE [- h , h] e yEK, onde p = -

2 
inf l\i'f(y)l >O. Como -

8 
(0, O, y) 

yEK 8 

= l\?f(y)l, dc:~~orre que ~G (s, t",y) ~ ~ inf l\7f(y)l e, portanto, segue-se (i) . 
us 2 yEK 

(ii): Podemos obter as seguintes estimativas tomando e-· O: para yEK 

( 
\i'f(y) ) r~ oa 81 . 

f y + s1l\i'f(y)l - f(y) =lo Ts(s, O, y)ds ~ 2 ~~k l\i'f(y)l, (C.l) 
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onde Bt E [o, h]. Analogamente, para sE [-h, o}, 

( 
V'f(y) ) 8 . 

f y + SIV'í(y)l - f(y) ~ 2 :~k IY'f(y)l. (C.2) 

Agora sejam yEK e S >O. Além disto, sejam h de (i), tq h< S, e do= ~ inf IV'í(y)l . 
4 yEK 

. h 
Disto e de (C.l), pa.ra s1 E ( 2' h), temos que 

( 
\'í(y) ) s1 4do 

f y + stl\'í(y)l - f(y) ~ 2"T >do. 

Quando s= O a diferença é O. Logo, pela continuidade desta diferença, existe so E 

lO, st) tq a subtração seja d, para dE (0, d0 ). Assim, basta tomarmos 

para concluir o lema. O 

V'f(y) 
X= y + So IY'f(y)l 

C.2 TEOREMA: Seja f função definida em n aberto limitado de JR.n tq f E C2(0), 

f=Oem80el\7~ #OemO\{x E O:f(x) = Oouf(x) =supf}. SejaTJ E 0 1 (0) 

elembreque Pt = {í= t}. Então,set0 E (O,supf),va.lem: 

(i) existe ho > o tq a função Q': PtoX( -ho, ho) ---t n definida por 

. \lf(y) 
a(y, s) = y + si'Vf(y)j , 

seja injetora e B = a-(Pt0 X( -ho, h0 )) seja. aberto; e 

(ii) existem C >O e uma função s:~to ---t ( - h0 , h0 ) de classe C1 tq valha a 

igualdade entre os conjuntos: 

p !'] - {X E n: f(x) + Ef1(x) = to} 

{X E n : X = y + s(y) I~~~~ I ' onde y E p to } = Mo(y) 

D EM (i): Como l\7~ #O em Pt0 , este é uma subvariedade (n-1)-dimensional. Logo, 

para X E P to, existe <fJx : U C JR n - l ----4 p to parametrização de p to de classe C2
, 

onde U é aberto ex E IPx(U). 
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Seja F x: UxlR 

1 

Vf(<p(u)) 
____.,. n dado por F x(u, s) = <p(u) + SI I. 

Vf(<p(u)) 

Seja também g = Pondo g= 

( <p1, •.• , <pn ), temos 

' [<p~t (u) ~ sg~t (u) 
Fx(u,s) = : 

<p~1 (u) + sg~1 (u) 

Quando s= O a matriz é inversível, pois <p é parametrização e, portanto, <p1(u) · 

e1 , .. . , c,:/(u) · en-l são linearmente independentes e ortogonais a Vf(<p(u)). Logo 

existe Üx aberto em u X m. tq F(Ox) = Ix seja aberto em n, com X E Ix, e F seja 

inversível em Ox. Suponhamos s.p.g. que Ix = Br,.(x). Seja. O~ = F-1 (Brx (x)). 

3 
Como o~ é aberto em u X m' podemos construir um aberto, cujo fecho está em 

0~, da forma ul X (- hx, hx), onde ul é aberto em u e hx >o. Defina. Ax = 

F(Ut X (- hx,hx)}. Claramente Ax C Br;(x). Além disto, 

Ax = {z:z = y + ·~~~~~~~· ondey E <p(U,) es E (-h.,hx)}. 

Note que hx independe de y. A coleção {AxhEPto cobre Pto' que é compacto. 

Podemos, portanto, extrair uma subcobertura finita! Ax1 U · · · U Axm :::> Pto· A 

aplicação C1' é injetora. em (Ax ... n Pto) X (- hxkl hxk) para k E {1, ... I m}, I?Ois 

Fxlu
1

x(-h,.,h,.)éinjetora. SePt0 n(A~knAxi) #- C/J,entãoPt0 n(AxkUAxJ C 

Pto n Br,.j(xj) · Assim, C1' é injetora em pto n (Axk u Axj) X (-h, h), onde o< h ~ 

min{hxk' hxj }. Se Pto n (Ax" n Axj) = (/),então, tomando hx"' hx1 pequenos, temos 

que Axk n Axi = (/). Logo, tomando h0 conveniente, conclui-se que a é injetora em 
m 

Plo X (- ho, ho)· Além disto, o B dadefiniç~o é abert.o, pois B= U Axk· 
k=l 

DEM (ii): 12. passo: Mostraremos que existe E1 > O tq u 
t E [to-!t. to+ !t) 

Pt cB. 

Como Bc é fechado e Pto é compacto, então dist(Pto• Bc) = S >O. Seja do o da 
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parte (ii) do Lema (C.l) com K = u P t, onde Eo > O é tq O < to - Eo 
tE [to-to, to+ to] 

e to + Eo < supf. De fato, K é um compacto de IR n em n, pois claramente 

K = 1 1 ([t0 - &0 , t 0 + ê0 ]) e como f é contínua podendo ser extendida a 80, 

conclui-se que K é fechado em n. A partir disto e de n ser compacto, inferimos 

que K é compacto. Tambem vale que K c n, pois f= O em 8í2. Agora note que se 

yE K n u P\, então existe x E B6(Y) tq f(x) - f(y) = t1 - to < do, 
tE (to-do, to+ do) 

onde t 1 = f(y). Portanto, f(x) = to e, assim, dist(y, Pt0 ) < 6. Logo y E B. Então, 

tomando E1 = min{ Eo, do}, concluímos o 12. passo. 

22. passo: Existe &2 >O tq se E E [0, E2] , então P t'l C u 
tE [to-tl, to+ ti} 

Seja E2 >O tq E2 · supl11l < Et. Se x E Pc'l , onde E E [O, &2}, então jf(x) - t 0 j 

IE11(x)l ::; IE217(x)l < Et. Portanto, x E U Pt . 
tE [to-tlt to+ tl] 

32. passo: Existem Es >O e uma função s(y) definida em Pto tq Pc,., C Ms(y)· 

Sejam h, E0 >O os determinados na parte (i) do Lema (C.l), isto é, 

tais que G(s,ê,y) seja estritamente crescente em (-h, h) VE E ( - E0 , E0 ) Vy E Pto· 

Podemos supor s.p.g que h= ho, onde h0 foi obtido em (i) deste lema. 

Agora seja és = min{ Eo, E2}, onde E2 foi achado no 22. passo. Para x E 

P cl'/, com t: ::; E3 fixo, temos que x E B. Como a é uma bijeção entre P ~o x(- h0 , h0 ) 

e B, então existe um único (Yx,sx) E Pt0 x(-ho, ho) tq x= a(yx,sx)· Assim, está 

bem definida a aplicação x----+ Bx. Agora note que se s ;f; sx, então G(s, E, Yx) ;f; 

G(Sx, E, Yx), pois G é estritamente crescente em (-h, h). Observe também que 

G(sx, ê,yx) = (f+ E17) (a(yx ,sx)) = (f+ ê17)(x) = to. Assim, a(yx,s) (/: PclJ· 

Logo a aplicação x----+ Yx definida em P t,., é injetora, pois, caso contrário, existiriam 

St =!= s2 tq OlYx, s l), a·(yx,s2) E Pt,1 cont.radizendo o que acabamos de concluir. 

Logo x é uma função de Yx e, conseqüentemente, Bx é uma função de y, ie, Bx = s(y). 

Observe que e independe de y. Assim, para todo y = Yx, X E p Crp podemos definir 
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I 

s(y) tq a(y,s(y)) =x. Logo Pc71 C Ma(y) com E ~ e3 e s(y) assim obtidos. 

Veremos a seguir que s(y) está. definida para qualquer y E Pt0 , bastando tomar e 
suficientemente pequeno. 

42. passo: Existe e4 >O tq se fl(Y) >O para y E Pt0 , então, para e E (0, e 4], existe 

s(y)E (-ho,O), onde a(y,s(y))::: x E Pc11 • 

Seja y E Pt0 tq fl(Y) >O. De (C.2) do Lema (C.l), temos que í(a(y,s)) -

í(y) ~ -
2
8 

c, onde c= inf IV7f1 e 8 E (- ho, 0). Logo 
Pt0 

s 
f(a(y,s)) + &TJ(a(y,s)) ~ 2c + f(y) + ETJ(a(y,s)) < f(y)::: t0 

para 8::: - 1/~ho e e < e4 suficientemente pequeno. Quando 8 =o, a soma da 

esquerda é maior que t 0 , assim, existe o s(y) desejado. Observe que e4 independe 

de y, pois a desigualdade (C.l) do Lema (C.l) vale Vy E Pto· Então conclui-se 

o 42. passo. Quando fl(Y) < O, o análogo pode ser estabelecido observando que 

s(y) E (O, ho). Caso '7(Y) :::O, trivialmente, s(y) :::O. Logo conclui-se que, para 

e ~ [4' existe uma função s(y) definida em p to tq Ms(y) c p Ef1• Finalmente, 

tomando E ~ min{E3 , E4 }, conclui-se que a função s(y) construída no 32. passo está. 

definida em todo Pt0 e Pc 71 = Ms(y)· A igualdade entre as funções achadas no 32. e · 

42. passo deve-se ao fato de s(y) ser única como verificamos. 

Sejam cp : u - p t o e F: u X m. - n as parametrizações definidas 

em (i), onde Ué tq F(U x (- h0 , h0 )) é aberto (pela demonstração de (i), vimos que 

isto é possível). Portanto, F(u,s(u)) é parametrizaçã.o local de Pc17 , que é superfície 

0 1
, pois f e '7 E C1 (O) e \?f+ E\?17 =f: O para e pequeno. Logo cp(u) + s(cp(u)) · g(u) 

é 0 1 
I onde g está. definida em (i). Como g é 0 1

' pois \7f e cp são de classe C 1
' então 

l . 
sE C (Pt0 ). O 

C.3 LEMA: Existe Eo >o tq a aplicação e ---+ s(y, E) SeJa uma função 

0 1
(- Eo, Eo). Além disto, para Eo especial, se TJ(Y) >O para y E Pt0 , então s(y, E) é 
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estritamente decrescente em (- Eo, Eo). A~alogamente se '7(Y) <O, então s(y, E) é 

estritamente crescente em (- E0 , &0 ). Quando '7(Y) ==O, então s(y, E) =O. 

DEM: Seja G a função definida no Lema (C.l) . Tomando eo, h e K == Pto desse 
tJG 

mesma lema, temos que tJs >0 em (-h,h) x (-Eo,&o) x Pto· 

Fixando y E P to, podemos ver G como uma função de 2 parâmetros 

definida no aberto (-h, h) X (- E0 , &0 ). Assim, aplicando o Teorema da Função 

Implícita para G(s, E) = to e usando o fato de G ser de classe C1 , t emos que s é 

urna função de E de classe C1
. Logo s(y) = s(y, C) concluindo a 1~ parte deste lema. 

Agora suponhamos que '7(Y) >O para y E Pto· Primeiramente veremos, 

por absurdo, que s(y, E) é injetora em (- &o, &o). Suponhamos que existam &1, E2 E 

(-Eo, Eo) tq E1 < E2 e s(y, EI) == s(y,E2). Logo a(y,s(y,EI)) = a(y,s(y,E2)). 

Disto e da definição de s(y, E), temos 

(f+ C1 '1) o ( a(y, s(y, Cl))) = t0 = (f+ Í 2f1) o ( a(y,s(y, ti))). (C.3) 

(C.4) 

A partir disto e de (C.3), segue-se q':le r(a(y, s(y,El))) - r(a(y,s(y,E2 ))) = 

t 0 . Note que f(a(y, s)) == G(s, O, y) . Logo f(a(y, s)) é estritamente crescente em 

(-h, h). Disto e de t 0 = f(y) = f(a(y, O)), concluímos que s(y, Et) = s(y, E2 ) =O. 
Mas,usando(C.4),inferimosque0 = 'l(a(y,s(y, E!))) = '1(a(y,O)) = fJ(Y) >0 

o que é absurdo. Assim, conclui-se que s(y, E) é injetora em (- E0 , C0 ). Como esta 

função também é rontf nua, port.an to, ou é estritamente crescente ou é estritamente 

decrescente em (- E0 , E0 ). Mostraremos agora que s(y, E) é estritamente decres­

cente em (- el I El ), onde el ~ Co e, portanto, pelo que acabamos de demonstrar, 

estritamente decrescente em (- Eo, Eo). 
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Como TJ é contínua e TJ(Y) >O, 'então TJ(a(y,s(y,E))) >0, onde E E 

(- E1 , E1) para &1 pequeno. Suponhamos que existam E2, Es tq - &1 < &2 < Ea < 

& 1 e s(y, &2 ) < s(y, &3). Pela definição de &1 e de &2 < Es, temos 

Por outro lado, (f+ &217) (a(y,s)) é igual a G(s,E2 , y) que é estritamente crescente 

em (-h, h). Note que s(y, &2), s(y, &3 ) E (-h, h). Logo 

(f+ EsTJ) o (a(y,s(y,E2))) <(f+ EaTJ) o (a(y,s(y,Ea))). 

A partir disto e da definição de s(y, E), temos 

chegando a um absurdo. Logo e(y, &2) > e(y, &8 ) concluindo o resultado. 

Finalmente, por definição de s(y, E), s(y, E) =O em (- Eo, Co) quando 

t?(Y) =O para. y E Pto · 0 

C.4 LEMA: As funções s(y, t') e ;; (y, t') convergem uniformemente a O em P to . 

quando e --+o. 

DEM: Veremos primeiro que e(y, E) --+o uniformemente quando e --+o. Por 

definição, s(y,t') é tq r(a(y,s(y,t'))) = t 0 - t'ry(a·(y,s(y,t'))). Assim, 

r( a(y, s(y, E))) converge uniformemen.te a O quando t' --+O. Como s(y, t') E 

(-h, h) , onde h é o do Lema (C.l), valem as desigualdades (C.l) e (C.2) para 

qualquer y E P ~o. Logo s(y, E) --+O uniformemente. 

Agora mostraremos que ~s (y, E) --+O uniformemente quando E ---+O. 
v V 

Seja cp: U C IR n-l - P to uma pa~·ametrização local de P to como a descrita no 

Teorema (C.2), então, temos 

(f+ ETJ) o (rp(u) + s{<p(u),E)g{u)) = to, 
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onde g(u) está definida no Teorema (C.2). Derivando esta igualdade em relação a u 

e aplicando em h E 1R n-l, segue que 

('Vf+ E'VTT)() · (,o'(u) ·h+ g(u) · ~;<,o'(u) ·h+ s(rp(u),C)g'(u) ·h)= O. 

Quando C -O, valem: 1) ('Vf + t:'VYJ) · <,o'(u) · h -O uniformemente em 

compactos de U, pois 'Ví( rp( u)) .L rp' ( u) ·h e as funções f, 'r/ e rp tem derivadas 

contínuas. 

Daqui em diante, quando falarmos em convergência uniforme, estará 

subentendido que é uniforme em compactos. 

2) ('V f+ e'VYJ) · g'(u) · h · s(r,o(u), e) -O uniformemente, pois s(r,o(u), e) tende 

a O uniformemente e g' é limitado já que f E C2(!l) com I'VfJ > c >O em Pto· Logo, 

de 1) e 2), conclui-se que 

('Vf + f'V17) g(u) · ~; t,o'(u) · h - O uniformemente. 

Portanto, 'V f( rp(u) + s(r,o(u), t")g(u)) · g(u) ;; · <p
1 (u) · h --+O uniformemente. · 

Como g·'Vf = I'V~ >c >0 em Pt0 , temos que~; <,o1(u) ·h -o uniformemente. 

Também temos que I <p1 
( u) · h I > a > O em um compacto de U quando h for um 

8s 
elemento arbitrário de IR n-l tq Ih I = 1. Por isto, -O uniformemente neste 

8y 
compacto. 

Se tais compactos forem fechos de abertos, poderemos cobrir P to com 

finitas imagens destes abertos e, assim, concluir a convergência uniforme em todo 

Pto · Ô 

C.5 TEOREMA: Seja f uma função com as hipóteses do Teorema (C.2), então 

dVr(t) 
dt 

r I'Vq-l dHn-l em (inff, sup f). 
}{f= t} 
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DEM: Como {f = t} é uma subvariedade {n-1)-dimensional, então I {f = t }I =O. 

A partir disto e da fórmula da coárea, 

Vr(t) = 1 X{f~t} dx = 1' r I'Vfl- 1 dHn-l ds . 
n -oo }{f= a} 

Veremos que a aplicação t---+- r I'Vq-1 dHn-1 é contínua em (inff, sup f), con-
J{f=t} 

cluindo o teorema. Seja t 0 E (inff, supf). Pela demonstração do Teorema (C.2), 

existem eo >0 e s(y,e) E C1 (Pt0 x (-eo,eo)) tq Pc" = M.(y,E) pa.ra e E 

(-&0 ,E0 ). Tomando YJ constante, temos que Pc 11 = Pt com t próximo de to. Logo 

Pt pode ser parametrizado localmente por cp~(u) = cp(u) + s(cp(u), e) g(u), onde g 

e <p: U ---+- Pto estão definidas no Teorema (C.2) e e é um real que só ~epende de 

t. Note que E -O quando t- t0 . Agora, usando o argumento do Apêndice A, 

temos que 

onde F'(u, s) também pode ser encont.rado no Teorema (C.2). Como s(y, E) ---+-O, 

!; (y,f) -o e 'Vf(<pt(u)) - 'Vf(cp(u)) uniformemente quando t- to, então 

r !vq-1 dHn-1 ---+ r !Vq-1 dHn-1 • (C.5) 
}{f= t} n 'Pt(U) J{f= t 0 } n tp(U) 

Veremos agora que esta convergência não ocorre somente na restrição <,?t(U). Para 

isto, sejam I{Jt : U 1 - P to e I{J2 : U 2 ---+- P to duas para.metrizações locais de P to 

tq o conjunto A= tp1(Ut) n tp2(U2) =/= </>. Assim, A é um aberto de Pt0 e, 

conseqüe-ntemente, U3 = 1Pi" 1 (A) é um aberto de Ut. Observe também que a 

com•ergencia E>m (C.5) pode F:er feit.~. pn.r ;:~ . abertos deU. Logo (C.5) vale para U1 • 

U 2 , U 3 e, portanto, pode ser aplicada a U 1 \ U 3 e U 2 demonstrando que 
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Fazendo este raciocínio sucessivamente par~ uma família de parametrizações que 

seja uma cobertura de Pt0 1 concluímos o teorema. O 

C.6 TEOREMA: 

(inff,sup í) e 6( E) --+ 1 quando E --+O. 

DEM: Seja. t 0 do enunciado e Eo >O tq Pt 11 C B para E E [-Co, Co]. Temos 
+ + 

{í < to} U {to ~ f < to - Eo'l, 'I < O} = {f < to - Eo'l} U {to - Eo'l ~ 

f < to , TI > 0}. Assim Vr+t017 (to) - Vr(to) = !{to ~ f < to - EoTI, TI < O}l -

l{to - f o'l ~ f < to, 'I > O}j = l{to ~ f ~ to - Eo"', "1 < O}l - !{to - Eo"' ~ 
f ~ to, "1 > O}l· Esta última igualdade segue de !{f = to} I =O. Note que 

{to - EoTI ~ f ~ to, TI > O} = U Pt11 n {TI > 0}, pois se x é ~o conjunto 
O<E<Eo 

esquerdo, entoo f(x)::; t 0 e (f+ E0 77)(x) ~ t0 . Como a. a.plica.çoo E --+ f(x) + ETI(x) 

é contínua., entoo existe E E [O, Co) tq (f+ E TI)( x) = t0 . Assim, x E P t 11 n {TI > O}. 

A outra inclusão é imediata. Portanto, 

{to - Eo77 ::; f::; to} = U M s(y,t:) n {77 > O} . 
O$C$Co 

Pelo Lema (C.3), s(y, [O, Eo]) = [s(y, Eo), O] 'Vy E Pto· A partir disto, concluímos 

que 

{to - fo 17 $ f $ to} 

{ 
'Vf(y) 

= x E n: x = y + s I'Vf(y)l tq y E P,., s E (s{y, C0 ), O) e q{y) > O} .(C.6) 

Note que Pt0 n {TI > O} é um aberto de Pto· Portanto, existe uma. família. 

enumerável de pa.ra.metrizações <f'k: Uk --+ Pt0 , onde Uk é aberto em ffi n-l tq 
00 

Pto n {17 > O} = U <r?k(Uk)· Disto e de (C.6), 
k=l 

00 

{to - Eo 17 ~ f ~ to} = U Ik , 
k=l 
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onde Ik = {X E n: X = Fk(u, s) tq u E u'k e s E [s(rpk(u), Co), o)} com Fk defi­

nida na parte (i) do Teorema (C.2). Claramente 

Ih I = r 1° !det F~(u, s)l dsdu. luk s(~Pk(u),to) 
(C.7) 

Observe que podemos mostrar, de forma similar à. demonstração do 12. passo do 

Teorema (C.2), que {to - CoYJ ~ f~ to} é compacto. Disto e de Fk ser contínua, 

temos que 

1
0 o 

ldet F~(u,s)!ds = Àk(u,Co)l ldet F~(u,O)!ds, 
s(~Pk(u),to) s(cpk(u),to) 

onde Àk(u, Co) é uma função tq ).k(u, Co) --+ 1 uniformemente em Uk quando Co --+ 

O. Logo, usando (C.7), temos que 

lhl = Àk(Co) r - s(rpk(u), Co) · jdet F~(u, O)j du (C.8) 
luk 

para Àk(&0 ) conveniente que só depende de e graças à convergência uniforme de 

Àk(u, fo) em Uk. Além disto, Àk(f:o) --+ 1 se f:o --+O. 

Agora obteremos uma estimativa para s(y, f:0 ). Como (f + &0 11) 

( a(y, s(y, Co))) = to, temos 

V'f(y) V'f(y) 
f(y) + V'f(y) · s IV'f(y)j + oc(s) + f:oTJ{Y) + f:oV'TJ(Y) · s iV'f(y)l + &0 l 17 (s) = t 0 • 

Então 

•IVf(y)l + or(s) + t;,V~(y) · ~~~~~il · s + Eol,(s) = -Eo~(y). 

Portanto 
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Nestes cálculos está subentendido s= s(y, t'o) que ao tender a zero implica em 

í'o'1(Y) [-fo'1(Y)l 

I ( I 
-1. Logo s(y, t'o) = "Y(Y, t'o) I ( )I , onde "Y(Y, t'o) -1 

s(y, t'o) '7f y) '7f y 

uniformemente em Pt0 quando t'o -O. Seja Sk(y, t'o) = Àk(t'o) · "Y{y, t'o). De 

(C.8), 

llkl = f 5k(y,fo) · lfo'ltJ,idet F~(u,O)jdu = 5k(Co) f lí'oYJfl dHn-l, 
lu '7f Y J'Pk(u~<) '7 

onde Sk(í'o) só depende de fo. Observe que, usando o raciocínio do Teorema (C.5), 

concluímos que 

onde Sj corresponde à restrição <pj(Uj) \ <pk(Uk) e Sj{t'0 ) -1 quando t'0 -O. 

Assim, tomando Skj(t'o) conveniente tq min{ Sj(t'o), Sk(t'o)} < Ókj(t'o) $ 

max{ 6j{t'0 ), 6k(t'0 ) }, temos que 

Podemos estender o raciocínio para U lk. Assim, 

Embora o número de conjuntos Ik possa ser infinito, podemos garantir que c5( t'0 ) -

1, pois se deve notar que a função À: ( U Uk) x [0, t'o] -R tq Àjuk = Àk converge 

uniformemente a 1 em u uk e não somente em uk. 

Analogamente conclui-se que 
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onde õ'(e0 ) --ti quando eo --.o. Logo 

com s.( eo) - 1 quando eo ___.o. ô 

C.7 TEOREMA: Sejam f e f1 do Teorema (C.2) . Para v E {O, lfll), 

~(f+ et'f)*(v)\ = 1 _T'J_ dHn-1 I 1 _1_ dHn-1, 
d& C= o S(v) I 'V~ S(v) I 'V fi 

onde S(v) = {x: Vr(í{x)) = v}· 

DEM: Seja v0 E (O, lfll). Tomando &0 suficientemente pequeno, temos 

'V{f + et'f) #-O em O ve E ( -e0 , fo) . Assim, usando o Teorema. (C.ó), temos 

Logo 

Além disto , exsite um único to E (inf f+ eT), sup f+ efJ) tq V r( to) = Vo. Pelo 

Teorema(C.6), Vr+c17 (to) = vo+hc,ondehc = S(e)J{f=to} ~~GdHn-l. Assim, 

(f+ fTJ)* (vo + hc) = to e f*(vo) = to. Portanto, 

(f+ [fJ)* (vo) - f*(vo) = {f+ e77)* (vo) - (f+ eTJ)* (vo + hc) 

= -(f+ efJ)*' (vo) · hc + l(f+E'1)•(hc) 

( r I'Vf + f'Vt'fl-l dHn-l) -t . S(f) r f1} dHn-l + l(hc). 
J{f+Efl =to} J {f=to} I 'V~ 
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Com o mesmo argumento do Teorema (C.s}, conclui-se que 

Disto, de hc - O e o(hc) c 
teorema. O 

h c 
C -O quando C -O, conclui-se o 
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APÊNDICE D 

Neste apêndice vamos supor sempre que a função h e o anel A satisfaçam 

as condições da Proposição {4.4). 

D.l LEMA: O conjunto {IY'hl i= o} é denso em {minh $h$ maxh}. 

DEM: Imediata da harmonicidade de h e conexidade de A. () 

D.2 LEMA: Qualquer curva integral maximal do campo Y'h termina em r2. 

DBM: Seja C uma curva integral maximal de Y'h. SejaM= suph(z). Fixa w0 EC 
2EC 

tq IV'h(wo)l = S >O. Sejam w , zEC tq h(wo) < h(w) < h(z) que serão chamados, 

respectivamente, por t0 , t 1 e t2. Podemos supor to <M. Observe que 

1z IY'hlds = t~ IY'h(x(t), y(t))lv(x(t)) 2 + (y(t))2dt, 
w lt. 

onde ( x ( t) ,y( t)) é uma pn.rametrizaçiio da curva C de w a z. Esta parametrização 

pode ser feita, pois, pela Proposição (4.4), IY'hl i= O em C de w a z. Como (x,y) 

tem a mesma direção e sentido de Y'h, vale a igualdade de Cauchy-Schwa.rz 

jvh(x(t),y(t)) · J (X(t))
2 + (Y(t))'l = Vh · (X,Y) = :t h(x(t), y(t)). 

Assim. 

l z IV'hlds = it' dd h(x(t), y(t))dt = h(z)- h(w). 
w tt t . 

Logo h(z)- h(w) > min jY'hl· H1 (C!), onde C!, é o caminho de w a z. Como jV'hl é - c• 
crescente em C, então ... jY'h(z)l2: IY'h(w)l2: S V z, w EC tq h(z}2: h(w) 2: to. Ent.ão 
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I 

H1(C!) ~ s- 1 (h(z)- h(w)]. Portanto, para uma seqüência (zn) em C tq h(zn) .-M, 

temos que 

para n e m grandes. Assim, ( Zn) é uma seqüência de Cauchy. Portanto, a curva 

C converge para um único ponto que, pela continuidade de h, está em {h = M}. 

Seja P este ponto. Suponhamos que M< ma.x h. Neste caso como V'h é contínuo 

em P e crescente ao longo de C, então jV'h(P)j =F O. Logo é possível estender a 

curva integral C para dentro de {h= M} e, portanto, M< sup h(z) o que é absurdo. 
zEC 

Então, M= maxh e {h= M} = f 2 . ~ 

D.3 LEMA: Para tE (minh,maxh], {IV'hl =I= O} é denso na curva de nível {h= t}. 

DEM: Suponhamos que o lema seja falso. Logo existem P0 E {h= t0 } e 8 >O tq 

V'h = O em B6(P0 ) n {h = t0 }. Assim como na Proposição (4.4), podemos tomar 

8 > O tq B6(Po) n {h = to} seja o gráfico de uma função côncava g definida em 

um intervalo de IR. Da concavidade de g, existe P 1 E B6(P0 ) n {h = t0 } tal que 

as derivadas laterais sejam iguais e contínuas em P 1 . Analogamente a Proposição . 

(4.4), podemos supor s.p.g que P 1 = (0, O) e (0,1) é o vetor unitário externo normal 

a {h= ho}. Como g'(O) =O e BB derivadBB laterais são contínuas em P 1 , existem 

x1 <O, x2 >O tq O~ g'(xt) < 1/3 e O~ g'(x2 ) > -1/3. A desigualdade em relação 

a zero pode ser obtida, pois g' é crescente nos negativos e decrescente nos positivos. 

Sejam r e s as retas que passam por (x1 , g(xt)) e (x2 , g(x2 )), respectivamente, e 

cujas inclinações são 1/2 e -1/2. Seja T a região limitada por r, s e {h = t 0 } 

(ver Figura (D.1)). Note que T contém o triângulo limitado por r, s e o eixo x 

tendo assim um interior não vazio. Logo, pelo Lema (D.l), existe Zo E int T tq 

j'Vh(Zo)l #O. Portanto, existe C curva int.egral que passa por Zo. Pelo Lema (D.2), 

C atinge f 2 • Logo C cruza r ou s, pois não pode cruzar Tn{h =to}, caso contrário, 

pela Proposição (4.4), haveria aí um ponto de gradiente não nulo contradizendo a 

hipótese (ver Figura (D.2)). 
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Fig. D.l Fig. D.2 

Suponhamos s.p.g que C intercepte r em um ponto Z1 • O segmento de reta que une 

Z0 a Z1 tem coeficiente angular f3 menor que 1/2, pois Z0 está. abaixo de r. Logo 

existe v vetor tangente a C num ponto Z2 cujo coeficiente angular é f3 (ver Figura. 

(D.3)). Podemos supor que Z2 ET. Para isto, basta supor que Z1 = Z(tt), Zo = Z(tt) 

e t 1 > t1 , onde Z(t) é uma parametrização da curva C e t 1 = inf{t > t;: Z(t) ~ T}. 

Assim, qualquer ponto em C entre Zo e Z1 está. em T. O coeficiente angular da reta · 

r', perpendicular a v que passa por Z2, é-~, com -~< - 2 < -!· Como Z2 E r', 

cujo coeficiente angular é menor que o da reta s que é negativo, pode-se mostrar que 

r' intercepta o interior do segmento (x1 , g(xi) )(x2 , g(x2 )) (ver Figura (D.4)) . Este 

segmento está contido na região limitada por {h = t0 }. Isto é um absurdo, pois a 

curva de nível que passa por Z2 , {h = t 2 } com t 2 < t 0 , está contida em um dos 

semi-planos delimitados pela reta r' e, portanto, {h= t 2 } não envolve {h= t0 } que 

está nos dois semi-planos. Então vale o lema. 
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D.4 LEMA: IV'hj-:/; O em {minh <h~ maxh}. 
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Fig. D.4 

(i) Vamos mostrar primeiro que qualquer curva integral, contida numa região con­

veniente, tem comprimento finito. Seja t 0 E {min h, max h}. Assim como no Lema 

(D.3), podemos supor que, para õ conveniente, B6(P0 )n{h = t0 } é o gráfico de uma 

função côncava g definida em um intervalo do eixo x de um sistema de coordenadas 

xy com Po = (0, O) e g(O) = O. Porém, não podemos garantir que ns derivadas 

laterais sejam iguais em O. Sejam P1 e Pz E B6(P0 ) n {h= to} tq Po esteja entre P1 

e P2 e existam as derivadas nestes pontos. Sejam r e s retas tangentes a {h = t0 } 

que passam por P 1 e P 2 respectivamente. Sejam r' e s' retas que passam por P 1 e 

P2 respectivamente e cujas inclinações são levemente maiores que as das retas r e s, 

de forma que r' e s' interceptem-se em P3 acima de {h= t0 } (ver Figura (D.5)) . 
" SI / 

'SI 
' ' / r ' 

' / 

' 

Fig . D. ~ Fig . D.6 
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Como as curvas de nível são convexas, a' região {h ~ to} está. abaixo de r e s, 

enquanto o interior dos segmentos P1Ps e P2Ps está no complementar. Logo h(P) < 
t0 VP E (int~U intP';'P;) nO. Sejam P4 e P 5 E {h= t 0 } tq P4 esteja entre 

P1 e Po, P5 esteja entre Po e P2 e IVh(P 4)1 'I- O 'I- 1Vh(P5)1 (ver Figura (D.6)). 

Logo existem 2 curvas integrais C e D que passam por P 4 e P5 respectivamente. 

Como C e D passam por curvas de nível cujos valores são vizinhos a to , sejam 

V 1 E C n {h < t0 } e V 2 E D n {h < to} tq h(V t) = h(V 2) = t1 < to. Como P 4 e 

P 5 não estão em P1P3 U P2P3 , pois o triângulo b.P1P3 P2 foi construído de forma 

que PtPs n {h =to}= {Pt} e P2Ps n {h= to} = {P2}, podemos supor que V1 e 

V2 estejam contidos em b.P1P 3P2 • Logo a região R limitada por C, D, {h= t0 } e 

{h= tt} deve estar contida em b.P1P3 P2 (ver Figura (D.7)). 

\ I 

,s' /r' ~~ 
/ I \ 

' I \ / 

\F;/ t"} \ s' ,( I \ 

/ ' I \ 

/ '\ I ' / 

' I ' / \ 

Fig . D.7 Fig. D.8 

Seja ZE Rn {h= h} tq IVh(Z)I -:/; O. Note que Z está entre V 1 e V 2· Seja C' a curva 

integral que pa...c;sa por Z. Pelo Lema (D.2), C' deve atingir {h = t.0 } em um pont.o Z 
que está em R, pois caso contrário, C' deveria interceptar 9 ou D em algum ponto 

o que seria absurdo devido ao fato de curvas integrais diferentes serem disjuntas no 

interior do anel. 
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Vejamos agora que o comprimehto de C'nR, H1 (C' n R), é limitado por 

A1 independente do Z tomado em Rn{h = ti}. Note que C' não deve sair de 

R e, portanto, de .6.P1 P3 P2 enquanto passa pelas curV8B de nível {h = t} com 

tE (t1 , to]. Logo uma reta r", normal à. curva C' em algum ponto w de C'nR, não 

pode ter inclinação compreendida. entre as inclinações dos segmentos P1P3 e P2Ps, 

pois neste caso, r11 interceptaria. o segmento P 1 P 2 o que já foi visto ser absurdo (ver 

Figura. (D.8)). 

y 

/ 

/ 
/ 

\. / 

' / / 
'/ 

/ \~=(O, O) 
/ \ 

/ ' 
/ ' 

/ \ 

\ 

' 

Fig . D.9 

Logo existem v vetor fixo e a > O, que independam de C', tq -?r /2+a $ a.rg(v, ')t(s)) 

~ 1r /2 - a, onde 1( s) é a pa.ra.metrização de C'. Uma curva.· com esta. propriedade e 

contida em um triângulo, tem comprimento finito, pois 

H1 (C' n R) = fx
2 Vl + (f'(x)) 2dx, Jx 1 

onde podemos supor que o eixo x tenha a direção de v, 1(x) = (x, f(x)), onde f é uma. 

função derivável tq lf'l ~ ta.n( 1r /2- a) e x1 , x2 estejam limitados. Para. a.plic~es 

futuras, suponhamos ainda. que o eixo x tenha origem em P3 e o semi-eixo positivo 

cruza {h = to}. O semi-eixo positivo de y aponta para a esquerda (ver Figura 

(D.9)). 

(ii) Mostraremos agora que é possfvel parametrizar qualquer curva integral C' em 

R por (x(t),y(t.)) de modo a ter h(x(t),y(t)) =t. Primeiro note que a curva C'nR 
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pode ser parametrizada por (x, f(x)), x1 $ x ~ x2 • Seja g(x) = h(x, f(x)) =t. 

Portanto, g'(x) = Y'h(x,f(x))(l,f(x)). Como (l,f(x)) tem a mesma direção e o 

mesmo sentido de Y'h(x,f(x)), que não se anula ao longo de C'nR, então g'(x) >O. 

Logo existe a função inversa g- 1(t). Seja (x(t), y(t)) = (g- 1 (t), f o g- 1(t)). Assim, 

tt--t (x(t),y(t)) é uma parametrização da curva C' n R. Como g- 1(t) =x(t), então 

g(x(t)) =te, portanto, h(x(t), y(t)) = h(x(t) , f(x(t))) =t. 

(iü) Agora veremos que a distância entre 2 pontos Z e w pertencentes à Rn{h = t1 } é 

maior que a distância entre os respectivos Í e w em Rn{h = t0 }. Sejam (x1(t), y1 (t)) 

e (x2(t),y2(t)) as parametrizações de C' e C" que passam, respectivamente, por Z 

e w. Primeiro suponhamos que exista t' E [t1 , to] tq y1 (t') = Y2(t'), x!(t') > x2(t'). 

Como {h= t'} é convexo e os vetores velocidade (x1 (t'), :h (t')) e (x2(t'); y2(t')) têm 

a mesma direção e o mesmo sentido dos vetores internos normais à curva de nível 

{h = t'}, deve ocorrer uma das duas poSBibilidades: 1) (x1 (t'), y1 (t')) aponta para 

cima e para a esquerda (y1 ( t') > O e x1 (t') ~ O) e (x2 ( t'), y2( t')) aponta para cima e 

para a direita (:Y2(t') > o e x2 (t') ~o) (ver Figura (0.10)); 2) x1 (t') ~ o, y1 (t') < o, 
x2(t') $O e y2 (t') < o (ver Figura (D.ll)). 

y y 

X X . 

Fig. D.lO Fig . D. l l 

Em ambas alternativas chegamos a uma contradição com o fato de 

111 



I 

em [t1, t 0], ondeiE {1, 2}. Logo não existe t' E [tt, to] tq Yt(t') = Y2(t'). Supo-

nhamos s.p.g que y1 (t) > y2 (t) Vt E [t11 to]. Da convexidade das curvas de nível 

e do fato dos vetores velocidade terem os mesmos sentidos dos vetores normais in­

ternos, concluímos que o coeficiente angular do vetor perpendicular ao segmento 

(x1(t),Yt(t))(x2(t),y2(t)), que aponta para o interior de {h = t}, é maior que 

o coeficiente angular de (xt(t) , y1(t)) e menor que o de (x2(t),y2(t)) (ver Figura 

(D.12)). 

Logo 

(~(t>,YjtJ) 

Fig . D.l2 

y2(t) > _ x1(t)- x2(t) > y1(t). 
x2(t) - Y1 (t)- Y2(t) - Xt (t) 

X 

Observe que xi(t) · > O para iE {1, 2}. Assim, conclui-se que y2(y1-Y2)+x2(x1-x2) ~ 

O e )'1 (Yt - Y2) + x1 (xt - x2) :$O. Logo· (y1 - y2)(Yt - Y2) + (x1- x2)(x1 - x2) :$O. 

Portanto, 

:t {(xt - x2)2 + (Yl - Y2)2)(t) :$O. 

A partir disto, de (xt(ti), Yt(h)) ==Z, (x2(t.t), Y2(h)) = w, (xt(to), Yt(to)) =i e 

(x2(to), y2(to)) = w concluímos (iii). 

(iv) Lembremos que para ZE {h= tt} n {jVhl =I= 0}, i é a. intersecção de {h= to} 

com a curva integral C' que passa por Z. Já foi visto que se Z está em R, então 

i também está. Mostraremos que o conjunto de tais i's é denso em Rn {h = to}. 

112 



Suponhamos que não. Então existem Wt, J2 em Rn{h = to} tq entre Wt e w2 não 

exista qualquer i . Como p4 = vl (ver Figura (D.7)) e U'Vhl -:/; O} é denso em 

Rn {h = t 1 }, concluímos que existe (Zn) seqüência em Rn{h = tt} n {I'Vhl -:/; O} tq 

Zn - V 1· Por {üi), in - P 4. Logo Wt =j; P 4. Analogamente w2 i= P 5. Portanto, 

tais i's devem estar entre P 4 e Wt ou entre w2 e P5. Seja At = {Z E R n {h = . 
t1 } n {I'Vhl =F O}: i está entre P4 e wt}. Analogamente defina A2. Como Rn{h = 

t 1 } n {I'Vhl # O} = A1 U A2, então A1 u A2 é denso em Rn{h = tt}. Podemos 

estabelecer uma ordem em A1 U A2 de forma que Zt < Z2, se Z1 estiver entre P 4 e 

z2. Se fizermos o mesmo em {h = to}, veremos que Zt < z2 .equivale a Zt < i2, 
pois caso contrário, as curvas integrais que passassem por Z1 e Z2 interceptariam-se. 

Logo se Zt E At e z2 E A2, então Zt ~ Wt < w2 ~ i2. Portanto, fazendo uso de um 
. - . 

abuso de linguagem, A1 têm supremo S e A2 possui ínfimo I. De A1 U A2 denso em 

{h= t1}, conclui-se que I= SE {h= t 1} (ver Figura (D.13)) . Logo existem Z1 E A1 

e Z2 E A2 tq d(Zt, Z2) < d(wt,w2)· Pela parte (iii), d(it,i2) < d(w1 ,w2) o que é 

absurdo, pois i1 está entre P 4 e Wt, i2 está entre w2 e P 5 e Rn{h = to} é o gráfico 

da função g definida no início da demonstração. Logo o conjunto dos i's é denso 

em Rn{h = to}. Portanto, existe (Zn), seqüência em {h= tt}, tq in E {h = t 0 } e 

Zn _.. Po. 

{ ~ =t.} 

Fig. D.l3 

No Lema (D.2), vimos que to- h = fcn I'Vhlds, onde Cn é a curva integral que vai 
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de Zn a Zn. Logo 

Pela Proposição ( 4.4), 

Porta.nto, (t0 -tt)(H1(CnnR))-
1 ~ IVh(Zn)!· Por(i), H1(CnnR) ~ MVn. Logo 

(to-tt)·M- 1 ~ IV'h(Zn)l· Disto, da continuidade de IY'hl e de Zn--+ Po, concluímos 

que IY'h(Po)l ~(to - tt)M- 1 >O demonstrando o lema. O 
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