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Resumo:

Neste trabalho estudamos uma formulagio variacional para a equagéo
de Grad-Shafranov em um conjunto aberto e limitado € C IR™. Primeiro esta-
belecemos a relagdo entre a formulagfio variacional e a equagéo original. A seguir,
conforme o trabalho de P. Laurence e W. Stredulinsky, provamos que o funcional
desta formulagdo possui um minimo (supostamente a solugao do problema original)
e que este possui algumas propriedades de regularidade. Estudamos entdo o pro-
blema quando o dominio §2 for convexo. Para este caso, apresentamos uma espécie
de discretizagdo devido aos mesmos autores. Estabelecemos ainda propriedades

geométricas importantes para a solu¢do do problema discretizado.

Abstract:

In this work we study a variational formulation to the Grad-Shafranov
equation in an open and bounded set 2 C IR™. First we establish a relationship
between the variational formulation and the original equation. Then, according to
P. Laurence and W. Stredulinsky we prove that the functional of this formulation
attains & minimum (supposedly the solution of the original problem) and this mini-
mum has some characteristics of regularity. For the case of {1 convex, we introduce
a kind of discretisation due to the above mentioned authors. We finally establish

some important geometric properties of the solution of the discretised problem.
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudaremos a equagdo do plasma. O problema tem ori-
gem na fusdo do hidrogénio. Este processo consiste na unido de dois isotopos de
hidrogénio, o deutério e o tritio. Por isto o nome fusdo. Para que ocorra esta uniao.
a forga de repulsdo causada pelos prétons, pois cargas iguais repelem-se, deve ser
vencida. Isto pode ocorrer quando a energia cinética dos atomos é muito alta. Em

outras palavras quando o meio possui temperatura muito elevada.

Este processo é de enorme interesse, pois nele ha grande liberagéo de
energia. Até o momento o homem s6 tem conseguido a fusdo de forma bem suce-
dida nas exploses de bombas termonucleares. A dificuldade reside no fato de ser
necessario elevar a temperatura do hidrogénio a milhGes de graus Celsius. Nido existe
recipiente no mundo que néo se derreta ao entrar em contato com uma substancia
de temperatura téo elevada (denominada plasma). A estratégia, entdo, é confiné-lo
em “garrafas eletromagnéticas”. Neste ponto podemos levantar duas questdes:

1) Qual é o formato deste confinamento eletromagnético?
2) Como se comportaria o plasma neste confinamento?
Por isto veremos algumas equagées relacionadas com o problema de compressao

adiabatica e difusdo resistiva do plasma.

Muitos modelos matematicos para este processo tem sido estudados. Eles
basicamente envolvem equagdes nao lineares elipticas com condigées de fronteiras

livres. Outros modelos . no entanto, tem sido considerados por J. Mossino [M]



[M.T.], R. Temam [T] e G. Vigfusson [V.1] [V.2]. Porém, todas as equagdes do
plasma provém da equagéo de Grad-Shafranov. O caso de interesse fisico é aquele
em que a regiao de confinamento é um toroide com simetria. Porém, ao invés de
preocupar-nos com o problema no toroide. estudaremos a questao nas suas secgoes
transversais. Assim. a equacdo de Grad-Shafranov que nos interessa é aquela cujo

dominio é bidimensional. que é dada por
: 1 '
av = —p'(¥) - 5 (F(9) (1)
onde p e f sdo, respectivamente, as fungoes pressido e corrente poloidal e o simbolo

(') denota a derivada de p e f em relacéio as suas varidveis, no caso, ¥.

Para o modelo adiabatico podemos dizer que

- dy )’
) =) (§7) e 1) =) T @)
onde g e v sdo fungdes especiais e V indica volume. A derivagdo de ¥ em relagdo
a V pode estar parecendo estranha. Afinal, o que significa ela? Na verdade, é um

abuso de linguagem que pode ser formalmente corrigido por

S (Ve($)).

Substituindo (2) na equagéo (1) obtemos

a4 = -3 (uw - (3F) N -3 (v d"”*) . (3)

Concluiremos poqterlormente (ver Propriedade (12)) que, sob certas condigdes,

o (Vl(t)) = (V( )) . Logo, tomando t = ¥, temos informalmente que

d dy* d dy* dv d?y* (dw*)_

dy  dv Eﬁw—dvz' dv

A partir disto e de (3), conclufmos que
LN %\ 7—1 2, 4% =1
Ap = 38 (dv ~ ¥ d'y ( ) _
do,, dv dv T dv? dv

- (). B S5 ()]




No caso bidimensional, v =2. Se, além disso, tomarmos p e v tais que p(¢p) = %,
ev(y) = 0, temos

d2 iy K
— (V()). (4)

Esta equagao foi primeiramente estudada por R. Temam. O autor também formulou

Aw = —

o problema em um dominio 2 C IR™ e impds a condigao 1 =0 em 952. Neste caso,

o minimo de 1 serd zero. Pela Propriedade (8),
$*(0) = 0. (5)
Agora, para quaisquer constantes A e ¢ vale, pela Propriedade (13),
(AY + ¢)" = ™ + c.

Logo se 1 satisfaz (4), entdo o mesmo vale para Av + ¢. Assim, podemos supor 8.p.g

que
vr(9f) = 1. (6)

Portanto, o nosso problema é resolver (4) com as condigoes (5) e (6).

O objetivo principal do presente trabalho é o de expor a abordagem
deste problema feita por P. Laurence e E. Stredulinsky, (L.S.]. Ao invés de resolver
diretamente o problema (4), (5) e (6), a idéia bdsica é estabelecer primeiro uma
formulacao variacional para o mesmo. Isto serd feito no capitulo 1. No mesmo
também serd demonstrada a existéncia de um minimo para o funcional proveniente
da formulagdo variacional, e algumas estimativas para as suas derivadas. Alguns

passos, por serem mais complexos, poderdo ser encontrados nos apéndices.

Devido a complexidade do operador de rearranjo crescente, existem mui-
tas duvidas quanto as propriedades geométricas da solugédo do problema variacional
bem como quanto a sua regularidade. Por isto. os capitulos 2,3 e 4 tratam de
problemas aproximados com o intuito de, num futuro préximo, permitir que mais

conhecimento seja obtido a respeito da solugéo do problema.



No capitulo 2, sob a hipétese do dominio ser convexo, concluiremos que o
problema também tem solug@o sobre um espago de fungdes cujos conjuntos de nivel
sdo convexos. O ideal seria demonstrar que uma solugéo deste subconjunto também
fosse uma solugao do problema original. Esta, porém, é uma importante questdo em
aberto. Alguns teoremas desse capitulo foram inicialmente provados em [L.S.] para
o caso bidimensional. No entanto. apresentaremos demonstragoes novas, validas em

qualquer dimensao finita.

No capitulo 3 estudaremos uma espécie de discretizagdo do problema (4),
chamada problema de n fronteiras livres. A vantagem em seu estudo é a existéncia
de solugdes com boas propriedades de regularidade. O objetivo seria fazer com que

as solugoes destes problemas tendessem a solugéao de (4).

Finalmente, no capitulo 4, serda demonstrado que a solugéo do problema
de n fronteiras livres € superharménica e tem o gradiente limitado. Como os limites
fracos destas soluges também séo superharménicos, ha uma forte suspeita de que

estas solugdes devam, de fato, convergir fracamente a solucao de (4).



CAPITULO 0
PRELIMINARES

O propésito deste capitulo é dar algumas definigdes importantes, assim
como, o significado de algumas notagées. Além disto, serdo dados alguns esclare-
cimentos a respeito da formula da codrea. Posteriormente enunciaremos algumas
propriedades de V,, e ¥*, que serdo definidas a seguir, e abordaremos um resultado

a respeito de curvas de nivel de fungées harmonicas.

Inicialmente definiremos. a partir de uma fungéo mensurdvel ¥ definida
em um { C IR™ aberto e limitado. a fungdo ¥* a qual chamaremos de rearranjo

crescente de w. Seja
Vy(t) = |{x € Y9(x) < t}],

onde |E| denota medida de Lebesgue de E. Agora defina
v*(v) = inf {8:Vy(8) > v}.

Note que w* é uma espécie de inversa de V., sendo a inversa de V,, quando esta for
injetiva, Observe também que 1* esta bem definida em (0, |€2|] (¢*(0) serd definido

posteriormente).

Quanto & notacao. adotaremos que:

4 H
1) Whe(QQ) = {f:Q - R :f,«'xi € LP(Q?), para j = 1,...,n}, onde
j

-8-‘% é a derivada parcial de f em relacdo a x; no sentido das distribuigoes. Neste



espaco (de Sobolev) podemos definir a norma

1

p P
L2 () ’

2) WgP(Q) é o fecho de CP(2) na topologia da norma de WLP(Q);
3) H*(E) é a medida de Hausdorff a-dimensional do conjunto E;
e 4) O simbolo |E| denota a medida de Lebesgue do conjunto E.

o
0x;

T — [Ilfllip(n) +5

j=1

Por uma questdo de praticidade, denotaremos, por exemplo, o conjunto

{x € N:yY(x) 2 t} por {¢p > t}.

Ao longo deste trabalho serd de extrema importincia o uso da férmula

/ ol V]| dx = / / gdH™ dt
o —o0 J{f=t}

Como estamos interessados na sua validade para f€ W'?(2), precisamos escolher

da codrea dada por

um representante especial da classe de fungées equivalentes & f para que o lado
direito da igualdade faga sentido. Assim, dado f€ W'%(2), consideramos as médias
fe : @ — IR de f definidas por

. 1 s
fr — —— {‘ dy,
a [B:(x)| ./1;.(;;) )

onde Bi(x) = {y: |xy| < r}. Seja f(x) = Zi_:}'(l}f,.(x). A fungéo f estd definida
exceto num conjunto de capacidade 0 (ver [Z], Teorema 3.1.4, pdg. 115: e [Z],
Teorema 2.6.16, pég. 75). Além disto, f =f q.s.. Assim, quando tivermos fé&
Wh2(Q), estard subentendido que o elemento representante da classe de equivaléncia
deféf. A demonstracio da férmula da coirea é dada no Apéndice A paraf€ C"(2),
no entanto, esta férmula vale para as fungdes de variagao limitada (B-V(2: R) D
WL2(Q)) cuja demonstragio pode ser encontrada em [G], Teorema 1.23, pég. 20.



Agora, para qualquer fungéo mensurdvel u: § — IR, daremos algumas

propriedades de V, e u* que serio muito usadas posteriormente.

P(1): Se a€IRé tq Vu(a) <v para v€ (0,|Q]], entéo u*(v) = [{s > 2 :
Vu(s) < v}|+a.

DEM: Sejave (0,]|Q]]. Como V,(t) é crescente, o conjunto {s > a: V,(s) < v}
¢ um intervalo que inicia em a e cujo supremo é igual ao inf {s: Vy(s8) > v}. Assim,

{s 2 a: Vu(s) < v}| = inf{s: Vu(s) 2 v} — a = u*(v)—a.

OBs.: Se u é limitado inferiormente, podemos tomar a= infessu ob-
tendo u*(v) = |{s > infessu: Vyu(s) < v}| + u*(0) para ve [0,|Q2|]. Para v=0,
também vale a igualdade, pois {s > infessu: Vy(s) < 0} = § o

P(2): u* é continua pela esquerda.

DEM: Sejavg € (0,]02]]. Usando P(1) e tomando um a especial, temos lim u*(v)

V""Vo

- hl{s')a'v(s)(v}l-i-a— lU{s>a Vu(s) < vi}| +e, onde

V-'.Va

vi | vo. Disto e de um resultado e.lementa.r de medida,

lim u*(v) = [{s > a: Vu(s) < vo}| + a = u*(vo). o

V— \.r;'

P(3): Paravg € (0,|9]),

hm u*(v) = u*(vo) + |{s > infessu: Vy(s) = vo}|.

Yot

DEM: Seja vo € (0,]Q]). Usando P(1) e tomando a tq Vy(a) < vo, temos

lim_u*(v) = llm [{s = a: Vu(s) < v}| + a

‘u"—\-'o' V—UV
n

lim n{s > a: Vy(s) < v} + 2,
k=1



onde vy | vo. Disto e de um resultado elementar de medida,

lim u*(v) = [{s 2 a: Vu(s) < vo}| + 2 = u(vo) + [{s > a: Vu(s) = vo}|

Vo Vo

Note que {8 > a: Vy(8) = vo} = {s > infessu : V,(s) = vo}, pois se
s, € {8 > a: Vy(s) = vo}, entdo Vy(so) = vo > 0 = V,(infessu) e, assim,
8o > infessu. Sesy € {8 > infessu: Vy(s) = vo}, entdo Vy(so) = vo > Vy(a)
e, portanto, sy >a demonstrando a propriedade. Se u for limitada inferiormente
na norma L*({2), entdo o resultado valerd para v=0. Basta tomar a= infessu
e uma seqiiéncia vy — 0F. Neste caso, podemos concluir que lim,_ g+ u*(v) =
|{s > infessu: Vyu(s) = 0}| + u*(0). ¢

P(4): Vy: [0,4+00) — IR é continua pela esquerda.

DEM: De fato, seja t € (0,+00). Seja (t,) seqiiéncia crescente tq t, Tt. Assim,

Yalt) = I{x : u(x) < t}| = U{x: u(x) < tn}| que, por uma propriedade

n=1

elementar, € igual a

n

U {xufx) <4yl

k=1

lim

n—+co

= lim |{x: u(x) < t“}' = n_]_.:leVu(tn). &

n—+4o0

P(5): limt__“g. Vu(t) = Vulto) + |[{x: u(x) = to}l para to € [0, +c0).

DeEM: De fato, seja (t,) seqiiéncia decrescente tq t,, | to. Entéo

|
lim V,(t,) = lim l{x: u(x) < tn}l =
+ bty

tn—vt]

oo i
ﬂ {x s u(x) < t.n}
= |{x: u(x) <to}| = |{x su(x) < to}| + |{x v kX)) = tu}l. &

P(8):  Se ve [0,[2]], entfio Vy(u*(v)) <v.

DEM:  Seja ve [0,|2]]. Sabemos que u*(v) = inf{s : Vy(s) > v}. Seja (tn)

seqiiéncia crescente tq t, [ u*(v). Pela definigdo de u*(v), conclui-se que V(t,) <



vV ¥Vn e, assim, nlin;o Vu(tn) <v. Portanto, por P(4),

Vu(u*(v)) = Vu(nli_{:go ] Su o

P(7): Se £ > 0eve [0,|Q], entéo Vy(u*(v) + £) >v. Como u*(v) + £ > inf {s:
Vu(s) > v}, entdo Vy(u*(v) + &) >v. Observe que se V, é continua em u*(v), entdo
Vy(u*(v)) =v. ¢

P(8): (i) u*(0,]Q|] C [inf essu,supessu] e
(i1) Vy(infessu,supessu) C (0,[2|).

DEM (i): Seja v, € (0, |S]. Para £ > 0, Vy(supess u+£) = |{u < supessu+£}| >
|{u < supessu}| = |92 > vo. Logo supessu+ £ € {s: Vu(s) > vo} VE > 0. Assim,
supessu > u*(vo). Por outro lado, Vu(infessu) = |{u < infessu}| = 0 < vo. Logo
infessu & {s 2 Vyle) 2 vo}. A partir disto e de V, ser crescente, conclui-se que

inf essu < u*(vp).

OBs.: Este resultado resolve o problema de como definir u*(0) de forma
razoavel sem que u* deixe de ser crescente. Definiremos u*(0) = infessu. Logo
u*[0,|Q|] C [infessu,supessu]. Note que a demonstragéo continua sendo valida

mesmo que u seja ilimitada. Além disto, é facil ver que u*(|?|) = supessu.

(ii) Seja to € (infessu,supessu). Como to < supessu, entdo |{u > to]—l >0
e, portanto, |2 > || — [{u > to}| = |{u < to}| = Vu(to). Por outro lado, se
to > inf essu, entdo I{u < t-o}] > 0. Logo Vyu(to) > 0 concluindo P(8). o

P(9):  n* é continua em (0, |Q]) se e somente se V,,(t) é estritamente crescente em

{inf ess u,sup essu).

DEM: = Suponhamos que existam t; < t, tq ty,t; € (infessu,supessu) e



Vu(t1) = Vu(t2) = vo. Por P(8), vo € (0, |2]). Por P(3),
vEx& u*(v) = u*(vo) + |{s > infessu : V,(s) = vo}| 2
2 u*(vo) + t2 — t; > u*(vo).
Logo u* néo é continua em vg € (0, |$2]). Assim, segue-se o resultado.

<=: Suponhamos que u* seja descontinua em vg € (0, |2]). Como u*(v) é

crescente, temos

lim+ u*(v) = lim uw*(v) =a>0.

v—vg v—vy

Por P(2) e P(3), a= [{s > infessu : Vy(s) = "O}l- Como V,(s) é crescente,
{s > infessu: V,(s) = vo} ¢ um intervalo de comprimento a. Logo existem t; < t,

dentro do intervalo tq Vy(t;) = Vyu(t2) = vo. Assim, segue-se o resultado. o
P(10): u*(Vy(t)) <t para t€R.

DEM: Seja to €IR. Como tg € {s: Vu(s) > Vu(to)}, entéo to > inf {s: Vyu(s) >
Vu(to) } = u*(Vu(to)). ¢

P(11): Se V, é estritamente crescente em (a,b)CIR , entéio u*(Vy(t)) =t em (a,b).

DEM: Seja to € (a,b) CIR. Se t< tg, entdo Vy(t) < Vy(tg). Portanto, t¢&
{s: Vy(s) > Vy(to)}. Logo se t€ {s: Vy(s) > Vy(to)}, entdo t> to. Assim,
w*(Vyu(to)) = inf {s: Vy(s) 2 Vu(to)} 2 to. Disto e de P(10), segue-se a igualdade.

O

P(12): Se ue W42(Q), onde 2 é um aberto conexo de IR™®, ou se u€ Wé’z(ﬂ),
onde €1 é um aberto qualquer de IR ", entédo

u*(Vu(t)) =t em (infessu,supessu).

DEM: Imediata do Teorema (1.14) do capitulo 1, de P(9) e P(11). ¢

10



OBs.:  Uma aplicagéo interessante desta’propriedade e do Teorema (1.14) é a
igualdade

u*’(Vu(t)) = Wl—a)—q.s. y

cuja demonstragao é feita no Teorema (1.16).

P(13): Se { e g sio fungGes mensurdveis definidas em €2 e f > g q.s., entdo:
(i) Vi<VgemRR,

(if) *>g*em|[0,|Q], e

(iii) (Af+c)* = Af*+c, onde A > 0 e ¢ sdo constantes.

DEM (i): Dado t€IR, como f > g q.s., é fécil ver que {x : f(x) < t} C {x:
g(x) <t} U {x: f(x) < g(x)}. A partir disto e de |{x : f(x) < g(x)}l = 0, conclui-se
que Vi(t) < Vg(t).

(ii) Seja ve [0,]R]. Por (i), segue que {s : Vi(s) > v} C {s: Vg(s) > v}.
Logo f*(v) > g*(v). A demonstragdo continua sendo vilida para f e g ilimitadas em
L ().

(i) E fdcil mostrar diretamente esta parte, porém, para A > 0, segue de (ii) de
P(14). Quando A =0, Vygyo(t) = |[{x: ¢ < t}| = |Qx{45¢). Dado ve [0,]Q]], t>c

se e somente se t€ {s: |Qx{i>c}(8) = v}. Assim c*(v) =c. I8
P{14): Se{ é uma fungdo real estritamente crescente, entéo

() Viu(f(t) = Vu(t) VE €R, e
(ii) se além das hipéteses feitas acima, f for continua, entéo (fo u)*(v) = f(u*(v))

para ve [0, |2].

DEM (i): Seja t€IR. Por definigio, Veou(f(t)) = |{x : fo u(x) < f(t)}|. Mas a
condigéo (fou)(x) < f(t) é equivalente & u(x) <t, pois f é estritamente crescente.

11



Logo Viou (f(t)) = Vu(t).

(i) Por uma questao de simplicidade, demonstraremos (ii) somente para u tq
infessu > —oco e supessu < +oo. Seja v€ (0,|Q]]. Como u* é crescente,
entdao u*(v) < u*(|Q]) = supessu < oo (ver P(8)). Por definigio, u*(v) = inf {t :
Vu(t) > v}. Seja (tn) seqiiéncia tq Vyu(ta) 2v e ta | u*(v). Por (i), Veou(f(tn)) 2v.
Defina s, = f(t,). Assim, s, € {s : Vgu(s) > v}, portanto, 8, > (fo u)*(v) Vn.
Quando n— oo, segue-se que t, — u*(v) e, pela continuidade de f, 5, — f(u*(v)).
Assim, f(u*(v)) > (fou)*(v). Agora tomemos t, < u*(v) tq t, T u*(v). Por de-
finigdo, Vy(t,) <v. Definindo s, de forma andloga, conclui-se que Viou(sy) <v.
Assim, (fou)*(v) > 8, Vn. Similarmente & outra desigualdade, conclui-se que
f(u*(v)) < (fou)*(v), provando a igualdade para ve (0,[R2]]. Se vo = 0, pela
definigao de P(8), (fou)*(0) = infessfou = f(inf essu) = f(u*(0)). ¢.

P(15): Seja to € [infessu,supessu] tq V, seja descontinua em tq. entdo valem:

(i) u* é igual a constante tg em (Vu(to), Vu(td)] €
(1) u* é diferente de to fora de [Vu(tg), Vu(ta')] ,

DEM (i):  Seja v€ (Vy(to), Vu(td)]. Mostraremos que u*(v) < to. Seja t> to.
Ent#o, como V, é crescente, temos Vu(t) > Vu(td) e, portanto, t€ {s: Vyu(s) > v}.
Asgim, u*(v) = inf {8 : Vy(8) > v} <t. Como t é um real qualquer maior que to,
deduz-se que u*(v) < to. Agora veremos que u*(v) > tg. Como v> Vy(to), entdo
to € {s: Vu(s) > v}. Disto e de V,, ser crescente, concluimos que to < inf {s :

Vu(s) 2 v} = u*(v).

(i) Para v> V,(tF) vale u*(v) > to: como v> Vy(tf), entdo existe t> to tq
Vau(td) < Vu(t) <v. Logo t& {s: Vy(s) > v}. Disto e de V, ser crescente, temos
que t< u*(v). Assim, u*(v) > tg. Se v< V(tg), entdo u*(v) < to: como V(tg) =
Vu(tg ), entdo existe t< to tq v< Vy(t) < Vy(to). Logo t€ {s: Vy(s) > v}. Assim,

u*(v) <t < tg concluindo a demonstragéo.
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OBs.: O resultado continua vélido se u for ilimitada em L=(9Q). ¢
P(16): Seut é a parte positiva de u, isto é, ut(x) = max{u(x), 0}, entéo

(i) Vy+ =Vyem (0,00) e Vy+ =0 em (—o00,0]; e
(i) (ut)* = (u*)* em [0,|22).

DEM (i): Quando t> 0, vale {ut < t} = {u < t}. Assim, V +(t) = V,(t) para
t> 0. Como u* > 0, entdo {ut <t} =@ quando t< 0. Logo V +(t) = 0 para t< 0.

(ii): Seja vo = V,(0). Veremos que (ut)*(v) = u*(v) para v> vg e u*(v) = 0 para
v< vg. Seja vp < v < |2 Se Vy(s8) 2> v, entdo Vy(s) > vo = Vy(0). Logo s> 0.
Assim, se t€ {s: Vy(s) > v}, entdo t> 0 e, por (i), t€ {3 : Vye(s) 2 v}. Logo
{s: Vyu(s) > v} C {s: Vy+(8) > v}. Por outro lado, se t€ {s: V,+(s) > v}, entdo
Va+(t) > 0. A partir disto e de (i), t> 0 e, portanto, t€ {s: V,(s) > v}. Assim,
concluimos que {s: Vy+(s) > v} = {s: Vy(s) > v}. Logo 0 < (ut)*(v) = u*(v).

Seja 0 < v < vg. Suponhamos que v=0. Se infessu > 0, entdo podemos
redefinir u em um conjunto de medida nula tq u= ut. Neste caso, (u*)*(0) = u*(0).
Se infessu < 0, entdo é fécil ver que infessut = 0, logo (ut)*(0) = 0 = (u*)*(0).
Agora suponhamos que 0 < v < vg. Se t> 0, entdo Vy+(t) = Vy(t) > Vyu(0) =
vo >v. Logo se t> 0, entéio t€ {s: V,4(s) > v}, e se t< 0, entdo V,4(t) = 0 <v.
Portanto, (ut)*(v) = 0. A partir disto e de P(13), u*(v) < 0. Logo (u*)*(v) = 0.

Assim, (ut)*(v) = (u*)*(v) o que conclui a propriedade. o

P(17): Se u* é absolutamente continua em compactos de (0,[Q]) e u*(Vy(t))
<k para quase todo t em [a,b] C (infu,supu), entdo u*(v) <k para todo v€
(Vu(a), lirlx:+ V.u(t)), onde exista derivada.

t—

DEM:  Mostraremos que u* é de Lipschitz em {Vu(a), lirtx;lJr Vu(t)]. Sejam v, h
{—

tq v, v+h € [Vyu(a), Vu(bt)]. Por P(1), u*(v + h) — u*(v) = I{s > 83 VulB) <

v+h}| - |{s >a: Vy(s) < v} = l{s >a: v Vy(s) < v+h}|, onde a é o de P(1).
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Como V) é crescente, o conjunto A= {s > a:v< Vu(s) < v+ h} é um intervalo

de extremidades ¢ e d. Se t€ (c,d), entéo t€A. Logo
Vul(et) = lim+ Vu(t) 2 v 2> Vy(a).
t—c
A partir disto e de V,, ser estritamente crescente, também concluimos que ¢ >a.
Analogamente V,(d~) = V,(d) < v+h e, portanto, d<b. Podemos redefinir V, em
{c}, da forma V,(c) = Vy(ct). Assim, a fun¢éio V,, é continua e crescente, logo
d
f V. (t)dt < Vo(d™) = Va(ct) S v+h—v=h.

Pela observagio de P(12), V/,(t) = (u*(Vu(t)))™" q.s.. Logo V/(t) > k! q.5. em

[a,b] e, portanto, em [c,d]. Assim,

1

Logo d—c < k-h. Lembrando que |(c,d)| = |4| = u*(v + h) — u*(v), temos u*(v +
h) — u*(v) <€ k-h completando a demonstragéo. o3

Agora veremos um resultado sobre fungées harmonicas, Corolario 22, que
sera importante aos Capitulos 3 e 4. Para isto, teremos de ver algumas propriedades.
Estas propriedades podem ser encontradas como exercicios em [P.S.], Parte III, cap. -
3, pig. 125, probl. 108.

PROPOSIGAO 18: Se uma curva I' é a imagem do circulo |z| =r por uma fungéo

holomorfa { localmente injetiva, entéo a curvatura de I' é dada por

1+ Re (Ef:(gl)

k=
e
: dé
OBs.: k=curvatura com sinal, =
s
Dem:  Scja v o circulo cuja imagem é . Podemos parametrizar 4 por z= re'?

(ver Figura (0.1)). Assim, I' fica parametrizada por w = f(z) = f(re'?). Seja s o

comprimento de arco em I'.
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Y
X
(]
L

Sabemos que

k= d6 _df ds
T ds de | de’
dw dw ds dw : ‘
= T = — — | —] = %) . rie'? ——
onde 0 = arg ( dqa) Im (log d(,o)' fote que do o |f' (re'?) - rie |

|izf'(z)| e % =0' = Im(logw') = Im:—‘,. Também temos que w =f(z), w’ = izf'(z)
e w" = i%zf'(z) + (iz)*f"(z). Assim,

W' _ iaif'(z) + (i2)*f"(z) _ . '(z)
7T @@ “(”"f(z))'
Logo
W\ f'(z)\ _ of (z)
Im (F) = Re (1+zf’(z)) =14 Re ( 7(2) )
e, portanto, segue-se o resultado. &

CONSEQUENCIA 19: A curva I' é convexa quando k> 0, isto é, se

Re (m) 2 -1

f'(2)
. , . _of '(z) :
Opservagio 20: Se f é holomorfa e ' nfo se anula, entéo 7 (z) ¢é holomorfa e,
z
portanto, U(z)= Re (%;-l) é harmonica.
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COROLARIO 21: Seja f uma bijegio holomorfa (aplicagio conforme) entre o anel
limitado por 2 circulos concéntricos 7y, e
v, e a regido entre as curvas convexas ['y

e I';. Entéo qualquer que seja 7 circulo

concéntrico entre 7, e y2, a curva I' =

f(y) é convexa.

DEM: Se I'; e T'; sdo curvas convexas, entdo a fungdo harménica U(z), da Ob-
servagdo (20), é maior ou igual a -1 em 7, e em 7;. Pelo Principio do Méximo,
U assume seu minimo na fronteira. Logo U> —1 em todo anel circular. Assim,

I' = 1() é convexa. O

COROLARIO 22: Seja (2 a regifio entre as curvas convexas I'; e I'y, seja u a solugéo

do Problema de Dirichlet
[5 / Au=0em
u=0emI4
/Q / u=1em7TI,.

Entao as curvas de nivel de u sao todas convexas.

Dem: Como 2 é duplamente conexo, existe um anel circular entre dois circulos
concentricos y; e v de raios 1, e rp e existe f, aplicagio conforme, entre o anel
circular e ) (ry/r; é unicamente determinado) [ver [Ne], pdg. 334]. Assim, uof
é harmonica no anel circular com uof = 0 em 7, uof = 1 em v,. Seja v= uof.
Qualquer que seja T, rotagdo em torno da origem, T é holomorfa. A partir disto e

de v ser harmoénica, segue que voT é harménica e, entéio, v e voT séo solugdes do
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mesmo Problema de Dirichlet,
Au =0 em 2
u=0em I'4

u=1emI's.

Logo v= voT. Assim, as curvas de nivel de v= uof séo os circulos |z| =r. Portanto,
as curvas de nivel de u sdo as imagens dos circulos |z| =r por f, que é conforme.

Entéo as curvas de nivel de u s@o convexas. &
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CAPITULO 1

Um Problema Variacional e Estimativas para os seus Minimizadores e
Pontos Criticos

Nesta secgio daremos uma formulagéo variacional ao problema (4). Em
seguida estabeleceremos a existéncia de um minimo para esta nova formulagdo.
Posteriormente obteremos algumas estimativas para os pontos criticos e de minimo.

Um dos resultados de interesse. que se demonstra, é o fato de ¥* ser de Lipschitz.

Seja {1 um conjunto aberto e limitado de IR™. Defina

o,
I) = fn|v¢|2dx +/U (¥* (v)) dv. (1.1)

Nosso objetivo é minimizar J em
W = {¢ € W5(Q): 0% € Wh(0,]Q]), v*(0) = 0 e ¥*(IQ]) = 1} « 13

Observe que estd implicito que ¥ =0 em 8. Pela Propriedade (8), ¥*(0) = 0O e

©*(|Q]) =1 sdo equivalentes a infess ) =0 e supess ¥ =1.

Apora estabeleceremos informalmente uma relagdo entre um ponto critico
de J e uma solugao do problema (4). Suponhamos que % seja um ponto crftico de
Jequed € C¥Q). Seja Py = {x € N:¢(x) = t}. Deyp € C}N) e Q\(Po U Py)
ser aberto temos que

supy < 1 e inf ¥ > 0
K K

18



para qualquer compacto K em Q\(Pg U P/). Seja n € CF(2\(Po U P,)). Logo,
para £ suficientemente pequeno, ¥y = ¥ + £n € W. Dai, por derivagdo, obtemos
o)

' !
0= <L 3(ge) Ward,  (L3)
E

=2fV¢-qux+2
Q 0

£=0

onde (n) (v)

£+ _ -

O segundo termo do lado direito de (1.3) pode ser obtido, supondo que a ordem de
derivagao em relagéio a £, v possa ser invertida. Pelo Apéndice (C), se |V¢| #0 em
Q\Po U Py, entiio (n) é uma espécie de média de v dada por

v) = . -1 dHn-l -1 dHn-l :
W = [ 7199 / L, 1w
onde S(v)= {x: Vy(¢¥(x)) = v}.

Note que, por P(8), Vy (¥(x)) =0 equivale a ¢(x) <0, assim, n =0 em
S(0). Analogamente Vy(1¥(x)) = |Q| equivale a 1)(x) > 1 e, portanto, n = 0 em
s(Io)-

Usando este fato, a integragdo por partes em (1.3) e que =0 numa

vizinhanga de 82 obtemos que
Inl 1
/ nlAydx + ¥* (n)dv = 0. (1.4)
141 0

Pelo Teorema (C.5) do apéndice (C), adz Valt) = f |74 dH™! é contfnua.
{¢ =t}
Logo V4 € C(0,1). Assim, Vy o ¢ € CH(Q) e V(Vy 0 ) = V), . V¢. Podemos,

entdo, usar a formula da codrea (ver Apéndice (A)) para Vy o 1:

[ (Ve (59) ) ) dx =

/m. f o™ (Vo ((x))) - n(x) ———
0 {x:Ve (w(x}) =V} -
12|

[VVy o ¢
il

w'! n n-1 N
) dH" dv = dv.
j; Y (v) e fS(v} |Vt dH1 . [Ty v A ™ (v) (n)(v)dv
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Logo de (1.4), conclufmos que

[n nAydx + L ¥ (V.,o (ﬂb(x))) n(x)dx = 0.

Portanto, Ay = —¢*" (Vy (¢(x))) em Q\(Po U Py).

Isto justifica o porqué de procurar um ponto critico de J em W.
1.1 TEoreEMA: O funcional J tem minimo em W.
DEM.: Seja (¢,) uma sequéncia tq J(¢p,) —* wueﬁ\'fv J(¥).

Logo (J(#n)) é limitada e assim pela difinicio de J, (¢,) é limitada em
W52 () e (%) é limitada em W12(0,|Q2|). Como estes espagos séo reflexivos e estdo
imersos de forma compacta em L?(2) e L?(0, |Q2|), respectivamente, conclufmos que

existe uma subsequéncia de 9,, que podemos supor s.p.g. ser a propria ¥, tq

y —> 1 fracamente em W5*(f),

Yo — Y em Lz(ﬂ):

¥* — g fracamente em W'2(0, |Q]),

¥5 — g em L(0,Q))
O operador T:L2%(2) — L2%(0,|Q|), dado por T(¥) = ¥*, é uma contragéo, i.e.,
IT() — T(¢)laoap < I — @llzagay (ver Teorema (B.T), apéndice B). Portanto,
IT($a) — TN < ll¥n — ¥l —0. Logo ¥z — ¢* em L*(0,[Q2]) e, entdo,
g%

Veremos que {¢ € WH%(0,[Q]) : (0) = 0 e ¢(|Q]) = 1} é fechado. Da-

da uma sequé ncia no conjunto em questio tq ¢, — ¢ em WhH2(0,[f]), existe ng
tq

Iy =
lon(x) — @aly)] < / lehldv < [lenllwiaeay - Ix — 1™ < M- |x — y|'A,

X
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paran> nge0< x < y < Q. A partir disto e de ¢,(0) = 0, segue-se que @y, é li-
mitada e, além disso, equicontinua. Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe
uma subsequéncia que converge uniformemente a ¢. Logo ¢(0) =0e ¢(|Q]) =1.
Assim, {¢ € W1(0,|Q):¢(0) = 0 e ¢(|) = 1} é convexo e fechado na topolo-
gia da norma e, portanto, na topologia fraca. Entfio ¥* pertence a este espaco e,
assim, v € W. Como os funcionais f |V4|?dx e [(g')? dv sio convexos e continuos,
pela reflexividade de Wg'(2) e W12(0,|92|), segue que os funcionais sio também

semicontinuos inferiormente na topologia fraca. Logo

tm [ (VP [(vef e dm [ () avz [(#) av,

concluindo o teorema. o

1.2 OBSERVAGAO: Mesmo que a condigdo u*(0) =0 da definigdo de W seja reti-
rada, continua valendo a existéncia de um minimo e para qualquer minimo ainda se

cumpre u*(0) =0.

DEM: E fécil ver que a prova do Teorema (1.1) continua vélida se retirarmos da
defini¢io de W a condigéo u*(0) =0. Assim, veremos que u*(0) =0 se u for um

minimizador.

Seja u um minimizador de J no novo W. Como ué& Wé‘%ﬂ), é facil
ver que se t >0, entao |{u & t}‘ >0, pois u=0 em 85 no sentido fraco. Uma
argumentagao semelhante pode ser vista no Teorema (2.6). Daf u*(0) =0. Agora
seja uy a fungéio definida na Propriedtla.de (16). Claramente uy = f o u, onde {
é a funcdo identidade no semi-eixo positivo e a fungdo nula no semi-eixo negativo.
Logo uy € W3*(Q) e Vuy = X{u>0)Vu gs.. Por P(18), (uy)* = (u*)4. Entdo
(ug)* € WH2(0,]9]) e (ug)* = X{u+>0}- u*' q.s.. Também temos que (u4)*(0) =
0, pois infess u= u*(0) <0 (ver raciocinio da Propriedade (16)). Além disso,
u*(|Q]) =1. Assim, uy pertence ao antigo W e, por definigdo de J, ¢ ficil ver que
J{uy) < J(u) a menos que (u4)* = (u*)’ quase sempre, isto é, u* >0. A partir

disto e de u* ser continua conclui-se que u*(0) = 0. O
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1.3 OBSERVAGAO: Na verdade, é possivel ir mais além. Podemos substituir W por
W = {4, € WL2(Q):9* € W'2(0,]Q]) e ¢*(|2]) > 1} : (1.5)

sem alterar o minimo de J e o fato de ¥*(|Q?]) =1 para os minimizadores. Isto

decorre da Propriedade (13). o

1.4 OBSERVAGAO: Nao se sabe ao certo se o minimizador de J em W é iinico em
geral. Porém, quando 2 é uma bola, sabe-se que o minimo é inico e radial (ver

Exemplo 1.7).

Nos gostariamos de introduzir um resultado de regularidade para y*,

onde ¥ é um ponto critico. Para isto, iniciaremos definindo a fungéo

W(t) = f |V dx.
{p<t}

Pela fé6rmula da codrea (ver nas Preliminares), W(t) é uma funcao absolutamente

continua e

d
gt-v-(t) = f |7|dH™!  q.s..
{v=t}

1.5 LEMA: Para demonstrarmos o préximo teorema, é necessirio notar que, a

menos de um conjunto enumersvel em [0, |Q|],

' (v) = 9% (Ve (")),

V() + Vy(t7)
i |

onde Vy(t) =

DEM.: Primeiro seja {t;} a colegio enumeravel de pontos em [infessu,sup essu]
tq [{¢ = ti}| >0. Por P(5), para tais ti’s, Vy(t7) < Vy(t§). Seja A=
U (Vo(87), V(). Se veA, entdio existe t; tq vE (Vy(t]), Vy(t§)). Por

i

P(15), ¥* é igual a constante t; neste intervalo. Logo ¥»* (v) =0, e ainda, por
definigio de Vg, temos que Vy(¥*(v)) = Vy(ti) € (Vu(t7), Vy(t§)). Assim,
o* (V.p (w,b*(v))) =0. Logo a igualdade se cumpre quando v € A.
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Seve [0,[2] \ U [Vg,(f;{'),V,;,(l;f‘)], entdo Vy é continua em u*(v) e,
assim, por P(7), v= Vy(¢*(v)) = Vy (¢*(v)) garantindo a igualdade do lema.
Portanto, s6 ndo podemos garantir a igualdade em |J {Vy(t;7)} U U {Ve(t)} que

é enumeravel. &

1.6 TEOREMA: Se % é um ponto critico do problema variacional (1.1) e (1.5), entéo

T 4+ ' (Vo) = I as,

e, portanto, ¥* é de Lipschitz.

DeM.: Seja ¥y = fz o 9, onde f¢(x) = x + Eh(x), he CF(0,1) e |€] é tao
pequeno que |[Eh'| <1 em (0,1). Temos

Ve = fe(¥)V. (1.6)

Também temos fi.(x) = 1 4+ £h’(x). A partir disto e de |€h’| <1, concluimos que

fi(x) >0, portanto, f; é estritamente crescente com inversa C*. Logo, por P(14),

(fe 0 $)*(v) = fe (¥*(v)).
Assim.
(WE) (v) = (fe 0 ) (v) = T ($*(v)).9™ (v). (1.7)

Portanto, de (1.1), (1.6) e (1.7), temos

Jbe) / (fe()’ |w12dx+£m[ @) - BOr . @)

Note também que ¢ € W e ¢y — ¢ em WL2(Q), pois || — ¥|lwrz <

£||h|lsw1.2. Usando isto e o fato de 1 ser ponto critico, temos

J(pe) — J(¥)

£—0 £

=10,
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que, através de (1.8), permite concluir facilmente

il o
[ E@Ivetac+ [ wwn - el e = o. (19)
a 4]
Usando a observagao (1.4) e a férmula da codrea, obtemos
dW
[ W) - [wax = f () L dt (1.10)

Usaremos o fato de que se r(v) é crescente e absolutamente continua, e g é Borel-

mensuravel. vale

b r(b)
/ g(x(v)) - r'(v)dv = ‘/rl g(t)dt. (1.11)

(a)
Tomando r(v)= ¥*(v) e g(t)= h'(t) - ¥*(Vy(t)), onde V foi definido no Lema
(1.5), temos
5(x(v) - F(v) = K (') - 9 (Vo () ) - %'(9) = B (") - (07 )7,

exceto num conjunto enumerdvel. Disto e de (1.11), temos
i} , ' ,
[ rem) - ¢ o)er = [ re - o Gow)a

: (1.12)
= /; W (t) - ¢ (V1)) dt.

A iltima desigualdade ocorre pois {t:Vy(t) # Vy(t)} é enumerdvel. Logo, de
(1.9), (1.10) e (1.12), temos

fn h'(t) [d‘gft) g:**(v,;,(t))] dt =0 VYh € C§°(0,1).

Assim, 'ﬂ;-’f—u + P (V,;,(t)) =8 Como W > 0, temos ¥ <C q.s.. A partir
disto e da Propriedade (17), ¥* é de Llpschitz. Por outro lado, usando as igualdades
(1.10) e (1.12) sem h’, temos

0 folccu - f: dv:t(t)dwf: ¥ (Vy(t)) dt

- -[1 V(2 dx + _/0' M ¥y av.
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Logo C= J(¢) o que completa a demonstragéo. &
1.7 EXEMPLO: Agora veremos que se {} € uma bola de raio R, entéo existe um
inico ponto de minimo que € radial. Seja ¢, este ponto. Logo to(x) = fo(|x|),

onde fp é uma fungéo definida no semi-eixo real positivo. Também vale
fo(r) = —I(o) (nwnr™* + (nwar™')?)™. (1.13)

Primeiro veremos que o ponto de minimo é radial. Seja ¥ a simetrizagdo de um
ponto de minimo ¥. Por definigho de simetrizacdo, o conjunto de nivel {¥ > t} é
uma bola cuja medida é a mesma de {¢p > t}. Logo Vg(t) = Vyu(t). Portanto,

ol il
f' (tl'*)’dv=/ (¥*')?dv.
0 0

A respeito de simetrizagdo, também é conhecido que

U* = o* e, assim,

f 179[? dx < f |V dx,
9] (9]

(ver [B], Teorema 2.2, pag. 55). Logo J(¥) < J(#). A igualdade ocorrerd se e
somente se ¢ = W. Portanto, se ¥ minimiza J, entéo 1(x) = f(|x|), onde f é uma
fungéo definida em [0,R], absolutamente contfnua, decrescente tq f(0) > 1 e f(R) =0.
E fécil concluir, por absurdo, que f(0) =1.

Veremos agora que f ¢ iinico e vale (1.13). Para isto, seja ¢(x) = f(|x|)
fungdo radial em W, onde f é decrescente. Provaremos que ¥* (wa(R™ = 1)) = f(x)
para r € [0,R]. Sejam 1y €[0,R] e t= 1(rp). Seja r, = max{r € [0,R]:f(x) > t}.
Logo ry > ro. Como f é decrescente e continua, x€ {x:¢(x) = f(|x|) < t} se e
somente se ry < |x| <R. Assim, Vy(1) = wy(R" — 1f) < wna(R" — 1§). Portanto,
por P(9), Vy(s) < wu(R™ — 1) para s <t. Logo ¥*(wa(R™ — rj)) 2t. Por outro
lado, se s> t = f(rp) entdo 1o & {a € [0,R]:f(a) > s}, que é um intervalo de
inicio em 0. Disto, conclui-se que ro > ry = max{a € [0,R]:f(a) > s}. Portanto,

Vy(s) = wa(R® = 1f) > wy(R® — 1), e, entdo, ¢¥* (wp(R™ — 1§)) < t. Temos
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entdao, a igualdade, que derivada em relagao a r resulta em

*

_nwnrn'ldw (wa(R® — 1)) = %f:(r)

dv
dv _ df dy* _
Logo 5 —""— & = g © assim, —d";L = v, pois £% d ¥ tem inversa limitada em compactos

de [0,R]. Portanto,

12 dy* “ ) 12l 7 a5\ 2 ] 20 7 a2 dr 2
/ (dv) w=rak (a:) W=k (a) ‘(a?) o

- hmf (( ))2dr _/0 (f'(f))

nwy, t“'1

Disto e de |V¢(x)| = f'(|x|) temos que

R
() = [) (f'(r)) *nwar™! dr + (f("')) ; (1.14)

0 nwnr“‘

Seja g a fungéo definida em [0,R] por g(r) = nw,r™* + (nw,r™!)t.

O que faremos agora é minimizar o funcional
R =
L(f) = f (f'(r)) " [nwar™" + (nwpr™t)™*]dr
0

sobre o conjunto V= {f:[0,R] — IR :f € L?[0,R],f?g € L[0,R],
f(0) =1, f(R) = 0}. Primeiramente teremos de garantir a existéncia de um minimo.
Seja fn €V uma sequéncia que minimiza L em V. Note que VC W42[0,R] e
f, ¢ limitada em W'2[0,R], pois g> A > 0 em [0,R] implicando ’\foR 7dr <

/R (fn)’gdr < oo.

’ Logo existe f€¢ W%2[0,R] tq f, —{ fracamente em W"%[0,R]. Para
a >0, defina o funcional L,(h) = J;R (h")? . gdr. Como g é limitada superiormente
em [a,R], L, estd definido e é continuo em W2?[a,R]. A partir disto, da convexidade
de La e da reflexividade de W'?[a,R], concluimos que L, é semicontinuo inferi-

ormente na topologia fraca deste espago. Logo existe La(f) e imLa(fy) > La(f).
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Mas f,, tende ao minimo de L e L (f,) > La(fn) para a>0, assim, Li(f) <
lim L(f,) < oo independente de a. Logo JL(f) e L(f) < limL(f,). Observe
que L(f,) é limitado, portanto, existe M >0 tq ||} ||z <M Vn. Logo, aplicando

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos, Vxo,h tq (xo0,x0 + h) C[0,R], que
xo+h

[fa(x0 + h) — fa(xo)| < |f|dx < h'AM™> independente de n. Portanto,
fn é limitada e lfequiconi;inut:;.0 Usando o Teorema de Arzela-Ascoli, concluimos que
existe uma subsequéncia f,, que converge uniformente a f. Podemos supor s.p.g.
que f,, € a prépria f;,. Logo f(0)=1 e f(R)=0. Assim, fe V.

A partir disto e da forma integral de L, conclui-se que

R
/ oegndx = 0 Vn € C°(O,R).
0

Note que para tais 9’s, f+&n € V VE >0. Logo f'g é identicamente constante
(fg=C). Portanto,

: : R R
minL = L(H) = /{; flgdr = fo fCdr = O(i(R) — 1(0)) = ~C.

Isso nos da

f = —minL - (g)7", (1.15)

garantindo a unicidade do minimo de L em V. Observe que f(|x|]) € W e f é

decrescente. Logo J (f(]x[)) = L(f). Portanto, minJ < m&nL. Mas também vale
W

que o minimo de J é da forma f(|x|), onde f é decrescente e, assim, por (1.14),

feV. Logo n%n.] = J(f(]xl)) = L({f) > n{}nL concluindo que meJ = m\}nL. A

partir disto e da unicidade do minimo de L em V. é fdcil concluir a unicidade do

minimo de J em W. A igualdade (1.13) conclui-se de (1.15). &

Uma questdo de interesse é saber se W é muito menor que Wg?(f).
Logo, através dos Lemas (1.8), (1.9) e do Teorema (1.10), mostraremos que se
ue WHP(Q), entdo u* é continuo em (0,|Q2]). Também veremos, pelos Lemas (1,11),
(1.13) e Teoremas (1.14), (1.15), que se u€ Wy*(R2), entdo u* € W2 _(0,|Q|).

Loc
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1.8 LEMA: Seja 2 um aberto conexo. Sejam A e C conjuntos disjuntos tq AUC =

2 e |Al,|C| >0. Entao existe B= B;(x) C Qtq|BnN A] >20e|Bn C| >0.

DEM:  Suponhamos que néo vale o lema. Assim, para By (x) C £, vale ou

Be(x) N A| =0 ou |Be(x) 0 C| =0. Sejam F; = {B,(x) c n||B,(x) nA|= o}

e F, = {B,(x) C Q“B,(x] NnC|= 0}. Os conjuntos U B/(x) e
B:(x)E-‘F'z

U B:(x) séo abertos. Como {2 é aberto conexo, conclui-se que existem B;_(x)
Br(x) €F;

€ FLeB(y) € F tq B (x) N B, (y) # ®. Por outro lado, |B,‘(x) N B, (y) N
+

A| € |B,(x) n A| =0. Conclui-se o andlogo para B. Como @ = A |J B, deduz-se

que |B,,(x) N B,, (y)l = lBrx(x) N B, (y) N (A U B)| =0 o que é absurdo, pois a

intersecgao de dois abertos nao disjuntos tem medida positiva. '
OBs.: Por raciocinio andlogo podemos supor que B é um cubo.

1.9 TEOREMA: Sejam €2, A e C tais como no Lema (1.8). Entéo a funcgéo
xa € WHP(R).

DEM.: Suponhamos que x4 € W"P(Q2). Logo xo € W!P(B), onde B é o cubo
descrito no Lema (1.8). Podemos supor s.p.g que B= {(x1,...,%5) € ]R“IO < x
< 1}. Seja D= {(x1,...,%n1) € R™'|0 < x; < 1}. Por teorema, existe uma
fungao f tq f= xA q.s. e é absolutamente continua ao longo de todos os segmentos
de reta da forma s—(y,8) com s€(0,1) e y= (X1,...,Xn.1) €V, onde VCD e

H*!(D\V) =0. Chamaremos a estes segmentos de reta de ry. De f= ya qs.,

[ 6= wlds =0
B

seque que

e pelo Teorema de Fubini

L L
/ -/ |f — xa|dsdH™ = 0. Assim,/ |f—xa)(y8)|ds =0 VyeV CV,
D Jo 0

onde H™!(V\ V/) =0. Podemos supor s.p.g que V' =V. Logo f|;, = xalr, 9.5

Yy €V. Disto e de f|;, ser absolutamente continua V, €V, conclui-se que ou
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fl, =1 ou fl;, =0. Sejam A’ = {y € Vx|f|,, =1}eC = {y€ qur, = 0}.
Temos A’ lj C' =V. Portanto, H™! (D\A' lj C’) =0. Logo

|A| = f Adx—-ff fdsdH™!

f / fdsdH™! = f 1dH™! = H™1(A).
A:U ol

Fazendo o mesmo com 1-ya, conclui-se que H*!(C') = |C|. Também vale que
se f€ WHP(Q), entdo existe sg €(0,1) tq flpx(sq} € W"'P(Dx{s0}). Além disso,
flox{s0} (¥) = Xarx{so}(y) Yy €V, poissey€V,entdioy€ A'ouye C'. Seye A,
entéo, por definigdo de A’, f(y,s)=1 Vs €(0,1), logo, f(y,80) = 1 = XArx{s0}(¥>80)-
O andlogo pode ser feito se y€ C'. Portanto, Xax{ss} € WHUP(Dx{so}),
H™'(A’) >0 e H*'(C') >0. Concluimos assim que se a nossa suposigdo vale
para dimenséo n, entéo vale para dimensdo n—1 e, portanto, para n=1. Tal fato é
absurdo, pois se uma fungéo estd em WP ([a,b]), ela é absolutamente continua, e
as linicas fungGes caracteristicas absolutamente contfnuas em [a,b] 880 f=1e f=0

o que contradiz [A| >0e |C| >0, ¢

1.10 LEMA: Se ue W"P(Q), onde p>1 e  é um aberto conexo, entdo u* é

continuo em (0, |$2]).

DeM:  Suponhamos u* descontinua em vo € (0,[Q). Como u*(v) é crescente,

temos que

lim u*(v) — lim u"(v) =a >0

v-rvn+ v—vy
Por P(2) e P(3), a= [{s > a:Vyu(s) = vo}| com « conveniente. Como Vu(s)
é crescente, {s > o:Vy(s) = vo} ¢ um intervalo de comprimento a.

Logo existem ty; < t, dentro do intervalo tq Vy(t;) = Vu(tz) = vo. Portanto,

{x:t1 < u(x) < ta}| = Vu(tz) = Vu(ty) =0. Seja f:IR — IR dada por

1 para t > to
f(t) = -‘—'—‘—1— para t; < t < to
0 para t < t
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Entéo fou € W'P(Q) e fou = x(u>i;) q.8., pois se u(x) < t;, entdo
fou(x) =0; se u(x) > t2, entdo fou(x) =1. Assim, fou # x(y>:;} somente em
{x:t; < u(x) < ty} cuja medida é zero.

Por outro lado, |[{x:u(x) < t2}| = Vu(tz) =vo >0 e

[{x:u(x) > tz2}| = |9 = vo > 0
Daf chegamos a uma contradigio com o Teorema (1.9). Logo u* é continua em

o). ¢

1.11 LEMA: (Uma verséio da desigualdade isoperimétrica): Se u€ W4?(Q), entdo
(9] = Va®) S < n=lws PH™ ({u = t}) qs..

DEM.: Para quase todo t € (infu,supu), |{u = t}[ =0. Trabalharemos com tais
t’s. Dado t, seja k€Rtq t+k € (infu,supu) e |{u = t + k}| =0.

0 se s<t
Defina h: IR — IR por h(s)= {8 —t s t<s<t+k.
k se se > t+ K

A funcgéo h é de Lipschitz. Portanto, hou € W%2(Q2). Pela defini¢io de h, temos

que hou € W3*(Q). Logo podemos usar a desigualdade de Sobolev, l#lla, <
il Y 1"“]IV@!J”;, para ¥ = h o u.

)hou=(u—t)xuc i)+ kX{u>t4x) €
Também valem: {t<u<t+i} {udt 4k}

ii) V(h o u) = h'(n) - Vu = Vu - X{t<u<t+k} QB
Justificativa de (i): se x€ {u < t}, entdo u(x)<t e assim, h(u(x)) = 0 =

(u(x) = t)X(e<u<t+k}(X) + kxX{u>tiip(x); se x€ {t < u < t + k}, entdo
h(u(x)) = (u(x) —t) = (“(X) - t)X{tgu<t+k}(x) P kX{u2t+k](x)i eseXxXeE
{u >t + k}, entdo h(u(x)) = k = (u(x) = t) Xt <cu<t+x}(X) + kx{u>t+1} (%)
Justificativa de (ii): supondo x€ {u < t}, entdo h'(u(x)) =0, logo h'(u(x)) -
Vu(x) = 0 = (Vu- Xpicuci+k}) (X); no caso x€ {t € u < t + k}, entéo
h'(u(x)) =1 q.8."*"!, pois embora néo exista derivada de h em t, por hipétese,

H{u = t}| =0. Assim W'(u(x)) - Vu(x) = Vu(x) = (Vu- xpi<u<t+k}) (%)

*OBs.: Os q.8.’s acima significam quase sempre no conjunto em questéo.
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quando x€ {u > t + k}, entdo h'(u(x))’ =0 q.8.*, pela mesma razao do caso

anterior. Logo h'(u(x)) - Vu(x) = 0 = (Vu * X{t<u<t+x}) (x). De (i), (ii) e da
desigualdade de Sobolev, temos

nﬁiwr}_ » ./n |V“IX{t<u<t+k} dx >

F-O N

> [L [(u = t)x(t<cuct+kp + ’fﬁ)&t{uz:-nc}]"‘_r'iT dX]

a-=1

2t S
2 [f [kX{uzt-i-k}]#T dx] =k (/ dx) =
O {u>t4k}

k(9 — Vu(t + k)=

Pela formula da codrea,

_/‘;|V‘1|xn<u<t+k}dx =f /{ }X{t<u<t+k}dﬂ“'1ds

t+k t+k
- f f dH™! ds = / B> ({u = s})ds.
t {u=s} t

Disto e da desigualdade anterior, temos

a1 t+k
k(|] = Vot + k) * < n7lwg 1’“[ H™!'({u = s}) ds. (1.16)

t

Note que esta desigualdade vale para todo t e k do inicio da demonstragdo. Se
dividirmos & integral de (1.16) por uma sequéncia qualquer de k’s que tende a
0, teremos que este quociente convergira a H*!({u = s}) q.s.. Tomando uma

sequéncia especial de k’s para os t's onde exista esta convergéncia e usando (1.16),

concluimos que
() 5 -1 =Yppynel
(19] = Va(tH) ® < ntwz PH™ ({u = 1)) qs.
A partir disto e de V,, ser monétona, segue-se o resultado. O
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1.12 OBSERVAGAO: Seto € (infess u,supess u) é tq H™! ({u = to,|Vu| = 0}) =
0, entéo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

Fu| '
H™! ({u = t =-/ 1dH™! =f | —dH™! <
e = to}) {u="to} {u=to} [Vu|™

A 1, (1.17)
( f ]Vu[dH“") ( f |vu|-ldnn-l)
{u=ta} {u=ts}

Pela parte (i) de P(8), temos que Vy(tg) < |€2]. Disto e do Lema (1.11), temos
que H™!({u = to}) >0. Logo, se f{uma} |Vu|dH™! e f{ugto} |Vu|~tdH™! sio

finitos, entdo séo positivos também. S

IA

1.13 LEMA:  Seja ue WH3(Q). Sejam ve [0,|Q]] e k>0 tq v+h € [0,]Q]].
Se u*(v + h) > u*(v), entdo Vy(u*(v)) + |{x € Q:u*(v) < u(x) < u*(v + h),
IVu(x)l — O}I >v.
DEM: Seja & >0 tq u*(v) + £ < u*(v + h). Pela parte (i) do Lema (1.16)*,
segue que
Vu(u*(v)) + [{x:u*(v) € u(x) < u*(v + h); |[Vu| = 0} — Vu(u*(v) + £)
u*(v)
= / / |Vu|"'dH™ " ds + [{u < w*(v), |[Vu| = 0}| +
—o0 {u=s}

{u*(v) < u < u*(v + h): |Vu| = 0}| -

u*(v)+ €
~ / f |Vu|~'dH™ ds — |{u < u*(v) + £, |Vu| = 0}| =
{ju=s}

— 0o

u*(v)+ & .
= f f |Vu[~1dH™ ds +
u*(v) {u=s}

+ [{u*(v) + £ < u < u*(v + h), [Vu| = 0}| .

Assim. fazendo £ — 0, conclui-se que

Va(u™(v)) + l{u*(v) <u < u*(v+h)|Vu= 0” — s']jElovu(u*(v) + &) >0.

*OBs.: A parte (i) do Lema (1.16) nao utiliza o Lema (1.13) ou qualquer uma de

suas consequeéncias.
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Como '11_510 V(u*(v) + £) 2 v por P(7), segue-se o resultado. ¢

1.14 TEOREMA: Se u€ W94H%(Q), onde Q é um aberto conexo de IR™®, ou se
ue W5*(9), onde R é um aberto qualquer de IR®, entdo u* é absolutamente

continua em qualquer [a,b] C (0,|Q]).

DEM: Sejam a e b reais tq [a,b]C (0,|Q|). Primeiro demonstraremos que u* é
absolutamente continua em [a,b] quando ué€ W5%(f). Sejam vehtqv, v+h €
[a,b]. Pela parte (i) do Lema (1.16),

Vu(u*(v + b)) = Vu(u*(v)) = [{u*(v) < u < w*(v + h), [Vu| = 0}|

u“(v+h
= f f |Vu|~tdH™" ds.
u*(v) {u=s}

Logo, aplicando o Lema (1.13) e P(6) para V,(u*(v + h)), temos que

*(v)

u*(v+h)
f f |Vu|"'dH™'ds < (v+ h) —v = h. (1.18)
u {u=s}

Pela parte (i) do Lema (1.16), H™! ({u = t, |[Vu| = 0}) =0 q.s.. A partir disto e
da Observagao (1.12), segue que

(H*'({u = xza,}))2 [/{ » |Vu|dH"'1] < /{ 9 [Vu|"'dH™! q.s.. (1.19)

Note que as integrais em (1.19) sao finitas quase sempre, basta aplicar a férmula da

coarea para g= Vue g=1. Usando (1.18) e (1.19), temos

n*(v <+ h) 5 -1
/ [H™ ({u = s})] / |VuldH™| ds < .
u {u=s}

*{v)

Disto e da desigualdade isoperimétrica, concluimos que

/..m\-w 2w (0] = Va(s)) "= - U

u*{v) {u=s)

-1

|\7u|dH""J ds <h . (1.20)
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Como s < u*(v+h), Vy(s) € Vy(u*(v+h)). Distoede P(6), Vy(s) < v+ h <b.
Logo (|| — Vu(s)) > (|©2] = b) >0. Portanto,

2 n-1) u*(v+h) o
nfw M (|Q] = b) = / f |ZuldH? ds < h.
{u=s}

u*(v)

Seja C a constante que acompanha a integral acima. Logo, para qualquer colegdo

de intervalos disjuntos em [a,b] da forma (v;, v; + h;), tem-se

© fa [ f{u e |VuldHﬂ-1]

onde A = (J [u*(vi), u*(v; + h;)]. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1
ds < ) hi, (1.21)

[.[[u:s} lvuldHn-l.] Ya
u*(vi + b)) — u(vi) = ds < :

< ( _/A f{ - |Vu|dH™! ds) * ( fA [ ]: i IVU|dHn-1]_1 ds)

Aplicando a férmula da codrea & desigualdade (1.22), temos

S writh)—w'w) < ([ 1valax) ’ ( / [ /{ - |Vu|dH“‘1]—1 as) -

Disto e de (1.21), conclui-se que

Yfa

(1.22) .

tfa
> ut(vi 4+ hi) — ut(w) < [c-lf |Vu?dx - D hi] .
9)
Portanto, u* é absolutamente continua em (a,b].

Agora demonstraremos o teorema para o caso u€ WH%(Q), onde Q é

conexo. Seja U a simetrizagao de u. No Exemplo (1.7), vimos que U* = u* em
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[0, |Q|] . Portanto, se provarmos que U* é absolutamente continua em compactos de
(0,[€2]), estard demonstrado o resultado. Sabemos que U € W*'%(B,) (Ver [B], pag.
55, Teorema 2.2), onde B, é uma bola de raio r. Como U é uma simetrizagéo, entéo
U+c € Wé’z(Br), onde ¢ é uma constante conveniente. A partir disto, do caso
anterior e da parte (iii) de P(13), concluimos que U* + ¢ é absolutamente continua

em compactos demonstrando o teorema. O

1.15 TEOREMA: Supondo as mesmas hipéteses do Teorema (1.14), entdo u €
Wy o(9).

A2
DeM: Basta mostrar que fab (u*) dv < +oo para qualquer [a,b]C (0,|9]).
Analogamente ao Teorema (1.14), faremos primeiro uma demonstragéo para u €

Wg%(92). Depois, usando a simetrizagéo de u, concluiremos o teorema quando u €
Wh2(QQ) para  conexo.

Se no Teorema (1.14) tivéssemos tomado A= [u*(v),u*(v + h)], onde
vE(abl e v+h € [a/,b] com 0< &' < a < b < b’ < |Q, e néo usdssemos a

férmula da coérea em (1.22), teriamos concluido, a partir de (1.21) e (1.22), que

| b v a
u*(v+h) —u'(v) < |-~ f f |Vu|dH™ ds ;
c u*(v) {u=s}

Assim,

* * 2 = u*(v
(i*(v + ) — w*(v)) <c1/ (vh)

< Vu|dH™!ds. {1:28)
h? h w/;u=s} l |

*(v)

Note que estamos supondo h >0 . Agora, integrando a inequagdo em relagdo a v,

obtemos
B ot oV 2 —1 b put(v+h)
f (“ Ak e (‘)) dv < "—f f f |Vu|dH™ dsdv .
a h h Ja u*(v) {u=s}
Disto, de u* ser absolutamente continua e de s —» |Zu|dH"! ser Lebesgue-

{u=s)
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mensuravel, podemos fazer uma troca de varidvel na integral da direita obtendo

fb (u*(v + h) - “*("))2 dv <

h
c-1 b pvih ; -1
< -———f f f |Vu|dH™! | u* (x)dxdv = —1I,
h a Jv {u=1u*(x)} h

onde I é a integral tripla da direita. Para cada v, podemos definir y = x — v e fazer

uma troca de variavel obtendo

b h
= f f f |VuldH™ . u*'(y + v)dydv.
a JO u=u*(y+4v)}

Se aplicarmos o Teorema de Fubini e em seguida fizermos uma troca de varidvel,

obteremos a seguinte estimativa

h b
I= f f f |Vu|dH™! - u*'(y + v)dvdy =
0 Ja J{u=u*(y+v)}

h pu*(y+b)
/ / f |Vu|dH™ ! dsdy <
0 Ju*(yt+s) J{u=a}

h 400
< f f f |Zu|dH™! dsdy < h/ |Vu)? dx.
0 —00 {u=s} Q

A qiltima desigualdade veio da férmula da codrea. Assim,

. ik 2 wit
/ (11 (V + h) u (V)) dv < 2 hf |Vul2dx = C—lf |Vu|2dx.
h h Q L

Como a estimativa independe de h, segue-se o Teorema (ver [G.T], pag. 162). &

1.16 LEMA: Seja dV(t) a medida de Lebesgue Stieltjes induzida por V,(t) para
ue Wh2(Q), entdo

(i) dVy(t) =f |Vu|"'dH™ dt + dS(t),

{u=t}

onde S(t)= |{u < t}n {|Vu| = O}I Seue Wé'Q(Q] ou se u€ WH2(Q), onde N

€ conexo. entao

=1
(i) u*(Va(t) < (f ]Vul'ldH“'l) q.s. em (infess u,sup essu).
{u=t} ;
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Se dS(t) é puramente descontinua*, entéo valem: 1) dS(t)= Z |{u i t-,}|d6“(t),

L
onde os t;’s sdo enumeraveis e tq l{u = ti}l > 0; 2) aigualdade em (ii).

DEM: (i) Note que Vy(t) = [{u < t}| = |[{u < t,|Vu| > 0}| + |{u < ¢,
|Vu| = 0}|. Seja g= xg()|Vu|™!, onde E(t)= {u < t,|[Vu| > 0}. Logo
|E(t)| — [ g|Vu|dx. Disto e da férmula da codrea

Q

400
- . i | n-1 -
|E(t)| = /_m ./;‘ma} x{u(t,qu[)O} |Vu|~"dH™ " ds =

t
. =1 3yn-1
'/;00 -[{u=a} x{lvu1>0} lvu‘l dH ds.

Onde |Vu| =0 adotaremos |Vu|™! = +oc0. Também temos

- 3 o— = n-1
g= j‘;x{IVui=0} |V u|dx /_m ./;u=t} X{Nu‘:o}dﬂ dt

e, assim.
H*! ({u = ¢, [Vu| = 0}) = 0 quase sempre. (1.24)

Portanto,

-1 oI -1 n-1 __
f{m}wu] dH “f[m}x{uvunzo}'“' A" =

Vu|~'dH™! / Vu|"'dH™! =
o[{uzs} x{iVul)O}' “l * {u=s} x{qul:O}l ul

Vu| " 1dH™!
f{m} X{1Tu >0} IVHITdHT s

Logo |E(t)| = f f{ i |Vu|~'dH™! ds. Entéo

>
*Uma medida é puramente descontinua se € da forma Z cidd,, onde dé;; € a medida

i=1
de massa um Conceﬂtrada em t;.

37



(i1) Primeiro mostraremos que’ u* (Vy(t)) = me g.s. em (infessu,
supessu). Seja A= {t € (infessu. supessu):nao existe u*'(Vu(t))}. Logo, por
P(8), Vu(A) C {v € (0,]Q) : néo existe u*'(v]} =B. Portanto, u*(Vy(A)) C
u*(B). Sabemos que u* é absolutamente continua localmente em (0, |2|) pelo Teo-
rema (1.14) e |B| =0, pois u* é cescente, logo |u*(B)| =0 e, assim, |u*(Vu(A))| =0.
Por P(12), u*(Vu(A)) =A. Logo |A| =0. Seja C= {t € (infessu, supessu):nao
existeV,(t)}. Portanto, |C| =0. Entdo |AUC| =0. Sejaty € (AUC)° [ (infessu,

supessu). Temos que existem V/,(to), u* (V4(to)) e

, o Viu(t) = V(to) . Vu(t) = Vu(to) _ 1
Vol = I = e~ P T) v (Val) . o (Val)

Assim, segue-se a igualdade q.s.. Logo u*' (V(t)) é mensurdvel. Pela parte (i),

Vu(t) = / t / |Vu|~'dH™! ds + S(t). (1.25)
—-co J/{u=s}

Como S(t) é crescente e a integral que aparece em (1.25) é absolutamente continua,

entao

Vi (t) = f{ (Tul a4 S 2 f{ |Vu[~ dH™ qs..
u=t

u=t}

Logo L > / Vu|™! q.s. 0 que conclui (ii). Para completar o lema,
g m - {u=t} I ] q q ( ) P

note que a parte descontinua da medida S(t) é da forma ) cidé;,, onde ¢; =
' o0

Iy = 60 = B <uivl =0l = oy | (1o 5 n 2
1 1 =n

1 .
t; + E,[Vu| = 0} = l{u = ty, |[Vu| = DH Logo a parte descontinua da medida

ds(t) é

dSs(t) = D |{u = t;, |Vu| = 0}|d8,,.

ti<t
Se dS(t) for puramente descontinua, entdo dS(t) = dSs(t) o que conclui o lema.

O
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1.17 PROPOSICAO: Se ¥ é um ponto critico do problema (1.1) e (1.5), entéo

| - s\
0 [, o> 30 (gt) e
onde S(t) = H™' ({¢p = t}), e

() 0< ') < 2. S,
{1 -+ n'*’wnf"(lﬂl —v) = }

DEM (i): Seja S(t)= H™'({¢p = t}). Por (1.24) do Lema (1.16), vale
I ({"»b =t, |[Vy| = 0}) =0, (1.26)
para quase todo t. Também temos do Lema (1.16) que

f |Vy|"'dH™! < co quase sempre. (1.27)
{p=t}

Finalmente, aplicando a fé6rmula da codrea, temos

/m/ |Vy|dH™ dt = f [V¥|2dx < oo,
—oo J{y =t} Q

de onde se deduz que

/{;_t} |Vy|dH*! < 00 q.s.. (1.28)

Logo, para os t’s que satisfazem (1.26),(1.27) e (1.28), conclufmos pela Observagao

(1.11), que f |[Vy|dH™! e f |V|"1'dH"? séio positivos e, portanto, vale
w=1) {w=1)

(f lvqbl“dH“") < (S(t))"/ |Vy|dH™*!  gs..
{v=t} {v=t}

Aplicando a parte (ii) do Lema (1.16), temos que

¥ (Vy(t)) < (S(1)~ f |7pldH™? (1.29)

{¢ =t}
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para quase todo t € (infess ), supessy). Para os t’s no complementar deste inter-
valo, vale a desigualdade do enunciado, pois aplicando a formula da codrea con-
cluimos que S(t) =0 q.s. em (—00, infess ) | J(supess 9, +00). De (1.29) e do Teo-
rema (1.6), segue que

() — f |VyldH™ < (S(1) ™ f |Vp|dH™!  qas..
{v=t} {v =t}

Isolando i, _ ., [V¥|dH™" conclui-se o resultado.

(ii) Vimos na parte (i) que

(H? ({» = t}))* < ||~ LdH™ VyldH™! <
' ) /; } /w=t}| |

< f{w} ZI7 B (3(p) = 9 (Ve(®))  as..

-

A iltima desigualdade segue do Teorema (1.6).

Agora usaremos a desigualdade acima e uma versdo da desigualdade iso-

perimétrica (ver Lema (1.10)). Dela segue

[l (0] = Vo) ™) < f

- | V9|~ 'dH™! . (Jw,) ¥ (Vi t))) we..

Disto e da parte (ii) do Lema (1.16), para quase todo t tq 3* (V¢(t)) #0, vale
ot (1] = Vo))" < (3 (V)™ - (39) = 5 (Vo)) -
Isolando ¢* (Vy(t)) conclui-se que
v (Vo(v) < 3 - [t + g (l0] = Vo) )T

Claramente esta desigualdade continua valendo se %*' (Vy, (t)) =0, assim, esta vale

quase sempre. Agora veremos que vale a desigualdade do enunciado.
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Seja vo € [0,]Q]]. Seja to = sup{t:Vy(t) < vo}. Logo, pela conti-
nuidade & esquerda de Vy, Vy(to) < vo e, por definicéo de to, lim+ Vy(t) > vo.

t—td
Portanto.

3—nt1—y 1-1 P L
[l + nzw:"“ (I2] = V() ]"] < [1 + 02w (|9 — vo) ""] '

q.8. em (0,10}, pois neste intervalo Vy(t) < vo.

Logo ¥*'(Ve(®) < J(¥)[1 + nwi (I - w_..)""""'*‘"]‘1 qs. em [0, tg].
Observe que y¥* é absolutamente continua em [0, |Q|], pois ¥* é absolutamente
continua em compactos de (0, |$2|), é decrescente e continua em [0, |Q2|].

Primeiro, suponha que vp < lin}b Vy(t). Portanto, usando a iltima
t—tg

desigualdade, o fato de 1¥* ser absolutamente continua e a Propriedade (17), conclui-

se que
2 a—nn—y 11
v*(vo + h) = p*(vo) < h - (@) [1 + nPwn(ja] = vo) T ],

onde h é tq vo + h < Vy(td). Conclui-se assim que

li v*(vo + h) — ¥*(vo)
1m
h—0 h

< 360 [1 4+ 07wl (0] = Vo) TR ()

Agora suponha que vo = li +V.;,(t.). Seja t; > to tq Vy(t1) seja téo

t—t
]
proximo de vo que permita concluir que

& a—nii—p =1
[1 -+ n“w"‘"(lﬂ] = Vq;,(t]_)) f ] <
— ] — -1
< &+ [1 + n%wl(? (0] - Vn}z i f"]
Fazendo o raciocinio do primeiro caso, pois vo < Vy(t1) < Vy(tf) (ver P(9)),

conclui-se que

T—-’J’*(VO + h) — ¥*(vo)
im
h—0 h

= [5 + (14 n%m (1] - vo) ’““"—fn)-l] |
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Como £ >0 é arbitrdrio, conclufimos que vale (1.30). Portanto, néo 86 concluimos
que para todo v que tem derivada vale a desigualdade do enunciado, como também

que o limte superior das razdes incrementais sao limitados por esta cota para todo

v. ©

1.18 OBSERVAGAO: Usando a idéia de um método numérico introduzido por Harold
Grad. abordaremos um meio geométrico de analisar o problema variacional. Para
isto, definiremos em W um funcional D, que s depende das curvas de nivel da
fungio em que esté sendo aplicado, isto é, se 11, ¥ € W possuem a mesma familia

de curvas de nivel, entdo D(¢»y = D(t2). Primeiro, dado ¥ € W, defina

V(x) = Vy($(x)).-

Observe que se duas fungdo 11 e 92 tem os mesmos conjuntos de nivel,

entdo as suas respectivas V, e Vj sfo iguais.

Agora seja K(v) = /_ |V V|dH!,
{(V(x)=v}
2 g B -
Finalmente, defina D(¢) = fo mdv . Veremos que o

funcional D tem certas semelhangas com o funcional J. O ideal seria que D possuisse
minimo e este fosse igual ao minimo de J. Entretanto, esta é uma questéo em aberto.
Porém. se D satisfizer

(i) D tem um ponto de minimo ¥y em W,

(11) existe a>0 tq 1!:5' (v) 2aqs. e

(iii) existe b>0 tq ¢} (v) >b g.s., onde 9, é ponto de minimo de J em W,

entdao min D = minJ.
W w

As condigées (i) e (ii) garantem que min D > minJ, enquanto (i) e
(iii) implicam em min D < minJ. Inicialmente veremos ser possivel supor que

w5(0) =0. Suponhamos que ¥3(0) = to € [—00,0). Logo, por P(8), infess

42



Yo <0 e, portanto, |{o < 0} = vo >0. Seja ¥ a parte positiva de o.
Note que se x€ {¢p < 0}, entdo ng.{gbg'(x)) = V%p-(O) = |{¢g' < O}l =0, e
se x€ {¥p > 0}, pela demonstracido de (i) de P(16), segue que V'pg. (v¢(x) =
Voo (o)) = Vyo(0) 2 vo. Assim, { Vs (43 (x)) = v} = @ quando ve (0,vo)
e Vys 0 g = Vy, 0 to em {V¢§(¢g(x)) = v} = {Vyo(¥o(x)) = v} para
vE (vo,|Q]). Logo K¢g.(v) =0em (0, vo) eng.(v) = K(v) em (vo,[S|). Portanto,
D(¢g) < D(¥o).

Agora veremos que para uma f conveniente, estritamente crescente, vale

j; ; |V(f o 1,00)|dH“'1 + (fo 'Po)*! (Veou,(t)) = 1 q.8. em (0, supess ).
foyo=t

1

Sejnf(t) = [ :
I f{ oy Ol 4 48 (Vi)

ds.

Note que como ¢3'(v) > aq.s., ¥§ leva conjuntos de medida positiva em conjuntos
de medida positiva. Assim, dado um conjunto B C [0, supessyg] de medida 0,
entdo |V¢°(B)| =0, pois por P(12), B= 9¥§(Vy,(B)). Logo Vy, é absolutamente h
continua e, portanto, ¥§ (Vy.(s)) =2 g.s. em (0,supessyyp). Disto, concluimos
que o integrando € positivo e limitado superiormente por a~!'. Logo f é limitada
superiormente g.s. por a~}. Também temos f > 0 q.s., pois existe 1§ (Vy,) e, pelo

Teorema (1.17), existe / |Vo|dH™' q.8. Logo f é estritamente crescente e
{¢o=s}
de Lipschitz com f(0) =0. Portanto, foyy € Wy'“. A partir disto e de P(14), temos

que

f [V(f 0 wo)[dH™ + (f 0 %0)* (Viowo(t)) =
{fD l,bo:t}
/{ (G Tboldi™ + £(s)65 (Veo wo(t)) , (1.31)
Yo=s

onde s= f~!(t). Também temos, por P(14), que Vi, y,(f(s)) = Vy,(s). De (1.31)
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e da definicéo de f. conclui-se que

/ |7(£ 0 po)|dH™ + (f 0 %o)* (Veou(t)) =
{foyg =t}
(s { [ 1ol vy (v%(s))] = 1.5

Observe que multiplicando f por co = (f(supessg)) ™" temos que (cof) © o € W.
Seja f; = cof. Note que fj(supesstyg) = 1 e f1(0) =0. Também temos, pela
demonstragao do Teorema (1.6) e por (1.32), que

1 3 ;
J(fy o ¢o) = /0 [f{f o |V(f1 o o)|dH™! + (f; o to)* (Vﬁowo(t’))] dt
= /l co - 1dt = (f(supess¢o))_l.
0

Agora veremos que
S -/{v—v} Vio(¥o(x) - [Vio|dH™" < 00 qss..

De 93 (Vyo(s)) >a q.s. e de P(12), segue que Vy, é de Lipschitz e, assim,
Vyo(¥o(x)) € WH2(Q) e VV = (VI o ) - V. Portanto, para Q' = {a &
V < b}, temos

b
|VV|2dx = f V:‘,ulv¢'0| - |VV]dx = / /_ Vbalvtﬁoldl{“" Av.
vy o ' G {V‘-:V}
Por raciocinio andlogo,
_ b
VY| dx = / K(v)dv.
Q &

Como a e b séo arbitrarios, concluimos o desejado. Assim,

| 1
D(¢p) = f dv
o 14 f V;bg |Vlbg|dH"'1

{V:v}
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Por P(9), Vy, ¢ estritamente crescente. Logo {Vy, © o = v} = {¢o = V;é(v)}.
A partir disto, de Vy, ser absolutamente continua e fazendo a mudanga de varidvel

v= Vy,(8), segue que

sup ess §/g V:ﬁ'o(s)
D(to) = / ds
0 1+ V() f |7 4po|d H
{¢o=s}

-1

Por P(12),
; ' | -]
oy /supmu"o (45 (Vo(s)) ) d
) = 8 =
. 1+ (98 (Vao(8)) ™ j | holdH
{$o=3}
- .
/'mev"o 1
ds| .(1.38)
¢ 0§ (Vyo(8)) + f{ - |V tpo|dH™1

Agora faremos a troca de varidavel s= f; *(t). Como f é absolutamente continua com

f >0 q.s., entéo ! & absolutamente continua. Assim,

-1
by = | [ & )8 al =
© W (Ve ON + [ [TvaldE®
foo =174 (1)}
[ -1
1 - dt
" REO) [0 Ve ON + [ 7ol

De (1.32) e f; =cf, temos que o denominador do integrando em (1.33) é igual a
(f(sup ess 1150))_1 q.s. em (0, supessy)g). A partir disto, de {7 ser absolutamente

continua e de (1.34), podemos dizer que

1 -1
D(4o) = U; f(supess¢o)dt] = m = J(fy o o) > m_wl:._n.l.
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Portanto, min D > min J em W. Vejamos a outra desigualdade. Podemos concluir

de forma semelhante que

=1

1

1
Digh) = [o T ds

oy O™+ 97 (Vy, @)

Disto e do Teorema. (1.6), segue que

S -1 .
%

Logo min D < minJ.
W w
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CAPITULO 2
O Problema Variacional para Fungoes com Conjuntos de Nivel Convexos

Quando o dominio 2 for convexo, é natural esperar que os conjuntos de
nivel do minimizador de J em W também sejam convexos. Por esta razao definiremos
um subespago de fungdes de W. Os conjuntos de nivel das fungdes peﬁmmntes a
este subespago 8o convexos, embora a definigho inicial néo seja exatamente esta, A
seguir mostraremos que J & minimizado neste novo conjunto, O nosso desejo seria
que um destes minimizadores também optimizassem J em W. Nos capitulos 3 e 4

mostraremos resultados que nos fazem acreditar que tal deva ocorrer. No entanto.

esta € uma questao em aberto.

Alguns teoremas deste capitulo foram inicialmente provados em [L.S.]
para o caso bidimensional. No entanto, apresentaremos novas demonstragées validas
em qualquer dimenséo finita. Este é o caso do Teorema. (2.7) cujos argumentos da-
dos em [L.S.] s6 podem ser feitos em duas dimensdes. A Proposigao (2.5) também
foi demonstrada em [L.S.] somente para o caso bidimensional, no entanto, o mesmo
poderia ser feito mais geralmente. A demonstragdo apresentada naquele traba-
lho. embora interessante. € também complexa devido a argumentos extremamente

geométricos. Em seu lugar outra demonstragao sera dada.

2.1 DEFINIGAO: Para Q aberto, convexo e limitado defina C, = {u € WHP(Q):

exista um conjunto {t,} denso em (infu,supu) e existam conjuntos convexos Cy, tq

u>t, q8 emCheux< t, g8 em 2\Cy}.
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2.2 OBSERVAGAO: Podemos dar uma ca.rﬁcterizag;é.o mais simples e mais precisa
para Cp:Cp = {u € WHP(£2):Vt € (infu,supu), exista C conjunto convexo tq u >t
ge.em Ceu<t qs em 2\ C}.

De fato, dado t € (infu,supu), sejam {t,} e {C,} da Definicio (2.1) tq t, T t e
ta #t. Seja C= (] Ca. Logo C & convexo. Além disto,

e u>tem Ccl.r;:l Sejam F, = {x € Ch:u(x) < tn}. Pela definicio de Cy,
|Fa| =0. Seja F= | JFy. Logo |F| =0. Sex€ C\F, entdox€ Cpex¢ FoVn. A
et Bkt el i 6 Vas, sadion i) St Portunto, uabem @ g,

e u<tem N\C gq.8: Sejam E, = {x ¢ Ch:u(x) > tn}. Pela definicdo de
Cu, |[Ea| =0. Seja E= [JEq. Logo |E| =0. Se x€ (2\C) \E, entdo x€ Q\C
e, portanto, existe ng tq x¢ C,,. De x¢E, segue que x¢ E, Vn, logo x ¢ | .
De x¢ E,, e x¢ C,,, temos que u(x)< t,, <t. Assim, u<t em (2\C)\E
Jjustificando a observagéo. ¢

2.3 OBSERVAGAO: Seja u€ C,. Dado t € (infessu,supessu), sejam (t1,,) subse-
quéncia de (t,) tq t1, T t(t1n # t) e Cy, 08 respectivos conjuntos convexos.
Analogamente, sejam (tz,,) subsequéncia de (t) tq t2n | t (tzn # t) e Cypn o8

conjuntos convexos associados.

Defina I'(t) = (Ocl‘,,) \ (int Lnjcz,n) .

Note que {u = t} difere de I'(t) por um conjunto de medida zero, pois pela de-
monstragdo da Observagao (2.2), u>t q.s. em n Cineu<tqs em Q\ ﬂ Cin.

Por outro lado, u>t q.s. em UCg.n: ge X € UCg'n\F, onde F estd definido na
n n

Observagao (2.2), entao existe ng tq x€ Cypn, € x€ Fp,. Assim, u(x)> ty, >t.

Também vale u <t g.s. em Q\ UC'*'-“: Se x € (Q\ UC2.n) \E,
n n

entdo x ¢ Caq € x¢ E, Vn, logo u(x) < ta, Vn e, portanto, u(x) < t.
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Assim, concluimos que se |{u '= t}| >0, entdo I' (t) é uma regifo
limitada pelas curvas convexas 8 (ﬂCl‘n) e O (U Cz,n)- Se l{u i t}| =0,
n n

como o8 conjuntos m Cine U Ca,n 880 convexos, entéao I' (t) € uma curva convexa.
n n

Se t =infessu, entdo tomaremos somente os conjuntos C, ,’s e pode ser

mostrado que {u = t} e Q\ UCQ‘,, diferem-se por um conjunto de medida nula.

n
O mesmo pode ser dito para {u = t} e ﬂ Ci,n quando t =supessu. &

n

2.4 LEMA: Se ¥, — % em LP(2), entdo, para qualquer t € IR, existe uma
sequéncia (t,) tq t, Tt (t, #t) e

{ha 2 ta}\{¥ 2 t}| + [{¥ > }\{tha > ta}| — 0.

DEM.: Como {¢ > t} = ﬂ{dv >t - -E-}, entdo

O({¢2t'%}\{¢2t})= (O{¢>t——})\{¢>t};& 0.
TR

Seja ki tq < 711- Note que

Q({¢ 4= %} \{v,b-z t})
rfj({si’ R HACEY)

1l Il

ﬁ =

= g

v

e -

[ v
j"-ln—n -
S |
/ =

3 S
T S———
v
-+ -
-~ &
Vv
-
Aemmpt

Logo

{ t——}\{w t}|<~ (2.1)

Podemos supor s.p.g. que E- < -} Como ¢, — % em LP(Q2), entdo 9, — ¥
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em medida, assim, para n> ny, |ty — 9| < ﬁ em Q\E, onde |E| < i Podemos

supor E= {x € Q:ln — ¥| > 'iﬁT} Mostraremos, para n> n;, as seguintes
desigualdades:

{sbnzt—;Ti}\{zbzt}{ < 4 De {%ztw,e,t—,}\

{1,{: >t — ;ll-} C {'qbn-—gb > 571;;} C E temos que

e\ 2ot s met

A partir disto e de (2.1),

12)

{¢n_t——}\{¢>t}|<—paran>m

- 2k1}

Y- gbn_%- CE, entdo

|W’ 2 t}\ {fl' t - 2—;}' < Bl < %

Concluimos assim que, para n > nj,

]{wn_t——}\{wt}l ‘{¢>t}\{¢n_t—ﬁ}l<1.

Se quiséssemos a desigualdade para -;—, tomariamos k9 > k; eny > n;

{%: ComO{let}\{ﬁbnzt—m}C

convenientes. Repetindo o processo sucessivamente, achariamos, para - 0 fen > ki
e ny > nyg. Logo, tomando t, = t — 'fll?{ para n€ {n;, ---, na}, t, =t — zk,
para n € {ng, -+, ng}, etc, segue-se o resultado. o3

2.5 PrRoPOsIGAO: Dados ¢, € C, tq ¥, — 1t fracamente em W"P(Q2) (p>1) e

t € (infe, sup ), entdo existe C conjunto convexo tq ¥ >t qs.em Ce ¢ <t q.8.
em Q\C.
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DEM: Se ¥, — v fracamente em W"P(2), entdo existe uma subsequéncia (¥n, ),

que podemos supor 8.p.g. ser (¥n), tq ¥n — ¥ em LP(N2).
Pelo Lema (2.4), existe uma sequéncia (t,) tq ty, Tt, tn #te

{en 2 ta}\ {9 2 8} + [{# 2 t}\{t 2 ta}| — 0.

Pela Observagao (2.2), existem C,,’s, conjuntos convexos, tq

{#a 2 ta}\Ca| + [Ca\ {¥n 2 ta}| = 0,

logo
|Ca\{# 2 t}| + |[{¥ 2 t}\Cu| — 0.
Tomaremos novamente uma subsequéncia (Cy, ), (tn,) tq

(G \ (¥ > 8}] + [{$ 2 }\ O] < 55

Chamaremos tais subsequéncias de (C,) e (t,).

> =] e =]
Seja C= U ﬂ C,. Note que:
k=1 n=k
12) C é convexo.

22) 2 > t q.s. em C: por raciocinio andlogo ao da Observagio (2.2), 12 parte,

o0 [+ =] o]
concluimos que ¢ >t q.s. em ﬂ CnVk. Logo ¢ >t q.5. em U (ﬂ Cn ).

n=k k=1
32) ¥ <t gs. em Q\C: sabemos que, para k€ IN*, vale

(2 4\C = (¥ 2 t}\ (fj N c,,)

k=1 n=k

n=K

ﬁ G ({¢ 2 t}\Cn) C D ({¥ > t}\Cu) .

k=1 n=k
Logo
. = 1 1
¥ 2 t\C| £ ) = = 55
n=k
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Como k é arbitrério, temos que |{¢ > t}\ C| =0, ie, [{¢ > t} N C°| =0, portanto
¥ <t q.s em Q\C. &

2.6 TEorEMA: O funcional J possui minimo em W NC,.

DEM: Para demonstrar este teorema, basta usar a demonstracéo do Teorema 1.1

e a Proposicao (2.5). ¢

O ideal seria mostrar que o minimo de J sobre W possui curvas de nivel

convexas. 1sto €,

min J = minJ.
WNC, w

esta, porém, é uma questdo em aberto.

2.7 TEOREMA: Se u€ Cp, N L*(f2), p2n, entdo existe W tq U =u q.8. e U é

continua.

DewMm:
12 Parte: Sejam t; e t; tq infessu< t; < t, <supessu. Pela Observagéo (2.2),
exietem C; e C» conjuntos convexos tq ¥ > t; q.8. em C; e ¥ < t; q.8. em Q\C;,

onde i€ {1,2}. Logo C, C C;. Provaremos que 8C; N 8C2 NN = O:

(1) Iniciaremos supondo que 8C; N8C, NN # @. Seja Py € 8C; NHC, N Como
t; < supessu, [{u > t,}l > 0. Logo |C,| > 0. Disto e da convexidade de C,, temos
intCs # . Sejay€ int Cy. Sejad >0tqBs(y) C Cq. Fazendo uma troca de coor-
denadas, podemos supor s.p.g. quey= 0 = (0, -+, 0) e Pg = (0, ---, 0,1). Seja D
um disco (n—1)-dimensional dado por D = Bs(0) N {(x1, --+, xa) € R™:x, = 0}.
Em (ii) veremos que os pontos da fronteira 8C,, que estéo acima de D, formam o

grafico de uma fungdo concava definida em D.
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(1) oC, Dado (ay, ¥+, &p1,0) = P € D, considere a semi-
reta r= {(@1, ***, on1,t) |t > 0}. Como Q é limi-
tado, entdo r ¢ Q. Seja t = i.nf{t'(crl, ceey Qnyt)
¢ Cp}. Veremos agora que o cone aberto R da fi-

— P y . » =

D gura estda contido no int C,. De fato, existe ti. T t tq

{ag, *=+, @p-1,tk) € T N Cy. Por convexidade de C;, o cone Ry com base D e
[»-o]

vértice no ponto (aq, * -+, ap.g,tx) estd contido em C,. Logo R= U Ry C C,.
k=1

Observe que, para s< t, vale (@1, -+, an.1,8) € intC, e, para t> %, ocorre

(a1, =+, an-1,t) € Ca. Portanto, existe um dnico t = ttqt>0e (o1, =+, Qn1,t) €

0C, demonstrando o que desejavamos. Assim, segjam f:D — R eF;:D — 8C,
fungbes dadas por fz(ay, -+, an1,0) = t e Fa(eq, -+, @n1,0) = (e, -, ana,
fo(@1, *++, @ne1,0)). Podemos fazer o mesmo raciocinio para C; e Q. Defina de

forma andloga f e F para Q, f; e F; para C;.

OBSERVAGOES: f1(0) = f5(0) =1; f,(P) < f;(P)VYP € D, pois o
pedago de 8C, que estd sobre D, estd também abaixo de 8C; j& que C; C Cy;
f; e fy s8o de Lipschitz numa vizinhanga de y =0, pois seus grificos sdo concavos.
Tomando D menor, podemos supor s.p.g. que {1 e f; sio de Lipschitz em D. Seja M -

a constante de Lipschitz.

(iii) Agora veremos que existe um conjunto D' tq u(Fy(P)) < ¢, e u(Fy(P)) > ¢t
para P€ D', e H*!(D\D') =0. Sabemos que u é absolutamente continua em toda
reta que passa por P, Fo(P), F;(P) e F(P) para P€ D; CD, onde D; é um conjunto
conveniente tq H™!(D\D;) =0. Primeiro mostraremos que existe um conjunto
D, C Dy tq H*Y(D\D;) =0 e u(F,(P)) > t,¥P € D,. Para isto, suponhamos
o contrdrio. Entéo existe ECD tq H*'(E) >0 e u(Fy(P)) < t;VP € E. Seja

Pe E n D;. Seja PF3(P) o segmento de reta que une P e F2(P). Note que

uim é absolutamente continua e u(Fs(P)) < t,. Logo /pp, - X{u< n,}dﬁl =
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bp >0. Como a fungéo P —

o0
X{ﬁ<t:}dH1 = f )«f{uu:.tz}i‘acm(P:‘)dH1
PFa(P) 0
é mensurdvel pelo Teorema de Tonelli, segue que E, = {P € EnD:§, > %} é
mensuravel. Como END = UEn e H™(E n D) >0, conclui-se que existe no tq

H™1(E,,) >0. Logo

n

Fa(P)
IC2 N{u < ta}| = -/C X{u<ts} dx 2 /E«/P X{u< ta} dH'dH™ >
3

A dH!dH™! > . dH*! = H~}(E 2
> = R — 2 - — 0
- fEno ]x” x{u s ‘2} - Eng 0 ( no) nO

o que é absurdo pela definigdo de C,;. Assim, segue o resultado. A respeito de
f e F definidas para {2, pode-se dizer que f(0)> f,(0) = f3(0) =1, pois Py =
(0,...,0,1) € S que é aberto. Como f é contfnua também, podemos supor
s.p.g. que f> f;,f, em D. Portanto, a regido que estd sobre 8§C; e abaixo de 85 é
aberta. Logo, fazendo raciocinio andlogo ao anterior, conclui-se que existe Dg C D
tq H**(D\Ds) =0 e u(Fy(P)) < t; VP € Ds. Assim, tomando D' = D, n D3,

concluimos (iii).

Em (iv) veremos uma estimativa que ird permitir concluir a primeira’

parte da demonstragao.

(iv) Seja P€ D'. Logo

to — t1 < u(Fa(P)) — u(F:(P)) = /F(P)F - Vu - (0,...,0,1)dH! <
1 2
1

(ﬁ___WMMW)-EMﬂ—RWﬁ,
F2(P)F1(P)
1

1
onde — + — =1. Logo
p q

IA

tw—hws]' V[P dH? - [5(P) — f,(P)5 .
Fa(P)F1(P)
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Usando a constante de Lipschitz M, temos |f;(P) — f2(P)| < [fi(P) — f1(0)| +
If; (0) — f2(0)| + |f2(0) — £2(P)| < M|P| + M|P| = 2M|P| < 2Mr, onde r € o raio
de D. Assim

(t2 — t)P < f |VulP dH! - (2Mr)3 .
Fa(P)F4(P)

Portanto,
(ty — t,)PdHP! < f f (Vulf dH!(2Mr)% - dH™L.
D’ " JF3(P)F1(P)

Logo
wpat™ (t — t1)P

< f f VulPdH! - dH™!.
(2M)*/a - r?lg D! Fa(P)inP)l |

ComopZn,§= p—1 Zn-—le,assim,g—(n-l) = a >0. Portanto,

W1 (tg — t1)P f f 1 -1 f
. < VulPdH dH™ = [ [VulPdx, (2.2
G o Sy Oy R

onde 2, é a regido limitada pelas superficies 8Cy, 6C, e pelo cilindro que tem o

disco D como secgéio transversal (ver Figura 2.2).

am

¢,

oC oc,

=" D
.
Fig: 2.2
Fazendo r — 0, o lado direito de (2.2) converge a zero, pois |Vul|P é integrével em

2 e med (2;) — 0. O mesmo nao ocorre com o lado esquerdo de (2.2) o que é um
absurdo. A contradigdo ocorreu pela suposigio 8Cy N 8C, [ N # @, concluindo

a primeira parte.

2% Parte: Sejam t; =infessu e C; = 2. Para m>2, sejam (ty,)

sequéncia densa em (infessu,supessu) e C,,’s conjuntos convexos tq u> tp, q.s.
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em Cp, e u< ty q.6. em Q\Cp,. Sejam Ep,, Fy, E e F da Observagéo (2.2). Defina
1:Q2 — R por

T(x) = sup{tm:x € Cp}.

Note que na primeira parte nao foi usada a hipdtese de u pertencer a L*°({2). Agora

sim, faremos uso desta hipétese para demonstrar as seguintes propriedades a respeito

de

(i) ¥ =uqs: sejax€e (Q\(E U F)) N {x:u(x) < supessu}. Logo

x€ C; e x¢ Fp, assim, u(x) > t; =infessu. Portanto, u(x) € [infessu,sup essul.
Temos que T(x) <u(x), pois se x&€ Cp, entdo, como x¢ F,, CF, u(x)> t,.
Assim, u(x) > sup{tn,:x € Cn} = u(x).
Também vale que W(x) >u(x): se u(x)= t;, entdo u(x) >u(x), p.ois a(x) >
t; Vx € §. Seu(x)> t, existe (t,, ) subsequéncia estritamente crescente tq t,, —
u(x). Logo u(x)> tn,, e como x¢ E, , entdo x€ C,,. Portanto, W(x) > tn, Vn,
de onde segue-se o resultado. Logo (x) = u(x)Vz € (A\(EU F)) N {x €
Q:u(x) < supessu}. Como [EU F| =0 e |{x € Q:u(x) < supessu}l = 9],
conclui-se que [(2\(E U F)) N {x € Q:u(x) < supessu}| = |Q].

{ii) W é continuaem §2: suponhamos que i{x) = t € (infessu,sup essu).
Logo existe ty, <t tq t—ty,, < 5. Note que X€ Cp,. Seja ty, < tmy, tq
tm, — tm; < 5. Como Cp, C Cpy, x€ Cpy, mas x& 8Cpy,, pois sendo x €
ICm, N 8C,, N §2 o que seria absurdo. Portanto, x € intC,,. Analogamente
x € int(2\ Cpp,, ), onde T(x) < ty, < U(x) + £. Logo x € int(Cp,, \ Crpy ). Assim,
existe § >0 tq Bs(x) C Cp, \Cmy- Se y € Bs(x), entdo y€ Cy,, de onde (y) =
sup{tm:y € Cn} 2 tm, > t — £&. Também vale que y€ Cy,, e, assim, y€
Cm Vtm > tm, €, entdo, U(y) < tm, < U(x) + £. Logo |u(y) — t| < EVy € Bs(x).

Portanto. U é continua em x.

Suponhamos que W(x) =infessu. Basta mostrar que T(y) < u(x) +

EVy € Bg(x) para é§ pequeno. Tal raciocinio € igual ao anterior. O andlogo pode
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ser feito para U(x) =supessu.

¢
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CAPITULO 3
Problema de Fronteiras Livres Aproximado

Neste capitulo faremos uma espécie de discretizagio do funcional J. In-
formalmente, as soluges destas discretizagdes devem aproximar-se da solugdo do
problema original. Esta aproximagdo, no entanto, € uma questéo a ser discutida, e
cujo estudo ndo sera feito nesta dissertagéo, pois ela pertence a uma etapa posterior
da pesquiza. Contudo, hd razdes para efetuarmos tal formulagio discretizada. A
primeira delas € a possibilidade de fazer algumas estimativas para o minimo do novo
problema. A segunda, é a de dar um primeiro passo em dire¢éo & um dos objetivos
do capitulo 2, isto é, criar uma solugéio para o problema original que tenha conjun-
tos de nivel convexos quando €2 for convexo. Além disto, é mais facil esbogar uma

solucéo para este problema do que para o problema original, pois permite separar a

influéncia dos dois termos em J.

Agora veremos uma “discretizagﬁo” de

el
[ W e,
0
Primeiramente observe que

(€ 12 . '
f i) Ay f 3 (Vy(1)) dt
0 (9]

(ver argumento do teorema (1.6)). Por P(12), ¢*' (Vy(t)) = (V) (t)) q.s., logo

il L
[ @y’ o (3.)

0
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Sejam t; = i/7, ondem €lNei€ {0,1, ... ,f}. Claramente {t;} é uma partigéo
regular de [0,1]. Substituiremos a integral da direita de (3.1) por

Z vr (tl (ti - ti-l)'

Agora substituiremos V{,(t;) pela aproximagéo

Vy(ti) — Vy(tig)
ti — tia ’

g (t; — tiq)? " i
obtendo ; Volt) = Vy(tn)’ que, de t; — ti.y = 1/, é igual a z k onde

= i=1
Al = Vy(t) — Vy(tia) = [{tia < ¥ < t}| comie€ {1, ,T

Assim faz sentido definir o funcional

B 52

) = [ [Vefax+ Y T

i=1
Observe que |A;| depende de 1, assim |A;]| = ‘A,[‘l,b)'
A idéia € que, conseguindo minimizar Jz em um espago conveniente, seja
possivel obter uma sequéncia de solugdes 5 que acredita-se convergir fracamente

para a solug@o do problema original. Como trabalharemos com fungdes que possuem

curvas de nivel convexas, espera-se que a solucéo do problema original também tenha

esta propriedade.

Inicialmente procuraremos minimizar J; sobre

= {.,b € WL(Q) N Ca:9*(0) = 0 e 9*(|Q)) = 1} .

Veremos que isto é impossivel. No entanto, sera provado que Jz possui minimo em

F, = {,p € W) N Cy:9p*(0) = 0el — L < ¥*(I19)) < 1} ,

=l
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’ . /
que é 0 mesmo que O minimo em

F, = {¢ € W5*(@) N C2:9*(0) = o} .

Daqui em diante trabalharemos somente em duas dimensées, que é o caso de real

interesse fisico.

Agora mostraremos dois lemas que serio usados na demonstragdo do
Teorema (3.3).

3.1 LEMA: Seja (u,) uma sequéncia que converge a u em medida. Se V,, é continua

em tE€IR, entdo Vy (t) — Vyu(t).

DeM: Dado to €IRonde V, é contfnua, seja £ >0. Como 1i1:|;|+ Vu(t) =
t—=t,

Vau(t) = Vyu(to), entdo existe § >0 tq Vyu(to + 8) — Vu(to) < € e Vyu(to) —
to

t—

Vulto — 8) < €. De u, —u em medida, concluimos que existe ng tq
¥n > nolu, — u| < § em E°, onde E= {|lu, — u| > 6} e |[E| < £. Para

demonstrarmos o lema, veremos as seguintes desigualdades:

12) Demonstraremos que |[{u < to}\{un < to}| < 2€: claramente
{u < to}\{un < to} = {u < to,up > to}. Assim, {u < to}\{un < to} C
({u < to,un > to} NE) U ({u < to, un > to} N E?). Como ({u < to, u, >

to} NE) CEe ({u < to,un > to} NE?) C {u < to,u > u, — 8§ > to — 8},

concluimos que |[{u < to}\{un < to}| < |El + [{u < to,u > to — 8} <
£ + Va(to) — Vulto — 6) < 2.

22) Agora mostraremos que |{u, < to}\{u < to}l < 2€: de forma andloga ao
raciocinio anterior {u, < to}\{u < to} C E U ({un < to,u > to} N E°).
Como ({up < tg,u > to} NE) C {u -8 < u, < tg,u > to}, entéo
Hun < to}\{u < to}| € [El + {u < to + &, u > to}| < € + Vu(to +
§) — Vulto) < 2€.

Logo |Vun(to) — Vu(to)l = ”{un < to}l — |{u < to}” < 4€ Vn 2> ng.
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/
Assim, conclui-se o lema. Observe que mesmo para os pontos onde V,, é descontinua

podemos dizer alguma coisa. De fato, Yty € IR valem:

1) Vu(tp) < limV,_(to): Vu é continua pela esquerda em IR, logo a 12 desigual-
dade vale para to e a partir disto, Vu(to) — Vu,(to) = [{u < to}| = [{un < to}| <
[{u < to}\{un < to}| — 0. Portanto,

Vu(to) = limVy,(to) = Em(Vu(to) = Vu,(to)) <0.
2) tEn:;r Vu(t) > ImV, (to): dado & >0,sejaty > totq V“(tl)_tljf?g Vu(t) <
£ e tq V, é continua em t1. Logo Vy(t1) = u_lfxgm Vu,(t1). Disto e de V_(t1) >
V., (to) ¥n, concluimos que Vy(ty) > LTmVy, (to). Logo imV,, (to) — ‘l_ifg. Vu(t) <

Vu(t1) — lim Vu(t) < €. Como £ ¢ arbitrério, segue-se o resultado. . ¢
=ty

3.2 LEMA: Sejam C,; e C, dois conjuntos convexos e limitados de R? tq C; C C,
e [C1| < |C;|. Entéo, dado m€ (|C,|,|C;|), é possivel construir um convexo C tq
C;cCcCrelC| =m.

Dem: Primeiro defina um sistema de coordenadas xy qualquer. A seguir, sejam
x; = inf{x € R:(x,y) € C; para algum y€ IR} e x, = sup{x € R :(x,y) €"
C, para algum y€ R }. Sejam também r; e r; as retas que passam por x; e
X, respectivamente e que sao paralelas ao eixo y (ver Figura (3.1)), e F a faixa

compreendida entre 1; e ry. E ficil mostrar

Yf
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que r; e ry dividem C; \C; em 4 partes, como mostra a Figura (3.1), que seriio
denotadas por Py, Py, Ps e P4. Note também que os pedagos superiores de §C; N
int F e 8C, Nint F séo graficos de fungdes reais definidas em x as quais chamaremos
de f; e f2. O mesmo vale para os pedagos inferiores de §C1 N int F e §C; N int F
cujas fungoes serdao designadas por g1 e gz. Assim, podemos construir uma familia de
convexos C, cujas dreas estéo entre as medidas de C, e C; UP; UP,. Basta tomar os
convexos limitados por ry, r, e pelos gréficos de (1 — a)f; + of; e (1 — o)gy + agy,
onde @ € [0,1] (ver Figura (3.2)). Como a aplicagio &« — |C,| é continua, a
construcéo estd completa para m€ [|01|, |C1 U P, U Pyf].

Agora observe que as partes de §C, que néo estdo em F, também séo
graficos de fungdes h; e h, definidas em y. Tomando o grafico de y — fx; +
(1 — A)hi(y), onde o dominio da fungéo é o conjunto de y’s tq (x;,y) € Cy e
B €0,1], podemos construir uma familia de curvas convexas compreendidas entre

r; e o pedago de 8C, que estd a esquerda de ry (ver Figura (3.3)). O andlogo pode

ger feito

o F
|

@X1+(1-@)h,

Fig. 3.3

para a regiao P4. Assim, se m€ [|C; U Py U Py|,|C,|], basta tomar um
convexo que contenha C; U Py U Py, e cuja fronteira seja formada por 8Co2NF e
pelos gréficos das fungdes fx; + (1 — B)h; e x2 + (1 — f)hs, onde § é um real
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conveniente em [0,1]. & ’

3.3 TEOREMA: Sejal= wigil;: Jx(v). Entéo existe Yo € F; tq J5(1ho) =J. Além
disto, se Ji é minimizado por algum ¥ € Fj, entdo podemos redefinir ¢ em um
conjunto de medida zero obtendo que:

(i) % seja continua,

(ii) existam curvas convexas v;,i = 1,:+-,i—1tqy = {¢ = i} para
i€ {1, -, T—2}evs1 = 8{¢p =1— L}, onde {¢y =1 — £} é um conjunto
convexo, e

-1
(1) 4 seja harmdnica em ﬂ\ { U fn}.
i=1
DEM - 22 parte: Primeiro veremos uma forma de se obter uma ¥ € F; a par-
tir de ¥ € Fj tal que Jx(¥) < Jx(¥) com desigualdade estrita a menos que
¥ = ¢ q.s.. Suponhamos que ¥ € F; minimize Jz. Como Jz(¥) < oo, entdo
[{1 — # £ ¥ < 1}| = |As] >0 e, portanto, supessp > 1 — £. De ¢ € Fa,
temos ¥*(0) =0. A partir disto e de P(8), infessyp =0. Logo, pela Observagao
(2.2), existem C; conjuntos convexos tq ¥ > t; q.8. em C; e ¢ < t; q.8. em 2\ G;,
onde os t;’s estdo definidos no inicio deste capitulo (i € {0,1, --- ,7 — 1}). Sejam.
Co = Qe = 8C; parai€ {0, ---,7 — 1}. Pela demonstragao do Teorema (2.7),
{n}ieq,.. 5-1) é uma familia de curvas que néo se interceptam duas a duas em
2. Como ¢ € Wé'z(ﬂ), entdo ¥ =0 H'-q.s. em 81}, portanto, pode-se concluir de
forma similar & demonstragao do Teorema (2.7), 12 parte - (iv), que 8C; N 8 = @
parai€ {1, -+ , @ — 1}. Assim, {7%}ic {1, -.,7—1) € uma familia de curvas disjuntas
em ). Sejam R; = -G;\C—;paraie {1,---,f—1}eRg = Cr-1. Observe que os
anéis Ri’s sdo limitados externamente pelas curvas v;_ e internamente pelas cur-
vas 7. Logo é possivel construir uma fungéo ¥ que seja harménica em int R; (Ver
Preliminares, Corolério (22)), continua em R; e que valha t;; e t; em 7;.; e 7; respec-
tivamente. Entdo t;; = miny < ¥ < maxy = t; em R; parai€ {1, ---,7 — 1}
e ? > tz—1 em Ry Portanto R C {ti1 < ¥ < ti} e Rg C {ts—1 < ¥}. Como
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= | JRi, conclui-se que R; = {ti1 < ¥ < t;}. Disto e do princfpio do méximo
i=1

para fungGes harménicas, segue que ¥ = t; somente em 7; parai€ {0, --- , T — %}
e, como ORs = 75_1 na qual ¥ = tz_1, concluimos que ¥ = tz—; em Ry Assim,
¥ satisfaz as condigdes (i) e (ii). Também vale |R;| = |A;| para i€ {1, --- , @ — 1},
pois [Ri| = [Cal = Gl = [Cual — 1G] = |{¥ 2 tua}| - |(¥ 2 t:}]

{tin € ¥ < &} = |Ai(9)]. Além disto, |Ra| = [Ca—q| = |[{¥ 2 ta_a}| 2
|A5(1,b)|, onde a igualdade serd vélida se e somente se l{qb > l}l =0. De qualquer

forma concluimos que |Ai($)| < |Ri| = |{tix < ¥ < ti}| e, assim,

--—2

< AW =

TR 32)

i Mm
il M:t

Por outro lado, o funcional / |V4|? dx com as condigdes de fronteira ¢ = tj_;
em ¥ € ¥ = t; em 7 (para tz_; 86 haverd a condigio de fronteira ¢ = t5_; em

“n—1) assume o seu valor minimo somente quando % for harménica. Portanto,

T2 = . 112 = 2 = 2
[ 179 dx-gj;ilwtdxs;fmlwl ax = [ 199 ax. ©3)

Note que no capitulo zero foi mostrado que uma fungéo com as hipéteses da fungio
¥ possui curvas de nivel convexas, assim, ¥ € F,. Portanto, como 9 é o minimo do
funcional J5, usando a designaldade (3.2), conclufmos que deve ocorrer a igualdade
em (3.3) e, assim, ¢ é harmonica q.8. em R; com i€ {1, ... ,}. Pela unicidade
da solugio do Problema de Dirichlet, deduz-se que ¥ = ¥ q.s.. Logo 9 satisfaz a

condigao (iii) concluindo a 2% parte.

DEM - 12 parte: Agora mostraremos a 12 parte do Teorema usando a 22 parte.
[nicialmente temos de observar que existe o € F; tq Jg(vo) < oo. Para isto,
basta construir i— 1 curvas convexas disjuntas em 2. Dai constréi-se ¥ como
construimos ¥ na 12 parte. S6 é necessério observar que, pelas Preliminares, as

curvas de nivel sdo convexas. Logo wig£ J(¥) < oo. Seja ¥, € F; uma sequéncia
1
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minimizante para J; em F;. Como na 12 parte, constréi-se ¥, a partir de ¥m.
J4 foi visto que J(¥,) € J(¥m). Assim, ¥, também é uma sequéncia minimi-
zante. Como W§?(Q) é reflexivo, existem ¢ € Wg?(Q) e uma subsequéncia de
(Em) convergindo fracamente & 9. Podemos supor 8.p.g. que am —+ 1 fracamente
em W5?(2). Logo, pelo Teorema (2.6), ¥ € C; e, como a imersio de Wg'*(2) em
L2(f2) é compacta, entdo ¥, — 1 em L2(f2). A partir disto e por construgio de
%, (ver 28 parte), supess ¥, = 1 — =e infess ¥, = 0 Vm, logosupessy = 1 — _1—_
e infessyp =0. Parai€ {0, ---, T — 1}, seja I'(t;) a regido definida na Observagéo
(2.3). Pelo Lema (3.1), Vy(ti) < LimVy (t) hmV-— (t,) < hm Vy(t). Por-

tanto, podemos extrair uma subsequéncia ('»bm,) tq existe hm qu (t) para
ie {0,---, @ — 1}. Assim, podemos supor &.p.g. que Vi € {0 vo, M — 1} existe
lim Vo (t) € [V (t:), hm Vy(t)]. Nos t;’s onde V, é descontmua, por P(5),

I{v,b = t'}l >0. Logo, pela. Observaga.o (2.3), ]I‘(ti)l > 0. Portanto, I'(t;) é uma
regido limitada por duas curvas convexas, 8 (| C1x) e 8 (I Cax), onde t1x T ti e
tax | ti. Pela Observagéo (2.3) e por P(5), [NCixl = [{¥ 2 t:i}| = 19 = Vy(t:)
e UGl = [{¥ > ti}| = {¥ 2 u}| = [{¥ = t}| = (12 = Vy(1)) -
(,Jim, Vo(t) = Vo(t)) =[] — lim, Vy().

Pelo Lema (3.2), podemos construir um convexo Cy, tq UC""" cC, C ﬂCl‘k

e|Cyl = 1] - lim (k) € [IQI T Jm, Ve(1),10] - V-p(ti)] = [

, ] Quando Vy for contfnua em t;, pelo Lema (3.1), lim Vg (t;)

= Vy(ti), e, assim, construiremos C,, = nol.lv Agora, defina vy = 8C;,.
k
Logo % = Bﬂcl.k ou 3 C ﬂCl'k\ UOM‘ Por raciocinio andlogo ao do
k k k

Teorema (2.7), parte 1, conclui-se que (a(ﬂcl,k) U G(UCQ,Ik)) N
k k
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(3([]01,‘) U 3(UC2.¢)) = Q,onde t;x T ti ety,¢ T tj para t; # tj;. As
¢ L

sim, pelo argumento da 12 parte, v;’s sdo fronteiras disjuntas. Portanto, é possivel
-1

construir ¥ que seja continua em 2, valha t; em 4 e seja harménica em Q\ U %-
i=0

De supessy) = 1 — é e infessy) =0, temos que supessyh = 1 — fte infessy =0.

Logo #"(0) =0 e $(|]) = 1 — L. Note que ¥ € Wy?(Q2). Além disto, pe-
las Preliminares, as curvas de nivel de v sdo convexas. Logo ¥ € F;. Quanto a
Jx(D), pela 22 parte, [A:@)| = Bl = [Cu \Cu| = (19] = Jim_ V. (6)) -
(121 = lim Vg (8)) = lim Vg (&) = Vg_ (1) = lim |Ai(F)], e também
vale '

[ioatax < [1vePax<im [195 ax,

pois ¥ é harménica em ﬂ\ Uiﬁ.—:-ol o que prova a 12 desigualdade. A 2% desigual-
dade segue da semicontinuidade inferior na topologia fraca do funcional ¢ —

/ |V4|? dx. (ver argumento do Teorema (1.1)). Logo Jx(¥) < limJx(¥,,) o que
Q

mostra o teorema. o

3.4 PROPOSIGAO:

J = inf Jx(9)

YEF;
é independente de i, 1=0,1,2.

DEM: Como Fg C F; C F,, entéo i%}{:.]ﬁ > ian.Ig > iI‘J;IfJﬁ. Pelo Teorema (3.3),
0 1 2
sep € Fy étqJ(¢) < oo, entio ¢ € Fy. Logo i%‘lfc]'ﬁ = ing;,—. Falta mostrar que
2 1

inf J5 < inf J5.
xlx?lf.ln < ngf.]n

Seja ¥ o minimo de J em F;. Pela 22 parte do Teorema (3.3), supess 9 =
tz_1 ¢ Rf = {¥ = t_-1} é um conjunto convexo de medida positiva. Logo int
Ry # ©. Sejam y€int Ry e R>0 tq Dr(y) C Ry Defina f,,: Dg(0) C R? —
IR por

R= — |x|=

fali] = %-—————-.

R=



Logo fi,’s sao fungdes radiais. Assim, r

=)o

IVf (x)l =

onde r= |x|. Entao,

2 rm ~ 2
Vim = —
|Vtm ()] A?m?R &
Logo
2x
/ Va2 dH? = f f o rdrdv = =
DR(O) 2n“m

Transladando a origem de f,, para y, podemos redeﬁmr fm em Q2 de forma que f;,, =0
em 2\ Br(y). Seja ¢ = ¢ +fn. Comosupessy) = 1—L,¢ =1—LemBg(y)e
fn =0em Q\Bgr(y), entéo supess),, = supesst) + supessf,, = 1 — -% -4 % = 1.
Logo ¥4 (I19]) =1. E facil ver que as curvas de nivel sfio convexas é, portanto,
Ym € Fo. Como ¥y, = ¢ em R; para i€ {1, --- ,7 — 1} e ¥ > ¥ em Rj,
entfo |Ai(¥m)| = |Ri| = |Ai(¥)| parai€ {1,:--,T — 1}. Sex€ R e x#y, entdo
0< fm(x) < £ Logol—-% <fn+¢¥ < L1+4+1-1=1parax€ Rytqx#y.

n-—-1

Assim, |Ax(¥m)| = |Ra] = lAdgb)l Também sabemos que V¢, = V¢ em U Ri
i=1
e VY =0 em Ry, logo
[ Vbaltax = f 1Vbalax+ [ [Tl ax
Q Ry
U
i=1

= )Q_l 1v¢|2dx+°f |V im|? dx —-/]w[’d +
R;

2—2

A partir disto, fazendo m — oo, J5(¥m) — Jz(¢). Portanto, wigfl'? J(¢¥) <
. o
inf J($). ¢

¢ EF,

3.5 COROLARIO: Jg é minimizado em F,.

DeEM: Imediata do Teorema (3.3), da Proposigéo (3.4) e do fato de F; C F,.
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CAPITULO 4
Condicoes de Fronteiras Livres e Aplicacdes

Neste capitulo procuraremos demonstrar que os minimizadores de J séo
superharménicos e tem seus gradientes limitados. A validade destas proprieda-
des faz-nos acreditar que as solugGes do funcional J; aproximam-se, na topologia
fraca, da solugéo do problema original, pois a superharmonicidade é mantida na

convergéncia-fraca.

Estudaremos agora uma igualdade para as fungSes que minimizam o fun-
cional Jz. O raciocinio que veremos dd uma boa idéia do porqué da igualdade,
embora néo seja completo. Inicialmente, seja ¢ minimizador de Jz em F;. Dado '
i€ {1, .- ,A—1},sejam O = A; UAj41 e £ — T uma familia de homeomorfis-
mos de §2; sobre ; que séo difeomorfismos por partes tq: 1) as compostas ¥ o Tg
pertengcam a WNC,y; 2) T¢ coincida com a identidade em alguma vizinhanga fixa
de 8 independente de £; 3) T¢ con.virja uniformemente a identidade I quando
£ —0; 4) a fungio f: @ — £; definida por f(x)= %Tg(x) seja também

continua em ; e um difeomorfismo por partes.

Observe que { =0 numa vizinhanga de 8%, pois T¢ =1 nas proximidades

de 8. Além disto, podemos estender T¢ para o resto de {2 de forma que T =1
em 2\ §2;.

d
Calcularemos — Ji (¢ o T¢)|s _ - Para isto, note que

d¢
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Ja(¥ o Tg) — In(p o I)
£

- o - 2 dx N el
=3 f |V (% o T¢)|” dx f|v¢[ dx + Z |A1(¢’ OTs)I z |A‘(¢r)]]
1 [ % -ﬁ-—z -ﬁ-z
= z -L lV(\b o T£)| dx — /s;i IV"M dx + |A1(¢ 5 TS)I - ‘Al('ﬂb)l . o
T2 n?

+ —
|Ai1(¥ 0 Te)|  |Aia ()]
A 1ltima igualdade decorre do fato de Ty =1 em Q\ ;.

(i) Primeiro calcularemos Edf / |V(1,b o Tg)izdx_ Para tanto, observe que a
Q;

aplicagéo £ +— f |V(¢oTg)'zdxéiguelaoompoeigioA5oA40A3oAg 0 As(8),
Q

onde AI(E) = Tg, AQ(TE) = ¢°T€,Aﬂ(¢0T£) = V(¢OT£),A4(V(¢OT5)) =

[V o Te)|* e As (|9(8 0 Te)*) = L |V (¥ o T¢)|" dx. Logo

- % =1 A)D) - f=Vy-f Ag(po]) - (V¥ 1) =
£€=0

As(Vy - 1) = V(VY - ), Ay(V(¥ o D)) - (V(VY - ©)) = 2(V¥, V(V - 1)),
AL (|9 o D) - (9%, V(VY - D)) = As (2(V¥, V(9 - D)) =
2/ (V(x), V(V(x) - £(x))) dx. .

o

Aj(0) - 1

Note que existe V(V¥(x) - f(x)) q.8., pois f é um difeomorfismo por partes e, pelo

Teorema (3.3), ¥ € harménica em ; \ 7;. Obtemos entao,

= [ V(% o Te)|dx = 2 Vi(x) - V(V(x) - fx) dx.  (4)
Q;

AU Ajpl

d 2
d€ |Ai(¥ o Te)|
A;(¢), pois y€ Te(Ai(¥ o Te)) se e somente se existe x tq y= Te(x) e tiy <

(i) Calcularemos agora —

Para tal, observe que T¢ (Aj(¢p 0 T¢))
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¥ o Tg(x) < t;. Esta, por sua vez, é verdadeira se e somente se ti.; < ¥(y) < t;
que é equivalente a y€ A;. Logo |Ai(y o T¢)| = |Tg? (Ai(v))| =
f |det T’g(x)r1 dx. A aplicagio £ +— f |det 'I",'-(x)l_1 dx é igual a com-
pgé(fé%.o Ag © Ag 0 --+ o Ay(£), onde A1(£)A‘=:w Te, Ax(Te) = T%, As(T:) =
det T, As(det Tp) = |det Ty|™, Ag(|det T;|™') = f |det T'f(x)l-ldx,

Ai()
-1

Ag (f |det ".[‘fs-('x)l—1 dx) = (/ |det "I‘;-(x)l_1 dx| . Derivando as
Ai(¥) Ai(y)

aplicagdes, obtemos AY(I) - f = A,(f) =Df. A aplicagio que leva uma matriz

no seu determinante é multilinear, se pensarmos na matriz como um elemento de 1

R™ x ..« x R™ (n fatores). Assim,

f. o

g 17

onde (f*,f?) ={. Continuando o célculo,

1 £

A4(I) - Df = Oﬁ’=f}q+f§,=v-f,~
2

Al(detI) - (V - 1) = %‘%’;_Il(v.f)-_— —(V - 1),

51)  (=V 1) = As(=V - f) = fmm =N 8 e

Al (fmw) \det 1|~ dx) : (/Am Y i‘dx) =

1

— 2-f —V-fdx:/ V'fdx/lAi(’f’)]-
(faw 1dx) e

Portanto, concluimos que

.El_ﬁ—?[ 1 - 2
d€”  |[Aip($ o Te)]  [Ai(¥ o Te)

-12

1
|Ai(%)| Jasw)

o)
_— ¥V - fdx —
IAH-IL(\:’)I Aipa(y)

v - fdx] . (4.2)

Até o momento os cilculos realizados foram formais. Agora concluiremos

informalmente alguns resultados. Primeiro, aplicando o Teorema da Divergéncia as
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regides Aj, Aj41 e usando o fato de f=0em uma vizinhanga de 8A; \ 71 € 8Ai+1 \ 7,
obtemos de (4.1) e (4.2)

d _ 0y N (8% ;
bt (-22n) (- 2n)
) (2 -t N

¥ '/':i (ani 111) - On; g = 1K ~/;L5UA5+1 sl fdx]

—ﬁ'z[— 1 ff-nidH1+—1——ff-nidH1]
IAi'H-I o 7] IA‘II "

_ 8y |* |oyl? o
_gf,i(ane | ) £ mant+
+0 2 [ (JAail™? - |Ai+1‘_2) f-ndH', (4.3)

Yi
onde 74 é a curva que divide A; e Aj;; (ver definigho no Teorema (3.3)), ne é o
vetor unitdrio normal & 7 que aponta para fora de A;4y e n;j = —n.. Observe
que n. existe exceto numa quantidade enumeravel. Note também que a validade
do Teorema da Divergéncia néo foi justificada. Para isto, seria necessdrio o uso de

argumentos de limite.

Agora, usando a igualdade (4.3) e o fato de v ser ponto critico, podemos

concluir que

/.

Como a igualdade (4.4) ocorre para uma classe “suficientemente grande” de {f, po-

i
On,

2_ 9
Ony

2
) f-ndH! = r’f (|Ai41]™? = |A3]72) £-n;dH. (4.4)
% Yi

demos concluir que em ; vale

i =a? S i = -

Para os pontos P’s, nos quais néo existe n., podemos definir

0 . . 8y
g )= i, o ~(Pa)s

2

8y
dn,

8¢

On;

41



onde (P,,) é uma sequéncia de pontos em ~i que possuem ng.

Observe que a igualdade (4.5) foi obtida informalmente. A dificuldade
em mostrar que a classe de f-n; seja tio grande que permita a conclusio desta
igualdade, reside no fato de que os difeomorfismos por partes Ts devam preservar

a convexidade. o
Veremos agora algumas aplicagtes de (4.5).
4.1 TEOREMA: Se 1 é um ponto de minimo de J; em F, entdo 9 é superharménica.

4.2 TEOREMA: Se v € um ponto de minimo de Jiz em Fy, entdo

=1

n

V9l < T

4.3 OBSERVAGAO: Lembre que |¢*'| < J(1) para solugdes do problema variacional
(1.1), (1.2) e que T /|A5| é o quociente diferenga correspondente & ¥*(|Q2|) (ver
introducéo do Capitulo 3). A partir disto e de outras consideracoes, esperamos que

futuramente o Teorema (4.2) permita achar uma estimativa independente de .

Antes de demonstrarmos os Teoremas (4.1) e (4.2), precisamos apresentar
alguns resultados a respeito de fungSes harménicas. Seja A um anel aberto e limitado

por duas curvas convexas disjuntas. Sejam I'; a curva externa e I'y a curva interna.

4.4 PROPOSIGAO: Seh é harménicaem Aeseh= cjem I},i=1,2, ¢; < cg, entdo

|Vh| é crescente ao longo das curvas integrais do campo Vh.

DemMm: Pelas Preliminares. as curvas de nivel de h sfio convexas. Seja Py €
A. Suponhamos s.p.g. que Py = (0,0), h(Py) =0 e que o vetor externo normal
a curva de nivel que passa por Py seja (0,1). Note que estd subentendido que
|Vh(P0)| #0. Sejay = g,(x) a parametrizagio local para as curvas de nivel {h = t}
numa vizinhanga de Po. Logo h(x,g:(x)) =t para x e t pequenos. Observe que
(0,80(0)) = (0,0) = P,



!
Como a curva de nfvel que passa por Py é convexa e tem (0,1) como o

vetor normal externo no ponto Py, entdo g,(0) =0 e g5(0) <0, onde a linha indica

d2

derivagao em relagao a x. Como h(x,g:(x)) =0, entdo, pela regra da cadeisa,

dx?
d
temos que — (hx + hygi(x)) =0, hyx + hyygt + hyxgt + hyy(g)? + hygl! =0. A
partir disto, de hyy = —hyy, pois h é harménica, e ainda de gi(0) =0 temos

Também temos

Vh (hy, hy)
ol hi3) = LX ¥/, h2 h2
(hx, hy) :
= 'I_xV—lf » [(2hy hyx, 2hy hxy) -+ (2h,r hyx, 2hy hyy)]
2
= W [(hihxx * hxhyhxy) + (hxhyhyx ¥ h;hy,)]
= 2 (ke + Zhohio by + Bhsy)
—IVhI xtxx xilyllxy ylyy) -

Como (0,1) é o vetor externo normal & curva de nivel no ponto Py, temos
que Vh(Po) = A(0,1), onde A <0. Logo hy(Pg) =0 e hy(Py) = A, de onde
A = —|Vh(Po)|. Assim, —hy(Po) = |Vh(Po)|. Portanto, em Po vale

oH V(IVh]*) = =y (0 - hyx +'2 + 0 « hyhyy + hihyy) = —2hyhy, . (4.7)
De (4.6) e de hy = —|Vh| <0, temos — 2hyhyy + 2h3gg > 0. Disto e de (4.7),
Vh
—— - V(|Vh|?) > —2hlgl.

A partir disto e de gi(0) <0, temos

Vh
—— - V(]Vh]?) > o.
Logo [Vh|? é crescente nas curvas integrais concluindo a proposigéo. o
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4.5 PRoPOSICAO: Se h é igual ao da Proposigio (4.4), entéo
Vi(t) €0 em (c1,c2).

A partir disto, concluimos que

{m <h< %(01 + 02)}

> l{%(cl +¢2) £h < c:} 5

DeM: Seja t € (c1,¢2). Pelo Apéndice D, |Vh(x)| # 0Vx € {0 < h < 1}.

Logo, pelo Teorema (C.5), a aplicagéo t — |Vh|~! dH? é contfnua e, assim,
{h=t} '

n(t) = / |Vh|~!dH'. Usando o Teorema da Divergéncia para a regido {to <
{h=t}

h < t}, conclui-se

f |Vh|~'dH! = f lhz- oo T B / div( ¥ )elH2
{h=t} {h=t} [Vh]| | Vh {to<h<t} |Vhf?

Vh Vh
+ f - ——dH!,
{(h=to} |Vh|*? |Vh]|

onde tg € (cq,t). Logo

d Vh
vﬂ' s 2
a(t) = dt ./{.to-(hm} o ([Vh]z) 4

/ f it (|Vh1=) om0 4 = /{h=*} aw (,—%%) |Vh|=t dH!.

Também temos

div(Vh)_i hy 8 h

[Vh?) = OxhI+ B2 ' Oy bZ + B2
Cp 1 Ohbekyhy) 1
“hZ+ k2 (b + h2)? b + b

hy(zhxhx}r + 2hyhyy)
(hf + hY)?
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oE Vhl‘ ——— (hych? + hyeh? — 2h2hyy — 2hehyhyy + hyyh2 + hyyh2 —

— 2hyhshyy — 2h2hy,)

IVhI“
= |Vh|4( Bl — B2 — Bhighyhys + Saihie — B2hyy — Wiy~
— 2h,hyhy, + 2hthyy)
= thl“ ——(— Ah - |Vh|* — 4hyhyhyy, + 2h2hy, + 2hZhy,). (4.8)

Seja (x(t),y(t)) uma parametrizagéo local pelo comprimento de arco no sentido
anti-hordrio de algum ponto x de {h = t}. Logo h(x(t),y(t)) = K, de onde
hyx + hyy =0 e, portanto,

hxk? + hayXy + hyk + hyxxy + hyyy* + hyy = 0.

Assim,
hyk? + hwjr2 + 2h %y = —h,& — h,¥.

Note que (—¥,x) = l_‘%l? pois (X,y) L Vh. A partir disto, de Vh apontar para

dentro da curva e (%,y) estar no sentido anti-horario, temos

h? h2 hyh,

hyx h = X
ohE B [ohp T 2 fonp

= —hy& — hy¥. (4.9)

Como (x(t), y(t)) é parametrizagéo pelo comprimento de arco, entdo (x,y) L (X,¥)
e, portanto, (X,¥)||(h,hy). Note que (%,¥) aponta para dentro da curva, pois
{h = t} é convexa. Logo hyX + hy§ >0. Disto e de (4.9)

%h.ch? + 2hyyh2 — 4hhehy < 0.

Portanto, de (4.8) e de Ah =0, segue que div (%;) <0 o que mostra que
Vi(t) <0.
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Agora mostraremos a 22 parte dl; Proposigéo. De V{(t) <0, temos que
Vi (3(C1 + C2)) 2 3(V(C1) + V(C2)). Mas

{c1 £ s 48 %(c.1 % q)}' =W (-,i;(.:1 + cz)) ~ Vi) e
I{%(cl o) £ h2 cQ}

= Vn(c2) — Vn (%(Cl + 02)) :

Logo
{c1 <hc< %(cl + cz)}l - |{%(cl +c) £h < cz}
1
= 2Vy (E(Cl + C:)) — (Vh(c1) + Vn(e2)) 2 0,
e assim, segue-se o resultado. &

DEMOSTRAGAO DO TEOREMA 4.1. Seja ¥ um ponto de minimo. A principio,

para demonstrar que 1 é superharmoénica, teriamos de provar que
anb-Vnal) Vn € CP(Q) tal que n > 0.
Q

No entanto, por comodidade, mostraremos a desigualdade somente para 7 €
CP (), onde @ = AjU Aj4q,1i= 1,...,0— 1. Isto ndo afeta a demonstracdo, pois
Qi N Qiy1 = Ajq1 e, portanto,sen € CFP(2) en 20, entdon = 9 + -+ + Nz_1, .
onde n; € CP(Ny) ey >0.

Agora usaremos o Teorema da Integragdo por Partes em IR™ &s fungdes
n e ¥ sobre as regides A; e Aj;;. Note que, para o uso deste teorema, é necessdrio
que Aj, Aj41, 7 € ¥ possuam uma “boa regularidade”. Embora n € C§°(;), ¢ seja
harmoénica no int (2; \ %) (ver Teorema (3.3)) e as fronteiras de A; e Aj;; sejam
convexas, seria preciso ainda o uso de algum raciocinio adicional. De fato, assim
como no inicio do capitulo, podemos garantir a validade do Teorema da Integragéo
por Partes usando argumentos de limite. Informalmente, aplicando o Teorema para
a regiao A;, temos

vy - Vpdx = V¥ - (—ne)ndH! — f n A Ydx,
A; BA; A
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. ! n ® .
onde n. é o da observagio inicial. Como 1 é harmonica no int A; e 7 =0 em -1,

segue-se que

V¢ - Vpdx = — V¥ - nepdH!.

A Y

Observe que A; = 7i-1 U 7. Note também que V1 possui a mesma direcdo e

sentido contrério ao de n.. Por isto

by
dn.

8¢

v'ib i (—-Ile) = ane

Analogamente

V¢ - VpdH? =/ V4 - (—n;)ndH? =[ —|ﬂ|qdnl.
¥ Y On; -

fiw-qux:[H(

Por (4.5), conclui-se que a diferenga das derivadas normais é positiva se

Aig1

Logo
O
On,

8¢

On;

) ndH!. (4.10)

|A;] > |Aj41l| e negativa se |A;| < |Ai41]. No primeiro caso, por (4.10), 9 seria
superharménica e no segundo subharménica. Suponhamos que |A,(¢r)| < IAi+1(¢')I .
e, portanto, 1 seja subharmdnica em §2;. Seja h fungdo harménica em §2; que é igual

a 1 em vi_1 € 7i+1. Logo ¢ <h em ;. Da Proposigéo (4.5),

IAi(h)I=|{i;1 i g %(121 +i—ﬁl)}l2
> l{':“? <h< i“}l = |Aina(h)].

n
Como ¥ <h, é facil ver que a curva de nivel {gb = i/'r'f} estd contida na regiao
{h > i/m}. Também temos que {¢p = i-—-l/E} = {h =i~1/8} = %
Logo Aij(h) C Ai(%) e, portanto, IAi(h)] < |A,(¢)| Analogamente |Ai+1(h)| >
|Aig1(¥)|. Assim |Ai(#)| > |Ai(h)| > |Aiga(h)| > |Ait1(#)] o que contradiz a

nossa suposigao. Logo 1 é superharmonica. &
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DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 4.2. Se Xx€ Agr\0OAs, entdo |V¢(x)| =0, pois
¥ =1 — 1/% em Ay (ver Teorema (3.3)). Agora suponhamos que x € Aj, i# 7.
Como 1 é harménica em A;, pela Proposicéo (4.4), |V¢| cresce ao longo da curva
integral do campo V1 que passa por x. Note que se x€ 8A;, pode ocorrer de
ndo existir curva integral que toque em x. Porém, isto 86 ocorrerd se gni,(x) =0.
Neste caso as estimativas que faremos para x€ A;\8A; também serdo vélidas.

Assim, para facilitar, faremos a demonstragéo supondo sempre que, para qualquer

y € Q\ Ag, existe uma curva integral que toque este ponto. Logo
8y

‘—(on

|V¥(x)| <

onde xq € a intersecgéo entre a curva integral que passa por x e a curva de nivel ;.

Lembrando as consideragdes feitas a respeito de n. e —— 5. 2° inicio deste capitulo
De

0 i s "
e usando (4.5), concluimos que Ial—i— é limitado em 7;. A estimativa vale, in-
clusive, para os pontos onde nao existir n.. Neste caso a limitagao é feita sobre

8¢y

m
P,—P 8n,

(Pn) (ver inicio do capitulo). Feito isto, é facil mostrar a limitagdo de

Im em 7. Basta notar que (4.5) é positiva (ver Teorema 4.1).

Podemos, a partir de xq, definir x; de forma andloga e, assim, sucessiva-

mente até alcangar algum x5_; em v5_;. Desta forma podemos obter

2
7900 _l‘f’i () = |2 )| - [t | |"’"’(xo) <
oy, P 2
< &Ie(xO) I'a?i(m) +\8—nc(m) —I:,E(m) +la—ni(x1) <
T
2 2 2 2
< | )| = | (o) +~.+|§—i(w _\g_’f’ 5
) 2
+‘Bllb(xn-)

A partir disto, de (4.5) e do fato da iltima parcela ser zero, pois
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% =1 — 1/% em Ag, obtemos

n-1 -

V)" < D T (Al ™ = JAu™) <

k=i

-ﬁ-—z

|Ag|?

demonstrando o teorema. &



APENDICE A

Férmula da Codrea: Seja Q aberto de R™. Se fe WH?(Q) e g é men-

surdvel tq g | V1] seja integravel, entdo

fglVfIdx:/ f gdH™dt
Q —oo J {f=t}

onde o representante de f é dado nas Preliminares.

Faremos aqui uma demonstraciio para o caso no qual f€ C*(Q2) e g é

fungdo mensuravel positiva.

DEM.: Seja xg € Qtq | Vi(x0) |# 0. Suponhamos s.p.g que fx, (x0) #0. Note
que fy, = V{ e ex. Seja B= Bgr(xo) tq fx, # 0 em B. Pelo Teorema Local das
Submersdes, existem A aberto tq xo € A C B, U aberto de IRtq f(x9) €U, V
aberto de R™! tq o ponto formado com as (n-1) primeiras coordenadas de x; esteja
em V, h difeomorfismo C" entre A e V x U tq I, oh =f, onde II(x1,...,%,) = X,.
De fato, h pode ser tomado de forma que h(z,y) = (z,f(z,y)), onde (z,y)= x €A

com 2= (X1,...,Xn1) € Y= Xn.

Fazendo uma mudanga de varidvel e aplicando o Teorema de Fubini,

temos
fA g(x)| Vi(x)|dx = L . g(h-‘(x))lw(h-l(x))
=T e =1y/ v n-1 u.
_/Uﬁgwf]]d ¢(h)!(v)[dH™1d

|det(h")"(x)|dx
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Também temos

1 O o 1 O 0

h'(z,y) = : e (k') = . :
(2,5) o § B (h) Q 1 0
fxl e fxn_l fxn _ﬁ: e __;::L ?xl_n'

Portanto, ldet(h‘l)' | = [ |2 Logo

fA g|Vildx = j; j; gi—%d]{"'ldt. (A.1)

Sabemos que as curvas de nivel de f,{f = t}, contidas em A, sdo subvarie-
dades (n-1)-dimensionais e que suas parametrizagoes sdo dadas por L(v) = (v, £(v)),
onde v€V e £(v) = II, o h'}(v,t) com t € U. Além disso, a integral em relagéo &

medida H™! se expressa em termos da parametrizagio como

Ny N, ... Na
8x;  Oxa 8x
f gdH™! = / g(L(v)) |det | &v2  Bvi v dvy ... dvpa,
{f=t}nA v -BDl '8;. . .a bla
8v: 1 Ovay R 3\:.1
(A.2)
onde N= (Ny, ..., Ny) = V{-|V{]" é o vetor normal unitério, pois a forma volume

de uma subvariedade (n-1)-dimensional é dada por

n
w = ZNidm Ao Adxia Adxigr A ... Adxn.

i=1

Note que como g > 0, a igualdade (A.2) faz sentido, mesmo que os dois lados sejam

infinitos. Observe que, pela definigédo de L, vale

N Ny o Na N o Np
dx3 dxg dxp 1 O &,
8vy 8vy =R v, =

R g o e g -
Vn-1 8\"“.1 e 8\":..1 O 1 fxn-l

A partir disto e de £'(v) = VII, e (h)'(v) temos
'] il ‘ fX; fx,,.,
f(v)_( oty f)
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O termo (fx, )™ foi omitido, pois £ depende s6 das n-1 primeiras coordenadas, logo

fx fx
= Ef"ﬂ'
1 -
Lf(V) — o ":Kn
o 1 -4
Por indugéo, demonstra-se que
; 2 L |1
detL = —l— R = A.3
40 = e RZTN =

Logo, de (A.1),(A.2) e (A.3) temos,

f g|Vildx = f f gdH™'dt = f f gdH™dt . (A.4)
A U J{f=t}nA —oco J{f=t}NA

Concluimos assim que a igualdade vale para um aberto que contém xg. Agora

queremos estabelecer (A.4) para um compacto qualquer de D= {|Vf] # U}. Seja

K um compacto de D. Para todo x€ D, seja A, o aberto onde vale a igualdade.
m

Como K é compacto existe x1, ..., xm tq KC U Ay, CD. Note que o aberto
i=1
tomado de forma que valesse a igualdade independe de g, s6 depende de f. Assim

/ gl Vi dx = / gl Vil dx + f &1 |V dx,
Ax UAx, A A

x1 x2

{g se XEA,, \Ax,

onde gy = ,
&1 0 sex€A,, NA,,

Aplicando (A.4) nas integrais da direita, concluimos que

oo
[ el flds = / f gdH™1dt .
Ax UA,, —oo J{f=t}N{Ax,UAL,

m
Fazendo este raciocinio sucessivamente, conclui-se 0 mesmo para U Ay,. Observe

=1

que a igualdade vale também para KC|[J Ay,. Basta vocé redefinir g de forma que

se anule em K€. Isto ndo invalida a igualdade (A.4).
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Agora seja K, uma sequéncia crescente de compactos tq |JKn = D.
Como g é positiva e (A.4) vale para K, usando o Teorema da Convergéncia Moné-

tona para a integral da direita de (A.4), conclui-se que

/gIVﬂdx =f f gdH™'dt.
D —o0 J{f=t}nD

Agora mostraremos que a igualdade também vale em D€: Pelo Lema de Sardi

Hl({t:f(x) = t e |Vi(x)| = 0 para algum x € Q}) = 0.

Logo H! {1,: gdH™! o} =0, ¢ entéo gdH™1dt = 0.
{f=t}nD¢< —o0 J{f=t}nDC

Também vale f g|Vfldx =0. Logo a igualdade também vale em D€ e, portanto,

c
em todo ) comﬁuindo o resultado no caso particular. &
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APENDICE B

B.1 DEFINIGAO: Diremos que a partigio de [a,b], a= 15 < 1} < -+« < 1}, =b,

é rearranjo de permutagio 0 de a= 15 < 1; < -- < 1, =b,ser{,; — 1 =

Ti40(i) — Io(i); Onde o é uma permutagéo do conjunto {0, ... ,n — 1}.

B.2 LEMA: Sejam0=19 <11 < - <1, =bel0< s <85 < -+ <8, =b
partiges de [0,b] tq |r; — 5| < ;—n para i€ {0, ...,n}.

Sejam 0= 15 < r} < -++ <1, =be0< 8) < :++ < 8, =b seus

respectivos rearranjos de permutagéo ¢ em [0,b] com s; = sg. Entéo
m([rf, ri)\L) < 26 e m([s],s{;,]\L) < 2€,
onde I; = [rf,r} ;] N [8],8],,].

DEM: Notequer, =1+ (r} —14) + -+ + (ff = r}_;) = 0 + (F140(0) — To(0)) +
vt (Pigo(ie1) = To(i-1))-

Analogamente s{ = 89 + (81+,(g) — Ba(g)) 4 wis (91+a(i-1) = Sr:r(i-l))-

Assim,
i i
ri — si| < |so] + Z Itoq) — Soq)l + Z It140(k) — S14000] <
k=0 k:O
B “ £
<—+Y —+y —<E.
3n ot 3n e 3n
A partir disto, conclui-se o lema. o
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!

n=1
B.3 LEMA: Sejaf:[0,b] — IR fungdio simples dada por f=  ~ hi X(r; 4, Entéio
i=1
n-—1

* = Z hsi X(elyrty 1o onde a partigéo {r}} é rearranjo de permutacéo o de {r;} tq
i=1
ho0) < ho1y £ +++ < hyny).

DEM: Seja ¢ permutagdo de {0, ...,n — 1} tq hy0) < hyy < +++ < hy(na).
Seja 0= 1, < 1} < -+ < 1., =b rearranjo de permutagao o de {r;}. Para
t € IR temos

Ve(t) = l{x: f(x) < t.}l = U (ri, ti41)| = Z Ti+1 — Li.

itghi<t hij<t

Se ndo existir h; <t, entdo Y 141 — r; =0. Caso exista b; <t,
h;<t

Z (riqr —m) = Z (T140i — Toi) = Z N4 — 0 = Mg — To = Iy,

hij<t hei<t hei<t

onde k é tq hg(k) <t < ha(k+l) ou t> ho(n—l)a pois {ha(i) :ha(i) < t} é igual
a {hy(0)s ho(1)s +++ yhogy} ou € igual ao conjunto vazio. Assim, temos que Ve(t) =

Tt
Logo se s> h,(y), entéo
' k
— ! ! ! | (IERR
Vi(s) = E Tijp — I 2 Z Tit1 — 4 = T4, (B.1)
h,(i)<s i=0

e se s < hy(y), entéo

Vi(s) = Z g — I = Z fhoy ~ 5 K . (B.2)

h,({){ﬁ i<k

Agora seja v € (0,b]. Portanto, v€ (r,,ry,,] para algum k. Ser, < v < Vi(s),
entdo, por (B.2), 8> h, ). Logo inf {s:V[(s) > v} 2 hy(i). Por (B.1), temos que
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f
para qualquer 8> h,(y) vale Ve(s) > rj,, >v. Entéo inf {s:Ve(s) = v} < hog)-
Logo #(¥) = hygy. ¢

B.4 TEOREMA: Sejam ¢ e 1 fungdes simples definidas em (1 limitado, dadas por
¢

k
@ = Z hi xr, e ¥ = E!ixp;:, onde {F;} e {F!} séio parti¢des de 2. Entao
i i=1

i=1
le* — ¥*llL2p,n < lle — YllLaa)-

n n

DeEM: Podemos supor s.p.g. que ¢ = Z hj xg;, ¥ = Z ¢ xg;, onde {E;}
=1 =1

¢ uma partigio conveniente de Q. Podemos também supor que h; < hj;1 para

Jj€ {1, ...,n — 1}, basta reenumerar E; de forma conveniente.

Agora sejam f,g: [0,[Q2|] — IR dadas por

f=zhjx1\1s g=Z£jXA;:
=1

j=1

onde a partigio 0= 19 < 1 < v < 1, = |Q| é tq m(A;) = m(Ej) com
A; = (1j-1,15). Como hy é crescente, entdo f* ={ pelo Lema (B.3). Por outro lado,

f* = p* eg* = Y*. Logo

I = g*lluapian = 1" = #*llLan) - (B-3)

Também vale

2

-
le — ¥lluan) = f ‘Z(hj — {)xgy| dx = Z]}; Z(hj = f)xe;| dx
=1 k=1

k |j=1

Z f |hx — &2 dx = Z Ihy — 4% m(Ex)
k=1 Ex k=1

= | — & m(Ax) = |If - gllz2.(B.4)
k=1

Usando a partigdo {r;}, construiremos uma nova particdo 0< s < -+ < 8, = ||

tq0< 8 —1; < Elﬁ%_fi' onde £ >0esj —sj-1 €EQparaj€ {1,...,n}. Sejam
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Bo = (0,80) e B; = (g-1,8)], J€ {1, ... ,n}. Defina

f=3 bpm & =D &xup
j=0 j=0
com hp = minf e o =ming. Logo f =f em |J(A; N B;). Assim, f #f no
méximo em (|JB;) \ (U(A; N B)) UBos € U [B; \(A N B;)] U Bo. Portanto,
£
m({x:T# f}) < Zm(B \A; N B;) 4+ m(By) < Z gy
=1
fllLego,jop < £ .M, onde M = Joax. ﬂhjl, £ [} Ana.logamente, I8 = gllLep, o) <
o

< £. Logo ||If -

£'2 .M. Pelo Lema (B.3), g* e §* sio rearranjos crescentes das fungbes g e g pela
mesma permutagdo ¢. Assim, pelo Lema (B.2), m({x:g* # &*}) < 2&(n + 1).
Logo [lg* — &*llap,jay < [26(n + 1)] B Suponhamos s.p.g. que

IE— 1, g — &l I — Tllelle* — &l < £/4. (B.5)

Provaremos agora que |[I’ — g*llLapo, o < If — Ellapo,ja)- Como s — 5.1 €@,

entdo existe uma particdo 0= ug < 80 = u; < -+ < Uy = |9 tq wky1 — ux
kj41

seja uma constante C para k€ {1, ... ,m} e, dado j, (sj.1,8] = U (uk-1,ux] para
k=k;

algum k; < k;3; € {1, ...,m}. Podemos supor que

m=1 me1
Z dkX(uy,uxs1] (di crescente ) e g = Z €k X (ux,ux41] ?
k=0 k=0

onde {dx} = {h;} e {ex} = {¢}. Pelo Lema (B.3),

m=1

=+
E = Z ea(k)X(uL,u;H_l]l
k=0
onde e,y é crescente, ug = up =0 eu) = w3 = s (ex. > ming = { = ep).

Assim, apds o rearranjo, podemos supor que o intervalo (ug,u;] néo é permutado.

Portanto, uj = ug + (v} —ug) + -+ + (v —uj_;) = wo + (u1 — o) + (Ws(1)41 —
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Up(1)) +  + (Uo(k1)41 — Qo(ke1)) = Uo + (W1 — uo) + (w2 — ug) + -+« + (uk —

uk.1) = uk. A 32 igualdade ocorre porque uj4; — uj € constante. Entao

m-—1
'g'* = z €o(k) X (ux,ux41] *
k=0
Logo
m-1 m-1
IT - Bllpap = D ldk — ol’ - C e |If — Elleapep = C D ldk — al?.
k=0 k=0

Note que a permutagio ¢ é uma composta de permutagdes ojj, onde ojj(i) =],
aij(j) =1, oj(k) =kse k¢ {ij}eijsiotqi<jee > ¢. Ded; < djee > e
temos (d; — d;)(e; — ¢;) <0. Entdo die; + dje; < die; + dje;. Portanto,

diz — 2e;d; + e? + dj2 - 2e;d; + ef > d? - 2¢id; + ej2 - djz - 2¢;d; + e?.

Logo  |di —&l® + |d; — g = |di — eoy)|® + Idj — e0y[*-

Assim, concluimos que

m-1 m-1 m-1
> ldie — ex® > Z ldi — eouul® > -+ > ) |di — enil?.
k=0 k=0 k=0
Portanto,
IF -2l <IIt-gll. (B.6)

De (B.5), (B.6) e de £ ser arbitrério, segue que |[f* — g*{lL2po, 1o < |If — gllL2o, 100
A partir disto, de (B.3) e (B.4), conclui-se o teorema. o4

B.5 LEMA: Se f€ L?*(2) para Q limitado, entéo * € L?(0,|Q2]) e

Il o) = Ml

DEM: Dado £ >0, seja Aj = {x € Q:if < f(x) < £(i + 1)} para i€ Z. Defina
+00

v= ) ifxi.

i==—co
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E facil ver que 0< f — 1) < £. Logo

Il < il < 1 + N < llwll + €197 (B.7)

Também temos, por (ii) da Propriedade (13), que
PP S (¥ + 8.
Usando (iii) da Propriedade (13), conclufmos que
v S Yt + £ (B.3)

Agora calcularemos |[1*||L3(0,|q)). Para isto, seja
400
E= z iSX(ri,ri+1]:
onde {r;} é uma partigdo de [U,IQ”, PR e L L E My € S 1y £ 05 <
k-1
< |9l tark = Z m(A;). Note que {r;} pode ser infinito, caso { seja ilimitada.

i=—00 ;
Além disto, rx41 — rx = m(Ay). Assim, concluimos facilmente que V; = V,, e,

portanto, g* = 3*. Como g é crescente, entdo g* =g. Logo

19" llago, 10 = llgliLao,ay) -

Usando (B.4), temos que
1¥*[lLaco,10n = 1¥liLsca) -
A partir disto, de (B.7) e de (B.8), deduzimos que
—£19Q]" < |11 - Il < £.

Fazendo £ — 0, conclui-se o lema. O
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Observe que, com o mesmo raciocinio deste lema, poderiamos concluir

que [|®*|lLe(o,0)) = llfllee(n) para f€ LP(Q), p>1.

B.6 LEMA: Se fe L2%(Q) (N limitado), entdo existe uma fungiio simples
n
¢ =Y hixg, tq

=1

IIf — (p“Le(g) <& e |- ‘l"'*"L’(D,]nl) < &,

DeEM: No Lema (B.5) foi mostrado que existe uma fungao 1 parecida com a
fung@o ¢ que desejamos. A diferenga é que aquela 1) pode assumir infinitos valores.
No entanto, o problema pode ser facilmente resolvido. Primeiro, seja 9 a fungéo

definida no Lema (B.5). A seguir, defina
n
©n = Z iSXA“

i=—n

onde n € N e A; estd descrito no Lema (B.5). De forma semelhante ao referido lema,

podemos definir gy, e g, a partir de ¥ e ¢, respectivamente. Assim, é ficil mostrar

que
1Y — enlluzn) = llge — geallLzonn = 1" = enlluao,an -

Portanto. tomando n suficientemente grande, conseguimos aproximar ¢, de ¥ ob-

tendo _
I —enll <€ e [[¥* —@pll < €

o que conclui o lema. O

B.7 TEOREMA: Sefe g s@io funcoes em L?(£2), entéo

I = g*llLao, 10 < IIf = gllia)-
DEM: Imediata do Teorema (B.4) e Lema (B.6). &
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APENDICE C

C.1 LEMA:  Seja f: 2 — [m,M] fungio C!(f2), onde 2 é um aberto limitado e
IV{] # 0 em um conjunto Qg C . Sejam K um compacto de IR?, tq KC Qop, e
n € C*(Q). Entéo

(i) existem h, & > 0 tq a aplicagao G: (—h,h) x (—&, &) x K =R daﬂa. por
G(s, &,y) = (f+ &n) (y+s Vily) )

|Vi(y)l
seja estritamente crescente em (—h,h) V€ € (=&, &) Vy €K; e

(ii) dado § > 0, existe dg > 0 tq para yeK e de€ [0,do] exista x€ Bs(y) para o qual
f(x) — f(y)| =d.

DeM (i): E fécil ver que ‘?BG — (VE+ V) (y +Blg:(;') ) |g§y§| - %g )
uniformemente continua em [—h,h] x [-L, L}xK, onde G&l’le h é tao pequeno que

f(y)

Vi)l

os pontos da forma y+s

estejam em () para s€ [—h, h]. Assim, existem h, &,

pequenos tq

oG 8G
52 &&,y) = 5-(0, O,Jf)l <p
. . 8G
para £ € [—&, &), s€ [-h,h] e y€K., ondep = = 12%'([?{()']\ > 0. Como -8—(0, 0,y)

G 1
= |VI(y){, decorre que 9 (s,&,y) > -2-;2{(|V'{5)| e, portanto, segue-se (i).

(ii): Podemos obter as seguintes estimativas tomando £ = 0: para yeK

' Vi(y 81
(v o) —0)= [ Goeonds> F e Vi), (@)
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onde 8; € [0,h]. Analogamente, para s€ [—h, 0],

Vi(y) 8 .
(s ”W) 1) < 2 inf [VEW)] (C2)

Agora sejam y€K e § > 0. Além disto, sejam h de (i), tq h< §, edg =

|

inf |V{i(y)].
. yeKl $2]
Disto e de (C.1), para sy € (-2,11), temos que

Vi(y) i 5
f (}' + 81 IVf(Y)I) - f(y) 2 S5 P do.

Quando s= 0 a diferenga é 0. Logo, pela continuidade desta diferenca, existe sq €

(0,81) tq a subtracdo seja d, para d€ (0,do]. Assim, basta tomarmos

- Vil(y)
XE YTy

para concluir o lema. &

C.2 TEOREMA: Seja f fungdo definida em 2 aberto limitado de R™ tq f€ C?(2),
f=0em 8Q e |Vi] #0 em O\ {x € Q:f(x) = 0 ou f(x) =sup f}. Seja n € C*(Q)
e lembre que Py = {f = t}. Entéo, se tg € (0,supf), valem:

(i) existe hg >0 tq a fungéo a: Py x(—ho,hy) — € definida por

Vi(y)
|Vi(y)|’

seja injetora e B= a(P,x(—ho, ho)) seja aberto; e

aly,s) =y +s

(ii) existem £ >0 e uma fungdo s:Py, — (—hg, hy) de classe C' tq valha a
igualdade entre os conjuntos:
Pey = {x € Q:f(x) + En(x) = to}

Vi(y)

— {xEQ:x=y+s(}’)m

, ondey € Ptu} = Myy) -

DeM (i): Como |V1] #0 em Py, este é uma subvariedade (n-1)-dimensional. Logo,
para x€ Py, existe ¢ox: U C R™! — P,, parametrizacio de P, de classe @2,

onde U é aberto e x € ¢x(U).
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Vi(e(u))

Seja Fx: UxIR — 2 dado por Fx(u,8) = ¢(u) + s 3
lVf(w(u))l

Seja também g= T(%)e—:—gl-. Pondo g= (g, ..., &%) ¢ ¢ =

(ot ..., "), temos
o, (0) + sgy, (W) o @y (u) gy () gh(w)
Fi(u,s) = : : 5
¢a,(u) + sgh (u) - @f  (u) +sgy (u) g(uw)
Quando s=0 a matriz é inversivel, pois ¢ é parametrizacio e, portanto, ¢'(u) -
ery ...y @' (u) + enq sdo linearmente independentes e ortogonais a Vi(¢(u)). Logo
existe O, aberto em U x IRtq F(0,) = I, seja aberto em §2, com x € I, e F seja

inversivel em Oy. Suponhamos s.p.g. que Iy = B, (x). Seja O) = F~1(Br,(x)).

Como O é aberto em U x IR, podemos construir um aberto, cujo fecho estd em
0., da forma U; x (—hy,hy), onde U; é aberto em U e hy >0. Defina A, =
F(U; x (=hy,hy)). Claramente A, C Bf:-;i(x). Além disto,

= ¢B1g = 8 Vf(y)
Ay = { : ¥+ |Vf(y)|

Note que hy independe de y. A colegdo {Ax}xep,, cobre P , que é compacto.

, ondey € ¢(Uj) es € (— hmhx)} .

Podemos, portanto, extrair uma subcobertura finita, A,, U .-+ U A, D P,. A
aplicagio o € injetora em (Ayx, N Pyy) X (—hy,,hy,) para ke {1,..., m}, pois
Fx|u, x (= hy,hy) € injetora. Se P, N (Axe NAy) # @, entdio Py, N (Ax, U Ay;) C
Pi, N By, (x;). Assim, « & injetora em Py, N (Ax, U Ay;) x (—h,h),onde 0< h <
min{hy,, hy}. Se P;, N (A, NA) = @, entdo, tomando hy,, hy, pequenos, temos
que A,, N Ay, = @. Logo, tomando h, conveniente, conclui-se que « é injetora em

m
P, x (—ho,hs). Além disto, o B da definicdo é aberto, pois B= U Ay, .
k=1

DeEM (ii): 12 passo: Mostraremos que existe & > 0 tq U P: CB.

t € [to—£1,to +£1]
Como B¢ é fechado e Py, é compacto, entdo dist(P;,,B°) = 6§ >0. Seja dyp o da
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parte (ii) do Lema (C.1) com K= U Pi,onde & >0étq0< tg — &

t € [to—Eo, to + £o)
e to + & <supf. De fato, K é um compacto de IR™ em 2, pois claramente

K= ' ([to — £,to + &)]) e como f é continua podendo ser extendida a 9%,
conclui-se que K é fechado em . A partir disto e de § ser compacto, inferimos
que K é compacto. Tambem vale que K C 2, pois f=0 em 852. Agora note que se

y€E Kn U Py, entdo existe x € Bs(y) tq f(x) — f(y) = t; — to < do,
t € [to—do, to + do)
onde t; = f(y). Portanto, f(x) = to e, assim, dist(y, P;,) < 6. Logo y € B. Ento,

tomando £ = min{&y,do}, conclufmos o 12 passo.

22 passo: Existe &, >0 tqse £ € [0,&;), entdo Pgy, C U P: CB.

t € [to—£1, to + £1]
Seja £ >0 tq & - sup|n| < £;. Se x€ Pgy, onde £ € [0, £,)], entdo |f(x) - tgl =

lﬁn(x)l < |£2q(x)| < £;. Portanto, x € U P;.
t€[to=£1, to + £,]

32 passo: Existem £5 >0 e uma fungéo s(y) definida em Py, tq Py C Myy).

Sejam h, £ >0 os determinados na parte (i) do Lema (C.1), isto é,
tais que G(s,£,y) seja estritamente crescente em (—h,h) V€ € (— &, &) Vy € Py,.

Podemos supor s.p.g que h= hg, onde hg foi obtido em (i) deste lema.

Agora seja £3 = min{&y, £}, onde &, foi achado no 22 passo. Para x €
Pey, com £ < &; fixo, temos que x € B. Como o é uma bijegao entre Py, x(— ho, ho)
e B, entéio existe um iinico (yx,8x) € Py, x(—ho, ho) tq x= a(yx,8x). Assim, estd
bem definida a aplicaghio x — sy. Agora note que se s# sy, entao G(s,£,yx) #
G(sx, €,yx), pois G é estritamente crescente em (—h,h). Observe também que
Glsx, £,%x) = (f+ &n) (alyxsx) = (f+ £n)(x) = to. Assim, a(yx,8) & Pe.
Logo a aplicagio x — y definida em Pg,, é injetora, pois, caso contrario, existiriam
s1 # s2 tq alyx, 81), a(¥x,82) € Pg, contradizendo o que acabamos de concluir.
Logo x é uma fungéo de y, e, conseqiientemente, s, é uma fungéo de y, ie, s, = 8(y).

Observe que £ independe de y. Assim, para todo y = yy, x€ P¢,, podemos definir
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s(y) tq a(y,s(y)) =x. Logo Pgy C M,('ry) com £ < &3 e s(y) assim obtidos.
Veremos a seguir que g(y) estd definida para qualquer y € P;,, bastando tomar £

suficientemente pequeno.

42 passo: [Existe &5 >01tqgse n(y) >0 paraye€ Py, entdo, para £ € (0, &), existe
B(y) € ('— hO: 0): onde 0‘(}’1 S(Y)) =Xc Pfﬂ'

Sejay € Py, tqn(y) >0. De (C.2) do Lema (C.1), temos que f(e(y, s)) —
f(y) < %c, onde c= %pflVﬂ es€ (—ho,0). Logo
to

f(aly,s) + £n(aly,s)) < Je+ 1) + Enlaly,s)) < {y) = to
para 8= —1,hg e £ < &4 suficientemente pequeno. Quando s=0, a soma da
esquerda é maior que to, assim, existe o s(y) desejado. Observe que £; independe
de y, pois a desigualdade (C.1) do Lema (C.1) vale Yy € P;,. Entdéo conclui-se
o 42 passo. Quando n(y) <0, o andlogo pode ser estabelecido observando que
8(y) € (0,hp). Caso n(y) =0, trivialmente, s(y) =0. Logo conclui-se que, para
€ £ &, existe uma fungdo s(y) definida em Py, tq Mgy) C Pgy. Finalmente,
tomando £ < min{&;, &4}, conclui-se que a fungao s(y) construida no 32 passo estd
definida em todo Py, e Pg, = Mg(y). A igualdade entre as fungdes achadas no 32 e"

42 passo deve-se ao fato de s(y) ser linica como verificamos.
52 passo: S(y) € C}(Py,).

Sejam ¢ : U — Py, e F: U x R — (1 as parametrizagdes definidas
em (i), onde U é tq F(U x (—ho, hg)) é aberto (pela demonstragao de (i), vimos que
isto € possivel). Portanto, F(u,s(u)) é parametrizagéo local de Pg,, que é superficie
C!, poisfen € C'(Q) e Vf+ EV7y #0 para £ pequeno. Logo ¢(u) + s(p(u)) - g(u)
é C!, onde g estd definida em (i). Como g é C*, pois Vf e ¢ siio de classe C!, entéo
s€ CY(Py,). ¢

C.3 LEMA: Existe £ >0 tq a aplicagio £€ — s(y,€) seja uma fungao
Cl(— &, o). Além disto, para & especial, se n(y) >0 para y € Py, entéo s(y, £) é
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estritamente decrescente em (— £, £5). Analogamente se n(y) <0, entéo s(y, £) é

estritamente crescente em (— &£, £). Quando n(y) =0, entéo s(y,£) =0.

DeEM: Seja G a fungdo definida no Lema (C.1). Tomando &, h e K= P, desse

mesma lema, temos que %; >0 em (—h,h) x (=&, &) x Py,

Fixando y € P,,, podemos ver G como uma fungéo de 2 pardmetros
definida no aberto (—h,h) x (— &y, &). Assim, aplicando o Teorema da Fung#o
Implicita para G(s,£) = to e usando o fato de G ser de classe C', temos que s é

uma fungéo de € de classe C. Logo s(y) = s(y, £) concluindo a 12 parte deste lema.

Agora suponhamos que n(y) >0 para y € P;,. Primeiramente veremos,
por absurdo, que s(y, £) é injetora em (— &, £y). Suponhamos que existam £;,£,; €
(—&0,&) tq & < & es(y, &) = s(y,&2). Logo a(y,s(y, &) = aly,s(y, £2)).
Disto e da defini¢ao de s(y, £), temos

(+&m) o (a(ns(r6)) = to = €+ &) o (alvs(v,6))) . (C3)
Portanto, Sln(a(y,s(y,gl))) = qu(a(y, s(y, 81))). Como &, # &,, temos que
n(a(y,s(y, 51))) = 0. (C.4)

A partir disto e de (C.3), segue-se que f(a(y,s(y,&))) [ f(a(y,s(y,fz))) i
to. Note que f(a(y,s)) = G(s,0,y). Logo f(e(y,s)) é estritamente crescente em
(—h,h). Disto e de to = f(y) = f(a(y,0)), concluimos que s(y, £;) = s(y, £2) =0.
Mas, usando (C.4), inferimos que 0= n(a(y,s(y,&))) = n(e(y,0)) = n(y) >0
o que é absurdo. Assim, conclui-se que s(y, £) é injetora em (— £p, £). Como esta
funcio também é conti nua, portanto, ou é estritamente crescente ou é estritamente
decrescente em (— &p,&y). Mostraremos agora que s(y,£) é estritamente decres-

cente em (— &1, &), onde & < & e, portanto, pelo que acabamos de demonstrar,

estritamente decrescente em (— &g, &).
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Como 5 é continua e n(y) >0, ‘entiio n(a(y, s(y, 5))) >0, onde £ €
(= &, &,) para £; pequeno. Suponhamos que existam &, £31q —&; < € < €3 <
& es(y, &) < s(y,&s). Pela definigio de & e de £; < €3, temos

(f + &) o (a(y,S(Y,fz))) < (f+ &n) o (a(y,S(y,Sa))) -

Por outro lado, (f + £,1) («(y,s)) é igual a G(s, £,,y) que é estritamente crescente
em (—h,h). Note que s(y, £2), s(y,€3) € (—h,h). Logo

(£ + &) o (alys(y,£2))) < (T+ &an) o (a(y8(,8)))

A partir disto e da definigao de s(y,£), temos

to = (I + &) (a(yss(y,ﬁ'z))) < (f+ Ssn)(a(y,ﬂ(y,c‘:s))) = to,
chegando a um absurdo. Logo s(y, £2) > s(y, £3) concluindo o resultado.

Finalmente, por defini¢do de s(y,£), s(y,€) =0 em (— &, &) quando
n(y) =0 para y€ Pq,. &

C.4 LEMA:  As fungdes s(y,£) e gi(y,f) convergem uniformemente a 0 em P,
y

quando £ — 0.

DEM: Veremos primeiro que &(y,£) — 0 uniformemente quando £ — 0. Por
definicio, s(y,£) é iq f(a(y,s(y, 5))) = iy 5:;(&(}-,5(3;,5))). Assim,
f(cr(y,s(y, S))) converge uniformemente a 0 quando £ —0. Como s(y,€) €
(—h,h), onde h é o do Lema (C.1), valem as desigualdades (C.1) e (C.2) para

qualquer y € Py,. Logo s(y,£) — 0 uniformemente.

s :
Agora mostraremos que 5;()', £) — 0 uniformemente quando £ — 0,
Seju ¢: U ¢ R — Py, uma parametrizagio local de P,, como a descrita no

Teorema (C.2), entéo, temos

(f+&n)o (sa(u) + S(Q(u)uf)g(u)) = fo,
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onde g(u) estd definida no Teorema (C.2). Derivando esta igualdade em relacéo a u

e aplicando em h€ IR™!, gegue que

8Os

(vi+ €vny - () b+ gw) - g o) b+ o), ) €a) <) = o.

Quando £ — 0, valem: 1) (Vf+ £Vn) - ¢'(u) - h — 0 uniformemente em
compactos de U, pois Vi(¢(u)) L ¢'(u)-h e as fungdes f, n e ¢ tem derivadas

continuas.

Daqui em diante, quando falarmos em convergéncia uniforme, estard

subentendido que é uniforme em compactos.

2) (Vi+ £Vn) - g'(u) - h - 8(p(u),£) — 0 uniformemente, pois s(¢(u), £) tende
a 0 uniformemente e g é limitado jé que f€ C?(f2) com |Vf] > ¢ >0 em P;,. Logo,

de 1) e 2), conclui-se que

(VE+ €V7)g(u) g;: ¢'(u) - h — 0 uniformemente.

4]
Portanto, Vf(t,o(u) - s(cp(u),ﬁ)g(u)) - g(u) £ - ¢'(u) + h — 0 uniformemente. -

E3

Como g-V{ = |Vl > ¢ >0 em Py, temos que — ¢'(u) - h — 0 uniformemente.

by
Também temos que |¢'(u) - h| > a >0 em um compacto de U quando h for um
<y s e . S i
elemento arbitrdrio de IR™! tq |h| =1. Por isto, oo — 0 uniformemente neste
o v
compacto.

Se tais compactos forem fechos de abertos, poderemos cobrir Py, com

finitas imagens destes abertos e, assim, concluir a convergéncia uniforme em todo

P,. ¢

C.5 TEOREMA: Seja f uma fungéo com as hipéteses do Teorema (C.2), entéo

dVe(t) - / |Vf]‘1 dH™! em (inff, supf).
dt { =t}
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DEM: Como {f = t} é uma subvariedade (n-1)-dimensional, entdo |{f = t}| =0.

A partir disto e da fé6rmula da codrea,

3
Vi(t) = f X{r<sy dx =/ f |V~ dH™ ! ds.
a - —o0 J{f=s}

Veremos que a aplicagao t — f |Vf]~! dH™! & continua em (inff, sup f), con-
cluindo o teorema. Seja to € (fli;f:}supf) Pela demonstragao do Teorema (C.2),
existem & >0 e s(y,€) € CY(Py, x (&, &)) tq Pgp, = M,(y,c) para £ €
(—&o, £&)- Tomando 7 constante, temos que Pg, = P, com t préximo de tg. Logo
P, pode ser parametrizado localmente por @i(u) = ¢(u) + s(¢(u),€) g(u), onde g
e ¢: U — P;, estéio definidas no Teorema (C.2) e £ é um real que 86 depende de

t. Note que £ — 0 quando t — to. Agora, usando o argumento do Apéndice A,

temos que

f{fﬂ}ﬂn(ﬂ) vitane = [ [vita@)]” - oot P (wee))| ox,

onde F'(u,s) também pode ser encontrado no Teorema (C.2). Como s(y, &) — 0,
5

3y (y,€) — 0 e Vi(pi(u)) — Vi(¢(u)) uniformemente quando t — to, entdo

/ V|-t dH™! —s |Vf-1dH™ .  (C.5)
{f=1t} Ny (U) {f=t0} N (V)

Veremos agora que esta convergéncia ml'io ocorre somente na restrigao ¢y(U). Para
isto, sejam ¢1: Uy — Py, e @3: Uy — P, duas parametrizages locais de Py,
tq o conjunto A= ¢;(U;) N @a(Uy) # . Assim, A é um aberto de Py, e,
conseqiientemente, Uz = ¢7'(A) é um aberto de U;. Observe também que a
convergéncia em (C.5) pode ser feita para abertos de U. Logo (C.5) vale para U,

U,, Ug e, portanto, pode ser aplicada a U; \ Ug e U; demonstrando que

f . |Vf|_l dHn-l e Ivf]—l dHn—l -
(=t} 0 (¢, (U1) U pe5(U32)) {t=t0} 0 (#1(U1) U p3(U3))
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. . . | . . -~
Fazendo este raciocinio sucessivamente para uma familia de parametrizagdes que

seja uma cobertura de P;,, concluimos o teorema. o
-£
C.6 TEOREMA: Vf.l.gq(to) — Vf(to) = 6(8) ——EdHn-l, onde to €
{t=to} Ivﬂ

(inff,supf) e 6(£) — 1 quando £ — 0.

DEM: Seja tg do enunciado e & >0 tq Pg, CB para € € [-&,&). Temos
{f < to}[j {to < f < tg—&nn< 0} ={f< to—Soq}[tl {to — &on <
f < to,n > 0}. Assim Vegeq(to) — Ve(to) = |[{to < f < to — &on, 7 < 0} —
[{to = €on < £ < to,n > O} = |{to < f < to — &on, 1 < 0} — |{to — &on <
f < tg,7 > O}I Esta ultima igualdade segue de [{f = to}l =0. Note que

{to — &on £ T < to,n > 0} = U Psy ﬂ{r} > 0}, pois se x é do conjunto
0<E<Eo '
esquerdo, entdo f(x) < tg e (f+ &n)(x) > to. Como aaplicagio £ — f(x) + En(x)

é continua, entdo existe £ € [0, &) tq (f+ En)(x) = to. Assim, x€ Pgy, N {n > 0}.

A outra incluséo é imediata. Portanto,

{tro . 501? S fs f,-g} = U NIS(),'g) ﬁ{q > 0}.
0<E<Ep

Pelo Lema (C.3), s(y, [0,£)]) = [s(y,£0),0] Vy € Pi,. A partir disto, concluimos

que

{to — &on < < tp}
= {x EN:ix=y+ SI%:% tq y E Py, s € [s(y,%0),0] e n(y) > 0} (C.6)

Note que Py, N {n > 0} é um aberto de P;,. Portanto, existe uma familia

enumerdvel de parametrizagdes ¢y : Uy — Py, onde Uy é aberto em IR™! tq
(==}

Py, N {n > 0} = | #u(Uk). Disto e de (C.6),

k=1

o0
{to — £on < f < to} = | L,
k=1
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onde Iy = {x € Q:x = Fy(u,8) tqu € lfk es € [s(gok(u),fg),(]]} com Fy defi-

nida na parte (i) do Teorema (C.2). Claramente

0
|Ix| = f f |det Fi(u,s)|dsdu. (C.7)
Uy a(vk(u).&'o)

Observe que podemos mostrar, de forma similar & demonstragao do 12 passo do

Teorema (C.2), que {to — &n < f < tpo} é compacto. Disto e de Fy ser continua,

temos que

) ! 0
l(pk(u).go) |det Fi(u,s)|ds = Ak(u, &) _/;(m(u)lso)

onde Ax(u, &) é uma fungéo tq Ax(u, £) — 1 uniformemente em Uy quando £ —

0. Logo, usando (C.7), temos que

|det Fi(u, 0)|ds,

10 = Nl fu — 8(¢x(u), &) - |det FL(u,0)| du (C.8)

para Ax(£p) conveniente que s6 depende de £ gragas & convergéneia uniforme de

Ak(u, &) em Ug. Além disto, Ag(&) — 1 se & — 0.

Agora obteremos uma estimativa para s(y,£). Como (f + &n)
(a(y,s(y,&;))) = tg, temos

fy) + VH(y) - & ;z&;' + orls) + Eonly) + EoVn(y) - lZ;g ;I + Eoly(8) = to
Entéo
S| VEW)| + orle) + EVn(y) - I%% 8+ Eoly(6) = — Eonly)-
Portanto
108 L o (Ve VOl) E4(8)  ~Bnly)
s|V1(y)| | Vi)’ s|Vi(y)| | VI(y)|
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Nestes célculos estd subentendido s= s(y, &) que ao tender a zero implica em

Eonly) —&on(y)
s(y, £)|V1(y)] | Vi)
uniformemente em P, quando & — 0. Seja bi(y, &) = Ax(&) - v(y,£€0). De

(C.8),

+1. Logo s(y, &) = (v, &) , onde 7(y, &) —1

50’?(}')

| L] =/(;£1~:(Y:£0) Ivf( )I

Eon 2
det F}(u,0)|du = § f —— dH™?
| (ll )| k(gf)) ox(Ux) lvfl

onde 6x(&o) 86 depende de £. Observe que, usando o raciocinio do Teorema (C.5),

concluimos que

Ik U L] = L] + |G\ 1k

£on €01 Jin.
= 6.(£0) 200 gH™ 4 81(£5) f Lot gpm1
ey V1] ex(O\ pu(vr) VA1
onde & corresponde & restrigio ¢;(U;)\ ¢k(Ux) e 6(€) — 1 quando £ — 0.
Assim, tomando &,;(£,) conveniente tq min{6j(50),6k(£0)} < (&) <
max{8;(£o), 6x(£0) }, temos que

Eon

I UL =6 (8)
: o er(Us) U 9;(U;) Ivﬂ

dH™ e &;(&o) — 1 quado & — 0, .

Podemos estender o raciocinio para | JI,. Assim,

&
[P N {n > 0} = || Ll = 6(&) _/P oo IVO’?I dH™!
ton n>0

Embora o nimero de conjuntos Iy possa ser infinito, podemos garantir que §(&,) —
1, pois se deve notar que a fungéio A: (|JUx) x [0,&) — Rtq Aly, = Ak converge

uniformemente a 1 em |J Uy e néo somente em Uy.

Analogamente conclui-se que

il
{to < < to — Eom, n < 0}| = 8'(&) o2 anmt,
P, n{n<o} |Vl
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onde §'(£p) — 1 quando &, — 0. Logo

Verson(to) — Vi(to)

— &N iorn R 20] J—
= §(£ — 401 gHm _ g(go) dH™
0 L stecct T0 p—
—&on i
= §.(& f dH™
(£o) p,, |Vl
com 6,(&,) — 1 quando & — 0. o

C.7 TEOREMA: Sejam f e n do Teorema (C.2). Para veE (0,|9]),

n-l o dHn-
£=0 S(v) |Vfl / fs,(v) | V]

onde S(v) = {x;v,(f(x)) = v}.

d *
T+ ')

DeM: Seja vo € (0,[92]). Tomando &, suficientemente pequeno, temos
V(f + £n) #0 em Q VE € (—&o, &). Assim, usando o Teorema (C.5), temos

4 Vepen(t) = / |Vf + EVn| ' dH™! > 0 em (inff + £, sup f + €7).
dt (f4En =1}

Logo

=i
(f+En)* (v) = (f |71 + Svn['ldH“'l) > 0 quando v = Viigy(t).
{t4+€n =t} ,

Além disto, exsite um tdnico to € (inf f + &n, sup f + €n) tq Ve(to) = vo. Pelo
Teorema (C.6), Vi gn(to) = vo + he, onde hg = 8(€) f{f= to}

—E1 4Hr1. Assim,
V]
(f + £n)* (vo + he) = to e f*(vo) = to. Portanto,

(f + &n)* (vo) = f*(vo) = (f + En)* (vo) — (f + En)* (vo + hs)
= —(f + €n)* (vo) - he + Ye+£n)+(he)

-1
= f IV + £V~ dH™ | 5(€) | 0 qHnt 4 y(hg).
{(f4£7 = to) —to} |1
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Com 0 mesmo argumento do Teorema (C.5), conclui-se que

/ |V + EVy|~' dH™! — |V{~'dH™! quando £ — 0.
{t+£&n =to} {t=to}

olhg) _ ofhe) ke

Disto, de hy — 0 e Z = Th 7

—0 quando £ — 0, conclui-se o

teorema. O
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APENDICE D

Neste apéndice vamos supor sempre que a fungéo h e o anel A satisfagam

as condigbes da Proposigao (4.4).
D.1 LEMA: O conjunto {|Vh| # 0} é denso em {minh < h < maxh}.

DEM: Imediata da harmonicidade de h e conexidade de A. O
D.2 LEMA: Qualquer curva integral maximal do campo Vh termina em T';.

DeEM: Seja C uma curva integral maximal de Vh. Seja M= suph(z). Fixa wy €C
z2€C
tq th(wo)l =6 > 0. Sejam w, z€C tq h(wp) < h(w) < h(z) que serdo chamados,

respectivamente, por tg, t; e to. Podemos supor tg <M. Observe que

/ " |Vhids = [ 19800, ) |V EOP + GO,

onde {x(t),y(t)) é uma parametrizagiao da curva C de w a z. Esta parametrizagao

pode ser feita, pois, pela Proposigiao (4.4), |[Vh| # 0 em C de w a z. Como (x,5)

tem a mesma diregdo e sentido de Vh, vale a igualdade de Cauchy-Schwarz

9300, 50) - (6(0)7 + G(0)7] = V- (5) = Fh(x(),900).

Assim,
[ 19t = [ S0, y0)t = 100 - ho),

Logo h(z) — h(w) > IT.lll'I |Vh|-H'(C%), onde C? é o caminho de w a z. Como |Vh| é
crescente em C, enta.o IVh( )| = |Vh(w)| > 6 V 2, w €C tq h(z)> h(w) > to. Entéo
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H!(C?) < 6~ [h(z) —h(w)]. Portanto, para uma seqiiéncia (z,) em C tq h(za) —M,

temos que

dist,(zmzm) < 5-}'Ih(zn) = h(Zm)l

para n e m grandes. Assim, (z,) é uma seqiiéncia de Cauchy. Portanto, a curva
C converge para um tnico ponto que, pela continuidade de h, estd em {h = M}.
Seja P este ponto. Suponhamos que M< maxh. Neste caso como Vh é continuo
em P e crescente ao longo de C, entao IVh(P)I # 0. Logo é possivel estender a
curva integral C para dentro de {h = M} e, portanto, M< sup h(z) o que é absurdo.
Entéo, M=maxh e {h=M}=Ts. & =

D.3 LEMA: Para t€ (minh, maxh], {|{Vh| # 0} é denso na curva de nivel {h = t}.

DEM: Suponhamos que o lema seja falso. Logo existem Pp € {h =1t} e § > 0 tq
Vh = 0 em Bs(Po) N {h = to}. Assim como na Proposigéo (4.4), podemos tomar
8§ > 0 tq Bs(Po) N {h = to} seja o gréfico de uma fungdo concava g definida em
um intervalo de IR. Da concavidade de g, existe P; € Bs(Pg) N {h = to} tal que
as derivadas laterais sejam iguais e continuas em P;. Analogamente a Proposigéo
(4.4), podemos supor s.p.g que P; = (0,0) e (0,1) é o vetor unitério externo normal
a {h = ho}. Como g'(0) = 0 e as derivadas laterais sdo continuas em P, existem
X1 <0,x2>0tq0<g'(x1) <1/3e0>g'(x2) >—1/3. A desigualdade em relagéo
a zero pode ser obtida, pois g’ é crescente nos negativos e decrescente nos positivos.
Sejam r e s as retas que passam por (x1,g(x1)) e (x2,8(x2)), respectivamente, e
cujas inclinagoes sao 1/2 e -1/2. Seja T a regido limitada por r, s e {h = to}
(ver Figura (D.1)). Note que T contém o tridngulo limitado por r, s e 0 eixo x
tendo assim um interior néio vazio. Logo, pelo Lema (D.1), existe Zg € int T tq
|Vh(Zs)| # 0. Portanto, existe C curva integral que passa por Zg. Pelo Lema (D.2),
C atinge I'y. Logo C cruza r ou s, pois nao pode cruzar TN{h = to}, caso contrario,
pela Proposi¢io (4.4), haveria ai um ponto de gradiente nao nulo contradizendo a

hipétese (ver Figura (D.2)).
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Suponhamos s.p.g que C intercepte r em um ponto Z;. O segmento de reta que une
Zo a Zy tem coeficiente angular § menor que 1/2, pois Zg estd abaixo de r. Logo
existe V vetor tangente a C num ponto Z; cujo coeficiente angular é § (ver Figura
(D.3)). Podemos supor que Z, €T. Para isto, basta supor que Z; = Z(t, ), Zo = Z(t;)
et; > t, onde Z(t) é uma parametrizagio da curva C e t; = inf{t > t; : Z(t) ¢ T}.
Assim, qualquer ponto em C entre Zg e Z; estd em T. O coeficiente angular da reta |
r', perpendicular a ¥ que passa por Z,, é —-é-, com —% <-2< —%. Como Z, €7,

cujo coeficiente angular é menor que o da reta s que € negativo, pode-se mostrar que

r' intercepta o interior do segmento (x1, g(x1))(x2,g(x2)) (ver Figura (D.4)). Este
segmento esta contido na regido limitada por {h = tg}. Isto é um absurdo, pois a
curva de nivel que passa por Zs, {h = t;} com t; < tp, estd contida em um dos
semi-planos delimitados pela reta r’ e, portanto, {h = t;} néo envolve {h = to} que

esta nos dois semi-planos. Entéo vale o lema.
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Fig. D.3

D.4 LeMA: |Vh|# 0 em {minh < h < maxh}.

(i) Vamos mostrar primeiro que qualquer curva integral, contida numa regiao con-
veniente, tem comprimento finito. Seja to € (minh, maxh|. Assim como no Lema
(D.3), podemos supor que, para § conveniente, B5(Po)N{h = to} é o gréfico de uma
fungéo concava g definida em um intervalo do eixo x de um sistema de coordenadas
xy com Py = (0,0) e g(0) = 0. Porém, nio podemos garantir que as derivadas
laterais sejam iguais em 0. Sejam Py e P2 € Bs(Po)N{h = to} tq Py esteja entre Py -
e P, e existam as derivadas nestes pontos. Sejam r e s retas tangentes a {h = to}
que passam por P; e P, respectivamente. Sejam r’ e s’ retas que passam por P; e
P, respectivamente e cujas inclinagdes sdo levemente maiores que as das retas r e s,

de forma que 1’ e &' interceptem-se em P3 acima de {h = to} (ver Figura (D.5)).

~ gt /7 e 4
J
N “r § /
L o
“\ F g
N,
25
7 b
# N
/ N
// W
N
s e %
R Rr ™
Y
v P‘x E
Fig. D.5 Fig. D.6

108



Como as curvas de nivel sdo convexas, a'regiao {h > to} estd abaixo de r e s,
enquanto o interior dos segmentos P; Py e P,P3 esté no complementar. Logo h(P) <
to VP € (intP,P3 U intP,P3) N Q. Sejam Py e Py € {h = to} tq P4 esteja entre
P; e Py, Py esteja entre Pg e P2 e |[Vh(P4)| # 0 # |Vh(P5)I (ver Figura (D.8)).
Logo existem 2 curvas integrais C e D que passam por P4 e Py respectivamente.
Como C e D passam por curvas de nivel cujos valores sdo vizinhos a tg, sejam
VieCn{h <to} eV, e€Dn{h < tp} tq h(Vy) = h(V,) =t; < to. Como Py e
Ps néio estdo em P, Pz U P,Pg, pois o trigngulo AP,P3P, foi construido de forma
que P; P3N {h =to} = {P1} e PsPsNn{h = to} = {P2}, podemos supor que V; e
V, estejam contidos em AP, P3P;. Logo a regido R limitada por C, D, {h =t} e

{h =t;} deve estar contida em AP;P3P, (ver Figura (D.7)).

Fig. D.7 Fig. D.8

Seja Ze RN{h = t;} tq |Vh(Z)| # 0. Note que Z estd entre V; e V5. Seja C' a curva
integral que passa por Z. Pelo Lema (D.2), C' deve atingir {h = to} em um ponto 7
que estd em R, pois caso contrdrio, C' deveria interceptar C ou D em algum ponto

o que seria absurdo devido ao fato de curvas integrais diferentes serem disjuntas no

interior do anel.
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Vejamos agora que o comprimento de C'NR, H}(C' N R), é limitado por
M independente do Z tomado em RN{h = t;}. Note que C' ndo deve sair de
R e, portanto, de AP;P3P, enquanto passa pelas curvas de nivel {h = t} com
t€ [ty,to]. Logo uma reta r”, normal & curva C’' em algum ponto w de C'NR, nao
pode ter inclinagdo compreendida entre as inclinagGes dos segmentos P,Ps e m,

pois neste caso, r" interceptaria o segmento PP, o que ja foi visto ser absurdo (ver
Figura (D.8)).

Fig. D.9

Logo existem ¥ vetor fixo e @ > 0, que independam de C', tq —7/2+ o < arg(V, ‘}(B))I
< w/2 — a, onde 7(s) é a parametrizagao de C'. Uma curva com esta propriedade e

contida em um tridngulo, tem comprimento finito, pois

H'(C' AR) = fxn J1+ (0(x))2dx,

onde podemos supor que o eixo x tenha a direcéo de ¥, y(x) = (x, f(x)) , onde f é uma
funcéo derivével tq |f'| < tan(7/2 — @) e x;, X2 estejam limitados. Para aplicacdes
futuras, suponhamos ainda que o eixo x tenha origem em P3 e o semi-eixo positivo

cruza {h = to}. O semi-eixo positivo de y aponta para a esquerda (ver Figura
(D.9)).

(ii) Mostraremos agora que é possivel parametrizar qualquer curva integral C’ em

R por (x(t),y(t)) de modo a ter h(x(t),y(t)) =t. Primeiro note que a curva C'NR
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pode ser parametrizada por (x,f(x)), x é x < x2. Seja g(x) = h(x,f(x)) =t.
Portanto, g'(x) = Vh(x,{(x))(1,f'(x)). Como (1,f(x)) tem a mesma diregio e o
mesmo sentido de Vh(x,f(x)), que ndo se anula ao longo de C'NR, entéo g'(x) > 0.
Logo existe a fungéio inversa g~!(t). Seja (x(t),y(t)) = (g71(t),fo g~1(t)). Assim,
t— (x(t),y(t)) é uma parametrizagao da curva C' N R. Como g=1(t) =x(t), entéo

g(x(t)) =t e, portanto, h(x(t), y(t)) = h(x(t), f(x(t))) =t.

(iii) Agora veremos que a disténcia entre 2 pontos Z e w pertencentes & RN{h = t;} é
maior que a disténcia entre os respectivos Z e @ em RN{h = to}. Sejam (x1(t), y1(t))
e (x2(t),y2(t)) as parametrizagdes de C' e C" que passam, respectivamente, por Z
e w. Primeiro suponhamos que exista t' € [t1,10] tq y1(t') = ya(t), x1(t') > xa(t').
Como {h = t'} é convexo e os vetores velocidade (x1(t'), ¥, (t')) e (x2(t'); y,(t")) tém
a mesma diregdo e o mesmo sentido dos vetores internos normais & curva de nivel
{h = t'}, deve ocorrer uma das duas possibilidades: 1) (%1(t'), ¥, (t')) aponta para
cima e para a esquerda (y,(t') > 0 e x;(t') > 0) e (k2(t'), ¥,(t')) aponta para cima e
para a direita (y,(t') > 0 e X,(t') < 0) (ver Figura (D.10)); 2) x,(t') > 0, y,(t') < 0,
X2(t') <0 e y,(t') < 0 (ver Figura (D.11)).
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Fig' D’lo Figc D.ll

Em ambas alternativas chegamos a uma contradigdo com o fato de

1
— Vh(xi(t), yi(t)) - (1,7 (x;(t))

%i(t) = g7 (1) ) >0,
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em [t;,to], onde i€ {1,2}. Logo néo existe t' € [t1,to] tq y1(t') = y2(t'). Supo-
nhamos 8.p.g que y;(t) > y2(t) Vt € [t1,t0]. Da convexidade das curvas de nivel
e do fato dos vetores velocidade terem os mesmos sentidos dos vetores normais in-

ternos, concluimos que o coeficiente angular do vetor perpendicular ao segmento

(x1(t), y1(t)) (x2(t), y2(t)), que aponta para o interior de {h = t}, é maior que

o coeficiente angular de (X1(t),y,(t)) e menor que o de (x2(t),y,(t)) (ver Figura
(D.12)).

Y A
( X:(‘r),)’lfﬂ)_ (%0, %)
CAON/D) (1), %)
P3 \ { k :T} X

Fig. D.12

Logo

72 o _n®) =% 7100

x2(t) T ya(t) —ya(t) T xa(t)
Observe que x;j(t)-> 0 parai€ {1,2}. Assim, conclui-se que y,(y1—y2)+x%2(x1—x2) >
0 ey, (y1 —y2) +%1(x1 —x2) < 0. Logo' (y; —¥2)(y1 —¥2) + (1 — %2)(x1 —x2) < 0.

Portanto,

(G =) + (71~ y2)) () <.

A partir disto, de (xl (t1), yl(tl)) =7, (x2(t1), y2(t1)) = w, (xl(to), yl(to)) =7e
(x2(to), y2(to)) = @ concluimos (iii).

(iv) Lembremos que para Z€ {h = t;} N {|Vh| # 0}, Z & a intersecgéio de {h = to}
com a curva integral C' que passa por Z. J4 foi visto que se Z estd em R, entéo

7 também estd. Mostraremos que o conjunto de tais Z’s é denso em RN{h = to}.
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Suponhamos que nio. Entdo existem w;, w, em RN{h = to} tq entre w; e w; néo
exista qualquer Z. Como P4 = V; (ver Figura (D.7)) e {|Vk| # 0} é denso em
Rn{h = t;}, concluimos que existe (Z,) seqiiéncia em RN{h = t,} N {|Vh| # 0} tq
Zn — V3. Por (iii), Zn — P4. Logo w; # P4. Analogamente wy # Ps. Portanto,
tais Z’s devem estar entre P4 e w; ou entre wp e Ps. Seja A; = {Ze Rni{h =
t1} N {|Vh| # 0} : Z esté entre P4 e w;}. Analogamente defina Ag‘. Como RN{h =
t1} N {|Vh| # 0} = A; U A,, entdo A; U Ay é denso em RN{h = t;}. Podemos
estabelecer uma ordem em A; U A, de forma que Z; < Z,, se Z, estiver entre P4 e
Zs. Se fizermos o mesmo em {h = to}, veremos que Z; < Z» -equiva.le a2y = s,
pois caso contrario, as curvas integrais que passassem por Z; e Z, interceptariam-se.
Logose Z; € Ay e Zy € Ay, entao %i & wy <wy < T Portanto, fazendo uso de um
abuso de linguagem, A; tém supremo S e A, possui infimo I. De Al' U Az denso em
{h = t1}, conclui-se que I=S € {h = t; } (ver Figura (D.13)). Logo existem Z; € A;
e Zy € Az tq d(Z41,2Z3) < d(w1,w2). Pela parte (iii), d(Z1,Z2) < d(w;,w2) o que é
absurdo, pois Z; estd entre P4 e wy, Z, esté entre ws e Pj e RN{h = to} é o grifico
da fungio g definida no inicio da demonstragéo. Logo o conjunto dos Z’s é denso
em RN{b = to}. Portanto, existe (Z,), seqiéncia em {h = t;1}, tq Z, € {h =to} e
Z, — Po.

Fig. D.13

No Lema (D.2), vimos que to — t; = an |Vh|ds, onde C, é a curva integral que vai
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de Z, a Zy,. Logo
1
to—1t1 < g:g:ﬁ|v}1] HY{(C, N R).

Pela Proposigéo (4.4),
' é::g.}ﬁth] = IVh(Zn)l.

Portanto, (to — t;)[H!(Cn N R)]_1 < |Vh(zn)|. Por (i), H(C,NR) < M Vn. Logo
(to—t1)- M~ < |Vh(2n)|. Disto, da continuidade de |Vh| e de Z,, — Po, concluimos
que |Vh(Po)| > (to — t1)M~" > 0 demonstrando o lema. o
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