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Resumo 

seguindo as idéias de S . Smale. nes~a disser~ação 

es~udamos a e~iciéncia probabilis~ica de algori~mos numéricos pa

ra equaçi!Ses di~erenciais ordinárias . Especial a~enção é dada a 

dois exemplos clássicos: os algori~mos de Runge-Ku~~a de dois e 

de qua~ro es~ágios. sendo a sua e~iciência es~imada em ~ermos de 

medidas gaussianas. Em ambos os casos. são ob~idas es~ima~ivas 

de~alhadas que levam a uma expressão para a média do erro global. 



Abs~rac~ 

Following ~he ideas of S. Smale, we s~udy ~he 

probabilis~ic efficiency of numerical algori~hms in ordinary 

differen~ial equa~ions. Special a~~en~ion is direc~ed ~o ~wo 

classical examples: ~he algori~hms of Runge-Ku~~a of ~wo and four 

s~ages wi~h ~heir efficiency es~ima~ed in ~erms of gaussian 

measures. In bo~h ~hese cases de~ailed es~imates are given. 

leading ~o an expression for ~he mean global error . 
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INTRODUÇAO 

O objet.i vo cent.ral dest.e t.r abal ho ó analisar 

eficiência probabilist.ica de algorit.mos de resoluç~o do problema 
~ de int.egraç~o de funçOes no espaço de Hilbert. ~0[0.11. e do mét.o-

do de Runge-Kut.t.a para resoluçao de Problema de Valores Iniciais 

para Equações Diferenciais Ordinárias simples de ordem 1. 

No capit.ulo 1 . n6s most.ramos os principies gerais e os 

concei t.os envolvi dos nos algori t.mos baseados no principio de 

discret.izaç~o do dominio onde o •input.• est.á definido. t.endo como 

base o t.rabalho de St.roud [171 e Traub [181 . Nós enunciamos o 

Teorema de Smale <ver [131). que mede a eficiência probabilist.ica 

dos algorit.mos clássicos de int.egraç~o. em lermos de uma medida 

gaussiana no espaço de funções ~i. No caso geral. nós verificamos o 
que o erro ocorrido. em média. por uma aproximaç~o por •splines• 

i é minimal para o problema de inlegraçllo f f(x)dx. 
o 

SUpondo conhecido o valor de f em alguns ponlos de 

[0.11 Co velor iorormaçAo de~= I<~)). nós provamos que. na apro

ximaç~o de int.egrais por quadrat.uras de ordem de exat.id~o igual a 

1. o erro eCICf)). em média. sat.isfaz 

onde K Ct.) é a função nâcleo de Peano, e ~ é uma medida gaussiana 
2 2 

C veja [ Sl) definida em L . De fat.o, est.a est.i mat.i va depende da 

medida gaussiana escolhida. No caso de quadraluras com pesos, 

exist.em escolhas nat.urais <ver [81 e [181 para uma discuss~o de

t.alhada). 

No capilulo 2, nós definimos o Problema de Valores 

Iniciais-PVI para uma Equaç~o Diferencial Ordinária simples de 

ordem 1 e m (0 , 11 e analisamos a eficiência do algorilmo de 

Runge-Kut.t.a de 2 est.ágios (conhe cido como mélodo de Euler modifi

cado). Nós supomos que o •input.• f e suas derivadas parciais de 
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ordem 1 s~o controladas por uma funç~o v E~·. obtendo que o erro o 
global de discretizaçao c em média ~ de ordem 1. mais 

" precisamente 

Nós analisamos no capitulo 3 o algoritmo clAssico de 

Runge-Kutta de 4 estâ.gios. SUpondo que o •1nput• do PVI e suas 

derivadas de ordem at~ 1 s~o controladas por uma ~unç~o do tempo 

em IH•. nós provamos que o erro global de discretizaç~o em média é 
o 

de ordem z. mais precisamente 

O método pode ser generalizado aos esquemas de 

Runge-Kutta mais gerais. Em parte, o ~ator compli c ador é a forma 

do erro local Cver Butcher[1] e stetter[15l ). Observemos que na 

maioria dos livros-texto sobre o assunto, o •input• por hipótese 

satis~az uma condiç:lo global de Li pschi tz; como a constante de 

Li pschi tz pode ser arbitrariamente grande em alguma regi:io do 

dominio. perde-se informaçã:o com tal restriç:lo. Por isso, em 

nosso estudo subs tituimos esta hipótes e pela dominaç:lo, no tempo, 

por uma uma ~unç~o de controle em espaços escolhidos a priori. A 

constante de Li pschi tz é substitui da por ~unci onai s 1 ocai s e a 

globalizaç~o do erro obtida na ~orma ~uncional. A nossa h i pótese 

permite simpli~icar a ~orma geral da estimativa sobre o erro. 

Obser vemos que nossas hipóteses n:lo s~o vazias. cons i

derando o seguinte exemplo: 

y• =)..~( t. y) • yC0)=1 (1) 

t. 
onde f'Ct,y)= yJ 'Ks)ds e lJI é uma funç5o a ser determinada. A 

o 
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solução de (1) é: 

y(D= exp { ;>.. s:S: >J<:q)dO' ds } . (2) 

Para cada v E (Hj.[0.1) queremos demonst.rar a exist.ência 
o 

de Ào ~ t.ais que t, t, 

~y'l' + Ày f ~ + À J ~ ~ I v I . (3) 

o o 

A solução da equação de Volt.erra 

t, v 
'li + 2À s~ = (4) 

2 o 

( Jt, ) 
- j. ( 

v<.) I 
) . é dada por ~ = 1 + 2Ã para O < À < 1/2. 2 

o 

Observamos que de (4) 

v t, t, 

2 "' + 
ZÀ s~ ~ À~ + 2À f~~t ~ 

o o 
t, t, 

~À~ + À J~+ Ày-~J 111 (5) 

o o 

Utilizando C5). segue-se que: 

t, t, v 
~y'l' + ÀyJ ~ + À s~~ 2 

y. (8) 

o o 

Agora. escolhendo À suf'icient.ement.e pequeno. podemos assegurar 

que 

v<.) I J] -a- ~2. 

unif'ormement.e para t. E (0.1]. est.abelendo (3). 

Ent.Ao. demonst.r amos que par a 

temos a correspondência com as !'unções 

nossas hipóteses foram formuladas . 

3 

uma classe de f'unç&s Ãf' 
t v E Q;
0 

em t.ermos das quais 



cra.bl 

I I u I 1
2 
= [J: I uc s) 12 ds r/ 2 

NOTAÇAO 

espaço das ~unç~s reais de~inidas 

e con~inuas no in~ervalo [a,bl 

norma de u no in~ervalo I=(a,bl 

I lul1,, 2= [J:Iu'Cs)l 2ds ]t/Z norma deu' no in~ervalo I=Ea,bl 

2 L [a ,bl espaço das ~unçOes para as quais 

llull
2 

é fini~o. 

2 (2) i (~) 
(H =<feC[0,1 )/f(0)=f'(0)=0. ~ es~á. definida qs e .r I f c. I < oo > 

o o 

•. .m < m- :i > < m > 2 w =<feC[0,1)/ f é abs. conl. e f E L [0,1) > 
2 

b 

SX::f)= f w(x)f(x)dx 
a. 

I ( ~) = [ f( X ) • • ••• f( X ) ) 
:i n 

f'( I(~) ) 

problema de i n~egr aç~o com peso wC x) 

ve~or in~ormação de f 

algori~mo com in~ormação IC~) 

e(!(~)) erro de um algori~mo com in~ormação 

ICf) 
f'l Q (f)=A f(x )+ .. . + A f(x ) 

i i n n 

b 
em(~)= f Km(~)f<m>(~)d~ 

a. 

c 
v 

quadra~ura com n pon~os 

erro de Peano para uma quadra~ura de 
m uma ~unção no espaço W2 . 

erro local de discre~ização 

4 
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CAP!1ULO 1 

Tópicos sobre problemas lineares 

§1.De~iniç0es Iniciais 

seja X um e s paço de Banach. Considere um operador 

S. linear ou n~o. de~inido por 

s X-> R 

~-->a=SC~) 

(1.1.1) 

. Seja c > O; nosso objetivo é descobri r uma c-aproxi maç~o 

x=xC~). x E R. para a= SC~). isto é. que satis~aça para ~ E X 

lx-af<c. (1.1. 2) 

Nós chamaremos S o operador soluç~o. ~ o elemento 

problema e a o elemento soluç~o. e claro que a soluç~o depende de 

X. De qualquer ~orma. ao par <S.~) nós nos re~erimos como o 

problema S . 

Para descobrir a &-aproximaç~o. nós devemos saber algo 

sobre ~. Nós de~inimos 

I : T ---> y (1 . 1. 3) 

como o operador informaçXo < n~o necessariamente linear ). onde 

T.Y são espaços dados . dependendo de S. IC~) é chamado de in~or

maç~o de ~. de~inida em T s X. Podemos ter •inputs• di~erentes 

que nos d~o a mesma in~ormaç~o . Se X é um espaço de ~unç~es e 

IC~) = <~<x) .~<x) •... . • ~<x ) ) • para certos pont.os x . convenien-
s. 2 n J 

temente escolhidos . nós podemos ter di~erentes ~unçôes f .f 
t z 

tais que !(f )=I<f ). 
S. 2 

Seja f E X. De~inimos 

V(~) = < g ; !Cg)=!(~) e g E X ) (1.1 . 4) 

como a preimagem de y=IC~) em X. Observemos que VC~) ~ 0 • pois ~ 
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-t 
E VCf) Vf E x. VCf) = I Cy) n X. Ademais. seja 

UCf) a: < SCg) g E VCf) } C1. 1. 5) 

o conjun~o das soluçOes SCg) de elemen~os problema g que ~em mes
-t ma informaç5.o que f. UCf) = S C I Cy) n X ) . 

Observemos que a~ravés do conhecimen~o de ICf).é impos

si vel saber qual el emen~o Q ou (3 es~â sendo aproxima do. par a 

cer~o g E VCf). Isto pode ser visto na figura 1. 

X R 

VCf) ~ 
~-----

s U(f)~ 
-->~ 

T 

y=ICf) 

Figura 1. 

Um algoritmo é um operador tp: T --> R. Seja t CI.s:> 
a classe de ~odos os algori~mos para o problema S. Jâ que 

p(ICf))=p(ICg)). V g E VCf). o que queremos é que ~aproxime um 

elemen~o do conjun~o U(f). 

X R 

VCf) U(f) 
f Ol=SCf) 
o 

/ 
ó 

y=ICf) 

Figura 2. 

. _, .. 



Para que um algoritmo seja con~iável. isto •· nos dê uma 

resposta com uma margem de erro acei~ável. nós devemos de~inir o 

erro. C De ~a~o.nós veremor;; adian~e uma discuss&o ~ei~a por 

Lyness[10l onde ele mos~ra a necessidade de de~inirmos claramen

te concei~os como precis~o e economia de um algori~mo). 

Nós de~inimos o erro do algori~mo ~por : 

e<~) = sup I ~ CIC~)) - SC~) 

!'EX 
(1.1. 5) 

Nos problemas que nos in~eressam. o que queremos é uma 

é uma es~ima~iva do erro dos algori~mos. 

Para um conjun~o A ç R. o valor 

diam c A ) = sup I a - b I ( 1. 1. 7) 
a.b E A 

é chamado de diAme~ro de A e 

rad C A ) = in~ sup I x - a I (1.1 . 8) 
xER aEA 

é chamado de raio de A. De ~ato. radCA) é o raio da menor bola 

que con~ém A. 

Se existe c E R tal que 

sup I c - a I = rad(A) 
aEA 

ent~o c é o cen~ro de A. 

(1.1. 9) 

Como exemplo • se A= C -3. -2) UC 2. 3) • ent~o r adC A) =3 e o 

cen~ro de é c = O. 

A medida do conjunto UCf) pode nos dar uma idéia do in

~ervalo de variaç~o da nossa soluç~o. Para ~an~o. nós de~inimos 

como o diAme~ro da in~ormação I o valor dCI.S) dado por 

dCI.S) = sup diam CU(~)) 
~EX 

O raio da in~ormaç~o I é o valor dado por 

r C I • S) = sup r ad C UC ~) ) 
f' EX 

7 
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Vamos definir o problema de integraç~o no qual estamos 

interessados. Seja [a.bl um intervalo fechado. finito contido em 

R. X = cra.bl. Definimos L2 Ca.bl = L2 como o espaço das funções f 

para as quais 

(1.1.12) 

é ~inito. Mais geralmente. nós podemos trabalhar com LPra.bJ= LP. 

Para um inteiro r não negativo. seja 

(1.1.13) 

. Definimos o problema t como o problema de integração 

s Wr-->R 
b 

f --> S(f) = J w(x)f(x)dx (1.1.14) 
o. 

onde w(x) é uma função parâmetro ou peso; o operador informação é 

ICf) = [ fCx). f(x) •.....• f(x) J 
i z " 

(1.1.15) 

onde os n pontos x . são os nodos do problema. em geral. contidos 
- J 

no interior de ra.bl. ~o conhecidos vârios algoritmos baseados 

na informação da forma (1.1.15). como os clá.ssicos Riemann. 

Simpson. Trapezoidal. Quadraturas de Gauss e outros. 

A quest~o é: como minimizar o erro numa classe de algo

ritmos? Adiante. nós veremos a resposta para este problema em al

guns casos particulares. considerando-se algoritmos que estão na 

classe das quadraturas de Gauss. 

Consideremos o algoritmo definido por 

" 9 C I C f)) = h I: f< ~ ) • 
Jc=s 

(1.1.16) 

a 



onde f é uma funç~o continua definida num intervalo [a.b) . Defi

nindo h =C b-a )/n. es~a é a clássica soma de Riemann de f. Sabe

se que por ser f con~inua. vale 

sup 
f EX 

b I fJ (l(f)) - .r f(s)ds I - > O • 
(l 

(1.1 . 17) 

quando n --> oo . No entanto. uma subrotina que implemente es~e 

algoritmo num compu~ador pode ser impraticável do ponto de vista 

econômico. Na classe ~CI.SO. o erro ó~imo e(l,S) é definido por 

(1 . 1 . 18) 

Um algoritmo ó~imo é. por~an~o. aquele cujo erro é ó~imo 

para uma cer~a classe. Em geral, o problema de de~erminar o algo

ritmo 6~imo es~á em aberto para uma grande variedade de proble

mas; de f a ~o. veremos no parágrafo a segui r que o conceito de 

erro 6~imo es~á dentro de um con~exlo mais amplo do que o dado 

pela definiç~o (1.1.18). 

Es~a discuss~o inicial dá uma vis~o geral do problema e 

da evolução dos conceitos envolvidos; de falo. n6s faremos um es

tudo utilizando técnicas buscando es~ima~ivas funcionais que nos 

indiquem a f"orma geral do erro de discre~izaçl:o de uma classe de 

algoritmos. 
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§2. O conceito de eficiência 

Def'j.niçJlo ·· .Uma qt.J.adratvra para o problema 1 é o método 

definido por uma fórmula do tipo 

b n 
J w<x:>f'Cx)dx = E AkCfCx,.?) + eCICf')) • 
~ k=~ 

(1.2.1) 

onde os~ sJ[o os nodos de (1.2.1). em geral distintos e todos no 

interior de [a.bl; os~ s~o os coeficientes e eCICf')) é o erro 

ocorrido na quadratura utilizando-se a informaçXo 
~ I (f) = [ f( X ) • • • • • • • f( X ) ) = [ f( X . ) ) • ( 1 . 2 . 2) 

~ " J " 
O principio do método consiste na discretização do in-

tervalo .em pontos determinados. A determinaç~o destes pontos ob

viamente procura a melhor colocaçà:o no sentido de diminuir o 

erro. A idéia de efici~ncia de um algoritmo. no entanto. é mais 

ampla do que simplesmente minimizar o erro. 

Em 1978. Lyness[10J fez uma conferência sobre este e 

outros assuntos. mostrando que a efici~ncia de um algoritmo pode 

ser medida em terl'nC)s de 

Ci) precis~o dos dados obtidos nós fixamos uma certa margem de 

erro. a priori; admitindo que o nosso algoritmo produz um 

resultado dentro desta margem. nós podemos dizer que ele é 

conf'iá.vel. 

Cii) economia : devido ao elevado custo de uma sessXo de computa

çà:o e do esforço di spendi do na programação. o algoritmo deve 

minimizar o tempo gasto tanto numa etapa quanto na outra. 

Como exemplo. tome o problema de calcular a integral 

~ 

JCf") = J f"Cx:>dx 
o 

(1. 2. 3) 

por uma sequ~ncia de quadraturas do tipo (1. 2 . 1). denotando por 

Q"Cf") cada termo da sequência quando tomamos n pontos na 

discretizaçà:o do intervalo. 

10 
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Nós sabemos que lim I Qn(f) - J(f) 
n- > tD 

l = O • pa~a loda f 

i ntegrá.vel. mesmo tendo um nâme~o finito de singula~idades. 
n Entret-anto. com respei 'lo à sequênci a Q (f) podemos apon'lar os se-

guintes aspectos : 

1) se nós desejarmos uma det-erminada precis~o. é dificil 

determinar qual o termo da sequência que nos dá. esta precis~o . Em 

oulras palavras, dado e > O • qual o valor n = n ( c ) de pon'los 

que nos garant-e a precis~o den'lro desta margem de erro ? 

2) se f possui singularidades, a convergência pode ser ex~rema

menle lenta. 

Nos anos 50, quadrat-uras foram incluidas em livrarias de 

subrotinas< 'Romberg in'legration•, 'Adap'la'live Simpson routine• 

e outros) e, em 1975, Davis & Rabinowitz publicam o primeiro 

livro dedi c ado exc lusivamente à quadratura numérica. 

Em 1971, Kahaner mos'lrou os result-ados de uma bateria de 

tes'les para comparar o desempenho de várias ro'linas em vários 

problemas. Ele utilizou 

N = 21 diferentes funções, 
p 

N = 11 diferent-es ro'linas , 
l 

N = 8 diferent-es valores tolerância = & 
& quad • 

totalizando 1848 diferent-es experimentos . 

Os parAme'lros princ ipais em c ada experimento eram 

n = número de nodos da fórmula ; 

&~eal = I Q(f) - J(f) I = precis~o real atingida . Se c >c • real quad' 
a ro'lina falhou. 

O resultado deste 'les'le foi explosivo. segundo Lyness, 

porque nenhuma ro'lina provou ser a melhor. 

Por exemplo, a fórmula do trapézio de n-pon'los é mui'lo 

melhor que a de Gauss-Legendre para o cál c ulo da in'legral 

~ 

J 
2 

dx 
2 + si n(n:x) 

o 

11 



Antes de enunciarmos o Teorema de Smale. observemos que 

a discuss~o ~eita acima nos mostra que devemos buscar resulta

dos mais precisos nas nossas estimativas . O resultado de Smale 

ilustra este ~ato. na medida em que nos dá fórmulas fechadas para 

uma certa classe de ~unções. para o grau de exatid~o dos algorit

mos clássicos de integraç~o. 

1 2 



§3.0 Teorema de Smale 

O resul~ado cen~ral des~a seç~o é a medida do erro ocor

rido nos algori~mos clâssicos de in~egraçXo de uma funç~o 

f E C(0,1): 

" Riemann Rh (f)= h E f(kh) (1.3.1) 
k=~ 

( 0.5(f(1)+f(0)) 
n-~ 

) Trapézio Th(f)= h + E f<kh) (1. 3 . 2) 
k=~ 

Simpson " " sh<f)= ~ (f<1)+f<0)+2 E fCkh)+2 E fC2k-1)h )· 
k=~ k=~ 

(1 . 3 . 3 ) 

Aqui h é o acréscimo fixo, sendo h = 1/n para os métodos 

(1.3.1) e (1.3. 2) e h= 1 / (2n) para (1.3.3). Observemos que !(f) 

para (1.3 . 1) e (1.3 . 2) é o ve~or 

ICf)= [ fCxk) (1.3 . 4) 

enquan~o para (1.3 . 3) é o ve~or 

(1.3.5) 

Para es~imar e(lh(f)) ,sendo ~h(f)=~h qualquer um dos 

três algori~mos definidos acima, o método consiste em in~roduzir 
~ uma medida gaussiana no espaço de funções ~ • que é um espaço de o 

Hilber~. e utilizar teoremas gerais sobre representação de 

funcionais lineares limi~ados. Isto é motivado pelo fato do erro 

ser um funcional linear: 

~ (i) e(l(f)+!Cg))= e<ICf))+e(l(g)), V f. g E ~o • 

Cii) e(al(f))= oe(l(f)), V o E R. V f E ~~. 
o 

13 



Nós vamos enunciar o Teorema de Smale. que mede a 

eficiência probabitistica des~es algori~mos num espaço munido de 

uma medida gaussiana Cver [8) e [13J). 

sejam r·. r·· as 1~ e a~ derivadas de f; definimos os 
k espaços de Sobolev~ • k = 1.2 e o produ~o interno <f.g>k 

respec~ivamente por : 

[ <f.g> = fCO)g(O) + f~f•(s)g•(s) ds 
~ o 

[ 

nais 

Consideremos os subespaços 

~~ = < f E ~~ / fCO) = o > 
o 

~z = < f E ~z / fCO)=f•co)= o >. 
o 

5eja 

J 

consideremos neste espaço o operador 

~~--> 
o 

f'--> 
• 

J(f) = J
0 

f'Cs)ds. (1. 3. 8) 

Os algori~mos (1.3.1).(1.3.2) e C1.3.3) def'inem f'uncio

• Rh .sh .Th: IH
0
-? R (1.3.7) 

e para um cer~o h. o erro em calcular J(f) por estes funcionais é 

dado respectivamente por 

(1.3.8) 

(1 . 3. 9) 

(1. 3 . 10) 

14 



onde a notaçao utilizada mostra claramente a dependência do erro 

em relaç~o à h e (. . 
• Para f' E IH
0

• estas quantidades t.endem a zero quando 

h --> o. teoricamente. Para estimar em média os f'unci onai s e • 
R 

e • e • nós precisamos de uma medida no espaço de f'unçôes. Este 
S T 

é o resultado de Smale; para tanto. nós vamos d ef'inir a medida de 

Wiener em um espaço de Hilbert. 

O espaço C(0,1J equipado com a norma do supremo 

I I f' I I = sup I f' c t.) c 1 . 3. 11 ) 
l•tO,j,l 

é um espaço de Banach. Seja 8 o campo de Borel de C[ 0,11. Um 

subconjunto C de C(0,1l da f'orma 

c=< f' E C(0,1l ; ( f'Ct ),f'(t ), .. . . ,f'(t )) E E} (1.3.12) 
t 2 n 

onde O<t <t < . . . <t.. :$ 1 e E é um subconjunto de R" será chamado de 
t 2 " 

cilindro. Def'inimos em C a int.egral 

2 
u 

wCC)=[C2n)"t. Ct -t. ) . .. Ct -t ) ]-t /
2 J 

t 2 t n n-t exp{-[~ 

Cu - u ) 2 

2 1 

t -t 
2 1 

+ + 
Cu -u 

n n-1 

t - t, 
n n-t 

E 

) 2 

du du ... du 
1 2 " 

+ ... 

(1. 3.13) 

que é a medida de Wiener em C[ 0,11. A integral em C[ 0,1) com 

respeito a w é a integral de Wiener; se f' é uma f'unç~o int.egrá

vel, sua integral será denot.ada por 

De f' ato. a 

f'( x) wC dx) . 

C( 0,1 J 

medida de Wiener é def'inida 

(1 . 3. 14) 

em IH' 
o 

e 

associada a uma f'orma bilinear. Nós podemos estender ao campo de 

Borel de C[0,1J, e f'azer as estimativas nest.e espaço. Ent~o. con

siderando-se os espaços de Sobolev IH 1
• IH2 e seus subespaços IH 1 

• 
o 

~2 • nós t.emos uma medida gaussiana ~; agora nós vamos enunciar a 
o 

seguint.e proposiç~o : 
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Proposiçtk:J. Seja L : IH -> R um funcional linear-

limit.ado definido num espaço de Hilber-t. IH . Ent.~o a média de L 

sat.isfaz 

E w Lx I = 

XE IH 
Como norma de L 

11 L 11 = 

~/Z 

( 2 1 li n 

• nós podemos 

sup I Lx I 
llx11=1 

L ((. (1. 3.15) 

det'inir-

(1. 3.16) 

ist.o é. o sup de I Lx I t.omado sobre a •esfera unit.ár-ia• de IH. 
Como aplicaç~o da pr-oposiç~o. nós vamos est.imar- o cust.o 

em média dos algorit.mos Rh • Sh e Th nos subespaços IH~ e IH~ 

Q Ieorema de Smale. 

s Ci) Em média. para t'unçOes de IH • par-a obt.er a mesma precis~o. o o 
mét.odo do t.rapézio cust.a a met.ade da aproximaç~o de Riemann. 

Precisament.e : ~/Z 

esC h) ( 2 ) h 
h 1/n. = • = 

R n '-./3 
(1. 3.17) 

esC h) = _1_ esC h) h = 1/n. 
T 2 R • C1. 3.19) 

z Cii) Em média. para funções de IH • a regr-a de Simpson é mais o 
bar-at.a ou menos cust.osa que a apr-oximaç~o de Riemann. De fat.o. 

~/Z ~/2 

e;c h) = ( ~ ) ~ (1 + o. 5h + h 
2
/1 o J h = 1 /n (1. 3.19) 

h = 1/Gn . (1. 3. 20) 
3'-../15 

Nós podemos ent.ão fazer as seguint.es considerações sobre 

o Teorema de Smale : 
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1) as hipóteses s~o ve~ificadas pa~a uma classe g~ande de 

!"unç&s; 

c) nos dâ f'6~mulas f'echadas, que pe~mi tem a compa~aç~o dos 

~esultados obtidos ent.~e si, possibilitando a compa~aç~o no caso 

de se~ obt.ida uma f'6~mula pa~a o e~~o em out~os métodos. A pa~ti~ 

dest.e ~esul t.ado, n6s conject.u~amos que, em média, n6s te~emos 

estimat-ivas da mesma f'o~ma pa~a o erro oco~~ido na resolução 

numé~ica de Equações Dif'e~enciais po~ algo~it.mos que disc~et.izem 

o dominio onde está. def'inida soluç~o do p~oblema. 

Pa~a uma prova do Teo~ema. veja C13l. 

17 
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§4.Quadraturas de Gauss 

Nesta seç~o. vamos discutir alguns conceitos importan

tes sobre quadraturas e vamos mostrar os resultados conhecidos 

que respondem em parte às quest~es discutidas na seç~o anterior. 

De~iniçao. Seja Qn(~) a quadratura de n pontos 

n 
Qn(~) = E Ak(~(xk)) 

k=s 
b 

uma aproximaç~o para a integral J 'N(x)f(x) dx . 
CL 

(1.4.1) 

A ~órmula (1.4.1) tem grau de exatidão g se é exata. is

to é, eCIC~)) = O para todos os polinômios de grau S d e não é e

xata para todos os polinômios de ordem~ d + 1. Nós podemos re

presentar o erro numa ~orma integral. o que nos permite obteres

timativas para uma certa classe de funçOes. 

Se 'NC x) > O em [ a. b l • nós podemos descobri r os coe!' i -

cientes ~ para uma certa escolha dos nodos xk tais que a f'órmula 

(1. 4.1) seja de grau 2n - 1 Tais ~órmulas são chamadas de 

n-~órmulas ou o-quadraturas de Gauss . 

De~inição. Sejam x. t dois nómeros reais e k um 

inteiro ~ O. Nós definimos 
)c 

C x-t ) • se x ~ t 

( X - t )~ = [ (1.4.2) 

O • se x < t . 

Teorema C do núcleo de Peano ). Suponhamos que a fórmula 

(1. 4.1) tem grau de exatidão Q. e todos os pontos xk estão em 

[a,bl. Sejam um inteiro positivo 1 S m- 1 S d. Então existe uma 

~unç~o K Ct) tal que 
m 

b 
e(l(f)) = J Km(t)f<m)(t)dt (1.4.3) 

CL 
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para qualquer ~ ~ wmca.bl. A ~unçao K Ct) pode ser definida por 
2 m 

Cx-t)m- ~ b 

Cm-15 T ] = J Cx-t)m- ~ 
+ 

n 

(m-1)! dx 

Cx-t) m-~ 
I:~ + 

k= ~ Cm-1)! 
a. 

chamada de ~unçao núcleo de Peano. 

Pela desigualdade de Schwarz em (1.4 . 3). obtemos 

2 b b 
e<IC~))I ~ J IKmCt)l 2dt J l~<m>Ct)l 2dt 

2 No espaço L 

a. o. 

nós obtemos de (1 . 4 . 5) 

b t/Z 

ec I c f")) I ~ ( J I K m c t) I 2 ) I I~< m > I I . 
a. 

C1. 4. 4) 

(1. 4 . 5) 

(1. 4. 8) 

Logo. par a rni ni m.i zar I eC I C f")) I • nós devemos mi ni mi zar 

IIK Ct) li . A soluç~o para este problema é dada pela aproximação 
m 2 

por • splines •. 

Def"inição. Sejam dados xJ • j=1 • . . .• n • n ~ 2 pontos 

distintos sobre o eixo real. Nós dizemos que a f"unç~o G(x) é uma 

•spline• cúbica natural com nodos x . se 
J 

1) G(x) é linear- nos intervalos C - oo • x l e [ x • + oo) 
~ n 

2) em cada um dos intervalos 

( Xi • X ] • [ X • X ) • • • • • [ X ,X ) • · z z s n-t n 

GC x) é um pol i nôrni o cúbi c o C em geral • um pol i nôm.i o di f" e r ente em 

cada intervalo); 

3) G<x). G•Cx) e G• •cx) s~o continuas Vx • - oo < x < oo . 

A idéia é utilizar- a interpolaç~o por •splines• para 

obter uma aproximação par a a integral de f" . Seja a aproximação 

b 
J ~Cx)dx = (1.4 . 7) 
a. 

onde G(x) é a •spline• cúbica natural com nodos x .x •. .. • x que 
t z n 

interpela ~(x) nestes nodos. 

dratura de or-dem~ 1 . isto é. 

Ent~o a f"órmula (1.4 . 8) é uma qua-

eCI (f")) = O se ~ é polinomial de 
o 
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ordem~ 1 e existem constantes A ,A •. . . ,A. lais que 
• 2 n 

b 

J GC:x:>dx = 
CL 

A f(x ) + A f(x ) 
• • 2 2 

+ ... +A f(x) 
n n 

(1 . 4 . 8) 

Nós enunciamos o seguinte resultado imporlanle para o 

erro nas quadraturas : 

Teorema 1.4. 1. Entre todas as quadraturas do lipo 

(1.4.1) com ordem de exalidlo igual a 1, nós lemos que a aproxi

maç~o dada por •splines• é a de maior precis~o. islo é. a 

integral 

b 

f 
CL 

IK Cl) 12 dl z é m1nima. 

Para uma prova ver stroud (17J. além de outros resulta

dos, ilustrados com exemplos. Em Traub [1Sl. nós encontramos uma 

discuss~o mais detalhada. 

Teorema 1 . 4.2. Em média, o erro ocorrido na aproximação 

b 
da integral fa.~(x)dx por uma quadratura do lipo (1 . 4 . 1) de 

primeira ordem salis~az em ~· o 

(+) (1.4 . 9) 

Prova. Consideremos a inclusão injetiva i: f<z> ___ > f<t> 

de ~z em ~1 . Pelo Teorema de Peano, para ordem = 1 erro po, de o o • o 
ser dado por b 

e<!(~)) = f K2Cl)~<z>(l) dl 
CL 

Pela desigualdade de Schwarz. obtemos 

b 

e<I<~)) 2 ~ (f IK2 Cl) l
2
dt) li ~11:,z 

CL 

20 
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onde 

Tomando a esperança, ob~emos 

Pelo exercicio 20 de [71 , ~emos 

= _1_ 
o (1. 4.10) 

onde S é a covariància associada com o •operador de Dirichle~· 
1.1 

discu~ido no apêndice des~e ~rabalho. De (1.4.10) segue o 

resul~ado desejado . 

devemos minimizar 

Logo, para minimizar o erro, em média, 

b 
e

2
CICf)) = J I K2C~)I

2d~ (1.4.11) 
a. 

denominada constante do erro de Peano. Em par~icular, nós 

encon~ramos em [17J uma tabela com valores de e ,m ~ 2 
m 

para fórmulas de Gauss-Legendre e quadra~uras de Romberg, além 

de ou~ros algoritmos. para o in~ervalo [-1,1). 

Em geral, a mini mi zaç~o do erro de Peano dado por 

(1.4 . 11) nos leva a uma expressão quadrà~ica nos coeficien~es A .. 
J 

Em fórmulas clàssicas, onde conhecemos de an~emão ~ais coefi-

coeficien~es, nós podemos utilizar resultados como o lema 46 de 

[ 111 , para minimizar tal expressa:o. 

Em (18J • nós encontramos uma discuss~o mais geral para 

o problema de integraça:o 

i 

S:f) = J wCx)fCx)dx 
-i 

(1. 4. 12) 

onde w(x) é uma funç~o paràme~ro, não necessariamente constante e 
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r satisraz uma certa ordem de regularidade. em geral. expressa na 

rorma : para algum r ~ 1. 

t t / p 

I I r r I I = ( J I r< r> c o) I P da ) 
p -t 

(1 . 4 . 13) 

é ~inito para p E [1.+oo J. 

Em ~unç~o do número de nodos. a ordem de regularidade de 

r e a runç~o parâmetr o . nós podemos determinar o grau de exatid~o 

de quadraturas de Gauss-Legendre. Gauss-Chebyshev. e outras . 

Para operadores de maior ordem e a covariância veja [41. 

exemplos 3.3 • 3 . 4 . 
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CAP1TULO 2 

O erro em média de alguns algorit.mos numéricos 

para Equações Dif'erenciais Or di ná.r i as 

§1.Def'iniç0es iniciais 

Def'iniç~o. Um PVI- Problema de Valores Iniciais - para 

uma equaç«o dif'erencial simples de ordem 1 é o problema def'inido 

por 

{ y• ( t.) 

y(O) 

= f'( t.. y(t.) ) 

= c . 

0:Çt.:ÇT. (2 . 1.1) 

Nós vamos supor que exist.e urna soluç~o z: t.---> z(t.) do 

PVI. Est.amos int.er·essados em algorit.mos baseados no princ ipio de 

discret.izaç~o. Part.icionando o int.ervalo (O,TJ em subint.ervalos 

de compr i ment.o const.ant.e igual a h = T/ n. n E (N. obt.emos urna 

grade com nodos 

onde 

t. = h . 
i. 

t. -t. =h 
V V-i. 

.t. = vh, 
v 

. t. = nh = T , 
" 

(2.1 . 2) 

(2 . 1 . 3) 

Nós vamos assumir que o acréscimo h é const.ant.e . embora 

em alguns casos seja rec omendável t.rocar o valor de h em alguns 

passos d o mét.odo, no sentido de melhor ef'iciênc ia. 

Nos so algoritmo vai produzir uma sequência de apr oxima

ções sobre os pontos da grade : 

= zCO) = c 

~ zCh) yt. 

Y" ~ zen . 

(2.1.4) 

Def'inição. Um método numérico para um PVI é dit.o de or-

dem m se é sat.isf'eit.a a desigualdade 

I zCD - y I ~ C hm 
" 

(2. 1. 5) 
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para h su~icien~emene pequeno, C: CC~;CO,TJ) é uma cons~an~e que 

depende do in~ervalo e do •inpu~· ~. In~ui~ivamen~e. é claro que 

para uma ~unção ••bem compor~ada•• nós podemos calcular o valor 

de C ou ~ermos uma boa es~ima~iva sobre C. De ~a~o. em (1J e C7l 

são ~ei~as es~ima~ivas de C para o mé~odo de Eul er, que embora 

mui~o pouco u~ilizado hoje em dia, nos dâ uma idéia de que ~ipo 

de resul~ado nós podemos ob~er em ou~ros mé~odos. 

Para es~udar o erro de um mé~odo . nós somos levados a 

considerar a solução local nos subin~ervalos I =C~ .~ ). De ~a-
v v-~ v 

~o. é impossivel ••con~rolar•• a solução em in~ervalos mui~o 

grandes . Nes~e pon~o. nós devemos ~azer considerações sobre es~a

bilidade e convergência. 

Nós vamos deno~ar por z ( ~) a solução local do PVI em 
v 

I =C~ .~ ), is~o é, a ~unção que sa~is~az 
v v--t v 

z C~) = zC~) 
v 

em I 
v 

----------~_.----------~-> 
Iv T 

Nós vamos ~rabalhar no espaço de Hilber~ 

(H~ =< ~: ( O, 1 J -->R / ~( 0) =O & ~ • E L 2 
[ O, 1 J } 

o 

(2.1. 6) 

ca.1 . 7) 

Nes~e espaço, nós in~roduzimos a medida de Wiener e po

demos es~imar o erro ocorrido em alguns mé~odos de resolução de 

EDO•s. Nós en~atizamos que a es~ima~iva ob~ida para o erro global 

depende da medida no espaço de ~unções, e que nossa ~écnica pode 

ser claramen~e es~endida a classes mais gerais de problemas. 
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§a. O método de Runge-Kutta 

Uma particular classe de métodos de resoluç~o de EDO•s 

simples s~o os chamados •métodos de passo para trás•. no sentido 

que. para calcular o valor da soluç~o num ponto t da grade. nós 
v 

1 evamos em conta o valor da sol uç~o nos pontos t t • 
v-~ v-2 

.t . para um certo k . 
v-k 

Em particular. n6s estamos interessados em métodos de um 

passo para trás. isto é. em métodos que nos d~o o valor de 

Y = y(t) a partir do valor de y = y(t ). N6s vamos v v v-f. v-t 
inicialmente de~inir o método de Runge-Kutta de s-estágios como 

visto em St.roud [17J, e estudar alguns casos particulares. 

Definiç~o. O método de Runge-Kutta com ~ estágios C cada 

g é um estágio) é dado por : 

y = yCO)= c 
o 

yll = yv-t + h C A 9 + A g + + A g J f. f. 2 2 Q Q 

gf. = f( t. .y ) 
v- f. v- t 

g:'t = f(t + Ot h.y + (1:'t~hg1) ca.a.1) 
v-~ 2 v-~ 

g = ~(t + Ot h.y + (1 g + ... + (1 hg ) 
• v-1 • v-1 et t e,e-1 e-t 
v= 1.a.3 .... 

Para ordem ~ 4. n6s temos métodos de ordem k com k está

gios. Para k > 4. os métodos precisam de mais de 4 estágios. Re

sultados mais garais que relacionam a ordem com o número de está

gios do método de Runge-Kutt.a podem ser vistos em Butcher [11. 

Em particular. para s = a. o método geral é : 

yo = y(O) = c 

Yv = yv-t + hCA g + Azgz ) 1 f. 

91 = f(t .y ) 
v-1 v-1 

c a. a. a) 

g:'t = f(t + ah.y + h(1g ) 
v-1 v-1 t 

Aqui a. (1. 

três equações 

A • 
1 

A
2 

são parâmetros que devem sat.i sfazer 

a5 



[

A+A=1 
t 2 

A Ol = 1/2 
% 

Ol = ~. 

Uma solução particular destas equações é 

Cê. ê . 3) 

A c o. A c 1 . Ol = ~ = 1/2. que nos dá o método de RK de 
j. z 

2-est~gios que vamos estudar a seguir. Nossa técnica consiste em 

analisar a ~orma do erro local, supondo certas condições sobre o 

'input • do problema e estimar o erro global. em termos de uma 

medida num espaço escolhido a priori. 
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§3. O erro no método de Runge-Kutta de 2-e~~ágio~ 

Consideremos o PVI-1 de~inido por 

{ 

y•ct) = ~ct.y(t)) • t E co.1J 

y =c. 
o 

(2. 3.1) 

SUponhamos que o PVI-1 tenha uma soluç~o. denotada por 

z: t ---> z(t).Definimos o ~uncional 

lp(t)= sup li z(s) li . (2. 3. 2) 

O~s~t 

Nós vamos supor que f satisfaz as Hipóteses Iniciais CHI-1) 

li' f 
sup I j ~ lv<t)j 

IYI~v-<:t) ~k 
k=O, 1 (2. 3. 3) 

onde k=O denota f(t,yCt)), e 

I : ~ lvCt) I ( 2. 3. 4) 

para alguma funç~o v(t) E 

generalidade, já que n~o 

IH t 
o 

podemos 

in~e~valcs arbitraria~en~e g~andes. 

Nós supomos T=1 sem perda de 

controlar a solução em 

Definição. O método de RK de 2-estágios ou método de 

Euler modificado é dado por : 

[ Y = y + hf(t + 0.5h·.y + 0.5hf(t ,y )) 
v v-t v-t v-t v-t v-t 

(2. 3. 5) 

As igualdades (2 . 3.5) definem explici~amente a sequéncia 

de aproximaç~es yv Cveja (2.1.4)). Definimos o erro local de dis

cretização por 

& = z - y v v v c2. 3 . eo 
onde zk= zCtk), yk = y(tk). Queremos estimar c = z(1) - y , bus-

" " 
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cando comparar o erro global com alguma potência de h. 

Sendo I =C~ .~ l segue da definiç~o de z(~): 
v v- ~ v 

z = z + J
1 

fC~.z(~)) d~ 
v v-~ 

v 

Podemos escrever 

c =c +J
1 

CfC~.z(~))-f(~ +0 . 5h .y + 0.6hfC~ .y )Jdt. 
v v-~ v-~ v-~ v-t v-t 

v 

Denotando t +0. 6h por ~ • podemos escrever : 
v-~ v-t/2 

fCt.zC~))- f(~ .y + O.ShfCt ,y )) = 
v-t / 2 v-t v-~ v-t 

= <f<t.zC~))-fC~.z )} + <f<~.z )-f(~ .z )} + 
· v-~ v-t v-t/2 v-i 

+ {f(~ .z )-f(~ .z +0. 5h)} + 
v-i / 2 v-i v-t/2 v-t 

+{f(t .z +0.5h)- f(~ .y +0.6hf(l .y )} = ~ ~ v-t/Z v-i v-t/Z v-i v-t v-t ~ 
k= 

onde 

t M 
A = r Cl.z +qCzCl)-z ))(z(~)-z )dq 

1 Jo 8y v-t v-t v-t 

~M 

~= Jo~~v-t/2+q(~-~v-t/2).zv-t)(l-~v-t/2)dq 

1M 
~= fo 8y Ctv-t/2 .zv-t+ qC0.9h))C0. 5h)dq 

i M 
A= ro ~. <t ,y +a+qCz -y +0.5hC1 - a)))(c +C0.5h-a)dq 

4 J, "Y v-t/2 v-t v-t v-1 v-t 

Agora.n6s vamos es~imar os fl.j. j=1 • ...• 4. utilizando 

as hip6~eses iniciais sobre f e suas derivadas. e outros resul

tados do Câ.lculo Diferencial. como a desigualdade de Schwarz. 

N6s vamos fazer algumas es~ima~ivas intermediárias locais. islo 

é • par a l E I = ( t • ~ J • 
v v-t v 
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Es~ima~ivas In~ermedi~rias 

1)1 z(~)- zv_ .. l ~ ht / ZII v 11 
~ ~.z,v 

Prova : z(~) é soluç~o do PVI-1 logo podemos escrever 

t t 

lzC~) - z I= IJ ~ce.zCG))d$ 
v-~ 

t. 
v-t 

~ J I ve 8 ) I de ~ h'/ 
2 I I v I I 

t. 
v-t 

~ . z,v 

t 

j '- que f I ve 8) I de ~ c ~-~v- t) t / z I I v 
t 

llz,v ~ht/2 11 V 11 • 
~.z ,v 

v-t 

poi s I ~ -~ I S.. h em I e I I v I I 
2 

, v S.. I I v 11 . v-t v t,z , v 

2) I z - z I _< c o. 5h) '/ 2 I I I I 
v-t v-t/2 V t , 2 ,v 

Prova: decorre de~ - ~ = 0 .5h 
v-t/2 v-t 

e 1). 

3) I z - y I < c + c o. 5h) '/ 2 I I v I I 
v-t/2 v-t - v-t t,Z,v 

Prova escrevemos I z - y l=lz -z +z -y I 
v-t / 2 v-t v-t/2 v-1 v-1 v-t 

e da de~iniç~o do erro local e de 2). ob~emos 3). 

A seguin~e in~egral nos será útil : 

~ 
v 

J I ~-~ I = o. 25h 2 • 
v-~/2 

t 
v-t 

De ~a~o . integrando para ~ < ~ < ~ • escrevemos a integral 
v-t/2- v - :t 

acima como : 

f I t, -t, I = 2Jt v c t. -'l ) = c ~ -~ ) 2] 'l v- t = 
Iv v-t/Z t v-t/2 v-t/2 

V-1/2 'l 
v-t/2 

An~es de seguir.vamos enunciar uma estima~iva 

bas~ante ú~il na ~orma de um lema 
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Lema 1. Para t E I = [t ,t J ,lemos 
~ v v-t v 

I hv<tll) I <_ <hS./Z+ 1. 4hS/Z) li v li 
,... t,Z,V 

(2. 3. 7) 

Prova: hv<t ) = hv<t ) + h Cv<t ) - v<t )] • donde 
~ v ~ v 

Schwarz 

lhv<t ) I 
~ 

~ thv<t ) 1 + 
v 

fhCv<t ) 
J.1 

- v<t )li 
v 

lhv<t ) I ~ I J v<s)ds I + I s [ v<t ) - v<s) Jds I 1-i I I J.1 
v v 

Estimamos a primeira integral pela desigualdade 

I J v<s)ds I 
l 

~ ht/Z li V I f ~ h 1
"

2 11 V li 
z,v i,2,v 

v 

Para estimar a segunda integral, escrevemos 

t 8v 
vCt) - v<s) = J <t + qCs-t ))Cs-l ) dq 

1-i bl J.1 J.1 J.1 o 

Pela substituiç~o (7 = t + qCs-t ) • temos : 
1-1 1-1 

- v<s) Jds I 
·'~ 

[ {s 
ltv 

(a)do] ls [v(t, ) = 
I J.1 hl 

v v ~ 

~ I I v I I f. , 2 , v f 1 I 
v 

t 
< Z I I I I J v c a - t ) 1 

/ 
2 

da 
- v f.,2,v ~ 

t 
~ 

dsj 
I 

< 

< 2 li v 11 2
3 (t, f.,2,v v 

- t.,?S/2 ~ --!--n3 9/Zff V f f 
,... t,Z,v 

de 

Estas desigualdades provam o lema 1. Logo. estimativas 
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envolvendo produ-tos na f'orma hv< 't ) • para t.. E I s~o equi va-
1-..t 1-..t v 

le~'tes. e nos possibili-tam es-timar com maior generalidade os 6j. 

l11 

Nós es-timamos 6j • j=1.2.3.4. obt..endo : 

~ lzCt) - z lvCt) ~ vCt)hi"' 2 11 v li v-t i,Z ,v 

~ I -t --t I ve t ) • v-i/2 1.1 

~ o. 5hvCt ) • 
1-l 

~c vC't) + 0.5hvCt) + 0.5hv2Ct) 
v- i 1-l 1-l 1-l 

Observemos pela def'iniç~o do erro local que nós podemos 

escrever 

(2. 3. 9) 

sendo cada integral calculada no subint..ervalo I =Ct.. .-t l . v v-i v 

Pelas estimativas in-termediárias e pelo lema 1. 

obtemos: 

Jt l11 ~ vC't)h 1
/

2 llvll 2 

. t,2,V C2. 3. 9) 

fi ~ s_ o. 25h 2 ve t ) s_ c o. 25h 9 
/

2 
+O. 35h 5 "' 

2
) I I v I I 

1-l t,2,v C2. 3.10) 

fi ~ s_ o. 5h 2 vC -t ) ~ c o. 5h 9 /
2 +O. 7h 5 / 

2
) I I v I I 

1.1 t,z,v (2 . 3 .11 ) 

c a . 3.12) 
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SUbs~i~uindo es~as es~ima~ivas em (2.3. 8), obtemos 

lc I < C1 +A )lc I + B v - v v- i v 
• v= 1. 2 •.. . • n. 

e 

X Por induç~o e notando que 1+x ~e obtemos 

n n 

I cn I ~ (I c1 I + vft Bv ) exp lft Av ) . 

Por definição, temos : 

. h 

I c
1

1= lzt- y.t=\ J fCt,z(t))dt -hfC0.5h,y0+0.5hy~) I ~ o 

h h 

S. f lfCt,zCt)) I + hvCt ) ~ J lvC~) ldt + hvC~ ) ~ 
o ~ o ~ 

Pela desigualdade de Schwarz, 

n 
i/2 

I I v I I t • 2 • "~ n I I v I I 1 , 2 . 

De nh = 1, segue-se que 

n 

~ A..,~C1 + 1. 4h) llvll L. t,2 
v=t 

n 

~ B S.,C1.25h+1.75h2
) llvll +(1.5h+1.4h2 +h9

) llvll 2 

f.. v t,Z i,Z 
v=t 
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O.~inindo os ~uncionais I e ~ 

'I'=~ h. v) =C 1 +1. 4h) I I v I I • 
', z 

(2. 3.19) 

z 
~=~Ch.v)=PCh) llvll + Q(h) llvll • t,z t,~ 

ca. 3.19) 

(2. 3. 20) 

(2.3.21) 

podemos escrever c a. 3. aa) 

2 Tomando o quadrado e lembrando que x ~ 2exp(x). obtemos 

c I 2 < 2h exp( ~ + 2~. Calculando a soma t +2'1' • obtemos: 
n -

c I 2 < 2h ex'P f c 4 + ? c h)) I I v I I + ? c h) I I v I I z ] 
n - l Z ~.2 8 1,2 

onde? Ch)=1.25h 1
,.

2 +4.2h +1.76h9
/ 2 

2 

e 

c a. 3. 23) 

c a. 3. 24) 

c a. 3. 25) 

Escolhendo uma partição com mais de 20 pon~os. ~eremos h< 0.06 

segue-se que P
2

Ch) ~ 0.5 e P
8
Ch) ~ 1 logo 

I c I 2 ~2hexp [4. 51 I v I I + I I v I I 2 
] ; tomando a esperança. obtemos: 

n t.,Z t.,2 

E 1-l c I c" I 
2

) ~ 2hE 1-1 [ exp ( 4 . 5 I I v I I ~ , z + I I v I I : , 2 ) ] ~ 

~ êh [E 1-1 ( exp4 . 5 I I v I I ~ , 2 ) 

2

] 

1

,. 

2 

[E 1-l ( exp 1 1 v 1 1 = , 2 ) 

2

] t. / 

2 

E c I c I 2 ) s_ êh [E c exp9 I I v I I ) ] 
1 

/

2 

[E c expa 1 1 v 1 1 2 
) ] 

1 

/ 

2 

• 
J..l n 1-l 1,2 1-J ~.z 
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Pelo lemas a e 3 do apêndice, obtemos 

f E c e>..-p9 I I v I I ) ] i.,. 
2 

S. exp( 81 /24) ~ 29. 23. 
[ ~ f.,Z 

C2. 3. 26) 

[ -, I ]-f./2 E c exp2 I I v I I z ) == c 1 - 4{1 ) 
~ f.,Z " n=t. 

C2. 3. a7) 

Seja r= - 4
-

" 2 n 
ent~o C1-4~ )- 1 < 1 + 4n-z, donde 

'~n -

00 00 00 

[ n= i. C 1 -4{1")- t] t,. "~ [ I C 1 + r")] ~,,." ~ exp f o. 25 í r"]== expC n
2 
./6) • 

n=t l n = t 

00 

pois"~ n-
2 = n

2
/6. De (2.3.27), segue-se que 

f./2 

[E~ c exp2 I I v I I = , 
2
)] ~ exp( n 

2 
/8) ~ 5. 1 g C2. 3. 28) 

Vamos resumir nossos resultados na seguinte 

ProposiçdO. Consideremos o PVI-1. onde~ satis~az as hipóteses i

niciais HI-1. Se a partiç~o do intervalo tiver mais de 20 pontos. 

ent~o o erro global de discretização do método de Runge-Kutta de 

a estágios satis~az. em média. a estimativa : 

E C lc 1) 2 < 303h . 
~ n -
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CAPt 11.JLO 3 

O Algori~mo de Runge-Ku~~a de 4 es~ágios 

§1. Es~ima~iva do erro global 

Vamos considerar nesta seção um método clássico bastan

~e u~ilizado, o algori~mo de Runge-Ku~~a de 4 es~~gios, buscando 

uma expressão para o erro global no caso geral. Nós podemos en

contrar em (1], (11] e (161 uma discussão mais de~alhada do erro 

de discretização, dada em ~ormalismo mais complexo e com resul~a

dos mais gerais. 

Consideremos o PVI-2 de~inido por 

{ y'C~)= ~c~.yC~)) 
yCO) = z . o 

~E [0,1] (:3. 1. 1) 

SUponhamos que exista uma solução z 

nimos o ~uncional 

t -> zCt). De~i-

F=FCt)= sup lz(s)j 
05_s5_t 

com as Hipóteses Iniciais HI-2 sob~e ~: 

~(t,z(~)) I ~ lvCt)f 

sup 
~ lvC~) I 

IYI~F 

sup 
~ fvC~) I 

IYI ~F 

~ para alguma ~unção de con~role v E~ [0,1J. o 

(:3.1. 2) 

(3.1. :3) 

(:3.1. 4) 

(3 . 1. 6) 

Como no exemplo anterior ,nós discre~izamos o intervalo 

[0,1] nos n+1 pon~os ~ =O, ~ =h 
o ~ 

, ...• ~ = vh, . ..• ~ =1, 
v r. 

~al que 

~ - t = h = 1/n. (:3.1. 6) 
v v-~ 

O clássico mé~odo de Runge-Ku~~a de 4 estágios é de~i-
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nido por 

y(O) = z o 

v 
g~ = ~(~ .y ) 

.. v-t v-t 

v 
=f(~ + 0.5h;y + 0.5hg) 

v-t v-t t 

v f (t + 0.5h;y + 0.5hg) 
v-t v-t z 

= ~c t + h . y + hg v) 
v- t • v- t s 

v=1.2.3 •. . .. 

(3.1. 8) 

~alquer referência futura a uma das equaç~es acima se

rá dada por C3.1.8). Por conveniência. nós podemos escrever : 

~ + 0 . 5h c: t, 
v-t v-t / Z 

v = rc~ ;y + o.5hg ). 
v-t/Z v-t z 

a =a = 1 ... "6 • a =a =a..-"8 . 
t • z 8 

f = f(t ;y ) 
v-t v-t v-t 

Definimos 

c = z( t, ) - y( t ) = z - y C 3. 1. 7) 
v v v v v 

como o erro local de discretizaç~o . Pela definiç~o de z(t,). nós 

podemos escrever : 
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z :0: z + 
v v-' 

& = z 
v v-t 

express~o 

J fCt..,zC'l))dt... Segue-se que 
I 

v 

Yv_,+ J [ f( t... zC t..)) - ~ ak.g~ 
k= 

que 

& 
v 

1 
v 

pode ser escrit..a na forma 

= c + l Jk • onde v-t 
k= 

J = J ~(fct...zCt..))-fCt.. ;y )]dt.. 
t v v- t v- :l 

I 
v 

Jdt.. • 

J =f ~[fct..,zCt..))-fCt.. ;y + 0.5hfCt.. ,y ))]dt.. • 
2 v v-t/2 v-t v-t v-t 

I 
v 

(3.1. Q) 

J =J ~[fct..,zCt..))-fCt.. ;y +0.5hfCt.. .y +0.5hf ))]dt.. • 
9 u v-t/2 v-t v-t/2 v-t v-t 

I 
v 

• onde 

a = f(t.. ;y +hfCt.. ,y +0.5hfCt.. ,y +0.5hf ))). 
v v-t v-t/2 v-t v-1/Z v-t v-t 

Nós vamos est..imar os I Jk I • valendo-nos da expansão de 
de Taylor f( t.., z( 'l)), 

sent..ido de obt..er uma 

1( t. , y ) at.é t.&r rr.os de pr· i me i r a 
l..l f.l 

est..i ma 'li v a aná.l oga à do método 

ordem, no 

anterior, 

salvo a ordem. Observemos que o lema 1 Cver §3, capitulo 2) 'lam

bém é válido nest..a seção. Enunciamos algumas estimativas interme

diárias que nos serão úteis, escrevendo abreviadamente 

y = y(t ) 
l..l f.l 

11 V ll,,z,v= 

• z = zCt ) 
f.l f.l 

, f =fC'l ,y ), 
f.l f.l f.l 

2 ]1/Z 
v•(s) I ds 
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Estimativas inte~mediá~ias: 

1) Lema 1: hv(t~? 1 <_ rht./Z+1 . 4hS/Z] 11 11 ,... l' v f.,Z,v 

I zc t) - z v- .. I ~ f I f' C t. zc t)) I dt ~ f ve t) dt ~ h t. / z I I v 1 1 
I 1 f. , Z,v 

v v 

pelas hipóteses iniciais e a desigualdade de Sch~a~z. 

3) I zCt)-y I _< c + ht. /z l I v I I 
v-f. v-f. f.,Z,v ; 

I zC~)-y I ~ I z(~)-z I + I z -y I • e de 2) segue 3). 
· v-f. v-t. v-t. v-f. 

4) Se t>t • t.t E I • então I ~ - ~ - 0.5h I ~ 0 . 5h. 
1-J 1-J v p 

o< t - ~ < h-> -0.5h < ~ - t - 0.5h < 0.5h . 
1-J p 

Ago~a. vamos estima~ os I Jk 1. As estima~ivas inte~

mediárias se~ão u~ilizadas f'~equentemen~e. como ve~emos, sem men

ciona~mos explici~amen~e em cada pon~o. qual delas es~á sendo u

~ilizada. Os símbolos fl e fy deno~am. respec~ivamen~e. a primei

ra derivada parcial de f em ~elação à ~ e y. Nós deno~amos por Q 

a região [~ .~ lxt0.1l 
v-:1. v . 

; pela expansão de Taylo~ da função f. 

ob~emos as es~ima~ivas : 

J I < Ã + Ã • onde 
f. - f. z 

Â 1= 1
6 J lftc~ + qc~-~ ).y )C~-~ )dqd~l 

f. Q v-f. v-:1. v -:1. v-:1. 

I Ã I= ~ J lf C~ .y +q(z(~)-y ))(z(~)-y )dqd~l 
Z v y v-:1. v -t. v-f. v - :1. 

Q 

Ob~emos : 
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IJ I < à + à < --=-o6
1 . 5h2

vC'l ) + ~vCt, ) (c +ht/Z llvll ] 
t - t 2 - f.l u f.l v- t t , Z , v 

Est-imamos J 
z 

I J I = -ª-6 f [f" c t.. zc t,)) -f C t, • y +O. 5hf" ) ] dt. S... 
Z v-t/2 v-t v-t 

S... 6
8 f lf~(t. + qCt.-t. ))Ct.-t. )dqdt.l + Q ~ v-t/2 v-t/2 v-t/Z 

~f lf Ct. ,y ))(z(t.)-(y +0.5hf ))dqdt.l • onde 
u y f.l f.l v-t v-t 

Q 

y = y +q(z(t.)-Cy +0. 5hf ) • o que nos leva a: 
l.l v-1. v-t v-t 

(3.1 . 10) 

I J I < 8
6
Jve t. ) I t.-t. I dt.+ 

2
6
-Jve t. ) I zc t.) -y I + 

2
6
-Jve t. )0. 5hf" z - f.l v-t/2 f.l v-t f.l v-t 

sendo as integ~àis tomadas em I =[t .t l. Ob'lemos. ent.~o : 
v v-t v 

I T I " 
2 .... + "'\A 2C::h 2 + ~uf' ~ "'\ r ,.. h f./ z I I " I I , .h 2 ,r + "'\ - t ' ~~ """ -" ...,; • ._. . • 6 .. " ..... "' -" .. ... + • 1 • 1 l .. .. 6.-.1 1 .._.. .... ...., _, 

2 - v f.l f.l v- t t, 2, v f.l 

s_ -ª--c [h t,. 2 +1 . 4h 9 ,. 
2

] I I v I I + P c h. v) 
6 v- t 1. , z, v 2 

( 

h5/2 
P (h v)= -- + 

2 • 12 

?/2 2 

1. 4 h ) I I v I I +f o. 5h+5
=..:..· =6 .:...:h--+ 

12 t,2,v l 6 

Est-imamos J , definindo: 
8 

q=0.5hf('l ;y +0. 5hf ) 
v-t /2 v-t v-1. 

IJ 1 < ~ J[fct,zCt)-fCt ,y +q)J dt. 
9 - v v-t/2 v-1. 
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< -:-s lfl(~ +q<~-~ ).y )(~-l )d~dql 
- v Q v-~/2 v-~/2 v-~ v-~/2 

+ ~J lf C~ ,y +q(z(~)-Cy +a)))(z(~)-Cy +a))d~dql 
v y v-~/2 v-~ v-~ v-~ 

Q 

< ~~ )JI~-~ I + --ª--6 Jv<t ) lzCt)-y I + : Jv<t ) tal 
-v l.l v-~/Z l.l v-~ v l.l 

Pelas hip6~eses iniciais e pela sua definiç~o. lai~O.Shv<t~)· pa

ra algum l E I . Logo 
~ v 

IJ I < ~t )0. 25h2 + 26~c +hf./Z llvll )hvCl )+ ~zvCl ) 
9 v l.l v- t ~.z,v l.l 6 l.l 

IJ I ~ 2 c (h 1
/

2 +1.4h9
/

2
) llvll + P Ch.v) 

9 6 v-t t ,Z,v S 

? Ch,v)=P Ch,v) pela escolha de v. 
s z 

Finalmente. estimemos J : • 
11 I < ~ J(rct.zCt)) - fCl .y +{)]d~ • onde 

• - v v v-t 

~ = hf(l : y +0.5hf(t .y +0.5hf ) 
v-~/2 v-t v-t/2 v-1 v-1 

IJ I ~ ~ J lttct +q<~-~ ),y )Ct-t )dqdtl + 
• v Q v v v-~ v 

1 
~J !f Cl ,y +q(z(t)-y -~)(z(t)-y -~)dqdtl Q y v v-t v-1 v-t 

(3. 1. 13) 

~ ~t )J ll-t I + 6hct )J lzCt)-y . I + ~t )JI~ I ~ 
v l.l v-t l.l v-~ u l.l 

~ ~ c h +1 . 4h I I v I I + P c h. v) • 1 ( t/2 S/2) 
v v- t 1, z, v • 

(3.1 . 14) 

( 
h~/Z 

P•Ch,v)= ~ + 
1 . 4 t{'/z ) I I v I I + ~+ 4 ' êh 

2 +-ª!L) 11 v I I 2 
• 

12 t,z,v lô ô 8 ~.z,v 
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SUbstituindo em C3.1.Q). obtemos I c I ~ C1 + A )c + B . Por 
v v v-~ v 

induç~o. o erro global satisfaz : 

n n 

I c n I ~ C c 1 + l B v) exp t Av C 3. 1 . 15) 
v=~ v-~ 

onde A = Ch~/ 2 +1. 4h8/Z) llvll e 
V t ,2,V 

( 
h 8/2 h!5/Z 1 4h7/2) ( ) 

Bv= - + +' llvll + 1.5h+2.8hz+h8 llvll 2 

12 3 4 ~.z,v 1,Z,v 

o que leva a estimar c , 'B • ' A • para obtermos uma estimativa 
1 L v L v 

do erro c em termos de um funcional dependendo de h e da norma 
" no intervalo I=C0.1l da derivada da função de controle vCt). 

Estimando c • obteriamos desigualdades análogas ao caso c • k>1, 
. t. ):: 

só que agora c =O. pois z =y . De modo que c n~o otimiza a soma o o o 1 

parcial dos B desprezando ent~o c • obtemos 
v 1 

n n 

(3.1.16) 

Agora, devemos estimar as somas que aparecem na estima

tiva do erro global. Pela desigualdade de SChwarz. vem 

(3. 1. 1 7) 

onde 

Segue-se que 

n 

l A v ~ c 1 +1 . 4h) I I v I I t , 2 
v=~ 

C3. 1.18) 

n 

e v~ B v ~ PC h) I I v I I 1 , 2 + (X h) I I v I I = , 2 
(3.1.19) 

onde PCh)=h/12 + h 2 /3 + 0.35h8 e Q(h)=1.5h + 2.8h2+ h 9 
. (3.1.20) 
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Derinindo os runcionais 

111= 'I< h , v) = c 1 +1 . 4h) I I v I I • 
t,Z 

§= §(h,v)= CJ_1 ~+_h_3 +0.35h
2

) llvll +C1 . 5+2.8h+h
2

) llvll
2 

, 
w t,Z S,Z 

obtemos a estimativa 

I I < h ;;11:. ,y, d d I 12 ~ h212e~:::>·Y· ~ 2h2exp( 1 + 2'Y"-. &n _ w exp T • on e &n w ~.~T w T F 

z 
pois ~ ~ 2e~. Mas. 

~+21}1 = (2.1 + 3 . 2h +0. 35h
2

) llvll +(1. 6+2 . 8h+h
2

) llvll
2 

• 
. t, 2 t,2 

Seja h< 0 . 1 
2 então (2.1 + 3. 2h+O. 35h )~ 2. 5 (3.1. 21) 

e C1.5+2 . 8h+h2)~ 2 (3.1. 22) 

z 
De fato. a raiz positiva de h+ 2.8h- 0 . 5h=O é h•= 0.1684 e a 

raiz posiLiva de 0.35h2 + 3 . 2h- 0.4=0 é h••= 0.1233. 

Tomando a esperança. obtemos : 

~ 2h 
2 

E c e xp2 . 5 I I v I I ) 2 
E c exp2 I I v I I 2 

) 
2 

; ~ ] t/2~ ]i. /2 

f..l 1 , 2 f..l 1,2 

E < I c 12
) ~ 2h 2 [E c exp5 I I v I I ) ] s/ 

2 r E c exp4 I I v I I 2 
) ] ' / 

2 

1-J n f..l s,2 lf..l 1 ,2 

Pelos lemas 2 e 3 do apêndice. Lemos 

rE (exp5llv li )] t / Z = exp( 25/24} ~ 2 . 84 L f..l s , 2 
(3.1. 23) 
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(X) 

E #-1 c exp4 I I v I I : , z) = [ -, -, c 1 - 8f\? ] - t. / 

2 

O produto inrinito converge pois 8 < z n. Seja y = -ªn z 
n 

t./Z 00 t/• 00 

C3.1. 24) 

[E~Cexp411vll=.z)] ~[ -,-,(1+ y 0 )] ~ exp{0.25ntt.rr.} ~ 26.84 
n=t. 

Nós vamos resumir nossos resultados na seguinte 

Proposiçdb . Consideremos o PVI-2 sob as hipóteses iniciais HI-2. 

Ent~o. se a partiç~o do intervalo [0,1) tiver mais de 10 pontos. 

o erro global do algoritmo clássico de Runge-Kutta de 4 estágios. 

em média. é de ordem 2 em ~t. • Mais precisamente : o 

E c I c I z) < 153hz . c 3. 1 . 25) 
~ n -

Por exemplo. para h=1,/50. teriamos que o erro em médi a está em 

torno de 6 % . Via desigualdade de Chebyshev. obtemos : 

P ~{ I c~ I > o- } ~ se o- s = h • com 

O ~ s < 2. ter·emos 

(3.1 . 26) 
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A?f:NDICE 

MEDI DAS EM ESPAÇOS DE FUNÇõES 

Nes~a seç~o. n6s vamos mos~~a~ as idéias bãsicas vis~as 

em Kuo[SJ. que pe~mi~em in~~oduzi~ uma medida no espaço de ~un

ç~s. Essencialmen~e.nós de~inimos um p~odu~o in~e~no no espaço 

e. dai. ob~emos uma norma . Nes~e espaço no~mado. nós podemos de

~ini~ uma medida; como aplicaç~o. nós podemos es~imar o valor em 

média de um ~uncional linear limi~ado. como o erro de algori~mos 

de in~egraç~o. de~inido num cer~o espaço. 

De~iniç~o. Uma medida Gaussiana num espaço de Hilber~ ~ 

é uma medida de Bo~el em ~ ~al que para cada x E ~ a ~unção men

surâvel < x • o > é uma va~iável alea~6~ia no~malmen~e dis~ribui

da. i s~o é. exi ~em m e 1-l ~ais que 
)( )( 

Cl. 

#.l < y E ~; <x.y> ~ a > = J 
-oo 

1 ____ e.xp<-

'Vêno
x 

c~-m )z 
__ .......:x~-> dx 

2o-
)( 

Exemplo. Seja X=C[ 0.1 l; en~~o X é um espaço de Banach 

equipado com a no~ma do sup 

I I f I I = sup I fC~) 
~ElO,tl 

(1) 

seja ~ o campo de Borel de X. is~o é. o conjun~o onde 

cada elemen~o é de~inido ~ornando-se um núme~o ~ini~o de uniões. 

in~ersecções e complemen~os dos abe~~os de X. Um subconjun~o I de 

cr0.1l da ~orma 

r =<~ex ; cfc~ ).fc~ ) ...... ~c~)) E E> • 
t z n 

(2) 

onde O< ~1 < ~2 < .... < ~n ~ 1 e E é um subconjun~o de Borel de 

~n. é chamado de conjun~o cilindrico de X. 

De~iniç~o. Seja I um conjun~o cilind~ico. N6s definimos 
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a medida de um conjunto desta forma por 

+ 

-'1/Z 

....-(!) = [ can) "t (t -t ) .. . <t -t ) ] r exp {-_L2 [ 
s z s n n-'1 ~ 

z z 
( uz -u ") + ( u "-u n- f.) ] } 

·· ·· · + du ... du 
t -t t -t s " 

2 '1 n n-'1 

que chamamos de medida de Wiener em C (0,1) . 

z 
u 

s 

t 
s 

+ 

(3) 

A integral em C(0.1l com respeito a w é chamada de inte

gral de Wiener. Se f é uma funç~o W-integrâvel, sua integral será 

denotada por 

Ew (f] = f f( :x) w( d:x) . (4) 

C[ 0.11 

Exemplo. Se O< t ~ 1. ent~o para -oo < a< b < oo 

1 b 2 f e-x /zt dt. (5) w<<feCC0.1J; a~ fCt) < b})= 
o. 

de modo que o funcional h(f)= f(t) é normalmente distribuido com 
l 

média O e variância t. 

Dados a,b E ~.a integral em (5) nós dá a w-probabilidade 

de f(t) pertencer ao intervalo [a,bl, V tE (0,1]. 

Dada uma medida gaussiana, nós podemos caracterizA-la a

través de sua média e seu operador covariância. Seja ~ uma medida 

Gaussiana; seu funcionat característico é dado por 

~ C :x) = exp <i < m • x > - < S x. x> } • 
1-l ~ 

onde p é a média e S é o operador covariância 
1-l 

< S x. X ) = 
1-l f < x.y >2 

p(dy). 
IH 
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seja ~ uma base ortonormal de ~ dado pelas autofunçôes 
n 

de S e correspondentes autovalores { ~ ~· Observemos que (o,p > 
~ n n 

sl[o variilveis aleatórias gaussianas independentes em IH e <o .p > 
n 

sao normalmente distribuidas com 

<S P ,p > = ~n . 

média O e covariância 

~ n n 

e 

= f <pj • P),? ~dpj) = O 
IH 

< S~9n. 9 n> = JIH < 9 n • 9 n> z #Ãdpn) = ~n 

(8) 

(9) 

N6s queremos trabalhar com um operador S do tipo traço. 
~ 

isto é, 

traço S = 
1-l 

00 

I: ~n < 
k=t 

(X) . (10) 

Lema 2. Seja D-f=L
2

[0,1 J; consideremos o operador cova

riância de~inido por 

t 

(( -c! r· v. v ) dx • < s v.v > = J v E D-f
1
[0.1J 

1-l z o o dx 

onde ( -dz 

dx2 r· é o operador de Dirichlet associado com 

em [ O, 1 J , vC 0) = vC 1) = O. 

seja a. E (R tal que 0 ( O. ( -
1- min ( ~ } ; ent~o 
ê n 

I = E ( ea.ll v li ) = e 

t-raço S 
1-l 

= e 

2 a. 

t2 

(11) 

-c! 
dx 2 

onde os ~n s~o os autovalores associ ados às auto~unções do 

operador S . 
1-l 

Prova 2 2 
As auto~unções do operador - d / dx em (0,1], sa-
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l.isofazendo fCO)=fC 1 )=0. formam a. seqüência f ( x) =&aen( nn) x. asso-

ciadas 

pois 

2 2 " aos autovalores {1 = n n 

00 

J 

" De fat.o. f (0) = f (1) =o 
" " r-•cx:> = nn cos Cnn)x 
" -f •• ( x) 2 2 sen Cnn)x {1 f (x) e = n n = 
" " " 

2 
<XX -x /2{1 e e n 

Provemos o lema 2. I = -~ I Joo --::=:=:=::-- dx = 

= I I 
(t) 

--J 
1 

2 -C x-CA{1 ) /2{1 
n n e 

dx = 
-oo 

= 

2 o.z /2,., C o. traço S ) /2 
e 1 ~n = e 1-l = 

2 
exp < - x /2) =~. a qual surge pela subsl.it.uicç~o 

-oo 
-:t/2 de variável ~=C2(1 ) Cx-CA{1 ) . 

n n 
Aqui. é necessá.rio fazer duas observações imporl.antes 

sobre o lema 2. Primeiramente. escolhemos o operador , ( 
d
-dx ... ) na 

definiç~o do operador covariância. porque seus aul.ovalores s~o os 

inversos dos autovalores do -d2
/ dx2 

. Dai. o l.raço do operador 

definido em C11) será. a soma 

z 
00 (t) 

1 1 
co 1 n 

l.raço s E 
-:t 

E jâ E = {1 = = que = 6 • z ô 1-l z z 
n=:t n=:t n n n=:t n 

Além disso. se o inl.ervalo escolhido fosse [O.Tl. TE~ . 

arbil.rârio . nós l.eriamos a seqüência de aut.ovalores 

2 z n n 
de modo que o l. r aço do oper-ador S 1-l ser i a dado por 
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traço S = 
1-l 

Lema. 3. 

E 
1-l (exp 

Seja 

0tl I 

Q E [R t.al que 

(X) 
2 

v llt.,z) = 
n=t. 

o < Q < _1_ rnin < (1-t.> · ent.~o a " . 
(1-

-t./Z 

2Q(1n) = 

= 
2 2 n n 

) - i./2 
Pela hip6t.ese • (1-2Q(1 )-t.> O ,Vn e o 

n 

produt-o in~init.o converge porque 
2 2 n n 

< 00 • 

Prova: seja x = I I v I I . Ent.~o t.,Z 
00 2 2 

(exp ax
2

) 

(X) ax -x /2{1 
E f e e n dx = 

1-l n=t. -oo 'V' 2n{1 
" 

(X) -i. 2 

-- (X) -C(1 - awx /2 

f e n = I 
n=t. -00 '-./ê.n(1 

" 

t-emos 

X 

00 00 

E (exp axé:) = -1 I 
1-l "= i. 

-i/2 

d{ = -, I (1 -2Q(1 n) . 
n= 1 
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