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Resum o 

Neste trabalho, apresenta-se o resultado da existência de soluções fracas 

em domínios não-limitados para as equações de Navier-Stokes, desde que 

a fronteira satisfaça uma certa condição de regularidade que é necessária 

para a obtenção de estimativas em domínios não-limitados semelhantes à 

desigualdade de Poincaré em domínios limitados. 

Apresenta-se o desenvolvimento detalhado do método de Galerkin para as 

equações de Navier-Stokes em domínios não-limitados com cálculo explícito 

de várias constantes e com forças externas não nulas. Apresenta-se dois 

teoremas fundamentais: um fornecendo condições para existência de soluções 

do problema estacionário e o outro fornecendo condições para existência de 

soluções do problema não-estacionário. 

Palavras-Chaves: Equações de Navier-Stokes, Método de Galerkin ~ Domí­

nios Não Limitados. 
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Abstract 

In the work it is presented results of existence of weak solutions in 

unbounded doroains for the Navier-Stokes equations. 

The roain condition to obtain similar results as those for bounded do­

roains; for e."'Carople the Poincaré inequality; is a certain condition of regula­

rity at the boundary of the doroain. 

It is presented the detailed developroent of the Galerkin roethod for the 

t.he Navier-Stokes equations in unbounded doroains ~vith the explicit calcu­

lat ions of many constants and ''rith non null externai forces. 

It is presented two basic theorern: one presenting condition for the exis­

tence of solutions for the stationary problem and the other presenting 

conditions for existence of solution for the non stationary problem. 

Key \iVords: Navier-Stokes Equations, Galerkin Met.hod: Unbounded 

Domains. 
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Notação 

Em nosso trabalho utilizamos a seguinte notação normalmente utilizada 

em estudos de equações diferenciais parciais. 

A O B , denota que o espaço funcional A está continuamente imerso no 

espaço funcional B. 

n, um aberto do JR2 ou JR3 . 

n. o fecho do conjunto n. 
an, fronteira do conjunto n. 
k = (kl> k2 , .. . , kn) é um multi-índice em JRn . 

lk I = k1 + kz + ... + kn. 

LP(r2), o espaço das funções mensuráveis g tais que 

I 

ll9llp = (l lg(x) IP dx);; < oo , 1 ~ p < oo. 

C(n), Ck(Q), Cg(n ), C0 (r2) são os espaços funciona is com a definição 

usual em análise. 

CMO) é o conjunto das funções de Ck que são limitadas. 

vVm,P(Q) onde m E {1, 2, 3, ... } e p E lR; 1 ~ p < oo, é definido por 

{ u E V(n) : 3hk E V(n)} satisfazendo 

L u(x)Dk<f;(x)dx = ( - 1)!kl L hk(x)cf>(x)dx 

para multi-índices k com 1 ::; ik l ~m e ~cjl E C0 (Q) . 

V{:~:;P(st) = {u: r2 ~ lR: ulo E V{fm·P(D) , onde D é um conjunto limitado 

com D C D}. 
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temos: 

( (-u, v)) 

3 " 1. Ôt·· b(u,v,w) = ~ ui - 3 
Wj dx 

i,j=I n ôxi 

Os subescritos das normas são suprimidos quando p = 2 e usualmente 

denota-se n··m.2 = Hm. 

D(O) = {4>; 4> E Cgo (O) e div 4> =O} . 

J(O) = Fecho de D(D) na norma 114>11 ,usualmente. para D limitado 

denota-se J(D) =H. 

Jo(O) = Fecho de D(rt) na norma ll \74>11, usualmente para O limitado 

clenot.a-se .Jo(f2) = 11. 

Jô(O) = {4>; 4> E vV0 (O) e divq) = O} onde W0 (D) é o fecho de C0 (D) 

na norma 11 \7 <1>11 . 

.J1 (f2) = Fecho de D(f2) em H1 (f2) . 

J_i(f2) = { 4>; 4> E wi (f2) e div <P =O} quando VVi (f2) é o fecho de Cõ' (D) 

em H 1 (D) . 

P, a projeção ortogonal de L2 (f2) sobre .J (f2). 

B' denota o dual do espaço Banach B , isto é. o conjunto dos funcionais 

lineares contínuos em B. 
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0.1 Introdução 

O sistema de equações de Navier-Stokes, cujo nome é devido a George 

Gabriel Stokes (1819-1903) e Claude Louis ~1arie Navier (1785-1836), 

descreve o fluxo de um fluido homogêneo (massa específica constante) movi­

mentando-se sem obstáculos numa certa região tridimensional e sujeito a um 

campo de forças e.""{terno dado. As incógnitas do sistema são o campo de 

velocidade e a pressão. 

::\1ais detalhadamente: 

put +pu · Vu- J.L6.U + Vp = pf em Qr 

div 1.1 = O em Qy 

u (x, t) = O "'x E 80. , "'tE (0, T) 

u(;x,O) =vo(x) "11: E D 

Aqui Qr = n X (O, T), n c JRd; d = 2, 3 é um domínio, u(x, t) denota 

a velocidade do fluido, p(x, t) é a pressão no ponto x e instante t, f.L é a 

viscosidade do fluido, p é a massa específica do fluido e f é um campo de 

for(;as externas dado. 

Este sistema de equações foi e tem sido objeto de estudo de matemáticos 

e físicos em geral. Entre alguns problemas envoh·endo este sistema temos: 

determinar condições matemáticas para garantir a existência de soluçê>es em 

certos espaços funcionais, verificar a adequação das equaçê>es para a descrição 

de escoamentos existentes no mundo físico e estudar o problema de formação 

de turbulência em fluidos. Além disto, sistemas de equações semeihantes 

surgem na modelagem matemática de diversos fenômenos que envolvem o 

movimento de um fluído, como por exemplo na previsão do tempo em mete­

orologia e em escoamentos de fluidos em meios porosos não consolidados. 

A teoria clássica do método de Galerkin para as equações de Navier­

Stokes pode ser vista em TE~·1A.!.\1 [18J onde são apresentadas certas condições 
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funcionais para a força e..xterna e para a velocidade inicial com o intuito de 

obtermos existência ou existência e unicidade de soluções em domínios li­

mitados para problema estacionário de Navier-Stokes, para o problema linear 

de evolução e para o sistema completo. 

Também podemos encontrar nesta referência alguns resultados de regu­

laridade e de comportamento assintótico das soluções. 

Uma característica matemática típica do sistema de equações de Navier­

Stokes é o de podermos, sob mesmas condições garantir a existência e uni­

cidade de soluções fracas em dimensão espacial dois mas não em dimensão 

três onde podemos garantir somente existência. 

O objetivo deste trabalho foi o de desenvolver, com base no artigo de 

HEYWOOD [7] , o método de Galerkin para o sistema de Navier-Stokes em 

domínios espaciais não-limitados. 

A principal diferença no estudo de e.."'Cistência de soluções para as equações 

de Navier-Stokes em domínios limitados e em não-limitados está no uso da 

desigualdade de Poincaré 

a qual é válida somente em domínios limitados ou pelo menos limitados 

numa direção. Neste trabalho esta dificuldade é contornada através do uso 

de certas estimativas que são válidas em domínios não limitados desde que 

satisfaçam uma condição de regularidade uniforme de classe C3 na fronteira. 

Em tais estimativas as constantes não dependem do tamanho do domínio ou 

do tamanho da fronteira e sim da regularidade uniforme da fronteira (Veja 

Lema 1.17). 

O trabalho está dividido em três capítulos principais e um capítulo de 

conclusões: no primeiro são apresentados aqueles preliminares básicos para 

o estudo de equações diferenciais parciais como por exemplo os espaços de 
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Sobolev~ algumas imersões de espaços funcionais assim como alguns resulta­

dos fundamentais que são utilizados nos demais capítulos. 

No segundo capítulo, apresentamos o teorema de existência de solução 

para o problema estacionário em domínios não-limitados e no terceiro capí­

tulo apresentamos o teorema de existência de soluções para o problema de 

evolução também em domínios não-limitados. Finalmente, no quarto capí­

tulo apresentamos algumas conclusões e sugestões para trabalhos futuros. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Nesta secção apresentaremos alg11ns resultados básicos utilizados, geral­

mente, no estudo de equações diferenciais parciais, assim como, alg11ns lemas 

importantes para obtermos os resultados de existência de soluções fracas. 

1.1 Lema 

Dados a, b E IR, E > O então 

Demonstração 

fazendo 

obtemos: 

2 
a 2 

ab < - + Eb. 
- 42 
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1.2 Desigualdade de Young 

Se a, b E If4; p, q E ~ com 1 < p, q < oc e 

Então 

1 1 
- +-=1. 
p q 

1 1 
ab < -aP + - bq. 

- p q 

Demonstração Veja BRÉZIS [5] na página 56. 

Uma conseqüência imediata e bastante ú t il da desigu aldade de Young é 

o seg11inte resultado com as mesmas hipóteses da proposição (1.2) e supondo 

a: > O. obtemos: 

1.3 Desigualdade de Hõlder 

Sejam 1 < p < oo; 1 < q < oo , com 

1 1 
-+-=1. 
p q 

Seu E V e v E Lq então 71iU E L 1 e tem-se a desig11aldade 

Demonstraç-ão Veja MEDEIROS [13] na página 75. 
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1.4 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer 

Seja B a bola fechada de centro O e raio r em lRn. Toda aplicação contínua 

f : B ---+ B possui, pelo menos, um ponto fL-xo em B, isto é, :3x E B tal que 

f(x)=x. 

Demonstração Veja LIMA [12] na página 447. 

1.5 Lema de Dubois Raymound 

Seja u E Lf()Ç(D) tal que .fn u(x)<P(x)dx = O, para toda <p E CQ'(D). Então 

'U, = o quase sempre em n. 

D e monstração Veja MEDEIROS [14) na página 13. 

1.6 Lema 

Seja O C 1Rn , n E N eu: n ~IR uma função com u E Cõ(D) então: 

D e monstração Veja LADYZHENSKAYA [11] na página 10. 

1.7 Teorema de Imersão de Sobolev 

Sejam Q c IRn. satisfazendo a propriedade do cone, j. m inteiros não 

negativos e p E IR, 1 $ p < oo. Então: 

A) Se mp < n então l;l! Hm.p O H! i·q(D) com 

np 
p$q $ - -­

n-mp 



np 
p:; q:; n- mp 

B) Se mp = n então "{.11i+m,p(D) O VVi,P(Q) com p:; q < oo. 

Portanto vvm,P(Q) o Lq(D) p :; q :; X. Todavia se p = 1, portanto 

m = n e neste caso a imersão anterior vale até q = x e mais ainda 

C) Se mp > n então lVi+m,p(S1) O C~(D). 

Demonstração Veja ADA.MS [1] na pág,ina 97. 

1 .8 P roposição 

Seja B um espaço de Banach e (x.,.,)ne ~ uma seqüência em B convergindo 

fracamente para x , isto é, Xn ____. x então llxnlls é limitada e 

D e monstração Veja BRÉZIS [5] na página. 35. 

1 .9 P rop osição 

Seja B um espaço de Banach uniformemente convexo e ( x.,., ).,.,E~ uma se­

qüência em B que converge fracamente para x, isto é, Xn ___,_ x e satisfazendo 

Então Xn ~ x fortemente. 

D emonstração Veja BRÉZIS [5] na página 52. 



1 .10 D esigualdade de Poincaré-Friedrichs 

Seja Dum aberto limitado do IRn. Se v E HJ(0.), então ll'vll :::; Cn II 'V'z:ll 
onde Cn é uma constante que depende de n. 

Demonstração Veja MEDEffiOS [14] na página 91. 

1.11 Teorema de Lax-Milgram 

Seja H um espaço de Hilbert. Se a(u, t') é uma forma bilinear, c:ontínua 

e coercisa em H. Então para todo u E H' existe u E H único tal que 

a(u,1;)=(u,v) 'tfvEH. 

Ainda se a é simétrica, então u carac:teriza-se pela propriedade 

'U E H e }.a(u. v) - (u: v) =~in { }.a(u, v)- (u, v) } . 
..., v '= H ..., 

D emonstraç-ão Veja BRÉZIS (5] na página 84. 

Operador -P 6 

O operador - P 6.. desempenha um importante papel na teoria das equações 

de Navier-Stokes pois suas autofunções constituem uma base ideal em certos 

espaços funcionais. Os principais resultados referentes a este operador estão 

listados abaL'<O e podem ser encontrados em RACTMAl\TN [15]nas páginas 

427 e 428. 

1.12 Lema 

O operador -P6. : J0 n H 2 (0.) --+ J define sobre J0 um operador 

simétrico, definido positivo com im·erso compacto ( -P6.)- 1 : J -: .J. 
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1.13 Lema 

O operador - P b. tem uma seqüência (.\) de autovalores positivos Ài > O, 

).1 :::; ).2 :::; ... :::; ,\i -+ oo. e as correspondentes autofunções (ai) formam um 

conjunto ortonormal completo em J. 

1.14 Lema 

As funções 

formam um conjunto ortonormal completo em ]0 . Para cada f E J0 a se­

qüência (PMJ) converge para f em l/ onde P,u é a projeção ortogonal no 

espaço m-dimensional gerado pelos m primeiros autovetores. 

1.15 Proposição 

Seja H um espaço de Hilbert e Nl c H um subespaço vetorial fechado. 

Se f E H, então u = PM f se caracteriza por u E J\tf e (f - 'U : t') =O Vv E 1\1. 

Ainda P M f é um operador linear. 

Demonstração Veja BRÉZIS [5] na página 80. 

1.16 Definição 

Dado D C ~3 dizemos que ôD é uniforme ou uniformemente de classe 

C3 se tivermos uma limitação uniforme para as constantes que dependem 

localmente das derivadas do sistema de cartas locaL 
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Como exemplos de domínios cuja fronteira é uniformemente de classe 

C 3 temos que qualquer domínio limitado cuja fronteira é de classe C 3 é 

uniformemente de classe C3 e f2 = IR! = {(x , y , z) E lll3 
: x , y E Til e z E IR+}. 

Como exemplo de domínio não limitado cuja fronteira não é uniformemente 

de classe C3 temos: 

1.17 Lema 

Seja n um conjunto aberto de lll3 . com fronteira uniforme de classe C3 . 

Seja w E lô ( f2) urna solução generalizada da equação de Stokes, isto é, 

t:lw = - vp - f com f E L2 (D) , ou seja: 

r v w v c/Jdx = r f d; dx . 
Jn ln 

para todo </> E D(D). Então w possui derivadas segundas em L2 (.0) e valem 

as desigualdades. 

I!D2wj j < C& (IIP f li + IIVwll) 

!l vwll3 < C& (IIPfllt II Vwll t + llvwll) 

com constantes dependendo apenas da regularidade uniforme C 3 da an e 

não do tamanho de n ou an. 

Demonstraç.ão Veja HEYWOOD [7] na página 646. 
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1.18 Lema 

Sejam </;, 'if; e f funções suaves não negativas definidas em t 2 O e seja g 

uma função Lipschitziana não negativa também definida em t 2 O tais que 

q/ (t) + '1/J (t) ~ g (<P (t)) + f (t) 'ift 2 o 

com <P (O) = <jl0 . 

Bmão vale 

onde F ( t) é a solução do problema de valor inicial 

FJ(t) = g(F(t))+f(t) 

com F (O) = <Po e [O, T) é o maior inten ·alo de definição de F. 

A.i.nda, se g é não decrescente então vale 

onde 

r 'li: (r) dr ~ F ( t) 
.lo 

F (t) = <Po + r [g (F (r))+ f (r)] dí . 
.f o 

Demonstração Veja HEY\rVOOD [7] na página 656. 

1.19 Lema 

Seja n c IR3 com fronteira uniformemente de classe C3
. Seja (Dn)nE!"; uma 

seqüência de subdomínios limitados tais que nl c n2 c n3 c ... e 

00 

n = U n11 
ll= l 

11 



e tais que a regularidade uniforme C3 de ôr2n é uniformemente limitada com 

relação a n e seja a E Jo (S1n) . Então existe uma seqüência de funções an E 

.lo (stn) com supp an c nn e I[ Y'anll ~ II Y'a ll e t ais queiiY'an- Va li - o 
quando n -;. oo. 

Demonstraç-ão Veja HEYWOOD [7J na página 665. 
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Capítulo 2 

O Problema Estacionário 

2.1 Intro dução 

Neste capítulo: consideremos o problema estacionário para as equações 

de Navier-Stokes. 

u ·\lu - f.J,.Ó.u. = - 'Vp +f (2.1) 

com di v u = O em n onde f é uma força externa e f.J, é a viscosidade cinemática 

constante. 

Denotaremos u = b* em 8D e se n é ilimitado, a velocidade no infinito será 

denotada por b~(x), ist.o é, b~ é uma prescrição assintótica da velocidade 

definida em f2 para lxl gTande. 

Nas próximas secções deste capítulo demonstraremos o seguinte teorema: 

Teore ma 1 Seja S1 c JR3 um domínio com fronteira uniformemente de 

classe C3 e f E L2 (Sl). Suponhamos que b. possa ser prolongada em f2 

como uma função b E VXl(S1) com 'Vb E L3 (S1) satisfazendo div b = O ém rl: 

b = b"' em 8D. 

lim b(x) = b~(x) {no caso de n ilimitado}. 
x~= 

13 



Suponhamos ainda que 3 ,8, 'Y >O, 'Y </.L tais que \14> E Cgo(D.) com div4> =O 

tem-se: 

-L 4> \lb 4> dx:::; "i L (vcf;)
2 
dx (2.2) 

l 

I in q; (f + J..Lb.b - b vb) dxl ~ (3 (in (v</;)
2 
dx) 

2 

(2.3) 

Então existe u E mc(D.) c C(f2) solução do problema estacionário satis­

fazendo 

(3 
llv(u- b)ll $ - ·- e 

J..L- 1 

IID 2(u- b)ll é limitada por uma expressão envolvendo a regularidade uni­

forme C3 da fronteira de n, r: {3, llfll , llbllco e IJ'Vblb. 

Vamos procurar u da forma u =v+ b com v E .fo(rl). Assim u será uma 

solução generalizada (no sentido de distribuições) do problema estacionário 

se v satisfizer: 

(v + b) \7 (v + b) - J..Lb. (v + b) = -\7 p + f 

v 'V v+ v \lb + b 'V v+ b \lb- f-LI:::. V - J..Lf:::.b = - \lp + f 

v v v + v \lb + b V v= f-LI:::. v+ J..Lb.b - \lp +f - b \lb 

V \7 V + b \7 V + V \lb = -V p + j..Lb.V + g (2.4) 

onde g = f + J..Lf:::.b - b \lb. 

Deste modo, u. será uma solução generalizada da equação (2.1) desde que 

'{' seja uma solução generalizada da equação (2.4) . 
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2.2 Estimativas a Priori 

A seg;uir, faremos várias estimativas a priori supondo a existência de t · e 

que as integrais são calculáveis. 

Em termos gerais, fazemos o produto interno de (2.4) por v e integramos 

sobre Ç}: 

(I) 

(II) 

(III) 

pOIS. 

l v \iv v dx +i b \7v v dx +i v \7b v dx = 

= - j~ \ip t· dx + f..L 1.6.t· v dx + 1 g v dx 

r 'V v v v dx = - ~ r (di v v) 'l}dx = o pois di v t' = O; 
./n 2 .Jn 

r b vv v dx = -~ r (div b) v2dx = O pois d iv b = O; Jn 2 Jn 

r Vp 'U dx = 0 
.Jn 

i div(p t·)dx = i \ip v dx + i p div v dx, 

como temos, 

i p di v r dx = O 
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pois diY v = O e pelo Teorema de Gauss 

r div(p v)dx = r p v Ti" d.s = o 
ln lan 

pois vlan =o e aqui Ti" é o vetor normal unitário exterior a an. 

Então 

o = r v p v dx + o ::::} r v p v dx = o 
.ln .Jn 

(IV) 

f-L r .6v vdx = - j.t r jv v j2 dx. 
Jn .Jn 

pois pela Primeira Identidade de Green 

1 1 av 
f-L (u, .6v+Vu V v )dx=j), u. a-=+ ds , 

n ~ n 

fazendo u. = t', 

temos: 

l 2 1 av p, (v .6v + lvvl ) dx = f-L v a-=+ ds 
.n M n 

e como vlan = O. temos: 

Então 

fJ, 1 t' Ó.'V dx = -p, r 1Vvj 2 dx. n ./n 

Então, a equação (2.5) resulta: 

1 v vb v dx = - p, 1 Jvvl2 
dx + 1 g t· dx 

1() 



J-t fn !v vl2 
dx = -1 v \ib v dx + 1 g v dx (2.6) 

usando (2.2) 

- r v \ib v dx ~ ''i r (V't·)2 dx Jn Jn 
e (2.3) 

temos: 

J-t II 'Yvll2 - -i v Vb v dx + L g v dx 

J-t l! vt·llz < 1 l (\iv)
2 

dx + l g v dx 

J-t 11Vvll 2 < ! llV'viJ 2 + 1g v dx 

(J-t - ~f) li V v Jr~ < lg v dx 

(J-t- I) IIV'vll2 < fj (1 ('Vv)2 dx) l 
(fl· -1) 11Vvll2 < f3 11Vvll 

(·) ~) - .1 

A estimativa (2.7) nos alL'Xiliará para o estudo da existência da solução 

na equação (2.4) mas isto não é suficiente, por isso, daremos uma seg1.mda 

estimat-iva, envolvendo derivadas seg;undas. 

Com !:::.v E L2 (D), multiplicamos a equação (2.4) pela projeção Pf::.t· de 

6 v no J(D), e integrando sobre D. 

L t-· \i'v Pf::.v dx + l b \it · P6v dx +L v \ib Pf::.t• dx = 
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- 1 Vp P6.vdx + J.116.v P6.v dx + 1 g P6.v dx 

e como 

r 6.v Pb.v dx = r (P6.v) 2 dx Veja Proposição 1.15 .Jn .Jn 
e que 

1 Vp P6.r dx =O. 

Resulta 

1 v v v P6.v dx + 1 b V v P6.v dx +L 'V vb P6.t• dx = 

No termo 

= J.1 r (P6.v)2 dx + r g P6.v dx .Jn .Jn 

r t· \ h P6.t· dx . 
./n 

usamos a desigualdade de Holder preliminar 1.3, temos: 

usamos o Lema 1.17 em II'Yvlb, obtemos: 

usando o Lema 1.6 em llvll6 , temos: 

(2.8) 

11 v 'Vt ' Pb.v dx l < CaVI48.Hv vll ( 11P6.·vllt II 'Vvllt + li 'Vvll) IIP6.vll 

- CaVI48 ( IIPb.vJI ~ ll vvll~ + llvt,II2 IIPb.vll) 
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I 
r 1 5r;-;;. 3 3 5r;-;:_ 2 

Jn v 'Vv P.6..v dx i :::; Cav-i8IIP.6..vll 2 li 'Vvll 2 + C&v 48II'Vvll IIP.6..rll 

Em 

usando o Lema l.l 

Fazendo 

az + bz 
a.b<-­- 2 

A 
a= - b = kB 

k 

42 42 kzBz 
2AB < -~. 

2 
+ (kB)2 

:=} AB < ..:_
2 

+ --
- te - 2k 2 

onde k = fo. A = Caif.JSII 'Vvll 2 e B = II P.6..vll . 

Então 

Em 

usamos a desigualdade de Young, preliminar 1.2. 
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Fazendo 

1 
a = -A 

k 

b - kB 

AB 

onde 

A - Ca~ ll \lvl l ~ 

B -
3 

IIP~rll2 

p - -! 

4 
q - -

3 
k1 " c ) l 4 - - => k = -a 
3 2 3 

Ca~ IIP~vll~ II V'vll~ :S ~ .J'36~ II V'vll 6 + ~ II P~t· ll 2 (2.13) 

substituindo (2.13) e (2.11) em (2.9) obtemos: 

ll v V't• P~v dxl :S 
2
; ~~J IIV'vll6 + ;! ift!S IIV'vll 4 +a IIP~v l l 2 

(2.14) 

No termo 

1 b \lr P~v dx 
n 
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fazemos a seguinte estimativa: 

IL b 'Vv Póv dx l $ L s'{F lbii'Vt· PD.vl dx = s~p lbl L I'Vv PD.vl dx 

usando a desigualdade de Holder, preliminar 1.3 temos: 

.l b \i'v Póv dx:::; s~p lbi JIV'viiiiP.6.vll 

usando o Lema 1.1 onde 

A - sup JbJ JJV'vJJ 
n 

B - IJ P.6.v iJ 

k J2(; 

temos 

li I 1 2 2 2 
b \i'v P.6.v dx S - sup lbl IIV'vll +a II PD.v ll 

n 4a: n 

No termo 

L t· 'Vt· P.6.t· dx 

usando a desigualdade de Holder: preliminar 1.3 obtemos: 

usando a desigualdade de Sobolev, preliminar 1.6 em llt·JI6 , obtemos: 

11 v \i'b P6:v dx l :::; ~ IIV'vJIIIV'b lb IIP.6.vll 

usando o Lema 1.1 com 

A - ~ II 'Vt·IIJI V'blb 

B - IJP.6v1J 

k J2Q: 

(2.15) 



obtemos: 
2 2 

I { v \lb P~v dxl ~ ( ifi"8 11 vvllll~b ll 3) + ( ~ IIP~t· ll z 
.In 2 ( J2a) 

IL v \lb Pb.v dxl :S ~ II V'vii ' IIV'blli +a II Pb.vll' (2.16) 

Este mesmo termo 

1 v \lb P~v dx 
pode ser estimado de outra forma: primeiro usamos a condição 

sup j'Vbl < oo: 
0. 

IL v 'lb P 6.v dxl < s~p j'Vbl L jv P6.t1j dx 
usando a desigualdade de Hõlder; preliminar 1.3, obtemos: 

11 v \lb P b:.v dxl ~ s~p J 'Vblll v iii i P~v ll 
usando a desig,11aldade de Poincaré, preliminar 1.10, obtemos: 

l.l v 'lb P~v dxl ~ Cn s~p I 'Vbi i J 'Vvii iiP~'ul l 
usando o Lema 1.1 com: 

obtemos: 

IL v 'lb P6.v dxl 

IL t ' \lb P~t· dxl 

k h(; 

A - Cn sup jvbjll'lvll 
n 

B II P~t· ll , 
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no termo 

usando a desigualdade de Hõlder, preliminar 1.3 obtemos: 

li g P~v dx[ ~ llgJJIJP~v JI 
usando o Lema 1.1 com: 

k - J2a 

A - IJgJI 

B - IIP~vll, 

obtemos: 

11 g P~v dx[ < llgll
2 

2 
+ ( ~

2 

IJP.6.vJI 
2 (v%) 2 

11 g P~v dx[ < IJgiJ
2 

+a IIP~vll 
4a: 

ll g P~v dx[ ~ 4~ 11911
2 
+a IJP.6.vJJ . (2.18) 

Usando as estimativas (2.14), (2.15), (2.16), (2.18) para os termos da 

equação (2.8), dada por 

r 2 
J.L Jn (P~v) dx = l v 'Vv P~v dx +i b 'Vt: P~v dx + 

+ 1 v 'Vb P~v dx-1 g P~'L' dx 

obtemos: 

J.L IJP~v ll 2 < 
2
; ?136~~ II 'Vvll6 + ;! ?'48 1!vvll4 

+a II P.6.t·ll 2 

+2_ sup Jbl2 1l 'Vvll 2 +a IIP~t·ll 2 + ~ 1J vvii 2 II 'Vblli 
-!a n -!a: 

+a IJP~vll 2 + 11~~2 + D' JIP~·uJI2 
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Seja a: tal que 

tomando então 

obtemos: 

Sendo: 

c~-~· 

C a_,, 

Cb,,_. 

c,_. 

fJ.- - 4a: > O {:> a < !!:. -
-1 

f-L 
a= - -

8 ' 

- 27 83 -Y36c~ 
-1 fJ.-4 

- s.v48cb 
fJ.-2 

-! 2 4.y:w 2 
- 2 sup lbl + 4 48 jj \7bll3 

fJ.- n fJ.-
4 

-
f-l2 
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obtemos: 

Temos, então uma estimativa na norma L2 das derivadas segundas v. 

lt D 2vjj ::; uma expressão envolvendo a reg11laridade C3 de (2.20) 

an, a viscosidade cinética f.t, números que aparecem 

nas condições (2.2) e (2.3) , isto é, 

')', ,B, 11! 11, sup lbl e IIVblb 
n 

2.3 Solução em Dimensão F inita 

Para a construção da solução, empregamos o método de Galerkin. es­

colhendo as autofunções do operador P .6. como funções base. O operador 

( P .6. r 1 possui uma seqüência ortonormal de autofunções { az} com az E 

H 2 (n) completa em J (n). Temos 

para "i/rf> E 10 (D.) e Àz é o 1-ésimo autovalor, isto é, P.6.az = Ã1a1• 

Para uma n-ésima solução aproximada da equação (2.4) definimos 

n 

vn(x) = L C kn ak(x) 
k = l 

para as equações (l = 1, 2, 3, .. . , n): 
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Então: 

1 t, Ckn a.(x) t C;n 'lla;(x) a,(x) dx + 1 t, c •• b 'lla.(x) a1(x) dx + 

l t Ckn b vak(x) b \ia1(x) dx -p, 1 t Ckn vak(x) a1(x) dx 
n k=l n k=l 

- l g a1(x) dx 

t Ckn l ak(x) vb az(x) dx + p, t C,..-n l vak \ia1(x) dx = l g a1(x) dx 
k,j= l n k=l n · n 

(2.22) 

O sist.ema (2.22) é quadrado de n equações para os coeficient.es C1vn.· Todas 

as integrais existem desde que cada a1 pertence a H 2 (r2) C C (TI) . Qualquer 

solução V11 do sistema terá que satisfazer as estimativas (2. T) e (2.20). 

A identidade (2.6) para V
11 é obtida multiplicando (2.21) por >-.1C1 n e 

somando-se em l = 1, 2, ... n. 

A estimativa (2.20) é obtida como anteriormente. 

Para (2.8) da mesma forma, mas agora rigorosamente. 

Para provar a solubilidade das equações algébricas (2.21) usamos o Teo­

rema do Ponto Fi.'<o de Brouwer (Veja Lema L lO), como segue abaixo: 

Seja l\{11 o subespaço de J0 (O) , formado por { a 1, a2 , ... , an} com a mesma 

norma. Para cada w E .Mn, exist.e uma única solução v E lVIn do sistema 

linearizado (l = 1, 2 . .. . n) 

i (w vv + b v·v +v \ib- p,.6.v) a1 dx = 1 g a1 dx (2.23) 

2G 



pois o sistema (2.23) equivale a um sistema de n equações lineares para os 

coeficientes na expressão 

n 

t' = L: ck ak 
k = l 

e porque v = O é a única solu~:ão do sistema homogêneo associado. isto é , 

g =0. 

De fato, mostramos por contradição. Supondo 

n 

~~ = 2: cl a1 i: o. 
k= 1 

~\llultiplicando (2.23) por C1 e somando em l = 1. 2, ... n , temos: 

L ( w V v v + b V v v + v V b v - J.L6. v v dx) = O 

os termos 

i w \lv v dx e i b V 'L' v dx 

sao 1g;ua1s a zero. Ver TEM.A.M [18] pág 163. 

Resulta 

/ 'V \Jb 'V dx - j.L r 6.1· V dx = 0 . 
./n ./n 

ou ainda 

- r 6.v 'V dx = / Vu V'l.' dx 
Jn ./n 

o que leva a 

- r v \lb v dx = J.L r 1Vvl 2 dx ./n ./n 
Por (2.2). temos 
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como J.L - ')' > O então 

o que é uma contradição. 

Além disso, devemos observar que v varia continuamente em 1\lfn na 

variável w porque a matriz do sistema (2.23) é inversível e seus coeficientes 

dependem continuamente em w. Ainda mais 

Podemos definir operador solução: T : 1\í!n ---+ A1n 

onde t' é solução de (2.23). 

Definimos: 

Para T : B ---+ B temos: 

i) T é contínua 

ii) T le"a B em B pois 

w ~ T(w) =v 

:\1ultiplicando (2.23) por cl n e somando-se em l = 1, 2, ... n. obtemos: 

r ( w \l v v + b \l v v + v \l b v - J.Lt:. v v) dx = r g t ' dx 
.Jn .Jn 

os termos 

.i w 'Vt· t· dx e L b \lv t· dx 

são iguais a zero. 
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O que resulta: 

1 v 'Vb ·v dx - J.L f vv vv dx 
n Jn Lg vdx 

L v 'Vb v dx- J.L L lv vl2 
dx - j~g vdx 

Por (:2.2) e (2.3), resulta 

J.L II 'Vvll 2 - 1 g v dx - 11.' vb v dx 

(3 
II'Vvii~-·­

J.L- 'Y 

Portanto, pelo Teorema do Ponto Fi..'<o de Brouwer , preliminar 1.4, 

~ u E B tal que 

T(u,) = u e assim garantimos a existência de solução do sistema (2.21). 

2.4 Passagem ao Limite 

A seqüência {vn} é limitada em H 2 (rl) devido as estimativas (2.7) e 

(2.20) e devido ao domínio limitado temos llvnll ~ Cn IIVvnll o que implica 

Vn E H 2 (D) e llvn iiH2(f2) ~C, onde C é uma constante independente de n. 

Como a imersão H2 (D) C H1 (D) é compacta e V 71 é limitada em }j2 (D) 

então ela possui uma subseqüência que por simplicidade de notação den~ 

tamos por Vn convergindo fortemente em H 1 (D) para v, temos que 'l.' E 

.10 (D) n H2 (rl ) pois: 

i) ·c E .]0 (D) pois temos ·vn --r v em HJ (n) e como div'l.'n - O então 

div'L· = O 
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Assim 

e existe uma subseqüência de 

ainda denotada por 

que converge em JR, isto é, 

o que implica, devido a proposição 1.9, que: 

logo 

Pela imersão de Sobolev H 2 (n) O C (TI), obtemos que v E C (TI) e t' = O 

em an, pois 

v : Vn E H 2 
( n) ; Vn - v E H 2 

( n) 

llvn- vllc(n) < llvn- v!IH2(0) 
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Sabemos que 

llvn- vllc(n) =suE lvn (x)- v (x)l 2:: lvn (x)- 1: (x)! 
xES1 

com X E âQ. e Vn (x) = 0 em âQ.. 

Então 

lv (x)l :=:; llvn- vii H2 ---+ O quando n-+ x. 

Logo 

jv (x) j :::; ê, Vê> O ===? v (x) =O em fJ.Q. 

Como temos que: 

Vn converge fracamente para v em H 2
, 

Vn converge fortemente para v em H 1 

Y vn converge fortemente para Vv em L2 

't'n converge fortemente para v em L2 

·p E Jo (0.) n H 2 v E C (IT); vlan = O 

Para qualquer l .fi'<:ado, podemos passar o limite com n -+ oo em: 

Assim temos: 

i) 

r Vn YVn az dx---+ r v 'Vv ai d:r; quando n-+ X 
.Jn .Jn 



ii) 

De fato 

ll Vn Y 'Vn a1 dx -l 'V \lv a1 dxl 

ll ('L'n Y Vn a1 - Vn \i·v a, + Vn \lv a1 - v \iv at) dxl 

< r lvn (v vn- \iv) ad dx + r l(t-'n - v) \i·v ad dx ln ln 
Vl; a1 E J0 n H2 (D) ü C (IT) ~ a1 E C (TI) 

Pela desigualdade de Holder, preliminar 1.3} 

como 'Vvn - 'Vv ----tO e Vn - v ----t O e Vn ~ C pois Vn --+ v em L2 (.0) 

temos que 

1 b Y Vn a1 dx ----t f b \lv a1 dx quando n --+ oc 

De falo 

r (b Yvn - b Y 'v) a1 dx :::; r lbiiY vn- Vvjjad dx .Jn Jn 
usando a desig;ualdade de Holder l preliminar 1.3 

:=:; ll blloo ll\ivn - Yvlllladl --+O quando n --+ oo . 
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üi) 

iv) 

r Vn \lb al dx----+ 1 V \Jb a1 dx quando n---? 00 Jn n 

De fato 

usando a desigualdade de Holder, preliminar 1.3 

onde 

1 1 1 
-+-+-=1. 
p q 1' 

p = 2, q = 3 e 1' = 6, como Vn- v----+ O, temos que 

llvn - viiiiVblb lladl6 ----+ O quando n---? oo 

L J.L6:t:n a1 dx ----+ L J.L6. v a1 dx quando n ---? oo 

De fato como: 

'l.'n v em H2 se 'i/F E (H2
)'-:::::: H 2 (*) 

F (vn) -· F (v) 

cada at E H 2 (n) define uma F E (H2 (n) )' através de: 

F H 2 (n)--+ R , para u E H 2 (ft ) dada por 

F (u.) 

devido a(*): F(v11 ) ----+ F(t·) em particular 

r 6.t:n a., dx - ; r 6.v al dx. Jn Jn 
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i) 

ii) 

üi) 

iv) 

Mostraremos, agora, que 

Para isso, mostramos que 

com 

Fazemos 

r 2 Jn !v 'Vv + b 'Vv +v 'Vb- J.LD.·c- gl dx < x 

1 1 
- + - = 1. 
p q 

2q = 3, isto é, q = ~ - Então p = 3 portanto temos: 
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v) 

Finalmente, como o sistema {a1} é completo em Jo (fl) e 

v V v + b V v + v V b - J.L6. v - g E L 2 
( f2) 

e 

a equaçao 

L (v V v + b V t ' + v V b - J.L6. v - g) a1 dx = O 

implica a existência de uma função V P E Y- tal que 

v V v + b V v +v V b- J.L6.V - g = V P. 

denotado p = - P, temos 

v v v + b v v + v V b - J.L6. v + v p = g. 

A função Vp E G (f2) junto com v satisfaz (2.4) . Portanto ·u. = t· + b é 

uma solução generalizada em H 2 ( f2) para o problema ( 2.1) , devido a imersão 

H2 (f2) c C (TI) , preliminar L 7, u, é contínuo em n e igual a b· em an. 

2.5 Solução em Domínio não Limitado 

Finalmente, consideremos o caso em um domínio não limitado .Q com 

fronteira uniforme de classe C3. 
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Da mesma forma que nas secções anteriores, consideraremos a fronteira 

uniformemente de classe C3
. Considere a e:xistência de urna seqüência de 

subdomínios limitados 01 c n2 c fh c ... tal que 
00 

O= Un/; 
k = l 

e tal que a uniformidade de classe C3 na fronteira de n é mam.ida nos 

domínios Ok. Para cada 0~.;, encontramos uma solução vk E J0 (n k) n H 2 (0~.:) 

da equação (2.4). As estimativas (2.7) e (2.20) nos fornecem limit<:tÇões uni­

formes com respeito a k para 

Além disso se l :::; k então 

com constante Ct independente de k. 

De fato: 

< IID2
vk 11~2(n 1 ) + II'Vvs.ll ~2(!11) + ll't'kll~2(f21 ) 

< IID2
vkiiL2(!1t) + II'VvkiiL2(n1) + llvdiL2(n1) 

Pela desig·ualdade de Hõlder: preliminar 1.3, obtemos 

Então: 

!lvkiiL2(f2:) < 

llvkiiL2(n1) < 

(In, ~v. r· dx) i . (L. [l [l dx) j 
I 

llvkii L6(n1) lf2t l3 

~- Hvs.-IIL6(n1) 
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Utilizando o Lema 1.10. obtemos: 

que devido as estimativas (2.7) e (2.20), obtemos: 

Assim, formamos as seg11intes subseqüências utilizando um raciocínio 

conhecido como diagonal de Cantor: 

Em nl, existe uma subseqüência de (vn)neN denotada por (vf ' vJ: vj: vJ, ... )' 

t.al que 

v~ converge fracamente para v 1 em H 2 ( f21) e 

t·~ converge fortemente para t'1 em H1 (f21) . 

Em n2, existe uma subseqüência de (v~)nEN denotada por (vi: vi' vj. vi, .. . ) . 

tal que 

v~ converge fracamente para v 2 em H 2 (f22) e 

t'~ converge fortemente para v2 em H1 (f22) 

Em geral temos que: 

E o • b " A ' d ( k-1) d d ( k k k k ) .m ~ "k, existe uma su seq uenc1a e vn n. El'i enota a por v1 , v2 , v3 , V4 , . . . , 

tal que 

v~ converge fracamente para vk em H2 (Dk) e 

v~ converge fortemente para vk em H 1 (D~;). 

Consideramos agora, a seqüência (v}, vi , vJ, ... ) , isto é, (t·~)nE!\\, tal se­

qüência é uma subseqüência de todas as anteriores, a partir do índice n. 

Por motivos de simplicidade na notação, ainda denotamos a subseqüência 

final por { vk} e seu limite por v. 
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C-omo v E H1~ (n) e IID2vll , ii'Vvll , llvll 6 < oo, devido as imersões de 

Sobolev temos que v E H1~ (TI) . 
Desde que v E Jo (ü) n H~ (IT) temos que v E C (TI) e v= O em 8ft. 

Observamos que v (x) -O quando lxl ~ oo, de fato: 

P rimeiro observemos que considerando uma seqüência de cones disjuntos 

Kx ... coro vértices em Xn e coro a mesma abertura (pois n tem fronteira 

uniforme de classe C3) e com lxl ~ oo quando n ---+ oo ternos que 

quando n ---+ oo pois IID2vll; IIY'vll e llvll são finitos. 

Pelo Teorema da imersão de Sobolev temos que !v (x)l ~ C llvliH2(K.,), 

com a mesma constante para cada cone. Assim fazendo lx I ---+ oo obtemos 

iv(x)l- O. 

Vemos que v satisfaz (2.4). Se 4> E D (ü), então 

considerando para todo k suficientemente grande para que supp <P c nk. 
Passando o limite sobre a subseqüência, obtemos como na secção (2.4) 

L (v 'Vv + b 'Vv +v 'Vb- J.LÓ.V- g) rjJ dx =O 

para todo 4> E D (D). 

Da mesma forma que na secção (2.4) a e.xpressao v 'Vv + b 'Vv +v 

'Vb- J.L!:::.V - g pertence a L2 (n), assim existe a função 'Vp E J l. (ü), que 

juntamente com v satisfaz (2.4) . Deste modo u = v+ b é urna solução do 

problema (2.1) pertencente a H1~ (TI) C C (TI). 
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Capítulo 3 

O Problema nao Estacionário 

3.1 Introdução 

O problema não estacionário para o sistema de equações de Navier-Stokes, 

descreve a velocidade e pressão de um fluido homogêneo (p = 1) com viscosi­

dade constante (J.L = constante), incompressível e sujeito a um campo de 

forças externo f (x, t). movimentando-se numa região n c JRd com d = 2, 3. 

0 problema é obter u (x, t) E JR3 e p (x , t) E JR definidas para x E [2 e t > 0. 

tais que satisfaçam 

Ut + u. · \lu. - J.Lf::::.u, + \lp = f 
div u = o em n X (0, T) 

u(x,O) = a(x) , 'ílx E n 
u. (x , t) = O, 'ílt E (O, T) , 'ílx E 8[2 

(3.1) 

onde u (x, t) denota a velocidade do fluido, p (x, t) é a pressão hidrostática 

no ponto x e no instante t e a (x) é a velocidade inicial e f é um campo de 

forças externas dado. 

Na secção 3.4. demonstraremos o Teorema 2 que é o teorema principal 

deste capítulo. 



Teorema 2 Seja n um domínio tridimensional, com fronteira uniforme­

mente de classe C3 . Se a E lo (D) e 

F (t) = 1t Jlfll 2 dT < oo, Vt > 0. 

Então exi.ste ·um inter-valo (0, T) e funções u (x, t) , p (x, t) definidas e satis­

fazendo as equações de Navier-Stokes 

Ut + u · \iu = - Vp + f.d::::.u. +f, di v u = 0 em D x (0. T) , 

tais que 

u E L00 (0, T'; Jo (D)) para O< T' < T (3.2) 

'Ut, D!u, Vp E L2 (0, TJ; L2 (D)) para O< T' < T (3.3) 

e 

ll vu (t)- Vali-: O, quando t-+ o+ (3.4) 

onde T depende de li a 11 , F, p, e da regularidade C3 da fronteria. 

3 .2 Solução em Dimensão Finita 

Nesta secção mostraremos a formulação variacional para a equação (3.1) 

e a existência da solução para a formulação variacional em dimensão finita. 

Para a formulação clássica da equação de Navier-Stokes (:3.1) , a formu­

lação variacional é: 

d 
dt (u , v)+ p, ((u, v))+ b (u, u, v)= (!, v), Vv E .]0 (3.5) 

u (O) = ·uo 



Aplicamos o método de Galerkin. Urna vez que V é separável, isto é : 

e."Ciste um conjunto denso e enumerável onde qualquer elemento do espaço 

pode ser aproximado por urna seqüência de elementos deste conjunto. Seja 

{w1:w2 , ... }este conjunto. Para cada m definimos a solução aproximada Um 

de (3.5) como segue: 

m 

Urn (x: t) = Lgi.m (t) Wi (x) . (3.6) 
i=l 

A formulação variacional no espaço Vm = (w1 , wz, ... , wm] é: 

(u'm (t) ,wj) + P, ((um (t) , Wj )) + b (um (t), Um (t):wj) - (f (t) , wj) (3.7) 

t. E [O. T) , j = l , .... ·rn 

Um (O)= Uom (3.8) 

onde Uom. é a projeção ortogonal em H do Uo sobre o espaço Vm gerado por 

{wJ . .. .. wm} . 

A equação (3.7) forma um sistema diferencial não-linear para as funções 

9Jm. · ··· ·9mm · 

Então temos: 

Um - g lm (t) WJ + g2m (t) W2 + ... + gmm (t) Wm (3.9) 
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Escrevendo mais explicitamente o sistema (3.7) temos: 

(u~ (t) ,wi) + J.L((um (t) ,wi)) + b(u.m (t) ,u.m (t) ,wJ) =(f (t) ,w1) 

(u~. (t), Wm) + J.L ((Um (t), Wm.)) + b (um (t), Um (t), Wm) = (f (t), Wm) 

(3.10) 

Substituindo (3.9) em (3.10), obtemos: 

(wlg~m (t) + W292m (t) + ... + Wm9;nm (t) ,wi) + J.L((9Im. (t) W1 + 92m (t) W2 + ... 

+wm9mm (t) ,wi)) + b(Wt9Im (t) +w292m. (t) + ... +LtJm.9mm· 
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Então, para cada j = 1, ... , m, temos 

m m 

L (wi,Wj) g~m (t) + f.L L ((wi,Wj)) 9im (t) (3.11) 
i=l i =1 

m 

+L b (wi,Wz, Wj ) 9im (t) 9Lm (t) 
i,l=l 

isto é. 
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Então: 

(w1,w1) 

+ (3.12) 

+ 

[ glm ··· gmm ] · 
1 x m. 

mxm. 

gmm 
mxl 

[ glm ··· gmm ] · 
lxm 

m xm 

glm 

gmm 
mxJ 

[ glm ·· · gmm ] · 
Jxm 

mxm 

glm 

gmm 
m.x l 

(J(t). wm.) 
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A matriz 

(wl, w1) (wm,w1) 
Jl! = 

(wl,wm) (wm..wm) 

é não singular pois, 

(w1, wl) (wm,WJ) X] o 
-

(wl,wm) (wm,wm) Xm o 

Logo: 

pois o conjunto { w 1 , •.• , wm} é L. I. 

• 
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Como a matriz M é não sing,11lar, então possui inversa M-1 . 

Multiplicamos o sistema (3.12) pela matriz inversa de i\1[ e obtemos o 

seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias escrito na forma vetorial: 

m m m 

9~m (t) + I::>~ij9im (t) + L Jijk9im (t) 9km (t) = L f3ij (f (t) ,wj) (3.13) 
j = l j,k=l j=l 

onde a:ii: liik:l3ii E 1R , 1 ~ j ~ m. 

A condição (3.8) é equivalente as condições escalares para o m . 

9im (O)= i-ésima componente de Uom: (3.14) 

isto é, 

110m= 9Im (O) Wt + 92m (O) W2 + ··· + 9mm (O) Wm· 

O sistema (3.13) com a condição inicial (3.14) tem uma solução definida 

num inten·alo [0, T"m). SeTm. < T então IIUm (t) ll tende aoo quando t -: T"m . 

Mas a estimativa (3.18) da próxima secção mostra que T"m = T. 

3 .3 Estimativas a Priori 

Nesta secção apresentaremos estimativas para a solução do problema de 

valor inicial (3.1). 

Usando o método de Galerkin com autofunções do operador de Stokes: isto 

é. do P 6.. Estas autofunções { a1} são ortogonais em J ( Q) . Os correpondentes 

autovalores são { .Xt} . ent.ão 

Tomando as n-ésimas aproximações a solução 

n 

'Un (.-r, t) = L Ckn (t) .ak (x) 
k = l 
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do problema de valor inicial, t ~ O, para o sistema (l = 1, 2, ... n) da equação 

diferencial ordinária 

com condições iniciais Ckn (O)= (a, a~;), k = 1, 2, ... , n. 

Obsen·e que aqui , como a1 E H2 (O) podemos reescrever na formulação 

fraca o termo fJ, ((un (t) . a1)) como -j.J. (6-Un , aL). 

11Iult iplicando (3.15) por Ckn (t) J lembrando que (6-'Un, az) = - ('Vun, vai) 

e somando em l = 1, ... , n temos: 

(:t Un , Un) + fJ, IIV'Un ll 2 + (un .VUn; Un) = (f, Un.) 

c:omo o termo (u,n.VUn, un) =O. Veja TEMAM [18] na página 163. 

Então. 

~l[ultiplicando (3.16) por 2 e escrevendo 

Temos: 

p OIS: 

~:t llun(t) ll2 - (:tUn ,Un) 

! ) un (t) ll
2 

- 2 ( :t 'Un, Un) 

2IIJ (t) llllun (t) ll 

f-L I!un ll2 + ~ II J(t) ll2 

fJ, 

(3.16) 



Assim que 

Integrando (3.17) de O as obtemos: 

pois 'U{m é a projeção ortogonal de 'U{) sobre Vm. 

Conseq üen tem ente 

o que implica que: 

a seqüência Un E L00 (O ) T ; H) e é limitada uniformemente em n. (:3.18) 

Quando integramos as duas ultimas e..'<pressões de (3.17), de O a T . obte-

mos: 

llu.n (T) 11 2
- ll un (O) 112 + J.L 1T ll\7un (t) 11 2 

dt 

llu7l (T) II 2 + J.L 1T ll vu.n (t) ll2 
dt 

J.L 1T ll vun (t) 11 2 dt 

< ~ 1T llf (t)112 dt 
f.L o 

l lc'T < - ll.f (t) ll 2 
dt + llu·n (0) 11 2 

f.L o 

< ~ ( r ll f (t) 11 2 dt + lluoll2 

f.L lo 

i·T 1 1T 1 llv u.n (t)ll2 
dt. ::; 2 li! (t)ll2 

dt +- lluoll 2 

o f.L o f.L 

o que nos leva a concluir que 

U·n E L 2 (0, T ; 1í) e é limi tada uniformemente em n (3.19) 
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Multiplicando (3.15) por >..1C1 n, somando em l = 1. .. . , n, e definindo 

n 

L ÀtCI nal = Pf:).un = .Ó.un 
1= 1 

p01S 

Obtemos: 

utilizando a proposição 1.15 podemos caracterizar .6.un pois: 

Para v = .6.un obtemos 

i) 

Como: 

Assim: 

Então: 

ii) 
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üi) 

Substituindo i, ii, iii em (3.20) , obtemos 

1 d 2 11- 11 2 
1 2 ( - ) 2 dt I!Yunll + (f.L- ê) b.Un ::; ~ IIJII + UriY'un , b.un (3.21) 

Encontramos outra estimativa para aproximação de Galerkin, baseado na 

ident idade (3.21) . O lado direito de (:3.21) será estimado usando a estimativa 

(2.14), fazendo 

o que resulta: 

d 2 11- 112 
4 6 2 dt l!vunll + f.L ÓUn ::; Ca,Jl II 'Vunll + c~.JI II VUn ll + c 11111 

Ternos que 

p01s: 

onde 

_.t\.ssim: 

II 'VUn (x. O)II::; ll v all 

n 

'U·n (x. O)= L ck.n ak 
k=l 

n 

Y'U·n (x. O) =L ck.TI (O) 'Vak 
k = l 
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e 
n 

II 'Vun (x,O)If~ =L ctn (O) llv a,.ll 2 
(*) 

k - 1 

p OIS: 

i \.ssirn: 

00 

llvall 2 
= l: .B,. llv akll 2 

(**) 
k=l 

Portanto da igualdade ( *) e ( **) acima concluímos que 

Por (3.22) e (3.23) e fazendo no Lema 1.8 'lj; = J-L lll.Unlr, f= O, 

concluímos que existe, no intervalo [0, T). funções contínuas F (t) e F (t) tais 

que: 

llvun (t)ll2
::; F (t) e 1t ll l.Unw dT::; F (t) (:3.24) 

Em vista do Lema 1.17, IID2wll ::; Ca (I! PJ II + llvwll) a desigualdade 

(3. 24 ) implica 

(3.25) 

para t E [O. T) , onde 
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:\1ultiplicando (3.15) por 

e somando em l = 1, ... , n : obtemos: 

usando a desigualdade de Holder1 preliminar 1.3, obtemos: 

ll:tu•ll' < l'lll u.lill:tu.ll + Jlu. Vu.JIII :tu"ll + Jlfllll :tu"ll 

11 :t Unll < 1-t ll lUnll + IIUn VUnll + 11! 11 

e como 
I l 

llun \7unll - (l lun \7un!2 dx) 2 

= (1 1Uni2 1Vunl 2 dx) 2 

< (1, lunl2p dx / ' (1, 1Vu. l2q dx) ~ 

Acima foi escolhido 

3 
p = 3 e q = -. 

2 

Em llu·n 116 usamos o Lema 1.6, isto é, 

e em IIVUn 113 usamos Lema 1.17, isto é 1 
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Assim: 

Então 

ll:tunll 

11:tunll < 

l 

fi- lllUnll + Ca II6Unll 2 · ll'VUnll~ +Cá !1 Vun ll 2 
+ I!JII 

utilizando o Lema 1.1 em: 
I 

c~ II LS.unll
2 

. II 'Vunll ~ . 
temos: 

C& lllunllt .JJ'Vunll ~ < 2~2 C& II EUn ll + k2
2

li 'Vunll3 

- IIEunll + ~a II 'Vun ll3 

- jj 6Un jj + c;;uvun.ll3 

o que resulta: 

11 :t Unll :s (p, + 1) lllUnll +c;; II 'Vunll3 + Cá ll \7unll2 
+ n.rn. (3.26) 

elevando-se ao quadrado, integrando de O ate ut ilizando (3.24) , obtemos: 

(3.27) 

para t E [O, T) . 

3.4 Propriedades de uma Solução em Domínio 

Limitado 

A.s estimativas (3.18) , (3.19) , (3.24) , (3.25) e (3.27) são suficientes para 

demonstrarmos o Teorema 2 enunciado na secção 3.1 deste trabalho. 
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Consideremos, num domínio limitado, deste modo~ temos aproximações 

de Galerkin {Un} satisfazendo (3.6) , (3.24), (3.25), (3.27), llun (t)ll :S Cn ii VUn (t)ll 

e também uma solução u para a equação de Navier-Stokes em J0 , conforme 

TEMAM [18] na pági.na 283. 

A tese (3.2) , do Teorema 2 decorre de (3.24) pois IIV'u (t) 112 
::; F (t) c:om 

F contínua em [0, T). Para todo T' < T tem-se Vu E L= (0, T'; L2 (fl)), isto 

é . u E L00 (0, T'; .lo (n)). 

A tese (3.3) do Teorema 2 decorre de (3.25) e (3.27) . 

Como 

!lu. V'uil < lluii6 IIV'ulb :S Ca llvu.ll (lllull~ II 'Vu ll~ + IIV'ull) 
l 

- Ca ~~ ~ull 2 I! V'ull~ + Ca I! 'Vull 2 :S IILiull + Ca II 'Vull3 + Ca IIV'uJI 2 

Portanto 

Assim: 

[ llu Vull2 
dT :S C ([ ll''luiJ' dT + [ I!Vull6 

dT + [ I!Vull' dT) 

o que implica que: 

Desta forma: 

Se cPm é qualquer função da forma 
m. 

~m (x. t) = L Ct (t) a1 (x) 
I.= I 



com coeficientes contínuos em (0: T] : então (3.15) implica 

(3.28) 

para todo n ~ m: onde U n são as aproximações de Galerkin da secção 3.3 e 

O < T' < T. Ao passarmos o limite, quando n -7 oo, obtemos: 

J.T' .In (:tu - p.b.u + u \lu- f) .Pm dx dt =O (3.29) 

e desde que <P-m são densas em L2 (0: T' ; J) então 3 p (x, t) tal que \lp E 

L2 (0 , T'; L2 (r2)) com 

Vamos mostrar agora, a tese (3.4) do Teorema 2 uma vez que u satisfaz 

(3.21) . e 

F (O) = II'Vall2 , 

t.emos 

limsup II 'Vu (t)ll ~ limsup JFTt) = JF(O) = II'Vall 
t-o t.-o 

se u (t) ~ a em Jo (D) então pela proposição 1.9 u (t) --7 a fortemente em 

Jo (D). 

Vamos verificar que u (t) __.. a em .!0 (D). De fato: 

Dado a1 um elemente da base1 mostraremos que: 

1 v (u (t)- a) \7aldx --7 o quando t -7 o+ (3.30) 



mas: 

1 v ( u. ( t) - a) V a, dx - i V ( u ( t)) V a dx - 1 \la \l a1 dx 

- L \l ( u. ( t) \la) dx - L \la \l a1 dx 

+ f' V U-n (t) \la1 dx - f V U-n \Jaz dx Jn Jn 
+L V'Un (O) v ai dx- L \lu.n (O) \lal dx 

1 V (u. (t)- a) \la1 dx - L V (u (t)- 'Un (t)) \la1 dx 

+L V (u.n (t) - Un (O)) \Jaz dx 

+L \l (u.n (O)- a) \la1 dx 

o termo 

{ V (Un (t) - Urt (O)) v a1 dx ---t O quando t--;. o+ uniformemente em n, ln 
(3.31) 

p01s: 

L V (u.n (t) - Un (O)) \la, dx - 11t! (\lu.n (T). \la!) dT I 

- 11t (V :t Un (T). \laz ) dTI 

- 111 

(:tun(T),~a!)dT I 
- l.fo'' (-:t Un (T), 6al) dT I 

< (1' 11 :t ~ ( 7)112 dT r ({ ~~ ~a~ll ' dT ) J 

DeYido a (3.21) 
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uniformemente em n. 

Para cada tE (0, T) .fi..'<o temos que o termo 

1 V' (u (t) - Un (t)) 'Va1 dx---+ O (3.32) 

quando n ~ oo pois se fizermos Wn = u - Un e h ( T) uma função suave, que 

se anula para 

e é igual a um para T ~ t , então 

t 
r< ­

- 2 

L 'Vwn (t) 'Va1dx = 1t :T .In h (r) Y'wn 'Vat dx dr 

1t L ( ht 'Vw., 'Va1 +h V' :tw., 'Vaz) dx dr 

_ 1' .L (h, '17wn v a, -" :t"'" v a) dx dr 

1o·t L (ltt. 'Vwn 'Va1- h !úJ., .Ó.a.l) dx dr---+ O 

quando n --. oo 

pois 'Vw., e 

d 
-w 
dt. 71 

convergem para zero fracamente em L2 (0: T; L2 (n)) . 

O termo 

.L V' (u., (O) - a) 'Va1 dx =O, para n 2: l. 

Isto é, devemos mostrar que: 

(3.33) 



Como temos: 

n 

U-n (x, t) - L Ckn (t) ak (x) 
k = I 

TI 

Un (x, O) - L Ckn (O) ak (x) 
k = l 

implica que 

n 

V Un (x, O)= 2:.: Ckn (O) .vak(x) 
k = l 

onde 

Então 

i (t, C •• (O) \ia•) Va1 d.-r; - C1 n (O) (Va1, Va1) 

- (v a . v a1) 

- 1 '\ia va, dx . 

Concluimos que (3.31), (3.32) e (3.33) implicam (3.30). 

Assim, concluimos a prova do Teorema 2 num domínio limitado. 

3.5 Solução em Domínio não Limitado 

Nesta secção: supomos n um domínio não limitado com fronteira uni­

formemente de classe C3 . Escolhemos, como no problema estacionário, uma 

seqüência crescente de subdomínios nl c n2 c n3 c ... onde 
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Ecolhemos uma seqüência de funções de velocidade inicial an no J0 (D), tal 

que supp an C Dn , jj'Va:nll :S IIVall e I!Va:n- Vali ---+ O quando n---+ oo. isto 

é possível devido ao Lema 1.19. 

Seja W 11 uma solução do sistema de equações de Navier-Stokes em Ü 11 com 

velocidade inieial igual a an em Dn X (O, T). Todas as Wn existem num interva-

lo comum (0, T), com T dependendo somente de !IV ali, f.L e da regularidade 

C3 da fronteira e além disto W 11 satisfazem as estimativas abai..'XO: 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

Vamos contruir uma seqüência da seguinte forma: 

Em nl consideramos uma subseqüência de (wn)nE~ denotada por wi ,wt wt ... 
que converge fraca em L2 (0, T'; H 2 (01)) e cujas derivadas 

(:tw~ )nE~ 
convergem fraco em L2 (0, T'; L2 (DI)) . 

Em n2 consideramos uma subseqüência de (w~)nE!t< denotada por w;' w~. w~ . ... 

que converge fraco em L 2 (0, T' ; H 2 (S12)) e com 

. . 2 
(

d ) 
dtw n ne:'l 

convergindo fraco em L2 (0, T'; L2 (02)). Em geral, em Om consideramos uma 

subseqüência de (w~-l)nE~ denotada por wr;-, w2\ wr, ... que COnverge fraco 
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conYerg,indo fraco em L2 (0, T' ; L2 (D.m)). 

A seqüência (wi,w~,w~,w: ... ) ainda denotada para simplificar a notação 

por (w 1 ,w2 ,w3 , ... ) tem a propriedade que para qualquer 0.1 dado e VT' < T 

convergir fracamente para w em L2 (0, T'; H2 (0.1)) e 

conYergir fracamente para 

Além disto o limite w satisfaz 

d 
-w 
dt 

IIV'w (t)ll2 < F (t) ; 1t jjl.w (r)ll 2 
dr ~ F (t) e 

1t jj D;w (r)ll 2 
dr < F (t). 

Considere <P E c~ (D.m) com d.iv 4> = O, cjJ E CJ (Dm X [0, T]) e se cjJ e Wn 

são iguais a zero fora de D.m em D. então 

(3.37) 

'ifn 2: m. c O < T' < T. 

De fat.o 
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Passando o limite com n --t oo em (3.38) e lembrando que w11 -' w em 

L 2 (0, T'; H 2 (n1)) Vn11 obtemos que: 

converge para 

isto é1 

.['L (:
1
w- p.b.w + w \iu;- f) <P dx dt =O '<lo/ E CO (r!,) 

temos, analogamente ao caso estacionário que 

~w + w 'Vw- J.LÓ.w- f E L2 (0, T'; L2 (n)) . (3.39) 

Como o conjunto das funções </J é denso em L2 (0, T'; J (D)), então existe 

uma função p (x, t) com \ip E L2 (0, T'; L2 (n)) tal que 

d 
-w- p,ó.w +w Vw- f= - Vp. 
dt 

A prova para condição inicial II 'Vw (t) -'Vali -; o quando t --t o+ para 

domínio não-limitado é mostrado analogamente como no caso do domínio 

limitado. 

Por (3.24) , ternos: 

para cada t fi..-<O, t E [0, T']. Como w11 ---r w fracamente em L2 (0 , T; H2 (r2)) 

então pela proposição 1.8 obtém-se que 

ll 'Vw (t)l! :S lim inf I! 'Vwn (t)ll :S lim inf !I V ali = II 'Vall 
11-->oo n~oo 
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o que implica 

limsup I!Vw (t)ll :S !!Vali . 
t.~o 

Para mostrar que w (t) ----ta fortemente em .lo (n), precisamos mostrar 

que w (t) _. a em Jo (D) , isto é , 

l V (w (t)- a) V 4J dx ~O quando t -r o+, 'V</J E D (D). 

Isto é obtido de forma semelhante ao já feito para o caso de n limitado 

com a diferença que em (3.33) temos: 

.!~ V ( w (O) - a) Va1 dx L V ( an - a) V a1 dx 

< llv (an - a) llllvadl --. o 

quando n -r oc. 

• 
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Capítulo 4 

Conclusão e Sugestões para 

Trabalhos Futuros e 

Referências Bibliograficas 

O objetivo deste trabalho foi o de fazer o desenvolvimento do método 

de Galerkin para as equações de Navier-Stokes em domínios não limitados. 

Vimos que se o dommio satisfizer uma condição de regularidade especial na 

fronteira, podemos obter resultados de existência de soluções fracas seme­

lhantes àquelas existentes para domínios limitados. 

A dificuldade principal residiu na passagem ao limite das soluções em 

dommios limitados para obtermos uma solução em domínios não-limitados. 

Limite este que foi possível de ser realizado devido ao fato das cons tantes 

que aparecem no desenvolvimento da solução em domínios limitados serem 

majorados por uma constante que depende, além dos dados iniciais. somente 

da uniformidade de classe C3 da fronteira. 

Entre algumas sugest ões para trabalhos futuros, temos: 

Desenvolvimento do método de Galerkin para a equação de Navier-
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Stokes em domínios não-limitados utilizando outros espaços funcionais 

como por exemplo os espaços de Nikolski. 

Desenvolver resultados de regularidade para a solução da equação de 

Navier-Stokes em domínios não-limitados. 

Estudar e.xistência global e decaimento da solução para as equações de 

Navier-Stokes em domínios não-limitados. 

Considerar o problema de resolver as equações de NaYier-Stokes em 

domínios não-limitados com condições de fronteira não homogêneas. 

Utilizar o método de Galerkin aqui apresentado para resolver equações 

do tipo Navier-Stokes, isto é, equações deduzidas a partir da Navier­

Stokes ou semelhantes a ela. 
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