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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se o resultado da existéncia de solucoes fracas
em dominios nao-limitados para as equacoes de Navier-Stokes, desde que
a fronteira satisfaga uma certa condi¢ao de regularidade que é necessdria
para a obtencao de estimativas em dominios nao-limitados semelhantes a
desigualdade de Poincaré em dominios limitados.

Apresenta-se o desenvolvimento detalhado do método de Galerkin para as
equacoes de Navier-Stokes em dominios nao-limitados com cdlculo explicito
de védrias constantes e com forcas externas nao nulas. Apresenta-se dois
teoremas fundamentais: um fornecendo condigoes para existéncia de solucoes
do problema estacionério e o outro fornecendo condi¢oes para existéncia de

solugoes do problema nao-estacionério.

Palavras-Chaves: Equacoes de Navier-Stokes. Método de Galerkin. Domi-

nios Nao Limitados.
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Abstract

In the work it is presented results of existence of weak solutions in
unbounded domains for the Navier-Stokes equations.

The main condition to obtain similar results as those for bounded do-
mains; for example the Poincaré inequality; is a certain condition of regula-
rity at the boundary of the domain.

It is presented the detailed development of the Galerkin method for the
the Navier-Stokes equations in unbounded domains with the explicit calcu-
lations of many constants and with non null external forces.

It is presented two basic theorem: one presenting condition for the exis-
tence of solutions for the stationary problem and the other presenting

conditions for existence of solution for the non stationary problem.

Key Words: Navier-Stokes Equations, Galerkin Method, Unbounded

Domains.
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Notacao

Em nosso trabalho utilizamos a seguinte notacao normalmente utilizada
em estudos de equacoes diferenciais parciais.

A O B, denota que o espago funcional A estd continuamente imerso no
espaco funcional B.

Q. um aberto do R? ou R>.

Q. o fecho do conjunto .

9. fronteira do conjunto Q.

k = (k1. ks, ..., k) € um multi-indice em R".

k| = k1 + ko + ... + kp.

o™ o(x)

my g
Oz Ox52...0xTn

D™g(z) =

onde m = (my, ma, .... my)

L*(92). o espaco das funcoes mensurdveis g tais que

loll, = (f |g(a:)|”dx) L
0

C(Q).C*(Q).CE(Q).C3°(Q) sdo os espacos funcionais com a definicao
usual em anélise.

CE(Q) é o conjunto das funcdes de CF que sio limitadas.

WmP(Q) onde m € {1.2.3,...} ep € R; 1 < p < o0, é definido por
{ue LP(Q) : 3hy, € LP(Q)} satisfazendo

/ u(z) D*é(z)dz = (~1)* / hela)bla)di
Q J 0

para multi-indices k com 1 < |k| < m e V¢ € CF ().
WP (Q) = {u: Q — R:u|p € W™P(D). onde D é um conjunto limitado

com D C Q}.



Para QCR:.p>leu= {ur,us,u3} onde u; :  — R comi=1,2,3

temos:
5 i
[ull, = (Z Jus aL‘)Ipciu":)
= ou; :r) '
||V'u||]D = (Z i 3.?:', )
1
Pu;(x ¥
2 o Z
o, = (32 [ Gk )
((w.v) = / VuVe de = ,,ZI 3..«;} oa;
ov;
blu.v.w) = i sl R
(u.v,w) ijzd Qu T =
Os subescritos das normas sao suprimidos quando p = 2 e usualmente

denota-se W™ = H™.
D(Q) = {¢;0 € CF(Q) edive =0} .

J(Q2) = Fecho de D(Q)) na norma [¢| .usualmente, para Q limitado
denota-se .J(Q2) =

Jo(2) = Fecho de D(€2) na norma ||V¢|| . usnalmente para ) limitado
denota-se Jo(Q) = V.

J3(Q) = {0 € Wo () e divg =0} onde Wy () é o fecho de CF° (Q2)
na norma ||V .

J1(Q) = Fecho de D(Q2) em H' (Q).

13 (Q) = {¢: 0 € wi (Q) e dive =0} quando W, (Q) é o fecho de C5° ()
em H! (Q).

P. a projecao ortogonal de L? (Q) sobre .J ().

B’ denota o dual do espaco Banach B, isto é, o conjunto dos funcionais

lineares continuos em B.
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0.1 Introducao

O sistema de equacoes de Navier-Stokes, cujo nome é devido a George
Gabriel Stokes (1819-1903) e Claude Louis Marie Navier (1785-1836).
descreve o fluxo de um fluido homogéneo (massa especifica constante) movi-
mentando-se sem obstdculos numa certa regiao tridimensional e sujeito a um
campo de forgas externo dado. As incégnitas do sistema sao o campo de
velocidade e a pressao.

Mais detalhadamente:

(
puy+ pu-Vu— pAu+Vp=pf em Qr

divu =0em Qr
u(z.t) =0V €92, Yt (0.7)
u(z,0) =ug(z) V€ Q

k.

Aqui Qr = 2 x (0,T), @ C R%:d = 2.3 é um dominio, u(z,t) denota
a velocidade do fluido. p(z.t) é a pressiao no ponto z e instante ¢, p é a
viscosidade do fluido, p é a massa especifica do fluido e f € um campo de
forgas externas dado.

Este sistema de equagoes fol e tem sido objeto de estudo de matemadticos
e fisicos em geral. Entre alguns problemas envolvendo este sistema temos:
determinar condi¢oes matemdticas para garantir a existéncia de solugoes em
certos espacos funcionais, verificar a adequacao das equacoes para a descri¢ao
de escoamentos existentes no mundo fisico e estudar o problema de formacgao
de turbuléncia em fluidos. Além disto, sistemas de equacoes semelhantes
surgem na modelagem matemadtica de diversos fenémenos que envolvem o
movimento de um fluido, como por exemplo na previsao do tempo em mete-
orologia e em escoamentos de fluidos em meios porosos nao consolidados.

A teoria classica do método de Galerkin para as equacoes de Navier-

Stokes pode ser vista em TEMAM [18] onde sao apresentadas certas condi¢oes



funcionais para a forca externa e para a velocidade inicial com o intuito de
obtermos existéncia ou existéncia e unicidade de solugoes em dominios li-
mitados para problema estaciondrio de Navier-Stokes. para o problema linear
de evolugao e para o sistema completo.

Também podemos encontrar nesta referéncia alguns resultados de regu-
laridade e de comportamento assintético das solugoes.

Uma caracteristica matemadtica tipica do sistema de equagoes de Navier-
Stokes é o de podermos, sob mesmas condigoes garantir a existéncia e uni-
cidade de solugoes fracas em dimensao espacial dois mas nao em dimensao
trés onde podemos garantir somente existéncia.

O objetivo deste trabalho foi o de desenvolver, com base no artigo de
HEYWOOD (7], o método de Galerkin para o sistema de Navier-Stokes em
dominios espaciais nao-limitados.

A principal diferenca no estudo de existéncia de solucoes para as equacoes
de Navier-Stokes em dominios limitados e em nao-limitados estd no uso da

desigualdade de Poincaré
[u] < Cq [Vl

a qual é vilida somente em dominios limitados ou pelo menos limitados
numa direcao. Neste trabalho esta dificuldade é contornada através do uso
de certas estimativas que sao vélidas em dominios nao limitados desde que
satisfacam uma condicao de regularidade uniforme de classe C® na fronteira.
Exm tais estimativas as constantes nao dependem do tamanho do dominio ou
do tamanho da fronteira e sim da regularidade uniforme da fronteira (Veja
Lema 1.17).

O trabalho est4 dividido em trés capitulos principais e um capitulo de
conclusoes: no primeiro sao apresentados aqueles preliminares bédsicos para

oestudo de equacoes diferenciais parciais como por exemplo os espacos de
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Sobolev. algumas imersoes de espacos funcionais assim como alguns resulta-
dos fundamentais que sao utilizados nos demais capitulos.

No segundo capitulo, apresentamos o teorema de existéncia de solugao
para o problema estacionério em dominios nao-limitados e no terceiro capi-
tulo apresentamos o teorema de existéncia de solucoes para o problema de
evolucao também em dominios nao-limitados. Finalmente, no quarto capi-

tulo apresentamos algumas conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Nesta secgao apresentaremos alguns resultados bésicos utilizados, geral-
mente, no estudo de equacoes diferenciais parciais, assim como, alguns lemas

importantes para obtermos os resultados de existéncia de solugoes fracas.

1.1 Lema

Dados a.b € R. = > 0 entao

L]

ab < ¢ L
4z
Demonstragao
2 2
(A B> 0= AB< 2 ’;B
fazendo
1
A= — B—= 2=b
A v V2s
obtemos:
2
a
5L — 4Bl
ab < G )

[1=§



1.2 Desigualdade de Young

Sea,beR,;pgeRcoml<pg<oce

1
1idag
P g
Entao
1
ab < 1a” + —b9.
P q

Demonstragao Veja BREZIS [5] na pagina 56.

Uma conseqiiéncia imediata e bastante itil da desigualdade de Young é
o seguinte resultado com as mesmas hipdteses da proposicao (1.2) e supondo

a > 0. obtemos:

1.3 Desigualdade de Hdolder

Sejam 1 < p < o0; 1 < g < oc. com

Seu e I[P e v € LY entao uv € L' e tem-se a desigualdade

/Q ju] < Jlull, 1],

Demonstragao Veja MEDEIROS [13] na pégina 75.



1.4 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Seja B a bola fechada de centro O e raio r em R". Toda aplicacao continua

f : B — B possui, pelo menos. um ponto fixo em B. isto é. 3x € B tal que

flz)=2=

Demonstracao Veja LIMA [12] na pédgina 447.

1.5 Lema de Dubois Raymound

Seja u € L, (Q) tal que [, u(z)p(z)dz = 0. para toda ¢ € C5°(Q). Entao

u = 0 quase sempre em ).

Demonstracao Veja MEDEIROS [14] na pagina 13.

1.6 Lema

Seja QCR*. n€ Newu:Q— R uma funcao com u € C°() entao:
lullg < V48[Vl

Demonstracao Veja LADYZHENSKAYA [11] na péagina 10.

1.7 Teorema de Imersao de Sobolev

Sejam Q C R". satisfazendo a propriedade do cone, j.m inteiros nao
negativos e p € R. 1 < p < oc. Entao:
A) Se mp < n entdao WIT™? O W9(Q) com

np
n—mp

P<g=<

6



Portanto W™?(Q) & L) com

np
n—mp

P<q<

B) Se mp = n entao W7H#(Q) © W7#(Q) com p < g < oc.

Portanto W™P(Q) O L) p < q < oo. Todavia se p = 1, portanto

m = n e neste caso a imersao anterior vale até g = oc e mais ainda

Wit (Q) © CH(Q)

C) Se mp > n entdo WHH™2(Q) © CL(Q).

Demonstragao Veja ADAMS [1] na pégina 97.

1.8 Proposigao

Seja B um espaco de Banach e (z,),.,, uma seqiiéncia em B convergindo

fracamente para z, isto &, z, — T entao ||z,|| 5 é limitada e
|zl g < liminf ||z, 5.

Demonstracao Veja BREZIS [5] na pégina 35.

1.9 Proposicao

Seja B um espago de Banach uniformemente convexo e (z,), . uma se-

giiéncia em B que converge fracamente para z, isto é, x, — x e satisfazendo
limsup ||zl 5 < [l 5 -
Entao z, — x fortemente.

Demonstragao Veja BREZIS [5] na pagina 52.
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1.10 Desigualdade de Poincaré-Friedrichs

Seja © um aberto limitado do R". Se v € Hj(Q2), entao || < Cq ||V

onde Cq é uma constante que depende de (2.

Demonstragao Veja MEDEIROS [14] na pdgina 91.

1.11 Teorema de Lax-Milgram

Seja H um espago de Hilbert. Se a(u.v) é uma forma bilinear, continua
e coercisa em H. Entao para todo u € H' existe u € H tnico tal que
a(u,v) = (u.v) Yv € H.
Ainda se a é simétrica, entao u caracteriza-se pela propriedade

8 & Hn %a(u. R {%a(u, o) = (u,-v)} .

veH

Demonstracao Veja BREZIS [5] na pagina 84.

Operador -PA

O operador — PA desempenha um importante papel na teoria das equacoes
de Navier-Stokes pois suas autofuncoes constituem uma base ideal em certos
espagos funcionais. Os principais resultados referentes a este operador estao
listados abaixo e podem ser encontrados em RAUTMANN [15] nas pdginas

427 e 428.

1.12 Lema

O operador —PA : Jo N H?(Q) — .J define sobre .Jy um operador

simétrico, definido positivo com inverso compacto (—PA) ! :.J — .J.

ks



1.13 Lema

O operador —PA tem uma seqiiéncia (\;) de autovalores positivos A; > 0,
A € A € ... <\, — 0. e as correspondentes autofun¢oes (a;) formam um

conjunto ortonormal completo em .J.

1.14 Lema

As funcoes

(%)

formam um conjunto ortonormal completo em Jy. Para cada [ € Jp a se-
qiiéncia (P f) converge para f em V onde Py é a projecao ortogonal no

espaco m-dimensional gerado pelos m primeiros autovetores.

1.15 Proposigao

Seja H um espago de Hilbert e M C H um subespaco vetorial fechado.
Se f € H, entao u = Py, f se caracteriza poru € M e (f —u.v) =0 Yv € M.

Ainda Py, f é um operador linear.

Demonstragao Veja BREZIS [5] na pagina 0.

1.16 Definicao

Dado Q C R? dizemos que 90 é uniforme ou uniformemente de classe
se tivermos uma limitacao uniforme para as constantes que depen
C? set limitac fi tant dependem

localmente das derivadas do sistema de cartas local.

9



Como exemplos de dominios cuja fronteira é uniformemente de classe
C? temos que qualquer dominio limitado cuja fronteira é de classe C* é
uniformemente de classe C* e Q =R? = {(z.y.z) eR*:z.y e Rez € R, }.
Como exemplo de dominio nao limitado cuja fronteira nao é uniformemente

de classe C® temos:

) = {(x,y,z)€R3:z 2:1:2+y2}-

1.17 Lema

Seja Q um conjunto aberto de R®. com fronteira uniforme de classe C>.

Seja w € J3(2) uma solucao generalizada da equagao de Stokes, isto é,

Aw = —Vp— f com f € L*(Q). ou seja:

]VuVéd:r=/fod1‘.
Q JQ

para todo ¢ € D((Q). Entao w possui derivadas segundas em L?(Q) e valem

as desigualdades.

|D%| < Ca(lPSf]l+ V)

IValls < Co (IPAIE Vet + V] )

IA

com constantes dependendo apenas da regularidade uniforme C* da 99 e

nao do tamanho de € ou 99.

Demonstragao Veja HEYWOOD (7] na pagina 646.
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1.18 Lema

Sejam ¢, e f funcoes suaves nao negativas definidas em t > 0 e seja g

uma funcao Lipschitziana nao negativa também definida em t > 0 tais que

GO +e(E)<gle®)+S(t) ve20

com ¢ (0) = ¢.

Entao vale
o(t) < F(t) V€ [0,T)
onde F (t) é a solucao do problema de valor inicial
F(t)=g(F()+f(®)

com F'(0) = ¢y e [0.T) é o maior intervalo de definicdo de F.

Ainda. se g é nao decrescente entdo vale

/tu':(r)d'rg F(t)
40

onde

F 1) =¢g+.[0'[g(mr))+f(r)] dr.

Demonstracao Veja HEYWOOD [7] na pégina 656.

1.19 Lema

Seja Q C R? com fronteira uniformemente de classe C*. Seja () en; uma

seqiiéncia de subdominios limitados tais que Q; C Q C O3 C ... e
oy
@ =] )%
=1

i



e tais que a regularidade uniforme C* de 02, ¢ uniformemente limitada com
relacao a n e seja a € Jy (Qy) . Entdo existe uma seqiiéncia de fungoes o, €
Jo () com supp a, C O e [Vag| < [[Val e tais que||Va, — Va| — 0

quando n — oC.

Demonstracao Veja HEYWOOD [7] na pagina 665.



Capitulo 2

O Problema Estacionario

2.1 Introducgao

Neste capitulo. consideremos o problema estaciondrio para as equacoes

de Navier-Stokes.
u-Vu—pAu=—-Vp+ f (2.1)

com div u = 0 em © onde f é uma forca externa e y é a viscosidade cinemética
constante.

Denotaremos u = b* em 99 e se Q) é ilimitado. a velocidade no infinito serda
denotada por b%_(z). isto é, b2 é uma prescrigao assintética da velocidade
definida em {2 para |z| grande.

Nas préximas seccoes deste capitulo demonstraremos o seguinte teorema:

Teorema 1 Seja Q@ C R® um dominio com fronteira uniformemente de
classe C* € [ € L*(Q). Suponhamos que b* possa ser prolongada em Q
como uma fun¢do b € L>(9) com Vb € L*(Q) satisfazendo div b= 0 em

b=b" em 9.

lim b(xz) =% (x) (no caso de Q ilimitado).

13



Suponhamos ainda que 3 8, > 0, v < p tais que Yo € C§°(Q2) com divo =0

tem-se:

- / & Vb ¢ dx < 7 f (Vo) dz (2.2)
Q Q

<8 ( / (w)?dx)? | (23)

Entdo eziste u € HE (Q) C C(Q) solugdo do problema estaciondrio satis-

/qﬁv(f—l—pAb—be)d:z:
Q

fazendo

[V(u—0d)l <

H=7

| D% (u — b)|| € limitada por uma ezxpressdo envolvendo a reqularidade uni-

forme 03 da fronteim de Q’r 7 ﬁ: I|f” 7 ”b]lm € HVbHS :

Vamos procurar u da forma u = v + b com v € Jo(2). Assim u serd uma
solucao generalizada (no sentido de distribui¢oes) do problema estaciondrio

se v satisfizer:

(v4b) Vv +b) — pA(v+b) =-Vp+ f

vVuo+v Vb+bVo+bVb— puAv— uAb=-Vp+ f

vVv+1v Vb+b Vv =pAv+pAb—Vp+ f-bVb

vVe+bVe+ovVb=—-Vp+pAv+g (2.4)

onde g = f + pAb—b Vb.
Deste modo, u serd uma solucao generalizada da equacao (2.1) desde que

¢ seja uma solucao generalizada da equacao (2.4).

14



2.2 Estimativas a Priori

A seguir, faremos vdrias estimativas a priori supondo a existéncia de v e
que as integrais sao calculdveis.
Em termos gerais. fazemos o produto interno de (2.4) por v e integramos

sobre () :

/t-‘ V-vvdz+/b\71'1.-'d$+[1‘ Vbvdr =
Ja Q Q

:—prz'dm+;z-/At'-?_rdﬂ:-}-/gz.‘d:z:
Q Q o

¥
[Sw)
o
L

€ como.

()

1
/ v Ve vdr=—= [ (div v) v’dz = 0 pois div v = 0;
Ja 2 Ja

L

(I1)

[ bVvvdz =— [(div b) v*dzx = 0 pois div b = 0;
Ja Q

B | bt

(I1I)
Vopvdes=10
Ja

pois.

/ div(p v)dz = f Vpvdz+ /p div v dz.
Ja Q Q

como temos,

/ pdivedr =0
Q

15



pois div © = 0 e pelo Teorema de Gauss

/djv@) v)dz = f pr Wds=0
Q a0

pois v|5, = 0 e aqui 7" & o vetor normal unitario exterior a 9.

Entao
0= /thrd:e:-i-O::»/Vprd:c:O
Ja Q
(IV)

,u.fﬁtr vdx = —p,/ |Vo|? de,
o o

pois pela Primeira Identidade de Green

ov

U —
an

pz/(uA’U%—\_/qu)d:c:p/
Q o0

ds,

fazendo uw = .

Lermos:

U / (v Av+|Vv|?) dz = ,u/ v —?1: ds
J 02 a0 on

e como v, = 0. temos:
,u-f (v Av+ |V’b‘[2) dz =0.
Q

Fntao

,u./ vAvdr= —,u/ |V|® dz.
Q Q

Entao, a equacao (2.5) resulta:

/1.' Vb v dr:—,u/[Ver:rJ.-/gr dx
Ja Q Q

16



p-/ Vo> dz = — / v Vbvdz + / gvdz (2.6)
Q Q

Q
usando (2.2)
— ] vVbvdr <~y [ (Ve)* dzx
Q Ja

e (2.3)

1

<3 ( [z (Vt‘)zd:r)ﬁ.

/rg dx
Q

temos:
plvel®? = —[’U Vb v d:r:+/g vdr
Q Q

’}'/ (Vt‘)zdx-l-/g vdzr
0 Q
yIvel? + [ gvda

Q

/Q g
B ( [2 (Ve)? d:z:)

(w = IVe]® < B|Ve|

p Vel

IA

plVel?®

IA

(=) IVel?

IA

(1

(n—7) [Vol?

IA

[vel < —2— (2.7)
==
A estimativa (2.7) nos auxiliard para o estudo da existéncia da solugao
na equagao (2.4) mas isto nao é suficiente. por isso, daremos uma segunda
estimativa, envolvendo derivadas segundas.
Com Av € L*(€). multiplicamos a equagao (2.4) pela projecao PAv de
Av no J(Q), e integrando sobre ).

/ v Vv PAv dr + / b Vv PAv dz + / v Vb PAvdz =
Q Q Q

17



—/ Vp PAvdzx -|—,u,_/ Av PAv dz + / g PAv dz
Q Q Q

e como
/ Av PAvdz = / (PAv)>dz  Veja Proposicao 1.15
Ja o
e que
[ Vp PAv dz=0.
Q
Resulta

/ v Vv PAv dx + [ b Vv PAv dz + / v Vb PAvdzx =
Q Q o

o
oo
——

=4 / (PAv)?dz + / g PAv dzx ¢
Ja o
No termo
/ v Vv PAv dzx,
Jo
usamos a desigualdade de Hélder preliminar 1.3, temos:

|
‘/ v Vv PAv dz| < ||vflg [V, || PAv||
Q

usamos o Lema 1.17 em [|Vv|, ., obtemos:

/ v Vv PAv dz
Q

< llvllg-Co (IPACI? Vel + Vo] ) | PAY)

usando o Lema 1.6 em [[v|; . temos:

/ v Vv PAv dzx
o

< Co¥/38. |Vl (IPAC]? Vel + [Ve]) | PAY)

= CoV/B (|\PAv]F [Voll? + Vol | PAY])

18



< Co /A8 | PAV||? | Vu)? + Cp¥/a8 | V| | PAY|

/ v Vv PAv dz
Q

(2.9)
Em
CoV/48 V| || PAY| (2.10)
usando o Lema 1.1
2 2
ab < & ;b
Fazendo
A
A? A2  EER?
24B< 15 + (kB = AB < o5 + —
onde k = /a, A = Cov/48||Vu|® e B = | PAv|.
Entao
" Co /A8 |Vo2) A2
CaV48 |Vo|? |PAY| < ( o VA8 | ;” ) + (\/f) | PAY|?
2(Ve) 2
C3V48
= =55 Vv I+ 5 lIPA I
02\/_
CoV48 || Vo|* | PAv|| < =2=— || Vu|* -1-"”1’A | (2.11)
Em
Co /38 || PAY|? |Vu||? (2.12)

usamos a desigualdade de Young, preliminar 1.2.

19



Fazendo

a = —:‘1
b = kB
P .9 9
AB < iia-“?
T kP p q
onde
A = Cp¥a8|Vo|?
B = |PAc|?
p = 4
4
g =z |
gk o 9 \#

(co¥/BIvel?)’

Co¥/48 || PAY|| | V||f < 4 + 2| PAY|?
(o)1 2
- s 2704 (Y/18)! ,
Cov/a8 || P2 V] F < —*3;%/_—)* Vol + 5 P2
/48 NER VAN QT\y_Cg 6,6« 2 ;
Co¥/8 || PAw|? | Vel < V362 | Vell® + 5 | PAY| (2.13)

substituindo (2.13) e (2.11) em (2.9) obtemos:

27 3 =C3 6, Cis 4 2
< —V36— |Vo|” + == V48 ||V|" + a || PA|
8 a? 2ex

f v Vv PAv dx
o

(2.14)

No termo

/ b Vv PAv dx
Q

20



fazemos a seguinte estimativa:

/ b Vv PAv dzx
Q

< ] sup |b| Vv PAv|dz = sup [b] / |Vv PAv|dz
Q Q Q2 Q

usando a desigualdade de Holder, preliminar 1.3 temos:
[b Vv PAv dz < sup |b] | V| ||[PAv|
Ja 3!

usando o Lema 1.1 onde

A = sup 6] [|[ Vo]
B = ||PAv|
E = V2a

temos

fb Vv PAv dz
Q

1 . 3
< —sup[b]* | Ve|® + e || PA|? (2.15)
da o
No termo
/1' Vv PAv dx
Q
usando a desigualdade de Hélder, preliminar 1.3 obtemos:

< |lellg V0I5 [ PA]|

[ v Vb PAv dx
Ja

usando a desigualdade de Sobolev, preliminar 1.6 em |[v|/; . obtemos:

< V48 |[Vo|l || Vb, [ PAv]

] v Vb PAv dx
Q

usando o Lema 1.1 com

A = V|V Vb,

B = |[PAv|
Ry == v%

21



obtemos:

. _ (V3||vell [Vely)" | (V2a)' o\ o
‘/g;l Vb PAv d.’ci < 2(\/55)2 - > | PAv||
‘ /Q v Vb PAv dz| < ‘zfuwn? V0|2 + a || PAv)? (2.16)

Este mesmo termo
/ v Vb PAv dx
Q
pode ser estimado de outra forma: primeiro usamos a condicao

sup |Vb| < oo :
Q

/ v Vb PAv dz
Q

< sup |Vb|/ |lv PAv| dx
Q Q
usando a desigualdade de Hélder. preliminar 1.3. obtemos:

I/vaPAvd:r
/e

< sup | V| |lv]| [ PAY]
usando a desigualdade de Poincaré, preliminar 1.10. obtemos:

< Casup Vo [| Vo]l [ PA]

[ v Vb PAv dx
S0

usando o Llema 1.1 com:

k= V2a

A = Cqsup|Vb|||Vy]
Q

B = |PAv|,

obtemos:

2
Casup |Vb| V| 2
< ( ° Q ) Ly (\/2_0) ”PA?-’“-Z

2 (V2a)® o2

0 :
< Lsup |Vb*||Ve|? + a||PAY|?
da o

/ v Vb PAv dzx
Ja

/ v Vb PAv dzx
Q

22



/ v Vb PAw dz| < Cogsup VB2 [Vo]? + o | PAV]? (2.17)
o) Q
no termo
/ g PAv dx
Q
usando a desigualdade de Hélder, preliminar 1.3 obtemos:
[ o Pavda| < gl [P
Ja
usando o Lema 1.1 com:
kE = V2«
A = |yl
B = “PAT'“ -
obtemos:
2 2 2
/ g PAvds < Mo V%) p
Q 2 (V2¢a) 2
lgl?
! o '
\[ﬁ g PAvdz| < o + a [[PAv||
1
f g PAv dz| < — |ig||® + a | PAY|. (2.18)
o 4o

Usando as estimativas (2.14), (2.15), (2.16), (2.18) para os termos da

equacao (2.8). dada por

,uf (PAv) dz = [2' Vv PAvdz 4+ / b Vv PAvdx +
Q Q

Q
+/vaPAtrd2:-—/ g PAv dzx
Q Q

obtemos:
v 2 27 3 03 6 Cg 3 4 2
pIPA® < TVEE2 Vel + 52V Vef' +a [ PAc|
1 2 2 2, VA48 2 2
I i PA. + P
#1250 o [ Vol + @ [PAY? + 2= [ Vol [ Vel

2
+a |PA|? + Uﬂ% + a||PAv|?
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plPaelt < YRR |Vol® + 2 VA8 Vol + 4o sup bl 9ol

\3/1_

vl 192+ L ¢ aa oy

(4 - 40) [P0 < 2 3/3_60—2 Vo]l + ?ﬁs IVl + ﬁ sup bf* [[Ve*
W ngu

Vo3 Vel + = -
Seja « tal que
p—da>0&2a< %

tomando entao

o'

obtemos:

278 V36C5 | Vo|® |
8 p?
_34

\/_Ca Vel +—suplb! Ivel?

Llpae)® <

Iv8ll3 | vo)* + = llgll

(PAc < 2893858 |Tul + sYEEE Vel + % sup b [ Vel
= : 4 : 2 1Vo|* + = sup |6 | V|
4 1 P o
4 ; 4
+— VB[ VBlI3 1V0]* + = llgll”
H p
Sendo:
o/ 27 33 Cg
("E)_-p = TS Vgﬁ?
. s
(.;3.;1 = 8 -18?'

4 2 4 35— 2

Cb.# = E Slép |b| 3 E V48 |]Vb”3
4
C, = —
u u?



obtemos:
IPAY] < Cop IVV]* + Cop Vo' + Ch, [V0)° + Cullgl*  (2.19)
Temos, entao uma estimativa na norma L? das derivadas segundas 7.

HDQL'“ < uma expressao envolvendo a regularidade C* de  (2.20)
09, a viscosidade cinética g, nimeros que aparecem
nas condi¢oes (2.2) e (2.3), isto é,

7. 8. £l 8D b] e [Vl

2.3 Solucao em Dimensao Finita

Para a construcao da solucao. empregamos o método de Galerkin. es-
colhendo as autofuncoes do operador PA como funcées base. O operador
(PA)™' possui uma seqiiéncia ortonormal de autofuncdes {a;} com a, €

H? () completa em J (). Temos

/V@Va;d.E:-/\;/q‘)aldm
J0O JQ

para Yo € Jp (Q2) e \; é o l-ésimo autovalor, isto é, PAq; = \ay.

Para uma n-ésima soluc¢ao aproximada da equacao (2.4) definimos

'Un.(-r) = Z Chn ak(m)
k=1
para as equacoes (I =1.2,3,....n):

/ (vn Vv, +b Vo, + v, Vb— pAv,) g, dz = /g a; dx (2.21)
Q Q



Entao:

/ S Cin ax(@) Y. Cin Vay(z) ai(x) do+ / S Cin b Var(z) ai(z) do +
: = 0

2 k=1 k=1

f Z Cin b Vai(z) b Vay(z) dzr — p:f Z Cin Var(z) a)(z) dz
Q

k=1 L

= /Q g ay(z) dx

z“: Cikn Cjn /ak(m) Va,(z) a)(z) dz + io’““ ] b Vai(z) ai(x) dz +
Q Q

k=1 k=1

5o

aix(z) Vb a;(z) dz:-i-pz Cm/ Vai Va(z) do = /g ai(z) dx
kj=1 2 k=1 R i

(2.22)
O sistema (2.22) é quadrado de n equacoes para os coeficientes Cj,,. Todas
as integrais existem desde que cada q; pertence a H>(Q) C C (ﬁ) . Qualquer
solucdo v, do sistema terd que satisfazer as estimativas (2.7) e (2.20).
A identidade (2.6) para v" é obtida multiplicando (2.21) por \Ci, €
somando-seem [ = 1.2. ..n.
A estimativa (2.20) é obtida como anteriormente.
Para (2.8) da mesma forma, mas agora rigorosamente.
Para provar a solubilidade das equacdes algébricas (2.21) usamos o Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer (Veja Lema 1.10), como segue abaixo:
Seja M, o subespaco de Jy () , formado por {a;, as..... a, } com a mesma

norma. Para cada w € M, . existe uma unica solucao v € M, do sistema

linearizado (I =1,2....n)

/ (w Vv +b Vv +v Vb—pAv) a dx = /g a; dx (2.23)
Q Q
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pois o sistema (2.23) equivale a um sistema de n equacoes lineares para os

coeficientes na expressao

n
v = E Ck ap.
k=1

e porque v = 0 € a tunica solugao do sistema homogéneo associado, isto é,
g=0.

De fato. mostramos por contradicao. Supondo

?-‘:ZCI ay %0
k=1

Multiplicando (2.23) por C; e somando em [ = 1.2,...n, temos:
/ (wVevv+bVvv+ov Vbv—puAvvdz)=0
Q
0s termos

/th.‘trdm e /bVi'z'd:r
Ja 0

sao iguais a zero. Ver TEMAM [18] pég 163.

Resulta

/1‘Vbt‘d:c—p/.’3‘:.‘t-‘d3:=0.
Q 0

ou ainda

—/At't-'d:rr— /Vu Vv dx
Ja Ja

o que leva a

- [tr Vbuvdzr=p [ Vo] dz (2.24)
Ja Ja

Por (2.

(]
Qo

. temos

(i — %) /QIV?']Q dr <0



como i — v > 0 entao

/ V|2 dz <0
Q

o que é uma contradicao.
Além disso, devemos observar que v varia continuamente em M, na
varidvel w porque a matriz do sistema (2.23) & inversivel e seus coeficientes

dependem continuamente em w. Ainda mais

IVe|

* T f 0l

Podemos definir operador solucao: T : M,, — M,
wr— T(w)=v

onde v é solucédo de (2.23).

Definimos:

B= {q.s & My | Vo] < —2 }
K="

Para T : B — B temos:
i) T é continua
ii) T leva B em B pois
Multiplicando (2.23) por C;, e somando-se em [ = 1.2, ...n. obtemos:
f (w Vvuv+bVvov+v Vbv— pAv v)dr = fg v dx
Q Q
0s termos

/w Vvvdr e /b'\_/r v dr
Jo Q

sa0 iguais a zero.



O que resulta:

ftervda:-—u/VvVvd:r = _/g-rd:r
Q Q Q
J

/Ierz?dm—prVvlng =
Q Q
ulvel® = [gvdo= [vVbvds
Q Q

guvdx

Por (2.2) e (2.3), resulta
3
R & ——
B—=
Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, preliminar 1.4,
Ju € B tal que

T(u) = u e assim garantimos a existéncia de solugao do sistema (2.21).

2.4 Passagem ao Limite

A seqiiéncia {v,} é limitada em H?(Q2) devido as estimativas (2.7) e
(2.20) e devido ao dominio limitado temos [v,|| < Cq [|[V1,| o que implica
v, € H2(Q) e [jun| nz(qy < €, onde C € uma constante independente de n.

Como a imersao H* () C H' (Q) é compacta e vy, € limitada em H? (Q)
entao ela possul uma subseqiiéncia que por simplicidade de notacao deno-
tamos por v, convergindo fortemente em H'(Q) para v, temos que v €

Jo (Q) N H?(Q) pois:

i) v € Jo(Q) pois temos v, — v em Hj () e como divy, = 0 entao

dive=190

ii) v € H? (Q) como v, — v em H?(Q) entao

azi'n 321'
) dr — : - - Ve oo
[) Bz 0z, ¢ dzx /Bmfﬁmj ¢dr ,n— oc Yo € C§ ()
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Assim
%, %

— m L (Q
833'3'833_-; 8.’553-’1?;; . ( )
Como || D*vy|| < k entao
245
ITtn || &
a‘tza‘r b -
e existe uma subseqiiéncia de
8%v,
ox i ox j
ainda denotada por
v,
8:1':3'859 i
que converge em R, isto €,
v, v h— o
8:5,-8:1:3; 6.’2?,‘3;1.'3- '
o que implica, devido a proposicao 1.9, que:
3. i .
i SR P T
859;‘61’5; 8.1‘;‘51‘_?'
logo
v ;
e L*(Q
3;1:,—83: j ( )

Pela imerséo de Sobolev H? (Q) O C (Q) , obtemos que v € C'(Q) e =0
em Jf2, pois

v, € H*(Q);v, —veE H* Q)

llen — t"”cr(ﬁ) < lvn = 2l gy
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Sabemos que

ln = vl (@) = suplvn (2) = v (@)] > fon () — v (2)
TEQ

com z € IQ e v, () = 0 em 9.

Entao
v (z)] < |lvn —v|l g2 — 0 quando n — <.
Logo
lv(z)| L& Ve> 0= v(z) =0em 0.
Como temos que:

v, converge fracamente para v em H?,

) erge fort rem H'

vn converge fortemente para v em

Vv, converge fortemente para Vv em I*
v, converge fortemente para v em L*

v € J(@QNH?veC(Q); v|p=0
Para qualquer [ fixado, podemos passar o limite com n — oc em:

/ (vn VU, +b Vo, + 1, Vb— pAv,) adz = / g adz.
9]

19

Assim temos:

i)

/1:,, Vv, adr — /1-' Vv a; dr quando n — oc
Ja Ja
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De fato

/ vn VUn a; dx — f’t‘ Vv a; dx
Q Q

] (tn VUp a1 — v Ve g + v, Vv @y — v Vv ap)dz
Q

< / |vn (Vv — V) ai|ldz + f |(vn —v) Vv ai| dx
Q Q
Vl; a; € JgﬂH2(Q)OC(§)r=}G;€c@

< sup |a; (z)| / [o" V (2" — Vv)|dz + sup |a; (z)] / lvn — v| |V2|dz
Q TEQ Q

el

Pela desigualdade de Holder, preliminar 1.3.
< Gi ([[eall [V — Vol + 1o — o]l [Vo])

como Vi, — Vv — 0 etp —v — 0 e v, < C pois v, — v em L* ()

temos que

Ci ([[vall I VUn = V|| + |lvn, — 2| [|[V2]]) — 0 quando n — oc

f b Vv, a; dr — /b Vv a; dr quando n — oc
o
De fato
/ (b Vo, —b Vo) a dz < [ b [V, — V| |au| dz
Jo Jo
usando a desigualdade de Hélder, preliminar 1.3

< |18l IVvn — V2| las]| — 0 quando n — oc .



iii)

v, Vb a; dr — / v Vb a; dz quando n — o<
Q

Q

De fato
/ (tn Vba—v Vb ay)|de = /Ivn —v||Vb]| |a;| dx
usando a desigualdade de Holder, preliminar 1.3
< flvn = vll, [1V0ll, lladl,
onde
=1.

+

_1'._

1
=

e~
=

p=2,q9g=3er =6, como v, — v —0, temos que

lon = [ I V0]l5 [lasllg — O quando n — oc

/ pAv, ap dr — j pAv a; dr quando n — o
o Q

De fato como:

vy = ?.'emH'zse‘v’FE(H‘z)’ﬂH?(*)
Fle,) — F@)

cada a; € H? (Q) define uma F € (H?(Q)) através de:
F : H*(Q) — R, parau€ H*>(Q) dada por

Fw = [uadery [Paary [ 2
u = u a i e ¥ P
(o) t i1 - Q 8.11- ' £ Q :n,-&rj

devido a () : F (v,) — F (v) em particular

/At',, a; dr — / Av a; dzx.
Q 0

33
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Mostraremos, agora, que
vVu+bVo+uvVb—puAv—ge LE(Q)
Para 1sso, mostramos que

f [v Vo +b Vo +v Vb — pAv — g|’dr < oo
Q

[ lv Vv|>dz < sup |v] / Ve’ dz < oo
Jo Q Ja

i)
[ b Vo|? dz < sup |b[/ |Vol® dz < oo
Q s} Q
iii)
: 1 1
v|* |V < v dz Vb|“dx ] .
[ erivetas < ([ rac)” ([ 1voa)
Jo Q Q
com
1 1
T
P g
Fazemos
2g =23, 1sto &, ¢ = 3 Entao p = 3 portanto temos:
f [l IVO* d < |Jo]lg | Vbl; < oo
Q
iv)

2
[}|A1‘f dz < ||v| gy < o©
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ge L*(Q)

Finalmente, como o sistema {a;} é completo em .Jy (2) e

v Vo +bVv+v Vb—pAv—g e L*(Q)

J-={ve’(Q); v=Vp; pc H'(Q)}
a equacao
L(t' Ve+bVv+v Vb—pAv—g)a,dr=0
implica a existéncia de uma funcao VP € J- tal que
vVe+bVv+v Vb— pAv—-g=VP,
denotado p = — P, temos
vVvo+bVue+ov Vb—pAv+Vp=g.

A fungao Vp € G (Q) junto com v satisfaz (2.4). Portanto u = v+ b é
uma solucao generalizada em H? () para o problema (2.1) . devido a imersao
H?(Q) c C(Q) . preliminar 1.7, u é continuo em Q e igual a b* em 9.
2.5 Solucao em Dominio nao Limitado

Finalmente, consideremos o caso em um dominio nao limitado {2 com

fronteira uniforme de classe C2.
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Da mesma forma que nas secgoes anteriores. consideraremos a fronteira
uniformemente de classe C°. Considere a existéncia de uma seqiiéncia de

subdominios limitados ©; C Qy C Q3 C ... tal que

0
Q= U Q.
k=1

e tal que a uniformidade de classe C® na fronteira de 0 é mantida nos
dominios Q. Para cada ;.. encontramos uma solugao vy, € Jo () N H? ()
da equacao (2.4) . As estimativas (2.7) e (2.20) nos fornecem limita¢oes uni-

formes com respeito a k para
”‘71'.‘,;;”91c e “Dzl'ank "
Além disso se | < k entao

vl g2y < G (“D%k“mmk) g HVUJ’»‘HLQ(QH)

com constante () independente de k.

De fato:

2 2 , 2
“'1’}:“1;2(9,) = \/“ D?uy, “L?(g,) + ||V Lo T “vk-“p(g,)

VD220 + /172 ey + 1/ el 22y
< HDEUL-HLQ(Q!) + ”vv»’c“m(n,) + ”1’!:”112(9;)

IA

Pela desigualdade de Hélder, preliminar 1.3, obtemos

oo < ([ laz)”. ([ nitas)
Q 193]

”'vk",[,:!(glj e ||‘l’.t'v'”Lt'>($'2;)[QJ’-l§

okl 2@y < VISl okl Loy

llvx

A

Entao:
”T’k”H‘-’-(m) .S ”DQ‘U*"”}_'}(QI) % ”Vt’k”m(n!) + Cq, ”?J'k”f,ﬁ{{z,)
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TUtilizando o Lema 1.10. obtemos:

e T 1Vl LQ(Q::))

[ W (” D%;|
que devido as estimativas (2.7) e (2.20) , obtemos:

”'l'k “ H2() < C@Q.Q(

Assim, formamos as seguintes subseqgiiéncias utilizando um  raciocinio

conhecido como diagonal de Cantor:
Em 4, existe uma subseqiiéncia de (vy,),,;; denotada por R B R

tal que

v} converge fracamente para v' em H? () e

v} converge fortemente para ©' em H' (Q;).

S g —oE | 12 532 .2 pe2
Em Q,, existe uma subseqiiéncia de (v,,),,.; denotada por (v, v3, v3. v5. ...) .

tal que
v? converge fracamente para ©2 em H? (Q,) e

v2 converge fortemente para ©2 em H' (Q,)

n

Em geral temos que:

ki ok ailkondk
1

Em Q, existe uma subseqiiéncia de (v§~'), . denotada por (vf.v§. v§.vf....) |

tal que
k :
v¥ converge fracamente para v* em H? () e
v¥ converge fortemente para ©v* em H' (Q).
Consideramos agora, a seqiiéncia (v}, va, vs,...), isto é (1), ... tal se-
qiiéncia é uma subseqiiéncia de todas as anteriores, a partir do indice 7.

Por motivos de simplicidade na notagao, ainda denotamos a subseqiiéncia

final por {v:} e seu limite por v.



Como v € HE_ () e ||D*|,|Vy|,|jv]ls < oo, devido as imersdes de
Sobolev temos que v € HZ_ @ :

Desde que v € Jo () N HZ (Q) temos que v € C(Q) ev=0em 9.
Observamos que v () — 0 quando |z| — oo, de fato:

Primeiro observemos que considerando uma seqiiéncia de cones disjuntos
K,, com vértices em z, e com a mesma abertura (pois ) tem fronteira

uniforme de classe C®) e com |z| — o0 quando n — co temos que

[[v]l B K} — 0

quando n — oo pois [|[D?v|; |[Vv| e ||v|| sao finitos.

Pelo Teorema da imersdo de Sobolev temos que [v ()| < C'||v|| g2k, -
com a mesma constante para cada cone. Assim fazendo |z| — oo obtemos
v ()] — 0.

Vemos que v satisfaz (2.4). Se ¢ € D (Q), entao

/(vk Vur +b Vo +v Vb — pAvg —g)pdz =0
Q

considerando para todo k suficientemente grande para que supp ¢ C Q.

Passando o limite sobre a subseqiiéncia, obtemos como na secgao (2.4)
[ (vVo+bVvo+vVb—pAv—g)ddz=0
Q

para todo ¢ € D ().

Da mesma forma que na secgdo (2.4) a expressio v Vv +b Vv + v
Vb — plAv — g pertence a L? (), assim existe a funcao Vp € J* (Q), que
juntamente com v satisfaz (2.4). Deste modo v = v + b é uma solugao do

problema (2.1) pertencente a H2_ @ cC (ﬁ) A
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Capitulo 3

O Problema nao Estacionario

3.1 Introducao

O problema nao estaciondrio para o sistema de equagoes de Navier-Stokes,
descreve a velocidade e pressao de um fluido homogéneo (p = 1) com viscosi-
dade constante (g = constante), incompressivel e sujeito a um campo de
forcas externo f(z.t), movimentando-se numa regiao Q C R com d = 2. 3.
O problema é obter u (z.t) € R* e p(z,t) € R definidas paraz € Qe t > 0.

tals que satisfacam

4

w+u-Vu—pAu+Vp=f
divu=0em Q2 x (0,7T)
u(z,0) =a(z), VZ €Q

| u(z,t) =0, Yte (0.7), Yz € 9Q

(3.1)

onde u (z,t) denota a velocidade do fluido, p(z,t) é a pressao hidrostdtica
no ponto z e no instante ¢ e a (z) é a velocidade inicial e f & um campo de
forcas externas dado.

Na seccao 3.4, demonstraremos o Teorema 2 que é o teorema principal

deste capitulo.
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Teorema 2 Seja ) um dominio tridimensional. com fronteira uniforme-

mente de classe C?. Sea € Jp(Q) €
t
F (1) = ] IfI2dr < oo, Vit > 0.
0

Entao eziste um intervalo (0,T) e fungées u(z.t), p(z.t) definidas e satis-

fazendo as equagdes de Navier-Stokes

w+u-Vu=~-Vp+pAu+f, divu=0em Q2 x (0.7).

lais que
ue L*(0.7;J5(Q) para0<T' < T (3.2)
ug, D2u, Vpe L*(0,T; L*(Q)) para 0 <T' < T (3.3)
¢
IVu(t) — Va|| — 0, quandot — 0 (3.4)

onde T depende de ||a|| . F. u € da reqularidade C* da fronteria.

3.2 Solucao em Dimensao Finita

Nesta seccao mostraremos a formulagao variacional para a equacao (3.1)
e a existéncia da solugao para a formulagao variacional em dimensao finita.
Para a formulagao cldssica da equagao de Navier-Stokes (3.1), a formu-

lacao variacional é:

% (u,v) +p((w.v)) + b(u.u.v) = (f.v), Ye € Jy (3.5)

u(0) = ug
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Aplicamos o método de Galerkin. Uma vez que V é separdvel, isto é.
existe um conjunto denso e enumerdvel onde qualquer elemento do espaco
pode ser aproximado por uma seqiiéncia de elementos deste conjunto. Seja
{wy,ws. ...} este conjunto. Para cada m definimos a solugao aproximada v,
de (3.5) como segue:

m
Um (Z,8) = ) _ gim () wi (T). (3.6)
i=1

A formulacao variacional no espaco Vi, = [wy,wse, ..., wm| &

(1 () 05) + 1 (o (8), ) b (s () 2 ().05) = (F(B)sp)  (BT)
t ‘€ [0,T); j=1 ..

Uy (0) = Ugm (3.8)

onde g, € a projecao ortogonal em H do ug sobre o espago V;, gerado por

$ e aeesWim ) -

A equacao (3.7) forma um sistema diferencial nao-linear para as funcoes

Hrme - Ymm-

Entao temos:

Um = Gim (t) w1+ Gom () w2 + ... + Gmm (t) wm (3.9)

Up = @1G1m (1) +wolhp (£) + ... + @mGimm (8)
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Escrevendo mais explicitamente o sistema (3.7) temos:

[ (0 (£) 1) + o (1 (8) . 2)) B (i (£) i (8) s 01) = (F () . 01)

(1t (8) ) + 1 (s (€) . 3)) + b (o (8) i (£) c02) = (F (£) .02)

| (um () . wm) + g (Um () . wm)) + b (um (), um (1) .wm) = (f () . wm)
(3.10)

Substituindo (3.9) em (3.10) , obtemos:

'
(W19 (B) + wagpm (t) + - + WmGrm (£) s w1) + p((g1m (€) w1 + gom () wo + ...
+WmGmm (t) :‘-‘-"1)) o b(‘-‘-"lglm (t) + Woldam (t) T oo T CmGmm-

wi1gim (t) + wagom (t) + ... + UmGmm,«1) = (f (t) .«1)

(W191m () + waghm (t) + - + WmGmen (t) .wm) + p((g1m (t) w1 + gom (t) wat+

< T WmGmm (f) Wm)) + b(“"lglm (t) + wagom (t) + .- + WmGmm-

d Wigim (t) + WoGom (t) +izsn “I"wmgmmewm) e (f (t) -“;m)



Entao, para cada j = 1.....m. temos

> @iws) G (8) + 1Y (@5,5)) gim (1)

+ Z b (ws, wi,w;5) Gim (t) Gim (1)

1.i=1

= (1)),
1sto é.

Yoimy (@i, 1) i (8) + 1 32723 (wi,w1)) gim (2)
+ 3t b (@i, wi. 1) Gim (£) gim (8) = (f (2) 1)
im1 (@i, w2) Gim (1) + 1 3277, (Wi w2)) gim (2)

+ ) e b (@i w1, w2) Gim (t) gim (8) = (f (2) . w2)

mez1 (Wi, wm) Gim () + 12 Z:il ((wiswm)) gim (t)

L+ e bW wn wm) Gim (8) i (£) = (f (2) ,wm)
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Entao:

(wi,w1) o (wm.w1) Gim (t)
(wi,em) o (Wmowm) Gomem (2)
(wrw1)) o ((wm.w1)) gim (t)
H : : :
((w1,wm)) - ((“‘.mf“‘.m)) Gmm (1)
b(wl:wl,wl) e,
[le gmm]lxrn.
b(wm,.;-;,,wl) .
G1m
Gmm |
b(u}l,wl,wg)
[glm gmm]lxm
b(w'm:u)l,u)?)
le
Gmm _—
b(ul,u:-,.wm)
[glm gmm]lxm
b(Wm;w1,W0m) -
Gim
Gmm |
(f(t)w])
(f (1) t6m) .

(3.12)

o

b (Lu'] s Wm, {.u'l)
b(“-‘-"m-.*'-’-"mr‘-‘-"l) s

b (LU'] 1 L‘"".‘."?I.! LL;Q)
b(u“.m!‘.“":m.:w-ﬁ) o

b (w):Wm,wm)
blom.wm.wm) |

i




A matriz

(w;._wl) (w'me L‘-'l)

"1.{ =
(wy,wm) ... (@ wim)
€ nao singular pois.
(u:]__wl) v (wm:wl) €Iy 0
(wi.wm) ... (@m: @) T 0

(wr,wi) 2y + ... + (Wmsw1) Ty =0
(wi,wm)zy + ... + (@Wm:wm) T =0
(Trwr,wy) + ... + (Trmwm,wi) =0
(aeny ) £ o (T, wm) =0
(zywy + ... + Zpwm,wi) =0

(rpog ... + TmWm, wWm) =0

Logo:
DWW+ e+ Ty =022 = .. =2, =(
pois o conjunto {w, slmy 6 L1,



Como a matriz M é nao singular, entao possui inversa M 1.
Multiplicamos o sistema (3.12) pela matriz inversa de M e obtemos o

seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias escrito na forma vetorial:

m

gi-m (t) + Z Q3Gim (t) + YiixGim (t) Grm (f) = Z .’Sz‘j (f (f) -""-"j) (3. 13)

Jik=
onde a:’j:?’;‘jﬁ-:ﬁ;’j ER,1<g<m

A condigao (3.8) é equivalente as condigoes escalares para o m.
gim (0) = i-ésima componente de ugm. (3.14)
1sto é,
Uom = Gim (0) w1 + gom (0) w2 + ... + gram (0) win.

O sistema (3.13) com a condic¢ao inicial (3.14) tem uma solucao definida
num intervalo [0, T;,) . Se Tr, < T entao |lu, (t)| tende a oo quando t — T5y,.

Mas a estimativa (3.18) da préxima seccao mostra que Tp, = T.

3.3 Estimativas a Priori

Nesta secgao apresentaremos estimativas para a solucao do problema de
valor inicial (3.1).

Usando o método de Galerkin com autofuncoes do operador de Stokes. isto
é. do PA. Estas autofungoes {a, } sao ortogonais em .J (Q2) . Os correpondentes

autovalores sao {A;} . entao
PAG; == A;a;.

Tomando as n-ésimas aproximagoes a solugao

U (,8) = Y Cin (¢) .0k (2)
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do problema de valor inicial, ¢ > 0, para o sistema (I = 1.2....n) da equacao

diferencial ordindria

(g;un.,a:) + (UnVun, 1) — p(Aun, a;) = (f, 1) (3.15)

com condi¢oes iniciais Ciy, (0) = (a,ax). £k =1,2,...,n.

Observe que aqui, como a; € H? (Q) podemos reescrever na formulacao
fraca o termo p ((u, (t) .q;)) como —u (Au,.q;) .

Multiplicando (3.15) por Ci,, (t) , lembrando que (Auy,, a;) = — (Vu,, Vay)

e somando em [ = 1.....n temos:

(gu) 1 IV (2 Vit ) = ()

como o termo (Un. Vi, u,) = 0. Veja TEMAM [18] na pagina 163.

Entao.

(%u,,,u,,) + 1|V |? = (1 ) (3.16)

Multiplicando (3.16) por 2 e escrevendo

1d

Sq lln (2) 1

d 5 d
— = 2| —u,,
Sl OF = 2 ()

Il
R
&=
F
=4
S
b -

Temos:

& un O + 20 [ Vual? = 2(f,)
& lun (1 + 20 [Vl < 205 O (1)

Gl OF + 2096l < alul? +5 17 0)F
pois:

217 @Ol lun @O = 2v/p [lua | *\/13 17 @1 < o lluall® + ﬁ I @
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Assim que
2 a1 < 3 T O + 01Vl < IS O (317
Integrando (3.17) de 0 a s obtemos:
2 PO O 2
in O < Juanl?+ 5 [ 17 @1
T
< o+ [ 17O,

pois ug, € a projecao ortogonal de ug sobre Vj,.

Conseqiientemente

s 1 [T g
sup [un ()" < Jual?+ % [ 1 (@)t < o0
0<s<T K Ja

o que implica que:

a seqiiéncia u, € L (0,7 H) e ¢ limitada uniformemente em n. (3.18)

Quando integramos as duas ultimas expressoes de (3.17).de 0 a T, obte-
mos:
2 e " 2 1" 2
llun ()™ = flun () +#—/ﬂ [Vun @) dt - < ;fo IF " at
2 3 2 1 ¥ 2 2
Jun O+ [ 10 OF e < 5 [ 17 @1 + e O)]

0

T 9 i " 2
“"./o IVun (@I dt < /0 I @12 dt + |luo]

- 2 i * 2 1 2
| v @Pdes = [ 17 OF d+
0 K Jo H
o que nos leva a concluir que

u, € L?(0.T;V) e é limitada uniformemente em n (3.19)
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Multiplicando (3.15) por AC; .. somando em ! = 1,....n. e definindo

ZA{C; n = PA'U.n = ﬁun

i"_—l

pols

P&‘Un =PI (Z C;_-nﬁ'-k) = Z C;mPA (O-;;) ¥
k=1

k:l

Obtemos:

(%umﬁun) + (unVun,Eun) — l (Aumﬁun) e (fau,n) (3.20)

Utilizando a proposigao 1.15 podemos caracterizar ﬁun pois:
(Aun — /_A(.u,m?;) =0V eV,

Para v = .z.u,, obtemos

2

(Au,,,zun) = (ﬁumﬁuﬁ) = I Au,
Como:
d ~ / d
— up Aupdz =— | V—u, Vu,dz
/Q dt o dt
Assim:
d ~ d 1d
(Ezun, Aun) = — (Vd—iﬂ-n, Vun) = —*"'?-EE (Vun,Vu.n)
Entao:

d g . 1 d |
(Eun,ﬂuﬂ) = 5 dt |[Vu.n “
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2

(fvauﬂ) Sél]f||2+r:15un com z > 0

Substituindo i, ii, iii em (3.20) . obtemos

%% IVual® + 1 Hﬁun = (unvumﬁ&n) = (f;ﬁun)
2 L1Vl + (o= )| B < 2 U1 + (0T, B)  (320)

Encontramos outra estimativa para aproximacao de Galerkin, baseado na
identidade (3.21) . O lado direito de (3.21) serd estimado usando a estimativa

(2.14) . fazendo

| =

i

o que resulta:

d 2 Y 2 4 ! 6 2
= IVunl? + o [Bun|” < Cope IVunl* + Ch IVunl®+ C A (3:22)

Temos que

[Vu, (2.0)]] < [[Vall (3.23)
pois:
Upn (.LO) = Z Ck_.n ay
k=1
onde
(Va.Vay)
Cin(0)=1(a,a;) = ———=—
i (0) = (0.0 = SE
A.SSiIIl:



Vs (. 0)[ =Y C2a(0) [ Varl® (%)

k=1
pois:
= (Va, Vak)
Vo= 8, Vai com 8, = ————
Z ’ Ve
Assim:
IVal® = > 8i [ Vag||® (+x)
k=1

Portanto da igualdade (%) e (**) acima concluimos que
IVun (2,0)]| < [[Vall.
~ 2
Por (3.22) e (3.23) e fazendo no Lema 1.8 ¢ = p “AunH f=o.

g(t) = C + C't* = ¢ (| Vunl®) = Cou [Vunll* + Cp,, | Vun®

concluimos que existe, no intervalo [0.T) . funcdes continuas F (t) e F (t) tais

que:
Ve OF <F@ e | B ar < F o (3.21)

Em vista do Lema 1.17, |D%w| < Cs (||Pf]| + |Vw]||) a desigualdade
(3.24 ) implica

]0 (| D2u*ar < Ft) (3.25)

para t € [0.7T) . onde

o= (>

i, 5.k=1

82'(1-1' 2 %
Oz ;0
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Multiplicando (3.15) por

dCi
dt

e somando em [ = 1...., n. obtemos:

~ d d d
‘ = 0L (Aun aun) - (un Vu, Efu") + (f d—t-un)

Usando a desigualdade de Hélder, preliminar 1.3. obtemos:

S < B | S+ e Tl ] 4 170 | G
ol < B+ e T+ 151
€ COITNo

1)—
(I

ol = ([ e d)” = ( [ ol (9P ir)
< (/Q Iunlzpdx)%p (f |Vunf2qd:r)% com %4—;- =1

= ”'U'n “6 ||Vun ”'; .
Acima foi escolhido
3
=3eqg=r—.
p cq 5
Em |ju,||; usamos o Lema 1.6, isto &,
lunllg < C 1| V||

e em ||V, |, usamos Lema 1.17, isto &,

|Vnlly < ca( A

P Vet + IVnl).

o
(]



Assim:

funlls [Vl < C V] Co ([

n 1
Y IVual + [V 1|) .

Entao

P

+C [V .Co (NZ\u,.

IVl + [V n) 171

L] < ol

utilizando o Lema 1.1 em:

1
A 2 3 '
+ b | B IVl + G [l + 1)

by

< 3
Ch || Bun|” - [Vun .
temos:
r |l A : 2 ! "" k? 3
G B[ IVl < 3G [Ben | + 5 Il
- HAU" + _'EJ- ”V“n”
o que resulta:
d ! | e
’ & < (4 1) | B + 5 IVl + Gy IVl + 171 (3:26)
elevando-se ao quadrado, integrando de 0 a ¢ e utilizando (3.24) , obtemos:
t 2
—u <G 3.2
/0 S dr <G () (3.27)

parat € [0.7).

3.4 Propriedades de uma Solugao em Dominio
Limitado

As estimativas (3.18), (3.19), (3.24), (3.25) e (3.27) sao suficientes para

demonstrarmos o Teorema 2 enunclado na seccao 3.1 deste trabalho.
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Consideremos, {2 um dominio limitado, deste modo, temos aproximagoes
de Galerkin {u,, } satisfazendo (3.6) . (3.24) . (3.25) . (3.27) , ||un ()| < Cq ||Vun (2|
e também uma solucdo u para a equacao de Navier-Stokes em .Jy, conforme
TEMAM [18] na pégina 283.

A tese (3.2) , do Teorema 2 decorre de (3.24) pois || Vu (t)||* < F (t) com
F continua em [0, 7). Para todo T’ < T tem-se Vu € L= (0,7"; L? (Q2)) . isto
é ue L= (0,7; J(Q).

A tese (3.3) do Teorema 2 decorre de (3.25) e (3.27).

Como

luVu| < Julls [Vuls < Co [ Vul (qul

? |vul + uvu-u)

= O E.u“%uwuhca IVl < Hz’iu

+ Cy | Vu|® + Cy | Vu?

Portanto
; o 2
o vul? < 0 ([ + pvulf + jvul).

Assim:

‘/OTJ lu Vul*dr < C (ﬂruﬁu'rdr—kﬁr ]IV'u.HGdT-}—/UT “vU,WT)

o que implica que:
uVue L* (0.7: L* (Q)) .
Desta forma:
w+u Vu—pAu+ f e L*(0.T; L*(Q)).

Se ¢,, € qualquer funcao da forma

& ()= Z Ci(t) o (x)
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com coeficientes continuos em (0. 7] . entao (3.15) implica

Tf
/ / (gun — pAu, +u, Vu, — f) ¢,, dx dt =0 (3.28)

para todo n > m, onde u, sao as aproximacoes de Galerkin da secqao 3.3 e

0< T <T. Ao passarmos o limite, quando n — oc, obtemos:

TP
] / (i'u — pAu+u Vu — f) Om dz dt =0 (3.29)

e desde que ¢,, sdo densas em L?(0,T";J) entao 3 p(z.t) tal que Vp €
L*(0.7"; L* (Q)) com

;;u — pAu 4+ uVu— f=-Vp.

Vamos mostrar agora, a tese (3.4) do Teorema 2 uma vez que u satisfaz

(3.21).e

F(0) = |[Val*.
temos
limsup [[Vu (8)|| < limsup /F (t) = /F (0) = || Va|
se u(t) — a em Jy () entao pela proposicao 1.9 u (t) — a fortemente em
Jo (Q).

Vamos verificar que u (t) — a em Jo (). De fato:

Dado a; um elemente da base, mostraremos que:

] V (u(t) —a) Vaidr — 0 quando t — 0F (3.30)
Q



/V(u (t) —a) Vajdz = /QV(U. (t)) Va dz — fQVa- Va; dz
= /V(u(t) Va)d:z:—/\_/a Va, dz
4,—/. Vu, (t) Va, dz — ] Vu, Va,; dz
9 Q
-%/Q‘\_/u11 (0) Va dz:—fQVun (0) Va; dx
/V(u(t)ua) Va dzx = ]V (u(t) —un (t)) Va; dz

Q

/V n (f) — 0)) Va, dx

]V ) Va, dz

f V (u, (t) — un (0)) Va; dz — 0 quando t — 0 uniformemente em n,
Q

O termo

(3.31)

Devido a (3.27)

—un (T)

(L1

dt

) (f— Hza,”?fir)% < V@T0) |Aaf| VT — 0 quando t 0"
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uniformemente em n.

Para cada t € (0,7) fixo temos que o termo
f V(u(t) —un(t)) Vadz — 0 (3.32)
!

quando n — oo pois se fizermos w, = u — u, € h(7) uma funcdo suave, que

se anula para

[

e é igual a um para 7 > t. entao

/ V(.u‘n (t) Va;d:c = / h( VLL.-n Vag dxr dT1
Q

Il

8\\\\

(hn, Vw, Va, +h V —Wh Va;) dx d7

4 -
1

he Vw, Va, — h jwn Va;) dr dt

\\\%I

h, Vw, Va, — h g——wn Aa;) drdr — 0
quando n

pois Vw, e
"

convergem para zero fracamente em L?(0.T; L? (Q)) .

O termo
[V (un (0) —a) Va; dz =0, paran > L. (3.33)
Jo

Isto é. devemos mostrar que:

/V'u-n (0) Va; dzr = [Va. Va, dz.
Jo Ja



Como temos:

Uy (T, 1)

I
S
- |
—~
-
R
g
8
S’

t, (2,0) = Z Crn (0) ax (z)
implica que
Vi (2,0) =Y Cin (0) Vay (z)

onde

(Va Vag)

Ckn (0) = (a,ak) = m—.

Entao
/(Z Ckn (0) Vak) Va; dr = Cg n (0) (VG;.VQ;)
X\ k=1

= (Va.Va)
—: / Va V{I; dr.
Q

Concluimos que (3.31), (3.32) e (3.33) implicam (3.30).

Assim, concliimos a prova do Teorema 2 num dominio limitado.

3.5 Solucao em Dominio nao Limitado

Nesta seccao. supomos {2 um dominio nao limitado com fronteira uni-
formemente de classe C*. Escolhemos, como no problema estacionério, uma

seqiiéncia crescente de subdominios 0y C Q, C Q3 C ... onde

o0
Q=) 0%.
n=1



Ecolhemos uma seqiiéncia de func¢oes de velocidade inicial a,, no .Jp (Q2). tal
que supp @, C Qy, [|[Van| < ||Va| e |[Van — Va|| — 0 quando n — oo, isto
é possivel devido ao Lema 1.19.

Seja w, uma solucao do sistema de equacoes de Navier-Stokes em €, com
velocidade inicial igual a o, em Q, X (0, T) . Todas as w,, existem num interva-
lo comum (0,7T) , com T dependendo somente de ||Val|, 2 e da regularidade

C® da fronteira e além disto w,, satisfazem as estimativas abaixo:

Ver OIS FO o [ |BnarsF) 33
0 || D2w||® dr < F () (3.35)
[ } e ar<c) (3:36)

Vamos contruir uma seqiiéncia da seguinte forma:

Em Q, consideramos uma subseqiiéncia de (w, ) 0.

nell

que converge fraca em L?(0.7”; H*(£2;)) e cujas derivadas

d 1
(awﬂ>nef‘€

convergem fraco em L% (0,7"; L* ().
Em Q, consideramos uma subseqiiéncia de (w})

neli

que converge fraco em L? (0.7"; H? (€,)) e com

d_ 2
T -

convergindo fraco em L2 (0, T"; L? (Q)) . Em geral, em Q,, consideramos uma
subseqiiéncia de (win '), . denotada por wi", wi'. W, ... que converge fraco

em L2(0,7"; H? (Q,,)) € com
d Jmn
A" ) e
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denotada por wl,w}.wi. ...

denotada por w},w3.wi. ...



convergindo fraco em L?(0,7"; L? () .
A seqiiéncia (w},w3.w3, wj...) ainda denotada para simplificar a notagao
por (w;,ws,ws, ...) tem a propriedade que para qualquer ; dado e VT" < T

convergir fracamente para w em L2 (0,T"; H*(Q))) e

()
dt " N

convergir fracamente para

dt
em L2(0.T"; L2 ().

Além disto o limite w satisfaz
t
Vo O? < F@) ; / Hﬁw(r)‘rmgﬁ(z) e
0
t
/}]Dgwm”?dr < F(1).
0

Considere ¢ € C§° () com div ¢ =0, ¢ € C} (2 X [0.7]) e se ¢ e w,

sao iguais a zero fora de ,, em  entao

T d
f f (—wn — Py, + wy Vwy, — f) odrdt=0 (3.37)
o Jo\dt

Ye2m. el =T.

’ d
f / (d_fw" — pAwn + wy Vi, — f) o dx dt =
0o Ja ;

i d
O T e

De fato

Tf
d
/ [ (—-;.um — pAwy, +wm Vw, — f) odxrdi=0. Yn 2> m.
Jo Ja, \dt
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Passando o limite com n — oc em (3.38) e lembrando que w, — w em

L%2(0.7"; H? (S4)) Y€, obtemos que:

T d
/ / (-d—twn =% ,U..’Ai-u'n +wnVwn — f) QJ) dx dt
JO o Iy

converge para
r d J
—w—pAw+w Vw— f|odxdt
o _\dt

isto é.

Tf
d
/ /(—w—pAw-.LwVw—f)Odmdt=0‘v’q)ec{',x(ﬂm)
Jo Jo \dt
temos, analogamente ao caso estaciondrio que

d ;
P Tl Vw — plAw— f € L*(0,T; L* (Q)) . (3.39)

Como o conjunto das funcoes ¢ é denso em L? (0,7"; J (Q)) . entdo existe
uma fungéo p(z.t) com Vp € L?(0.T"; L? (Q)) tal que

d
Ew—,uAu,-E-w Vw - f=-Vp.

A prova para condicao inicial ||Vw (1) — Va| — 0 quando ¢ — 0% para
dominio nao-limitado é mostrado analogamente como no caso do dominio
limitado.

Por (3.24) . temos:
Vwn ()] < [Ven|l < [[Va]

para cada ¢t fixo, t € [0,7"]. Como w, — w fracamente em L? (0,7 H? (2))

entao pela proposicao 1.8 obtém-se que

Ve (8)]  Jim inf [V, (0)] < lim inf [ Va]| = |Val
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o que 1mplica
limsup Vo (8)] < [[Val .

Para mostrar que w (t) — a fortemente em .Jy (€2) , precisamos mostrar

que w (t) — a em Jy (Q) , isto &,
/V(w(t) —a) Vo dr — 0 quandot — 07, Vo € D (Q).
Q

Isto é obtido de forma semelhante ao ja feito para o caso de ) limitado

com a diferenca que em (3.33) temos:

/ V(w(0)—a) Va,dz = / V(on —a) Va; dz
Ja Q
< [V(an—a)||[[Va| — 0

quando n — oc.
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Capitulo 4

Conclusao e Sugestoes para
Trabalhos Futuros e

Referéncias Bibliograficas

O objetivo deste trabalho foi o de fazer o desenvolvimento do método
de Galerkin para as equagoes de Navier-Stokes em dominios nao limitados.
Vimos que se o dominio satisfizer uma condi¢ao de regularidade especial na
fronteira, podemos obter resultados de existéncia de solucoes fracas seme-
lhantes aquelas existentes para dominios limitados.

A dificuldade principal residiu na passagem ao limite das solucoes em
dominios limitados para obtermos uma solucao em dominios nao-limitados.
Limite este que fo1 possivel de ser realizado devido ao fato das constantes
que aparecem no desenvolvimento da solu¢ao em dominios limitados serem
majorados por uma constante que depende, além dos dados iniciais. somente
da uniformidade de classe C* da fronteira.

Entre algumas sugestoes para trabalhos futuros, temos:
— Desenvolvimento do método de Galerkin para a equacao de Navier-
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Stokes em dominios nao-limitados utilizando outros espacos funcionais

como por exemplo os espagos de Nikolski.

— Desenvolver resultados de regularidade para a solucao da equacao de

Navier-Stokes em dominios nao-limitados.

— Estudar existéncia global e decaimento da solugao para as equacoes de

Navier-Stokes em dominios nao-limitados.

— Considerar o problema de resolver as equacoes de Navier-Stokes em

dominios nao-limitados com condicoes de fronteira nao homogéneas.

— Utilizar o método de Galerkin aqui apresentado para resolver equacoes
do tipo Navier-Stokes, isto é, equacoes deduzidas a partir da Navier-

Stokes ou semelhantes a ela.
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