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ABSTR.ACT 

We describe a reduc~ion o~ singulari~ies o~ holomorphic 

~olia~ions Cwi~h isola~ed singularities) in the complex 

projective plane by means o~ bira~ional ~rans~orma~ions 

o~ ~he Cremona group. 

This reduc~ion is applied ~o the elimination o~ singular 

points o~ birational trans~ormations. resulting a 

description o~ the rational sur~aces. 

RESUMO 

Descrevemos um processo de resoluç~o de singularidades 

de sistemas de P~arr holomorros (com singularidades iso

ladas) no plano projetivo complexo. através de aplicaç~es 

biracionais do plano que rormam o grupo de Cremona. 

Essa resoluç~o para ~olheações é empregada na eliminação 

de singularidades de aplicações biracionais. resultando 

uma descrição das superricies racionais. 
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INTRODUÇÃO 

Nes~a disser~ação es~udam-se algumas in~er-relaç~es en~re a 

geome~ria biracional de superr!cies e a resolução de singula

ridades de sistemas de Pfaff analiticos C com singularidades 

isoladas ). 

Na direç~o da geometria para os sistemas de Pfaff. o objetivo 

central é demonstrar o teorema 3.2.2 trata-se de um tipo de 

resoluç~o de singularidades para sistemas de Pfaff analíticos no 

plano projetivo complexo. com singularidades isoladas. através de 

aplicaç~es biracionais. Essa resolução se caracteriza por: 

L) o sistema resultante ainda estâ definido no plano e tem 

singularidades isoladas e 

Li) além das singularidades irredutíveis há somente singulari

dades com a propriedade de que por uma explosão não dão origem a 

singularidades sobre a reta excepcional. 

Este resultado decorre da fatoração da aplicação quadrática 

biracional do plano projetivo em termos de explos~es e contra 

ç~es em conjunção com o teorema de Seindenberg C empregando-se o 

conceito de transformado estrito de sistema de Pfaff por aplica -

ção biracional ). 

O teorema 3.2.2 é o anâlogo para sistemas de Pfa~~ do teorema 

de M. Noet.her para curvas :''Toda curva algébrica plana é biracio

nalmante equivalente a alguma curva plana que s6 tem singularida-
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das ordinárias ". De Cato. o conhecimento dos teoremas de Noethe~ 

e de Seindenberg levou o autor desta tese a conjecturar um resul -

Lado aproximado ao 3.2.2. e a demonstrar o 3.2.2. independentemente 

do trabalho de M. Carnicer [ C l. 

Na outra direção. menos usual. de sistemas de P~af~ para a 

geometria biracional. há o teorema 4.1.1. corolário do 3.2.2. 

que dâ uma propriedade das superficies racionais ; na mesma ordem 

de idéias se demonstra o clássico teorema 4.2.1 da geometria via 

o teorema de Seindenberg. 

Além de generalidades sobre os sistemas de Pfaff. o trabalho 

inclui uma justificação do uso desse conceito ao invés do de 

campos vetoriais; ademais. faz referência a resultados onde inter

vém o espaço topológico dos sistemas de P~aff com singularidades 

isoladas em uma superficie. 

a 



1. SISTEMAS DE PF AFF 

1 • 1 DEFINI ÇltO DE SISTEMA DE PF AFF E GENERAL! DADES 

Nes~e t~abalho o interesse está em estudar pontos singulares de 

equações diferenciais analiticas em superficies algébricas projet~ 

vas complexas não-singulares e na resolução de singularidades no 

caso especifico do plano projetivo complexo C denotado por W
2 

). 

No entanto. vários conceitos empregados no tratamento do tema 

se e~andam a variedades analiticas complexas. como é o caso dos 

sitemas de Pfaff. 

DefiniçSo 1~1~1 J Um sistema de Pfaff analitico numa superficie 

analitica complexa M é um par C<U.>.<w.J).ei 
' ' ' 

onde <U.> ·er 
' ' 

é um 

cobriment.o abart.o de M e <w.> ·er é um conjunt.o de 1-f'ormas 
' ' 

anal i t.i cas: • w. 
' 

definida em ui.. t.ais que em ui.n Uj t.emos wj = gi. jú\ 

c•=~'{O) são analit.icas. onde g .. : U.n U.---+ 
\.J L J 

Considero o mesmo sis~ema de P~a~~ em M a dois pares 

C<U.>.<w.} ).ei e 
' ' ' 

C<V.}.{T). }). 
1 

como na de~.1.1.1 
J J JE 

se em t.oda 

inter-seção U.n V. t.emOS 7J.=h . . W. 
\. J J LJ \. 

• com h .. : u.n v.---"' <r: analit.icas. 
\.j \. J 

Dado um sist.ema de P~a~f" O = C<U.>. <w.} ) ·er 
' c ' 

em M ~ica bem 

def"inido Vp pe M 1 ou z 

caso w.<p)ôlt0 ou (...).<p)=O respect.ivament.e . 
' c 

Detiniç§o 1~1~2 :{ Lp ; pe M} é a dist.ribuicão associada a 

n = c<ut.>.<(.,.)? )t.ei 
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Det'iniçllo 1.1. 3 : Se dim~ Lp= 2 dizemos que pé ponLo singular 

Csingularidade) de O. 

Lema t.L1 : 

a) Se {Lp;pE M} = {í:p;pe M} são disl.ribuiçe5es associadas 

a sis~emas de Pfaff O e r em M. com singularidades isoladas em M. 

ant.ão (l = r. 

b) Se {Lp;pe u} = {Lp ; pe u} .com u ~ 0 abert..o Zariski em M. 

e O e r tém singularidades isoladas em M ent..~o Q = r. 

Prova : a) Se O se represent.a em U. por oo. e r. em V.. por n, .• 
' ' J 

em U.n V.'-SingC(l) t.emos n.= h. .w. com h .. analit..ica nunca nula. 
~ J J LJL l.J 

Mas h .. se ext.ende a h .. :U.n V.---•·C* porque as singularida-
LJ LJL J 

des dos sist..emas são isoladas. 

bJ Se qe U.n V.'-CSingCOO u SingCrJJ. como U é denso em 
' J 

M e os campos de ret.as: <L ; pe M~ingCC.OJ e <L ; 
p p 

pe M'Si ngC rJ )-

dependem cont..inuament.e do pont.a p. em q t.emos: L = L . 
q q 

Mostrando que SingCCO = Sing crJ 'leremos a par~e b) aplicando 

a par~e a). 

SUponhamos por absurdo SlngCr.D ~ SingCr); por exemplo. que 

exis~e pe SlngCr) e ~ SingCr.D. Tomo vizinhança de p. V • ~al 
p 

que SingCr)n Vp= {p) e SingCr.Dn Vp = "'· 
anterior. em 

nula. que se 

Vp"'-<p> t.emos njJVp "'-<p>= hi.{'i. hi.j 

ext.ende a V como função analitica 
p 

T'/. =h .. (a). • Logo pe Si ngC r) . 
J '-J " 

Pelo caso 

anal i ti ca nunca 

nunca nula h : 
\.j 

• 
Denoto Si ngC r.o := < pe M ; p é pont.o singular de Q J. 
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Seja pE SingC()) e <X,)'> cart.a local com x<p)=y<p)=O t..al que 

uma 1-~orma que represent.a O nest..a cart..a é dada por : 

W = t.).CX,y) 

' ' 

00 

= l P cx,y)dx + Q cx,)'>dy 
• • 

com Pk~O ou ~~o. PQe QQpolinômios homogêneos de grau~. Ent.ão : 

DeCiniç§o 1~1-4 : A mult..iplicidade algébrica da singularidade a 

de O é igual a ~ 

DeCinição 1.1.5 : Uma solução de um sist..ema de P~a~~ analit.ico 

O é uma aplicação analit.ica ~:D ~ M ,D c C abert..o, t.al que 

Vi..e!) 

Definição 1. L 6 : Uma separat.riz de O é um subconj unt.o 

analit.ico Z da dimensão pura 1 Cn~o necessariament..e ~achado) de MD 

t.al que "'· , I 
a 

=OVi.eiondeZ 

Z"nu. 
' 

é o conjunt.o de pont.os regulares de Z. 

Diremos separat.riz algébrica Cou solução algébrica ) quando 

Z acima ~or isomor~o a uma curva algébrica projet.iva irredut.ivel. 

Lema 1.1.2 : Seja X campo vet..orial analit.ico na super~icie 

analit.ica M e S :=<pe M; X<p) = 0} discret..o em M. Ent..ão exist.e um 

único sist.ema de Pf'a~~ analit.ico O em M com S!ngC()) = S e t.al 

que Vp e M '-S L = <I:Xcp) , onde {L ; pe M} é a dist.ribuição asso -
p p 

ciada a O . 
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Prova: Em UcM aber~o com coordenadas Cx,y) ~emas: 

a.b: U---+4:: analit..icas 

e daf'ino (Uquarepresen~a Oem U por (U<X.y>= b~x.y)dx -a<x,)')dy. 

A unicidade decorre do lema 1.1.1 a). • 

1. a REPRESENT AÇXO LOCAL POR CAMPOS VETORIAIS 

Seja O sist..ema de P~a~~ analit..ico na superfície analit..ica M. 

Definiçfto 1.2.1 : Diremos que O é represent..ado localment..e por 

campo vet..orial se Vpe M exist..em um abert..o U de M e X campo 
p p 

vet..orial analit..ico em Up ~al que em Up~ngCCD Xp não se anula e 

ademais L = ([; X . Se event..ualment..e o abert..o U é t..oda M diremos 
p p p 

que O é representado globalment..e por campo vet..orial em M 

Lema 1.2.1 : 

Todo sist..ema de P~aff analit..ico numa superfície analit..ica M é 

represent..ado localment..e por campo vet..orial. 

Prova : Se num abert..o U com coordenadas <X, YJ a f'orma que 

represent.a o si st..ema de Pf'af'f' é dada por wcx, )')=a<x, y>dx +b<x. y>dy 

ent.ão em U t.omo o campo X
0

<x. )'):= b<x. )')~ - a<x, )')IJ 

• 
Lema 1.2.2:. Se O e r são sisl.emas de P~af'f' analit..icos com 

singularidades isoladas que t..êm a mesma represent..ação local por 

campo vat..orial am M ent..ão O = r 

Prova : Decorre do lema 1.1.1 b). • 
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1. 3 : OBSfRUÇli:O À REPRESENT AÇli:O GLOBAL POR CAMPOS VETORIAIS 

Podemos colocar uma quesLão na~ural em relação à represenLação 

local por campos vetoriais analíticos de um sistema de P~aff com 

singularidades isoladas. discutida no§ 1.2: por que não escolher 

os campos vetoriais locais de modo que em Uan U~ tenhamos X~ = X 

"' 
V a.~ e A ao invés de somente X~= ~~Xa • 

analit.ica ? 

com U U ----·~'" <P~ ' an ~- ~ 

O objetivo desta seção é explicar que em geral não existe uma 

representação global por campos vetoriais analit.icos para sistemas 

de Pfaff analiticos em superfícies analíticas complexas. O ponto 

de vista de campos vetoriais globais para tratar de equaç5es dife-

renciais em superfícies, que é natural na categoria diferenciável 

e real se mostrará, portanto, restriLivo no analiLico complexo. 

Seja ~MD o conjunto dos sistemas de PCa~C analiticos com 

singularidades isoladas em M. 

5eja O e ~MD com uma representação local por campos vetoriais. 

Como as singularidades de O são isoladas, Lemos em V. nV. 
' J 

X.=</> . .X. 
J t.J l .. 

com t/) .. :V.nV.--+C analitica. extensão de 
\.J \. J 

Observo que 

xx =tPtx XL • xk =,Pjk xj e Xj=tPtj xt 

implicam Xk-,pt.k Xi=cPjk Xt,Pjé<Ptj XL) logo cPi.k = ri'ij ri'jk · 

Af""irmacão : W := C<V/. <~L[) l.jei é um 1-cociclo de Cech a .. 
valores no feixe O dos germes de ~unções analiticas nunca nulas. 
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De fato. a 1-cocadeia ~ pertence ao núcleo do homomorfismo de 

cobarde 6 :C~CNCV).õ•)--->'C2CNCV).()•). onde V:=<V.>.ei • pois se . ' ' 
o=C V • V • V ) t.emos o • 2 

2 

ôj,W <O') := n 
• ( -:l> 

sa=O 

Cacima r ..... é rest.rição das seções a U nu nU) . ..., o j, 2 

Proposiç§o 1.3.1 : O e ~MD tem representação global por campo 

vetorial em M se e somente se o 1-cociclo ~ é um 1-cobordo. 

Prova : 

SUpondo W é 1-cobordo. existe • f:=< f :v----+~ ) 
i. i. 0-cocadei a com 

6 ~ = ~ • ou seja 
o 

, se o=CV.V) 
o • 

Ou seja. 

t.emos 

Logo X 

~{O') = 
• <-i) 

n c r rcv . v )) = 
"' o • -· r f Cr t: ) 

o t O' o 

em V.n V. Se defino X.:= f.X. em V.nv. 
' J L L L L J 

X.= :f.X.= f. 4> . . X.= f.C:f./:f_) 
J J J J LJ L J L J 

~ 

<X.} é representação global para O. 
' 

Reciprocamente. supondo exist.e X represent.ação global de O 

temos X [V~ t:i.Xi.. com X. dado pela representação local de n. 
' 

Logo : 
' 

= f-i X 
j 

v.nv. 
' J 

-· I = :r j 
v.nv. 

' J 

:r_x_l 
' ' v.nv. 

' J 

de onde f /f" = 4>:,· portanto W :=C<V.) .,P . . > i. j ~ L LJ 
é um 1-cobordo • 

Raciocinios semelhantes mostram que a classe de cohomologia de 

~ estA bem det.erminada. 

Decorre da proposição 1.3.1 que a obstrução à representação 
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• • global por campo vet.or i al de Oe :PC. M) est.A em H C M , <O ) • 

Proposiç5o 1.3.2 : 

Se M é i ' 1 H'C M , ~• ) O superf!c e anali~ica comp exa com ~ = 

Ct.rivial) ent.ão t.odo Oe :Jl{M) t.em represent.ação global por campo 

vet.orial analit.ico. 

Prova : Da definição do primeiro grupo de cohomologia a 

• coeficient.es em <O e proposição 1.3.1. 

Exemplo 1.3.1 : Pode-se mostrar que, no caso em queM é um 

bidisco B: = < Cx,y)e CC2
; 

r 
JxJ<r e JyJ<r }, 

• 

Em super~icies analit.icas complexas compact.as, por exemplo, é 

muit.o rest.rit.iva a condição de existência de campos vet.oriais 

analit.icos na superficie Cnão t.riviais ), como pode ser vist.o em 

[ C-H-K J.Obviament.e, quando são equivalent.es as noçBes de sist.ema 

de Pfaff e campos vet.oriais globais o t.rat.ament.o das quest.~es 

sobre as equaç~es direienciais analiLicas pode se simpliricai. 

TOPOLOGIA DO CONJUNTO DE SISTEMAS DE PFAFF COM 

SINGULARIDADES ISOLADAS NUMA SUPERFICIE 

Podemos inLioduzir uma Lopologia T no conjunLo dos sisLemas de 

Pfaff com singularidades isoladas numa superficie M. denoLado ~MD 

[baseado em L.N:1 J. PosLeriormenLe denoLaremos o par (~M).TJ 

ai nda por :IJC M) . 

Dado O e ~MD. pelo lema 1.2.1 Lemos uma represenLação local 
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de O por campo ve~orial, denoLada C<V }, <X ))~-A onde X é campo 
a a ~ a 

vet.orial em V 
a 

sem perda de generalidade 

local de M 4> , V ---+B a a z 

suponho Va V é dominio de cart.a 
a 

onde Br :={ <x,y>e cC
2

; Jxf<r 
t.ais que W 

a 
.- 4>- 'cs ) formam t.ambém uma cobert.ura de M. 

a ' 

}, 

Fixo O e uma represent.aç~o local C<V >. <X }) eA" Dado re ~MD 
a a a 

podemos obt.er uma represent.ação local de r. ((V}, <Y }) eA ,no 
a a a 

cobriment.o <V}, se para cada a t.omo a represent.ação global por 
a 

campo vet.ori al Y de 
a 

C exemplo 1.3.1 ) 

Uma & -vizinhança de O ,denot.ada UCO,c), é de~inida como o 

conjunt.o dos re K MD t.ai s que Vru: A exi st.e f' unção J..l : q; C V ) ---.cc* 
a a a 

com : IJ i>a •Xa'P' - 1-'ai>a •Ya<P> 11 } <s . 

Verifica-se que { UCQ,c)o O e KMD, & >0} • fixada a 

represent.ação local de O. é base de uma t.opologia T em $<MD. 

1. 4 SISTEMAS DE PFAFF EM SUPERFíCIES ALGE:BRICAS PROJETIVAS 

COM INTEGRAL PRIMEIRA RACIONAL 

Def'iniç!lo 1w4w1 : Se f':M ~ é f'unç~o holomorf'a. onde M é 

superf'icie ana!it..ica conexa e Q = C<U.:>.<oo.:>).ele KM). dizemos 
' ' ' 

que f' ~ in~egral primeira holomorf'a de Q se f' não é cons~an~e e 

Cd V'i.E I. 

Clarament..e a definição 1.4.1 é vazia no caso das superficies 
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compac~as. No caso das super~icies algébricas proje~ivas, onde as 

··~unçeses'' são as ~unçeses racionais, ~emos out.ra noção de integral 

primeira. 

Seja M superfície algébrica proje~iva C complexa, não-singy 

lar),MciP. 
n 

Detiniç~o 1~4~2 : Uma função racional de M ~ IP~, deno~ada por 

f:M-- ~ IP~, é dada por~= P/Q, onde~ e Q e C[x
0

, ... xn1' ho-

mogêneos, ~êm o mesmo grau g, mdcCg,h)=l e Q não é nulo sobre M. 

Logo C racional é uma função bem definida em (pe M; PCp) ~O ou 

Q(p) ~O~. chamado coniunt.o regular da f . 

Em cada par~e a~im de M, MCi):= M n CnCi) ~IMCi) é dada por 

~ = P./Q com P. e Q e q;[x, ... ,x l do mesmo grau; port.ant.o, 
t. t. L L ~ n 

~ IMCD é uma função bem definida em< pe MCi)o P.Cp) ~O ou 
' 

QCp) ~O ) a valores em IP . 
' . 

DefiniçSo 1.4.3: Seja f:M-- ~w função racional não 
i 

cons~an~e. ~ ~ integral primeira racional de Oe ncMD se em ~oda 

par~e a~im MCi) de M CIMC!)= P./Q. é in~egral primeira holomorfa 
' ' 

de 

Lema 1.4 .1: Dada f:M-- ~w função racional não cons~an~e • 
exis~e um único Oe neM) que ~em f por integral primeira racional. 

Prova : Se MCi) ~em coordenadas Cx,y), CIMCi)= P./Q e 
' ' 

d?.Q - P.dQ = ACx,y)dx + BCx,y)dy com mCx,y)= mdc CA,B), defino 
L L L t. 

em U.=M(i)'-( pe MCi)o Q.Cp)=Q) a 1-t'orma anali~ica com singula-
' ' 
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ridadas isoladas := dP.Q. - P.dQ 
L L L L 

mCx.y) 

Então é cl.aro que em U dCP./Q.) ,.. oo.= O. 
L L L L 

Ademais, C<U.},<w.}).el é um sistema de Pf"af"f" Ccom singula
' ' ' 

r idades isoladas) pois Qffi U.f'IU .• onda dCP./Q) = dCP./Q.) • taomos: 
L J L L J J 

"'· = 
J 

~,. dCP./Q.) e w. = À 
L L L L 

dCP./Q) 
' ' 

com À. 0 À. 
' J 

analiticas Então 

"'· = 
J 

À j/Ãi. wi. e a f' unção À j/Ãi.. meromorf'a. é de f'ato analitica 

nunca nula porque w. e w. são analiticas com singularidades 
' J 

isoladas. 

A unicidade de Q := C<U.},{w,}).el decorre do lema 1.1.1 b). • 
' ' ' 

Um n nas condições do lema 1.4.1 será ref"erido por "Q df" =O''. 

Para o sistema Q ~M) com intaogral primeira racional f'=P/Q é 

claro que ÀP+ nQ =O V (À, TJ)e [p s.t{o • separatrizes algébricas. 

De '<Q=O} é dado 
' 

por w.= h. dCP./Q) • h. analit..ica 
L L L L L 

"'tiÀP. +nQ.=O 
= h. d(Ã/Y"]) = o 

' ' ' 
Veri~ica-se que todas as separatrizes de Q são do tipo 

ÀP +nO= O de onde decorre que f'•M-- -4 ~ é constante ao longo • 
de cada separatriz de O. 

Exemplo 1.4 .. 1 : 

Dados dois polinômios homogêneos de mesmo grau g em CCx0 .x~.x2 l 

e co-primos. ÀP + nQ =O CÀ,TJ)e ~ é um sistema linear de curvas em • 
~2 O sistema O: dCP/CP=O tem como integral primeira racional a 

!"unção racional f':[p-- -4[pque associa a cada ponto de [p '<pe [p; 
2 ~ 2 2 
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PCp) = Q<p) =O } o parâmetro CÃ.n) da curva do sistema linear que 

passa por p. 

Uma questão natural em relação aos sistemas com integral 

primeira racional numa superricie algébrica projetiva M, concerne 

ao "tamanho'' do conjunto que def'inem em :PC.M). SeM é IP
2 

a respoâ_ 

ta a essa questão é que os sistemas com integral primeira racio 

nal f'ormam um conjunto pequeno em 

que passo a explicar ). 

:PC.IP ) C "pequeno" no sentido 
z 

De ~ato os sistemas com integral primeira racional no plano 

projetivo têm a seguinte caracterização 

Teorema 1.4.1 :l conr. J 1 

O e ~W2) tem integral primeira racional se e somente se O 

tem in~initas separatrizes algébricas. 

Por outro lado, é sabido [conf'. L.N:2 ou G.M-B l que :PC.W) tem z 

inf'initas componentes conexas. denotadas X .n=0,1,2 ... 
n 

O teorema a seguir [ conf' L.N:2 1 • juntamente com a implicação 

~âcil C ~) do teorema 1.4.1 justifica a af'irmação acima : 

Teorema 1.4.2 :( conf'. L.N:2 1 

Para todo n ~ 2, existe um aberto denso U c X formado de 
n n 

sistemas de Pfarf' sem nenhuma separatriz algébrica. 
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2. SINOULARIDADES 

2.1 EXPLOSXO DE UM PONTO NUMA SUPERF!CIE 

TRANSFORMADO ESTRITO DE SISTEMA DE PFAFF POR EXPLOSXO 

• Exolosão de CO,Q) ~C [ con:f.C-S 1. 

2 Tomo em ~ := < ~e~as em C por CO, O) } as coordenadas locais 
< 

IP 
< 

tP Ct..)={Cx,y)e CL2
; y=t..x } 

< 

e ----->IIP 
< 

2 1J Cu)=<Cx,y)e cC ; x=uy } • 
Logo o eixo Ox está na imagem de ~~ e o eixo Oy, na imagem de 

q,
2

. Denoto Op a reta por CQ,O) e p=Cp ,p )e CC~<CO,OY> 
< 2 

DefiniçSo 2.1.1 : A explosão de (0,0) em C 2 é o conjunto de 

cr:2 x ~~ dado por {cp,Op); pe <C2~C0,0) } U {co.O) x ~1 }· Será 

denotada por ~-

Proposição 2.1.1 : C 2 é ~!brado vetorial holomor:fo de posto 
o 

1 e base [p
1

. 

Prova 1 Seja • n : C
0
:---------+ [p

1 
a projeção continua dada 

{ 
ncp.Op)= Op 

1)CCO,Q) ,Op)= 0p 

SSjam os abertos de [p
1 

Sejam f'i 

V:= IP 'Ox 
2 • 

i. = 1,2 dadas por 

... 

por 



(l Cp,Op) = Cp .</> C0p)) 

' ' ' 
(l Cp,Op) = C</> COp) ,p ) 

2 2 2 { -· 
fl eco, O) ,Op) = co,q,-•cep)) 
' ' 

{ -· 
(l CCO,O),Op) =C,P- 1 C0p),0) 

2 2 -· Logo: C{1 o (3 )Cx,t.) = {1 CCx,xl),t.x) = (1/"t.,t.x) porque em 
2 ' 2 

V n V t.emas t.. u ~ O e 1 /t. = u. 
' 2 

Ademais n é holomorfa, pois nas -· coordenadas Cx,t.) de 1) CV) e 
' 

Cu.y) de n-
1 CV2) c •) • . , , n se escreve : n x,v = v e ncu. y) = u . 

a cont.ração , que em coordenadas é da forma 

n Cx,t.) = Cx, xt.) 
o 

e 

Logo a cont.ração n é holomorf'a 

n~"cco.o)) = <co,O)> x 

anal i t.i co. 

o 

IP 
' 

e que n 
o 

e é f'Acil ver que 

1 ~2,n-:i é isomorf'ismo 
.,_, '-li (0,0) 

o o 

• 

Def'iniçllo 2.1.2 : n-:iCCO,O)) é a ret.a excepcional da explosão. 
o 

seja pe M superf'icie analit.ica. Seja Uc M abert.o isomorf'o a 

um bidisco, com p = (0,0) na cart.a local em U. 

DetiniçXo 2.1.3 : 

A explosão de 2 ~ M é a superf'icie analit.ica obt.ida da união 

CM ' ID u cu ' <CO,O)> u n~cu ' <CO,OY>) u n-"cco.o)) com a o o 

ident.if'icação de u ' {(0,0)) e n-"cu ' {(0,0)}) at.ravés da n 
o o 

8erâ deno~ada por M. Temos n:M 
p p 

M aplicação holomor~a 

dada pela con~ração da reta excepcional em 
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Examp1o a. 1. 11 

Seja pe IP que suponho é p = CO.O)e C2 
z "' IP '- L onde L é a z 00 00 

reta no inf'i ni to. 

/-/ ' 

~ 
I I 
I I 

n I IP 
< o 

/ I 
' / 

~2~ ~ 'L ~2 
z 00 o 

Como temos um isomorfismo analitico entre C~) '-fl-::tCO.O) e 
z p o 

~2,{p), o !'!brado em ret.as af'ins C~ se completa a um !'!brado em 

retas projetivas com base ~~· jA que as retas por p e C2 se 

completam a retas projetivas C !'armando um feixe por p em ~2). 

O f'ibrado sobre ~ com fibra ~ dado pela explosão de um pont.o 
< < 

em [f' do exemplo 2. 1. 1 acima será denotado F . 
z < 

F não é analiticamente isomorfo a ~ x IP, por exemplo. que 
< < < 

denoto F0 . 

De f'ato,( conf'.B 1 existem infinitos f'ibrados holomorfos sobre 

~ com fibra I? • os F n E IN • n ~O dois a dois não isomorfos 
< < n 

analiticamente porém biracionalmente equivalentes C no sentido 

do § 3. 1 ) . 
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T~ans~ormado es~ri~o de sisLema de P~ar~ [ conf' c-s 1 

Sejam O e ~MD. M superf'icie anal1Lica, pe Me M explosão de 
p 

p em M. SUporei pe Uc M aber~o com coo~denadas <X, y) L ais que 

x<p>=y<p>=O~nesLe sentido p=<O~O>. O objet.ivo desLa seção é just.!_ 

ricar a seguint.e: 

Afirmacão : Exist.e um único sist.ema de Pf'a~f' analit.ico com sirr 

gularidades isoladas em MP. chamado Q t.rans~ormado est.rit.o de O 

• P-91 a explosão de Q e denot.ado n c ro • t.al que • n em IM '-11-'co.o) 
p o 

a n
1
M,< > at.ravés do isomorf'ismo: 

p _, 
n I , M '-11 co.m M '-<p} 

M "JC'co O) P 0 
p o • 

se ident.if'ica 

Suponho inicialmenLe pe SingCO) • U n SingCO) = {pJ e p Lem 

mulLiplicidade algé~rica k C k~1 ). Em suma OjU é dado por 

w = ~x.y)=l Pjcx.y)dx + QjCx.y)dy • Pk ou Ok ~o 
j=k 

Ao impormos a condição de que o sist.ema a de~inir n*cco e O 

se idenLi:fiquem via n
0 
IM.;n-~cO,O) devemos: considerar 

de w por n em vizinhanças: coordenadas Cx.L) e Cu,y) 
o 00 

o pull-back 

-1 de n CO,O) 
o 

n: wCx,t.):= l PjCx.t.x=>dx + QjCx,t.x:> Cdx t.+x dt.) = 

j=k 00 

= l xjCP/1,0HQ/1,0)dx +xj+iQ/1,0dl. 

j=k 

17 



"' 
n: wCu,y):= l PjCuy,y)Cdy u+y du) + QjCuy,y)dy = 

j =k "' 

+y-1CQjCu ,1) +uP jc u,i) )dy 

j=k 

• Derinida desse modo a 1-fo~ma n
0

w ~em singularidades em ~oda 

n-~(0,0)~ IP C de !'ato x =O implica n
0
*w CO,t):;;; O, por- ex.). Logo 

o < 

• para que n cr.o ~enha singularidades isoladas preciso eliminar os 

fatores x. y dividindo • . v n wCu,y) por alguma potênc1a x. 
o 

v y , respectivamente . 

• Decorre que n CCO se representa em vizinhanças Cx,t) e Cu,y) 

de n~t.( o. 0) por 

w = wex.t): = • n wCx,t) 
o e w = wCu,y) := • n weu,y) 

o 

Temos de !'ato um sistema de Pt'at't' em MP porque w =wCx,t) e 

• n wCx,t), onde n =fl Cx,t) é isomorfismo i. é. X~ 0 o o o diferem por 

v multiplicação por !'unção holomorfa não nula x ve ~ Cana!ogamente 

na carta Cu,y)); por outro lado, -< sobre n (0,0), na interseção das 
o 

~ 

cartas locais ~ e y temos wCu,y) = " ~ u wCx,t), com u 1f!. O. 

Devo considerar os casos em que a potência v exigida para se 
~ 

ter ~com singularidades isoladas seja 1) v~k+1 e 2) v=k. 

~claro que o caso 1) equivale a xkPkC1,t) + xkt OkC1,t) =O 

na expressão anterior para ou seja : 

k k k 
x Cx Pé1,t) +x t (\C1,D): O - xPkCx,xt.) +xt.(\Cx,xt.): O-

- X PkCx,y) + ~Cx,y) : 0 
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DefiniçSo 2.1.4: 
co 

Urna singularidade CO,O) da 1-~orma 

wCx.y)= l PjCx,y)dx+QjCx,y)dy é dicri~ica se xPkCx,y)+~Cx,y)= O 

j =k<:i 

e ~ácil ver -< que no caso 1), dicritico. n CO.O) não é separa
o 

~riz de n•ccn c por ex. para wCx,t)=EPk+lC1,t)+t.~+lC1.~)ldx + 

+ ~Cl.t)dt + xw• razendo x =O). 

Ao contrário do caso 2), não-dicritico. em que n1 C0,0) sim é 

~ 

separatriz C como se vê razendo x =O em wCx,t) =EC PkCl.t) + 

+ t.~Cl,t.) )dx + x ~(l,t)dt) + x w' ), 

Ainda se observa que por uma singularidade dicritica passam 

infinitos germes de separa~rizes C imagens pela aplicação 

própria n :M 
p 

.. 
M das separatrizes de n CO) tranversais ou 

tangentes à reta excepcional em MP )_ 

Em particular, um ponto regular de um sistema de P~arr se 

comporta por explosão como no caso não-dicritico. 

Exemplo 2.1.2: CQ,O)e C2 
é singularidade dicritica para 

wCx,y): = y dx -x dy, pois x y + y C-:x) = O. As s:eparatrizes do 

sistema em C2 dado pela w =wCx,y) são as retas pela origem, pois 

"'ic )= o. uy,y e também 

Exemplo 2.1.3 : Se /\P +nQ =O C/\,T))E IP , P e Q polinômios 
< 

homogêneos grau d , é sistema linear de curvas em P
2 

então cada 

ponto-base i. é. { pe 1?
2

; PCp) = Q(p) =O>. é dicritico para o 

o sistema O : dCP/Q)=O. 
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Dafiniç~o 2.1.6 t Nes~e ~rabalho chamo de es~ri~amen~e 

• dicri~ica uma singularidade dicri~ica p de o se n eco. ob~ido por 

explos!lo em p. n!lo ~em nenhuma singularidade sobre a re~a 

excepcional . 

Observo que os exemplos 2.1.2 e 2.1.3. se suponho adicional-

men~e que as curvas P = O e Q = O se in~ersec~am ~ransversalmente. 

são também exemplos de sis~emas com singularidades es~ri~amente 

dicrit.icas. 

Para o es~udo das singularidades Ces~ritamen~e) dicri~icas ver 

!KJ. 

Observaç§o z Seja ~ = P/Q a integral primeira racional do 

sist.ema de Pfaff do exemplo 2.1.3. com P =O e Q =O transversais. 

se explodimos uma vez cada um dos d 2 pon~os de SingCC.O ob~emos 

uma superficie • denotadaS • e um morfismo n :S IP de z 

contração nas d
2 retas excepcionais em S. En~§o R:= f Q n é uma 

funç~o bem definida e holomorfa. em s. cujo significado geomét.ri-

co é associar a cada ponto qe S o parAme~ro da curva por g que é 

transformado estrito por explosão de alguma curva do sis~ema 

linear ~p + nQ = o. 

O processo exemplificado de eliminação das singularidades de 

aplicações racionais por explosões será tra~ado no§ 4.2. 
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2.2 RESOLUÇXO DE SINGULARIDADES DE SISTEMAS DE PFAFF POR 

EXPLOSOES 

Seja pe M superfície analitica e Oe ~MD. Uma seguéncia fini~a 

de explosões comecando em Q significará fazer a explosão MP • em 

seguida explodir algum ponto de M sobre a reta excepcional, e 
p 

assim um número finito de vezes sempre explodindo ponLos em retas 

excepcionais de explosões anLeriores. 

O transformado estrito de O pela seguência de explos~es é o 

sistema de Pfaff resulLante de todas as explosões da sequéncia. O 

conjunto das retas excepcionaisintroduzidas ao longo do processo 

será chamado divisor excepcional C relativo à sequência de 

explosões ). 

O teoremas 8.8.1 e 8.2.2, citados a seguir, são fatos fundamen-

tais da teoria. 

Teorema 2.2.1 :[ baseado c-s 1 Existe uma sequéncia finita de 

explosões começando em p ~al que o sis~ema de P~a~~ ~rans~ormado 

es~ri~o de O pela sequência de explos~es ~em ~odas as singularida-

dades sobre o divisor excepcional com mul~iplicidade algébrica 1. 
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DetiniçXo 2.2.1 : pe SingCCD Ccom multiplicidade algébrica 1 ) 

é irredutivel se em coordenadas convenientes O se representa por 

uma 1-forma cuja parte linear Àx dy 1-lY dx satisf'az : 

+ 
i.) se À 1-1 ~ O enUlo À/IJ ~ (Q i.i.) se À 1-1 = O então À .,t. O ou 1-1 .,t. O 

A denominação "irredutivel" se justif'ica pelo f'ato de que a 

propriedade que def'ine essas singularidades se preserva por 

explosões. Ademais é fácil ver que no caso irredutivel há 2 

germes de separ at r i zes C se temos i.) ) ou 1 germe C se i. i.) ) . 

Teorema a.a.a :C Seindenberg ) [ baseado em c-s 1 

Existe uma sequência finita de explosões começando em p tal 

que o transf'ormado estrito de O pela sequência de explosões tem 

sobre o divisor excepcional apenas singularidades irreduLiveis. 
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3. RESOLUÇÃO DE SINOULARIDADES DE SISTEMAS DE PFAFF 

POR TRANSFORMAÇÕES DE CREMONA 

3.1 TRANSFORMAÇOES BIRACIONAIS 

TRANSFORMADO ESTRITO DE SISTEMA DE PFAFF POR 

TRANSFORMAÇÃO BIRACIONAL 

Es~a seção começa lembrando algumas de~inições e resul~ados. 

Se M, N são superricies algébricas projetivas( complexas e não 

singulares ), N c W v e~. uma aplicação racional r de M em N • 
v 

dada por uma v -upla de :funções racionais de M em lP • é uma 
< 

aplicação analitica em M ' F, F conjunto :finito de pontos da M. 

Os pontos de M 'F serão ditos os pontos regulares da L e os de F. 

os singulares da :f. 

De:fine-se f'(M):= fCM ' F') e para curva ~ c M. :fCID:=f'C% ' F). 

-1 Se :f:M-- ~N racional tem inversa racional :f diremos que a 

:f é uma aplicação biracional, e queM e N são biracionalmente 

equivalentes. -< Neste caso, se :f não está de:finida em pe N. mostr~ 

se que existe uma curva projetiva ~c M tal que :fC~ = p. Diz-se 

então que a curva ~ é contraída ~ ponto ~ pela ~ 

A j', M- ~N biracional é um isomor~ismo analítico entre Uc M 

e Vc N abertos de Zariski não vazios. 

Exemplo 3.1.1 : Seja ~z a explosão de CO.O) em C2 
. Então 

o 
2 

rr 'CC ----+ o o 
2 C. a contração. é uma aplicação biracional; de ~ato. 

um isornor~ismo analítico. 
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2 e sua inversa racional tem o CO.OJe C como ponto singular. 

Def~ 3.1.1 : Uma aplicação biracional f:M-- ~ N regular em 

~oda M é um morrismo biracional denotado por f:M N. 

Def". 3.1. 2 ' Se exi st.e f': M N morfismo biracional 

dizemos que M domina N. 

Exemplo 3.1.2 : Seja M superficie obtida de M por uma sequência 

~ 

f'inita de explosões e n:M M a sequência correspondente de 

~ 

contrações. Então M domina M. 

~ 

Convenção : se a M do exemplo 3.1.8 f'or obtida por explosão de 

um número f'init.o de pontos de M. farei referência eventualmente. 

~ 

à tripla CM.M.nJ. usando a expressão "a explosão de pontos p •..• 
< 

pie: de M pela n ". 

A seguir uma aplicação biracional que não é um morf'ismo. 

Exemplo 3.1.3: A t.ransf'ormacão guadrât.ica s:tandard g (conf.B-Kl 

No plano projetivo complexo com coo~denadas homogêneas 

Cx : x: x). consideramos a t.ransf'ormação birracional quadrát.ica 
a < 2 

st.andard Q : [p - - --+ [F' dada por : 
2 2 

QCx :X :X ) = Cx X :X X :X X) = Cy : y : y). 
O:t2 :t2020:t O:t2 

Os pont.os P =C1: 0: 0). P =CO: 1: 0) 
o < 

P =CO: 0: 1), singulares 
2 

pa~a Q são os pont.os f'undarnent.ais da Q e as ret.as L : x =O as i. i. ~ 
2 2 

re~as ~undamen~ais da Q. A rest.rição da Q. Q :(F" '..U L.---+[p '._U L. 
Zt.=Ot. Zt..=:tt. 

é um isomorfismo analit.ico e Q o Q = Id . 

A import.ância das aplicações biracionais quadrát.icas C i. é. 

composição da st.andard Q com mudanças de coordenadas projet.ivas 

de (P'
2

) aparece no teorema que segue • que menciono mas que 

24 



não empregarei nas demons~rações do§ 3e2e 

Teorema 3e1e1 C Max Noe~her) 

Toda T:W-- ~ W biracional é uma composição de aplicações 
2 2 

biracionais quadrâ~icas. 

O grupo das ~rans~ormações biracionais de ~ em ~ é chamado 
2 2 

grupo de Cremona. 

TRANSFORMADO ESTRITO DE SISTEMA DE PFAFF POR APLICAÇXO 

BIRACIONAL 

Definição 3e1.3 : Sejam Me N super~icies anali~icas comple-

xas e f:M N isomor:fismo bianaliLico. Seja Cl = C<U_)..{w_}).ei 

O e nCN) o de:fine-se t*cme KM) por: t. t. t. 

f'•cm : = (<:r-t ui.)> • <Ct J:f-tCU.))•wi>) 

t. iE I 

Teorema-Definiç§o 3e1e2 : sejam Me N superficies algébricas 

projet-ivas complexas não singulares e T:M-- ~N aplicação 

biracional. Seja Oe KN). 

• En~ão exis~e um único sis~ema de Pfa:ff em K.M). denot.ado T em. 

~al que se Ac M. TCA)c N são abertos de Zariski não vazios com T 

regular em A. TJA:A.----->TCA) isomor:fismo bianalit.ico. ~emas .. . 
T (())IA = C TIA) COITCA)) 

T*cm é Q t.rans:formado es~rit.o de Cl pela I-
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Para a demonstração deste teorema temos a de~inição e os lemas 

seguintes 

Def'iniç:lo 3.1..4: Se O= C<U.),<w.)).ei e KS), Sé super~icie, 
• • • 

Wc S aberto, e n é 1-~orma holomorra em W, diremos que CW,n)e O se 

n w =OemUnW Vi.el. "" i. i. 

Lema 3 .. 1 .. 1 : Seja V'c N aberto Zariski não vazio da super~icie 

N algébrica projetiva e ~. g funções racionais em N. holomorras 

em v• • dr "' dg <pl ~ o 'Vp e v• Seja Oe KN). 

aberto 2ariski não vazio e a, b ~unções 

racionais em N e holomorras em v~·. a~ O ou b ~O, tais que: 

c v· • • a d~ +b dg )e o 

Prova : Seja O= C <U.),{w.)).El. Temos w.= a.dr + b.dg em 
L L L \. L L 

onde ai. ,bi.: u n v· ---+lt:: são holomorf"as. 
' 

Caso b = O para algum i. então b = O Vie!. Neste caso tomo a=1, i. i 

b =o e c v·. dr)e o. 

Caso b 011! O 'Vi.e I : 
• 

Então < U n V" ,a. /b. ) define uma função meromorf"a h 
i \. \. 

em V' 

De fato h é racional em N: 

Seja pe N'V' • pe U .. • 
locais analiticas, em p, 

Seja Up vizinhança de p com coordenadas 

Cx,y),UcU .. 
p • 
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Ent.ão: "'· = u dx + v dy em u 
' p 

"'· = a. d~ + b. dg em u nv• c u.nv• 
' ' ' p ' 

d:f = "'· dx + "' dy dg = "'• dx + VJ2dy em 
2 

onde ~ • ~ '" >n são meromor~as em Up e y.>t. 'f'2> Tt.' T2 

"'· "'· ji! O em u porque d:f A dg 
p 

"'• "'• 
{ u = Mas u dx + v dy = a. d:f + b,dg .. 

' ' v = 

( p> õJl! O em u n 
p 

a </> + 
' < 

b,>p 
' < 

aL</>2+ bi.VJ2 

u 
p 

v·. 

Pela regra de Cramer. a. • b são meromor~as em U . Logo h é 
t L p 

meromor~a em Up e port.ant.o h é meromor~a em N. Ent.ão h é racional 

em N. De~ino v• • .- v•n <abert.o onde h é holomor~a}. a:= h. b:=1 

e t.emos c v··. h d~ + dg )e o. • 

-Lema 3.1.2 : Sejam Uc M abert.o Zariski não vazio de M superf~ 

cie algébrica projetiva. e w 1-~orma holomor~a em U tu ;I! O . 

..... ..... ..... -SUponhamos que exist.em a. b. f, g funções racionais em M e 

..... ..... .... - - -holomorfas em U t.ais que w = a d~ + b dg em U. 

Ent.ão exist.e e E :PCM) t.al que cU.w"Je e. 

Prova 

u nu 
p 

: SepeMe 

w = u dx + 

U é vizinhança de p com coordenadas Cx.y). 
p 

em 

(ú 
p 

Ent.ão e . -

v dy. com u. v meromorfas em Up. De~ino 

. -udx+vdy onde m := mdc Cu,v) em p . 
m m 

C<U }.(w }) M 
p p pe • 
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Prova Teor-Def~ 3.1.2z 

Dado 0e ~N), pelo lema 3.1.1 exis~e C y••. adf + bdg )e 0, 

com a, b, ~. g ~unções racionais em N, holomor~as em v••. 

.... ...... ...... ...... 
5ejam a = a o T, b = b o T, ~ = f o T e g = g o T. funções 

racionais em M. Seja U aber~o Zariski de M onde 

..... ..... ...... ..... 

~ 

a, 

~ 

holomorf"as. Defino w := a df + b dg holomor~a em U . Pelo lema 

~ 

3.1. 2 exist.e e E :P(MJ t.al que (U,w) E e. 

Sejam Uc Me Vc N aber~os Zariski t.ais que TIU:UI----~v é 

isomor~ismo bianalit.ico. Sejam Bc V nv•• abert.o Zariski não vazio 

-· ~ de N onde a df"+b dg tem singularidades isoladas e A =T CB)c UnU 

abert.o Zariski não vazio onde ~ df + b d9 t.em singularidades 

isoladas. 

Ent..!lo .!8 := <<B> .<a df' + b dg la>)e K.B) e OJB são iguais. pelo 

lema 1.1.1 b), já que ~ém as mesmas dist.ribuições associadas em 

B. Do mesmo modo, pelo lema 
...... ...... ...... ..... 

1.1.1.b). A ::::C<A>.<a d~ + b dgjA))e 

E 3l(M) e e
1

A são iguais. 

Como TIA:A B é isomor~ismo bianalit.ico t.emos: 

• • • A= CTIA) C$ ) e dai elA = CTIA) ($) = CTIA) COIB) 

como quer i amos. 

Unicidade: Seja S'e KMD t.al que se A' é aberto Zariski não 

vazio de Ma TIA':A'----+B' é isomor~ismo, t.emos: 

EnU:o e• IA nA'= e IA nA'" Mas A n A' é abert.o Zariski não 

vazio de M, logo, pelo lema 1.1.1 b), temos e· = e • 
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3. 2 RESOLUÇXO DE SINGULARIDADES DE SISTEMAS DE PFAFF NO PLANO 

PROJETIVO PELO GRUPO DE CREMONA 

Para o ~eorama 3.2.1 a seguir será impor~an~e Ler em menLe a 

fa~oração da aplicação quadráLica standard [exemplo 3.1.31 em 

~ermos de explos~es e conLrações, a seguir [ cont'. B-K1 : 

Observo que Q : IP '-<P • P ,P }---+ 
2 o 1 2 

IP é uma aplicação 
2 

bem definida e o fecho de seu gráfico em W
2 

x ~2 é a subvariedade 

dada por ir = {Cx :x :x ·y 'Y 'Y )· o :t. z• o 1. z • 

projeções de ~ em IP , 
2 ntcxo ... y2) 

-< Cy,y,y) 
o < 2 

com Q = flzoll,_ . 

y.x.= y.x.>. 
1,. l. J J 

Temos duas 

= 

Podemos obt.er cobert.ura de 3r por vizinhanças U.. = ((x,y)E Sl'; ,, 
X. ;o!Q e y _;o!Q} com coordenadas u .. = yk/yj e v .. = "k/xi. Em u ..• n.. ' J ,, 'J 

,, 
se escreve como x.=1 x.=u .. v .. xk =vi.j' f'6rmulas da explosão 

' J ,, ,, 
de P .• e n2· como yi.=ui.{i.j yj =1 yk=ui.j' que são as t'órmulas 

' 
de expl os::i.o de um pont..o f'undament.al P. da Q C com i. ;o! j ;11! k ) . 

J 
~ 

~ e ~ são isomo~~ismos anali~icos en~~e abe~~os de X e 

IP '-<P .P ~P} o por n cada ret..a 
2 o t. z t. 

contra1da ao ponto rundamen~al 

L~= <Cx.y)e X 
' 

x.= x =0 } é 
J k 

P., 
' 

assim como por nz cada reta 
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n. 
p2 / 

L~ 
P0 L 2 P} 

IP 
2 

L' o 

X 

L~ 

L~ 

IP 
2 

p2 

/'-

Definiç~o 3.2.1 : Duas singularidades p.p'de sistemas de Prarr 

r e r· são isomorfas se ex.ist..em abert..os coordenados U • u• 

e isomorfismo analit..ico f: C U.p ) c u· .p• ) que 

ident.if'ica r lU com riu·. 

DefiniçSo 3.Z.Z : Diremos que uma ret..a em IP 
2 

por um pont..o 

singular p de um sist..ema de Pfaff é uma direcão crit.ica quando 

seu t..ransformado est..ri t.o pela explosão de p passar por alguma 

singularidade( do t..ransformado do sist..ema pela explosão) sit..uada 

sobre a ret..a excepcional. 
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Lema 3.2.1 : ( conr. G.M-B 1 Seja Oe ~W2) com in~ini~as r-eLas 

proje~ivas por separa~rizes. En~ão O ~em por separa~rizes todas 

as retas que passam por um pon~o pe W . 
z 

Um Oe :J>CW) des~e ~ipo será. ref'erido como "O associado ao f'eixe z 

de ret.as por um pont.o". 

Prova : Como cada in~ersecção de re~as separa~rizes é uma 

singularidade de o. t.em que existir um ponto p pelo qual passam 

inf'ini~as re~as separat.rizes. Como O não pode t.er por separat.ri 

zes ~odas as retas de ~ • seja L z ret.a que não é separat.riz. p~ L 

z e seja C= W ~ • p=CO.O). Então z w = PCx.y)dx - QCx.y)dy , 

com P e Q polinóm.ios com mdcCP.Q)= 1 A condição de que uma ret.a 

por CO.O) seja separat.riz equivale a: PCx.y) = y ~ P x - Q y =O 

QCx.y) x 

2 Como o conjun~o algébrico em C P x - Q y = O contém inf'init.as 

re~as. ~emas P x- Q y =O. Como mdcCP.Q) = 1. sai que P =c y e 

Q =C X. • 

Diremos que uma ret.a proje~iva ~é t.angent.e à separatriz de O 

em Q ~ SingCO) se r = L C da distribuição de O ) . 
p 

Lema 3.2.2: Seja L uma ret.a proje~iva. Se r:.. ~em inf'ini~as 

t.ang6ncias com separat.rizes de O E~~2) então ~é separat.riz de O. 

Prova: Sejam Cx.y) coordenadas locais ~ais que CO.O) é pont.o de 

acumulação das tangências de ~. dada localmente por y = O. Então O 
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se represen~a por w = wCx,y)= PCx,y)dx + QCx.y)dy. com P e Q 

anali~icas e as ~angências em Cx,O) implicam PCx,O)=O. Logo os 

zeros de PCx,O) se acumulam e PCx,O)= O. 

Teorema 3 .. 2 .. 1 : 

Dado sistema de Pjajf anatitico O em~ com sinsularidades 
z 

isoladas <P0 •. __ , Pm> = SineC00 , que supomos ndo é o sistema 

associado a t.un. feixe de retas por -um. ponto de 1P z 
entélo existe 

uma aplicaçdo quadrdtica Q 
_.. 

tal qu.e Q C(l) tem as se8Uintes 

sineutaridades : 

i.J isomorfas às sineularidades de nem SineC00 "-<P0> 

i.L) irredut!veis (d-uas) [ def'inição 2:. 2.1 1 

i.i.i..) estritcunsnte dicr-t.ticas Ctrês.) [de:finiç§.o 2.1.6 J 

• 

i.v) si~ularidades isomorfas às que se encontram. na reta 

excepcional pela explos§.o de p0 _ 

Demonstra.ç:lo : 

5eja ~ =< re~as r; r não é separa~riz de O e r n SingCCO =0 }. 

Pelo lema 3.2.1 a primeira condição que de:fine ~exclui um 

número :fini~o de re~as, enquan~o a segunda, um número :fini~o de 

:feixas de ra~as C pelos pon~os de SingCOJ). 

Fixado o um P e SingCCD, exis~e r
0

e ~ ~al que para algum Pe r
0 

LP~ P0 P C onde P0 P é a re~a por esses pon~os ). 

De :fa~o. caso con~rArio. seja uma re~a r qualquer de~ e Q=Qe 
< 

e r. Ent.!lo as int.er_seções: de P0Q~ com in:finit.as: re~as 
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origem a inf'initos pontos Q e P0
Q tais que P 0

Q = L 
n :l :l Q 

i. e .• 

o t.angéncias de P Q com separatrizes . • Pelo lema 3. 2. 2 P 0
Q é • 

separatriz. Repetindo o argumento ao tomar outro ponto Q' em r 

o prova-se que P Q' é separatriz. Dai O tem inf'initas separatrizes 

por P0 e O é o f'eixe de retas por P0 pelo lema 3.2.1: contradiç~o. 

Em r e :R. existe um abert.o U de 
o 

o pont.os P t.ais que P P ~ L . 
p 

De f'ato, a condição P0
P ~ L é aberta, já que {L ; P~ SingCO)} 

p p 

é um campo continuo de ret.as Ceemo de f'ato o campo é analitico, o 

aberto U em r é de Zariski )_ 
o 

Seja { PEr ; L= r}. Ent.ão, pelo lema 3.2.2 tal conjunto é 
o p o 

f'!nito. Logo podemos escolher em U c r dois pont.os M e N tais que 
o 

L ~ P0 M , L ~ P0 N • L ~ r • L ~ r
0

. Evitando eventualmente 
M N M O N 

o um conjunto f'inito de pontos em U, podemos supor que P M n SingCCD= 

=P
0

N n SingCO) = { P0 
}, que P0 M e P

0
N não são direç5es criticas 

em P0 e , por último, P0 M e P0 N não são separatrizes de O por P0
. 

Consideramos coordenadas homogêneas tais que P0 = 

e as retas f'undamentais sejam = " o 

p = Cl: 0: 0) 
o 

=P0 N . 

Nessas coordenadas as separat.rizes de O por M e N n~o t.êm como 

t.angentes L , L ou L e SingCO:> n <L U L U L }= { P0 
}. o :l z o :l z 

Sejam Q C quadrática st..andard ) nessas coordenadas. Q-:l a 

-·· inversa birracional e Q CO). Com base na f'at.oração da Q, i. é. 

Q = f1z o n7 . consideremos o sistema de Pfaf'f' em X 

Cou, equivalentemente, Õ .- n:co-:t•CO)) ). 

-·· Se P E SingCQ CCO) então os seguintes casos se apresentam 

C) P "' {L U L U L } o • 2 

Li) P E L:t '- <P
0 

,P/ (analogamente para P E L '-<P ,P~> ] 
2 o • 
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i.i.i.) p = p • p ou p 
o • z 

i.v) P e L
0 

'<P .P } • z 

Com a no~ação in~roduzida na ~a~oração -· a = n o n z • • discu~o : 

Caso i.>: Como Q f !P' <L U LU L > é isomorfismo analit.ico e 
2 o :1 z 

com i. ;;O!! O 

~al que é singularidade isomorra a P . 

~ 

Caso i.O: ~ é isomor~ismo anali~ico en~re aber~o de X con~endo 

singularidade de Õ em L",<L" n L", L" n 
:1 o :I. z L"} e aberto contendo P. • 

Logo as singularidades de Q-t•cm em L ' <P .P } são isomor:fas • o z 
às: que resul~am da explosão de p 

• por si~uadas em 

L~'. <L~ n L~ • L~ n L~> • que só podem ser a inter-secção do 

~r-ans:formado est.ri to da separat.riz de O por P com L". • • porque 

nem L nem L são a t.angent.e da separa~riz de o por P.C Caso em o z • 
que s:e introduz singularidade i rredut.i vel). 

Caso i.i.i.>: Por n. ~emas explosão de p = p nas: ret.as v· 
' ' 

Suponhamos que i:'í t.em singularidade em aber~o em torno de 

L"' <L" n L~·. Lk' n L;"> i. j L ~ 
i = O, 1. 2 ent.ão são isomorfas 

por às singularidades de O em L.' <P. ,P ). 
' J k 

Cont.radição. 

crit.icas em relação a P em O segue 
o 

que em L" n L" 
o • 

e L" n L'" o z 
~ 

o sistema O não t.em singularidades. 

As demais in~ersecçe5es de L:' para i. = o. 1. 2 
' 

em não são 

singularidades de Õ pela escolha de L. i.= O, 1,2 não t.angent.es 
' 

às separat.rizes de O em P e P . 
• z 

Logo P
0

• P:l e P
2 

são est.rit.ament.e 

-·· dicr!t.icas em Q CC.O. 

Caso i. v): Por n. 
í:'i 

a singularidade P de Q-.t*cm é isomor~a 

singularidade de em L~' <L~ n L~ L~ n L~> ,que result.a da 
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explos~o de p por n 
o • • 

Para a demons~ração do ~eorema 3.2.2 in~roduzo as derinições 

que seguem. 

Dado Oe ~MD. pe SingCC.O. deno~o por s uma sequência de explo 
p 

sões começando em p ~al que o ~ransformado es~ri~o de a pela 

sequência ~em somen~e singularidades irredu~iveis sobre o divisor 

excepcional. Deno~o #sp o número de explosões efe~uadas em sp. 

Def"iniç~o 3.2.3 : Dado pe SingCC.O def"ino Q. peso de Q. • .fllÁ.p). 

e por: ~p) =O se pé es~ri~amen~e 

dicrit..ico 

O peso da singularidade p es~á bem definido pelo ~eorema de 

Seindenberg C 2.2.2 ). 

Teorema 3. 2 .. 2 : 

Dado Oe ~~2) é possivel obter. através de uma seqti~ncia fini

ta de aplicaç~es quadrdticas Q. um novo sistema em~ com sineu-
• z 

taridades. isoladas. dos se6uintes tipos: i) irredutiveis e 

ii.) estritamente dicri t icas . 

Durante a resolução nenhuma separatriz aleébrica de a é 

contrai da. 

Demonstração: 

Sé a é o sistema de Pfa~r em ~2 associado ao f"eixe de re~as 

por um pon~o o teorema vale ~rivialmen~e. 

Caso contrário. aplico a a uma Q quadrática s~andard como no 

o teorema 3.2.1 com P = p onde pe SingCr.D. p não é irredutivel e p 
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não é es~ri~amen~e dicri~ico. -·· En~ão se ~e SlngCQ (O)) ~emas: 

se ~ é es~~i~amen~e dic~i~ico ou i~~edu~ivel 

se ~ é isomo~~o a uma singula~idade sob~e a ~e~a 

excepcional da explosão em p 

Nos demais casos ~t) = ~p·), p' ~ p, p'e SingCCO. 

Observo que nenhuma sepa~atriz algéb~ica de O se con~~ai 

a pon~o nas aplicações sucessivas de Q pois as ~elas ~undamen~ais 

da Q standa~d são escolhidas de modo a não serem separatrizes dos 

sistemas em que a aplico. 

• 
De ~ato é possivel, mediante uma escolha adequada das 

aplicações quad~áticas, obter uma ~orma mais ~orle do ~eorema 

3.2.2, onde as singularidades eslri~amente dicriticas ~êm 

a propriedade adicional de que, ao serem explodidas, as tangên 

cias entre as separatrizes C do trans~ormado es~rito do sistema ) 

e a reta excepcional são apenas quadrâlicas [ con~- C J_ 
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4. APLICAÇÕES RESOLUÇãO DE SINGULARIDADES DE APLICAÇÕES 

BIRACIONAIS 

4.1 UMA PROPRIEDADE DAS SUPERFíCIES RACIONAIS 

Diz-se que urna super~icie M é racional se M é 

biracional mente equi valent.e a IP 
2

. 

O t.eorema 4.1.1 a seguir. lver M-S:1 ], é uma aplicação do 

t.eorema 3.2.2 à resolução de singularidades de aplicaç~es 

biracionais entre super~icies C racionais ) e W . 
2 

Preliminarmente, observo que t.rans~ormação biracional usada no 

t.eorema 3.2.2 para resolver singularidades de sistemas de P~aff 

em IP
2 

é de um tipo "simples", a saber : 

Proposiç~o 4.1.1 : 

5eja O'e ~~) que resulta de O pela resolução de singularida-
2 

das dada no teorema 3.2.2. i.é. -·· O':= T em, com T =~o ... oQ • 
1 

QL aplicações quadráticas. Seja n :S ~ morfismo dado por 
2 

onde S resulta de ~ ao se exptadir 
2 

uma ~nica vez cada sin~laridade estritamente dicr!tica de o• . 

Ent..!lo f" ,S---~ 
.... 

W2 de~inida por ~ = T o n é um mor~ismo. 

Prova : De f"at.o, se -< f' cont..rai alguma curva ~. ent.ão é a T 

que cont.rai ~e port.ant.o. pelo t.eor. 3.2.2, e não é separat.riz de 

n .Se consideramos em S o sist.ema de Pf"af"f' t.ransf"ormado de O .. 
pela~. C CCO, possuirá um pont.o singular com inCinit.os germes de 

separat.rizes resu!_t.ado da cont.ração de ~- Como t.al sist.ema 
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.. 
em Sé o ~rans~ormado es~riLo de n• pela n• n CO'), hâ conLradição 

com a deriniç~o de n- • 
Teorema 4.1.1 : 

Seja H supsrficie racional.. Enttlo existe um. conjunto finito de 

pontas p, ... ,p,_ de (f' (p_~ p. se i ~ j) ta.l.q.ue H é dominada. pel.a 
~ ~ 2 t J 

sup9rj!ci& obtida expl.odindo wn.a vea cada ponto p. (j = t ... k :> 
J 

Prova : 

S&ja g:~2-- ~ M uma aplicação biracional. Bas:La demons:Lrar 

que exisLe uma aplicação biracional 8:~2-- ~ W2Lal que Lodas as 

singularidades de g o B desaparecem ao explodirmo-las uma vez. 

Sejam ~:~.•· ~ as curvas de M que se cont..raem a pont..os por 
' -· g Seja a uma função racional em M t..al que : 

L) nenhuma e. é pólo de or. e 
J 

H.) otj'e. não é consl.ant.e Cj=1.- .. r) 

J 

Em part.icular. nenhuma das 'e_ é separat..riz do sist..ema Q: da= o 
J .. 

Seja r= g CCO. Pelo t..eorema 3.2.2 exist.e B: [p - - ~ [F' 
2 2 .. 

biracional ~al que B Cr) ~em apenas singularidades irredu~iveis 

ou es~ri~amen~e dic~i~icas. 

nenhuma sepa~a~~iz de r. 

-· Adernais , B não con~rai a um pon~o 

Seja n:S~----••1~2 mo~fismo dado pela conL~ação das ~eLas excep-

cionais de S. onde S é ob~ida pela explosão uma vez de cada 

singularidade es~~iLamen~e dicri~ica de s*cr). En~ão n*cs*cr)) 

~em apenas singula~idades i~redu~iveis. Decor~e que f= g o B o n 

é um mo~ fi smo. 

De fa~o. supondo po~ absurdo que f não é um morfismo, exis~e 
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-· uma curva ~ c M que se con~rai a um pon~o pela ~ . 

Caso 1: ~é uma separa~riz de O. En~ão ~~~~·-- .• ~r e 

-· portanto, g CID é uma curva, separat.riz de r. Logo 

é uma curva e portanto n-j.CB-t.Cg-s.Cro)) é uma curva : contradição. 

Caso 2 : ~ não é separat.riz de O. Então existem in~init.os 

• • • germes analit.icos de separat.rizes de ~ CCO=n CB Cr)) passando por 

-i. -i. 
p= t: c~. pe s (imagens pela f' dos germes de separ-at.rizes de o 

transversos à~). Mas então pé uma singularidade não irredut.ivel ... 
de n CB Cr)) : contradição. • 

Exemp.lo 4. 1.1 : ~t x W1é uma superficie racional caracterizada 

pelos números de auto-intersecção das retas IP x{L) e {v}x !P que 
• 1 

são iguais a O. Em IP 
2 

as retas projetivas têm número de auto-

intersecção igual a 1 e a reta excepcional de uma explosão ~em 

esse número igual a -1. Também são fa~os conhecidos que cada 

explosão em pon~o sobre uma re~a diminui em 1 o número de au~o-

in~ersecção da re~a e que C pelo cri~ério de Castelnuovo) urna re~a 

com esse número igual a -1 pode ser con~raida a um pon~o. Com 

essas observações podemos ob~er ~ x W a partir de W em acordo 
1 1 2 

com o ~eorema 4.1.1 • como se ilus~ra a seguir : 
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s o 

/ -1 -1 

-1 

' l 

f = CONTRAÇÃO DE l 
o EXPLOSÃO 

1 
-1 j 

o ' 
EXPLOSÂ.O o ~ 

1 1 

~ o 
1 

IP ----- - - ---> IP X IP ' z • • 

Concluo es~a seção com uma digressão sobre as super~icies 

racionais e seus sis~emas de Prarr. 

Se M é uma superCicie racional não isomorra a ~2 então existe 

uma aberto Uc M ,não vazio, tal que Ué isomorro ao produto 

W
1 

X D, onde De C aberto [conC. 8 ). 

" 

~ possível mostrar que se Oe ~M) é tal que OjU tem por 

separatrizes as retas ~ x {l}, VteD, então O é um ponto isolado de • 
:PC M) [ conf'. M-S: 2 l . 

Como no caso de IP é sabido que em :PC [f' ) não hâ pont..os i sol a-z z 

dos [conC.L-N:2 ou G.M-Bl chegamos à seguinte caracterização de ~2 
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Teorema .4.1.2 : 

sejaM super~icie racional. En~ão M é isomor~a a~ se e 
2 

somen~e se em ~MD não exis~e pon~o isolado. 

4.2 RESOLUÇXO DE SINGULARIDADES DE APLICACOES BIRACIONAIS 

Seja Q :W-- ~ W a aplicação biracional quadráLica 
2 2 

s~andard.[exemplo 3.1.31 No§ 3.2 vimos uma ~aLoraç~o de Q como 

Q = n o n-t onde n : X---+ 
2 j_ • i. ~ i.=1,2 cont.raem cada um 3 re~as 

2 
~ 

em X . 

Em geral, para uma W:S-- ~ s• aplicação biracional en~re Se 

s• super~icies algébricas projet.ivas t.emos : 

Teorema .4.2.1 

5eja W:S-- ~ s• aplicação biracional en~re as super~icies 

~ 

se s•. En~ão existe n:S S tal que : 

~ S é obtida por um número ~inito de explosões e n é 

contração dos divisores excepcionais 

b) f' = ~ o n é um mor~ismo. 

Este teorema é um corolário do t.eorema 2.2.2 de Seindenberg, 

como se mos~ra 

Prova : 

Sejam ~ •... , tr as curvas de s• que se cont.raem a pon~os por . ' -· m . Seja a uma !'unção racional em s• t.al que : 
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il nenhuma g. é p61 o de ot 
J 

e ii> 

seja o em s~ dado po~ dot = o. 

OLig· não é const.ant.e Cj=t ... r) 
J 

~ 

Pelo t.eo~ema de Seindenbe~g exist.e n:S S mor-f'ismo de 

cont.r-ação das r-et.as excepcionais de S obt.ida de S por- um núme~o 

~init.o de explosões t.al que 
.. . n (~ (O)) t.em apenas singular-idades 

irredut.iveis. ~irmo que ~ = ~ o n é um morfismo. 

De ~at.o. suponhamos por absurdo que exist.a uma curva g c s• 

-· que se cont.rai a um pont.o pela ~ . Ent.ão g se cont.rai a um pont.o 

-· pela ~ . Logo 'e = 'e. para algum j. 
J 

Segue que g não é separat.riz 

-· de O e, port.ant.o, que exist.em em p = f' (e) inf'init.os germes 

analit.icos de separat.rizes de f'•cco = n•c~•CO)). Logo p não é . .. 
singularidade irredut.ivel de n (~ (O)) : cont.radição. • 

Observaçlro : Se exist.e em S' um sist.ema de Pf'af'f' Q' que não 

t.em nenhuma separat.riz algébrica. poderiamos obter out.ra demons 

t.ração do t.eorema 4.2.1 t.omando o• ao invés de o: dot =o. 

Neste pont.o t.emos um problema em abert.o na t.eoria 

Questão : Dada qualquer superf'icie algébrica projet.iva M C com 

plexa e não-singular ) exist.e um re ~MD t.al que r não t.em nenhuma 

separatriz algébrica ? 
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