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RESUMO

SEGOVIA LOHSE, H.R. Análise elasto-plástico com não linearidade geométrica usando
uma formulação Arbitrária Lagrangeana-Euleriana (ALE). 2015. Dissertação (Mestrado
em Engenharia) - Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre

Apresenta-se uma formulação de adaptação de malha para problemas com grandes deformações.
A formulação Arbitrária Lagrangeana-Euleraina (ALE) permite manter a qualidade dos elementos
finitos durante o processo de cálculo através de rearranjo ou movimento de malha independente do
movimento material. Nas formulações Lagrangeanas a malha fica “colada” ao corpo durante toda
a análise, logo quando este sofre grandes deformações diferenciais o mesmo se reproduz numa
malha distorcida. A formulação ALE desacoplada consta de dois passos: O passo Lagrangeano
onde são aplicados os incrementos de carga, a malha permanece “colada” à matéria durante
a análise. E cada certo “tempo” o passo Euleriano onde “descola-se” a malha da matéria e
efetua-se o movimento de malha que se ajusta melhor ao corpo deformado. São apresentados
assim métodos de realocação da malha e transferência ou atualização das variáveis necessárias
para, depois do passo Euleriano, continuar a análise com a nova malha sem grandes distorções
dos elementos.

Os problemas de grandes deformações e deslocamentos são acompanhados de não linearidades
físicas e geométricas, assim, são abordados os métodos para o tratamento destas não linearida-
des. Trabalha-se com o elemento hexaédrico tri-linear com integração reduzida e controle dos
modos espúrios que tem demostrado um bom comportamento frente a grandes não linearidades
geométricas assim como para as não linearidades físicas.

A formulação ALE tem ganhando seu espaço na mecânica dos sólidos, em problemas de
conformação mecânica e impacto, devido às grandes deformações e na última década está
abrindo-se passo na área da geomecânica tratando problemas recalque e penetração de fundações
em solos.

Key-words: ALE, Distorção de malha, B-Splines, Movimento de malha, Integração reduzida,
Controle de modos espúrios.





ABSTRACT

SEGOVIA LOHSE, H.R. Elastoplastic analysis with geometric nonlinearity using an Arbi-
trary Lagrangian-Eulerian (ALE) method. 2015. Dissertação (Mestrado em Engenharia) -
Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre

This work presents remeshing techniques for finite element simulation and investigates their
performance for large deformation problems. Lagrangian formulation generally results in ex-
cessive mesh distortion owing to its attachment to the material. Meanwhile, the Lagrangian-
Eulerian (ALE) formulation alouds to keep the finite element quality through the arbitrarily
rearrangement or movement of the mesh, to optimize the element’s shape. The decoupled Ar-
bitrary Lagrangian-Eulerian approach consists in a sequence of Lagrangian and Eulerian steps.
The mesh is “coupled” to the material during the Lagrangian steps. From step to step, mesh is
decoupled from the system material (Eulerian step), the nodes corresponding to free boundaries
are relocated using an analytical approach, remeshing is performed and finally the state variables
are remapped. Rearrangements methods for the element’s node are presented, as well as the
variables remapping algorithms at the new quadrature points, in order to continue with the finite
element analysis without altering the element topology of the original mesh.

Special attention is given to methods dealing with geometric and physical nonlinearities. A trilin-
ear hexahedral element is used with reduced integration and hourglass control. This combination
has shown well behavior in front of large geometric and physical nonlinearities.

ALE formulation field has considerably grown in geotechnical research, especially in impact and
mechanical extrusion problems. Over the last decade, geomechanic is dealing with settlement
problems and foundation penetration in soils.

Key-words: ALE, Mesh distortion, B-Splines, Mesh moviment, Reduced integration, Hourglass
control.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO

Usualmente, os algoritmos utilizados na descrição cinemática de meios contínuos estão baseados
em duas descrições clássicas: a descrição Lagrangeana e a Euleriana. A descrição apresentada
e utilizada neste trabalho é a Arbitrária Lagrangeana-Euleriana ALE (Arbitrary Lagrangian

Eulerian), que combina as vantagens de cada uma destas descrições cinemáticas clássicas
enquanto tenta minimizar as desvantagens das mesmas.

Em mecânica de sólidos é geralmente utilizado a descrição Lagrangeana. O sistema de referência
está ligado ao corpo (referência material), de tal forma que cada nó da malha de elementos finitos
esteja associado ao mesmo ponto material durante todo o processo. A descrição Lagrangeana
tem maior facilidade de trabalhar com superfícies livres, interfaces entre materiais diferentes e
de tratar meios que possuem relações constitutivas dependentes da história de deformação. Em
contrapartida, problemas com grandes deformações e distorções se traduzem, muitas vezes, em
malhas distorcidas que podem levar a instabilidades computacionais e com isto a resultados com
baixa precisão, resultados não físicos ou comprometer a convergência da solução.

Figura 1.1 – Descrições cinemáticas. (a) Lagrangeana; (b) Euleriana; (c) Arbitrária Lagrangeana
Euleriana (ALE). Fonte Donea et al. (2004).

Algoritmos com descrição Euleriana são geralmente utilizados em mecânica de fluidos. O sistema
de referência é fixo no espaço (referência espacial) e como a malha não está aderida ao meio
estudado, as faces ou lados dos elementos não tem a restrição de pertencer ao contorno do
corpo. Grandes distorções no movimento do meio contínuo são analisadas com certa facilidade,
embora com custos de precisão na definição de interfaces, detalhes dos fluxos, e dificuldade no
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tratamento de contato entre materiais diferentes.

A formulação ALE, na mecânica de sólidos, se desenvolveu em atenção às limitações da
formulação Lagrangeana para problemas com grandes deformações, introduzindo o movimento
da malha independente do corpo (realocação dos nós) de maneira a obter uma malha de melhor
qualidade mantendo a quantidade, tipologia e conetividade dos elementos.

O desenvolvimento deste trabalho é feito combinando a descrição ALE com o método de
elementos finitos utilizando um elemento hexaédrico de oito nós com interpolação tri-linear e
um ponto de integração (integração reduzida). Por ser um elemento tri-linear, o mesmo apresenta
bom comportamento em problemas com alta não linearidade, tanto física como geométrica.

Elementos finitos com integração completa (IC) garantem, em geral, a convergência e estabi-
lidade da solução com o refinamento de malha. O uso da IC, principalmente com elementos
tridimensionais, implica altos custos computacionais nas diversas etapas do processo de solução,
além de apresentarem travamento volumétrico (volumetric locking) para materiais incompres-
síveis ou aproximadamente incompressíveis, e travamento de cisalhamento ou de membrana
(shear locking ou membrane locking) em estruturas finas sujeitas à flexão (Zienkiewicz e Taylor,
1994a), (Zienkiewicz e Taylor, 1994b).

Uma solução para estes problemas é a integração reduzida seletiva (IS), na qual a integração
completa e a integração reduzida são aplicadas em diferentes termos para formar a matriz
rigidez do elemento. Esta alternativa apresenta bons resultados em casos onde a IC apresenta
dificuldades, embora seja computacionalmente mais custoso que uma IR.

Elementos finitos com integração reduzida uniforme (IR), principalmente com um ponto de
integração, são os elementos mais eficientes quanto ao custo computacional. Porém, resultados
obtidos através destes elementos podem perder o significado físico pelo surgimento modos
espúrios. Estes modos correspondem a deformações não constantes no interior do elemento e são
conhecidos como instabilidades de malha, modos cinemáticos, modos de energia nula, modos
espúrios ou hourglass, os quais podem levar à singularidade da matriz rigidez global (Oñate,
1995). O uso de IR requer a aplicação de um eficiente controle dos modos espúrios do elemento.

1.2 FORMULAÇÃO ALE NA MECÂNICA DE SÓLIDOS

Em diversos campos da engenharia são analisados casos que envolvem grandes deformações. Na
procura da solução utilizando o FEM existem três abordagens possíveis: Lagrangeana Total, TL
(do acrônimo em inglês: Total Lagrangian), Lagrangeana Atualizada, UL (Updated Lagrangian)
e, mais recentemente, Arbitrária Lagrangeana-Euleriana (ALE). Na abordagem TL é preciso
empregar o primeiro ou o segundo tensor de tensões de Piola - Kirchhoff conjuntamente com
as suas deformações conjugadas, para levar em conta grandes deformações, seja por exemplo o
tensor gradiente de deformação ou o tensor de deformação de Green - Lagrange. A configuração
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de referência corresponde à configuração indeformada, ou seja, durante todo o processo a
deformação é dada em relação ao corpo indeformado e a malha acompanha o movimento do
corpo. Na abordagem UL aproveitam-se os incrementos de deslocamentos durante a análise para
calcular-se incrementos de deformações em relação à última configuração conhecida do corpo.
Assim é possível o uso dos tensores de tensões e deformações de Cauchy combinados com o uso
de taxas de tensão objetiva em uma formulação hipoelástica (Bathe, 1996).

Observa-se que os método TL e UL são duas formas alternativas para a obtenção da deformação
atual do corpo e ambas deveriam convergir na mesma solução do problema. Em teoria, ambos
métodos podem ser usados para problemas com grandes deformações e deslocamentos. O
principal inconveniente das abordagens TL e UL reside no fato de que em algum ponto da análise
pode-se ter distorções dos elementos tão excessivas que cheguem a produzir instabilidades
numéricas graves. Isto acontece com maior frequência para os problemas que envolvem relações
constitutivas não lineares. O método ALE foi proposto com o objetivo de superar o problema da
distorção da malha, adequando a mesma mediante o desacoplamento do movimento de malha ao
do movimento da matéria (Vavourakis et al., 2013a), (Nazem et al., 2006).

O conceito básico do método ALE foi proposto inicialmente por Noh et al. (1964) definindo
com os termos Quasi-Eulerian e Coupled Eulerian-Lagrangian, Trulio (1966) e Hirt (1970)
propuseram o nome de ALE, em seguida Hirt et al. (1974) trataram problemas hidrodinâmicos
com movimento de fluido no contorno em 2D. Todos estes trabalhos foram desenvolvidos
empregando-se diferenças finitas.

O uso de ALE com o FEM foi proposto por Donea et al. (1977) para modelagem de problemas
de mecânica dos fluidos na iteração sólido-estrutura com superfície livre. Belytschko e Kennedy
(1978) estudaram fluidos em canais estreitos e no trabalho de Hughes et al. (1979) foi introduzido
o método operator splitting que mais adiante se consolidou com o nome de operator split. O
operator split basicamente separa em duas etapas o processo ALE: a etapa Lagrangeana, em
seguida, a etapa Euleriana.

Belytschko et al. (1980) apresentaram análises em iteração fluido estrutura, definindo o método
como Quasi-Eulerian para estado plano e problemas axissimétricos. Hughes et al. (1981) deram a
primeira formulação ALE para fluidos viscosos incompressíveis, também já com a denominação
ALE dentro do FEM.

A formulação ALE foi utilizada inicialmente na mecânica dos sólidos para simular problemas
não lineares com propagação de trincas, problemas de contato com fricção, impacto, explosões e
processos de fabricação de materiais. As grandes deformações que caracterizam estes proble-
mas levaram investigadores a incorporar a metodologia ALE em vez da formulação clássica
Lagrangeana. Entre os primeiros trabalhos com ALE na mecânica dos sólidos se podem citar:
Haber (1984) que modelou problemas de contato com atrito e exemplos clássicos da mecânica
da fratura limitado a materiais elásticos lineares; Haber e Koh (1985) onde ampliaram o estudo

Análise elasto-plástica com não linearidade geométrica usando uma formulação Arbitrária Lagrangeana-Euleriana (ALE)



30

da propagação de trincas; Liu et al. (1986) que desenvolveram detalhadamente a aplicação de
ALE em materiais não lineares; Schreurs et al. (1986) que aplicaram ALE para estudar processos
de conformação de materiais elásticos lineares isotrópicos mediante axissimetria.

Devido a sua capacidade de lidar com problemas que envolvem materiais altamente não-lineares,
a abordagem ALE se tornou muito popular nos últimos anos particularmente no campo da
engenharia geotécnica. Um dos primeiros trabalhos a empregar uma formulação ALE nesta área
pode ser encontrado em Van der Berg e Huétink (1996), que simularam um cone de penetração
em material coesivo com atrito. No entanto, deve-se a Nazem e Sheng (2004) a aplicação de ALE
em problemas de consolidação e deformação de solos devidos a cargas sobre fundações. Nazem
et al. (2006) e Sheng et al. (2009) demostraram a superioridade em desempenho e precisão do
método ALE sobre os métodos TL e UL na análise de fundações sobre argila utilizando o modelo
elasto-plástico perfeito de Tresca e o modelo Cam-Clay modificado. Também no trabalho Nazem
et al. (2006) foi desenvolvida uma metodologia na qual o remalhamento é realizado em dois
passos, no primeiro passo são realocados os nós dos contornos e no segundo os nós internos.

São raros os trabalhos com abordagem ALE para problemas tridimensionais em mecânica de
sólidos, pode-se citar os trabalhos de Bittencourt e Creus (1995), onde o movimento de malha
é aplicado nos nós internos do corpo não assim nos nós do contorno e Aymone (2000), que
apresenta um algoritmo de realocação dos nós do contorno. No trabalho de Aymone (2000) o
algoritmo de movimento dos nós de contorno (realocação nodal do contorno) é mais apropriado
para malhas regulares igualmente espaçadas.

1.3 NÃO LINEARIDADE

A mecânica de sólidos elásticos lineares tem como premissas básicas as seguintes hipóteses
(Zienkiewicz e Taylor, 1994b):

• Forma linear das relações deformação - deslocamentos (linearidade geométrica),

• Forma linear das relações tensão - deformação (linearidade física).

Muitos problemas importantes não apresentam as condições necessárias para poder ser considera-
dos como lineares, estes são considerados não lineares. Em mecânica dos sólidos, a plasticidade,
fluência ou outras relações constitutivas complexas são exemplos de casos nos quais devem ser
desenvolvidos processos numéricos que permitam considerar a não linearidade do problema.

Cabe ressaltar que em problemas lineares a solução é sempre única, o que não acontece na
maioria dos problemas não lineares. Assim, obtendo-se uma solução, esta pode não ser a
solução procurada (solução fisicamente correta). Para obter resultados com sentido físico, é
primordial ter uma formulação que permita representar a natureza do problema, faz-se isto
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através de procedimentos incrementais - iterativos em passos. O procedimento incremental -
iterativo em pequenos passos se torna fundamental para problemas cujas leis constitutivas de
tensão-deformação dependem da história de deformação.

Neste trabalho a não linearidade física considerada é devida unicamente à plasticidade, na análise
por elementos finitos será necessário integrar as relações constitutivas para obter os incrementos
de tensão. Essas relações definem um conjunto de equações diferenciais ordinárias e os métodos
para integrá-las são usualmente classificados como explícitos ou implícitos. A solução adotada
no presente trabalho para a integração numérica da lei constitutivas elasto-plástica é, em essência,
o algoritmo predictor-corrector de Owen e Hinton (1980).

1.4 ELEMENTO HEXAÉDRICO COM INTEGRAÇÃO REDUZIDA

Na escolha de um elemento finito tridimensional para a sua aplicação, segundo Belytschko et al.
(2000), os tetraedros não apresentam um bom desempenho em problemas envolvendo materiais
incompressíveis, restando assim os elementos hexaédricos como a melhor alternativa para análise
de problemas não-lineares.

As simulações numéricas de problemas não lineares possuem um alto consumo de tempo de
processamento computacional, devido ao fato do algoritmo precisar de iterações para satisfazer
as condições de equilíbrio mecânico. A matriz de rigidez e vetores de força interna devem
ser atualizadas regularmente, para fazê-lo é necessário um esquema numérico para integrar as
equações constitutivas no processo incremental. Trabalhando com o FEM é comum utilizar
técnicas de quadratura para avaliar numericamente matrizes de rigidez dos elementos e vetores
de forças, com isto, o trabalho computacional a cada iteração é multiplicado pelo número de
pontos de quadratura (ou pontos de Gauss) utilizados.

O uso de IR otimiza o custo computacional no processo de solução, mas se deve implementar o
elemento com um esquema de controle de modos espúrios.

Liu et al. (1994) desenvolveram uma formulação utilizando 4 pontos de integração para o
elemento hexaédrico de 8 nós. Neste método a matriz B (matriz gradiente de deformação) é
dada em forma explícita. Para evitar o travamento de cisalhamento, o vetor de deformações
generalizado é desenvolvido em um sistema co-rotacional e certos termos não constantes nas
componentes de deformação de cisalhamento são omitidos. O travamento volumétrico é resolvido
fazendo-se com que a parte dilatacional da matriz gradiente seja sub-integrada e avaliada apenas
no ponto central do elemento. Justifica-se o emprego de 4 pontos de integração para melhorar a
precisão com relação aos elementos, que adotam apenas um ponto de integração e para poder
capturar frentes plásticas na malha durante carga e descarga na análise elastoplástica. Mas a
vantagem computacional é parcialmente perdida. Estes elementos apresentaram bons resultados
em problemas de cascas finas.
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Hu e Nagy (1997), baseados na formulação Liu et al. (1994), propuseram reduzir este elemento
a um ponto de integração. No centro do elemento, os vetores de deformações e tensões são
expandidos em série de Taylor até os termos bi-lineares. Os termos constantes são usados para
calcular o vetor de forças internas do elemento e os termos lineares e bi-lineares para formar o
vetor de forças de estabilização dos modos espúrios, que são removidos de forma seletiva da
matriz gradiente, aqueles modos associados com o travamento volumétrico e de cisalhamento,
sem afetar a estabilidade do elemento. São adotados os vetores gradientes uniformes propostos
por Belytschko e Binderman (1991) ao invés dos avaliados no ponto central do elemento,
garantindo-se que o elemento passe no patch test.

Reese (2005) estudou a estabilização para materiais elasto-plásticos obtendo um valor ótimo
para a constante de Lamé, única responsável da matriz de estabilização. E uma correção na
estabilização para materiais elasto-plásticos perfeitos.

O presente trabalho pode ser considerado como a continuação de trabalhos que vem sido
desenvolvidos no Centro de Mecânica Aplicada e Computacional (CEMACOM) da UFRGS
empregando-se a formulação com hexaedros de um ponto de integração. Duarte-Filho (2002)
implementou o elemento hexaédrico de oito nós com IR proposto por Hu e Nagy (1997)
com bom desempenho em problemas de placas e cascas para análise estática e dinâmica com
não linearidade geométrica. Ampliado para materiais compósitos por Andrade (2005). Esta
formulação foi estendida por Schmidt (2006) introduzindo o estudo de não linearidade física
com os modelos de plasticidade de von Mises e Mohr-Coulomb. Braun (2007) implementou o
elemento para iteração fluido estrutura combinada com uma descrição ALE no fluido. Braun e
Awruch (2013a, 2013b) estudaram problemas de iteração solo estruturas com modelos clássicos
de plasticidade e modelos de estados críticos.

1.5 OBJETIVO

Este trabalho tem por objetivo desenvolver uma formulação ALE desacoplada para a análise de
corpos sólidos sujeitos a grandes deformações usando o método dos elementos finitos.

Trabalhos anteriores desenvolvidos no CEMACOM deram base para a formulação ALE aqui
desenvolvida. Destes trabalhos (citados no item anterior) foram adotadas:

• A formulação do elemento hexaédrico tri-linear com um ponto de integração e controle
dos modos espúrios,

• A formulação Lagrangeana corrotacional, e

• A formulação da análise para a elastoplasticidade.
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1.6 ORGANIZAÇÃO DO TEXTO

O capítulo 2 apresenta o princípio dos trabalhos virtuais aplicado ao método dos elementos
finitos, o desenvolvimento do elemento hexaédrico com um ponto de integração, o controle dos
modos espúrios, a matriz de rotação do elemento desde o sistema global ao sistema local ou
corrotacional do elemento.

No capítulo 3 são discutidas as não linearidades levadas em conta no presente trabalho. Está
claramente dividido em duas partes. Na primeira parte apresenta-se a não linearidade geométrica,
define-se a formulação corrotacional em cujo sistema (sistema de referência corrotacional)
as tensões de Cauchy são objetivas com o tensor de deformações, apresenta-se o processo
incremental e o algoritmo de solução de Newton-Raphson implementado. A segunda parte
aborda a não linearidade física com um breve resumo da elasto-plasticidade, os modelos elasto-
plásticos implementados e o algoritmo de integração das tensões.

O capítulo 4 apresenta o algoritmo desenvolvido para a formulação ALE desacoplada. Na
primeira parte, apresenta-se o movimento ou realocação dos nós da malha, são apresentados
os esquemas de movimentos de dos nós sobre as superfícies de contorno e dos nós internos.
Na realocação dos nós de superfícies são utilizadas superfícies B-splines mediante as quais
as superfícies são parametrizadas. Uma seção é dedicada às superfícies B-splines, na qual se
apresentam as definições básicas e o algoritmo para sua obtenção. A segunda parte aborda a
atualização das variáveis de estado, que são as magnitudes necessárias para poder continuar
com o processo de cálculo, logo após o movimento da malha. São apresentados os métodos de
interpolação estudados.

O capítulo 5 apresenta as aplicações numéricas, uma primeira parte dedicada à verificação do
movimento sobre superfície B-Spline e validação dos métodos de interpolação. A segunda parte
com exemplos de aplicações.

Nas Conclusões apresentam-se comentários finais sobre pontos importantes tratados ao longo
do processo de aplicação da formulação ALE com um elemento de integração reduzida.
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2 FORMULAÇÃO DO ELEMENTO

2.1 O PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

As equações de equilíbrio para um volume elementar de um contínuo tridimensional qualquer,
podem ser escritas em função das componentes do tensor de tensões (simétrico):

divσ + b = 0, (2.1)

onde div() representa o operador divergente, σ é o tensor de tensões e b é o vetor de forças de
volume. Transformando a equação 2.1 em sua forma fraca, o que equivale ao uso do método de
resíduos ponderados, chega-se à equação dos trabalhos virtuais:∫

V

δutbdV +

∫
S

δutpdS =

∫
V

δεtσdV, (2.2)

onde t indica transposição, δu é vetor das componentes de deslocamento virtual, b é o vetor de
forças de volume, p é o vetor de cargas aplicadas sobre S, σ é o vetor com as componentes do
tensor de tensões do elemento, e δε é o vetor das componentes do tensor de deformações virtuais
devido a δu (ver Figura 2.1). O trabalho virtual interno é dado por δW int

e :

δW int =

∫
V

δεtσdV. (2.3)

Figura 2.1 – Foças atuantes sobre um corpo

No método dos elementos finitos, o deslocamento de um ponto qualquer u, dentro de um
elemento e, é calculado por interpolação dos deslocamentos nodais U (e) utilizando as funções
de formaN do elemento (também chamadas funções de interpolação do elemento):

ut = U (e)tN t → δut = δU (e)tN t, (2.4)

e as componentes de deformações ε são obtidas por:

ε(e) = BU (e), (2.5)
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em queB é a matriz gradiente que contém as derivadas das funções de formaN , armazenadas
da seguinte forma:

B =



∂N
∂x

0 0

0 ∂N
∂y

0

0 0 ∂N
∂z

∂N
∂x

∂N
∂y

0
∂N
∂x

0 ∂N
∂z

0 ∂N
∂y

∂N
∂z


, (2.6)

Considerando a relação constitutiva

σ(e) = Ceε(e) → σ(e) = CeBU (e), (2.7)

sendo Ce o tensor de quarta ordem que contem os módulos elásticos do material. Para um
material isotrópico o tensor Ce tem a seguinte forma (Malvern, 1969):

Ce
ijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) , (2.8)

sendo δij é o delta de kronecker, λ é o módulo de corte ou elasticidade transversal, µ é o módulo
de incompressibilidade do material. λ e µ são conhecidas como constantes de Lamé e são obtidas
a partir do módulo de elasticidade longitudinal E e do coeficiente de Poisson ν através das
seguintes relações:

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (2.9)

Substituindo-se 2.4 e 2.6 em 2.3 obtém-se o trabalho virtual interno a nível de elemento:

δW int
e = δU (e)t

{∫
Ve

B
t
CeBdV

}
U (e), (2.10)

Na equação 2.2, para todos os elementos do domínio, pode-se escrever a seguinte expressão
matricial:

KU = P , (2.11)

com

K =
∑
e

∫
Ve
B
t
CeBdV, (2.12a)

P =
∑
e

∫
Ve
N tbdV +

∑
e

∫
Se
N tpdS, (2.12b)

sendo Ve é o volume do elemento, Se é a superfície do elemento.K é a matriz de rigidez global
e P o vetor de cargas externas.
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2.2 FORMULAÇÃO DO ELEMENTO HEXAÉDRICO DE 8 NÓS

Considerando-se o elemento hexaédrico de 8 nós com função de forma tri-linear isoparamétrico
indicado na Figura 2.2, as coordenadas espaciais xi e as componentes dos deslocamentos ui são
aproximadas a partir das coordenadas e deslocamentos nodais xia e uia, utilizando-se:

xi =
8∑

a=1

Naxia, (2.13)

ui =
8∑

a=1

Nauia, (2.14)

sendo:

Na(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξaξ)(1 + ηaη)(1 + ζaζ), (2.15)

na qual i indica o eixo do sistema coordenado global (x,y,z) variando de 1 a 3, a refere-se aos
nós do elemento, variando de 1 a 8. As coordenadas naturais ξ, η e ζ do nó a são referenciadas
por ξa, ηa e ζa respetivamente.

Figura 2.2 – Elemento hexaédrico de 8 nós.

Para apresentar a formulação empregada no controle dos modos espúrios devido à integração
reduzida, definem-se os seguintes vetores para as coordenadas nodais no sistema global e no
sistema de eixos naturais:

xt1 = xt = [x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8], (2.16a)

xt2 = yt = [y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8], (2.16b)

xt3 = zt = [z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8], (2.16c)

ξt = [−1,+1,+1,−1,−1,+1,+1,−1], (2.16d)

ηt = [−1,−1,+1,+1,−1,−1,+1,+1], (2.16e)

ζt = [−1,−1,−1,−1,+1,+1,+1,+1]. (2.16f)
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2.3 CONTROLE DOS MODOS ESPÚRIOS

O uso de integração reduzida introduz um fenômeno de instabilidade na solução, conhecido
por hourglass ou modos espúrios. Determinadas configurações de carregamento produzem
perturbações espúrias (não físicas) causadas pelo mau condicionamento induzido nas matrizes,
resultantes de deformações não constantes devido ao emprego de integração reduzida (Liu et al.,
1994, apud Liu et al., 1998), como se mostra na Figura 2.3.

Com o objetivo de identificar os padrões dos modos espúrios, definem-se as sub-matrizes
gradienteBa(0) avaliadas no ponto central (ξ = η = ζ = 0) e os vetores hi, onde i varia de 1 a
4:

Ba(0) =


∂Na(0)
∂x

∂Na(0)
∂y

∂Na(0)
∂z

 =

 b1

b2

b3

 =

 b1a

b2a

b3a

 , (a = 1, 2, . . . , 8), (2.17)

ht1 = [+1,−1,+1,−1,+1,−1,+1,−1], (2.18a)

ht2 = [+1,−1,−1,+1,−1,+1,+1,−1], (2.18b)

ht3 = [+1,+1,−1,−1,−1,−1,+1,+1], (2.18c)

ht4 = [+1,+1,−1,−1,−1,−1,+1,+1]. (2.18d)

Figura 2.3 – Modos espúrios em flexão de viga com elementos hexaédricos lineares.

A Figura 2.4 mostra alguns dos modos de energia nula associados ao elemento hexaédrico com
apenas um ponto de integração. Neste caso, são 12 modos espúrios, sendo 6 modos de flexão, 3

modos de torção e 3 modos não físicos, caracterizados por {hti, 0, 0},{0,hti, 0} e {0, 0,hti} com
i de 1 a 4.
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Figura 2.4 – Modos espúrios do o elemento hexaédrico com um ponto de integração: (a) 6 modos
de flexão; (b) 3 modos de torção; (c) 3 modos não físicos. Fonte Zhu e Cescotto
(1996).

A matriz Jacobiana, também avaliada no ponto central, é dada por:

J(0) =
1

8

 ξ
tx ξty ξtz

ηtx ηty ηtz

ζtx ζty ζtz

 , (2.19)

cujo determinante, Jacobiano, é dado por:

jo = j(0) = det|J(0)| = 1

512

∣∣∣∣∣∣∣
ξtx ξty ξtz

ηtx ηty ηtz

ζtx ζty ζtz

∣∣∣∣∣∣∣ . (2.20)

O determinante da matriz Jacobiana pode também ser escrito como sendo a oitava parte do
volume do elemento:

jo =
1

8
Ve, (2.21)

onde Ve é o volume do elemento.
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Os vetores gradientes no ponto central ficam definidos por:

b1 = {b1a} =
1

8
[D11ξ +D12η +D13ζ], (2.22a)

b2 = {b2a} =
1

8
[D21ξ +D22η +D23ζ], (2.22b)

b3 = {b3a} =
1

8
[D31ξ +D32η +D33ζ], (2.22c)

onde Dij são os termos da matriz inversa do Jacobiano.

O uso da quadratura de Gauss para a integração do trabalho virtual interno (2.10) resulta em
travamento volumétrico. Para evitar este fenômeno, faz-se uso da integração reduzida com a
formulação proposta por Hughes (1980). A matriz gradienteB(ξ, η, ζ) é decomposta na forma:

B(ξ, η, ζ) = B̃(0) + B̂(ξ, η, ζ), (2.23)

sendo B̃(0) a matriz gradiente correspondente à parte de dilatação do vetor de deformações,
avaliada apenas no centro do elemento, B̂(ξ, η, ζ) a matriz gradiente correspondente à parte
desviadora do tensor de deformações.

Assim, a expressão para o trabalho virtual interno 2.10 pode ser escrita como:

δW int
e = δU (e)t

∫
Ve

[B̃t(0) + B̂t(ξ, η, ζ)]σdV. (2.24)

Expandindo o tensor de deformações, avaliados no centro do elemento, em uma série de Taylor
até termos bi-lineares, obtém-se que:

ε(ξ, η, ζ) = ε(0) + ε,ξ(0)ξ + ε,η(0)η + ε,ζ(0)ζ+

+ 2ε,ξη(0)ξη + 2ε,ηζ(0)ηζ + 2ε,ξζ(0)ξζ,
(2.25)

o primeiro termo é o vetor de deformações constante avaliado no centro do elemento e os demais
são termos lineares e bi-lineares. Na equação 2.25, as notações ε,α(0) e ε,αβ(0) representam:

ε,α(0) =
∂ε(0)

∂α
, e ε,αβ(0) =

∂2ε(0)

∂α∂β
. (2.26)

Como a parte volumétrica do vetor de deformações é válida no centro de elemento (ver 2.23), os
termos lineares e bi-lineares correspondem apenas à parte desviadora. Pode-se escrever:

ε(ξ, η, ζ) = ε(0) + ε̂,ξ(0)ξ + ε̂,η(0)η + ε̂,ζ(0)ζ+

+ 2ε̂,ξη(0)ξη + 2ε̂,ηζ(0)ηζ + 2ε̂,ξζ(0)ξζ,
(2.27)

ou
B(ξ, η, ζ) = B(0) + B̂,ξ(0)ξ + B̂,η(0)η + B̂,ζ(0)ζ+

+ 2B̂,ξη(0)ξη + 2B̂,ηζ(0)ηζ + 2B̂,ξζ(0)ξζ.
(2.28)
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As primeiras e segundas derivadas da matriz gradienteB avaliadas no centro do elemento são
estabilizadas por vetores obtidos por Flanagan e Belytschko (1981). O uso destes vetores de
estabilização é requerido para suprimir os modos espúrios (hourglass) mostrados na Figura 2.4.
O desenvolvimento da matriz gradienteB pode-se encontrar no trabalho de Duarte-Filho (2002).

O vetor de tensões é também aproximado através de uma expansão em série de Taylor, como
feito para o vetor de deformações:

σ(ξ, η, ζ) = σ(0) + σ̂,ξ(0)ξ + σ̂,η(0)η + σ̂,ζ(0)ζ+

+ 2σ̂,ξη(0)ξη + 2σ̂,ηζ(0)ηζ + 2σ̂,ξζ(0)ξζ,
(2.29)

Substituindo-se as equações 2.28 e 2.29 na 2.24 e integrando-se, tem-se a expressão para o
trabalho interno virtual do elemento:

δW int
e = δU (e)t [Bt(0)σ(0) +

1

3
B̂t
,ξ(0)σ̂,ξ(0) +

1

3
B̂t
,η(0)σ̂,η(0) +

1

3
B̂t
,ζ(0)σ̂,ζ(0)+

+
1

9
B̂t
,ξη(0)σ̂,ξη(0) +

1

9
B̂t
,ηζ(0)σ̂,ηζ(0) +

1

9
B̂t
,ξζ(0)σ̂,ξζ(0)]Ve.

(2.30)

Todos os termos da equação 2.30 são avaliados no centro do elemento, sendo o primeiro o
trabalho interno virtual e os restantes os responsáveis da estabilização do elemento.

2.4 MATRIZ DE RIGIDEZ DE ESTABILIZAÇÃO

Como a avaliação das tensões e deformações é feita apenas no ponto central, o vetor de forças
internas do elemento pode ser escrito como:

f c = B
t
(0)σ(0)Ve, (2.31)

e a equação constitutiva como:
σ(0) = Ceε(0). (2.32)

O vetor de forças internas do elemento pode ser também escrito como:

f c = KcU , (2.33)

sendoKc a matriz de rigidez do elemento dada por:

Kc = B
t
(0)CB(0)Ve. (2.34)

O posto (rank) da matrizKc é apenas seis, devido às seis componentes do tensor de deformações
avaliadas no centro do elemento. Existem seis modos de corpo rígido possíveis: três modos de
translação e três de rotação. Esses modos correspondem a um campo de deformações constante
e, por isso, são necessários para um elemento ser considerado completo. Subtraindo-se o posto
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da matriz Kc (6) e o número de modos de corpo rígido (6) do número de graus de liberdade
do hexaedro de 8 nós (24), obtém-se o valor 12 (24− 6− 6 = 12). Este é o número de modos
espúrios correspondentes à força interna zero no elemento quando avaliado com 1 ponto de
integração (ver Figura 2.4).

Para eliminar esses modos espúrios, adicionam-se forças resistentes, fhg, no vetor de forças
internas do elemento (Hu e Nagy, 1997), então:

f int = f c + fhg. (2.35)

Das equações 2.30, 2.31 e 2.35, pode-se definir fhg da seguinte forma:

fhg = [
1

3
B̂t
,ξ(0)σ̂,ξ(0) +

1

3
B̂t
,η(0)σ̂,η(0) +

1

3
B̂t
,ζ(0)σ̂,ζ(0)+

+
1

9
B̂t
,ξη(0)σ̂,ξη(0) +

1

9
B̂t
,ηζ(0)σ̂,ηζ(0) +

1

9
B̂t
,ξζ(0)σ̂,ξζ(0)]Ve.

(2.36)

Pode-se também definir a matriz rigidez de estabilização do elemento como:

fhg = KhgU . (2.37)

Esta matriz é adicionada à matriz de rigidez do elemento,Kc, para compensar a instabilidade
gerada pela adoção de integração reduzida. Então, a matriz de rigidez resultante apresenta posto
suficiente e vem dada por:

K = Kc +Khg. (2.38)

Como o emprego de relações constitutivas do material para o cálculo das derivadas de tensões
pode levar a um excesso de tarefas computacionais para determinados materiais, emprega-se
aqui a mesma técnica utilizada por Hu e Nagy (1997), a qual consiste em tomar as seguintes
relações constitutivas:

σ̂,ξ = Eε̂,ξ , σ̂,η = Eε̂,η , σ̂,ζ = Eε̂,ζ ,

σ̂,ξη = Eε̂,ξη , σ̂,ηζ = Eε̂,ηζ , σ̂,ξζ = Eε̂,ξζ .
(2.39)

Com o propósito de controlar os modos espúrios do elemento, E não é necessariamente a matriz
de elasticidade do material e pode ser escolhida a partir de matrizes mais simples. Desta forma,
prefere-se denominar σ̂,ξ, σ̂,η, σ̂,ζ , σ̂,ξη, σ̂,ηζ e σ̂,ξζ como ’vetores tensão de estabilização’ ao
invés de derivadas do vetor de tensão, pois estes são apenas usados para computar o vetor de
forças resistentes aos modos espúrios.

Substituindo-se 2.39 na 2.36 e com 2.37, obtém-se a matriz rigidez de estabilização na seguinte
forma:

Khg = [
1

3
B̂t
,ξ(0)EB̂,ξ(0) +

1

3
B̂t
,η(0)EB̂,η(0) +

1

3
B̂t
,ζ(0)EB̂,ζ(0)+

+
1

9
B̂t
,ξη(0)EB̂,ξη(0) +

1

9
B̂t
,ηζ(0)EB̂,ηζ(0) +

1

9
B̂t
,ξζ(0)EB̂,ξζ(0)]Ve.

(2.40)
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Portanto, precisa-se escolher uma matriz E apropriada para que todos os modos espúrios deKc

sejam suprimidos, conforme apresentado no item

Segundo Hu e Nagy (1997), o vetor de forças internas do elemento desenvolvido até aqui não
está adequadamente avaliado, se os elementos são bastantes distorcidos. Além disso, aqueles
modos associados com o travamento de cisalhamento em flexão não foram removidos. Para
solucionar estes problemas, Hu e Nagy (1997) utilizaram os mesmos procedimentos apresentados
por Liu et al. (1994, apud Hu e Nagy, 1997), que consiste em adotar um sistema de coordenadas
corrotacional. Para tal são necessárias as seguintes modificações:

• Substituir os vetores gradientes bi, avaliados no centro do elemento (2.22), por vetores
gradientes uniformes b̃i, definidos por Flanagan e Belytschko (1981):

b̃i =
1

Ve

∫
Ve

N,i(ξ, η, ζ)dV, (2.41)

então, a matriz gradiente passa a ser:

B̃a(0) =

 Na,x(0)

Na,y(0)

Na,z(0)

 =

 b̃1

b̃2

b̃3

 =

 b̃1a

b̃2a

b̃3a

 . (2.42)

• Cada componente de deformação de cisalhamento é interpolada linearmente em apenas
uma direção no sistema de coordenadas referencial; desta forma, remove-se os modos
responsáveis pelo travamento de cisalhamento:

εxy(ξ, η, ζ) = εxy(0) + ε̂xy,ζ(0)ζ, (2.43a)

εyz(ξ, η, ζ) = εyz(0) + ε̂yz,ξ(0)ξ, (2.43b)

εxz(ξ, η, ζ) = εxz(0) + ε̂xz,η(0)η, (2.43c)

o que implica em:

B̂xy,ξ(0) = B̂xy,η(0) = B̂xy,ξη(0) = B̂xy,ηζ(0) = B̂xy,ξζ(0) = 0, (2.44a)

B̂yz,ξ(0) = B̂yz,η(0) = B̂yz,ξη(0) = B̂yz,ηζ(0) = B̂yz,ξζ(0) = 0, (2.44b)

B̂xz,ξ(0) = B̂xz,η(0) = B̂xz,ξη(0) = B̂xz,ηζ(0) = B̂xz,ξζ(0) = 0, (2.44c)

onde B̂xy, B̂yz e B̂xz são as matrizes gradientes correspondentes às componentes de
deformação desviadoras ε̂xy, ε̂yz e ε̂xz respetivamente.

Nas equações 2.43a-c, cada componente de deformação de cisalhamento consiste em um termo
constante e apenas um termo não constante. Os modos de deformação associados com o trava-
mento de cisalhamento, os quais estão embutidos nos termos linear e bi-linear, são removidos. Os
termos constantes e todos os não constantes são mantidos para as componentes de deformação
normal. Como é sabido que os vetores de estabilização requeridos para suprimir os modos
espúrios estão incluídos nestas matrizes gradiente, a matriz de rigidez do elemento resultante
terá posto suficiente.
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2.5 A MATRIZ DE ESTABILIZAÇÃO 'E'

A performance do elemento obtido até aqui depende da matriz estabilizaçãoE, a qual é utilizada
para calcular as tensões resistentes aos modos espúrios. A matriz E desejada deve preencher os
seguintes requisitos: (a) a matriz de rigidez do elemento resultante deve ter posto suficiente; (b)
o travamento volumétrico e o travamento de cisalhamento devem ser evitados; (c) não devem ser
necessários parâmetros especificados pelo usuário.

Então, adotando-seE como uma matriz diagonal, dependente apenas da constante de Lamé µ do
material, estes requisitos são cumpridos e obtém-se a forma mais simples possível para a matriz
(Hu e Nagy, 1997):

E6x6 =

[
e3x3 0

0 e3x3

]
, (2.45)

sendo:

e3x3 =

 2µ∗ 0 0

0 2µ∗ 0

0 0 2µ∗

 . (2.46)

Para materiais elásticos µ∗ = µ. Como a matriz de estabilização E não depende da outra
constante de Lamé (λ, ver expressões 2.9), o elemento desenvolvido não apresentará travamento
volumétrico quando o material torna-se incompressível.

O comportamento de materiais elasto-plásticos ou com dano é caracterizado por uma súbita
diminuição da rigidez quando um certo limite de tensão é atingido, para prevenir rigidez excessiva
e melhorar o comportamento destes materiais, Reese (2005) propôs o uso de um parâmetro
otimizando para µ∗ = µopt na matriz de estabilização. O fator µopt pode ser visto como o menor
parâmetro que proporciona força resistente suficiente para inibir os modos espúrios. O parâmetro
otimizado pode ser obtido da seguinte maneira:

µopt = µ
H

E +H
, (2.47)

sendo E o modulo de elasticidade, H o modulo plástico no início do escoamento. Valores
menores podem não prover de estabilização suficiente e valores maiores podem levar de novo a
travamento volumétrico.

Para o caso de materiais elasto-plásticos perfeitos (H = 0), o valor obtido pela equação 2.47
é µopt = 0, anulando assim a matriz de estabilização. De acordo aos exemplos e valores
observados no trabalho de Reese (2005), no presente trabalho adota-se uma porcentagem do
valor de µ quando o material tem comportamento elasto-plástico perfeito, trocando µ da matriz
de estabilização (2.46) por µ∗:

µ∗ = kµ, 0.15 ≤ k ≤ 0.40. (2.48)
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2.6 A MATRIZ DE ROTAÇÃO

Conforme já foi mencionado, para cada elemento deve ser definido um sistema de coordenadas
corrotacional. Utiliza-se uma matriz de rotação R desde o sistema global (x,y,z) ao sistema
corrotacional (x̂,ŷ,ẑ). Os vetores corrotacionais de base devem estar alinhados com os eixos
de referência do elemento (ξ,η,ζ). Segundo Belytschko e Binderman (1993), quando os lados
do elemento não permanecem paralelos após a deformação, a rotação pode ser feita apenas de
forma aproximada.

Definem-se vetores no sistema de coordenadas global, r1 e r2, que coincidam com os eixos de
referência ξ e η do elemento:

r1i ≡ ξtxi
r2i ≡ ηtxi

}
i = 1, 2, 3. (2.49)

Adiciona-se um termo de correção rc a r2, de forma que:

r1 · (r2 + rc) = 0, (2.50)

o que se consegue quando

rc = −r1 · r2

r1 · r1

r1. (2.51)

Obtém-se uma base ortogonal fazendo-se o seguinte produto vetorial:

r3 = r1 × (r2 + rc). (2.52)

Normalizando os vetores de base, encontra-se os elementos da matriz de rotaçãoR:

R1i =
r1i

‖r1‖
, R2i =

r2i + rci
‖r1 + rc‖

, R3i =
r3i

‖r3‖
. (2.53)

2.7 TENSÕES NODAIS

O cálculo das tensões nodais é feito por extrapolação das tensões nos pontos de Gauss. Pela
natureza da formulação empregada no método dos elementos finitos, a continuidade nos nós é
exigida nas deformações não assim nas tensões.

Por ser um elemento com um ponto de integração (tensões constantes no domínio do elemento) a
descontinuidade de tensões nos nós é mais abrupta comparada com um elemento com integração
completa. Empregou-se uma função para suavização das tensões (Oñate, 1995).

Seja σ∗e a tensão num ponto qualquer do elemento ’e’ obtido por interpolação de valores nodais
de tensão σ com as funções de forma N do elemento. Seja σe o valor da tensão avaliada no
ponto central do elemento ’e’.
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Por mínimos quadrados:

F =
1

2

∫
Ve

(Nσ − σe)2dV =
1

2

∫
Ve

(σ∗e − σe)2dV, (2.54)

minimizando F , tem-se:

δF =

∫
Ve

(σ∗e − σe)δσ∗edV =

∫
Ve

(δσtN )(Nσ − σe)dV = 0, (2.55)

que resulta: [∫
Ve

N tNdV

]
σ =

{∫
Ve

N tdV

}
σe, (2.56)

ou
Mcσ = σ, (2.57)

onde:
Mc =

[∫
Ve

N tNdV

]
, σ =

{∫
Ve

N tdV

}
σe. (2.58)

Para evitar resolver o sistema de equações, trabalha-se com a matriz de massa diagonal discreta
MD (com massa específica unitária consiste em uma matriz diagonal com 1/8 do volume em
cada compoente da diagonal), assim:

σN =

m∑
i=1

Viσi

m∑
i=1

Vi

, (2.59)

onde o somatório é realizado sobre os m elementos que contém o nó N .
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3 ANÁLISE DAS NÃO LINEARIDADES

As descrições Lagrangeana Total (LT) e Lagrangeana Atualizada (LA) são as abordagens
clássicas para enfrentar problemas com não linearidades. Bathe (1996) resume na tabela 1) as
abordagens usuais de acordo ao tipo de análise que se deseja estudar assim como as medidas das
tensões e deformações que devem ser levadas em conta.

Tabela 1 – Classificação clássica das análises não lineares. (Bathe, 1996)

Tipo de análise Formulação tipica utilizada
Medidas das tensões e

deformações
Somente não linearidade do

material
Material não linear (MNO)

Tensões e deformações de
Engenharia (Cauchy)

Grandes deslocamentos e
rotações, pequenas

deformações

Lagrangiano Total (TL)
Segundo tensor de

Piola-Kirchhoff, deformação
Green-Lagrange

Lagrangiano Atualizado (UL)
Tensões de Cauchy,

deformação de Almansi

Grandes deformações,
deslocamentos e rotações

Lagrangiano Total (TL)
Segundo tensor de

Piola-Kirchhoff, deformação
Green-Lagrange

Lagrangiano Atualizado (UL)
Tensões de Cauchy,

deformação logarítmica

No presente trabalho emprega-se outro tipo de formulação cinemática para contemplar a não
linearidade geométrica que é a formulação corrotacional. Segundo Liu et al. (1998), o uso
do sistema corrotacional é bastante eficiente em análises não-lineares, além de contribuir na
eliminação do travamento de cisalhamento (que já foi visto na Seção 2.4).

3.1 A NÃO LINEARIDADE GEOMÉTRICA

Quando são consideradas as hipótese de deformações e rotações infinitesimais, os deslocamentos
(U ) são funções lineares do vetor de cargas P :

K(U)U = P (U). (3.1)

Sob esta hipótese, as integrais para avaliar a matriz de rigidez K e o vetor de cargas P são
desenvolvidas sobre o volume original dos elementos, a matriz gradienteB de cada elemento
é constante e independente dos deslocamentos. Com isto, a simples resolução do sistema de
equações 3.1 fornece a resposta estática linear para um determinado carregamento. No entanto,
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quando a análise envolve não linearidade geométrica, a equação 3.1 deve ser avaliada e satisfeita
através de procedimentos incrementais-iterativos. O problema básico consiste em encontrar
o estado de equilíbrio de um corpo para diferentes níveis de carga, os quais são definidos
incrementalmente até que a carga máxima seja atingida. Para a análise considera-se que a solução
para um tempo discreto t é conhecida e deseja-se a solução para o tempo t+ ∆t. De acordo com
Bathe (1996) a condição de equilíbrio em elementos finitos é dada por:

t+∆tP −t+∆t fint = 0, (3.2)

onde t+∆tP é o vetor de forças externas aplicadas em t+∆t, t+∆tfint é o vetor de forças internas
em t+ ∆t, que pode ser escrito como:

t+∆tfint =t fint + ∆fint, (3.3)

onde ∆fint é o incremento no vetor de forças nodais correspondente ao incremento de desloca-
mentos e tensões no intervalo [t, t+ ∆t]. Este vetor pode ser aproximado utilizando-se a matriz
de rigidezK, a qual corresponde à configuração geométrica no tempo t:

∆fint =t K∆U , (3.4)

onde ∆U é o vetor incremento de deslocamentos nodais, tK é a derivada do vetor de forças
internas tfint em relação aos deslocamentos nodais tU :

tK =
∂tfint
∂tU

. (3.5)

Com as equações 3.4 e 3.3 em 3.2, obtem-se:

tK∆U =t+∆t P −t fint, (3.6)

calculando ∆U , tem-se uma aproximação para os deslocamentos em t+ ∆t,

t+∆tU =t U + ∆U . (3.7)

Como é apenas uma aproximação para os deslocamentos em t + ∆t, tal solução está sujeita
a erros significativos e, dependendo do tamanho do passo de carga, pode tornar-se instável
na convergência. Para isto, é necessário iterar até que a solução da equação 3.2 seja obtida
com suficiente precisão. Emprega-se neste trabalho método de Newton-Raphson (NR) como
algoritmo para o processo de solução incremental-iterativo, que será discutido na Seção 3.1.4.

3.1.1 Formulação corrotacional

A representação do campo de deslocamento total do meio continuo pode ser decomposto mate-
maticamente em duas parcelas, uma associada a movimentos de corpo rígido e outra associada
à deformação pura. No FEM, esta descomposição pode ser realizada em nível de elemento.
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Isolando o campo de deslocamentos dos movimentos do corpo rígido, a deformação pura será
sempre uma pequena quantidade em relação às dimensões dos elementos se a discretização for
suficiente.

A formulação corrotacional é usada para avaliar as forças internas e a matriz rigidez geométrica.
Logo após serem calculadas, devem ser levadas para o sistema global para a obtenção da solução
do sistema de equações de equilíbrio.

3.1.1.1 Tensões e deformações corrotacionais

A formulação corrotacional é definida para cada elemento por meio de um sistema de coordenadas
cartesianas que gira com cada um dos elementos de forma independente. Como o tensor de
tensões de Cauchy σ calculado no sistema corrotacional (chamado tensor de tensões de Cauchy
em componentes corrotacionaisσc) não muda por efeitos de movimento de corpo rígido (rotações
e traslações do corpo), esta medida de tensão é considerada objetiva.

Com o tensor de tensões de Cauchy corrotacional é possível utilizar a equação constitutiva
elástica definida no sistema corrotacional:

σcij = Ce
ijklε

c
kl, (3.8)

onde εc é o tensor de pequenas deformações em componentes corrotacionais e Ce o tensor de
quarta ordem já definido (ver 2.8).

Os tensores corrotacionais σc e εc podem ser obtidos a partir dos respectivos tensores globais σ
e ε, com as seguintes transformações objetivas:

σc = RσRt, εc = RεRt, (3.9)

onde,R é a matriz de rotação do sistema global ao corrotacional, vista na secção 2.6.

As componentes do tensor de deformação corrotacional εcij são também obtidas a partir do campo
de deslocamentos no sistema corrotacional uci :

εcij =
1

2
(
∂uci
∂xcj

+
∂ucj
∂xci

), (i, j = 1, 2, 3), (3.10)

onde xci são as coordenadas corrotacionais segundo a direção i dos eixos locais.

3.1.1.2 Incremento de deformações no sistema corrotacional

A taxa de deformação no sistema corrotacional dc fica definida por:

dcij =
1

2
(
∂u̇ci

(def)

∂xcj
+
∂u̇cj

(def)

∂xci
), (3.11)
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sendo u̇ci
(def) as componentes do vetor de velocidades, no sistema corrotacional, referentes

unicamente à parcela de deformação do campo de deslocamentos. Segundo Liu et al. (1998), se
é conhecida a deformação inicial tem-se:

εc(X, tn+1) = εc(X, tn) +

∫
dc(X, τ)dτ . (3.12)

Para o cálculo da integração do tensor taxa de deformação são feitas algumas hipóteses relativas à
evolução de dc ao longo do tempo. Para a presente formulação foi utilizado o método apresentado
por Hughes (1984, apud Liu et al., 1998), que considera a velocidade de deformação corrotacional
constante e o valor é obtido na configuração intermediária entre tn e tn+1:

∆dcij =

∫ tn+1

tn

dcdτ =
1

2

(
∂∆uci

(def)

∂xcjn+1/2

+
∂∆ucj

(def)

∂xci n+1/2

)
, (3.13)

no sistema corrotacional observa-se que:

dc ' ε̇c. (3.14)

Assim, a atualização da deformação no sistema corrotacional é:

εc(X, tn+1) = εc(X, tn) +
1

2

(
∂∆uci

(def)

∂xcjn+1/2

+
∂∆ucj

(def)

∂xci n+1/2

)
. (3.15)

Figura 3.1 – Configuração nos instantes t = tn, t = tn+1/2 e t = tn+1. Fonte Liu et al. (1998).

Na Figura 3.1 pode-se observar as configurações instantâneas de um corpo durante seu mo-
vimento no intervalo de tempo [tn, tn+1]. Em um sistema de coordenadas cartesiano fixo Ox,
com as coordenadas xn e xn+1 correspondentes às configurações Ωn e Ωn+1 respetivamente,
obtém-se as respectivas coordenadas corrotacionais,Oxcn eOxcn+1, com as transformações:

xcn = Rnxn, (3.16a)

xcn+1 = Rn+1xn+1, (3.16b)
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onde Rn e Rn+1 são as matrizes de rotação desde as coordenadas globais para os respectivos
sistemas corrotacionais.

As coordenadas corrotacionais associadas à configuração Ωn+1/2 são obtidas a partir de:

xcn+1/2 = Rn+1/2xn+1/2, xn+1/2 =
1

2
(xn + xn+1). (3.17)

Também o campo incremental de deslocamentos no sistema de coordenadas global ∆u, dentro
do intervalo [tn, tn+1], pode ser descomposto em duas parcelas: a parcela ∆udef devida à
deformação, e ∆urot devida à rotação, ambas no sistema global:

∆u = ∆udef + ∆urot, (3.18)

onde a parcela de deformação ainda inclui os deslocamentos de translação, que não produzem
deformações (translação de corpo rígido).

Para trabalhar com a parcela de deformação referente à configuração Ωn+1/2, é necessário
encontrar a rotação do corpo rígido existente entre as configurações Ωn e Ωn+1. Observa-se na
Figura 3.2 duas configurações virtuais definidas, Ω̂n e Ω̂n+1, que são obtidas por rotação das
configurações Ωn e Ωn+1 ao sistema corrotacionalOc

n+1/2, sendo x̂cn e x̂cn+1 as coordenadas das
configurações Ω̂n e Ω̂n+1 no sistema corrotacionalOc

n+1/2.

Figura 3.2 – Descomposição do incremento de deslocamento: ∆u = ∆udef + ∆urot. Fonte Liu
et al. (1998).

A Figura 3.2 representa o esquema da descomposição polar do campo incremental de deslo-
camentos no intervalo [tn, tn+1]. De Ωn para Ω̂n o corpo sofre uma primeira rotação de corpo
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rígido, o passo de Ω̂n para Ω̂n+1 é devido exclusivamente à parcela de deformação do campo
incremental. E desde Ω̂n+1 para a configuração final Ωn+1 se tem uma segunda rotação de corpo
rígido. As rotações podem ser expressas a partir das equações:

∆urot1 = x̂n − xn = Rt
n+1/2x̂

c
n − xn = Rt

n+1/2x
c
n − xn, (3.19)

∆urot2 = xn+1 − x̂n+1 = xn+1 −Rt
n+1/2x̂

c
n+1 = xn+1 −Rt

n+1/2x
c
n+1. (3.20)

Assim, o incremento de deslocamentos de rotação total pode ser colocado como:

∆urot = ∆urot1 + ∆urot2 = xn+1 − xn −Rt
n+1/2(xcn+1 − xcn) = ∆u−Rt

n+1/2(xcn+1 − xcn).

(3.21)

Finalmente, com as equações 3.21 e 3.18 obtem-se o valor da parcela de deformação referente à
configuração Ωn+1/2:

∆udef = ∆u−∆urot = Rt
n+1/2(xcn+1 − xcn). (3.22)

O incremento de deslocamentos de deformação no sistema corrotacionalOc
n+1/2 é obtido através

da transformação objetiva de vetores:

∆ucdef = Rt
n+1/2∆udef . (3.23)

Com o incremento de deformação no sistema corrotacional calculado, as atualizações dos
tensores de deformação e de tensão, referidas à configuração intermediária Ωn+1/2, são obtidas
por:

εcn+1 = εcn + ∆εcn+1/2, (3.24)

σcn+1 = σcn +Ce∆εcn+1/2. (3.25)

Os tensores de deformação e de tensão no sistema global são obtidos a partir da transformação
objetiva desde o sistema corrotacional:

ε = RtεcR, (3.26)

σ = RtσcR. (3.27)

3.1.2 Equações constitutivas incrementais

O tensor de tensões de Cauchy no sistema corrotacional é uma grandeza objetiva já que as
medidas de tensões não são afetadas pelo movimento de corpo rígido, mas a taxa de tensões
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de Cauchy não é. Para garantir o principio de invariância referencial em taxas, utiliza-se neste
trabalho a taxa de tensões de Truesdell σ∇T :

σ∇T = σ̇ −Lσ − σLt + σtr(d), (3.28)

onde tr(d) indica o traço da taxa deformação, L é o gradiente espacial de velocidade que
decomposto em suas matrizes simétrica e anti-simétrica:

L = d+ ω, (3.29)

onde d é a parte simétrica de L e ω (tensor taxa de rotação) é a parte anti-simétrica de L:

dij =
1

2

(
∂u̇i
∂xj

+
∂u̇j
∂xi

)
, (3.30)

ωij =
1

2

(
∂u̇i
∂xj
− ∂u̇j
∂xi

)
. (3.31)

Substituindo-se as equações 3.29, 3.30 e 3.31 na equação 3.28 obtem-se a taxa de Truesdell, que
em forma indicial fica:

σ̇ij = Ce
ijkldkl+σimωjm+σjmωim+σikdjk+σjkdik−σijdkk, (i, j, k, l,m = 1, 2, 3), (3.32)

sendo, Ce
ijkl a matriz constitutiva de constantes elásticas já definida.

Hughes e Winget (1980) apresentam uma forma compacta para a equação 3.32, na qual se
despreza o último termo σijdkk:

σij =
(
Ce
ijkl + Ĉijkl

)
dkl + Vijklωkl, (i, j, k, l = 1, 2, 3), (3.33)

em que:

Ĉijkl = −σijδkl +
1

2
(σilδjk + σjlδik + σjkδil) , (i, j, k, l = 1, 2, 3), (3.34)

e:
Vijkl =

1

2
(σilδjj + σjlσik − σikδjl − σjkδil) , (i, j, k, l = 1, 2, 3). (3.35)

Ao ser dispensado o último termo da expressão 3.32 a matriz Ĉ torna-se simétrica, chegando à
formulação da taxa de Truesdell empregada no presente trabalho:

σ = (Ce + Ĉ)ε+ V ω =
[
(Ce + Ĉ) V

]{ d

ω

}
, (3.36)

sendo:

Ĉ =



2σ11 0 0 σ12 0 σ13

0 2σ22 0 σ12 σ23 0

0 0 2σ33 0 σ23 σ13

σ12 σ12 0 σ11+σ22
2

σ13
2

σ23
2

0 σ23 σ23
σ13
2

σ22+σ33
2

σ12
2

σ13 0 σ13
σ23
2

σ12
2

σ11+σ33
2


, (3.37)
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e:

V =



σ12 0 −σ13

−σ12 σ23 0

0 −σ23 σ13

σ22−σ11
2

σ13
2

−σ23
2

−σ13
2

σ33−σ22
2

σ12
2

σ23
2

−σ12
2

σ11−σ33
2


. (3.38)

O último termo da taxa de Truesdell pode ser levado em conta em forma de força interna. O
ordenamento para os vetores de taxa de deformação e de rotação para a expressão 3.36 é:

{d ω}t = {d11 d22 d33 2d12 2d23 2d31 2ω12 2ω23 2ω31}. (3.39)

Aqui a equação 3.35, com Ĉ e V dados pelas equações 3.37 e 3.38, representa o tensor de
taxas de tensões de Lie σ̇Lie, ou a derivada de Lie do tensor de tensões de Kirchhoff. O trabalho
interno vem dado por:

δW int = {δd δω}t
[

(Ce + Ĉ) 1
2
V

1
2
V t C

]{
∆d

∆ω

}
= δε̂tT (σ)∆ε̂, (3.40)

com

C =


σ11+σ22

2
−σ13

2
−σ23

2

−σ13
2

σ22+σ33
2

−σ12
2

−σ23
2

−σ12
2

σ11+σ33
2

 . (3.41)

A matriz T (σ), que relaciona incrementos de tensões com incrementos de deformações específi-
cas e rotações, pode também ser escrita como:

T (σ) =

[
C(6x6) 0(6x3)

0(3x6) 0(3x3)

]
+ T̂ (σ), (3.42)

sendo T̂ (σ) a matriz de tensões iniciais que é dada por:

T̂ (σ) =



2σ11 0 0 σ12 0 σ13
σ12
2

0 −σ13
2

0 2σ22 0 σ12 σ23 0 −σ12
2

σ23
2

0

0 0 2σ33 0 σ23 σ13 0 −σ23
2

σ13
2

σ12 σ12 0 σ11+σ22
2

σ13
2

σ23
2

σ22−σ11
4

σ13
4

−σ23
4

0 σ23 σ23
σ13
2

σ22+σ33
2

σ12
2

−σ13
4

σ33−σ22
4

σ12
4

σ13 0 σ13
σ23
2

σ12
2

σ33+σ11
2

σ23
4

−σ12
4

σ11−σ33
4

σ12
2

−σ12
2

0 σ22−σ11
4

−σ13
4

σ23
4

σ11+σ22
4

−σ13
4

−σ23
4

0 σ23
2

−σ23
2

σ13
4

σ33−σ22
4

−σ12
4

−σ13
4

σ22+σ33
4

−σ12
4

−σ13
2

0 σ13
2

−σ23
4

σ12
4

σ11−σ33
4

−σ23
4

−σ12
4

σ11+σ33
4


.
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3.1.3 Matriz de rigidez tangente e vetor de forças internas

Levando a equação de equilíbrio incremental (equação 3.6) ao sistema corrotacional (aqui o
sistema corrotacional vem simbolizado porˆ):

K̂i−1∆Û = ŝi = P̂i − f̂i−1, (3.43)

sendo i o número de iteração, K̂i−1 a matriz de rigidez obtida com a configuração geométrica da
iteração i− 1, ŝi as forças residuais do passo iterativo i, f̂i−1 o vetor de forças internas nodais
obtidas na iteração i− 1, dadas por:

K̂i−1 =

∫
V̂i−1

B̂
t

(C + T̂i−1)B̂dV̂ , (3.44)

f̂i−1 =

∫
V̂i−1

B̂
t

σ̂i−1dV̂ . (3.45)

Tanto a matriz de rigidez tangente como o vetor de forças desequilibradas na iteração i (ŝi) são
transformados para o sistema global por:

Ki = Rt
iK̂iRi, (3.46)

si = Rt
iŝi. (3.47)

3.1.4 Algoritmo de solução Newton-Raphson (NR)

O método de Newton-Raphson é um dos métodos mais empregados na literatura técnica para
soluções de sistemas de equações não-lineares (Bathe, 1996). No processo incremental iterativo
em problemas estáticos ou quase-estáticos, onde não são considerados efeitos inerciais ou o
efeito do tempo (visco-elasticidade, visco-plasticidade), pode-se considerar um pseudo-tempo
como parâmetro para o incremento de carga.

Admitindo por hipótese que o vetor Ui, que representa o campo de deslocamentos da iteração i
do incremento de carga em tempo t, constitui uma solução aproximada da equação de equilíbrio
3.2, pode-se escrever:

t+∆tsi =t+∆t P ext
i −t+∆t f inti 6= 0, (3.48)

onde, t+∆tsi representa o vetor de forças residuais que se deseja minimizar, e t+∆tP ext
i a força

externa aplicada no pseudo-tempo t+ ∆t. A não linearidade considera que todos os termos são
dependentes do campo de descolamento Ui.

Se existe a solução exata paraUi + δUi+1, então um desenvolvimento em série de Taylor conduz
à igualdade:

t+∆tsi+1 =t+∆t si +

(
∂t+∆ts

∂t+∆tU

)
i

δUi+1 + · · · = 0. (3.49)

Hermann Rigoberto Segovia Lohse (lohsehermann@yahoo.com) - Dissertação - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:lohsehermann@yahoo.com


55

Linearizando o sistema de equações ao reter apenas os dois primeiros termos da série, resulta:

δUi+1 = (t+∆tK)−1(t+∆tsi), (3.50)

que define o vetor corretivo dos deslocamentos δUi+1 correspondente à seguinte iteração i+ 1.
A matriz de rigidez tangente t+∆tKi vem definida em 3.49 pela relação:

t+∆tKi = −
(
∂t+∆ts

∂t+∆tU

)
i

=

(
∂t+∆tfint
∂t+∆tU

)
i

−
(
∂t+∆tP

∂t+∆tU

)
i

, (3.51)

e com a hipótese de carregamento conservativo (carga externa independente do campo de
deslocamentos), chega-se a mesma matriz de rigidez já definida na equação 3.5, agora em termos
incrementais:

t+∆tKi =

(
t+∆t∂fint
∂t+∆tU

)
i

. (3.52)

Com a matriz rigidez da expressão 3.52 na equação 3.51, é obtida uma melhor aproximação para
o incremento de deslocamentos, dado por:

t+∆t∆Ui+1 =t+∆t ∆Ui + δUi+1. (3.53)

O processo iterativo é repetido até que a precisão desejada seja atingida. Uma vez chegada a
convergência, o deslocamento total do passo é dado pela equação 3.7:

t+∆tU =t U + ∆U . (3.54)

Na Figura 3.3 se observa graficamente o processo iterativo para um passo de carga ou pseudo-
tempo.

Figura 3.3 – Algoritmos de solução: (a) Método de Newton-Raphson; (b) Método de Newton-
Raphson Modificado.

Pode-se observar na equação 3.50 que é necessário inverter a matriz rigidez tangente para obter
o vetor corretivo dos deslocamentos.
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É usual a utilização de versões modificadas do método de Newton-Raphson, estas modificações
são feitas principalmente na obtenção ou definição da matriz tangente para o passo iterativo.

No presente trabalho é utilizada uma versão modificada do Método de Newton-Raphson, onde a
matriz rigidez somente é calculada e invertida na primeira iteração de cada incremento de carga
(Bathe, 1996). Na Figura 3.3 pode-se ver a diferença entre o método clássico e o modificado,
adotado neste trabalho.

3.1.5 Critério de convergência

Todo processo iterativo-incremental necessita de um critério de convergência que permita encerrar
o processo quando a solução obtida tem precisão suficiente, sendo o erro menor do que uma
tolerância escolhida tol, de maneira tal que pode-se avançar para o próximo passo de carga.

Segundo Bathe (1996) os critérios de convergência mais comumente utilizados em problemas
não lineares são: (a) em termos de deslocamentos; (b) em termos de forças; (c) em termos
energéticos.

1. Em termos de deslocamentos:
|∆U (i)|
|t+∆t∆U |

≥ tol, (3.55)

onde, | | representa a norma euclidiana, ∆U (i) é o vetor incremento de deslocamentos na
iteração atual i e t+∆t∆U é o vetor deslocamentos atual. Este critério pode não funcionar
bem em problemas não lineares com grandes deslocamentos, pois a medida que aumentam
os deslocamentos, o critério torna-se frouxo.

2. Em termos de forças:
|t+∆tP −t+∆t f

(i)
int|

|t+∆tP −t fint|
≥ tol, (3.56)

onde, o numerador é o vetor resíduo das forças t+∆ts (ver 3.48) na iteração atual, o
denominador é o vetor de forças não equilibradas no início do passo de carga atual. É o
critério mais recomendado para problemas com alta não linearidade geométrica. Porém,
por não levar em conta deslocamentos em seu cálculo, pode indicar convergência quando
os deslocamentos ainda apresentam incrementos significativos.

3. Em termos de energia:

[∆U (i)]t[t+∆tP −t+∆t f
(i)
int]

[∆U (1)]t[t+∆tP −t+∆t fint]
≥ tol, (3.57)

compara o trabalho realizado pelo vetor resíduo de forças no passo iterativo com o trabalho
correspondente verificado no início do passo de carga. Apresenta a vantagem de levar em
conta o processo de convergência tanto em deslocamentos como em resíduo de forças.

O critério adotado no presente trabalho é em termos de forças.
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3.2 A NÃO LINEARIDADE FÍSICA

No presente trabalho, a não linearidade física é devida ao comportamento elasto-plástico dos
materiais empregados. De acordo com Zienkiewicz e Taylor (1994b), a plasticidade em escala
macroscópica poderia ser caracterizada pela ocorrência de deformações irreversíveis uma vez
que deixam de atuar sobre o corpo forças externas.

Segundo Liu et al. (1998), com o uso de um sistema corrotacional, a integração das relações
constitutivas elasto-plásticas com deformações finitas assume uma forma mais simples, tal qual
na teoria das pequenas deformações. Como foi mencionado na primeira parte do capítulo, a
integração das relações constitutivas é realizada em nível de elemento no sistema corrotacional.

Para este trabalho, a solução adotada para a integração numérica da lei constitutiva elasto-
plástica segue o algoritmo ’preditor-corretor’ (’elastic predictor - plastic corrector algorithm’)
apresentado por Owen e Hinton (1980) (ver Seção 3.2.4).

3.2.1 Elasto-plasticidade

Considerando um ensaio unidirecional, não é possível saber se um material tem comportamento
elástico ou plástico só com o processo de carga, inclusive conhecendo as relações não lineares.
Quando se faz a descarga imediatamente é identificada a diferença entre material elástico e
plástico. Em um gráfico tensão-deformação (Figura 3.4), a descarga do material segue a mesma
curva do processo de carga, sendo que um material plástico segue uma curva diferente dependente
da história de deformação.

Segundo Neto et al. (2008), um modelo elasto-plástico deve estar constituído de:

1. Decomposição da deformação elasto-plástica: A deformação sofrida pelo material é
dividida em componentes elástica e plástica;

2. Equação constitutiva: Define o comportamento do material quanto a evolução das tensões
do corpo;

3. Critério de escoamento: O critério de escoamento é dado geralmente por uma função de
escoamento f que define os limites do domínio de tensões do material.

4. Regra de fluxo: Define a evolução da deformação plástica ou, de forma mais generalizada,
a evolução das variáveis internas do material, responsáveis pelo caráter dissipativo do
fenômeno;

5. Equação de consistência: Condição necessária a ser verificada para que as tensões e sua
evolução sejam admissíveis.

6. Lei de encruamento-amolecimento: Determina a evolução do limite de escoamento do
material assim como a evolução das variáveis de encruamento.
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Figura 3.4 – Comportamento elástico ou plástico na descarga.

3.2.1.1 Decomposição da deformação elasto-plástica

Para os modelos utilizados no presente trabalho, a taxa de deformação total no sistema corrotaci-
onal ε̇c = dc (o subíndice c indica que as grandezas estão referidas ao sistema corrotacional) é
descomposta de forma aditiva em duas parcelas, elástica (ε̇ec) e plástica (ε̇pc):

ε̇c = ε̇ec + ε̇pc , ou dεc = dεec + dεpc . (3.58)

3.2.1.2 Leis constitutivas

O comportamento elasto-plástico é representado utilizando um modelo hipoelástico dado pela
expressão:

σ̇c = Dε̇c, ou dσc = Ddεc, (3.59)

onde σ̇c é o tensor taxa de tensão de Cauchy, ε̇c é o tensor de velocidades de deformação, eD é
o tensor de quarta ordem que contém as relações constitutivas. Para o caso de regime elástico
D = Ce definido na equação 2.8 e para o regime elasto-plásticoD = Cep.

3.2.1.3 Critério de escoamento

A relação 3.59 com D = Ce supõe deformações totalmente elásticas, mas, com a introdução
de um material elasto-plástico adota-se uma função de escoamento f que delimita o domínio
elástico do material.

Definida esta função f , serão admissíveis apenas os estados de tensão localizados dentro do
domínio elástico ou em sua fronteira (superfície de plastificação). Logo, para qualquer estado de
tensão válido, verifica-se a condição:

f(σ, κi) ≤ 0, (3.60)
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conhecida como o critério de escoamento, onde σ é o tensor de tensões de Cauchy e κi são
variáveis internas do material. Chama-se superfície de escoamento ou superfície de plastificação
à superfície definida por f = 0. O critério de escoamento define o estado do material em um
instante dado:

Se f(σ, κi) < 0 ⇒ dεc = dεec, (3.61a)

Se f(σ, κi) ≥ 0 ⇒ dεc = dεec + dεpc . (3.61b)

3.2.1.4 Regra de �uxo

A regra de fluxo define a evolução das variáveis internas que caraterizam o efeito dissipativo do
fenômeno da plastificação. A evolução das variáveis é dada pelo multiplicador plástico λ̇ e uma
função potencial plástico g, tal que:

ε̇pc = λ̇
∂g

∂σ
, ou dεpc = dλ

∂g

∂σ
. (3.62)

O multiplicador plástico adota um valor positivo (λ̇ > 0) quando o material sofre plastificação
e é igual a zero (λ̇ = 0) quando o material possui uma resposta elástica (quando as tensões se
encontram dentro do domínio da superfície de escoamento).

Figura 3.5 – Direção da deformação plástica para material elásto-plástico com regra associada.

A regra de fluxo pode ser associada ou não associada. No presente trabalho é empregada a regra
de fluxo associada, na qual a função potencial plástico é igual à função de escoamento, f = g,
ou seja:

ε̇pc = λ̇
∂f

∂σ
, ou dεpc = dλ

∂f

∂σ
. (3.63)

Portanto, para uma regra associada, a deformação plástica tem direção normal à superfície de
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escoamento (ver Figura 3.5):

n =
∂f

∂σ
, (3.64)

onde n é o vetor com direção normal à superfície de escoamento na qual a deformação plástica e
as variáveis internas evoluem enquanto que a magnitude é fornecida pelo multiplicador plástico
λ̇. O multiplicador plástico também define a deformação plástica efetiva, ε, um escalar igual à
deformação plástica acumulada:

λ̇ = ε̇ =

∫ t

0

|ε̇pc |dt. (3.65)

3.2.1.5 Equação de consistência

Para todos os efeitos, durante o escoamento:

λ̇ ≥ 0, (3.66)

que satisfaz a condição de complementariedade (ver Neto et al. (2008)):

fλ̇ = 0, (3.67)

o que implica as seguintes condições vistas nas relações 3.61a-b. Com estas define-se o que
é chamado de condição de carregamento/descarregamento, que estabelece quando ocorre o
escoamento:

f ≤ 0, λ̇ ≥ 0, λ̇f = 0 (3.68)

quando λ̇ ≥ 0, necessariamente tem que ser verificada a equação de consistência:

ḟ =
∂f

∂σij
σ̇ij +

∂f

∂κl
κ̇l = 0. (3.69)

Da equação 3.69 podem ser deduzidas a equação para o multiplicador plástico e a relação
constitutiva para materiais elasto-plásticos (ver Neto et al. (2008), Owen e Hinton (1980)):

λ̇ =
(∂f/∂σij)C

e
ijklε̇kl

(∂f/∂σmn)Ce
mnpq(∂g/∂σpq)− (∂f/∂κm)Bm(σ, κ)

= Dkl ˙εkl (3.70)

e,

Cep
ijkl = Ce

ijkl −
Ce
ijmn(∂f/∂σmn)Ce

klpq(∂g/∂σpq)

(∂f/∂σmn)Ce
mnpq(∂g/∂σpq)− (∂f/∂κm)Bm(σ, κ)

(3.71)

em que Bm é uma função que deriva das leis de encruamento e verifica:

κ̇i = Bi(σ, κ)λ̇, ou dκi = Bi(σ, κ)dλ. (3.72)

3.2.1.6 Lei de encruamento-amolecimento

O conjunto dos materiais elasto-plásticos pode ser dividido em dois grandes grupos (ver Figura
3.6:
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• Elasto-plásticos perfeitos: Em casos uniaxiais, materiais nos quais a tensão jamais excede
uma tensão limite (tensão de escoamento σy). Uma vez que esta seja atingida e mantida,
toda a deformação adicional é exclusivamente de natureza plástica. Para casos multiaxiais
a tensão de escoamento é substituída pela função de escoamento f .

• Elasto-plásticos com encruamento ou amolecimento: Em casos uniaxiais, uma vez atingida
a tensão de escoamento, esta aumenta ou diminui observando-se o fenômeno do encrua-
mento ou amolecimento. Depois de atingida, a tensão de escoamento, as deformações não
são exclusivamente plásticas.

Figura 3.6 – Comportamento de materiais: (a) Elasto-plástico perfeito; (b) Elasto-plástico com
encruamento linear.

Para materiais elásto-plasticos lineares, verifica-se (ver Figura 3.7):

∆σ = ET ε = ET (εe + εp), ∆σ = Eεe, (3.73)

onde ET é o módulo elasto-plástico tangente no trecho de encruamento. Igualando as duas
expressões acima:

εe =
ET

E − ET
εp, (3.74)

substituindo na segunda equação de 3.65:

∆σ =
ETE

E − ET
εp = Hεp, H =

ETE

E − ET
(3.75)

ondeH é denominado módulo de endurecimento linear ou módulo de encruamento linear. Assim,
para valores de tensão acima da tensão de escoamento, as curvas σxε pode ser representada por:

σ = σ0
y +Hεp, (3.76)

onde σ0
y é a tensão de escoamento inicial do material.
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Figura 3.7 – Curva σ x ε com solicitação uniaxial de materiais elasto-plásticos com encruamento.

Existem três modelos de endurecimento possíveis:

• Isótropo: Quando ocorre uma expansão do intervalo elástico de modo simétrico ao seu
centro, ou seja, uma dilatação uniforme da superfície de plastificação, em todas as direções
do espaço de tensões. Neste caso o módulo plástico é denominado de isótropo (ET,iso).

• Cinemático: Quando ocorre um deslocamento da superfície de plastificação no espaço de
tensões devido às deformações plásticas, sem mudanças de volume nem alteração da sua
forma. Neste caso o módulo plástico é denominado de cinemático (ET,cin).

• Misto: Quando ocorre uma combinação das duas formas anteriores.

Figura 3.8 – Modelos matemáticos para representação do comportamento elasto-plástico dos
materiais: (a) plástico perfeito; (b) com endurecimento isótropo; (c) com endureci-
mento cinemático; (d) com endurecimento misto. Fonte Owen e Hinton (1980).
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No presente trabalho são utilizados materiais elasto-plásticos perfeitos e elasto-plásticos com
encruamento isotrópico.

3.2.2 Critérios de plasti�cação

Existem muitos modelos desenvolvidos para representar o comportamento plástico dos materiais.
O critério de plastificação (ou de escoamento) define os limites elásticos de um material sob um
dado estado de tensão. O limite elástico ou tensão de escoamento é uma função do estado de
tensões σij . Consequentemente, a condição de escoamento vista em 3.60 é:

f(σij, κ1, κ2, ...) = 0, (i, j = 1, 2, 3), (3.77)

onde κ1, κ2, ... são constantes do material e σij são as tensões às quais está submetido o corpo.
Todas estas devem ser determinadas experimentalmente. Para materiais isotrópicos, os valores
das três tensões principais são suficientes para descrever o estado de tensão de forma única. É
possível expressar as tensões principais σ1, σ2 e σ3, como combinação dos três invariantes de
tensão I1, J2 e J3, onde, I1 é o primeiro invariante do tensor de tensões σij , J2 e J3 são o segundo
e o terceiro invariantes do tensor desviador sij . Como todo critério de escoamento deve ser
independente do sistema de referência, deve poder ser escrito como função dos três invariantes
de tensões:

f(I1, J2, J3, κ1, κ2, ...) = 0. (3.78)

Em argilas não drenadas a resistência ao cisalhamento não depende do incremento da pres-
são hidrostática, este incremento é absorvido pela pressão intersticial. Assim, os critérios de
plasticidade clássicos que possuem esta caraterística são os critérios de Tresca e von Mises.

Os critérios de Tresca e von Mises podem ser vistos como casos particulares dos critérios de
Mohr-Coulomb e Drucker-Prager, respectivamente (ver Owen e Hinton (1980)), quando a parcela
friccional é suprimida e estes são amplamente utilizados para cargas imediatas em argilas não
drenadas sem mudança de volume.

3.2.2.1 Critério de plasti�cação de Tresca (1864)

O critério estabelece que se dará início à plastificação de um ponto quando a máxima tensão
tangencial que atue sobre o ponto atinja um valor crítico:

σ1 − σ3 = σ = σy, σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, (3.79)

onde σ é chamada de tensão efetiva e σy é chamada de tensão de escoamento equivalente. Para o
critério de Tresca a tensão de escoamento equivalente é igual à tensão de escoamento para um
ensaio uniaxial (σy).

Uma forma gráfica de interpretar os critérios de plastificação é desenhando a função de plastifi-
cação (expressão 3.78) no espaço das tensões principais. Esta função de plastificação no espaço
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das tensões principais gera uma superfície, daí porque os critérios de plastificação também são
chamados de superfícies de plastificação.

O critério de Tresca no espaço das tensões principais é um prisma hexagonal regular reto, cujo
eixo coincide com o eixo hidrostático, ou seja com a reta que contém os pontos σ1 = σ2 = σ3,
como se mostra na Figura 3.9.

Figura 3.9 – Representação geométrica das superfícies de escoamento de Tresca e von Mises: (a)
no espaço das tensões principais; (b) No plano perpendicular ao eixo hidrostático
(σ1 = σ2 = σ3). Fonte Owen e Hinton (1980).

3.2.2.2 Critério de plasti�cação de von Mises (1913)

De acordo com Owen e Hinton (1980), o critério de von Mises considera que o início do
escoamento se produz quando a energia de distorção elástica (recuperável) atinge um valor
crítico. Outra interpretação sugere que o escoamento se dá quando a tensão octaédrica de
cisalhamento, τoct, atinge um determinado valor crítico:√

2

3
sijsij = σ = σy, (i, j = 1, 2, 3), (3.80)

onde sij representa as tensões desviadoras. Para von Mises, igualmente ao critério de Tresca, a
tensão de escoamento equivalente σy é igual à tensão de escoamento para um ensaio uniaxial σe.

A superfície de plastificação de von Mises no espaço das tensões principais é um cilindro circular
reto de raio ρ =

√
2
3
σy cujo eixo coincide com o eixo hidrostático o qual pode-se ver na Figura

3.9.

3.2.2.3 Aplicação computacional dos critérios de plasti�cação

Para ter uma formulação mais conveniente do ponto de vista computacional Nayak (1971,
apud Owen e Hinton, 1980) rescrevem as funções de escoamento clássicas em termos dos
invariantes de tensão. A formulação permite um código computacional generalizado para função
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de escoamento e regra de fluxo para os critérios de plasticidade. Basicamente, consiste em
reescrever as leis de escoamento em função dos invariantes de tensão I1 e J2, e o parâmetro θ. O
significado físico de θ pode ser visto na Figura 3.9.

Na tabela 2 se observa a formulação das funções de plastificação. Pode-se notar que tanto Tresca
como von Mises são independentes do primeiro invariante de tensão, I1, isto é coerente com o
fato de que ambas superfícies de plastificação são cilindros retos cujo eixo coincide com o eixo
hidrostático (superfície independente das tensões hidrostáticas).

Tabela 2 – Tensão efetiva e tensão de escoamento equivalente para os critérios de plastificação
incluídos no algoritmo elasto-plástico. Fonte Owen e Hinton (1980).

Critério de plastificação Tensão efetiva (σ)
Tensão de escoamento

equivalente (σy)
Tresca 2

√
J2 cos θ σe

von Mises
√

3J2 σe

Para o cálculo da matriz elasto-plástica, é necessário expressar o vetor de fluxo a = ∂f
∂σ

de forma
apropriada para aplicações computacionais (Owen e Hinton, 1980):

a = C1a1 + C2a2 + C3a3, (3.81)

sendo:

at1 = ∂I1
∂σ

= {1, 1, 1, 0, 0, 0}, (3.82a)

at2 = ∂
√
J2

∂σ
=

1

2
√
J2

{sxx, syy, szz, 2sxy, 2syz, 2szx} , (3.82b)

at3 = ∂J3
∂σ

=

{
(syyszz − s2

yz + J2
3

), (sxxszz − s2
xz + J2

3
), (sxxsyy − s2

xy + J2
3

),

2(syzsxz − szzsxy), 2(sxzsxy − sxxsyz), 2(sxysyz − syysxz),
(3.82c)

em que sij (i, j = 1, 2, 3) são as tensões desviadoras e C1, C2 e C3 são constantes encontradas
na tabela 3.

Tabela 3 – Constantes definindo a superfície de plastificação. Fonte Owen e Hinton (1980).

Critério de
plastificação

C1 C2 C3

Tresca 0 2 cos θ(1+tan θ tan 3θ)
√

3
J2

sen θ
cos θ

von Mises 0
√

3 0
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3.2.3 Integração da relação constitutiva

Durante a análise de um problema não linear, as forças são aplicadas em incrementos e os
correspondentes incrementos de deslocamentos nodais são obtidos a partir da solução do sis-
tema de equações de equilíbrio. Uma vez conhecidos os incrementos de deslocamentos, são
calculados os incrementos de deformação nos pontos de Gauss de cada elemento utilizando as
relações deformação-deslocamento (equação 2.5). Quando o incremento de tensões associado ao
incremento de deformação levam o material a atingir o escoamento, é necessário resolver um
sistema de equações diferenciais ordinárias já vistas:

σ̇ = Cepε̇, ou dσ = Cepdε, (3.83a)

κ̇ = Bλ̇, ou dκ = Bdλ, (3.83b)

em que σ̇ = {σ̇x, σ̇y, σ̇z, τ̇xy, τ̇yz, τ̇zx}t é o vetor taxa de tensão, ε̇ = {ε̇x, ε̇y, ε̇z, γ̇xy, γ̇yz, γ̇zx}t é
o vetor taxa de deformação, Cep a relação constitutiva para materiais elasto-plásticos dada pela
relação 3.71, κ̇ é a taxa das variáveis internas do material eB é uma função derivada da lei de
encruamento.

Quando integrado o sistema de equações diferenciais ordinárias, dadas por 3.83, para determinar
o estado de tensão devido a um dado incremento de deformação, a integração resulta em:

σt+∆t
ij = σtij +

∫ ∆εkl
0

Cep
ijkldε (3.84a)

κt+∆t
i = κti +

∫ ∆εkl
0

Bi(σ, κ)dλ = κti +
∫ ∆εkl

0
Bi(σ, κ)Dkl(σ, κ)dεkl. (3.84b)

O esquema de integração de 3.84 é explícito quando todas as variáveis dependentes das tensões e
parâmetros de encruamento (Cep,B,D) são avaliadas com as tensões previamente conhecidas.
Caso contrario, o esquema passa a ser implícito.

Para análises com grandes deformações, como foi visto na Seção 3.1.2, nas equações 3.83a-b é
preciso substituir as taxas de tensões de Cauchy por taxas objetivas de tensão. Utilizando a taxa
de Truesdell 3.28 obtém-se a integração das tensões de forma objetiva em grandes deformações:

σt+∆t
ij = σtij +

∫ ∆εkl

0

dσij =σtij +

∫ ∆Lkl

0

(σikdLjk + σjkdLik − σijdLkk)

+

∫ ∆εkl

0

Cep
ijkldεkl,

(3.85)

3.2.4 Determinação do estado de tensão

O algoritmo para o cálculo do estado de tensões do presente trabalho segue o esquema apresen-
tado por Owen e Hinton (1980). Resumidamente, o procedimento para a atualização do estado

Hermann Rigoberto Segovia Lohse (lohsehermann@yahoo.com) - Dissertação - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:lohsehermann@yahoo.com


67

de tensão para materiais elasto-plásticos correspondente à iteração ’i’ do incremento de carga ’n’
pode ser descrito da seguinte forma:

1. Com base no vetor incremento do estado de deformação, ∆ε (equação 3.13), é estimado
o acréscimo de tensão correspondente, supondo um incremento de tensões puramente
elástico (preditor elástico):

∆σe = Ce∆ε, (3.86)

lembrando que para grandes deformações trabalha-se com taxas de tensão objetivas.

2. O estado de tensão é atualizado a partir da configuração de referência, a qual corresponde
a ultima configuração convergida (n − 1) para linearização baseada no método de NR
modificado ou, ainda, a configuração do último passo iterativo caso seja empregado o
método NR clássico.

σe = σ(n−1) + ∆σe, (3.87)

onde σe é a tensão obtida a partir preditor elástico.

3. Identifica-se o regime (elástico ou plástico) correspondente ao estado de tensão da configu-
ração de referência σ(n−1), com base em:

σ(n−1) < σ
(n−1)
y → (n− 1)elástico

σ(n−1) ≥ σ
(n−1)
y → (n− 1)plástico

(3.88)

onde σ e σy mantêm os significados indicados na Seção 3.2.2 (tensão efetiva e tensão de
escoamento equivalente respectivamente, ver também tabela 2).

4. Define-se a evolução do estado de tensão através das relações:

(n− 1)elástico

{
σe < σ

(n−1)
y → (i)elástico

σe ≥ σ
(n−1)
y → (i)plástico

(n− 1)plástico

{
σe < σ(n−1) → (i)elástico
σe ≥ σ(n−1) → (i)plástico

(3.89)

5. Para os casos (i)elástico, a nova tensão tem uma evolução elástica:

σ(i) = σe. (3.90)

Já para os casos (i)plástico, é preciso realizar a integração do incremento de tensão
correspondente à parcela de deformação plástica. Definem-se as parcelas de tensão como:

σ(i) = σe −R∆σe = σ(n−1) + (1−R)∆σe, (3.91)

onde o parâmetro R depende do estado do ponto de Gauss na configuração de referência
obtido por:

(n− 1)elástico→ R =
σe − σy
σe − σn−1 ou (n− 1)plástico→ R = 1.0 (3.92)
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Na Figura 3.10 pode-se observar os dois casos de incremento (i)plástico.

Figura 3.10 – Evolução das tensões em um ponto para um material elasto-plástico com ponto,
na configuração de referência em estado: (a) plástico ; (b) elástico. Fonte Owen e
Hinton (1980).

Como indicado na Figura 3.10, as tensões σ(i) estão ainda fora da superfície de plastifica-
ção. É possível levar as tensões até a superfície de plastificação fazendo uma correção de
redução proporcional tal que:

σ(i) = σ(i)

(
σy +Hεp

σ(i)

)
. (3.93)

Para incrementos de tensões relativamente altos a correção dada por 3.93 não é muito
precisa, principalmente se o ponto, no espaço de tensões, encontra-se próximo a grandes
curvaturas da superfície de plastificação.

Para melhorar a precisão da relaxação das tensões Owen e Hinton (1980) propõem um
refinamento feito em etapas do processo de redução das tensões. Na figura 3.11 apresenta
o caso em que o excesso de tensão é dividido em 3 parcelas iguais e a redução é feita
por incrementos de tensões destas parcelas, cada incremento é reduzido à superfície de
plastificação. Após os incrementos verifica-se que as tensões estejam na superfície de
plastificação e efetua-se a correção 3.93 se for necessária. Pode-se ver na figura que a
diferencia entre os pontos finais, sem o processo de correção incremental (D’) e com o
processo de correção incremental (E’), pode ser significativa. Quanto maior o número de
passos em que é dividido o excesso de tensão, melhora a precisão. O número de passos
adotados aqui é igual ao valor inteiro m mais próximo e menor a:

σe − σy
σ0
y

8 + 1, (3.94)
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onde σ0
y é o valor da tensão de escoamento equivalente inicial do material.

Figura 3.11 – Processo refinado da redução das tensões à superfície de plastificação. Fonte Owen
e Hinton (1980).
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4 FORMULAÇÃO ARBITRÁRIA LAGRANGEANA-EULERIANA -
ALE

Em formulações Lagrangeanas, os nós da malha de elementos finitos estão sempre associados aos
mesmos pontos materiais do corpo durante a análise. Para problemas com grandes deformações e,
principalmente deformações irregulares, pode-se dar o caso que só uma formulação Lagrangeana
não seja suficiente para resolver o problema.

A ideia principal do método ALE é liberar a restrição de que a malha acompanhe o material
(domínio do corpo), de maneira tal que quando houver grandes deformações no domínio, isto
não afete em igual medida a configuração dos elementos, evitando grandes distorções de malha
ou superposição de elementos. Na formulação ALE, a malha possui um comportamento que
podemos chamar de arbitrário em relação à deformação do corpo, o movimento da malha
tem que ser definido. A expressão fundamental que define a formulação cinemática ALE para
atualização de variáveis dada por Hughes et al. (1981, apud Nazem et al., 2006) é:

Ψ̇ = Ψ̇ + (v − vr)∂Ψ

∂x
, (4.1)

onde Ψ representa uma variável de estado qualquer (tensão, deslocamento, etc.), v é a velocidade
do material, vr é a velocidade da malha, Ψ̇ é a derivada temporal de Ψ em relação às coordenadas
dos pontos da malha, Ψ̇ é a derivada temporal de Ψ em relação às coordenadas do material. O
termo (v − vr) é chamado velocidade convectiva.

A equação de equilíbrio usando a descrição ALE de forma acoplada pode ser escrita como:

Km∆U +Kr∆U r = P − f int, (4.2)

ondeKm é a matriz de rigidez correspondente aos deslocamentos do material,Kr é a matriz
rigidez relativa ao deslocamento da malha, U é o vetor de deslocamentos do material, U r é
o vetor de deslocamentos da malha, P é o vetor de forças externas e fint é o vetor de forças
internas. Pode-se ver na equação 4.2 que agora tem-se o dobro de incógnitas (∆U e ∆U r) em
relação às equações. Assim, são necessárias equações adicionais para poder resolver o sistema.

Outra estratégia para abordar o problema usando a formulação ALE é utilizar a técnica ALE
operator-split, que consiste em desacoplar o deslocamento da malha do deslocamento material
(Benson, 1989). Esta técnica está claramente dividida em dois passos: (1) Passo Lagrangiano e
(2) Passo Euleriano. Esta última abordagem ALE é a utilizada no presente trabalho.

O passo Lagrangiano não tem desacoplamento entre a malha e o material (o termo convectivo da
equação 4.1 é desprezado), onde a solução em deslocamentos é obtida a partir de uma descrição
cinemática Lagrangeana clássica. O passo Euleriano se executa logo após ser atingido o equilíbrio
do corpo para um dado passo de carga. Pode-se executar este passo depois do equilíbrio de cada
passo de carga, seguindo uma sequência, por exemplo, a cada ‘p’ passos de carga, ou tendo
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algum tipo de controle da distorção da malha, de maneira a poupar tempo computacional. O
passo Euleriano possui dois processos: (i) o geométrico ou de movimento de malha, na qual
são realocados os nós da malha com o objetivo de minimizar as distorções dos elementos; (ii) o
físico, que consiste na transferência ou atualização das variáveis de estado desde a malha antiga
para a nova malha.

Para o processo geométrico onde ocorre o movimento de malha arbitrário, segue-se o esquema
desenvolvido por Nazem et al. (2006), que divide o processo geométrico em duas partes. Primeiro
são realocados os nós dos contornos para logo a seguir realocar os nós internos do domínio. Uma
vez obtida a nova malha, é necessário atualizar ou remapear as variáveis de estado desde a antiga
malha para a nova malha, o que é feito com o processo físico. Na Figura 4.1 é mostrado um
esquema de aplicação da formulação ALE operator-split.

Figura 4.1 – Esquema da formulação ALE desacoplada utilizado no presente trabalho.

Na medida que as particularidades do passo Lagrangeano adotado no presente trabalho foram
tratado nos capítulos 2 e 3, o restante do presente capítulo será dedicado ao passo Euleriano.

4.1 PROCESSO GEOMÉTRICO - MOVIMENTO DE MALHA

Logo ao ser atingido ao equilíbrio no passo Lagrangeano, os nós da malha são realocados para
melhorar a configuração geométrica dos elementos (diminuindo as distorções), que deve ser
controlada de maneira a não modificar nem a forma nem o volume do domínio cuja malha é
modificada. Na Figura 4.2 pode-se apreciar a diferença entre a malha deformada e a malha
realocada.

Análise elasto-plástica com não linearidade geométrica usando uma formulação Arbitrária Lagrangeana-Euleriana (ALE)
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Figura 4.2 – Exemplo da aplicação da formulação ALE: (a) Malha inicial (545 nós e 256 ele-
mentos); (b) Deslocamento material com análise elasto-plástica; (c) Malha depois
do movimento de malha. Fonte Nazem et al. (2006).

A seguir são descritas as duas partes do processo da realocação dos nós da malha, a realocação
dos nós de contorno e realocação dos nós internos

4.1.1 Realocação dos nós de contorno

O objetivo deste procedimento é redistribuir os nós do contorno sem alterar a configuração do
contorno, incluindo: o contorno do domínio, interfaces, cargas e deslocamentos impostos sobre
contornos do domínio.

A formulação desenvolvida no presente trabalho é feita sobre um elemento tridimensional e
por isto, os contornos considerados são superfícies. Muitos problemas tridimensionais possuem
características que permitem simplificar a análise modelando-se só uma parte do mesmo ou
ainda considerando apenas um modelo em duas dimensões. Na Figura 4.3 pode-se ver duas
simplificações típicas. Para o modelo (a) aproveitado-se a simetria, modelando um quarto do
problema onde os nós dos planos de simetria durante toda a análise permanecem no mesmo
plano (condição de simetria). Para o modelo (b) um caso 3D é modelado em estado plano de
deformações, modelando assim só uma fatia do domínio onde o problema fica restrito ao plano
que contém as cargas.

Assim, dois tipos de superfícies de contorno podem ser identificadas:

• A primeira, são os contornos naturais do problema, que daqui em diante serão chamadas de
superfície natural de contorno (SNC) ou simplesmente superfície de contorno. Os nós que
compõem estas superfícies são nós externos ou nós em contato com materiais diferentes.

• A segunda, devido a artifícios, que podem ser planos de simetria ou os planos externos
da fatia modelada em estado plano de deformação (EPD). Cabe ressaltar que os nós que
pertencem a estas superfícies, que no modelo simplificado são nós externos, representam
nós internos do domínio original e a matemática da sua realocação será feita de maneira
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similar aos nós internos na Seção 4.1.2. Daqui em diante chamaremos a estas superfícies
planos com nós internos (PNI).

Figura 4.3 – Simplificações de modelos: (a) Modelado em simetria; (b) Modelado em EPD.

Daqui em diante entenda-se por distância; a distância euclidiana medida entre dois pontos
referidos, e comprimento; a distância medida sobre a trajetória da curva ou corda.

No trabalho Vavourakis et al. (2013a) os autores apresentaram um algoritmo para a realocação
de nós de contorno para elementos bidimensionais, sendo o contorno uma curva. O foco do
algoritmo é, apos a deformação, realocar os nós de contorno de forma tal que a distância relativa
ao comprimento total da curva, desde um dos extremos ao nó a ser realocado se mantenha similar
à distância relativa na configuração inicial. O extremo da curva desde o qual são avaliadas as
distâncias relativas deve ser escolhido pelo usuário adequadamente. O esquema utilizado neste
trabalho foi desenvolvido partindo do trabalho citado modificando-o tal que o ponto de partida
para a medida das distâncias relativas não fique restrita aos extremos da curva e expandindo o
algoritmo para sua aplicação em realocação de nós sobre superfícies.

A seguir se faz uma descrição básica do algoritmo para a realocação dos nós de contorno para
uma curva, na Figura 4.4 observam-se partes do processo.

1. Adota-se um dos extremos como nó inicial (0), o critério para qual dos extremos escolher
como nó inicial é aquele que sofrerá os maiores deslocamentos (centro de referência para
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movimento dos nós de contorno - CRMNC).

2. Na configuração inicial (Figura 4.4a), calcula-se para o comprimento desde o nó inicial (0)
até cada um dos nós (i), δi, assim como o comprimento total da cuva δ0.

3. Calcula-se os comprimentos relativos de cada um dos nós em relação ao comprimento
total da curva, α0

i = δi/δ
0.

4. Na configuração deformada (Figura 4.4b), calcula-se o comprimento total da curva δk.
Com os nós da curva, obtém-se uma representação da mesma em forma paramétrica no
espaço [0, 1] (a representação e parametrização da curva será discutida mais adiante).

5. Com os valores calculados de α0
i , δ

0, δk e N são avaliados para cada nó, os valores α(k)
i :

αki = α0
i

[
(i− 1) + (N − i)δ

0

δk

]
/(N − 1), (4.3)

onde, N é o número de segmentos da, e αki é diretamente a nova posição do nó i dentro do
espaço paramétrico [0, 1].

6. O comprimento entre entre o nó inicial e o nó i realocado pode ser calculado por δki = αki δ
k.

7. Com a representação paramétrica da curva e os valores de αki obtém-se as coordenadas
globais dos nós já realocados (Figura 4.4c).

Figura 4.4 – Movimento dos nós de contorno sobre uma linha. Fonte Vavourakis et al. (2013a).

Supondo conhecida a equação da curva y = y(x), o problema de encontrar a nova posição no nó
k se resume em encontrar o valor de x tal que se verifique:

δ
(k)
i =

∫ x

0

√
1 +

dy

dx

2

dx. (4.4)
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Uma interpolação para a curva pode ser feita utilizando-se os polinômios de Lagrange mediante
os nós na configuração deformada. Segundo Nazem et al. (2006), este procedimento é pouco
preciso e poderia levar a erros significativos. Os mesmos autores recomendam utilizar o método
splines quadráticos, que dividem o contorno em varias funções quadráticas que apresentam uma
certa ordem de continuidades entre si. Para n nós de um contorno arbitrário em coordenadas
globais (xi, yi), a curva pode ser escrita por k funções quadráticas como:

y =



3∑
i=1

yi 3∏
j=1

j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

= A1x
2 +B1x+ C1, x1 ≤ x ≤ x3,

5∑
i=3

yi 5∏
j=3

j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

= A2x
2 +B2x+ C2, x3 ≤ x ≤ x5,

...

n∑
i=n−2

yi n∏
j=i

j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

= Akx
2 +Bkx+ Ck, xn−2 ≤ x ≤ xn,

(4.5)

com
k =

n− 1

2
(4.6)

De acordo com Vavourakis et al. (2013b), a equação 4.3 foi desenvolvida considerando um dos
extremos como o CRMNC. Pode-se também observar que o domínio de αi ∈ [0, 1].

Outra opção, adotada no presente trabalho, é parametrizar a curva para uma variável local
u dentro do intervalo paramétrico [0, 1] que coincide com o domínio de αi. E com as fun-
ções de transformação, das coordenadas paramétricas (ui) para as globais (xi, yi), obtêm-se as
coordenadas globais dos pontos realocados com os valores αki = ui calculados com 4.3.

Segue uma análise para poder considerar como CRMNC qualquer nó do contorno e não uni-
camente os nós extremos da curva (como é o caso do método proposto por Vavourakis et al.
(2013b)).

Considerando o nó id da Figura 4.5a o nó CRMNC, a equação 4.3 deve ser modificada. Propõem-
se as seguintes expressões:

αki = αki + αkid − αkid, (4.7a)

αki = αkid + (αki − αkid), (4.7b)

∆αki = αki − αkid, (4.7c)

αki = αkid + ∆αki . (4.7d)
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Figura 4.5 – Esquema da formulação α-geral: (a) curva com CRMNC id; (b) parcela da curva
com nós i ≤ id; (c) parcela da curva com nós i ≥ id.

Para o cálculo de ∆αki , divide-se a curva em duas partes, nós com i < id e i > id como pode-se
observar nas Figuras 4.5b-c. Considerando agora, para cada uma das curvas divididas, o nó
inicial id e utilizando a equação 4.5, obtém-se:

∆α
(k)
i = ∆α

(0)
i

[
(i− 1) + (N − i)δ

(0)

δ(k)

]
/(N − 1), (4.8)

onde i é o índice do nó considerado sobre a curva parcelada considerando id como nó inicial e
N a quantidade de segmentos da curva que verifica:

para: i < id, i = id − i, N = id, (4.9)

para: i > id, i = i− id, N = N − id, (4.10)

introduzindo 4.9 e 4.10 em 4.8:

para: i < id, ∆α
(k)
i = α

(0)
i<id

[
id − i− 1 + i

(
δ
(0)
i<id

δ
(k)
i<id

)]
id − 1

, (4.11)

para: i > id, ∆α
(k)
i = α

(0)
i>id

[
i− id − 1 + (N − i)

(
δ
(0)
i>id

δ
(k)
i>id

)]
N − id − 1

, (4.12)

onde δi<id é o comprimento desde o nó id até o extremo i = 0 e δi>id é comprimento desde o nó
id até o extremo i = N .
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Nas equações 4.11 e 4.12, α(0)
i<id

e α(0)
i>id

representam os comprimentos relativos medidos a partir
do CRMNC id, ou seja, de α(0)

i − α
(0)
id

. Normalizado cada um pelo seu comprimento relativo,
obtém-se:

α
(0)
i<id

= (0 + α
(k)
id

)
α

(0)
i − α

(0)
id

0 + α
(0)
id

, (4.13)

α
(0)
i>id

= (1− α(k)
id

)
α

(0)
i − α

(0)
id

1− α(0)
id

. (4.14)

Finalmente, substituindo 4.13, 4.14, 4.11 e 4.12 em 4.7, obtém-se as expressões que permitem
considerar um nó interno à curva como CRMNC:

αki = αkid + (αkid)

(
α

(0)
i − α

(0)
id

α
(0)
id

) [id − i− 1 + i

(
δ
(0)
i<id

δ
(k)
i<id

)]
id − 1

, i < id, (4.15)

αki = αkid + (1− αkid)

(
α

(0)
i − α

(0)
id

1− α(0)
id

) [i− id − 1 + (N − i)
(
δ
(0)
i>id

δ
(k)
i>id

)]
N − id − 1

, i > id. (4.16)

A definição do CRMNC (id) é fornecida pelo usuário como um dado de entrada. Cabe ressaltar
que agora não só os nós dos extremos das curvas não são realocados, o nó id também permanece
sem alteração durante o movimento da malha. Alem, observar-se nas equações 4.15 e 4.16
que é necessário conhecer o valor αkid , para o caso da superfície B-Spline o procedimento de
mapeamento inverso para a obtenção do valor de αkid expõe-se no Anexo B.

Até aqui o contorno do domínio foi tratado como uma linha, que é válido para elementos planos
(cujas fronteiras ou contornos são linhas), não assim para elementos tridimensionais, onde os
contornos são superfícies.

O algoritmo para a realocação dos nós das SNC tem as seguintes restrições:

• Superfície de quatro lados,

• Mesma quantidades de elementos nos lados opostos,

• Todos os nós internos da superfície devem ser comuns a quatro elementos.

As SNC são parametrizadas utilizando-se superfícies B-Splines por interpolação. Na seção
seguinte tem-se uma descrição do algoritmo para a obtenção das B-Splines e considerações para
a utilização das equações 4.15 e 4.16 nas superfícies B-Splines.
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4.1.1.1 Superfícies B-Splines

Dado um conjunto discreto de pontos que descrevem entidades geométricas como curvas ou
superfícies, existem duas formas básicas de obter uma função contínua que consiga representar
estas entidades, por interpolação e por aproximação. Na Figura 4.6 observa-se a diferença enter
as duas formas de representação.

Na representação por aproximação a curva ou superfície não passa necessariamente pelos
pontos discretos Qi. Na representação por interpolação a curva ou superfície deve passar
obrigatoriamente pelos pontos Qi.

Figura 4.6 – Representação de curvas: (a) Por interpolação; (b) Por aproximação. Fonte Piegl e
Tiller (1996).

Na realocação dos nós das SNC (superfícies naturais de contorno), estes devem permanecer na
superfície de forma a não modificar o volume do domínio. Assim, utiliza-se a representação por
interpolação.

Dados n pontos x∗i que representam uma função f(x), a função y(x) usada para interpolar a
função f(x) pode pertencer a uma das seguintes famílias:

• Funções polinomiais, y(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n,

• Série de Fourier, y(x) = a0 +
n∑
j=1

aj cos (jx) + bj sen (jx),

• Funções exponenciais, y(x) = aebx,

• Splines, representação polinomial suave definida por trechos, dividindo o intervalo total
em subintervalos e para cada um deles definir os polinômios interpoladores. A expressão
4.5 é uma representação Spline com polinômios de Lagrange de ordem quadrática.

No presente trabalho, a representação das superfícies é feita por B-Splines. Os B-Splines podem
descrever curvas, superfícies e sólidos complexos em forma paramétrica, como se ilustra na
Figura 4.7. Aqui serão utilizadas para representação de superfícies:

S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1, (4.17)

Hermann Rigoberto Segovia Lohse (lohsehermann@yahoo.com) - Dissertação - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:lohsehermann@yahoo.com


79

onde S(u, v) representa a superfície parametrizada por u e v.

Figura 4.7 – Representação paramétrica de uma superfície.

Para poder descrever com clareza o algoritmo de parametrização da superfície, segue uma
sequência bem básica de conceitos necessários. A presente seção está baseada completamente
nos trabalhos de Piegl e Tiller (1996) e Cottrell et al. (2009).

A formulação B-Splines é uma generalização do método de Bézier, por isto primeiro serão
definidas as curvas Bézier e suas componentes, depois passar às curvas B-Splines e, finalmente,
tratar as superfícies.

Curvas de Bézier

Uma curva Bézier pode ser descrita pela seguinte expressão:

C(u) =
n∑
i=0

Bi,nPi (4.18)

onde C(u) define um vetor de coordenadas parametrizadas {x(u), y(u), z(u)}t na posição u do
espaço paramétrico [0, 1], Pi é o vetor de coordenadas {x, y, z}t dos pontos de controle (ver
Figura 4.8) e Bi,n representa os polinômios de Bernstein de grau n associados a cada um dos
pontos de controle:

Bi,n =

(
n

i

)
ui(1− u)n−i =

n!

i!(n− i)!
ui(1− u)n−i, i = 0, 1, 2, . . . , n. (4.19)

Os pontos de controle Pi formam o chamado polígono de controle. O polígono de controle
delimita a curva gerada (ou interpolada) através de um polígono convexo aberto. Este aproxima-se
da forma da curva a medida que aumenta o número de pontos de controle.
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Figura 4.8 – Curvas de Bézier: (a) Linear; (b) Quadrática; (c) Cúbica.

O valor do polinômio de Bernstein para um ponto de controle pode ser entendido como o peso ou
’gravidade’ que exerce este ponto sobre a curva para esse posição u dentro do espaço paramétrico.
Na Figura 4.8 mostram-se curvas Bézier para diversos graus com as funções dos polinômios de
Bernstein correspondentes.

Nas curvas Bézier, o grau do polinômio depende do número de pontos de controle e, observando
as funções dos polinômios de Bernstein, nota-se que um ponto de controle tem efeito sobre todo
o espaço paramétrico u (influência global).

Curvas B-Splines

A formulação B-Spline é uma generalização do método Bézier, onde o grau do polinômio é
escolhido independentemente do número de pontos de controle. Os pontos de controle tem
influência localizada, dando maior flexibilidade ao método.

Uma curva paramétrica B-Spline de grau p é uma curva polinomial por pedaços dada por:

C(u) =
n∑
i=0

Ni,p(u)Pi, (4.20)

onde, Pi são os pontos de controle, Ni,p(u) são as funções de base, dadas por:
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Ni,0 =

{
1 se ∈ [ui, ui+1],

0 se /∈ [ui, ui+1],
(4.21)

Ni,p(u) =
u− ui
ui+p − ui

Ni,p−1(u) +
ui+p+1 − u
ui+p+1 − ui+1

Ni+1,p−1(u), (4.22)

onde deve-se considerar que 0/0 = 0 quando ui = ui+1

Define-se o chamado vetor de nós U (knot vector). O vetor de nós U = {u0, u1, . . . , um}t é um
conjunto de valores reais (ui) que descreve as coordenadas dos nós no espaço paramétrico, em
sucessão não-monótona crescente de valores, e define a extensão do domínio onde as funções
de base associadas a cada um dos pontos de controle têm validade. Os intervalos [ui, ui+1)

estabelecem os domínios dos pedaços do polinômio, sendo que para ui = ui+1 o intervalo
apresenta comprimento nulo. Para curvas abertas tem-se que m = n + p + 1 e para curvas
fechadas m = n+ p.

Cada uma das funções de base Ni,p(u) apresenta valores não nulos somente no intervalo
[ui, ui+p+1). Assim, um ponto u em uma curva é influenciado por p+ 1 pontos de controle, o que
caracteriza a propriedade de controle local sobre a geometria da curva. As funções de base têm,
em geral, continuidade Cp+1, a qual pode ser reduzida quando mais do que um nó é definido
com o mesmo valor. Sendo ki a multiplicidade de um dado nó ui, a continuidade das funções
de base nesta posição fica Cp−k. Para curvas abertas, de forma a forçar que elas passem pelos
pontos de controle extremos, usa-se k = p+ 1. Na Figura 4.9 pode-se observar as funções de
base para p = 0, 1, 2.

Figura 4.9 – Funções de base Ni,p para o vetor de nósU = {0, 1, 2, 3, 4, . . .} para; (a) p = 0; (b)
p = 1; (c) p = 2. Fonte Cottrell et al. (2009).

Interpolação de uma curva com B-Splines

Tendo uma sequência de pontosQk, k = 0, . . . , n, que deseja-se interpolar por B-Spline de grau p,
dando uma coordenada paramétrica, uk, para cada ponto k, e um vetor de nósU = {u0, . . . , um}
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apropriado, obtém-se um sistema de equações linear de ordem n+ 1:

Qk = C(uk) =
n∑
i=0

Ni,p(uk)Pi, (4.23)

onde os pontos de controle Pi são as incógnitas do sistema.

Existem várias formas de escolher os valores paramétricos uk e a distribuição de nós U , isto
afeta diretamente a forma e a parametrização da curva. Assume-se uma parametrização onde
u ∈ [0, 1]. Os três métodos mais comuns para a distribuição de nós são (Piegl e Tiller, 1996):

1. Igualmente espaçado:

u0 = 0, un = 1, uk =
k

n
com k = 1, . . . , n− 1, (4.24)

não recomendado quando os dados não estão espaçados de forma uniforme.

2. Comprimento da curva:

d =
n∑
k=1

|Qk −Qk−1| (4.25)

onde, | | representa a norma euclidiana, d é a comprimento total da curva e os valores uk
são obtidos por:

u0 = 0, un = 1, uk = uk−1 +
|Qk −Qk−1|

d
, para k = 1, . . . , n− 1. (4.26)

O método comprimento da curva é o mais utilizado por produzir uma boa parametrização
da curva no sentido de obter uma parametrização aproximadamente uniforme.

3. Método centrípeto:

d =
n∑
k=1

√
|Qk −Qk−1| (4.27)

e os valores uk são obtidos por:

u0 = 0, un = 1, uk = uk−1 +

√
|Qk −Qk−1|

d
, para k = 1, . . . , n− 1, (4.28)

Adequada quando os dados apresentam variação brusca em sua forma ou distribuição.

No presente trabalho é adotado o método de comprimento da curva.

O vetor de nós U pode ser obtido com uma distribuição uniformemente espaçada:

U = u0, . . . , up︸ ︷︷ ︸
=0

, . . . , uj+p, . . . , um−p, . . . , um︸ ︷︷ ︸
=1

(4.29)

com
uj+p =

j

n− p+ 1
, j = 1, . . . , n− p, (4.30)
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segundo Piegl e Tiller (1996) uma distribuição uniforme dos nós não é recomendável conjunta-
mente com os métodos de comprimento da curva ou centrípeto. Os autores recomendam o uso
da técnica da média, que consiste em substituir a equação 4.30 por:

uj+p =
1

p

j+p−1∑
i=j

ui, j = 1, . . . , n− p, (4.31)

com a qual o vetor de nós U reflete a distribuição dos uk.

Extensão de B-Splines para uma superfície

Dado um conjunto de (n+ 1)x(m+ 1) pontosQk,l (k = 0, . . . , n; l = 0, . . . ,m), tem-se:

Qk,l = S(uk, vl) =
n∑
i=0

m∑
j=0

Ni,p(uk)Nj,q(vl)Pi,j. (4.32)

Para obter a representação da superfície é necessário obter os valores de uk e vl, e os vetores
de nós U e V . Fazendo uso do método comprimento da curva (equação 4.47) ou do método
centrípeto (equação 4.49) são obtidos os parâmetros ul0, . . . , u

l
n para cada l, para logo obter os

valores de uk por média dos ulk, l = 0, . . . ,m:

uk =
1

m+ 1

m∑
l=0

ulk, k = 0, . . . , n, (4.33)

a obtenção dos vl é análoga ao uk.

Uma vez obtidos os uk e vl são obtidos os vetores de nós U e V .

Solução do sistema - Pontos de controle

A equação 4.32 representa (n + 1)x(m + 1) equações lineares cujas variáveis são os pontos
de controle Pi,j . Como S(u, v) representa uma superfície de produto tensorial, Pi,j podem ser
obtidos por uma sequência de interpolação de curvas. Para um l fixo:

Qk,l =
n∑
i=1

Ni,p(uk)

(
m∑
j=0

Nj,q(vl)Pi,j

)
=

n∑
i=0

Nj,q(uk)Ri,l, (4.34)

onde:

Ri,l =
m∑
j=1

Ni,q(vl)Pi,j, (4.35)

sendo Ri,l os pontos de controle de S(u, v) para v = vl. Fixando i e deixando l variar, Ri,l

torna-se uma interpolação de curva através dos pontos Ri,0, . . . , Ri,m sendo Pi,0, . . . , Pi,m os
pontos de controle computados. Assim, o algoritmo para a obtenção de todos os pontos Pi,j é
(ver Figura 4.10c):
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Figura 4.10 – Interpolação global de uma superfície. (a) Pontos dados; (b) interpolação do
pontos na direção u; (c) interpolação dos pontos na direção v através dos pontos
interpolados na direção u; (d) Superfície interpolada com os pontos de controles
obtidos. Fonte Piegl e Tiller (1996).

1. Usando o vetor de nósU e os uk, fazer m+1 interpolações de curva usando Q0,l, . . . , Qn,l

para (l = 0, . . . ,m); obtêm-se assim os Ri,l (ver Figura 4.10b),

2. usando o vetor de nós V e os vl, fazer n+ 1 interpolações de curva usando Ri,0, . . . , Qi,m

para (i = 0, . . . , n); obtêm-se assim os Pi,l (ver Figura 4.10c).

Na Figura 4.10d observa-se a superfície interpolada. Piegl e Tiller (1996) mostram que o
algoritmo é simétrico, ou seja, a interpolação independe da direção (u ou v).

Assim, fica definida a parametrização da Superfície 4.17 no espaço paramétrico (u, v) e as
equações 4.15 e 4.16 são aplicadas para cada uma das direções paramétricas u e v de forma
independente.

4.1.2 Realocação dos nós internos

Foram testadas e implementadas várias formulações para definir o movimento arbitrário de nós
internos realizado durante um passo de realocação de malha.
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1. Método da inversa da distância, IDA (do acrônimo em inglês inverse distance algorithm),

2. Métodos de média ponderada:

a) por inversa do volume inicial (MPIV0),

b) por inversa do volume inicial com influência da variação do volume (MPIV1),

3. Otimização da ortogonalidade dos elementos (ORT).

Cabe lembrar que existem superfícies planas externas do domínio computacional que são
contornos do artificiais, de simetria ou de EPD, cujos nós são na verdade nós internos. Os
nós pertencentes a estes plano, PNI (planos com nós internos), são realocados seguindo-se os
métodos de realocação de nós internos.

Segue abaixo uma descrição detalhada de cada um dos métodos aqui utilizados para a realocação
dos nós internos do domínio computacional e as considerações a serem levadas em conta para os
nós que pertencem aos planos PNI.

4.1.2.1 Método da inversa da distância - IDA

Este método foi desenvolvido e apresentado por Shepard (1968) para a interpolação de funções
irregulares, sendo implementado por Teixeira (2001), Braun (2002) e Braun (2007) na adaptação
de nós em problemas de iteração fluido-estrutura.

No contexto da mecânica dos sólidos, a formulação é empregada considerando que o desloca-
mento de malha para os nós internos é obtido fazendo-se a média dos deslocamentos dos nós das
superfícies externas (deslocamentos devido à realocação dos nós) ponderadas pela inversa da
distância entre os nós, elevada a um expoente n previamente determinado:

∆uik =

nsc∑
j=1

aij∆u
j
k

nsc∑
j=1

aij

, (i = 1, ..., nint; k = 1, 2, 3), (4.36)

onde nsc é o número de nós sobre a superfície de contorno (SNC), nint é o número de nós no
interior do domínio do sólido e aij o peso de influência que exerce o nó de contorno j sobre a
realocação do nó itenrno i, dado pela seguinte expressão:

aij = (dij)
−n, (4.37)

onde dij é a distância entre os nós i e j, e n um valor arbitrário positivo maior ou igual a 1 que
controla determina o peso que deseja-se dar à inversa da distância. Quanto maior for o valor de
n maior a influência dos nós com mais próximos ao nó que está sendo realocado. Na Figura 4.11
observam-se os elementos influentes para a realocação de um nó interno i.
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Figura 4.11 – Esquema do movimento de um nó interno por IDA.

Observação para os nós nos planos PNI, na equação 4.37, nsc passa a ser o número de nós das
superfícies de contorno (SNC) que estão contidas no plano PNI considerado. Assim os nós são
forçados a permanecer neste plano.

4.1.2.2 Métodos da média ponderada - MPIV0 e MPIV1

A coordenada do nó a realocar é obtida através da média ponderada das coordenadas do centro
dos elementos que têm este nó em comum. Como o elemento empregado neste trabalho é um
hexaedro com um ponto de integração, o ponto de integração (ponto de Gauss) coincide com o
centro do elemento, que é calculado por:

xPGk =
1

8

8∑
a=1

xa,k (k = 1, 2, 3), (4.38)

onde a representa os nós do elemento.

As novas coordenadas dos nós internos podem ser obtidas por:

xi,k =

necn∑
j=1

pjx
PG
j,k

necn∑
j=1

pj,k

(i = 1, ..., nint; k = 1, 2, 3), (4.39)

onde xi,k representa a coordenada k do nó interno i, xPGj,k é a coordenada k do ponto de Gauss
do elemento j, necn é o número de elementos comuns ao nó que está sendo realocado, nint
é o número de nós no interior do domínio do sólido e pj é o fator de ponderação. De acordo
com o tipo de média ponderada utilizado, o fator de ponderação pode ser calculado usando-se as
seguintes alternativas:
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• MPIV0: O fator de ponderação é a inversa do volume inicial (V ini):

pj =
1

V ini
j

. (4.40)

A ponderação por inversa do volume inicial tenta manter a relação dos volumes igual à
relação inicial.

• MPIV1: Ao fator de ponderação MPIV0 é acrescentada a relação entre o volume inicial e
o volume atual (V atu):

pj =
V atu
j

V ini
j

1

V ini
j

. (4.41)

Portanto, com a relação de volumes acrescenta-se um maior peso na ponderação aos
elementos que sofreram menor variação de volume.

É importante destacar que a realocação dos nós é feita de maneira local. Além disso, a realocação
de um nó afeta o volume de vários elementos e, consequentemente, interfere na realocação
dos nós vizinhos. Para melhorar a aplicação deste método, o processo é repetido três vezes de
maneira sequencial com o objetivo de obter-se uma distribuição suavizada de elementos.

Observação, para os nós nos planos PNI, o número de elementos que contém o nó que está sendo
realocado (necn) é igual a 4 e, quando realocado, este nó é forçado a permanecer no plano.

4.1.2.3 Otimização da ortogonalidade dos elementos - ORT

Este método pode ser visto como uma simplificação do método de otimização apresentado por
Carcaillet et al. (1986), onde um algoritmo de otimização global de vários critérios (ortogonali-
dade, relação de volume e forma do elemento) foi desenvolvido. O presente algoritmo toma para
o procedimento de otimização apenas a parcela devida à ortogonalidade, fazendo isto de maneira
local (nó por nó).

Considera-se o problema local ilustrado na Figura 4.1.2.3 para otimização de malha por ortogoni-
zação, a qual está representada por 8 elementos vizinhos no caso tridimensional (ou 4 elementos
no caso bidimensional). Tomando-se primeiramente o caso bidimensional, para uma melhor
visualização, utiliza-se uma célula tipo que é definida por todos os elementos que concorrem
ao nó a realocar. Para uma célula tipo plana o centro é Pij = (xij, yij) e para uma célula tipo

tridimensional Pijk = (xijk, yijk, zijk).
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Figura 4.12 – Célula tipo definida para: (a) Caso bidimensional; (b) Caso tridimensional.

Calculam-se os vetores de cada uma das arestas que concorrem no nó central da célula tipo. No
caso tridimensional são 6 vetores e 4 para o caso bidimensional, ou seja:

ri,j+1 = (xi,j+1 − xi, j)̂i+ (yi,j+1 − yi, j)ĵ, (4.42a)

ri+1,j = (xi+1,j − xi, j)̂i+ (yi+1,j − yi, j)ĵ, (4.42b)

ri,j−1 = (xi,j−1 − xi, j)̂i+ (yi,j−1 − yi, j)ĵ, (4.42c)

ri−1,j = (xi−1,j − xi, j)̂i+ (yi−1,j − yi, j)ĵ, (4.42d)

onde î e ĵ são os vetores direcionais unitários das direções x e y, respectivamente.

A magnitude que possui uma medida da ortogonalidade local da célula tipo é determinada
pelo quadrado do produto escalar dos vetores que estão associados ao nó central. No caso
bidimensional são 4 produtos escalares, isto é:

ORTi,j = (ri,j+1 · ri+1,j)
2 + (ri+1,j · ri,j−1)2 + (ri,j−1 · ri−1,j)

2 + (ri−1,j · ri−1,j)
2, (4.43)

para a célula tipo tridimensional são 12 produtos escalares, ou seja:

ORTi,j,k = (ri,j+1,k · ri+1,j,k)
2 + (ri+1,j,k · ri,j−1,k)

2 +

+ (ri,j−1,k · ri−1,j,k)
2 + (ri−1,j,k · ri−1,j,k)

2 +

+ (ri,j+1,k+1 · ri+1,j,k+1)2 + (ri+1,j,k+1 · ri,j−1,k+1)2 +

+ (ri,j−1,k+1 · ri−1,j,k+1)2 + (ri−1,j,k+1 · ri−1,j,k+1)2 +

+ (ri,j+1,k−1 · ri+1,j,k−1)2 + (ri+1,j,k−1 · ri,j−1,k−1)2 +

+ (ri,j−1,k−1 · ri−1,j,k−1)2 + (ri−1,j,k−1 · ri−1,j,k−1)2.

(4.44)

Derivando a função ORT em relação a xp (incógnita desejada de maneria tal que a função ORT
seja mínima), igualando a 0 e fatorizando adequadamente obtém-se a função:

F (xp) = δxp
tAxp + δxp

tB = 0, (4.45)
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ondeA é uma matriz simétrica positiva-definida que é função das variáveis xp eB é o um vetor
também função das variáveis xp. Assim obtém-se um sistema de equações não linear de ordem
3x3 que minimiza a função ORT :

Axp +B = 0, (4.46)

onde:

A =

 a11 a12 a13

a12 a22 a13

a13 a23 a33

 , B =


b1

b2

b3

 , xp =


xp

yp

zp

 , (4.47)

com:

a11 = f{x2
p, y

2
p, z

2
p , xp, yp, zp, xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k}; a12 = {xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k};

a22 = f{x2
p, y

2
p, z

2
p , xp, yp, zp, xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k}; a23 = {xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k};

a33 = f{x2
p, y

2
p, z

2
p , xp, yp, zp, xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k}; a13 = {xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k},

(4.48)

e:

b1 = f{y2
p, z

2
p , xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k};

b2 = f{x2
p, z

2
p , xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k};

b3 = f{x2
p, y

2
p, xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k},

(4.49)

sendo xi,j,k, yi,j,k e zi,j,k as coordenadas dos nós que possuem uma aresta comum com o nó P .

Observação, para os nós nos planos PNI, os nós são tratados como centros de células tipo

bidimensionais.

4.2 PROCESSO FÍSICO - TRANSFERÊNCIA DAS VARIÁVEIS DE ES-

TADO

As variáveis de estado são todas as variáveis internas que possuem um papel no comportamento
mecânico do material: tensões, tensão de escoamento, temperatura, pressão de poros, parâmetros
de encruamento, entre outras. Em geral, existem dois conjuntos de variáveis de estado: as
correspondentes aos pontos de Gauss (calculadas e armazenadas nos pontos de Gauss, como
são as tensões) e as correspondentes aos nós dos elementos (como é a pressão de poros). Pelas
leis constitutivas consideradas no presente trabalho, as variáveis de estado a serem transferidas
desde a malha antiga para a nova malha são: tensões, tensões de escoamento e parâmetros de
encruamento, todas estas correspondem aos pontos de Gauss.

Uma vez obtida a nova malha para o corpo em equilíbrio (passo geométrico), as variáveis de
estado são transferidas desde a malha antiga para a nova malha. Na Figura 4.13 observam-se as
configurações da malha antes e depois da realocação de nós.

Análise elasto-plástica com não linearidade geométrica usando uma formulação Arbitrária Lagrangeana-Euleriana (ALE)



90

Figura 4.13 – (a) Malha deformada - malha antiga; (b)Malha realocada - nova malha; (c) Super-
posição das malhas.

Foram comparados inicialmente três métodos de transferência de variáveis para decidir qual
delas fornece melhores resultados, tendo-se em conta a utilização de um elemento tridimensional
com um ponto de integração. Os métodos empregados foram os seguintes:

1. Interpolação por funções de forma (IFF),

2. Interpolação por função radial (RBPIF - do acrônimo em inglês Radial Basis Point

Interpolation Functions),

3. Método da inversa da distância (IDA - idem Seção 4.1.2.1).

4.2.1 Interpolação por funções de forma - IFF

O passo Euleriano é aplicado frequentemente, com o objetivo de evitar-se grandes distorções
dos elementos, não deixando que a malha nova resulte uma configuração muito afastada da
malha antiga. Considerando que o elemento adotado apresenta apenas um ponto de integração,
assume-se que o ponto de Gauss da nova malha se encontra dentro do elemento correspondente
na malha antiga.

Na Seção 2.7 foram obtidas as tensões nodais dos elementos, assim também podem-ser ex-
trapoladas as demais variáveis de estado correspondentes as pontos de Gauss. Na Figura 4.14
observa-se o processo para a interpolação das variáveis de estado.

Com as coordenadas globais do ponto de Gauss do elemento na nova malha ’nme’ e as coordena-
das globais dos nós do elemento na malha antiga ’mae’, por mapeamento inverso (ver Anexo A),
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obtém-se as coordenadas paramétricas do novo ponto de Gauss (nPG) no elemento da malha

antiga ξnPGma .

Figura 4.14 – Processo da interpolação por IFF (a) Extrapolação das variáveis de estado desde
os PG aos nós da malha antiga; (b)nova malha; (c) Interpolação desde os nós da
malha antiga para os pontos de Gauss da nova malha.

Com os valores das variáveis de estado nos nós do elemento ’e’ na malha antiga ’Ψma
a ’ e

as coordenadas paramétricas ξnPGma , utilizando as funções de forma (funções de interpolação),
obtém-se os valores das variáveis de estado por interpolação:

Ψ =
8∑

a=1

Na(ξ
nPG
ma )Ψma

a , (4.50)

onde Ψ representa uma variável de estado no ponto de Gauss na nova malha e Na são as funções
de forma ou funções de interpolação do elemento (ver equação 2.15).

Aqui foi suposto que o novo ponto de Gauss, logo após a realocação de nós, se encontra dentro
do elemento correspondente para a malha antiga. No algoritmo se verifica que após a operação
de mapeamento inverso, os valores ξnPGma estão todos dentro dos limites [−1,+1]. Esta suposição
é válida uma vez que sejam utilizados elementos com um ponto de integração.

4.2.2 Interpolação por função radial - RBPIF

Conhecendo-se os valores de uma função qualquer ’Ψ’ (variáveis de estado), distribuídas em
n pontos r(j) = {x(j), y(j), z(j)}t, j = 1, 2, . . . , n (pontos de Gauss da malha antiga), o método
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RBPIF estima os valores em novos pontos s = {xs, ys, zs}t utilizando a função polinomial b e a
função radial de base b:

Ψ(s) = p(s) · a(s) + b(s) · c(s), (4.51)

onde a e b são vetor de coeficientes de m e n componentes, respectivamente. O vetor p são as
funções de interpolação dadas, neste caso, por:

p(s) = {1, xs, ys, zs, xsys, xszs, yszs, xsyszs}, com m = 8. (4.52)

Para garantir a unicidade da interpolação, deve ser satisfeita a seguinte equação:

p(s) · c(s) = 0. (4.53)

Os coeficientes dos vetores a e c da equação 4.51 são determinados forçando a função a passar
pelos n pontos onde o valor da função Ψ é conhecida, ou seja:

[
B P

P t 0

]
·

{
c

a

}
=

{
Ψ

0

}
⇔ G ·

{
c

a

}
=

{
Ψ

0

}
, (4.54)

onde Ψ = {Ψ(1), . . . ,Ψ(n)}t é o vetor das funções conhecidas Ψ(l) nos n pontos, eB e P são
definidas como:

B =


b1(r)(1) b2(r)(1) · · · bn(r)(1)

b1(r)(2) b2(r)(2) · · · bn(r)(2)

...
... . . . ...

b1(r)(n) b2(r)(n) · · · bn(r)(n)

 ,P = [p(r(1)) . . .p(r(n))], (4.55)

com:

bi(r
(j)) = (d2

i +R2)0.5, (4.56)

onde di é a distância euclidiana entre os pontos r(i) e r(j), R é um parâmetro igual à mínima
distância entre os pares de vetores: (s, r(1)) · · · (s, r(n)).

Uma vez determinados os coeficientes dos vetores a e c e considerando a função radial da
equação , a interpolação para o ponto s é calculada através de:

Ψ(s) = {bt(s),pt(s)} ·G−1(s, r(j)) ·

{
Ψ(r)

0

}
. (4.57)

A interpolação é feita em nível local tomando-se os pontos de Gauss (na malha antiga) dos
elementos que possuem pelo menos um nó em comum com o elemento (na nova malha) cujas
variáveis de estado se deseja-se calcular, como se mostra na Figura 4.2.2.
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Figura 4.15 – Elementos influentes na interpolação: (a) Caso Tridimensional; (b) Caso estado
plano de deformações (bidimensional).

4.2.3 Método da inversa da distância - IDA

A transferência das variáveis de estado segue a mesma interpolação descrita na Seção 4.1.2.1,
para estabelecer o movimento arbitrário de nós internos. Continuando com a nomenclatura da
seção anterior, reescrevendo a equação 2.59 para as variáveis de estado, obtém-se:

Ψ(s) =

nec∑
i=1

wiΨi

nec∑
j=1

wj

, (4.58)

onde Ψ(s) é a variável de estado no novo ponto de Gauss s, nec é o número de elementos em
contato com o elemento cujas variáveis estão sendo interpoladas e wi é um coeficiente definida
por:

wi = (di)
−c, (4.59)

sendo di a distância entre os pontos s e r, e c é um parâmetro que controla a influência ou o
peso que se deseja dar à inversa da distância. Neste trabalho foi adotado o valor sugerido por
Vavourakis et al. (2013a) de 3.5.
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4.2.4 Veri�cação da admissibilidade das tensões e equilíbrio

Segundo Nazem et al. (2006), não se tem garantia de que a transferência de variáveis de estado
seja objetiva, assim também, tanto o equilíbrio global como as condições de consistências locais
podem estar sendo violadas. Os autores reconhecem que não é um problema simples e não se tem
muita informação nas literaturas. Portanto, o equilíbrio global e as consistências locais devem
ser conferidas novamente.

Se após a transferência das variáveis de estado não se verifica a condição de consistência nos
novos pontos de integração, elas devem ser corregidas. As correções das tensões são feitas de
forma similar ao último passo da rotina para integração das tensões (ver Equação 3.93)

Para trazer o sistema de novo ao equilíbrio podem ser necessárias iterações adicionais com o
processo de Newton-Raphson, Nazem et al. (2006) mencionam que conseguem bons resultados
de tolerância para as forças desbalanceadas com 2 − 5 iterações, isto para elementos triangu-
lares quadráticos com integração completa. Para o elemento empregado neste trabalho forma
necessários maior número de iterações.

Hermann Rigoberto Segovia Lohse (lohsehermann@yahoo.com) - Dissertação - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:lohsehermann@yahoo.com


95

5 APLICAÇÕES

5.1 VERIFICAÇÃO DO MOVIMENTO DE NÓS NOS CONTORNOS

Nesta seção são apresentados exemplos do movimento de nós no contorno. A discretização das
curvas e superfícies apresentadas é feita com poucos nós para interpretar melhor o movimento
destes nós. Para todas as Figuras mantem-se o mesmo significado de cores; malha preta corres-
ponde à configuração original (sem deformação), malha vermelha correspondem à configuração
deformada (deformação fictícia) e malha azul corresponde à malha da configuração deformada
após a realocação dos nós.

5.1.1 Movimento de nós sobre uma curva

Na Seção 4.1.1 foi descrito o movimento de malha sobre uma curva com CRMNC localizado
num dos extremos da curva (apresentado por Vavourakis et al. (2013a)) e a generalização para os
casos onde o CRMNC não se encontra sobre a mesma.

Figura 5.1 – Realocação de nós numa curva: (a) Configuração inicial ; (b) configuração de-
formada; (c) configuração deformada com realocação dos nós; (d) configuração
deformada, vista dos movimentos de nós.

Na Figura 5.1 apresenta-se o movimento de nós sobre uma curva. Em linha preta a configuração
inicial (linha reta) com uma distribuição não uniforme concentrando os nós no meio da curva,
em linha vermelha uma deformação suposta (parábola) onde a distribuição de nós (também
suposta) perdeu a distribuição relativa dos nós e em linha azul a configuração deformada com
nos realocados. Nota-se que após a realocação, os nós tendem a tomar a distribuição relativa da
malha original, sem realocação do nó considerado como CRMNC e sem perder a forma da curva.
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Para a escolha do grau da função de base utilizada para a interpolação da superfície por B-Spline,
supôs-se uma linha reta como configuração inicial e uma deformada suposta como se mostra na
Figura 5.2. Observa-se a configuração inicial (malha preta), a configuração deformada (malha
vermelha), a curva resultante da interpolação por B-Spline dos nós da curva para função de base
de grau p = 1, 2, 4 (curva laranja) e a configuração deformada com os nós realocados (malha
azul). Nota-se que é o B-Spline com grau de função base igual a 1 a opção que aproxima melhor
a curva deformada, isto devido a que para funções de graus maiores as superfícies (ou curvas no
caso do exemplo) resultantes devem verificar continuidade para suas derivadas até o grau (p− 1)
resultando uma curva mais suave, mas que perde a forma do contorno da malha deformada.
Assim, o grau da função de base adotada para o trabalho é de p = 1 para a interpolação dos nós
de contorno por superfícies B-Spline.

Figura 5.2 – Estudo do grau das funções de base p: (a) p = 1; (b) p = 2; (c) p = 4.

5.1.2 Movimento de nós sobre superfícies

Passando agora para o movimento de malha dos nós em superfícies, na Figura 5.3 apresenta-se
uma placa como configuração não deformada (malha preta) com o CRMNC indicado num
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canto da placa, uma superfície deformada suposta (malha vermelha) a modo de ilustrar o efeito
de realocação dos nós sobre a superfície (malha azul), e vistas da superfície deformada com
as malhas superpostas (com e sem realocação) a modo de notar que não se perde a forma da
superfície com a realocação dos nós e a tendência de levar a malha a uma distribuição de nós
similar (não idêntica) à distribuição inicial.

Figura 5.3 – Realocação de nós numa superfície: (a) configuração inicial da malha (placa);
(b) configuração deformada (superfície suposta); (c) configuração deformada com
realocação dos nós; (d) superposição das configurações deformadas, com e sem
realocação de nós.

De forma similar apresenta-se na Figura 5.4 a seção de uma casca cilíndrica com CRMNC no
centro da superfície, uma deformação suposta e a realocação dos nós sobre a superfície. Também
aqui preserva-se a forma da superfície após a realocação dos nós e observa-se que o algoritmo
tende a manter a distribuição de nós relativa similar à distribuição inicial da superfície.

Observa-se que também que o nó correspondente ao CRMNC não sofre realocação, não se perde
o contorno da superfície deformada validando assim o algoritmo para utiliza-lo como realocação
de nós de superfície sem que esta realocação modifique o volume total do sólido em estudo.
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Figura 5.4 – Realocação de nós numa superfície: (a) configuração inicial; (b) configuração
deformada; (c) configuração deformada com realocação dos nós; (d) superposição
das configurações deformadas, com e sem realocação de nós.

5.2 VALIDAÇÃO DA INTERPOLAÇÃO

Na Seção 4.2 foram descritos três métodos para interpolação das variáveis de estado. O método
da interpolação por funções de forma (IFF) é por definição a forma de interpolação de variáveis
para qualquer ponto interno do elemento a partir dos valores nodais. Os métodos de interpolação
por função radial (RBPIF) e inversa da distância (IDA) foram testados e implementados por
Vavourakis et al. (2013a) para transferência de variáveis de estado em formulação ALE, apresen-
tando bons resultados para elementos planos em materiais elasto-plásticos com regra de fluxo
associada.

Para testar os métodos de interpolação e decidir qual deles utilizar, modelou-se um prisma
retangular reto com duas malhas idênticas quanto ao número de elementos, número de nós,
conetividades dos elementos e tipologia dos mesmos, sendo diferente apenas na distribuição,
como pode-se observar na Figura 5.5.

O prisma tem dimensões 5mx5mx10m e está dividido em 54 elementos (3 : 3 : 6), engastado
na face inferior e com carga q = {7.2,−14.4, 7.2}tN/m2 uniformemente distribuída na face
superior. Adotou-se material de von Mises com módulo de elasticidade E = 1000N/m2,
coeficiente de Poisson µ = 0.49, tensão de escoamento equivalente σy = 50N/m2 e módulo de
elasticidade tangencial ET = 50N/m2. Na Figura 5.6 observam-se as configurações das duas
malhas superpostas assim como a curva fator de carga x deslocamento para o ponto indicado P .
A resposta obtida para ambas malhas, é praticamente idêntica.

Hermann Rigoberto Segovia Lohse (lohsehermann@yahoo.com) - Dissertação - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:lohsehermann@yahoo.com


99

Figura 5.5 – Malhas do prisma: (a) malha 1; (b) malha 2.

Tem-se as variáveis de estado (tensões, tensão de escoamento e parâmetro de encruamento)
calculadas nos pontos de Gauss da malhas 1 (Ψ1) e 2 (Ψ2). O teste consiste em interpolar as
variáveis de estado desde uma das malhas para a outra malha e comparar os valores interpolados
com os valores calculados. Assim, Ψ1 representam as variáveis de estado interpoladas nos pontos
de Gauss da malha 1 partindo dos pontos de Gauss da malha 2 e Ψ2 representam as variáveis de
estado interpoladas nos pontos de Gauss da malha 2 partindo dos pontos de Gauss da malha 1.

Figura 5.6 – Prisma deformado: (a) malhas deformadas superpostas. Malha 1: linhas azuis, malha
2: linhas pretas; (b) fator de carga x deslocamentos para o ponto ’P ’ indicado.

Adotando-se a malha 2 como malha de referência e a malha 1 como malha final após a realocação
dos nós, para a configuração do corpo mostrado na figura 5.6, um método ideal de interpolação
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forneceria valores Ψ1 que verifiquem Ψ1 = Ψ1 porque é sabido que Ψ1 são os valores que
equilibram o corpo para a configuração com a malha 1. Considera-se então como método mais
apropriado aquele que, por interpolação, tenha a menor diferença relativa com o valor calculado,
definido como:

∆Ψ1 =
|Ψ1 −Ψ1|

Ψ1

, ∆Ψ2 =
|Ψ2 −Ψ2|

Ψ2

, (5.1)

Apresenta-se na Tabela 4 as máximas e mínimas diferenças relativas obtidas ∆Ψ, fazendo a
interpolação tanto desde a malha 1 para a malha 2 como desde a malha 2 para a malha 1. Como
o método IDA tem um expoente a ser definido previamente, foram testados 4 valores distintos
do expoente de modo a verificar a influência nos resultados (número em parêntesis na Tabela 4,
Vavourakis et al. (2013a) oberam bons resultados de interpolação com expoente 3.5.

Tabela 4 – Diferenças relativas das variáveis de estado interpoladas em relação a variáveis de
estado calculadas.

RBPIF IDA (2) IDA (2.5) IDA (3.5) IDA (4)
min∆Ψ 1.0−5 1.0−3 1.0−3 1.0−3 1.0−3

máx∆Ψ 5 15 30 40 60

Na Tabela 4 nota-se que o método de interpolação que deu valores com menos erros foi o RBPIF,
para expoente maiores o erro com o método IDA aumenta e o método IFF deu valores muito
variáveis e nada prometedores para a interpolação das variáveis de estado, então, na seção 5.2.1
fez-se um estudo particular para o caso da interpolação por IFF.

Vavourakis et al. (2013b) obtiveram melhores resultados com o método IDA em comparação
ao método RBPIF para interpolação das variáveis de estado. No presente trabalho adotou-se
RBPIF uma vez que o elemento hexaédrico com um ponto de integração apresentou melhor
comportamento neste caso.

5.2.1 Estudo especial para o método de interpolação IFF

Para verificar o método IFF estudou-se um cubo de lados 3mx3mx3m com 3 elementos não
uniformes por lado (3 : 3 : 3), conforme ilustrado na Figura 5.7.

Com uma função contínua f(x, y, z) foram calculados valores nos 27 pontos de Gauss. Por
extrapolação (Equação 2.59) foram obtidos os valores da função nos nós do elemento central do
cubo (Figura 5.7) e por interpolação, com as funções de forma do elemento, calculou-se o valor
interpolado para o ponto de Gauss original. Para funções lineares obteve-se erro na ordem de
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10%, aumentando o erro para funções de ordens maiores.

Figura 5.7 – Cubo 3 : 3 : 3 para teste IFF.

5.3 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO

Os exemplos de aplicação foram realizados utilizando o elemento hexaédrico com um ponto
de integração com controle de modos espúrios visto no Capítulo 2, as abordagens não lineares
vistas no Capítulo 3 e a formulação ALE desenvolvida no Capítulo 4.

A formulação Lagrangeana à qual faz-se referência nos exemplos é a formulação Lagrangeana
atualizada (UL) corrotacional, vista na seção 3.1.

5.3.1 Placa quadrada com carga concentrada

Para validação do conjunto de algoritmos que fazem parte da formulação ALE do presente
trabalho, modelou-se uma placa quadrada de dimensões L = 40m e espessura e = 0.40m

utilizada por Duarte-Filho (2002) e Schmidt (2006) para validação da formulação do elemento
empregado. O material considerado segue o modelo de von Mises com endurecimento isotrópico
linear. Os lados da placa são simplesmente apoiados e, devido à simetria, apenas um quarto
da placa é modelada. A malha, formada por 600 elementos dispostos em forma 20 : 20 : 6 (6
elementos na espessura) uniformemente distribuídos, assim como os dados físicos e geométricos
utilizados podem ser observados na Figura 5.8.

A solução deste exemplo com formulação Lagrangeana, embora apresente grandes desloca-
mentos, não apresenta distorções de malha fazendo desnecessário o uso da formulação ALE. A
implementação do modelo ALE, neste exemplo, teve três alvos específicos: (a) Verificar o algo-
ritmo de movimento de malha de superfície para deformações reais, (b) verificar o movimento
de malha dos nós internos, e (c) comparar a resposta da aplicação da formulação ALE em um
problema cuja solução é conhecida e válida para o elemento empregado.
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Figura 5.8 – Placa quadrada sujeita a carga concentrada, modelo de 1/4 da placa.

Os resultados obtidos, apresentados na Figura 5.9 estão expressos em forma de carga aplicada por
deslocamento vertical do centro da placa. Percebe-se uma boa concordância entre as formulações
Lagrangeana e ALE.

Figura 5.9 – Resultados: Carga concentrada x deslocamento vertical no centro da placa.

Na Figura 5.10a-b observam-se varias vistas da configuração deformada para o deslocamento
do centro da placa δ ≈ −2.5m com superposição das malhas para as soluções com formulação
Lagrangeana (malha preta) e com formulação ALE (malha azul). Na Figura 5.10c apresentam-se
as vistas superior das malhas com formulação Lagrangeana e ALE onde nota-se o efeito do
movimento dos nós sobre as superfícies e na Figura 5.10d uma vista mais próxima ao CRMNC
onde se mostram a superposição das malhas e, eliminando alguns elementos das camadas
superiores, pode-se ver e comparar a configuração final dos nós internos entre as formulações
Lagrangeana e ALE.
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O exemplo da placa apresentado possui grandes deformações com alta não linearidade geométrica,
mas sem grandes deformações plásticas que de certa forma são as responsáveis pelas distorções
de malha (segundo (NAZEM et al., 2008), problemas com materiais elásticos isótropos não
apresentam grandes distorções de malhas).

Figura 5.10 – Vistas das malhas para uma configuração deformada, com formulação Lagrangeana
(malhas pretas) e formulação ALE (malhas azuis).

5.3.2 Fundação rígida sobre solo não drenado

O exemplo consiste em uma fundação superficial rígida de largura B e comprimento infinito
sobre solo saturado não drenado, considerado-se o solo como um material elasto-plástico perfeito
(EPP) representado pelo modelo de Tresca com regra de fluxo associada. São vários os trabalhos
com formulação ALE para o estudo deste tipo de problema, na Figura 5.11 apresentam-se os
modelos estudados por alguns autores, todos estes com formulação ALE e elementos planos.
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Figura 5.11 – Modelos de fundação rígida em solo não drenado: (a) Modelo de Nazem et al.
(2006) e Nazem et al. (2009), elementos triangulares de 6 nós; (b) Modelo de
Vavourakis et al. (2013a), elementos triangulares de 6 e elementos quadriláteros de
8 nós; (c) Modelo de Vavourakis et al. (2013b), elementos triangulares de 6 nós.

O problema é modelado em estado plano de deformações (EPD) e apenas o lado direito da
fundação é representado pelas condições de simetria. Para representar o EPD com o elemento
hexaédrico, é considerado um elemento na profundeza do modelo restringindo os deslocamentos
nodais fora do plano. Na Figura 5.12 apresenta-se a geometria utilizada (idêntica aos modelos
de Nazem et al. (2006) e Nazem et al. (2009)), o solo modelado por 30 : 25 : 1 elementos no
comprimento, altura e profundeza respetivamente. A largura total da fundação B = 1m com
profundeza de todo o modelo igual a 0.1m.

Figura 5.12 – Esquema da malha: (a) Geometria, distribuição e condições de contorno da malha,
B = 1m; (b) Malha utilizada.

Hermann Rigoberto Segovia Lohse (lohsehermann@yahoo.com) - Dissertação - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:lohsehermann@yahoo.com


105

Para reproduzir uma fundação empregam-se 5 : 2 : 1 elementos no comprimento, altura e profun-
deza respetivamente. Valores de módulo de elasticidade e de tensão de escoamento elevados nos
elementos correspondentes em comparação com os valores para o solo proporcionam à fundação
a rigidez. Na tabela 5 indicam-se os dados iniciais considerados para os modelos, tanto para o
solo como para a fundação.

A solução analítica para o mecanismo do presente problema, considerando-se uma abordagem
em pequenas deformações, foi obtida por Prandtl (1921, apud Vavourakis et al., 2013b), sendo
dada por (π + 2)cB ≈ 5.14cB, em que c é a coesão do solo e B é a largura da fundação.
Para grandes deformações, devido à penetração progressiva da fundação no solo, o material é
deslocado ampliando progressivamente o mecanismo de falha e, com isto, a capacidade de carga.
Este novo mecanismo é similar (mas não idêntico) ao mecanismo para fundações profundas
desenvolvido por Meyerhof (1951, apud Vavourakis et al., 2013b), cujo valor teórico de falha é
(2π + 2)cB ≈ 8.28cB.

Tabela 5 – Fundação rígida em solo não drenado - Dados iniciais.

Tipo de
material

Módulo de
elasticidade

Módulo de
Poisson

Módulo de
elasticidade
tangencial

Tensão de
escoamento
equivalente

Coesão

E (N/m2) µ ET (N/m2) σy (N/m2) c (N/m2)
Tresca 100.000 0.49 0.0 2.000 1.000
(Solo) (EPP) (2τmax = 2c) (E/c = 100)

von Mises 1.00E+9 0.49 1.00E+8 1.00E+8
(Fundação) (Rigida) (Rigida) (Rigida)

O processo de solução é feito por incrementos de carga, onde o incremento inicial é de ∆λc =

0.001c. Foi implementado um controle simples de incrementos para evitar incrementos de
carga excessivos que possam produzir perda de convergência no processo de Newton-Raphson
modificado, que consiste em: ’Se em um passo de carga supera-se as 150 iterações, a partir do
seguinte passo de carga, o incremento de carga passa a ser a metade do incremento anterior’. O
controle é feito até o máximo de 4 vezes. Após isto, o incremento de carga permanece invariável
independentemente do número de iterações necessárias.

Na formulação ALE, o passo Euleriano foi executado a cada 25 passos de carga. Em cada passo
Euleriano foram efetuadas as seguintes operações:

• Processo Geométrico:

– Realocação dos nós da superfície natural de contorno (ver Figura 5.12a) por B-Splines

(Seção 4.1.1),
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– A realocação dos nós internos é feita por uma combinação de dois esquemas apre-
sentados:

∗ Realocação MPIV1 (Seção 4.1.2.2), por ser um sistema de realocação localizada,
foi percorrida 3 vezes a totalidade dos nós internos,

∗ Suavização por ORT (Seção 4.1.2.3), por ser também um sistema localizado, foi
percorrida 2 vezes a totalidade dos nós.

• Processo Físico:

– Interpolação das variáveis de estado por RBPIF (Seção 4.2.2),

– Verificação da admissibilidade das tensões e iterações para retorno ao equilíbrio sem
incremento de carga (Seção 4.2.4).

Para comparar o efeito da formulação ALE com a formulação Lagrangeana, quanto a integridade
da malha, fez-se uma análise Lagrangeana com o elemento empregado. O processo iterativo
incremental foi feito pelo método geral de controle de deslocamentos (MGCD) proposto por
Yang e Shich (1990, apud Duarte-Filho, 2002), uma vez que com o método de Newton-Raphson
Modificado se tinha perda da convergência. Na Figura 5.13 apresenta-se uma comparação das
malhas entre a formulação Lagrangeana e ALE para alguns níveis de deslocamento.

Figura 5.13 – Comparação entre formulação Lagrangeana (1) e formulação ALE (2) para níveis
de deslocamento (δ) quanto a integridade da malha: (a) δ/B = 0.17; (b) δ/B =
0.26; (c) δ/B = 0.41; (d) δ/B = 0.45.

Nota-se claramente o efeito de acomodamento da malha à deformação do solo. As distorções da
malha na formulação Lagrangeana são corrigidas com o movimento de malha, melhorando a
discretização da superfície do solo e a distribuição dos nós internos. Para o nível de deslocamento
δ/B = 0.45, o espaço correspondente a 1 elemento na formulação Lagrangeana é coberto por
quase 4 elementos.
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Figura 5.14 – Comparação da distribuição de tensões entre a formulação Lagrangeana e formu-
lação ALE para o deslocamento vertical δ/B = 0.26

Nas Figuras 5.14 e 5.15 são apresentadas comparações entre as distribuições de tensões para
o exemplo estudado, com formulação Lagrangeana e com formulação ALE, quando para os
deslocamentos verticais da fundação iguais a δ/B = 0.26 e δ/B = 0.45 respectivamente.

Na Figura 5.16 observa-se o resultado obtido no presente trabalho em relação ao deslocamento
vertical do centro da fundação em função da carga aplicada normalizada assim como os resultados
obtidos por outros autores, tanto para formulações ALE como para formulações Lagrangeanas.
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Figura 5.15 – Comparação da distribuição de tensões entre a formulação Lagrangeana e formu-
lação ALE para o deslocamento vertical δ/B = 0.45

A curva obtida acompanha bem aquelas obtidas por outros autores até um nível de deslocamento
δ ≈ 0.45 correspondente a uma carga de 7.7cB. Observa-se na Figura 5.13d-2 que a malha
tem uma boa distribuição, embora os elementos com nó no vértice da fundação tendem a
adotar uma forma triangular. Foram testados os métodos de movimento de malha para os nós
internos apresentados na Seção 4.1.2, e combinações deles, sem conseguir evitar que os elementos
percam a forma quadrilátera das faces. Cabe observar que todas as malhas da figura 5.11 possuem
triângulos no vértice da fundação, que por sua versatilidade, conseguem ultrapassar os limites
que o quadrilátero (ou hexaedro) apresenta.

Hermann Rigoberto Segovia Lohse (lohsehermann@yahoo.com) - Dissertação - Porto Alegre - PPGEC/UFRGS (2015)

mailto:lohsehermann@yahoo.com


109

Figura 5.16 – Curvas normalizadas de carga-deslocamento para penetração de fundação rígida
em solo com modelo Tresca (Fonte Nazem et al. (2006) para dados de outros
autores).

Para concluir, apresentam-se as malhas dos últimos passos do processo incremental na Figura
5.17, onde se observa a degeneração dos elementos no vértice da fundação, perdendo-se o sentido
físico da solução a partir do valor de carga 7.75cB, sendo o valor analítico da falha ≈ 8.28cB.

Figura 5.17 – Últimos passos do processo incremental.
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6 CONCLUSÕES

No presente trabalho foi formulada uma descrição Arbitrária Lagrangeana Euleriana (ALE)
desacoplada focada no elemento hexaédrico de 8 nós. O elemento implementado foi um hexaedro
trilinear com integração reduzida a um ponto de integração, controle dos modos espúrios e foram
consideradas as não linearidades física e geométrica.

A não linearidade geométrica foi abordada utilizando-se o sistema corrotacional de forma a
trabalhar em um sistema onde as deformações de Cauchy são objetivas em grandes deformações.
Empregou-se a taxa de tensão de Truesdell para manter a objetividade também nas taxas de
tensões.

Para trabalhar com a não linearidade física, devida ao fenômeno da plasticidade, foi imple-
mentado o esquema de integração de tensões de Owen e Hinton (1980). As superfícies de
plastificação utilizadas correspondem aos critérios de Tresca e von Mises.

A formulação ALE desacoplada na mecânica dos sólidos é uma opção eficiente para evitar
grandes distorções de malha, porém, a malha tem que cumprir certas caraterísticas de forma tal a
poder acompanhar as deformações caraterísticas do problema em estudo.

Ampliou-se a realocação de nós sobre uma linha para nós sobre uma superfície utilizando
superfícies B-Splines com resultados favoráveis e possitivos para aplicações com elementos
tridimensionais de forma tal a manter a distribuição dos nós similar à distribuição inicial. Foram
testados vários métodos de realocação de nós internos e adotada a média ponderada da inversa
do volume com influência da deformação do elemento (MPIV1) com posterior suavização por
ortogonalização local dos nós (ORT). Seria interessante ampliar o esquema de ortogonalização
local (nó a nó) para um esquema global de ortogonalização.

Foram testados os métodos de interpolação das variáveis de estado, interpolação por funções
de forma (IFF), interpolação por função radial (RBPIF) e interpolação por inversa da distância
(IDA), usadas com êxito na literatura para interpolação de variáveis de estado em formulações
ALE desacopladas. Para as caraterísticas do hexaedro com um ponto de integração apenas o
método RBPIF forneceu resultados satisfatórios e confiáveis. A extrapolação direta das variáveis
de estado por mínimos quadrados desde os pontos de Gauss aos nós e posterior suavização é
insuficiente para obter as variáveis nos nós do elemento hexaédrico quando se trabalha com um
ponto de integração.

A interpolação das variáveis de estado para a nova malha não garante a satisfação do equilíbrio
global nem a condição de consistência local, sendo necessárias iterações adicionais do processo
de Newton-Raphson para atingir novamente o equilíbrio.

A formulação do movimento de malha e transferência de variáveis de estado desenvolvido
neste trabalho apresentaram resultados satisfatórios, considerando o uso exclusivo de elementos
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hexaédricos. A malha se adapta bem à deformada sem precisar de algoritmos de remalhado,
mantendo as condições de contornos e as conectividades dos elementos inalteradas.

6.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

• Paralelização do código.

• Adaptação do código para que possa ser implementado também os processos de incremento
de deslocamentos e o método de controle de deslocamentos.

• Formulação da otimização da ortogonalidade global para implementar como movimento
dos nós internos.

• Aprimorar o estudo das interpolações de variáveis de estado em forma quantitativa assim
como a extrapolação das variáveis desde o ponto de Gauss aos nós.

• Implementar os elementos, prisma retos triangular e tetraedro para complementar o ele-
mento hexaedro.

• Implementação de análise dinâmica.

• Implementar mecanismos de contato.
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Anexos



ANEXO A – MAPEAMENTO INVERSO DO ELEMENTO

Para a interpolação das variáveis de estado pelo método IFF (Interpolação por funções de forma,
Seção 4.2.1) é necessário conhecer as coordenadas paramétricas do ponto de Gauss do elemento
realocado (cujas coordenadas globais são conhecidas) no espaço paramétrico do mesmo elemento
antes de este ser realocado.

Lembrando a equação de interpolação interna do elemento 2.14:

xi =
8∑

a=1

Naxia, (A.1)

sendo:

Na(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξaξ)(1 + ηaη)(1 + ζaζ), (A.2)

onde i denota o eixo do sistema coordenado global (x,y,z) variando de 1 a 3, a refere-se aos nós
do elemento, variando de 1 a 8. As coordenadas naturais ξ, η e ζ do nó a são denotadas por ξa,
ηa e ζa respectivamente.

Seja xp o vetor das coordenadas do ponto p cujas coordenadas paramétricas (incógnitas) são as
componentes do vetor ξp, verifica-se o seguinte sistema de equações não lineares:

R = xp −
8∑

a=1

Na(ξp)xa ≈ 0. (A.3)

Para resolver pelo método de Newton-Raphson (ver 3.1.4), desenvolve-se a funçãoR em série
de Taylor e linearizando-a:

Ri+1
x = Ri

x +
∂Ri

x

∂ξp
∆ξp +

∂Ri
x

∂ηp
∆ηp +

∂Ri
x

∂ζp
∆ζp, (A.4a)

Ri+1
y = Ri

y +
∂Ri

y

∂ξp
∆ξp +

∂Ri
y

∂ηp
∆ηp +

∂Ri
y

∂ζp
∆ζp, (A.4b)

Ri+1
z = Ri

z +
∂Ri

z

∂ξp
∆ξp +

∂Ri
z

∂ηp
∆ηp +

∂Ri
z

∂ζp
∆ζp, (A.4c)
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Com a condiçãoRi+1 = 0 da relação A.3:


−Ri

x

−Ri
y

−Ri
z

 =


∂Ri

x

∂ξp

∂Ri
x

∂ηp

∂Ri
x

∂ζp
∂Ri

y

∂ξp

∂Ri
y

∂ηp

∂Ri
y

∂ζp
∂Ri

z

∂ξp

∂Ri
z

∂ηp

∂Ri
z

∂ζp


︸ ︷︷ ︸

J


∆ξp

∆ηp

∆ζp

 , (A.5)

e invertendo a matriz jacobiana J , chega-se a:


∆ξp

∆ηp

∆ζp

 =
[
J−1

]
−Ri

x

−Ri
y

−Ri
z

 . (A.6)

As coordenadas paramétricas do ponto p são atualizadas a cada iteração por:

ξi+1 = ξi + ∆ξ, (A.7a)

ηi+1 = ηi + ∆η, (A.7b)

ζ i+1 = ζ i + ∆ζ. (A.7c)

O valor das coordenadas paramétricas para o início do processo iterativo é ξ0 = η0 = ζ0 = 0 e o
critério de convergência é a distância euclidiana do vetor {∆ξp,∆ηp,∆ζp}t.
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ANEXO B – MAPEAMENTO INVERSO DA SUPERFÍCIE B-SPLINE

Para a realocação dos nós das SNC (superfícies naturais de contorno) dentro processo geométrico
(ver Seção 4.1.1), foram desenvolvidas as equações 4.15 e 4.16:

αki = αkid + (α
(k)
id

)

(
α

(0)
i − α

(0)
id

α
(0)
id

) [id − i− 1 + i

(
δ
(0)
i<id

δ
(k)
i<id

)]
id − 1

, i < id, (B.1)

αki = αkid + (1− α(k)
id

)

(
α

(0)
i − α

(0)
id

1− α(0)
id

) [i− id − 1 + (N − i)
(
δ
(0)
i>id

δ
(k)
i>id

)]
N − id − 1

, i > id, (B.2)

lembrando que δ é o comprimento da curva, N é a quantidade de segmentos em que está dividida
a curva, i é a posição do nó que está sendo realocado (i inicia com o valor 0 e valor final
N ), id é a posição do nó considerado como CRMNC. Os sobrescritos (0) e (k) indicam que o
parâmetro indicado corresponde à configuração inicial (de referência) ou à configuração atual,
respectivamente, e αi representam as coordenadas paramétricas.

A superfície é parametrizada mediante superfícies B-Splines (ver Seção 4.1.1.1, dado um conjunto
de (n+ 1)x(m+ 1) pontos que representam a superfície, com a equação 4.32:

S(uk, vl) =
n∑
i=0

m∑
j=0

Ni,p(uk)Nj,q(vl)Pi,j =
n∑
i=0

m∑
j=0

Ni,p(uk)Nj,q(vl)Pi,j, (B.3)

onde Ni,p e Nj,q são as funções de base para as direções p e q, respectivamente, e conjuntamente
com os pontos de controle Pij determinam a parametrização da superfície no espaço paramétrico
[0, 1]x[0, 1]:

S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1. (B.4)

Para poder obter as novas coordenadas paramétricas pelas equações B.1 e B.2 (4.15 e 4.16), deve
ser conhecida a coordenada paramétrica atual do CRMNC (α(k)

id
). Procedendo de forma similar

ao Anexo A, sejam (xd, yd, zd) as coordenadas globais e (ud,vd) as coordenadas paramétricas do
ponto CRMNC d, verifica-se:

xp

yp

zp

−
p+1∑
i=1

q+1∑
j=1

Qij(up, vp)Pij =


Rx

Ry

Rz

︸ ︷︷ ︸
≈0

, com Qij = Ni,p(up)Nj,q(vp). (B.5)

Expandido o sistema de equações não lineares (B.5) em serie de Taylor:
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Ri+1
x = Ri

x +
∂Ri

x

∂ud
∆ud +

∂Ri
x

∂vd
∆vd, (B.6a)

Ri+1
y = Ri

y +
∂Ri

y

∂ud
∆ud +

∂Ri
y

∂vd
∆vd, (B.6b)

Ri+1
z = Ri

z +
∂Ri

z

∂ud
∆ud +

∂Ri
z

∂vd
∆vd, (B.6c)

fazendoRi+1 = 0, chega-se a:


−Ri

x

−Ri
y

−Ri
z

 =


∂Ri

x

∂ud

∂Ri
x

∂vd
∂Ri

y

∂ud

∂Ri
y

∂vd
∂Ri

z

∂ud

∂Ri
z

∂vd


︸ ︷︷ ︸

J(3x2)

{
∆ud

∆vd

}
. (B.7)

A matriz J é uma matriz (3x2) devido a que a transformação do sistema é feito desde um
sistema de coordenadas globais espacial (x, y, z) para um sistema de coordenadas paramétrico
bidimensional (u, v) como se ilustra na Figura B.1. Para poder inverter a matriz são escolhidas
duas das três coordenadas globais e a terceira é consequência da superfície (conhecendo duas
coordenadas do ponto e sabendo que pertence a uma superfície, o ponto é conhecido).

Figura B.1 – Descomposição da normal à superfície.

Para saber qual das três coordenadas deixar dependente das outras duas, estima-se a normal bmn
da superfície no ponto P , calculam-se os cossenos diretores nx, ny, nz e a coordenada a qual
corresponda o maior dos cossenos diretores será a coordenada dependente. Para um ponto sobre
uma superfície, quanto maior seja o cosseno diretor de um dos eixos, menor é a diferencia entre
a coordenada do eixo entre o ponto com os pontos vizinhos.

Análise elasto-plástica com não linearidade geométrica usando uma formulação Arbitrária Lagrangeana-Euleriana (ALE)



122

Supondo que as duas coordenadas independentes são m e n, a equação B.7 fica:

{
−Ri

m

−Ri
n

}
=

[
∂Ri

m

∂ud

∂Ri
m

∂vd
∂Ri

n

∂ud

∂Ri
n

∂vd

]
︸ ︷︷ ︸

J(2x2)

{
∆ud

∆vd

}
. (B.8)

e invertendo a matriz J , obtem-se a:

{
∆ud

∆vd

}
=
[
J−1

]{−Ri
m

−Ri
n

}
. (B.9)

As coordenadas paramétricas do ponto p são atualizadas a cada iteração por:

ui+1 = ui + ∆u, (B.10a)

vi+1 = vi + ∆v, (B.10b)

e a variável dependente é obtida com as novas coordenadas paramétricas de B.10 na equação
da superfície B.3. O valor das coordenadas paramétricas para o início do processo iterativo
podem-ser as coordenadas calculada no passo anterior.

No trabalho de Piegl e Tiller (1996) encontram-se os algoritmos para a obtenção das derivadas
das funções de base

(
∂R
∂u

)
.
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