UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

MODULOS INJETIVOS E A DUALIDADE DE MATLIS

DANIEL FRANCISCO BUSTOS RIOS

PORTO ALEGRE, AGOSTO DE 2015



Dissertacao submetida por Daniel Francisco Bustos Rios E] como requisito parcial
para a obtencao do grau de Mestre em Matematica pelo Programa de Pos-Graduacao
em Matemaética do Instituto de Matemética da Universidade Federal do Rio Grande

do Sul.

Professor Orientador

Dr. Alveri Alves Sant’Ana (orientador, PPG-MAT /UFRGS)

Banca Examinadora
Dr. Antonio Paques (UFRGS)
Dr. Wagner de Oliveira Cortes (UFRGS)

Dr. Dirceu Bagio (UFSM)

Data de Defesa: 20/08/2015.

'Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq).



Aos meus pais, minha irma e minha namorada por tudo o que representam para

mim.



Agradecimentos

Agradeco a meus pais, minha irma e minha namorada por todo o amor com que
me brindam todos os dias, porque, apesar da distancia, sempre estao presentes em
todos os acontecimentos de minha vida. Também agradeco a meus queridos avés e

a toda minha familia por sempre terem os bracos abertos para mim.

Ao professor Alveri pelo valioso tempo dedicado a me orientar, pelo apoio e por

sempre ter disposicao para me ajudar tanto no ambito pessoal como académico.

Ao professor Jesus Avila por ter me motivado a fazer o processo de selecao para o
mestrado. A pos-graduacio em matematica da UFRGS por ter me aceitado como um
de seus alunos e me permitir realizar o sonho de fazer um mestrado em matematica.
A todos os professores com quem tive o prazer de ter aula. Assim como ao CNPq

pela bolsa de estudos.

A todos meus colegas e amigos da universidade, em especial ao Leonardo por ter

lido esta dissertagao e dado suas sugestoes.

Agradeco também aos professores que aceitaram participar da minha banca:

Antonio Paques, Wagner de Oliveira Cortes e Dirceu Bagio.

Por fim, agradeco a todas as demais pessoas que contribuiram até agora com

minha formacao, em especial aquelas que fazem meus dias mais felizes.



Resumo

Resumo:

O objetivo desta dissertacao é estudar a caracterizacao dos modulos injetivos
sobre anéis noetherianos e comutativos, dada por Eben Matlis em [16], como soma
direta de modulos da forma F (%). Assim, discutimos algumas propriedades dos mo-
dulos injetivos indecomponiveis sobre esses tipos de anéis. Em particular, mostramos
que o completamento do anel local A, ¢ isomorfo ao anel Homa(E(4), E(%)). A
partir disso, mostramos que, quando o anel for comutativo, noetheriano, local e com-
pleto, entao a categoria dos mddulos noetherianos e a categoria dual dos modulos

artinianos sao equivalentes.

Palavras-chave: Modulos injetivos; Fechos injetivos; Anéis noetherianos; Dua-

lidade de Matlis.
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Abstract

Abstract:

The goal of this work is to study the characterization of injective modules over
Noetherian and commutative rings, given by Eben Matlis in [16], as a direct sum
of modules of the form E(%). Thus, we discuss some properties of injective in-
decomposable modules over these types of rings. In particular, we show that the
completion of the local ring A, is isomorphic to the ring Hom4(E(%), E(4)). From
this, we show that, when a ring is commutative, noetherian, local and complete, the
category of the Noetherian modules and the dual category of Artinian modules are

equivalent.

Keywords: Injective modules; Injective hulls; Noetherian rings; Matlis duality.
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Introducao

Em 1940, o matematico Alemao Reinhold Baer generalizou para um contexto de
modulos [3] o teorema que diz que um grupo abeliano divisivel € um somando direto
de todo grupo abeliano que o contém, ou seja, ele definiu os modulos completos
como os modulos que satisfazem o critério que leva seu nome (item |4 da Defini¢ao
e mostrou que um modulo é completo se e somente se ele é um somando
direto de qualquer modulo no qual ele esta contido. Desta forma, Baer introduz o

conceito de modulo injetivo, muito embora nao tenha usado esta nomenclatura.

Foi provavelmente 13 anos depois que Von B. Eckmann e A. Schopf em [8] usaram
pela primeira vez o termo “modulo injetivo” (em alemao, injektive moduln) para fazer
referéncia a este tipo de modulo. Em [3], Baer tinha mostrado que todo médulo

pode ser imerso em algum modulo injetivo (Teorema [1.3.41)). Nas palavras dele:

“FEvery abelian group over the ring R is a subgroup of a complete abelian group

over the ring R”.

Esse Fato era bem conhecido na sua época, no caso dos grupos abelianos (Proposi¢ao
[1.3.40). A partir disto, Von B. Eckmann e A. Schopf mostraram que para todo
modulo existe um modulo injetivo minimal que o contém (Teorema [1.3.47)), isto ¢,
demonstraram que todo modulo possui um fecho injetivo. Este conceito é central

para o desenvolvimento do presente trabalho.



Em 1959, Eben Matlis em [16], caracterizou os modulos injetivos sobre anéis
noetherianos comutativos mostrando que um modulo injetivo sobre um anel noethe-
riano é uma soma direta de médulos injetivos indecomponiveis, exibindo, surpreen-
dentemente, uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto das classes de isomor-
fismos de A-modulos injetivos indecomponiveis e o espectro do A, sempre que A é
um anel noetheriano e comutativo. Estes resultados aparecem neste trabalho como
Teorema e Teorema [2.3.1] respectivamente. Nesse mesmo ano, Z. Papp provou
a reciproca do primeiro destes teoremas, isto é, se todo A-mdédulo injetivo tem uma
decomposicao em soma direta de mdédulos injetivos indecomponiveis entao A é um

anel noetheriano.

Em 1966, Carl Faith introduz em [10] o conceito de modulo X-injetivo. Um A-
modulo M é dito S-injetivo se MT) & injetivo, para qualquer conjunto de indices 7.
Ele mostrou que M é Y-injetivo se e somente se a classe de ideais de A que anulam
subconjuntos de M satisfaz a condicao de cadeia ascendente. Assim, mais uma vez
se encontra a relacao sobre condicoes de cadeia de ideais do anel e a injetividade dos

modulos que sao soma direta de moédulos injetivos.

Em 1969, A. Cailleau generalizou em [6], para modulos X-injetivos, a caracte-
rizacao feita por Matlis para modulos injetivos sobre anéis noetherianos. Isto é,
Cailleau mostrou que se um A-moédulo é Y-injetivo entao ele é soma direta de mo-
dulos Y-injetivos indecomponiveis. Foi s6 3 anos depois que Istvan Beck mostrou,
em [4], que um A-moédulo (A comutativo) é Y-injetivo se e somente se ele é uma
soma direta de modulos que sao o fecho injetivo do quociente %, onde P é um ideal
primo tal que o anel localizado A, ¢ noetheriano, generalizando o correspondente

resultado de Matlis.



Como fato importante no desenvolvimento do conceito de modulo injetivo des-
tacamos que recentemente K. Beidar, S. Jain e A. Srivastava, em [5], apresentaram
uma nova caracterizacao para modulos Y-injetivos, ou seja, mostraram que um mo-
dulo M é -injetivo se e somente se qualquer extensao essencial de M) & uma soma

direta de modulos injetivos.

O objetivo principal deste trabalho é estudar detalhadamente as contribuigoes
feitas por Matlis em [I6]. Para tal fim, dividimos o trabalho em 3 capitulos. No
Capitulo 1 apresentamos os pré-requisitos necessarios para o bom entendimento dos
capitulos posteriores. Do mesmo modo, o Capitulo 1 se subdivide em trés secoes.
A primeira secao somente contém definices béasicas da teoria de categorias. Na
segunda secao estudamos algumas propriedades da decomposi¢cao primaria de ideais,
principalmente no caso de anéis noetherianos, depois introduzimos brevemente a
nocao de localizacao de um anel. Além disso, discutimos o completamento de um
anel mediante topologias [-adicas. Destacamos a independéncia do tratamento deste

topico em relacao as abordagens da literatura em geral.

A dltima secao do Capitulo 1 trata da teoria de modulos e é dividida em 6
partes. Primeiro fixamos notacoes e apresentamos alguns resultados que em geral
sao bem conhecidos. Na segunda subsecao nos dedicamos a demonstrar o Teorema
de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya, o qual é 1til para obter boas propriedades sobre
somas diretas de médulos injetivos. As seguintes trés subsegoes tratam de modulos
injetivos onde, provamos somente os resultados que consideramos mais relevantes.
Na tltima subsecao construimos o limite direto de qualquer familia de submoédulos.
Isto foi feito com a finalidade de dar uma caracterizacao mais categorica dos anéis
noetherianos via modulos injetivos para, desta maneira, notar que as categorias de

A-modulos contém uma informacao valiosa sobre o anel base.



O Capitulo 2 esta dividido em 3 secoes, onde cada uma dessas corresponde ao
estudo de cada uma das primeiras trés se¢oes de [16]. Na primeira parte tratamos
alguns resultados iniciais sobre moédulos injetivos, assim como de médulos que con-
tém um modulo injetivo maximal. Aqui destacamos o Teorema onde se nota,
assim como no decorrer da segunda secao deste Capitulo, a importancia de impor
condicoes de noetherianidade sobre o anel para se estudar os médulos injetivos. Na
segunda se¢ao estudamos os modulos injetivos indecomponiveis, onde se evidencia
que estes sao fechos injetivos de certos tipos de moédulos. Mostramos também que
todo modulo injetivo sobre um anel noetheriano tem uma decomposigao em soma di-
reta de modulos injetivos indecomponiveis, o qual ¢ fundamental para a abordagem

da terceira subsecao.

Na terceira parte do Capitulo 2, estudamos os modulos injetivos indecomponiveis
sobre condicoes de noetherianidade e comutatividade do anel base. Comecamos
com um dos resultados mais destacéveis deste trabalho, isto é, mostramos que um
modulo injetivo indecomponivel se corresponde biunivocamente a menos isomorfismo
de modulos, com um ideal primo, definido como o radical do anulador de qualquer
elemento nao nulo do moédulo. Depois, no Teorema se evidencia que algumas
caracteristicas particulares do p-grupo de Priifer Z,~ sao satisfeitas mais geralmente
pelos modulos injetivos indecomponiveis. Destacamos também que, dado um A-
modulo F = E(%), onde P é um ideal primo de A, podemos definir naturalmente
estruturas de A, e flp modulo sobre E, de modo que o fecho injetivo destes anéis
quocientado pelo seu respectivo ideal maximal é, a menos isomorfismo, igual a F, de

onde obtemos que o anel de endomorfismos de E é isomorfo ao anel (comutativo!)

~

A

-

Com base no que expusemos acima, no Capitulo 3, quando (A, P) é um anel local,



comutativo, noetheriano e completo obtemos que o reticulado de submoédulos de A™
e o reticulado dos submoédulos de E™ sao anti-isomorfos. A partir disto, obtemos
um tipo de dualidade, atualmente chamada dualidade de Matlis, entre os conceitos
de modulos noetherianos e modulos artinianos. Desta forma, mostramos que a
correspondéncia dada por Matlis mediante o funtor contravariante Homa(_, E(4))

entre os objetos das categorias Moether(A) e Artin(A)P ¢ também satisfeita pelos

morfismos destas categorias e por conta disso as categorias sao equivalentes.



Capitulo 1

Categorias, Anéis e Mobdulos

Dividimos este capitulo em trés secoes, a saber, introducao a teoria de categorias,
anéis e moédulos. Na introducao de cada secao, assim como em cada subsecao,
falamos um pouco dos temas que serao tratados, para que, desta forma, o leitor

decida fazer, ou nao, a leitura da mesma.

1.1 Introducao a Teoria de Categorias

A teoria de categorias fornece-nos um panorama global sobre uma grande vari-
edade de conceitos que aparecem naturalmente em varias areas da matemética. O
proposito desta secao ¢ citar algumas definicoes bésicas da teoria de categorias, as
quais serao uteis no desenvolvimento deste trabalho. Exemplos dos conceitos aqui

referidos aparecerao no decorrer do texto. Para mais detalhes, recomendamos [15].

Definicao 1.1.1. Uma categoria € consiste em:

1. Uma cole¢ao Ob(€) de objetos.

2. Uma cole¢ao de €-morfismos entre cada par de objetos. Assim, sea,b € Ob(€),

denotamos a colecao de €-morfismos entre a e b por Home(a,b). Escrevemos,



f:a— b para significar que f € Home(a,b).

3. Para cada objeto a € Ob(€) existe um morfismo 1, € Home(a,a), ao qual

chamamos morfismo identidade de a.

4. Uma operacao parcial de composicao o sobre a colecao dos morfismos entre os

objetos de €, que satisfaz os sequintes ariomas:

a. Se f:b—ceg:a— bentio fog esta definida e pertence a Home(a,c).
b. Para todo a € Ob(€), todo morfismo f € Home(a,b) e todo morfismo
g € Home(c,a), 1, satisfaz fol, = f el,og=g.

c. Paratodo f:b—c,g:a—beh:c—d, ho(fog)=(hof)og.

Em geral, escrevemos fg para denotar f o g. Dizemos que um €-morfismo

f :a — bé um isomorfismo se existe um €-morfismo g : b — a tal que fg = 1, e
gf = 1a.

Denotamos a categoria dos conjuntos por Set e a categoria dos grupos abelianos
por Ab. Na primeira seus objetos sdo os conjuntos e seus morfismos sao as fungoes
entre conjuntos, na segunda seus objetos sao os grupos abelianos e seus morfismos

sao os homomorfismos de grupos abelianos.

A nocao de funtor fornece a possibilidade da comunicacao entre duas categorias.

Definicao 1.1.2. Sejam € e ®© duas categorias. Um funtor covariante F : € — 2

consiste em:

1. Uma fungio de Ob(€) em Ob(D), isto €, para cada ¢ € Ob(E) denotamos sua

imagem por F(c) € Ob(D).



2. Uma fungao de Home(a,b) em Homg(F(a), F(b)), para todo par de €-objetos

a,b, isto €, se f :a — b denotamos sua imagem por F(f): F(a) — F(b).
3. Para todo c € Ob(€), temos F(1.) = 1p().
4. Se fog estd definida em € entdo, fog— F(fog)=F(f)oF(g).

Definicao 1.1.3. Sejam dois funtores covariantes F,G : € — ©. Uma transforma-
¢Go natural T F — G € uma fungdo que corresponde, a cada objeto ¢ € Ob(T),
um morfismo 1. : F(c) — G(c) tal que, para qualquer morfismo f:a —bem €, o

diagrama a sequir é comutativo

Neste caso dizemos que os morfismos 7. sao as componentes de 7. Além disso,
se cada uma das componentes de 7 é um isomorfismo entao dizemos que 7 é um
isomorfismo natural e que os funtores sao isomorfos. Notamos que se F': € — D e
G . ® — § sao funtores covariantes entao obtemos um novo funtor GF : € — §, tal
que cada objeto ¢ € Ob(€) se corresponde com G(F(c)) € Ob(F) e cada morfismo
f € Homg(a,b) com G(F(f)) € Homz(G(F(a)),G(F(b))). Dada qualquer categoria
¢ denotamos por 1¢ : € — € ao funtor identidade, que esta definido por 1¢(c) = c e

le(f) = f, para todo objeto ¢ e todo morfismo f em €.

Definicao 1.1.4. Dizemos que duas categorias €, © sao equivalentes se existem
dois funtores F' : € - D e G : ® — € tais que FG € isomorfo a 1o, e GF ¢é

wsomorfo a lg.

Dada uma categoria qualquer €, podemos obter uma nova “revertendo” os mor-

fismos, isto é, a categoria € onde seus objetos sao os mesmos de € e os morfismos



sao da forma f? : b — a, onde f :a — b. A composicao em €% é denotada o e
esta definida pela seguinte relagdo: (goh)?” = h?o? ¢°? onde g : b —ce h:a — b.
Esta categoria é chamada a categoria oposta de €; Se F' é um funtor covariante entre
as categorias € e D entao dizemos que F' é um funtor contravariante entre € e 2,

e escrevemos I': € — 9.

1.2  Anéis

Nesta secao tratamos os topicos necessarios da teoria de anéis, para a leitura
do proximo capitulo, isto é, falamos de decomposicao priméria, localizacao e com-
pletamento de anéis. Em todo o trabalho, A sempre denotard um anel com um
unidade. Como ¢ usual, denotamos o produto de elementos do anel simplesmente

pela concatenagao destes.

Definicao 1.2.1. ([I7], Teorema 1.4) Um anel A é chamado noetheriano (a es-

querda) se satisfaz-se alguma das sequintes condi¢oes equivalentes:

1. Toda cadeia ascendente de ideais (4 esquerda) de A € estaciondria;
2. Todo ideal (& esquerda) de A é finitamente gerado;

3. Toda familia nao-vazia de ideais (4 esquerda) de A, possui pelo menos um

elemento maximal.

Definicado 1.2.2. Um anel A é chamado artiniano (4 esquerda) se toda cadeia
descendente de ideais (4 esquerda) de A € estaciondria. Equivalentemente, se toda

familia nao vazia de ideais (6 esquerda) de A possui elemento minimal.

Teorema 1.2.3. Se A € um anel comutativo e artiniano entao todo ideal primo de

A é mazimal.



Demonstracao. Seja P um ideal primo de A. Como A é artiniano, segue que % é

um dominio artiniano. Assim, para qualquer z nao nulo em % temos a sequéncia
(2) 2 (22) 2 (2%) 2 ...

a qual deve estacionar, isto é, existe n tal que (2") = (z"*"). Logo, existe y € 7 tal

n _ ,nt+l A 4 P _ A 4
que z" = x""y. Como % ¢ um dominio temos que 1 = zy. Logo, 5 ¢ um corpo,
Portanto, P é um ideal maximal. O

O conjunto das unidades do anel A sera denotado por U(A).

Definigao 1.2.4. Um anel comutativo A é chamado local se satisfaz alguma das

sequintes condicoes equivalentes:

1. M =A\U(A) € um ideal de A;
2. A tem um unico ideal maximal;

3. Sea+belU(A) entio a € U(A) ou b e U(A).

A prova destas equivaléncias, segue da observacao que M é o tinico ideal maximal
de A e que todo elemento nao invertivel de A esta contido num ideal maximal de A.

Escrevemos (A, M) para denotar que A é um anel local cujo tnico ideal maximal é

M.

Proposigao 1.2.5. ([14], Proposigao 19.2) Se (A, M) é um anel local, entdo A nao

contém elementos idempotentes nao triviais.

Proposigao 1.2.6. ([17], Proposicao 4.2.1) Sejam I e J ideais de um anel local

(A, M) tais que I C J+ IM. Entio I C J.

10



Sejam [ e I, dos ideais & esquerda de A. Definimos o quociente residual de I; e

Iy como sendo, I : [, ={x € A|zl, C I,}.

Proposicao 1.2.7. ([I7], Proposicao 1.1) Sejam Iy, Iy, I3 trés ideais de A. Entao:

2. (I : Is) : I3 = 11 : (I213).
3. (NL):I=N:1).

Sejam X um conjunto nao vazio, * uma operagao associativa definida em X e
{1, ...,x,} um conjunto finito de elementos de X. Usamos a notacao x; * T * ... x

T; % ...k T, para denotar Ty % Lo k... % ;1 % Tiyq * ... % Tp.

1.2.1 Decomposi¢cao Primaéaria de Ideais

O objetivo desta subsecao é discutir algumas propriedades interessantes dos ide-
ais de anéis noetherianos que nos serao uteis. Na primeira parte definimos conceitos
bésicos de ideais primérios. Depois mostramos que todo ideal de um anel noethe-
riano tem uma decomposi¢do primaria e finalmente definimos a i-ésima poténcia
prima de um ideal primo de um anel noetheriano. No decorrer desta subsecao A

denotarid um anel comutativo.

Como ¢é usual, definimos o espectro de A como o conjunto de todos os ideais

primos de A, o qual denotamos por Spec(A).

Definicao 1.2.8. Seja I um ideal de A. Definimos o ideal radical de I como

rad(l) ={x € A|3In>0,2" € I}.

Definicao 1.2.9. Um ideal I # A é chamado primdrio se sempre que a-b € I e

a ¢ I entio b e rad(l).

11



Proposigao 1.2.10. ([I7], Proposicao 1.5.3) Se I é primdrio entao rad(l) é um

tdeal primo.

Se I é um ideal primério com ideal radical P, entao dizemos que I é um ideal

P-primario. Neste caso, é ttil notar que P é o menor ideal primo que contém 1.

Defini¢ao 1.2.11. Uma colegao finita F = {11, I3, ..., I,,} de ideais de A é uma de-

composi¢ao de um ideal I se [ = () I;. Se além disso, cada ideal I; na decomposi¢ao
LeF

€ um tdeal primdrio entao dizemos que a decomposicao € primdria.

Exemplo 1.2.12. ([I], Pag. 52) Sejam K um corpo e A = K|x,y|. A cole¢io de

ideais {(x), (z,y)*} de A é uma decomposi¢io primdria do ideal (z*, xy).

Na definicao anterior dizemos que os elementos de F sao as componentes da
decomposicao. Além disso, dada uma decomposicao primaria de I, dizemos que I; é
a componente P-primdria para denotar que P; = rad(l;), com I; na decomposi¢ao;
No caso em que A nao for comutativo, define-se analogamente uma decomposi¢ao

de um ideal & esquerda.

Definig¢ao 1.2.13. Uma decomposicao {I, I, ..., I,} de um ideal I é dita irredun-
dante se a intersecao Iy N Ir N ... N fi N...N 1, nao estd contida em I;, para todo

ie{1,2,..,n}

Notamos que dada uma decomposicao primaria de um ideal sempre podemos

refinar esta, até obter uma decomposicao primaria irredundante.

Teorema 1.2.14. ([17], Teorema 1.6.1) Seja {11, ..., I,,} uma decomposi¢ao primdria
de um ideal I, onde cada ideal I; é P;-primdrio. Se P € um ideal primo que contém

I entao ele deve conter pelo menos um dos P;. Além disso, rad(I) = () rad(I;).
i=1

12



Defini¢ao 1.2.15. Uma decomposicao {11, ..., I} irredundante de um ideal I de A

¢ dita normal se cada ideal I; € P;-primdrio e € tal que P; # P;, para todo 1 # j.

Pelo Teorema [1.2.14] segue que toda decomposicao priméria e irredundante de
um ideal I pode ser refinada até obter uma normal. Isto se faz juntando a intersecao
das componentes que tem o mesmo radical. Portanto, se temos uma decomposicao

primaria de um ideal podemos obter uma decomposicao normal do ideal.

Teorema 1.2.16. ([I], Teorema 4.5) O nimero de componentes de qualquer decom-
posicao normal de um ideal I estd bem definido. Além disso, o conjunto dos radicais

das componentes de qualquer decomposicao normal de I € sempre o mesmo.

A segunda parte do teorema diz que o conjunto { P, ..., P, } dos radicais das com-
ponentes de uma decomposicao normal de um ideal I nao depende da decomposicao
normal escolhida. Neste sentido dizemos que cada um dos P; pertence ao ideal I.
Dizemos que um subconjunto § de {P, ..., P,} é um conjunto isolado de primos do

ideal I, se ele s6 contém ideais primos minimais de /.

Agora nos propomos definir a i-ésima poténcia prima de um ideal primo P de
A. Dizemos que um subconjunto S C A é um conjunto multiplicativo de A, se ele

¢ fechado para a multiplicacao de A.

Definicao 1.2.17. Sejam [ um ideal de A e S um conjunto multiplicativo de A.

Chamamos de S-saturamento de I ao ideal IS™' = {a € A | existe s € S com sa € I}.

Proposicao 1.2.18. Sejam S um conjunto multiplicativo de A e {Iy,...,I,} uma
decomposicao primdria de um ideal I de A, tal que cada I; é P;-primdrio. Sem <n
¢ tal que P,NS =0 e P,NS #0, para todo j = 1,....m e todo k =m+1,...,n,

entao IS~ ' =1,N..N1L,.
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Demonstracao. Seja v € IS™1. Entao existe s € S tal que sz € I. Assim, sz €
LNn..NnIL,es¢ PLU...U P,. Desta maneira, como Iy, ..., [, sdo ideais primarios
temos que z € Iy N ...N I,,, ou seja, IS~ C I, N...N I,,. Por outro lado, sejam
re [N.NI,ec, € P.NS, parak = m+1,...,n. Pela primalidade dos I, existe um
N suficientemente grande tal que (cm+1...cn)N € L1 N...N1,, e consequentemente,
z(Cmir-.cn)N € I. Como (¢pyi...cn) € S concluimos que x € IS~ Portanto,

IS'=ILn..N1,. O

Proposicao 1.2.19. Seja {Q1, ..., Q,} uma decomposicao primdria irredundante de
um ideal I e § = {P,,..., P,.} um conjunto isolado de primos que pertencem a I.

Entao, Qi N ...NQ;,. nao depende da decomposicao primdria irreduntante tomada.

Demonstra¢ao. Seja o conjunto multiplicativo S = A\ [J§. Consideremos um
primo P; = rad(Q;) tal que P; ¢ §. Como § é um conjunto isolado de primos segue
que P; ¢ UJ, isto &, P; NS # 0. Consequentemente, pela proposi¢ao anterior,

[S_IIQilm...inT. D

Corolario 1.2.20. Sejam I um ideal que possui uma decomposicao primdria e P
um primo minimal do ideal I. Entao, a componente P-primdria de I é a mesma

para qualquer decomposicao primdria irredundante de 1.

Agora nos dispomos a mostrar que todo ideal de um anel noetheriano possui

uma decomposicao priméaria cujas componentes sao ideais irredutiveis.

Definicao 1.2.21. Um ideal J (d esquerda) de A é dito irredutivel se ndo existem

ideais (a esquerda) K e L contendo propriamente J e tais que K N L = J.

Lema 1.2.22. Todo ideal de um anel noetheriano € intersecao finita de ideais irre-

dutiveis.
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Demonstracao. Seja C a familia de todos os ideais de A que nao sao intersegao finita
de ideais irredutiveis. Suponhamos que C # (). Como A noetheriano, existe um
ideal maximal I € C. Assim, I nao é irredutivel, pois ele nao é intersecao finita
de ideais irredutiveis. Desta maneira, existem ideais S e T" contendo propriamente
I tais que I = SNT. Da maximalidade de I segue que S e T nao pertencem a
familia C, ou seja, S e T sao intersecao finita de ideais irredutiveis de A. Desta
forma, [ = SNT também é uma intersecao finita de ideais irredutiveis de A, o que

contradiz a suposicao inicial de A. O

Lema 1.2.23. Todo ideal irredutivel de um anel noetheriano € primdrio.

Demonstracao. Suponhamos que I é um ideal irredutivel mas nao primario de A.
Assim, existem a, b € A taisqueab € I, a ¢ I e b ¢ rad(I). Entao, pela Proposi¢ao
obtemos que I G I:(b) e I:(b") C (I:(b")): (b)=1:(b""). Desta forma

obtemos a cadeia
IGI:(b)CTI:(?)C...,

a qual é estacionaria, pois A é noetheriano. Desta maneira, existe n tal que, para
qualquer m > n, temos que [ : (b") = I : (b™). Como nenhuma poténcia de b
pertence a I, entdo I : (b") e I + (b") contém propriamente I. Logo, se provarmos
que [ = (I : (b)) NI+ (b")), teriamos uma contradigao, pois I é irredutivel. De
fato, seja x € (I : (b)) N (I + (b™)). Entdo x =i+ cb™, onde i € [ e c € A, e temos
que, zb" = ib" + cb® € I, logo cb®" = xb™ —ib" € I. Istoé c€ I : (b*) =1 : (b").
Portanto x = i + ¢b™ € I, ou seja, (I : (b™)) N (I + (b")) C I. A outra contengao é

evidente. Isto finaliza nossa demonstracao. O]

Teorema 1.2.24. Todo ideal de um anel noetheriano possui pelo menos uma de-
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composicao primdria de ideais trredutiveis.

Demonstracao. Segue imediatamente dos lemas [1.2.22] e [1.2.23] O

A seguinte defini¢ao faz sentido pelo corolério[1.2.20] pois se P é um ideal primo,
entdo P é um primo minimal de P*. Veremos, no Capitulo 2, que a i-ésima poténcia
simbolica prima de um ideal primo ¢é justamente o anulador de certos submodulos

dos moédulos injetivos indecomponiveis.

Definicao 1.2.25. Seja P um ideal primo de um anel noetheriano A. A i-ésima
poténcia simbdlica prima P® de P é a componente P-primdria do ideal P' em

qualquer decomposicdo irredutivel de P'.

Proposigao 1.2.26. Seja I um ideal de um anel noetheriano A. Entao, existe uma

poténcia do rad(l) contida em I.

Demonstra¢ao. Como A é um anel noetheriano segue que rad(l) = (by,...,b,), com
b; € A. Entdo existem naturais m; tais que b;" € I. Seja m = my + ... +my,, e
notamos que rad(I)™ é gerado pelos elementos da forma blfl...bfl” onde k1 + ...+ k, =
m. Segue facilmente, por um argumento indutivo, que existe pelo menos um k; > m,.

Logo, os elementos da forma bi'...b*» € I e portanto, rad(I)™ C I. O

Corolario 1.2.27. Se A € um anel noetheriano, entao o ideal nulo € produto de

ideais primos de A.

Demonstra¢ao. Seja uma decomposi¢ao priméaria {Iy,...,1,} do ideal nulo. Pela
proposigao anterior, temos que para cada i existe um natural k; tal que rad(1;)* C I,.

Logo, existe k tal que (rad(I)...rad(L,))* C LLN..N1I, =0. O
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1.2.2 Localizacao

Nesta secdo A denota um anel comutativo. Dizemos que um subconjunto S C A
de um anel A é um sistema multiplicativo se ele € um conjunto multiplicativo tal

que 1 € Se0¢ S. No conjunto A x S definimos a seguinte relagdo de equivaléncia:

(a,s) = (b,t) se e somente se existe u € S tal que (at — bs)u = 0.

No que segue, as classes de equivaléncia serao denotadas por §. O conjunto

S71A = (S x A)/ = pode ser munido de uma estrutura de anel, basta definir,

@ |Q

+ IZ) = “t;:‘*b e %IZ) = Z—i’ E facil verificar que estas operacoes estao bem definidas e

que (S7'A, +,-) é um anel. Dizemos que S™'A ¢ a localizagio de A em S. Definimos

o homomorfismo ig-14 : A — S7'A por z — 2.

Proposicao 1.2.28. Se A ¢ noetheriano, entao S™'A também é noetheriano.

Demonstragao. Seja I um ideal de S~1A, vamos mostrar que I é finitamente gerado.
De fato, como A é noetheriano temos que o ideal ZELA(I) ¢é gerado por um conjunto
1 Tn

finito {x1, ..., z,,} de elementos de ZELA(]). Notamos que I é gerado por {%, ..., &

pois para cada ¢ € I temos que a = a;z; + ... + a,z,. Logo & = 4Lt + . @1,

onde % € S—1A. m

Exemplo 1.2.29. Sejam P um ideal primo de A e o sistema multiplicativo S =
A\ P. Neste caso denotamos por A, o anel ST'A, e dizemos que A, € a localizagao
de A em P. E fdcil ver que PA, = {2 € A, | p € P} € o tinico ideal maximal de
A,. Assim (A,, PAy) é um anel local. Além disso, se A € noetheriano, entio A, é

um anel comutativo, noethertano e local.
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1.2.3 Completamento

Nesta subsecao estudamos o completamento de um anel comutativo mediante
sequéncias de Cauchy. Para mais detalhes, recomendamos [9] . Aqui A denotard um
anel comutativo. Lembramos que a intersecao de todos os ideais maximais de A é

chamado o radical de Jacobson de A, o qual sera denotado por J(A).

Definigao 1.2.30. Seja Z um ideal de A. Uma sequéncia (a,,) de elementos do anel
A € dita convergente em relacao a topologia L-ddica, se existe a € A tal que, para

todo N € N, eziste i(N) € N, satisfazendo a, —a € IV, para todo n > i(N).

A partir de agora, usaremos a notagao i(N) para indicar um caso como na defi-
nicao anterior. O seguinte resultado, que corresponde ao Teorema da intersec¢ao de
Krull no caso de Anéis, é essencial para mostrar a unicidade do limite de sequéncias
de elementos de A. Uma prova simples deste, que s6 precisa do Teorema da base de

Hilbert e o lema de Nakayama, se encontra em [19].

Teorema 1.2.31. ([19], Teorema 4.9) Seja A um anel noetheriano e I um ideal

contido em J(A). Entao () I" = 0.

neN

Corolério 1.2.32. Sejam A um anel noetheriano e I um ideal contido em J(A).

Entao, o limite de uma sequéncia convergente em relagao a topologia Z-ddica € inico.

Demonstrag¢ao. Segue da Proposicao [1.2.31 ]

Definig¢ao 1.2.33. Seja Z um ideal de A. Uma sequéncia (a,) € chamada sequéncia
de Cauchy em relagdo a topologia I-ddica, se dado N € N, existe um natural i(N),

tal que a, — a,, € IV, para todo n,m > i(N).

No conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de elementos de A, em relagao a

topologia Z-adica, definimos a seguinte relacao de equivaléncia: dizemos que duas
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sequéncias (z,) e (y,) estdo relacionadas, ou que sdo equivalentes, se a sequéncia
(x, — yn) converge para 0. Denotamos o conjunto quociente por A e definimos

em A uma estrutura de anel como segue: para todo par de classes de sequéncias

~

()], [(yn)] € A,

Lo ()] + [(yn)] = [(@n + yn)]-

2. [(@n)][(yn)] = [(nyn)]-

E facil verificar que estas operacdes estdo bem definidas e que de fato Ae
um anel. Dizemos que o anel (121, +,-) é o completamento do anel A em relacao a

topologia Z-adica.

Exemplo 1.2.34. Seja A um anel qualquer. Entdo o completamento do anel Alx]
em relagdo a topologia (x)-ddica € isomorfo ao anel das séries formais Allx]] =
{iami | a; € A}. De fato, seja a aplicagio ¢ : Al[z]] — II[;] definida por
qb(i) a;z') = [(ag, ap + a17, a9 + a1x + axx?,...)], notamos que esta sequéncia é de
Cauchy. Isto €, dado 0 # N € N temos que iaixi — i)aixi € (zV), para todo

m,n > N —1. Notamos que também ¢ fdicil ver que ¢ é um homomorfismo de anéis.

(o)
Agora vamos mostrar que ¢ € injetiva, consideremos as séries formais f(x) = Y a;x"
i=0

eg(x) = 4000 bix' tais que ¢(f(z)) = ¢(g(x)). Entdo, (ao—bo, ap+arz—(bo+b1z), ao+
alx—l—a2m2_— (bo + byx +baz?), ...) converge para zero. Assim, para todo N € N eziste
um nudmero natural i(N) tal que ﬁ%(ai — b)xt € (zV), para todo n > i(N), e se-
que que, ag + a1x + asx® + ... + a;\;_lxN*1 = by + bix + byx® + ... + by_12V 7, 0
qual quer dizer que f(x) = g(x). Assim, ¢ € um monomorfismo. Seja agora uma

sequéncia de Cauchy (p,(x))n, a partir desta tomamos a subsequéncia (Din)(2))n,

que evidentemente é de Cauchy e é equivalente a sequéncia inicial. Definimos desta
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o0
forma a série infinita Y ¢;x", onde os termos ¢; sao definidos como o coeficiente de

i=0
z' do polinomio pym)(x). Logo, ¢(>° c;x’) = (co,co + 12, co + 12 + cox?, ...) que é
i=0

equivalente a sequéncia (Din)())n.

Definicao 1.2.35. Seja A o completamento de A em relagio a topologia Z-ddica.

Definimos o sequinte ideal de A
1 ={z € A existe (x,) € x com x, € T, para todo n € N}.
Da definicao anterior, segue que para todo nimero natural &,
1% = {x € A| existe (z,) € x com x, € I, para todo n € N},

Notamos que se [(z)] € I entfio existe N tal que !, € Z*, para todo n > N.

n

Assim, temos, consequentemente, o lema a seguir.

Lema 1.2.36. Com as nolagoes acima, se [(x,)],[(yn)] € Z¥, entdo, existe um

nimero natural M tal que x, — y,, € IF, para todo n > M.

Em uma linguagem mais geral, a proposicao a seguir mostra que se a topologia
Z-adica de um anel A é Hausdorff entao o completamento do anel mediante esta

topologia também é Hausdorff.

Proposicao 1.2.37. Se Z é um ideal de A tal que () Z"™ = 0, entdo o ideal 7 do
neN

completamento do anel A em relagio a topologia Z-ddica € tal que () I =0.
neN

A demonstracao é imediata da definicao [1.2.35l De acordo com a nocao topolo-

gica, faremos a seguinte definicao:

Definicao 1.2.38. Dizemos que um anel A é completo em relagcao a topologia

T-ddica, se todas as sequéncias de Cauchy sao convergentes em A.
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Teorema 1.2.39. O completamento de um anel A em relacdo a topologia I-ddica

¢ um anel completo em relacao a topologia Z-ddica.

Demonstracao. Seja ([a,))neny uma sequéncia de Cauchy em A. Entdo, cada termo
desta sequéncia é uma classe de sequéncias de Cauchy em A. Para evitar confusao,

adotamos as seguintes notagoes: se ([ay])nen € uma sequéncia em A, escreveremos

(n) )

an, = (agn), ay’,...), onde ag-" significa a j-ésima entrada da sequéncia a,. Fixamos

os representantes destas classes de modo que satisfacam a seguinte propriedade:

ay, = (aﬁ”), a§”>, ...) é tal que a,(:) — ag»n) € I*, para todo j > k.

Como (a,) é de Cauchy, entdo dado N € N, existe i(NN) tal que

(6m) — (@) € IV, para todo m,n > i(N),

ou seja, para cada par m,n > (V) existe N; tal que aﬁg’;) - a%{j € IV, para todo

Ny > Nj. Definimos entao a sequéncia,

> (2 I
b= (ag ),aé ), ...,al(), )

Mostramos agora que b é uma sequéncia de Cauchy em relacao a topologia Z-4dica.

De fato, sejam m,n > max{i(N), N}, Entao temos que
am al(lm) € IV, para todo I, > N.
agf) —a” € IV, para todo Iy > N.
escolhamos N3 > max{Ni, N} e segue que, para todo n,m > max{i(N), N},

a™ — g — (ag?) — a%’j) + (a%’? — a%;)) + (ag\?g) — a%n)) e IN.
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Assim, b é uma sequéncia de Cauchy em relacao a topologia Z-adica. Notamos
que (@,)nen converge para b. Dado N’ sabemos que ay” — a,(:) e IV, para todo

k,n > N'. Desta maneira b—a, € V', para todo n > N'. Logo, (ay)nen converge

para b. ]

Proposicao 1.2.40. Se (A, P) é um anel local entao, o completamento de A, em

relacao a topologia P-ddica, também é um anel local.

Demonstracao. Vamos mostrar que P ¢ o ideal maximal de A. De fato, seja

[(2,,)] ¢ P. Como (z,,) & de Cauchy, temos que existe i(1) tal que x, — z,, € P, para
todo n,m > i(1). Se existe my; > i(1) tal que z,,, € P, entdo z,, € P, para todo
n >i(1), o que & um absurdo, pois [(z,)] ¢ P. Agora consideremos a sequéncia (y,,)

definida como segue:

0 sen<i(l)

() = { b sen >i(l).
Vejamos que esta sequéncia é de Cauchy. Notamos que esta sequéncia estd bem
definida pois para n > i(1) temos que z,, ¢ P, e com x, é invertivel. Além disso,
como (x,) é uma sequéncia de Cauchy, entdo dado N, x, — z,, € PV, para todo

1

n,m > i(N). Multiplicando esta tltima expressao por x, 'z ! obtemos, temos que

z,l —x 1 € PN para todo n,m > i(N). Assim, (z,)(y,) ¢ equivalente a sequéncia

constante 1. Ou seja, para [(z,)] ¢ P, existe [(y,)] € A tal que [(x,)][(yn)] = 1.

Portanto, (A, P) é um anel local. O

Como consequéncia imediata desta subsegao temos que se (A,P) é um anel
comutativo, noetheriano e local entao o completamento de A em relacao a topologia

P-adica é um anel comutativo, local e completo.
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1.3 Mobdulos

Nesta secao trataremos alguns topicos da teoria dos modulos. Isto é, definimos
e enunciamos propriedades elementares de nocoes como modulos livres, modulos
projetivos, moédulos planos, modulos injetivos, modulos noetherianos e artinianos e
anéis hereditarios. Além disso, demonstramos o teorema de Krull-Remak-Schmidt-
Azumaya, o teorema da imersao em um modulo injetivo, assim como as propriedades
basicas dos fechos injetivos. Finalmente, na tltima subsecao construimos o limite

direto de qualquer familia de modulos.

1.3.1 Nogoes Gerais

Em todo o trabalho diremos que M é um A-moédulo, ou simplesmente escrevemos
AaM, para significar que M é um A-modulo unitario a esquerda. A categoria dos
A-moédulos a esquerda se denota por A Mt Similarmente denotamos a categoria
dos A-moédulos a direita por Mo, Utilizamos a terminologia usual para deno-
tar as projecoes, as identidades e os homomorfismos inclusoes, isto é, m, 15, e i,

respectivamente.

Dizemos que um funtor covariante F' : AMod — € C Set & exato, se dada

qualquer sequéncia exata curta na categoria A%
0O—+K—>M-—=N-=0
entao, a sequéncia
0—F(K)—=FM)— F(N)—0

¢ exata curta na categoria €. Define-se analogamente (dualizando o diagrama ante-

rior) um funtor contravariante exato.
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Defini¢ao 1.3.1. Dizemos que uma cole¢ao de A-mddulos {My}acq € uma decom-
posi¢io de um A-mddulo M, se M = @ M,. Os mdodulos M, sdo chamados as
e

componentes desta decomposicao. Além disso, dizemos que M # 0 € indecomponivel

se ele nao possui nenhuma decomposicao distinta da dada por {M,0}.

Exibimos agora um exemplo de um Z-moddulo relevante nesse trabalho, a saber,

o p-grupo de Priifer.

Exemplo 1.3.2. Fizando um numero primo p € 7Z, definimos o subgrupo aditivo

P = 1% € Q| ae€ Zn e N} do conjunto dos nimeros racionais Q, no qual

naturalmente 7. esta imerso. Assim, dizemos que o grupo quociente

_ P
Lo = 5

¢ o p-grupo de Priifer. Notamos que neste grupo <#> & Zypn. Além disso, temos a

sequinte cadeia de subgrupos

Mais ainda, Zy = | (%).

neN

Um fato notéavel é que poderiamos definir equivalentemente o conjunto Zy~ como

o limite direto da cadeia
0CZ,CZyp C ..,

ver a dltima secao deste capitulo.

Definicao 1.3.3. Seja S um subconjunto de um modulo 4 M. Chamamos o anulador

de S ao ideal & esquerda de A, definido por ann(S) = {a € A | a-S = 0}.
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Se S = {z} escrevemos anni(x). No caso comutativo denotarmos este conjunto

simplesmente por ann(S).

Definicao 1.3.4. Sejam R e S anéis. Um (R, S)-bimddulo é um grupo abeliano
M que é um R-mddulo a esquerda e um S-mddulo a direita que satisfaz a sequinte

relagio (r-m)-s=r-(m-s) para todor € R, me M es € S.

Definicao 1.3.5. Um A-mddulo M € dito livre se é isomorfo a um A-mddulo @ A;,
iel
onde cada A; € uma copia de A e I € algum conjunto indices. Escrevemos, para

cada i € I, e; para denotar o elemento de AY) que na coordenada i € 1, e nas outras

é 0.

Proposicao 1.3.6. Todo A-mddulo M pode ser escrito como um quociente de algum

maodulo livre.

Demonstracao. Segue do teorema de homomorfismos para modulos aplicado no epi-

morfismo f : AM — M definido por f(en,) = m. O

Definicao 1.3.7. Um A-mddulo M ¢é chamado noetheriano se satisfaz alguma das

sequintes condig¢oes equivalentes:

1. Toda cadeia ascendente de submaodulos de M € estaciondria;
2. Todo submddulo de M é finitamente gerado.

Definigao 1.3.8. Um A-mddulo M é chamado artiniano se toda cadeia descendente

de submddulos de M ¢é estaciondria.

Proposigao 1.3.9. ([7], Proposicao 11-3.2) Seja N um submddulo de M. M ¢é

noetheriano (artiniano) se e somente se 3= e N sao noetherianos (artinianos).
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Proposicao 1.3.10. Se M ¢é um maodulo finitamente gerado sobre um anel noethe-

riano o esquerda, entao M € noetheriano.

Definimos agora o produto tensorial entre médulos. Para mais detalhes a respeito
deste conceito, motivamos o leitor interessado ver a segao 4 do Capitulo IV de [11].

Definicao 1.3.11. Sejam M um A-mddulo o direita e N um A-mddulo a esquerda.

Consideramos o grupo abeliano livre F = AM>N)

e K o subgrupo de F' gerado por
todos os elementos das sequintes formas: €(m,+mon1) = €(min1) — E(ma,n1)s €(minit+nz) —
€(m1,n1) — €(mima)s E(miamy) — E(my,any), Para todos my,my € M, todos ny,ny € N e
todo a € A. Chamamos de produto tensorial entre M e N ao grupo quociente %, e

o denotamos por M @, N. Além disso, denotamos por m®@an a classe de ey ) em

M ®4 N.

Proposicao 1.3.12. (|I1], Corolario 5.3) Sejam os mddulos My, M)y, sN e aN',
f:M— M eqg: N — N dois homomorfismos de mddulos. Entao existe um tnico
homomorfismo de grupos M @4 N — M' @4 N’ tal que m @4 n +— f(m) ®4 g(n),

para todo m € M e todon € N.

O homomorfismo definido na proposicao acima é denotado por f ®4 g. Assim,
temos que se N é um A-moédulo a direita, entao o produto tensorial define um funtor

covariante N ®,4  : A Mo Ab.

Teorema 1.3.13. ([L1], Teorema 5.5) Sejam R e A anéis com unidade tais que M é
um (R, A)-bimddulo e N um A-mddulo a esquerda. Entdo M @4 N € um R-mddulo
& esquerda com a ac¢ao dada por r(m @4 n) =rm @4 n, para todor € R, m € M e

neN.

Notamos que no caso em que A é um anel comutativo, entao o grupo abeliano

M @4 N é& um A-modulo.
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Definigao 1.3.14. Um A-mddulo a direita P é dito plano se o funtor covariante

P®y € exato.

Definimos agora uma classe especial de médulos planos.

Definicao 1.3.15. Um A-mddulo P é chamado projetivo se para qualquer A-epi-
morfismo f : N — M e qualquer A-homomorfismo g : P — M existe um A-

homomorfismo h : P — N que faz o diagrama a sequir comutar

¥
Nt p——o

Definicao 1.3.16. Um anel A ¢ dito hereditdrio a esquerda se seus ideais a esquerda

500 projetivos.

Enunciamos agora o proximo resultado sobre anéis nesta se¢ao, pois sua demons-

tracao contém nocoes de teoria de modulos.

Teorema 1.3.17. Se A € um anel noetheriano tal que todo ideal primo é maximal,

entao A € artiniano.

Demonstracao. Pelo Corolério [1.2.27) temos que 0 = M;...M,,, onde cada M; é um

Mi..M;_1

ideal maximal de A. Como A é noetheriano entao Mo € um A-mo6dulo no-

Miy..M;_1

My..M;_4 é
M;y...M;

etheriano (com a acao natural), e como M; C Ann( ) entdo — ;-

My..M;_1 .

A . . . A . ..
um ;--espago vetorial noetheriano, e com isto, =3 ¢ 5--espago vetorial artini-

M. M;_,

o é um A-modulo artiniano. Desta forma temos que M;...M,_1 e
- dVlg

ano. Assim,

M. M, 5 ~ ) - < -
Mi—M"f sao A-modulos artinianos, decorre entao da Proposicao|l.3.9que M;...M,,_»
M,
Mi..My 3 .~ . . . )
€ I, 540 A-modulos artinianos. Consecutivamente, temos que M; é um A-
M,
moédulo artiniano. Analogamente, Mil ¢ noetheriano e assim ]VAII é um A-modulo
artiniano. Portanto, A é artiniano. n
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1.3.2 Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya

O Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya ¢ uma extensao do Teorema de
Krull-Remak-Schmidt, o qual foi estendido, por Azumaya em [2]. Uma prova curta
do Teorema Krull-Remak-Schmidt é feito em [14]. Nesta subsegdo daremos uma
prova do Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya segundo [7]. A importancia
deste teorema no trabalho se deve ao fato que sobre anéis noetherianos comutati-
vos saberemos quais sao os modulos injetivos indecomponiveis e que todo moédulo
injetivo pode ser escrito como uma soma direta de modulo injetivos indecomponi-
veis. Mais explicitamente, por exemplo, se {M,}aco € {Ng}sen sd0 duas colegdes
diferentes de modulos injetivos indecomponiveis sobre um anel qualquer tais que
card(©) # card(A) entdo a soma direta destas duas cole¢oes sao modulos injetivos

nao isomorfos.

Definicao 1.3.18. Uma decomposicao em mddulos indecomponiveis de um maodulo

¢ dita local se o anel de endomorfismos de cada uma de suas componentes € local.

Lema 1.3.19. Se f : P —> M e g: M — Q sao dois A-homomorfismos tais que gf

¢ um isomorfismo, entio, M = im(f) @ ker(g).

Demonstracao. Sejay € im(f)Nker(g). Entao existe z € P tal que f(z) =ye 0=
9(y) = g(f(x)). Como gf é um monomorfismo temos que =z = 0, e segue que y = 0.
Logo, para cada m € M temos que m = f((gf)"(g(m))) + [m — f((g.£) (g(m)))],

onde m — f((gf)~"(g(m))) € ker(g). =

Lema 1.3.20. Sejam {M,}oco uma decomposicio local do A-mddulo M e E =
{h1,...;hm} € Enda(M) um subconjunto finito tal que 1y = hy + ... + hy,. Entao
para qualquer conjunto finito F' = {oq,...,an} C O tal que o; # «j, sempre que

i # j, existem f1,..., f € E/, onde pode acontecer que f; = f; para i # j, tais que

28



M:fl(Mm)@-..@fn(Mcm)@[ @ Ma}

a€O\F

onde fi‘Mai € um isomorfismo sobre sua tmagem.

Demonstrac¢ao. Seja 1,, a identidade de M,,. Entdo, 1., = o, lasia, = Ta, (b1 +
hay + ... + hpm)iay, = Tayhiia, + Tayhoia, + .. + Tayhmia,. Como Enda(M,,) é
um anel local entao pelo menos um dos somandos da tltima igualdade é uma
unidade de Ends(M,,). Seja entdo f; € E, tal que 7, fiia, € um automor-
fismo de M,,. Assim, pelo Lema temos que M = fiio, (My,) @ ker(my,) =
filMy,) @& @ M,]. Além disso, fii,, € um monomorfismo, pois 7y, fila, € um

acO\{a1}
isomorfismo. Portanto, fila,, @ Ma, — fi(Ma,) é um isomorfismo. Consequen-

temente Enda(Ma,) = Enda(fi(Ma,)). Logo, {Ms}aco\fary U {fi(Ma,)} € uma
nova decomposi¢ao local de M. De forma anéloga ao que foi feito para a; obtemos
M = fi(M,,)® fo(M,,) ®] €  M,]. Repetindo este argumento tantas vezes

ac®\{ai,a2}

quanto for necessario, obtemos M = f;(My,) @ ... & fu(M,,) & [ @ M,], onde
a€O\F

filar, € um isomorfismo sobre sua imagem. O
1

Lema 1.3.21. Sejam M = C & B e D um submddulo de M, entao

1. 7.D=Cn(D+ B).

2. M =D ® B se e somente se m.|p: D — C é um isomorfismo.

Demonstragao. 1. Pela lei modular temos que 7.(D) = m.(D) + {0} = 7.(D) +
me(B) = m((D+B)NM) = 7.((D+B)N(C® B)) = me(((D+B)NC)& B) =

(D+B)NC.

2. Notamos que 7.|p é um monomorfismo se e somente se D N B = 0. Por

outro lado, pelo item 1 segue que 7.|p é um epimorfismo se e somente se
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C'N(D+ B) =C se esomente se C C D+ B se e somente se M = D + B.

Portanto, 7.|p ¢ um isomorfismo se e somente se M = D & B.

O resultado a seguir mostra que se um moédulo M possui uma decomposicao
local, entao as componentes desta decomposicao sao os tnicos somandos diretos

indecomponiveis de M, a menos de isomorfismo.

Lema 1.3.22. Seja {M,}oco uma decomposicao local de M. Se M = C @ B, onde

C' ¢ indecomponivel, entao exriste a € © para o qual:

1. M=M,®B.
2. Teio : My — C € um isomorfismo.

3. O conjunto dos o € © tais que mi.: C — M, € um isomorfismo € finito.

Demonstragao. 1. Seja0 # x € C. Entao x = x4, +...+2,,,, onde cada x,, € M,,
¢ ndo nulo. consideramos F = {ay,...,an} ¢ E = {i.m., 1y — ieme.}. Como
Ly = ieme + (1ar — ieme) segue, do Lema [1.3.20 que
M = fo,(May) & for(Mo,) © ... & fa,(Ma,) & [ D M,

a€O\F

onde cada f,, € E, paratodo: =1,...,ne f, = f,,

Mo, - Mo, — f(Maz)

¢ um isomorfismo. Seja o automorfismo g = f1 & ... & f, & 1p de M, onde
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D= €& M,. Por outro lado, se todos os f,, sdo iguais a 1, — .7, entao,
a€O\F

g(x)= (/1 ®..® [ ®1p)(Ta, + ... + 74, +0)
= fi(@a,) + ... + ful7a,)
= 1y —ieme)(@ay) + oo + (L — i) (Ta,,)
= (1y —icme)(XTay + o + Za,,)
= (1 —deme)(2)

=0

o que é um absurdo, pois x # 0. Assim, existe k tal que fp = i.m.. Desta

maneira,

M =im.(M,,) ® G =m.(M,,) ® G, onde G =P fi(M,,) ®D.
ik

Portanto, pela lei modular, temos C = CNM = CnN (1.(M,,) & G) =
7e(M,,) ® (CNG). Mas como C' é indecomponivel e 7.(M,, ) # 0 devemos ter
que C NG =0, ou seja, C' = m.(M,,). Consequentemente, 7TC|M% : My, — C

¢ um isomorfismo e do item 2 do Lema [1.3.21] temos que M = M,, ® B.
2. 56 temos que notar na demonstragao do item anterior que 7|, = Teinm,, -

3. Sejam «a € O tal que m,i. é um isomorfismo e x € C' como no item 1, Entao

0 # Taic(r) = To(Tay + ... + Za, ). Assim, o = a;, para algum j =1, ..., n.

Como uma consequéncia imediata do lema anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.3.23. Se um A-mddulo M possui uma decomposi¢ao local, entao o anel

de endomorfismos de qualquer outro somando direto indecomponivel de M ¢ local.
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Como extensao natural do lema [1.3.22| segue claramente o seguinte resultado.

Corolario 1.3.24. Seja {M,}aco uma decomposi¢ao local de M. Se M = Cy @
Co®...dC, @ B, onde cada C; € um modulo indecomponivel, entao, existem indices

distintos aq, ...a, € © tais que M = M,, & ... &8 M,, & D e C; = M,,, para lodo i.

Lema 1.3.25. Sejam {M,}oco € {Ng}gen duas decomposicées locais de M. Se

M =C & B, onde C € um mddulo indecomponivel entdo os conjuntos

X={aecO|M,=C}leY={BecA|N3=C}

tém o mesmo cardinal.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que X é um conjunto finito. Seja qualquer

subconjunto finito F' = {f,..., .} de Y. Entao, pelo Corolario [1.3.24] segue que

M=M,&.&M, & @ Ng| com Ng, = M,,. Como os indices ay, ..., a,, s80
BEA\F

distintos e {a1, ..., } € X devemos ter que Y é finito, pois do contrario X teria

que ser infinito. Desta maneira, o cardinal de Y é menor ou igual do que o cardinal

de X. Simetricamente, como Y ¢é finito, temos que o cardinal de X é menor ou

igual do que o cardinal de Y. Suponhamos agora que X é um conjunto infinito.

Consideremos a projecao mg : M — Ng. Definamos para cada o € X o conjunto
F(a)={p €Y | mg|m,é um isormorfismo}.

Do item 2 do Lema [1.3.22 temos que, se M = Ng @ K entao existe o € X tal que

Tgle ¢ um isomorfismo. Assim, cada € Y pertence a algum F(«). Desta maneira,

Y = | Fl(a). Pelo item 3, do Lema [1.3.22| temos que F(«) é um conjunto finito.

acX
Como X é infinito temos que card(Y) = card( | F(«a)) < Nocard(X) = card(X).
acX
Simetricamente obtemos, card(X) < card(Y). O
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Apo6s os lemas acima, caminhamos na direcao da demonstracao do Teorema de
Krull-Remak-Schmidt-Azumaya. A prova consiste simplesmente em particionar os
conjuntos de indices dados e mostrar que os conjuntos quocientes resultantes se
correspondem biunivocamente, onde qualquer par de classes que estejam em corres-
pondéncia tém o mesmo cardinal e, portanto, existe uma bijecao entre os conjuntos

de indices iniciais.

Teorema 1.3.26. Seja {M,}aco uma decomposi¢io local de M. Se {Ng}gen €
outra decomposi¢cao de M em mddulos indecomponiveis, entao existe uma bije¢ao

p: O — A tal que My = Ny, para todo a € ©.

Demonstracao. Notamos primeiro que, pelo Corolério a decomposicao {Ng}gen
de M também é local. Definamos em O a seguinte relagao de equivaléncia, a; ~ ay
se M,, = M,,. Analogamente, definimos uma relacao de equivaléncia em A. Cha-
memos © e A aos conjuntos das classes de equivaléncias definidas sobre © e A,
respectivamente. Definamos agora a aplicagio h : © — A, por h(M,) = Ng,
onde M, = Ng. Pelo Lema [[.3.22] temos que h é uma aplicagao sobrejetora. Se
h(M,,) = h(M,,), entdo evidentemente M,, = M,,, ou seja, M, = M,,. Assim,
h é uma bijecao. Além disso, pelo lema , temos que card(M,) = card(h(M,)).
Logo, para cada classe X € © existe uma bijecdo px : X — h(X). Assim, a apli-
cacdo p : © = A, definida por o — ps(a) é uma bijecdo tal que M, = N, para

todo o € ©. O]

1.3.3 Moédulos Injetivos

Apresentamos nesta subsecao alguns resultados basicos concernentes a modulos

injetivos.
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Definicao 1.3.27. ([13], Cap. 3) Um A-mddulo I é chamado injetivo se satisfaz

alguma das segquintes condicoes equivalentes:

1. Para qualquer A-monomorfismo f : L — N e qualquer A-homomorfismo

g: L — I, existe um A-homomorfismo h: N — I tal que o diagrama

0—>1 1o

/
Ve
%
1
comuta;

2. O funtor contravariante Homa(_, 1) Moty — Ab € exato;

3. Para qualquer A-monomorfimo f : I — M existe um A-homomorfismo

g: M — I tal que fg =1idy;

4. (Critério de Baer) Todo A-homomorfismo f : U — I, onde U é um ideal @

esquerda de A, pode ser estendido a um A-homomorfismo de A em 1.

Como consequéncia das propriedades do funtor contravariante Homa( ,I) te-

mos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.3.28. ([13]|, Proposicdo 3.4) O produto direto de uma familia A-

modulos € injetivo se e somente se cada mdodulo da familia € injetivo.

Proposicao 1.3.29. Seja I um mddulo injetivo sobre um anel hereditirio A e

f I — M um epimorfismo de A-mddulos. Entao M ¢ um A-mddulo injetivo.

Demonstracao. Sejam U um ideal & esquerda de A e f: I — M um epimorfismo.
Entao pelo critério de Baer iremos mostrar que M é injetivo . De fato, seja um

homomorfismo qualquer g : 4 — M. Entao pela projetividade de U, existe um
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homomorfismo h : U — I tal que fh = g. Agora pela injetividade de I temos um

homomorfismo h: A — I que estende h. Desta maneira, ffL estende g a A. O

Teorema 1.3.30. ([7], Teorema 13-2.3) Um anel A ¢ hereditdrio a esquerda se e
somente se para qualquer A-mddulo injetivo M e qualquer submddulo N de M, o

quociente % € também injetivo.

1.3.4 Imersao Injetiva
O objetivo desta subsecao é mostrar que qualquer A-modulo M pode ser imerso em
algum A-modulo injetivo.

Seja P um (R, A)-bimodulo tal que P4 é um modulo plano. Entao, dado um
moédulo M, definimos no grupo abeliano M = Homp(zP, gM) a acio (a - f)(p) =

f(p-a),comacAe f e M. Assim temos que M e um A-modulo a esquerda.

Proposigao 1.3.31. ([13], Proposicao 3.5) Se rM um R-mddulo injetivo. Entao

M é um A-mddulo injetivo o esquerda.

Definicao 1.3.32. Um A-mddulo M € dito divisivel se para qualquer m € M e
a € A tal que anny(a) C anny(m) entdo a divide m, ou seja, existe n € M tal que

m=a-n.

Proposicao 1.3.33. ([13], Proposicao 3.17) Para qualquer A-mddulo M as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. M € divisivel;
2. Para qualquer a € A, anny(ann(a)) = aM;

3. Para qualquer a € A, € possivel estender qualquer homomorfismo f : Aa — M

a um homomorfismo de A em M.
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Da proposicao anterior e do critério de Baer segue que todo A-modulo injetivo é
divisivel. Além disso, a reciproca é verdadeira sempre que A seja um anel de ideais

principais a esquerda (AIPE).

Corolario 1.3.34. Seja A um dominio. Entao um A-mddulo M ¢é divisivel se e

somente se M = aM, para todo a € A\ {0}.

Exemplo 1.3.35. Q ¢ um Z-mddulo injetivo. Em geral, se D é um dominio de

ideais principais e K € seu corpo de fracoes, entao K € um D-mddulo injetivo.

Exemplo 1.3.36. O p-grupo de Priifer Z,~ é um Z-mddulo injetivo. De fato, seja
z% € Ly~ en € ZT. Semdc(n,p) =1 entao mde(n,p') = 1, e assim existem inteiros

a,b tais que an + bp* = 1. Desta maneira,

1_i
nek = ko — g —

L
Pt

Se mdc(n, p) # 1 entao n = mp', com mdc(m,p) = 1, e seque que mdc(m, p"+*) = 1.

Assim existem nimeros inteiros a,b tais que am + bp'*t = 1. Desta maneira,

ak t ak _ . tr.am __  tp.l=bptt _ ¢ 1 _ k
nose = mp i = PRk = Pk =k =

Em resumo, Ny = Ly, para todo inteiro positivo n, isto €, Ly~ € um Z-mddulo
mjetivo.

. . ., Lo, . 7
Exemplo 1.3.37. Sejan > 0, Z,, € um Z,-mddulo injetivo. De fato, Seja ;= um

ideal de %Z. Assim, existe a € 7Z tal quen = ak. Se f : %Z — %Z € um homomorfismo

Z

de Z-mddulos entio desejamos estender ele a um homomorfismo h : nZ—Z — =,

nZ 0

qual consiste, pela linearidade dos homomorfismos, em definir h(1 + nZ) tal que

f(k+nZ) = (k+nZ)h(1 +nZ). Das sequintes igualdades,

0= f(n+nZ)= flak+nZ)= (a+nZ)f(k+nZ) = (a+ nZ)(s + nZ)
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para algum s € 7, temos que as € nZ, ou seja, existe t € 7. tal que as = nt. Logo,
as = (ak)t, donde seque que s = kt. Portanto, f(k + nZ) = s+ nZ = kt + nZ =
(t +nZ)(k + nZ). Portanto, definindo h(1 + nZ) =t + nZ temos o que queriamos

pProvar.

Corolario 1.3.38. Seja A um dominio. Se f: M — N € um A-homomorfismo

com M injetivo, entao Im(f) também € injetivo.

Corolario 1.3.39. Seja A um dominio. Entdao, A soma direta e o produto direto

de A-mddulos injetivos também € injetivo.

Proposicao 1.3.40. Seja M um Z-mddulo. Entao existe um Z-modulo injetivo N

tal que M € submdodulo de N.

Demonstracao. Seja um Z-epimorfismo f : @ 7Z; — M, onde Z; é uma copia de
i€l
Z. Além disso, temos que @ Z; ¢ um submodulo de P Q;, e segue que S,(ij) =\
iel iel

é um Z-submodulo de g%) Pelos corolarios [1.3.38] e |1.3.39| o Z-médulo g%) é

injetivo. [
Teorema 1.3.41. Todo A-mddulo pode ser imerso em um A-mddulo injetivo.

Demonstracao. Seja M um A-moédulo a esquerda, entao ele é, particularmente, pela
estrutura de grupo abeliano, um Z-moédulo & esquerda. Assim, o Z-médulo M esta
imerso em um Z-modulo injetivo N. Além disso, A é um (Z, A)-bimodulo e, ao
mesmo tempo, um A-modulo plano. Entao, pela Proposicao [1.3.31] o A-moédulo a
esquerda N = Homgz(A, N) é injetivo. Vamos mostrar que M é um A-submodulo
de N. De fato, Consideramos a aplicacio € : M — N definida por e(m)(a) = am
e sejam aj,ap € A e m € M. Notamos aje(m) = e(aym), pois, (aje(m))(az) =

e(m)(azar) = (aza;)m = ag(aym) = e(aym)(ay). Logo, € & um A-homomorfismo.
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Seja agora m tal que ¢(m) = 0. Em particular, devemos ter 0 = ¢(m)(1) = lm =m

e, portanto, € ¢ um monomorfismo. L]

1.3.5 Fecho Injetivo

Nesta secao, mostrarmos que todo moédulo possui um fecho injetivo, o qual é
dado pela maior extensao essencial que o contém, ou equivalentemente pelo menor

modulo injetivo que o contém.

Definicao 1.3.42. Um A-mddulo a esquerda E O M é chamado uma extensao

essencial de 4 M, se para todo submddulo nao nulo N de E temos M NN # 0.

Se F é uma extensao essencial de M entao escreveremos M C, E. Uma extensiao
essencial £ D M é dita maximal se nenhuma extensao essencial de M contém
propriamente E. Por outro lado, uma caracterizacao imediata, mas muito ttil, das
extensoes essenciais é a seguinte: M C. F se e somente se dado qualquer b € F,
existe a € A\ {0} tal que a-b € M. Além disso, destacamos que a relagao “ser

extensao essencial de” é transitiva.
Exemplo 1.3.43. O Z-maodulo Q ¢ uma extensao essencial de 7.

Exemplo 1.3.44. A extensao Zy C Zy~ € essencial (ver Ezemplo . Notamos
primeiro que 0s unicos subgrupos nao triviais de Ly sao os subgrupos da forma (#)
Pois, se G € um subgrupo finito de Zy~, entao deve estar contido em <}%>, para algum
natural n. Pelo teorema de Lagrange seque que G deve ser um subgrupo de ordem
p¥, com k <n. Assim, G = (#} Para o caso em que G € infinito, suponhamos que
eziste z% ¢ G. Desta maneira, existe m > n tal que me € G, onde mdc(r,p) = 1,
consequentemente mdc(r,p™) =1 e p—ln € <p%n> = (jm). Assim, % € (5m)- Ou seja,

p% € G, o que € um absurdo. Logo, G = Zy~. Do anterior e da cadeia dada na
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Definicao temos, evidentemente, que a extensao Zyn C Zyo € essencial, para

todo inteiro positivo n.

O lema a seguir nos da mais uma caracterizacao de modulos injetivos e exibe

uma relagao entre extensoes essenciais e injetividade.

Lema 1.3.45. s M € injetivo se e somente se M nao possui extensoes essenciais

Proprias.

Demonstragao. =) Seja M C. E uma extensao essencial. Como M ¢é injetivo segue
que existe um submodulo N de E tal que £ = M & N. Como M C, F é uma

extensao essencial, segue que N = (0. Portanto, M = F.

<) Consideramos I um modulo injetivo que contém M. Se I = M, entdo
nao ha nada para mostrar. Suponhamos que I # M. Consideramos a familia dos
modulos contidos em I cuja intersecao com M é o modulo zero. Aplicando o Lema
de Zorn nesta familia, obtemos um elemento S maximal da familia. Afirmamos que

I =M®S. De fato, notamos que é ¢ uma extensao essencial de % = M. Assim,

é = M—;S = M, ouseja, I = M & S. Como I ¢é injetivo segue que M também é

injetivo. [
Lema 1.3.46. Todo A-mddulo M possui uma extensao essencial mazximal.

Demonstrag¢ao. Seja I um modulo injetivo que contém M. Consideramos a fami-
lia § das extensoes essenciais de M contidas em I. Notamos que § # 0, pois
M C, M. Como a uniao de uma cadeia de extensoes essenciais de um modulo é
também uma extensao essencial entao, aplicando o Lema de Zorn, § tem um ele-
mento maximal E. Além disso, F é uma extensao essencial maximal de M, pois,

para cada extensao essencial £/ de M tal que £ C E’ temos pela injetividade do
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modulo I que existe um morfismo g : £ — I que faz comutar o seguinte diagrama

0—>FE "5 F

of 4
1
Assim, temos que ker(g) "M = 0 e como M C, E’ entdo ker(g) = 0. Logo,

Im(g) = E'. Consequentemente, Im(g) € § e ix(£) = £ C Im(g) C I, e pelo fato

que E é maximal em §, concluimos que E = Im(g). a

Teorema 1.3.47. Sejam M e I dois A-mddulos tais que M C I. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

1. I ¢ uma extensao essencial maximal de M ;
2. I € uma extensao essencial de M e I € injetivo;

3. I € um modulo injetivo minimal com respeito a relacao de conter M.

Demonstracao. 1 = 2. Segue da transitividade das extensoes essenciais e pelo Lema
1.3.45

2 = 3. Suponhamos que existe um modulo injetivo I’ tal que M C I’ C I. Entao
para algum submodulo N de I temos que I = I’ @ N. Pela essencialidade da exten-
sao M C I segue que N = 0. Logo, I ¢ um mo6dulo injetivo minimal.

3 = 1. Seja E uma extensao essencial maximal de M contida em I. FEntao, pelo
mesmo argumento feito na prova do Lema[I.3.40] segue que E ¢ uma extensao essen-
cial maximal de M. Logo, por 1 = 2, IF ¢ um moddulo injetivo. Pela minimalidade

de I, segue que [ = E. Isto é, [ é uma extensao essencial maximal de M. O

O Lema [1.3.46| mostra para que para todo moédulo, existe um modulo I que

satisfaz uma (e portanto todas) das afirmagbes do teorema anterior. Neste caso
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dizemos que [ é um fecho injetivo de M. O corolario a seguir mostra que o fecho

injetivo de um modulo é Ginico a menos isomorfismo.

Corolario 1.3.48. Se I e I' sao dois fechos injetivos de M, entdo existe um iso-

morfismo [ : I — I’ tal que f restrito a M € a identidade de M.

Demonstracao. Sejam i e i’ as inclusoes de M em I e I’, respectivamente. Como [
é injetivo entao existe g que faz o diagrama a seguir comutar

0—sM—LsT

1A

1

Além disso, ¢ restrito a M é a identidade. Assim, como foi mostrado na prova
do Lema [1.3.46| temos que g ¢ um monomorfismo. Logo, temos que g(I’) ¢ um
submoédulo injetivo de I contendo M. Usando a caracterizagao 3 do Teorema |1.3.47

temos que g(I') = I. Portanto, g é um isomorfismo. O
Notacao: Durante a dissertacdo usaremos as seguintes notacoes:

1. E(4M) denota o fecho injetivo do A-mddulo M. Porém, quando for claro que

o fecho injetivo de M ¢é sobre o anel A escrevemos simplesmente E(M).

2. Seja C'um A-modulo injetivo que contém M. Escrevemos, Ec(M) para deno-
tar o fecho injetivo de M contido em C', quanto for necesséario evidenciar este

fato.

Exemplo 1.3.49. Como Z-mddulos, E(Z) = Q. A prova seque dos exemplos

e o Teoremal|1.53.4,

Exemplo 1.3.50. Como Z-mddulos, para todo natural n, temos que E(Zyn) = Zpeo.

A prova seque dos exemplos[1.3.2, [1.3.56], [1.3.44] e o Teorema|1.3.47
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1.3.6 Limites Diretos

Nesta secao construimos o limite direto de qualquer familia de modulos sobre
um anel A, segundo o roteiro dado em ([1], Pagina 32). No Capitulo 2, se mostra
uma surpreendente relacao entre a nocao de limite direto de moédulos e o conceito
de anel noetheriano. Mais precisamente, o Teorema mostra que uma categoria
de moédulos injetivos, sobre um anel fixo, possui limites diretos se e somente se este

anel é noetheriano.

Nesta secao denotamos D como um conjunto dirigido, ou seja, um conjunto
ordenado tal que para cada 7,7 € D, existe um k € D tal que 1 < ke j < k.

Destacamos que o fato de D ser um conjunto dirigido somente é necessario na prova

dos corolarios [1.3.55| e [1.3.56l Em outras palavras, a Proposicao [L.3.54] mostra que

a categoria 4./ possui co-limites (J15], Secao I11.3) de qualquer tipo.

Definicao 1.3.51. Um sistema direto é uma familia de A-mddulos (M;),cp junto
com um conjunto de A-homomorfismos {p;; - M; — M; | se i < j} que satisfazem

as sequintes condicoes:

1. iz = Zd]m-- Mi —>Mk Mk
122%] l“ki
2. ij = gjplik, sempre quet < k < j. M;

Definicao 1.3.52. Um co-cone para o sistema direto ((M;)iep, pi;) € um A-mdédulo
N junto com uma familia {c; : M; — N }iep de A-homomorfismos tal que o sequinte

diagrama comuta para todo 1 < j,
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Definicao 1.3.53. Um limite direto para o sistema ((M;)iep, ptij) € um co-cone
(N, (i)iep) que satisfaz a sequinte propriedade universal: se (N',(a});ep) € outro
co-cone desse sistema, entdo existe um unico A-homomorfismo o : N — N’ tal que,

para todo i € D o sequinte diagrama comuta

M;
N
N «
isto é, ), = aqy, para todo i € D.

N/

Escrevemos M = limy M; ao limite direto do sistema ((M;)iep, p1i;). Pela proprie-
dade universal que define “0” limite direto de um sistema, segue que este se encontra

univocamente definido a menos isomorfismo.

Proposicao 1.3.54. O limite direto de qualquer sistema direto sempre existe.

Demonstragao. Seja o sistema direto Ml = ((M;)iep, ftij). Consideramos o A-modulo
C = G%Mi e chamamos de F' o submodulo de C gerado pelos elementos da forma
ic
x; — pij(z;), sempre que ¢ < j e z; € M;. Afirmamos que M = I(—j:, junto com os
A-homomorfismos «; : M; — M definidos pela composicao dos morfismos
Mo

é o limite direto do sistema M. De fato, se i < j e x; € M; entdo x; — p;j(x;) € F,
e segue que o;(z;) = z; + F = pij(x;) + F = a;(pij(xi)), ou seja, o = ojfy;
sempre que i < j. desta maneira, (M, «;) é um co-cone do sistema direto M.
Se (N, o)) é outro co-cone desse sistema direto entdo definimos o A-homomorfismo
¢ :C — N por ¢((x;)) =D of(x;). Notamos que para ¢ < j temos ¢(z; — () =
o (2;) — oy (pij(w;)) = 0. Assim, F' C ker(¢) e obtemos que um A-homomorfismo ¢ :

M — N, o qual, por construcio, satisfaz o} = da;. Além disso, ¢ ficil de ver que ¢ é

o unico A-homomorfismo que satisfaz essa propriedade. Portanto M = lz_'r)n M;. [
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Corolario 1.3.55. Com as mesmas hipdteses da proposicao da acima. Cada ele-

mento do limite direto M ¢é da forma o;(x;), para algum i € D e z; € M,;.
Corolario 1.3.56. Se a;(x;) = 0 entao existe j > i tal que p;;(z;) = 0.

Exemplo 1.3.57. Seja {M,};,cp uma familia de mddulos injetivos . Consideramos

a familia

F = {Ny | Ny, é uma soma direta finita de elementos de {M,}}

A relagao k <1 se Ny C Ny, para todo k,l € D, define um ordem no conjunto D.
Desta forma, D € um conjunto dirigido. Temos, que (F,ug) € um sistema direto

onde 0s homomorfismos g : Ny, — N; sao as inclusoes. Logo o limite direto deste

sistema € @ M.
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Capitulo 2

Modulos Injetivos sobre Anéis

Noetherianos

O objetivo deste capitulo é estudar com profundidade os mddulos injetivos sobre
certos tipos de anéis. A principio o anel base nao tem nenhuma condigao adicional
além de ter unidade. Nas primeiras duas secoes estudaremos de modo geral algumas
propriedades dos médulos injetivos indecomponiveis, onde evidencia-se a necessidade
de condicoes de noetherianidade sobre o anel base. Na terceira secao estudamos os
modulos injetivos indecomponiveis sobre um anel noetheriano e comutativo, onde
evidencia-se que cada ideal primo P se corresponde biunivocamente com o médulo

E(4). Assim, estudando os A-modulos da forma E(4) definiremos naturalmente

ol

uma acao de A, sobre E(Ié), e também uma acao do anel completo Ap, obtido

da topologia P-adica sobre A,, donde obteremos surprendentemente que E(%) =

E(PA—/’;p) e que E(4) = E(Pffp), como A, e A, modulos, respectivamente. Com isto,
no Capitulo 3, mostramos que com condi¢oes de comutatividade, noetherianidade,

localidade e completude sobre o anel base, a categoria dos modulos artinianos e o

categoria oposta dos mddulos noetherianos sao equivalentes.
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2.1 Submobdulos Injetivos Maximais

Nesta secao estudamos algumas propriedades de modulos que contém um mo-
dulo injetivo maximal. Além disso, no Teorema [2.1.2] mostramos uma propriedade

categorica que define um anel noetheriano.

Sejam S, T dois A-moédulos, D um submoédulo injetivo de S @ T e F =
Ep(D N S). Pela injetividade de E, e o item [3[ da definicdo de modulo injetivo,
existe um submoédulo F' de D tal que D = E @ F'. Nestes termos, temos o seguinte

resultado.

Lema 2.1.1. Com as mesmas notacoes acima, E e F se projetam injetivamente

em S e T, respectivamente.

Demonstracao. Sejam f1 :SeT — Se fg :S@®T — T as projecoes de S @ T
em S e T, respectivamente. Definamos f; como a restricao de f2 a F. Assim,
ker(fs) ={r € F |z =540, se€ S} CDnNS C Ep(DNS) = E. Como
ENF =0, temos que ker(fy) = 0. Desta maneira, F' se projeta injetivamente
em T. Analogamente, seja f; : E — S a restri¢ao de fl a F. Entao, temos que
ker(fi1) € T, e com isto, ker(fi)N(DNS)=0. Mas DN S C, E, de onde segue

que ker(f;) = 0. Consequentemente, E' também se projeta injetivamente em S. [

O seguinte teorema mostra como uma propriedade satisfeita pelos moédulos inje-

tivos nos da uma notavel caracterizacao dos anéis noetherianos.

Teorema 2.1.2. As sequintes condi¢oes sdo equivalentes:

1. A é um anel noetheriano a esquerda;

2. O limite direto de A-maodulos injetivos € injetivo;
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3. A soma direta de A-mddulos injetivos é um mddulo injetivo.

Demonstragao. 1 = 2. Seja (M, (o;)iep) o limite direto do sistema ((M;)iep, tij),
onde M; é injetivo, para todo ¢ € D. Vamos mostrar que M é injetivo mediante o
critério de Baer. De fato, seja f € Homa(U, M), onde U é um ideal de A. Como
A é noetheriano temos que U = Aay + ... + Aa,,. Pelo Corolario temos que
cada f(a;) = ag,(x;). Sejam € D tal que m > k; para todo ¢ = 1, ..., n, entao temos
que ag, = Qpfikm © f(U) = Af(ar) + ... + Af(an) = Aag, (1) + ... + Aoy, (z,) =
Aot (piym (21)) + o+ A (Hm (Tn)) = Cn(Aptrym (1) + - + Aptge,im(T)), 0u seja,
fU) € Im(ay,). Seja N o submodulo de M, gerado por figm (1), s fbm (Tn),

desta forma a,,,(N) = f(U). Seja agora a sequéncia exata

0—L— N2 ) —0
onde L = ker(a,,) eiy éainclusdo de L em N. Como N é finitamente gerado e temos
da Proposicao|l.3.10[que N é um modulo noetheriano, em particular, L é finitamente
gerado, isto é, L = Ay, + ...+ Ay, onde yi, ...,y; € L. Como cada a,,,(y;) = 0, entdo
segue pelo Corolario que existe um s; > m tal que fi,s, (y;) = 0. Desta forma,
seja s > s; para todo i = 1,....] temos p,s(L) = Apms(y1) + oo + Apms(y) =
Aptsys(msy (Y1) + oo 4 Aptsys(tms, (1)) = Apsys(0) + .. + Aps(0) = 0. Notamos
que h = aglu,.(v) ¢ tms(N) = f(U) é um isomorfismo. Pois, a sobrejetividade
segue imediatamente do fato que as(pms(NV)) = @ (N) = f(U). Seja x € N tal que
0 = as(tms(x)) = am(z), ou seja, © € L e portanto, p,s(xz) = 0, isto &, o nicleo de

Qs s (v) € 0 modulo nulo.

Desta maneira podemos escrever f = a,(h™1f), e pela injetividade de M; o
homomorfismo h™1f : U — M, pode se estender a um homomorfismo g : A — M,

tal que glyy = h™1f.
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U
|
j f lg
Assim, ayg estende f a um homomorfismo de A em M. De fato, asgly =

1
uW(N)f =/

as 1f = 00
2 = 3. Segue do Exemplo [1.3.57]

3 = 1. Seja uma cadeia ascendente
U CU, C

de ideais a esquerda de A. Consideremos o ideal & esquerda U = |JU; de A e o
i=1

A-homomorfismo f : U — ®E(#), definido por f(a) = (a 4+ U,),. Notamos que f

estd bem definido pois para todo a € U existe um indice k tal que, para todo n > k,

a € U,. Da injetividade de ©E(7) existe um A-homomorfismo h : A — ®E(3)

que faz o seguinte diagrama comutar

0 U—" s A

OB(z)

Temos entdao que h(1) é uma sequéncia quase-nula. Seja m o maior indice cuja

componente em h(1) é um elemento ndo nulo. Consequentemente todo elemento
a € U pertence a Uy, 1 pois f(a) = h(a) = ah(1). Isto significa que U = Up,11 =

U0 = . ... Portanto, A é noetheriano. O

Um fato notavel, na demonstracao de 3 implica 1 é que em um anel qualquer, se

a sequéncia de ideais
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U CU, C ..

A

¢ ndo estacionaria, entdao o modulo L(;
T

) nao é injetivo.

Embora nao precisemos de todas as equivaléncias dadas neste teorema, conside-
ramos relevante destacar este belo resultado da teoria dos mdédulos. Em particular,
do teorema anterior temos como consequéncia imediata o corolario a seguir. Antes,
porém, observamos que nesta secao, quando dizemos que um submodulo injetivo N

de M é maximal queremos dizer que nao existe nenhum submddulo injetivo de M

contendo propriamente /N.

Corolario 2.1.3. Se M ¢ um mddulo sobre um anel noetheriano A, entao M contém

um submodulo injetivo maximal.

Demonstragao. Consideremos a familia F = {@ N; | N; é submodulo injetivo de M},
ordenada por inclusao, a qual é nao vazia, pois 0 é injetivo. Como toda cadeia de
F tem um elemento méaximo, segue pelo Lema de Zorn que existe um submoédulo
maximal N em F o qual é injetivo, pois A é noetheriano. Seja agora N um submo-
dulo injetivo de M contendo N, entdao N{ = N @ N;, onde NJ injetivo. Segue que

Ni € F e pela maximalidade de N temos que Nj = 0, isto é, N| = N. H

O resultado acima nos diz que existem modulos que contém um submoédulo

injetivo maximal. Para esta familia temos o seguinte resultado interessante.

Teorema 2.1.4. Seja M um A-mddulo que contém um submddulo injetivo mazimal

C. Entao,

1. O 1nico submddulo injetivo do quociente % € 0 modulo nulo.

2. Se F' € um submaodulo injetivo de M, entao, a projecao de M em C restrita a

F, n|p: F — C é um monomorfismo tal que n.(F) = Ec(F N C).
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3. Se D é qualquer outro submddulo injetivo maximal de M, entao existe um
automorfismo de M que leva C sobre D e é a identidade sobre o complemento

de C em M.

Demonstracgao. 1. Pela injetividade de C' e o item |3| da definicao de mo6dulo in-
jetivo existe algum submoédulo N de M tal que M = C & N com N = % e
segue da maximalidade de C que o tnico submoédulo injetivo de % é o modulo

nulo.

2. Vamos mostrar primeiramente que Er(F'NC) = F (o fecho injetivo de FNC
em F'). De fato, pela injetividade de Er(FNC) segue que F' = Ep(FNC)® F,
para um certo submodulo Fj. Assim, [} é um submodulo injetivo de M tal
que C N F; = 0. Assim, C' & F; é um modulo injetivo que contém C' e
consequentemente, pela maximalidade de C, temos que F} = 0, isto é, F' =
Er(FNC). Pelo Lema segue que 7 |p € um monomorfismo tal que 7.(F)

¢ um fecho injetivo de F N C em C, ou seja, m.(F) = Ec(F N C).

3. Seja fi = m|p : D — C a projecdo de D sobre C, entao pelo item 2 temos
que fi(D) = Ec(DNC). Assim, pelo item |3| da definicdo de mddulo injetivo,
existe um modulo € tal que C = f;(D) @ C;. Por outro lado, como DN C C
Ec(DNC) = fi(D), segue que DN Cy = 0. Além disso, como C; ¢ injetivo
segue que D @ C é um moédulo injetivo que contém o submédulo D. Agora,
pela maximalidade de D, segue que C; = 0. Assim, C' = fi(D) e pelo item
2, fi ¢ um monomorfismo, Desta maneira, f; ¢ um isomorfismo. Por tltimo,
basta definir f = f;' @ idy, onde N é o complemento de C' em M, para
obtermos um automorfismo de M que leva C' sobre D e é a identidade sobre

N.
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O seguinte resultado é uma consequéncia direta do teorema anterior.

Corolario 2.1.5. Se C ¢ um submddulo injetivo mazimal contido em M, entao C

contém uma copia de cada submodulo injetivo contido em M.

Notamos que se a soma dos submodulos injetivos de um moédulo M é um sub-

modulo injetivo, entao M tem um tnico submoédulo injetivo maximal.

Teorema 2.1.6. A soma de dois submodulos injetivos de s M € sempre um submo-

dulo injetivo se e somente se A € hereditdrio o esquerda.

Demonstra¢ao. <) Suponhamos que A é um anel hereditario a esquerda. Sejam
N1 e Ny dois submodulos injetivos de um A-modulo M. Notamos que N1 + Nj é a
imagem de N; X Ny, mediante o homomorfismo f : Ny x Ny — N; + Ny definido por
f(ni,n9) = ny + ny. Pela injetividade de Ny x N, e pela Proposicao segue
que N7 + Ny é um submoédulo injetivo de M.

M
H

=) Seja H um submodulo do médulo injetivo M. Vamos provar que 4 é injetivo
e, pelo Teorema [1.3.30] seguird que A é hereditario a esquerda. De fato, sejam M e
M, duas copias de M, N = My x Ms e D o submoédulo gerado pelos elementos de N
da forma (h, h), onde h € H. E facil ver que o homomorfismo canonico N — ¥ leva
bijetivamente M; e M, em M; e M,, respectivamente, onde M; = M, + D. Notamos
que My + My = {((m1,0) + (0,m2)) + D} = & ¢ um moédulo injetivo por hipotese.

Por outro lado, pela injetividade de M; segue que %/Ml é injetivo. Consideremos

agora a seguinte sequéncia exata

M —— My —— My —2> X /0,

onde ¢ esta definido por:
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((0,m2) + D) = ((0,mz) + D) + My = ((0,m3) + D) + ((My,0) + D)

Observamos que,

Ker(¢) = {(0,mg) + D € My | (0,m9) + D € M;}
= {(0,my) + D € My | (0,m3) + D = (my,0) + D, para algum m; € M;}
= {(0,m9) + D € My | (my, mg) € D, para algum m;, € M,}
={(0,h)+ D€ M, | he H}

= (0,H)+ D

Consequentemente, a composicao desses morfismos é um epimomorfismo cujo

ntcleo é dado por H. Ou seja, % = %/]\7[1 é um modulo injetivo. O

Do Teorema e do Corolario segue que se A é um anel noetheriano e

hereditario (a esquerda) entdao todo A-mddulo M tem um moédulo injetivo maximo.

2.2 Mobdulos Injetivos Indecomponiveis

Nesta secao vamos mostrar que todo modulo injetivo indecomponivel é o fecho in-
jetivo de algum A-mo6dulo da forma é, onde [ é um ideal a esquerda irredutivel de
A. Disto decorre que fixando um anel A, podemos exibir todos os modulos injetivos
indecomponiveis da categoria A Mor Estes modulos serdo a base para estudar os

modulos injetivos sobre um anel noetheriano na proxima secao.

Proposigao 2.2.1. Seja {M;} uma familia finita de A-mddulos. Entao E( M;) =
@ E(M;). Se além disso, A € noetheriano & esquerda entdo pode se retirar a condi-

cao de finitude da familia.
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Demonstracdo. A Proposicao mostra que @ E(M;) ¢ um moédulo injetivo,
sempre que a familia {M;} é finita. Se a familia {M;} ¢é infinita e A é noetheriano
o Teorema mostra que @ E(M;) é um mddulo injetivo. Assim, pelo Teorema
so resta provar que @ E(M;) é uma extensao essencial de @ M;. De fato,
seja 0 # = em @ E(M;) e suponhamos que {k,, Tk, ..., Tk, } 80 as coordenadas
nao nulas de z. Entdo, pelo fato de My, C E(Mjy,) ser uma extensao essencial,
existe um a; € A tal que ajxy, € My, \ {0}. De maneira analoga, se ayzg, # 0
entdo existe ay € A tal que as - (ay - x,) € My, \ {0}. Continuando com este
procedimento em todas as coordenadas nao nulas obtemos elementos aq, ..., a,, € A
tais que a = ay,...a0a; satisfaz a propriedade de que a-x € @ M; \ {0}. Isto é,

P M; C @ E(M;) é uma extensdo essencial. O

O proximo resultado caracteriza médulos cujo fecho injetivo é indecomponivel.

Proposigao 2.2.2. Seja um A-mddulo M. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. E(M) é o fecho injetivo de qualquer um de seus submddulos nao nulos;
2. Para quaisquer submddulos nao nulos S e T de M temos que S NT # 0;

3. E(M) é indecomponivel.

Demonstracao. 1 = 2. Sejam S e T submodulos nao nulos de M. Entao, por
hipotese, E(M) é o fecho injetivo de S e, consequentemente, S NT # 0, pois T
também ¢ um submodulo nao nulo de E(M).

2=3.Se E(M)=N&F, entao NN M e F'N M sdo submodulos de M tais que
(NNM)N(FNM)=0. Desta maneira, NN M = 0ou FFNM = 0. Em outras
palavras, N =0 ou F' = 0.

3= 1.Sejam E = E(M) e N um submoédulo ndo nulo de E. Pelo item 3 da Defini¢ao
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1.3.27] para algum modulo K, temos F = Eg(N) @ K. Como E ¢é indecomponivel

segue E' = Eg(N). O

Os ideais a esquerda do anel A tem um papel indispensavel quando se deseja
estudar os modulos indecomponiveis sobre A. Neste sentido, o Teorema [2 adi-
ante, mostra que todos os submoédulos indecomponiveis sobre A sao da forma E(%),

onde J é um ideal irredutivel. Antes porém, precisamos de mais um resultado.

Teorema 2.2.3. Seja {J1, Jo, ..., Jn} uma decomposicao irredundante de um ideal

a esquerda J de A, tal que E(%) ¢ indecomponivel, para todo 1 = 1,....n. Entao

B

Sl

)ZE(S) @ E(4)® ..o B(4).

Demonstra¢ao. Notamos primeiro que C' = E(%) @ E(JA) d..o E(JA) contém
uma copia de é. De fato, o homomorfismo f : % — C definido pela correspondéncia
a+J — (a+Jy,...,a+J,) € um monomorfismo, pois se 0 = f(a) = (a+.J1,...,a+J,)
entao a € JyN...NJ, = J, ou seja, a = 0. Por outro lado, como a decomposicao
é irredundante, existe 0 % x € J; N ... N J;N...NJ, tal que = ¢ J;, e com isto,
0# @+ J, oz + iz +Jn) = (04 J1, 0w+ Jiy oo, 04+ Jp) € 4 N4 Assim,
% N % # 0, para todo 1 < i < n. Desta maneira pela Proposicao temos que
E(JA) = E(4nN ?) Seja 0 # y = (y;) € C tal que yx, ¢ a primeira coordenada
nao nula de y. Entao, pela essencialidade da extensao § N+ ¢C E(% JAI) existe
s1 € A tal que 0 # syyg, € % N JA Novamente, seja ko a Segunda coordenada nao
nula de sy entdo existe sy tal que sa(s1yp,) € % N ﬁ. Repetindo este argumento

sucessivamente, no maximo no numero de coordenadas nao nulas de y, podemos

definir o elemento s = s;...s; de modo que sy # 0 e cada coordenada pertence a

SYES

N % e assim sy e Z. Isto quer dizer que C' é uma extensao essencial de £. Como

C' ¢ um modulo injetivo segue da Proposicao [1.3.47| que C' = E(%) O]
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No teorema anterior precisamos exigir que os moédulos E(%) fossem indecompo-
Ji

niveis. O resultado a seguir mostra exatamente quando isto ocorre.

Teorema 2.2.4. 4 F é um modulo injetivo e indecomponivel se e somente se =

E(%), onde J € um ideal 4 esquerda irredutivel de A. Além disso, se 0 # x € E

entdo E = B(—2 ).

anny(z)

emonstracao. nsiderem moédulo £, on & um 1 3 uerda irre-
D t <) Consideremos o odlo‘f},ode(]e deal a esquerda irre

dutivel de A. Desta maneira, nao existem ideais a esquerda K e L de A contendo
propriamente J e tais que K N L = J, isto é, nao existem submodulos nao nulos
de % cuja intersecao seja o modulo trivial. Assim, pela Proposicao concluimos
que E(4) é um médulo indecomponivel.

=) Como E é o fecho injetivo de qualquer um de seus submoédulos, entdao temos

#
anny(z) *

E = E(—2) para qualquer elemento ndo nulo z € E, pois Az & S6 resta

ann(x)

mostrar que ann(x) ¢ um ideal irredutivel. Suponhamos que ann;(x) tem uma

decomposicao irreduntante {K, L}. Podemos identificar 7 da mesma forma

A
ann(z
como foi feito na prova do Teorema [2.2.3| com um submodulo de C' = E(4) ® E(4).

A

ann(z)

Notamos primeiramente que % N # 0, pois, como {K, L} é uma decomposi-
cao irredundante de ann(x) temos que 0 # [L]gnn, ) = ([Llk, [L]L) = ([L]«,[0]L),

onde [L]x (respectivamente, [L]ann,(z)) € simplesmente a imagem de L C A me-

diante a projecao A — % (respectivamente, A — am‘:(x)). Seja D o modulo
indecomponivel Ec(ané(x))' Assim da indecomponibilidade de D e do fato que

0#24nN amﬁ(x) C Ec(2)N D, temos que D = Ep(E(£) N D). Logo, pelo Lema
2.1.1, segue que a projecao de D em E(%) ¢ um monomorfismo. Por outro lado,

seja a ¢ K entdo 0 # [a]ann,(2) = ([a]k,[a]r) € D, com isto evidencia-se que a

projecao de D em E(%) contém %. Ou seja, que a imagem de D mediante a proje-
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cao em E(%) ¢ um modulo injetivo que contém %. Pela condicao de minimalidade
do fecho temos E(4) = D e portanto E(4) é indecomponivel. Da mesma forma,

prova-se que E(%) também é indecomponivel. Com isto e o Teorema temos

E(am/?(x)) ~ B(4)®E(4), o que contradiz o fato que E é indecomponivel. Portanto,

anny(x) é irredutivel. O

E facil ver que os ideais irredutiveis de Z sao exatamente os ideais primos de

Z. Logo um Z-moédulo injetivo indecomponivel é, a menos isormorfismo, Q ou é

da forma Zy~, com p primo. Pois, como 0 ¢ um ideal primo segue do Exemplo

1.3.49 que Q = E(Z) = E(%) ¢ um modulo injetivo indecomponivel. Se E # Q

¢ injetivo indecomponivel entao segue do teorema anterior e do Exemplo [1.3.50
zZ

que B = E(7) = E(Z,) = Zy~, onde p é um nimero primo. Isto também é

consequéncia do Teorema da préxima secao.

Sabemos que aplicando o Lema de Zorn & familia dos ideais proprios de um anel
A obtemos pelo menos um ideal maximal J em A, visto que estamos assumindo
que o0s anéis sdo unitarios, o qual também ¢é irredutivel. Logo (?) é um A-modulo

injetivo indecomponivel. Em outras palavras, na categoria dos A-moédulos o conjunto

de modulos injetivos indecomponiveis é nao vazio.

Teorema 2.2.5. Seja A um anel noetheriano a esquerda. FEntao, todo A-mddulo
wnjetivo tem uma decomposicao como soma direta de submddulos injetivos indecom-

poniveis.

Demonstracao. Seja 4 M um moédulo injetivo. Aplicaremos o Lema de Zorn a fami-
lia § dos submodulos injetivos de M que sao somas diretas de submodulos injetivos
indecomponiveis. Primeiro notaremos que M possui um submoédulo injetivo inde-

componivel, e assim § # (). De fato, para x # 0 o submodulo A - z = an;;l‘(:r) nao
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pode conter uma soma direta infinita pois amfi(x) ¢ um modulo noetheriano (ver
Proposigao [1.3.9). Por isto e pelo fato de Az C E(Az) ser uma extensdo essencial
temos que E(Ax) pode se decompor no maximo em um numero finito de somandos
diretos nao nulos. Consequentemente, deve existir um somando direto indecompo-
nivel de F(A - z), ou seja, § # 0. Além disso, como toda cadeia na familia tem um
elemento maximo (a saber, a unido da cadeia). Portanto, pelo Lema de Zorn, § tem
um elemento maximal € M;, o qual é um modulo injetivo pois A é noetheriano.
Logo M = E & (@ M;), onde E é algum submoddulo injetivo de M. Analogamente
ao que foi feito acima, se E # 0 entao ele contém um submoédulo injetivo inde-
componivel. Mas pela maximalidade de € M; isto nao pode acontecer. Portanto,

M =@ M, m

Como consequéncia temos o sugestivo resultado que caracteriza os Z-médulos

injetivos. isto é, caracteriza todos os grupos abelianos divisiveis.

Corolario 2.2.6. Um Z-mddulo € injetivo se e somente se decompoe-se como uma

soma direta de elementos da cole¢io {Zy | p primo em Z} U {Q}.

Demonstracao. Segue do teorema anterior e dos comentarios feitos apos a demons-

tragao do Teorema [2.2.4 O]

Exemplo 2.2.7. Seja n > 1 um natural e n = pi‘l...pz"’ sua decomposicao em

k
ndmeros primos. Assim, temos que Z, = [] Z,»; € uma decomposi¢io em ZLq-
i=1

modulos injetivos indecomponiveis.

Proposicao 2.2.8. Sejam 4E um mddulo injetivo e H = Homa(E, E). Entao H

€ um anel local se e somente se & é um maodulo indecomponivel.
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Demonstracao. =) Se E fosse um modulo decomponivel, entao H teria um elemento
idempotente nao trivial, mas pela Proposicao isto nao pode acontecer.

<) Primeiro mostrarmos que f : E — E ¢ uma unidade de H se e somente se
ker(f) = 0. De fato, se ker(f) = 0 entao f(E) é um submodulo injetivo de E, e
com isto, f(E) é um somando direto de E. Mas, como E ¢ indecomponivel entdo
f(E) = E. Isto é, f é uma unidade de H. A reciproca é trivial. Suponhamos
agora que f e g nao sao unidades de H. Do anterior e da Proposicao [2.2.2]segue que

ker(f) # 0, ker(g) # 0 e ker(f)Nker(g) # 0. Assim ker(f+g) 2 ker(f)Nker(g) #

0. Portanto, pela Definicao temos que H ¢ um anel local. O]

Em particular, a proposicao anterior mostra que qualquer decomposicao de mo-
dulos injetivos indecomponiveis de um moédulo M é uma decomposicao local de M.

Como consequéncia disto e do Teorema [1.3.26| temos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.9. Seja {E;}ic;r uma decomposiciao de mddulos injetivos indecompo-
niveis de M. Se {F;};es € outra decomposi¢ao de M de mddulos indecomponiveis,

entao existe uma bijecao o : I — J tal que E; = F, ), para todo 1 € 1.

2.3 Modulos Injetivos sobre Anéis Noetherianos Co-

mutativos

O Teorema [2.2.5| nos diz que todo moédulo injetivo sobre um anel noetheri-
ano pode ser escrito como uma soma direta de moédulos injetivos indecomponiveis.
Assim, nesta secao estudamos mais detalhadamente os modulos injetivos indecom-
poniveis sobre anéis noetherianos comutativos. Neste sentido, no decorrer desta

secao, A sempre denotard um anel noetheriano e comutativo.

Na proposi¢ao a seguir pensaremos um modulo injetivo indecomponivel como a
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classe dos médulos injetivos indecomponiveis isomorfos a este.

Teorema 2.3.1. A correspondéncia P E(%) define uma bijecao entre Spec(A)
e o conjunto das classes de A-mddulos injetivos indecomponiveis. Se (Q € um ideal

).

irredutivel P-primdrio entio E(4) = E(

Ol

Demonstra¢ao. Notamos que um ideal primo P de A também é irredutivel. Logo,
pelo Teorema o modulo injetivo E(%) ¢ indecomponivel. Desta maneira, a
correspondéncia estd bem definida.

Sejam dois ideais primos P, e P, tais que E(%) = E(%). Da definicao de

ideal primo segue que P, = ann(z) e P, = ann(y), para todos os elementos z, y

nao nulos em % e P%, respectivamente. Por outro lado, pelo isomorfismo assumido

por hipoétese, obtemos que P% esta imerso em E(%) e entao, da essencialidade da

extensao 1-% Ce E(%), segue que % N P% # 0. Consequentemente, para 0 # z €

P% N %, temos que P; = ann(z) = P, o que prova a injetividade da correspondéncia.

Seja I um modulo indecomponivel. Iremos mostrar que existe um ideal primo
P tal que £ = E(%). De fato, pelo Teorema existe um ideal irredutivel @) de
A tal que E = E(%) Como A é noetheriano segue que QQ é um ideal primério, e
temos que P = rad(Q) é um ideal primo. Se P = @, nao temos nada a mostrar.
Suponhamos entao que Q C P. Assim, pela Proposicao [1.2.26] existe um n > 1 tal
que P" C Q. Escolhamos n minimo com esta propriedade. Sejab € P" e b ¢ Q,
logob=b+Q € 8 ¢ tal que P C ann(b). Reciprocamente, se a € ann(b) entdo
ab € Qe b ¢ Q. Pela primalidade de @ segue que a € P. Logo, P = ann(b). Do
anterior segue que existe b € E(%) com anulador P, portanto, pelo Teorema m

concluimos que E(%) ~ B(4). O

Exemplo 2.3.2. Sejan > 1 um natural en = pi\l...pg’“ sua decomposicao em niume-
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ros primos. O conjunto das classes de Z,-mddulos injetivos € {[Z, ], ..., [Z, ]},
ver Exemplo [2.2.7]. Mais ainda, um Z,-mddulo é injetivo se e somente se é soma

direta de elementos destas classes.

Lema 2.3.3. Seja P um ideal primo de A ¢ E = E(%). Entao, as sequintes

afirmagoes sao validas:

1. Para todo 0 # © € E, tem-se que rad(ann(z)) = P.

2. Se Q € um ideal irredutivel P-primdrio de A, entao existe 0 # x € E tal que

ann(x) = Q.

3. Sea € A\ P entio a correspondéncia x — ax define um automorfismo de E.

Além disso, ann(z) = ann(ax).

Demonstracao. 1. Como F é um moédulo injetivo indecomponivel, entao para

todo x nao nulo em F, temos que E(anfl‘(m)) =~ F, onde ann(x) é irredutivel.

Por outro lado, como A é noetheriano, segue que o ideal ann(x) é priméario.

Assim, pela argumentacdo usada na demonstracao da proposicao anterior se-

gue que E(an;?(x)) = E(m). Logo, o modulo E tem como associado

os ideais primos P e rad(ann(x)). Portanto, pelo Teorema segue que

P = rad(ann(z)).

2. Pelo teorema anterior E = E(%) Seja 0 # 7 € % com z € A\ P. Entao,
temos que Qr C @, isto é, Q@ C ann(z). Seja agora b € ann(z), ou seja,

bxr € Qe x ¢ P. Entdo, b € Q, pois @ é P-primario. Logo, Q) = ann(Z).

3. Seja 0 # x € E. Segue do item 1 que P = rad(ann(z)) 2 ann(z). Assim,

P contém todos os anuladores de elementos nao nulos de E e, portanto, para
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a ¢ P, a correspondéncia = — az é injetiva, pela Proposigao [2.2.8] esta define
um automorfismo de E. Do anterior segue particularmente que ann(zr) =

ann(azx).

]

Para deixar mais clara a correspondéncia entre os ideais primos e as classes
de isomorfismos dos modulos injetivos indecomponiveis, notamos que o item 1 do
lema anterior diz que para qualquer 0 # x € FE, onde E é um modulo injetivo

indecomponivel, o ideal primo que se corresponde com ele é do radical de ann(zx).

Definicao 2.3.4. Sejam M um A-mddulo injetivo com uma decomposicao de md-

dulos indecomponiveis {E;};c; e P um ideal primo fizo. Definimos 0s conjuntos
Mp={x € M| P Crad(ann(z))}

Np={x € M| P C rad(ann(x))}
Além disso, definimos a P-componente de M como o submddulo
Hp = @{E) |rad(ann(z))=P, para todo 0 # x € E}}.

Na Proposicao [2.2.5| mostramos que um modulo injetivo sobre um anel noetheri-
ano pode se decompor como uma soma direta de médulos injetivos indecomponiveis.
Além disso, do Corolério segue que as P-componentes estao isomorficamente

definidas, para qualquer decomposicao de modulos injetivos indecomponiveis de M.

Teorema 2.3.5. Seja M um A-mddulo injetivo com uma decomposicao de modulos

indecomponiveis F = {E;}. Entao as sequintes condigdes sao vdlidas.

1. Mp € uma soma direta dos E;, € F tais que P C rad(ann(x)), para algum
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2. Np € uma soma direta dos E; € F tais que P & rad(ann(zx)), para algum

3. M € a soma direta das componentes Hp. Além disso, Hp = %—g

4. Se P é um ideal maximal, entao Mp = Hp.

Demonstracao. 1. Seja z € M tal que x = 1+ ... + 2, ¢ 0 # z; € Ej.
Como ann(z) = ()ann(x;) temos, pelo Teorema [1.2.14) que rad(ann(x)) =
rad(ann(z;)). Logo, x € Mp se e somente se P C rad(ann(z;)), para todo

ZTi.
2. A prova é analoga & feita no item anterior.

3. Por um lado é evidente que as componentes Hp sao somandos diretos de M.
Se x € M entdo x = x1 + ... + =, onde cada 0 # z; € E;, € F, e pelo item
1 do Lema [2.3.3| segue que cada z; € Hp, para algum primo P. Em outras
palavras, M é soma direta das componentes Hp. Como consequéncia imediata

dos itens 1 e 2, temos que Hp = %—}f

4. Decorre dos itens anteriores.

No que segue, escreveremos FE; para denotar os submodulos de E definidos no

enunciado do proximo resultado.

Teorema 2.3.6. Sejam P um ideal primo de A, E = E(4) e E; = {x € E | Plz =

0}. Entao:

1. E; é um submddulo de E, E; C E;11 e E = E;.

=1
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2. N ann(z) = PW,

zeE;

3. Os elementos nao nulos de

Eij1 44 . . _
=+ tém como anulador o ideal primo P. Recipro-

i

camente, os elementos de EE cujo anulador ¢ o ideal primo P, pertencem ao
1

. E;
mddulo =5+ .

3

Eit1

Entao, === € um espago vetorial
K3

ol

4. Seja K o corpo de fracoes do dominio

sobre o corpo K.

5. Os K-espacos vetoriais Fy e K sao isomorfos.

Demonstracao. 1. E facil ver que E; é um submoédulo de E e que E; C E; 1. Seja
x € E. Entao, pelo Lema [2.3.3] temos que rad(ann(z)) = P. Da Proposi¢ao
1.2.26| segue que existe uma poténcia i de P tal que P* C ann(z), ou seja,

Piz = 0. Em outras palavras, € Fj;, para algum natural i.

2. Seja {Q1, ..., Qn, P} uma decomposicdo primaria irredundante de P'. Entao

pela defini¢cio de FE; temos que P* C () ann(x). Do Lema [2.3.3] segue que

iEGEi
cada ann(z) é P-primario e que () ann(z) é P-primario. Desta maneira,
zeF;
Pi=QiN..NnQ,N (PPN N ann(x)), pela indecomponibilidade da de-
zeFE;

composicio dada temos que @, N...NQ, € PY e portanto, Q1 N...NQ, &

P9 N N ann(z), ou seja, da decomposicio {Q1,...,Qn, PP N N ann(z)}
Tel; zel;

de P’, podemos obter uma irredundante que contenha P® N () ann(w).
zeE;

Logo, pela unicidade da componente P-primaria de P?, concluimos que P% =

PO () ann(z), ou seja, P C (N ann(z). Como P’ possui uma decom-
TzER; z€FE;

posicao priméria de ideais irredutiveis onde sua componente P-primaria ¢ o

ideal irredutivel P, segue entdo, do Lema que existe um z € F; tal que

ann(z) = P9, Logo, () ann(x) C PY.

TzEFE;
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3. Seja x € E;1 \ E;. Entao Px C E;, ou seja, P C ann(z), onde T € ”1
Por outro lado, suponhamos que existe a € ann(z) \ P, isto é, ax € FE;. Pelo
item 3 do Lema temos que ann(z) = ann(ax). Assim, P'(az) = 0 o

que implica P’z = 0. Mas isto é contraditorio, pois € E;,; \ F;. Portanto,

P = ann(z). A reciproca é evidente, os elementos de %, cujo anulador é o
7

ideal P, sao exatamente os elementos de L“
Z

4. Primeiro definamos a acdo de K sobre Z&L, Seja & € K e v € ’“. Pelo

E;

w1

item 3 do Lema [2.3.3] existe um tnico y € E tal que x = sy. Definimos
T = ay (notamos que ay esta bem definida pois PE;,; C E;, ou seja, F; é

um %—m()dulo). Agora, vamos mostrar que esta operacao esta bem definida:

. . — _ = ~ a_ o a_
(a) Vejamos que se z1,x9 € E;yq tais que T; = Ty, entao 271 = £I. De fato,
sejam x; = sy; e Ty = Syp entao s(ay; — ays) = axry — ary € E;, como

s ¢ P temos que ay; — ays € F;, isto &, %:Z“l =

w| |l

Ts.

= & entdo as; —a1s € P. Seja T € ”,17 com x € F;1; Temos
'L

(b) Se

s

que mostrar que $T =

o |l
le |
=

LT Sejam © = sy e x = s1y; entao

W |l

r = ay

e

cml@\

LT = a1y Como as; — ays € P temos que (as; — a1s)xr € E;, e
(as1 — a18)x = as;x — a1 = ass1y — a18$1y1 = ss1(ay — a1y1), onde
ss; ¢ P. Assim pelo item 3 do Lema segue que (ay — a1y1) € E;.

Logo, ¢z = ay = miy = £7.

wi |l
CJJ\

Os demais axiomas de espaco vetorial se provam rotineiramente segundo as

ideias da boa definicao. Portanto, EiE“ é um espaco vetorial sobre K.

5. Como Ey = 0, entao pelo item anterior temos que E; é um K-espago vetorial.

Fixando x nao nulo em FE;, definimos o K-homomorfismo f, : K — FE4, por

fz<a+P) — atP

b1 P e C E temos, para todo elemento
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w+P> _

nao nulo z € Ey, que existem t,w € A\ P tais que tz = wx, logo, fz(H_P =

ﬁ—lfx = z, isto é, f, é um epimorfismo e portanto, f, é um isomorfismo.

O

O teorema anterior evidencia que em geral os A-mddulos injetivos indecompo-
niveis tem uma caracterizacao semelhante a Z,~. Mais precisamente, neste caso

. . LZyiv1 .

temos que F; = Z,;. Além disso, 2— é um Z,-espaco vetorial. No teorema an-

P " 7, P
pt

. . . - . E.
terior nao consegue-se falar da dimensao do espago vetorial de ===+. O Teorema
K2

2.3.20] especificard a dimensao deste espaco vetorial. Algum trabalho para tanto

7 i+1 . -
—— tem dimensao 1,
p'L

serd necessario. No caso particular de Z,~, é facil ver que

com base {7r + Zyi}.

Proposicao 2.3.7. Sejam P um ideal primo do anel A, K o corpo de fracoes de Ié

e P’ o ideal mazimal de A,. Entao,

Ap o
1. K e 3} sao isomorfos como corpos.
Pli L .
2. ez € um K-espago vetorial.

3. Os K-espagos vetoriais Pf—il ®a K e P],Dl—il sao K-isomorfos.
~ . . ~ A .
Demonstracao. 1. Consideramos a aplicagao f : K — 37, definida por f(‘;j:—g) =
&+ P'. Sejam ay,ay € A; s1,52 ¢ P. Entao temos

(Z1+P_CL2+P

= S a189 — aes; € P
e = 152 251

Q152 — Q251
—= = _¢P
5152

3] a2

& ———cP
S1 S2
a1 ag

& —+P =—+P
S1 59

CL1+P . a2+P
¢>>f(81—|‘P> _f<82+P>
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e segue que f estd bem definida e é injetiva. A sobrejetividade desta aplicacao

é evidente, logo f é um isomorfismo de corpos.

o, A . . . o,
. Como pr € um r-espaco vetorial. Pelo item anterior, segue que prr € um

K-espaco vetorial.

. i ri R . , , .
. Os quocientes % e % tém estruturas naturais de %—modulo. Além disso,

Pf—; ®a4 K éum K-espaco vetorial com a acao definida pelo produto na compo-
nente & direita K, isto é, (a ® b)k = a ® (kb). Consideremos agora a aplicacao

7. _pP? P : i+1 r+P ar ri+1
h: g7 X K — g, definida por, (a + P, S5) = 20+ P

Sejam a;,b;,s; (j = 1,2) elementos tais que a; € P, b; € A, s; € A\ P,
a—ag € Ptle 15’1%1; = Zz%];. Entao, bysy—bys; € P, logo (a;—ag)biss € P le
az(b1sy—bysy) € P Como P! é um ideal, segue que (a1 —az)byso+as (b so—
bys1) = a1bi1sy — aghys; € P! e, portanto, Whisa—a2basi — aiby  azby o pritl,

5182 S1 S2

Consequentemente h esta bem definida e é um homomorfismo %—bilinear.
Do anterior temos um %—homomorﬁsmo h : Pf;il ® K — PIZ—L tal que h(a ®
b) = h(a,b). Notamos que h ¢ um K-homomorfismo pois h(a @ (kb)) =

a(kb) + P = k(ab + P'"*1) = kh(a ® b).

Suponhamos agora que h()_(a; ® %)) = 0. Entao,
j=1 !

J=1 ! J=1
n
n > ajrjs1...85...5n n
: a;ry __ j=1 ri+1 : o 5. i+1
Ou seja, 2:1 =i € Pt Assim, Zlajrjsl...sj...sn e pti,
Jj= Jj=
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Consequentemente temos as seguintes igualdades,

n

; 1+P
0= 781858, + P @ ————
g : 1+ P
= 781858, + P @ ———
2- (a]r]sl Sj..-Sp + ® 51“'8”4_13)
- 1+ P
— " P ) Perl
;(rjsl ;.8 + P) (aj + ® PP P)
_i a—I—PZH@TJSl Sj...5p + P
= ! S1...8, + P
:Z(a;+1DZ+1<§§>r]Jr )
= sj+ P
= Y (a & ik +P>
= ! Sj—|—P

Portanto, h é injetivo. A sobrejetividade ¢ evidente, pois, se ¢+ P! € PI,DZ—L

entdo h (a + P @ BF) = ¢ 4 Pt

O resultado a seguir mostra que as propriedades de injetividade e indecomponi-

bilidade sao preservadas pela localizacao do anel.

Proposicdo 2.3.8. Sejam P um ideal primo de A ¢ E = E(%). Entio E é um

Ap-mddulo injetivo indecomponivel.

Demonstragao. Notamos, pelo item 3 do Lema [2.3.3] que dados x € F e s ¢ P
existe um tnico y € E tal que z = sy. Usando este fato definimos a acao de A, em
E. Tsto ¢, dados © € A, e v € E, definimos Zz :=ry, onde y € F ¢ tal que x = sy.
Sejam i, 22 € A tais que 7+ = 2. Entdo existe u € A\ P tal que u(rysg—rosy) = 0,

3 — T1 — r2 . _ —
ou seja, T1SoU = TaS1U. Se ST =Ty e 2T =Ty, onde s1y; = x = S9¥9, segue que

(s159u)(roy2) = (ras1u)(s2y2) = (r159u)(s1y1) = (s152u)(r171). Como syseu € A\ P
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segue pelo item 3 do Lema que 1Y; = roys. Assim, Z—ix = Z—zx e segue que
esta acao estd bem definida. Além disso, se mostra facilmente que E ¢ um A,-
modulo. Dados I um ideal de A, e f : [ — E um A,-homomorfismo, iremos
mostrar que ¢ possivel estender f a A, e, pelo critério de Baer, obtemos que E é
um A,-moédulo injetivo. De fato, consideramos o ideal 1 = {a € A | felfdeAe
0 A-homomorfismo f : I — E definido por f(a) = f(), para todo a € I. Como E

¢ A-injetivo entdo existe um homomorfismo h que faz o diagrama abaixo comutar

0—=1—"5A

b
h

E
Seja a aplicacao h : A, — E definida por h(%) = %ﬁ(a) Notamos que h esta

bem definida, pois, se ¢ = Iz’, entdo existe u € A\ P tal que u(at — bs) = 0

e com isto, u(th(a) — sh(b)) = 0. Assim, pelo item 3 do Lema temos que

~

th(a) = sh(b). Dessa maneira, h(%) = %ﬁ(a) = 1h0) = h(%). E facil ver que h &

t

um A,-homomorfismo. Além disso, i estende f a A,. De fato, seja ¢ € I entdo

h(%) = %fz(a) = %f(a) =1f(%) = f(%) e com isto, E é Ap-injetivo.
Suponhamos agora que E = M; @ M,, onde M; e M, sao A,-submoédulos de

E. Em particular, M; e My sao A-moddulos. Devido a E ser indecomponivel como

A-médulo, segue que £ = M; ou E = M,. O]

Lema 2.3.9. Nos mesmos termos da proposicao anterior, ann, (r) = Ay,anna(x),

para todo v € E.

Demonstragao. Notamos que pelo item 3 do Lema 2.3.3] ¢z = 0 se e somente se

axr = 0. OJ

O resultado a seguir mostra que se o A-moédulo injetivo indecomponivel E se
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corresponde com o ideal primo P, entao F, como A,-modulo, se corresponde com o

ideal P (lembramos que P’ = PA,).

Corolario 2.3.10. Nos termos da proposicao anterior, E = E(%), 1sto €, o fecho

Ap

injetivo do A,-mddulo 57 € o fecho injetivo do A-mddulo %.

Demonstracao. Pelo item 3 do Lema [2.3.3| e o Lema temos que existe x € F

tal que P’ = anny,(x). Portanto, pelo Lema temos que £ = E(%). O

Os conjuntos definidos em E dados pelo Teorema [2.3.6], como A-médulos e como

~

A,-modulos sao os mesmos. Mais precisamente,

Coroléario 2.3.11. Sejam E; = {x € E | Pix =0} e El = {x € E | P’z = 0}.

Entio E; = E..
Demonstracao. Segue do Lema [2.3.9] ]

O lema a seguir mostra que em E podemos definir uma estrutura de Ap—médulo.

Lema 2.3.12. F é um Ap-médulo.

Demonstragdo. Sejam z € E e [(z,)] € A,. Entdo, pelo item 1 do Teorema
existe um natural i tal que Pz = 0. Como (z,,) é uma sequéncia de Cauchy, temos
que existe N € N tal que z,, —,, € P", para todo n, m > N. Desta forma definimos
(xn)x como xyx.

Para ver que esta agao estd bem definida, consideramos (y,) uma sequéncia de
Cauchy tal que (y,)r = yn,z. Se (z,) = (y,). Iremos mostrar que xyx = yy,x. De
fato, sejam N, tal que z, —y, € P", para todo n > Ny, ¢ M = maz{N, Ny, No}.

Do anterior temos que, (zar — on) — (ynr — yn,) — (Tar — Ynr) = yn, — oy € P
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Logo, do Corolario [2.3.11} segue que (yn, — xy)x = 0, ou seja, zyx = yn,z. Com

esta acao verifica-se facilmente que F é um flp—médulo. O]

O resultado a seguir mostra que os processos de localizacdo em P e comple-
tamento mediante a topologia P-adica preserva a propriedade de ser um modulo
injetivo indecomponivel em E(%). Além disso, se E se corresponde com o ideal
primo P como A-médulo, entao E se corresponde com PAA,, €como Ap—médulo. E
notavel que os resultados da Proposigao [2.3.§ e o Coroléario [2.3.10] poderiam ser ob-
tidos mediante argumentos anélogos aos que sao feitos no teorema a seguir, mas
o apresentamos desta forma para exibir duas formas alternativas de abordar esses

Teoremas.

Teorema 2.3.13. Seja E o fecho injetivo de E sobre flp. Entao,

1. E é um Ap—médulo injetivo indecomponivel.

2. E=E(%).

Demonstragio. Notamos que E pode ser visto como um A,-mdédulo, identificando-se

cada x € A, com a sequéncia constante definida por x.

~

1. Sejam M, e My A,- submdédulos nao nulos de E. Entao, podemos ver M; e M,
como A,-submoédulos de E. Assim pela Proposi¢ao temos que £/ é um A,-
modulo injetivo indecomponivel e, consequentemente, M; N Ms # 0. Portanto,

pela Proposicao segue que £ é um flp—m()dulo injetivo indecomponivel.

2. Seja r € Ié C E C E. Iremos mostrar que P’ = annAp(:B). De fato, seja

(x,) € P'. Entao, (xp)r = zyT = ’S’—gx = 0, pois i’—x € P, ou seja, py € P.
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Portanto, P’ C ann (z). Como P’ é maximal temos que P’ = ann ().

Portanto, pelo Teorema [2.2.4 obtemos que E = E(%)

3. Pela Proposicao temos que E é A,-injetivo. Desta forma, para algum
A,-submodulo C de E, segue que E = E @ C. Devido ao fato que E & Ap—
moédulo injetivo indecomponivel, para cada ¢ € C, existe um natural ¢ tal que
Plic = 0.

Seja (x,) € Ap. Entao existe N tal que x, —x,, € P", paratodo k,m > N. Em
particular, zy—xx € P", para k > N. Segue entao que a sequéncia (z,—xy) €
P, Assim, 0 = (2, — zn)z = (z,)7 — (zn)z e, temos que, (z,)z = (zy)z =
ryx € C. O anterior mostra que C' é um flp—m()dulo e consequentemente,
E = E® C como flp—m()dulo. Mas como E é flp—indecomponivel obtemos
E=F.

De mesma forma que no processo de localizacao temos que os conjuntos definidos

em I dados pelo Teorema como A-moédulos e como A,-modulos sao os mesmos.

Corolario 2.3.14. Sejam E; = {x € E | Pix = 0} ¢ E; = {x € E | P''z = 0}.

Demonstracio. Sejam = € E; e () € P, Entao, (z,)z = zy,x, onde Ny é tal
que xy,x = z,z, para todo n > Nj. Assim, escolhendo k suficientemente grande
para que x; € P temos, pelo Corolario , que zxx = 0. Logo, (z,)x = zy,x =
rrr = 0, ou seja, xr € E;. Por outro lado, seja x € E;. Entao para toda sequéncia

() € p’i, temos que (z,)z = 0. Em particular, para cada b € P" temos que a
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sequéncia constante (%) anula x, isto é, bx = (%)x = 0. Portanto, pelo Corolario

9.3.11] = € E.. O

Lema 2.3.15. Sejam B um A-mddulo, C um A-mddulo injetivo, x1,...,x, € B e
y € C. Entao, (ann(z;) C ann(y) se e somente se existem fi, ..., f, € Homa(B,C)

tais que y = f1(x1) + ... + ful(zn).

Demonstracao. <) Se existem homomorfismos fi, ..., f, € Homa(B,C) tais que

y = fi(z1) + ... + f(x,) entdo () ann(f;(x;)) C ann(y). Além disso, para cada i,
i=1

ann(x;) C ann(fi(z;)), logo (ann(x;) C rn]l ann(fi(z;)) C ann(y).

=) Suponhamos que [)ann(x;) C ann(y). Entao z = 1 + ann(y) gera o modulo
ﬁ@) e é tal que ann(z) = ann(y). Assim a aplicagdo z — y define um homomor-
fismo h : Az — Ay. Similarmente, a correspondéncia z — (z1,...,z,) define um

monomorfismo g : Az — € Ax;. Assim, pela injetividade de C, existe um homo-

morfismo f : @ Az; — C que faz o seguinte diagrama comutar:

0— Az —5 @ Ag;
|
C
onde i é a inclusdo de Ay em C. Consequentemente, y = ih(z) = fg(z) =

f(x1,...,z,). Definamos f; como a restricio de f a Az;. Novamente pela injeti-

vidade de C, para cada 1, existe um homomorfismo f; que faz o diagrama abaixo

comutar:
0 Ax; B
i A
Logo, fi(a1) + .. + fulzn) = fila1) + ... ifn(xn) — f(@1, 0 0) = . 0
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Lema 2.3.16. Se (A, P) é um anel local, entio Ey C E(4) é A-isomorfo a 4.

Demonstragcao. Seja 0 # x € E;. Definimos o A-homomorfismo f, : % — F; por
a+ P+ ax. Dados r,s € A temos que rx = sz se e somente se (r — s)xr = 0, se
e somente se r — s € P, (pois PV = P), ou seja, f, é uma aplicacio bem definida
e injetiva. Seja y € Ei, como E é um modulo injetivo indecomponivel temos que
Az N Ay # 0, e segue que existem r, s € A\ P tais que rz = sy. Pelo fato que P é
maximal, temos que existe s’ tal que (s + P)(s'+ P) = 1+ P, ou seja, ss' — 1 € P.

Em particular, temos que ss'y = y. Logo, f.(s'r) = s'ro = §'sy = y. Portanto f, é

um A-isomorfismo. O

Teorema 2.3.17. Seja E = E(4). Enldo, os anéis H = Homu(E,E) e A, sdo

1somorfos.

Demonstracao. Faremos a demonstracao em 4 etapas. Na primeira, reduzimos nossa
argumentacao para o caso em que A é um anel local e completo. Nas etapas 2 e
3, construimos um A-monomorfismo de A em H e na tultima, mostramos que este

monomorfismo é também sobrejetor.

Etapa 1. Iremos mostrar que H = Homy, (£, E) = HomAp(E, E). Pela forma que
foram definidas as agoes de A, e flp sobre E temos H D HomAp(E, E) D
HomAp(E,E). Sejam f € H e ¢ € A,. Entao, para qualquer x € FE, temos
que f(%x) = f(ay) = af(y), onde z = sy. Aplicando f a esta igualdade temos
f(x) = sf(y), ou seja, 2f(x) = af(y) e assim f(%r) = ¢f(z). Portanto, f
¢ um A,-homomorfismo. Isto significa que H = Homy,(E, E). Seja agora
g € Homy (E,E). Para z € E, existe i tal que x € E; e entdo, P'g(x) =

~

g(P'z) = 0, ou seja, g(z) € A;. Logo para (z,) € A,, existe um indice
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Etapa 2.

Etapa 3.

Etapa 4.

N apropriado tal que g((x,)z) = glxyx) = zyg(x) = (x,)g9(z). Portanto,
Homa,(E, E) = Homy (E,E). Assim, usando o Teorema [2.3.13, podemos

supor, sem perda de generalidade, que (A, P) é um anel local e completo.

Pela localidade de A temos que PP = P®W. Além disso, £ ¢ um modulo fiel,
isto &, ann(E) = 0, pois, seja 0 # r € P. Entao, pela Proposigao [1.2.31] existe

i tal que r ¢ P’, de onde segue que rE; # 0.

O anel A esta imerso em H. De fato, Para cada a € A, definamos f, : £ — F

por f,(x) = ax. Evidentemente, f,f, = fauv € fo + fo = fatp- Se fo = fp entao

para todo x € E, (a — b)z = 0 e segue da fidelidade de E que a = b.

Seja H; = {h € H | h(E;) = 0}. Entao, para todo g € H temos que P'g(E;) =
g(P'E;) = g(0) = 0, entdo H; é um ideal a esquerda e a direita de H. Iremos
Mostrare, por inducao, que para todo f € H e todo natural ¢ existe p; € A tal

que f = p;(mod H;).

Suponhamos que i = 1. Como A(1+P) = %, segue do lema anterior que existe
y € ) tal que By = Ay. Seja f € H, entdo existe p; € A tal que f(y) = p1v.
Assim, se ¥ = piy € Ey, entao f(z) = f(piy) = p1f(y) = pip1y = p1z. Desta
maneira, f = p;(mod Hy).

Suponhamos que a afirmacao seja valida para ¢ > 1. Seja {Q1,...,@,} uma
decomposicao priméria irredundante de P! de ideais irredutiveis. Notamos
que P é um ideal primo minimal que contém Pt e, entdo pela localidade
de A, temos que cada um dos @; é um ideal P-primario. Pelo item 3 do
Lema [2.3.3] existem elementos 1, ...,z, € E;4; tais que @Q; = ann(z;). Pela
irredundancia da decomposigao segue que existe um g; € Q1MN... ﬁQj N...NQy,,

para cada j = 1,...,n, tal que ¢; ¢ Q;. Assim, g;z; # 0 e gjz, =0, com j # k.
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Pela hipétese de inducao temos que g = f — p; € H;. Como Px; € E;, entao
Pg(z;) = g(Pxj) = 0 e segue que g(z;) € £y, para todo j =1,...,n. Como £
¢ um modulo injetivo indecomponivel, segue que Ag(z;) N Ag;z; # 0. Desta
maneira, existem a; € A\ P e b; € A tais que a;g(z;) = b;j(gjzr;). Mais
ainda, como g(z;) € Ej e existe aj € A\ P tal que a;a; — 1 € P, entdo
9(x;) = azalg(x;) = albi(qx;) = rj(gr;), onde r; = ajb;. Consideremos
agora ¢ = riqi + ... + rnqn. Entdo, qr; = r;q;2; = g(x;). Para cada x € E; 4,
temos ann(x) 2 P = ann(x;) N ... Nann(z,). Pelo lema anterior, existem
fi, . fn € H tais que z = fi(x1) + ...+ fu(z,), pela hipotese de indugao, onde

fi=sj+hj,comh; € Hies; €A, paratodo j =1,...,n. Assim temos:

9(x) = g(fr(2z1) + .. + ful2n))
= g(s1x1 + hi(x1)) + ... + g(Snzpn + hy())
= s19(x1) + g(h1(21)) + ... + sng(@n) + g(hn(2n))
= s519(x1) + ... + sp9(xy); pois hj(z;) € Ey e g € H;.
= 8191 + ... + SpqTy,
= q(s171 + ... + Spxyn) + ha(qrr) + ... + hy(qen); pois qr; = g(z;) € Ey.
=q(s121 4 ... + Spxp + hi(z1) + oo + hp(xy))

=qx

Logo, g—q € H;+1. Definindo p; 11 = p;+¢q, obtemos que f—p;11 = f—pi—q =
g—q € Hiyq. Logo f = pir1(mod (H;y1)) Mostraremos agora que f € H se
corresponde com um elemento de A. De fatom notamos que a sequéncia (p;)
construida na argumentacao acima é de Cauchy. Pois, se n < m temos que
Pn=Pm = (Pn = f) = (pm — f) € Hn — Hp = Hy. Logo, (pn — pm)En = 0 ¢

Pn — Pm € P", para todo m > n. Portanto, (p,) é de Cauchy. Da completude
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de A temos que (p,) converge para um elemento p € A. Notamos que em
H temos a cadeia H; O Hy O ... onde ((H; = 0, pois E = |JE; e E é fiel.
Logo, as sequéncias de Cauchy com respeito a topologia H;-ddica convergentes
em H tem um tnico limite. Como, temos que P* C H;, segue que entao (p;)
converge para p em H. Além disso, por construgao (p;) converge para f em

H. Portanto, f =p € A.

Como consequéncia imediata do teorema anterior podemos ressaltar que o anel

de endomorfismos de um A-moédulo injetivo indecomponivel é comutativo.

Corolario 2.3.18. 1. Sejam y,x1,...x,, € E. Entdo, ann(zy) N ... N ann(x,) C

ann(y) se e somente se existem ri,...,r, € Ap, tal que y = rxy + ... + rpx,.

2. Cada A-homomorfismo de um submddulo de E em outro submddulo de E €

equivalente a multiplicacao por um elemento de Ap.

Demonstracgao. 1. Segue diretamente do Lema [2.3.15] do teorema anterior e da

definicao de flp—médulo de F.
2. Segue do teorema anterior e da injetividade do A-mo6dulo E.
O
Definigao 2.3.19. Sejam P um ideal primo de A, {Q1,...,Q¢, Qii1,-..,Qn} uma
decomposicio irredundante de P, cujas componentes sdao ideais irredutiveis tais
que Qn 2 PV, para todo m = 1,...,t, e Q,, 2 POV para todo m =t +1,...,n.

Dizemos que esta é uma decomposicio minimal de PY e que PY pertence a t, set

€ 0 menor inteiro para o qual temos uma decomposicao deste tipo.
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. ., . . ~ E‘
Com o trabalho desenvolvido até aqui, podemos obter a dimensao de =5~ como
1

espaco vetorial sobre o corpo de fracoes de %. Como £y C Ey C E3--- e ann(E;) =
PO temos P D P? D PG O ... Logo se PY DO P® devemos ter que
P® pertence a t > 0. Em outras palavras, P(®) pertence a t > 0 se e somente se

pG-1) 5 p@),

Teorema 2.3.20. Sejam P um ideal primo de A e E = E(%), tal que PUY pertence

~ . ~ FE; ~ .
at. Entao a dimensao de == sobre o corpo de fragoes de % €t.

Demonstragao. Pelo Lema Corolario 2.3.11] e o item 1 da Proposicao [2.3.7]
podemos supor, sem perda de generalidade, que (A, P) é um anel local e segue
que P = P’ para todo nimero natural i. Consideremos uma decomposicio irre-
dundante {Q1, ..., Q¢, Q¢11, ..., Qn} de ideais irredutiveis de P, de modo que P!
pertence a t. Pelo item 2 do Lema [2.3.3] existem elementos zy,...,z, € E;;; tais

que Q; = ann(x;), i = 1,...,n. Mostraremos agora que {Zi,...,Z;} é uma base de

Eit1
E;

,onde r; = x; + F;, paratodoi =1, ..., 1.

Suponhamos por absurdo que este conjunto é linearmente dependente. Assim,
sem perda de generalidade podemos supor (onde os indices do conjunto sao reno-
meados, se for o caso) que 7%y + ... +7,Z; = 0, onde s < te 0 #7; € %, para
todo j = 1,...,s. Desta maneira, 1z + ... + ;25 = y € E;, de onde segue que
Ty = —Tra%e — ... — 1s&s +y. Como r; ¢ P, para j = 1,...,;s, segue do item 3 do
Lemal[2.3.3|que ann(z1) 2 ann(z)N...Nann(zs)Nann(y). Pelo fato que ann(y) é um
ideal irredutivel tal que ann(y) 2 P’, obtemos que {ann(xs), ..., ann(x,),ann(y)} é
uma decomposicao de P!, o que contradiz a minimalidade de ¢, pois ann(z;) 2 P,
para todo j = 2, ..., t, e as outras componentes desta decomposicdo contem P?. As-

sim, {Z1, ..., Z;} € um conjunto linearmente independente.
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_ _ E; . -
Provamos agora que {Zy,...,T;} gera 5+ De fato, seja v € E;11. Entao

ann(z) 2 P! = () ann(z;). Desta maneira, pelo item 1 do Coroléario [2.3.18
j=1

existem 7, ...,7, € A tais que x = rx; + ... + T, Assim, x + E; = (ra; + ...+

rntn) + By = (mxy + E) + ...+ (rpxn + E;) = (may + Ey) + ... + (i + E;). Esta
ultima igualdade segue do fato que z; € E; e, consequentemente, r;z; € L, para
todo j =t+1,...,n. Logo, & = /&y + ... + 7,y e portanto, {Zy,...,T;} gera %

A
sobre B O

Teorema 2.3.21. Seja K o corpo de fracoes do dominio %. Entao, os K-espacos

vetoriais =5
1

7 ~ .
e HomK(% ®a K, K) sao isomorfos.
P

Demonstrag¢ao. Assim como na prova do Teorema [2.3.20, podemos supor, sem perda

de generalidade, que (A, P) é um anel local. Como Pf—il R K = Pf—;, entao o teo-

rema estard demonstrado se provarmos que os espacos vetoriais T“ e Hom K(%, K)

sdo isomorfomos. Devido ao fato que P! C P, segue que a aplicagdo h : 47 — 4,
definida por x + P! s x + P, est4 bem definida e ¢ um A-homomorfismo. Desta

maneira, temos a sequéncia exata curta
P A A
0— Pitl — Pitl —>ﬁ—>0
e como F é um A-moédulo injetivo, obtemos a sequéncia exata curta

0 — Homa(&, E) = Homa($47, B) — Homa(#, E) = 0

HomA(ﬁ,E)

HomA(%,E)

12

ou seja, HomA(%, E) . Além disso, é facil ver que

Homa(#4, E) = Homa(r, Er) = Hom%(;j’—;, B)) = Homg (#4, K).

O teorema estard demonstrado se mostrarmos que HomA(%, E) = E,. De fato, seja
h:E, = Homu(4=, E), definida por h(z) = h, : 2 — E, com h,(a + P") = ax.
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Evidentemente h é um A-monomorfismo, pois h, = h, se e somente se x = y. Se

g € HomA(%,E) entdao g(1) = y € E,, pois P'y = P"g(1) = ¢g(0) = 0. Assim,

h, = g. Logo, h é um A-isomorfismo. m

Resumindo os resultados anteriores, temos as equivaléncias a seguir. Seja F =

E(4), entdo:

1. PO+ pertence a t.

E; . ~ .
2. == tem dimensao t sobre o corpo de fragoes de %.
1

3. HomK(Pf;il ®a K, K) tem dimensdo ¢ sobre o corpo de fragdes de 4.

Teorema 2.3.22. 1. Se P é um ideal mazimal de A, entao E; C E(4) € um

ol

A-mdédulo finitamente gerado para todo natural i. Além disso, E(%) € gerado

por um conjunto numerdvel de E.

2. A € um anel artiniano se e somente se todo A-mddulo injetivo indecomponivel

€ finitamente gerado.

Demonstracao. 1. A demonstragao sera feita por inducao sobre i. Para i =0 é
evidente pois Ey = 0. Suponhamos por inducao que F;_; é gerado por um
subconjunto finito F' e seja {Z1, ..., T,,} uma base de % sobre %. Entao para
qualquer z € E; temos que x4+ F;_1 = (a1 + P)(x1+ E;—1) + ...+ (an+ P)(z, +
FE;_1), ou seja, © — ayxy — ... — apx, € F;_1. Logo, todo elemento x € E; ¢

gerado por {z1,...,x,} U F.

2. =) Seja E um A-modulo injetivo indecomponivel. Entao existe um ideal primo
P de A tal que E = E(4). Como A ¢ artiniano, a sequéncia P D P?) D .

tem um minimo. Logo a sequéncia Fy, C Fy C ... tem um méaximo e desta
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maneira, E(%) =JE; = E;, para algum j. Além disso, pelo Teorema , P
¢ um ideal maximal, e temos, pelo item anterior, que E(%) = F; ¢é finitamente

gerado.

<) Seja P um ideal primo de A. Entdo o moddulo injetivo indecomponi-
vel E(4) ¢ finitamente gerado sobre o anel noetheriano A e, pela Defini¢do

E(4) & noetheriano e E; C E(4) ¢ finitamente gerado sobre A. Como

A

5-modulo finitamente gerado. Por outro lado,

PE; =0, temos que E; é um
do item 5 do Teorema segue que cf(4) (o corpo de fracdes de 4) e E;

sao cf (%)—espagos vetoriais isomorfos. Como FE; é finitamente gerado sobre

ai

A < AN 4 G A - an
5, entdo cf(3) ¢ finitamente gerado sobre 5. Agora, seja {3*, ..., {*} um con-

junto de geradores de cf(%). Em particular, existem elementos 3, ..., 8, € %

A

tais que W = ﬂfg—i + .. —|—BHZ—:. Pelo fato que, 5 ¢ um dominio temos que

1 = (Braiba..by+ ...+ Brayby...by_1)(b1...by,), isto é, o elemento b;...b, é inverti-

vel e segue que b; também é invertivel em 4, com inverso (by...bs...by ) (by...by) L.

Logo, % = cf(%), ou seja, % é corpo. Portanto, pelo Teorema [1.3.17| conclui-

mos que A é artiniano.
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Capitulo 3

Dualidade de Matlis

O objetivo deste capitulo é exibir uma dualidade entre os médulos noetherianos e os
modulos artinianos sobre um anel comutativo, noetheriano, completo e local. Mais
especificamente, se E é um A-modulo injetivo indecomponivel entao o reticulado de
submoédulos do moédulo artiniano E™ é anti-isomorfo ao reticulado de submodulos
do A-moé6dulo noetheriano A”. Como consequéncia disto, temos uma correspon-
déncia entre a categoria dos A-moédulos noetherianos e a categoria dos A-modulos

artinianos.

3.1 Dualidade

Na proposicao a seguir A é um anel qualquer, mas no resto desta secao, A ¢ um anel

comutativo, noetheriano, local e completo.

Proposicao 3.1.1. Seja M um A-mddulo artiniano. Se {Ep}tpep € uma decompo-

si¢ao de mddulos injetivos indecomponiveis de E(M), entao B € finito.

Demonstracao. Seja E(M) = @ Ej, onde Ej, ¢ um A-modulo injetivo indecompo-
beB

nivel. Suponhamos por absurdo que B é infinito. Entao, tomemos qualquer cadeia

81



infinita descendente B 2 B; 2 By 2 ... de subconjuntos de B e consideramos
C; = @ Ey. Como M C, E(M), segue que E, N M # 0, para todo b € B. Em
beB;

vista disso, temos a cadeia infinita C; "M 2 Co N M 2 ... de submoédulos de M, o

que contradiz o fato de M ser artiniano. Portanto, B é finito. O

Como consequéncia imediata da proposicao anterior e do Teorema temos
que se M é um A-mdédulo artiniano e A um anel noetheriano, entdo E(M) é uma
soma direta finita de A-mo6dulos injetivos indecomponiveis.

Notacao: Sejam S e B dois submodulos fixos de A™ e E™, respectivamente, a =
(ay,...,a,) € A" e & = (21, ...,z,) € E". Escrevemos a - x para denotar a;zy + ... +
apTy. Definimos §" = {z € E" | s-x = 0, paratodo s € S} e B’ = {a € A" |
a-x =0, para todo x € B}. E facil ver que S’ e B’ sdo submodulos de E™ e A",

respectivamente. Nestes termos, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.2. Sejam A um anel comutativo, noetheriano, completo e local com

ideal mazimal P e E = E(4). Entdo:

1. a. 8= Homa(%, E). b &= Homu(S,E). ¢ S"=S.

2. a. B~ Homua(% E). b. 42~ Homu(B,E). ¢ B'"=B.

Demonstragdo. 1. a. Sejam {e;} a base canénica de A" e ¢ : Hom(4, E) — 5’
uma aplicagdo definida por f +— (f(€1), ..., f(€,)), onde & = e; + S € 4. Vejamos
primeiro que (f(é1),..., f(€,)) € S’. Com efeito, seja (s1,...,s,) € S. Entao temos

as seguintes igualdades:

(51,0, 8n) - (f(@1), ., f@n)) = suf(er) + o + snf(en)

= f(Slél + ...+ Snén)
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= f((s1e1 + ... + Spep) + 5)
= f(0)

=0

Pela definicao de ¢ segue que este é um A-homomorfismo. Se ¢(f) = 0, entao
f(e1) = ... = f(e,) = 0 e como {éy,....6,} gera 4, segue que f = 0, ou seja,
¢ ¢ um monomorfismo. Para cada (zi,...,x,) € 5, definimos o A-homomorfismo

fi o A" = 5 por fi(e;) = x;. Além disso, temos S C ker(f;) . De fato, seja

s = (81,...,8,) € S, entao

fi(s) = fi(sier + ... + spen) = 5121 + oo + Spxy = S+ (X1, o0y Ty) =0
Desta forma temos um homomorfismo f7 : % — F tal que f(é;) = z;. Portanto,
o(f) = (x1, ..., z,) e segue que ¢ é um A-isomorfismo.

b. Consideremos a sequéncia exata curta
05— A" >4 50

Como Homa(_, FE) é um funtor contravariante exato temos o seguinte diagrama

comutativo:

4 E) —— Homa(A", E) — Homu(S, E) —= 0

SR

0 s’ E" £ 0

onde ¢1, ¢o sao os isomorfismos dados pelo item a. Decorre disto o isomorfismo

00— Hom (4

L=~ Homu(S, E).

c. Evidentemente S C S” C A™. Suponhamos que existe (s,...,s7) € S”\ S e

definimos y = (s, ..., s4)+5 € 4. Como A ¢ local e ann(y) é um ideal de A, temos

9 9On

que ann(y) € P. Por outro lado, pelo item 2 do Lema existe 0 # = € E tal
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que ann(z) = P. Assim, pelo Lema , existe f : % — F tal que f(y) =x # 0.
Agora, observamos que (f(é1),..., f(€,)) € S’, pois para qualquer (sy,...,s,) € S,
temos (s1, ..., ) - (f(€1), ..., f(€n)) = f(s161 + ... + Sn€n) = f((51,...,8,) +5) =
f(0) =0. Assim, f(y) = f(s]e1 + ... + sle,) = s{f(é1) + ...+ sh f(e,) = 0. O que

nao pode acontecer. Logo, S = S”.

2. a. Seja ¢ : B' = Homu(%5, E) definida por (b, ..., b,) — ¢(b1, ..., by), onde
a aplicagdo (b1, ...,by) : % — E esta definida por o(by, ..., b,) ((y1, -, Yn) + B) =
biyr + ... + buyn. Observemos neste momento que se (yi,...,yn) — (T1,...,2,) €
B, entao (b1, ....,0,)((y1, -y yn) — (21,...,2,)) = 0, de onde segue a boa defini¢ao
de ¢(by,...,b,). Da mesma forma, se vé trivialmente que ¢(by,...,b,) é um A-
homomorfismo. Agora, se ¢(by,...b,) = 0, entao by, + ... + by, = 0, para todo
(Y1, .-, yn) € E". Em particular, para (0,...,y;,...0) temos b;y; = 0. Como E é
um A-moédulo fiel, segue que b; = 0, para todo i, ou seja, ¢ é um monomorfismo.
Consideramos agora f € HomA(%n,E). Para cada componente ¢ = 1,...,n, te-
mos um endomorfismo correspondente & composicao dos seguintes homomorfismos

f

E~E —‘spr T, E

5 E

Assim, pelo Teorema [2.3.18 segue que, para cada i, existe r; € A tal que f|g =
r; € A. Consideramos a n-upla (rq,...,7,) € A" Notamos inicialmente que

(r1,...,rn) € B', pois, se (21, ...,x,) € B, entao

a1+ ... + 12, = flp (x1e1 + B) + ... + flg, (e, + B)
= f(z1ie1 + B) + ... + f(znen + B)
= f((@1,...,x,) + B)
= f(0)

=0
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Por ltimo, vejamos que ¢((rq,...,7,)) = f. De fato, pois @(r1, ..., 7)) (Y1, -, Yn) +
B) =ruy + ... + moyn = f((y1, ..., yn) + B) e isto mostra que ¢ é um epimorfismo.

Logo, ¢ é um A-isomorfismo.

b. A prova é analoga a do item b acima tomando a sequéncia exata curta
0—>B—E"— 52 -0
c. Analogo ao feito na prova do item c de 1. ]

Como consequéncia imediata do teorema anterior temos que se F' é um submo-

dulo de E™, entao
Homa(Homa(F,E),E) = Homa(% E) 2 F" = F.
Analogamente, se A; € um submodulo de A”, entao

Homa(Homa(Ay, E), E) = HomA(i—Z,E) ~ A" = A

Corolario 3.1.3. Nos mesmos termos do teorema anterior, os reticulados dos sub-

modulos de A™ e E™ sao anti-isomorfos.

Demonstra¢ao. Sejam A; e Ay (Fy e Fy) dois submodulos de A™ (respectivamente,
E™). E evidente que se A, C A, (respectivamente, F; C F,) entdo A, C A}

(respectivamente, Fj C F]). Além disso, temos as seguintes propriedades:

1. (A N Ay) = AL + AL, ' (N = F + F,

2. (A + Ay) = A N AL, o (F + F) = FI N E

De fato, como A;N Ay C A e AyN Ay C Ay entdo A] C (A1NAs) e AL, C (AN

Ay)', e segue que A} + A, C (A3 N Ay)'. Simetricamente, obtemos que (F; + Fy)" C
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F{ N Fj. Destas contencgoes obtemos que A; N Ay = (A3 N Ay)”" C (A} + A4}) C
ATNAY = A1 N Ay, ou seja, AN Ay = (A + AY). Assim, (A;NAg) = A+ A). As
outras propriedades seguem de forma analoga. Sendo assim, que a correspondéncia

definida por A — A’ é um anti-isomorfismo dos reticulados dos submodulos de A™

e de E". ]

Dos resultados anteriores temos que se A é um anel comutativo, noetheriano,
completo e local entdo o moédulo E™ é artiniano. Com efeito, como A™ é finitamente
gerado sobre o anel noetheriano A entao A" é noetheriano, assim pelo corolario

anterior E" é artiniano.

No corolario a seguir denotamos por oether(A) e Artin(A) as categorias das
classes (dadas por isomorfismos e que denotamos por colchetes) dos A-moédulos

noetherianos e dos A-modulos artinianos, respectivamente.

Corolario 3.1.4. Sejam (A, P) um anel comutativo, noetheriano, completo e local
e E = E(4). Entdo:
1. Um A-mddulo M € noetheriano se e somente se M € a imagem de A", para

algum natural n.

2. Um A-mddulo M € artiniano se e somente se M ¢ um submddulo de E™, para

algum natural n.

3. O funtor contravariante Homa(_, FE) : JNoether(A) — Aetin(A) define uma

correspondéncia biunivoca entre os objetos destas categorias.

Demonstracao. 1. =) Consideramos um conjunto finito xy, ..., z, de geradores

de M sobre o anel A. Definamos o A-homomorfismo h : A" — M sobre sua
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base canonica, assim h(e;) = x;. Evidentemente, h(A™) = M.
<) Se M é a imagem de A", entdo M é finitamente gerado sobre o anel

noetheriano A. Assim, pela Proposicao [1.3.10] segue que M é noetheriano.

. =) Seja M um A-modulo artiniano. Entao, pelo Teorema e a Proposi¢ao
segue que E(M) = C1 & ... @ C,, onde cada C; é um modulo injetivo
indecomponivel. Seja 0 # x € M N C;, para qualquer 4, ¢ < n. Consideramos

agora a cadeia de submodulos de M
Px D P?x D P3x D ..

Assim, pela artinianidade de M, existe j tal que Pz = P/*lz e segue que
Pi — PIt1 C ann(z). Desta maneira, P/ C ann(z) + P’*'. Da Proposi¢ao
temos P/ C ann(z). Como P & o menor primo que contem P’ segue

que P é o menor primo que contem ann(z) e com isto, ann(xz) é um ideal

P-primario. Pelo Teorema 2.2.4] C; = E(-—4—) = E(4) = E. Portanto,

ann(x)

E(M) = E™ e temos que M é um submodulo de E™.

<) E evidente pois todo submédulo de um médulo artiniano ¢ artiniano.

An
2

. Seja M um A-moédulo noetheriano. Entao pelo item 1, segue que M =
para algum inteiro n e um submodulo L de A™. Assim, do item 1.a do Teorema
temos que [Homa(M, E)] = [Homa (4, E)] = [L]. Notamos que L’ é

um submodulo de E™, e pelo item 2 deste teorema temos que, L' é artiniano.

Sejam i—r: e z‘—z dois modulos noetherianos tais que HomA(é—?E) = [ =
L, = Hom(‘z—z,E) entdo pelo item 2.b do Teorema |3.1.2| temos é—fln = ‘2—7; ~

Homa(L}, E) = Hom (L}, FE) = 12—; = 2‘—;. Portanto, a correspondéncia dada
por Homa(_, E) é injetora. Vejamos agora a sobrejecao. De fato, seja M um

A-modulo artiniano. Entao, pelo item 2 deste teorema, M é um submoddulo de
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E™, para algum natural n. Consideramos entdo o A-mo6dulo %. Logo, pelos

itens l.a e 2.c do Teoremamque [Homa (4>, E)] = [M"] = [M].

Notamos que no item 3 do corolario anterior temos que [Homa(Homa(M, E), E)]
=[M], isto &, Homa(Homa(M, E), E) =2 M, para qualquer A-mo6dulo noetheriano
ou artiniano. Ou seja, o item 3 faz referéncia a equivaléncia entre os objetos destas

categorias.

Para efeitos praticos, vamos explicitar o isomorfismo do paragrafo anterior. Seja

n z . ’ ’ .
N = Z‘—N um A-moédulo noetheriano, onde Ly é um submoédulo de A™. Desejamos

definir os seguintes isomorfismos:

A 22 Hom(Ly, E)*= Hom(Hom({% E), E)

Seja o isomorfismo ¢y : Hom(f—;, E) — LYy, definido da mesma forma como foi
feito na prova do item l.a do Teorema [3.1.2] Assim, para cada h € Hom(LYy, E)
definimos ¢y - (h) mediante o seguinte diagrama comutativo

H om(f—;, E) N Ly

o (h) l"
E
ou seja, ¢n - (h) = ho¢y. O argumento anterior estabelece o isomorfismo

on - (_): Hom(Lly, E) — Hom(Hom(4~, E), E).

Por outro lado, temos que ¢ : A — Hom(E™, E) é um isomorfismo, onde (¢(a))(x) =
a-x, coma € A" e x € E™. Desta forma, o isomorfismo, dado pelo item 2.b do

Teorema ON f—N — Hom(Lly, E) esta definido por py(a+ Lx) = ¢(a)|r, -

Teorema 3.1.5. As categorias Moether(A) e Avtin(A)? sao equivalentes.
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Demonstragao. Exibiremos um isomorfismo natural 7 do funtor identidade lsgeper(a)
ao funtor covariante Hom(Hom(_, F), E) : Noether(A) — Noether(A). Analo-

gamente, pode se mostrar que o funtor identidade lgina) € 0 funtor covariante

Hom(Hom(_,E), E) : Actin(A) — Artin(A) sdo isomorfos. Seja o objeto N = f;

em Noether(A). Definimos a componente 7y : Z‘—; — Hom(Hom(f—;,E),E), por

™~ = ¢n - () o @n, onde os homomorfismos ¢n - () e oy estdo definidos como

na observacao anterior a desse teorema. Portanto, temos que cada componente

TN : ’L4—N — Hom(Hom(z‘—N,E),E) ¢ um isomorfismo. Seja f : Z‘—N — Z‘—M um homo-

morfismo entre A-médulos noetherianos. Mostremos agora que o diagrama a seguir

comuta.

Hom(Hom/(2~ E),E)i;Hom(Hom(A—m E), E)

Ly’ L’
TTN TIVIT
A f Am
Ly Ly

onde f* = Hom(Hom(f, F),F). Notamos que Hom(f, E) ¢ um morfismo en-

tre Hom(f—:;,E) e Hom(f—;,E) na categoria Artin(A). Seja @ € 4, entdo a =

n
Ly’

aje; + ... + ape, = @@ + ... + ané,. Além disso, 7n(a) = (on - ()en)(a) =

on - (on(a)) = dn - (pla)lry) = ¢(a)|ry 0 dn. Desta maneira, f*(7y(a)) = 7v(a)f*

e para h € Hom(f—:[, E) temos as seguintes igualdades
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= ¢(a)|Ly, (hf (1), ... hf(en))
=a- (hf(é1),....,hf(En))

= (a1,...,an) - (hf(€1),....,hf(€,))
=aihf(e) + ...+ a,hf(€n)

= hf(ai1€1 + ... + anéy)

= h(f(a))

Por outro lado, vejamos agora o resultado da composicao de f e 7);. Escrevendo

f(@a) = (x1,..., xm), obtemos 7a(f(a)) = Tas (21, s Tm)) = @(T1, s T |11, © Pos @

com isto, temos as seguintes igualdades:

(o1, -y Tm)lLy, © dar)(h) = @(x1, o T ) |1y, s ()
— (@1, o w1y, (A(EL), o B(Em))
=x1h(é1) + ... + T, h(En)
= h(z161 + ... + T Cy)
= h((@1, - 7))

= h(f(a))

Do anterior, temos que f**7ny = 7)/f, para qualquer morfismo f € oether(A) e

portanto, 7 : Iyoeec(a) = Hom(Hom(_, E), E) é um isomorfismo natural.
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