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Resumo

Resumo:

O objetivo desta dissertação é estudar a caracterização dos módulos injetivos

sobre anéis noetherianos e comutativos, dada por Eben Matlis em [16], como soma

direta de módulos da forma E(A
P

). Assim, discutimos algumas propriedades dos mó-

dulos injetivos indecomponíveis sobre esses tipos de anéis. Em particular, mostramos

que o completamento do anel local Ap é isomorfo ao anel HomA(E(A
P

), E(A
P

)). A

partir disso, mostramos que, quando o anel for comutativo, noetheriano, local e com-

pleto, então a categoria dos módulos noetherianos e a categoria dual dos módulos

artinianos são equivalentes.

Palavras-chave: Módulos injetivos; Fechos injetivos; Anéis noetherianos; Dua-

lidade de Matlis.
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Abstract

Abstract:

The goal of this work is to study the characterization of injective modules over

Noetherian and commutative rings, given by Eben Matlis in [16], as a direct sum

of modules of the form E(A
P

). Thus, we discuss some properties of injective in-

decomposable modules over these types of rings. In particular, we show that the

completion of the local ring Ap is isomorphic to the ring HomA(E(A
P

), E(A
P

)). From

this, we show that, when a ring is commutative, noetherian, local and complete, the

category of the Noetherian modules and the dual category of Artinian modules are

equivalent.

Keywords: Injective modules; Injective hulls; Noetherian rings; Matlis duality.
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Introdução

Em 1940, o matemático Alemão Reinhold Baer generalizou para um contexto de

módulos [3] o teorema que diz que um grupo abeliano divisível é um somando direto

de todo grupo abeliano que o contém, ou seja, ele de�niu os módulos completos

como os módulos que satisfazem o critério que leva seu nome (item 4 da De�nição

1.3.27) e mostrou que um módulo é completo se e somente se ele é um somando

direto de qualquer módulo no qual ele está contido. Desta forma, Baer introduz o

conceito de módulo injetivo, muito embora não tenha usado esta nomenclatura.

Foi provavelmente 13 anos depois que Von B. Eckmann e A. Schopf em [8] usaram

pela primeira vez o termo �módulo injetivo� (em alemão, injektive moduln) para fazer

referência a este tipo de módulo. Em [3], Baer tinha mostrado que todo módulo

pode ser imerso em algum módulo injetivo (Teorema 1.3.41). Nas palavras dele:

�Every abelian group over the ring R is a subgroup of a complete abelian group

over the ring R�.

Esse Fato era bem conhecido na sua época, no caso dos grupos abelianos (Proposição

1.3.40). A partir disto, Von B. Eckmann e A. Schopf mostraram que para todo

módulo existe um módulo injetivo minimal que o contém (Teorema 1.3.47), isto é,

demonstraram que todo módulo possui um fecho injetivo. Este conceito é central

para o desenvolvimento do presente trabalho.
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Em 1959, Eben Matlis em [16], caracterizou os módulos injetivos sobre anéis

noetherianos comutativos mostrando que um módulo injetivo sobre um anel noethe-

riano é uma soma direta de módulos injetivos indecomponíveis, exibindo, surpreen-

dentemente, uma correspondência bijetiva entre o conjunto das classes de isomor-

�smos de A-módulos injetivos indecomponíveis e o espectro do A, sempre que A é

um anel noetheriano e comutativo. Estes resultados aparecem neste trabalho como

Teorema 2.2.5 e Teorema 2.3.1, respectivamente. Nesse mesmo ano, Z. Papp provou

a recíproca do primeiro destes teoremas, isto é, se todo A-módulo injetivo tem uma

decomposição em soma direta de módulos injetivos indecomponíveis então A é um

anel noetheriano.

Em 1966, Carl Faith introduz em [10] o conceito de módulo Σ-injetivo. Um A-

móduloM é dito Σ-injetivo seM (T ) é injetivo, para qualquer conjunto de índices T .

Ele mostrou que M é Σ-injetivo se e somente se a classe de ideais de A que anulam

subconjuntos de M satisfaz a condição de cadeia ascendente. Assim, mais uma vez

se encontra a relação sobre condições de cadeia de ideais do anel e a injetividade dos

módulos que são soma direta de módulos injetivos.

Em 1969, A. Cailleau generalizou em [6], para módulos Σ-injetivos, a caracte-

rização feita por Matlis para módulos injetivos sobre anéis noetherianos. Isto é,

Cailleau mostrou que se um A-módulo é Σ-injetivo então ele é soma direta de mó-

dulos Σ-injetivos indecomponíveis. Foi só 3 anos depois que István Beck mostrou,

em [4], que um A-módulo (A comutativo) é Σ-injetivo se e somente se ele é uma

soma direta de módulos que são o fecho injetivo do quociente A
P
, onde P é um ideal

primo tal que o anel localizado Ap é noetheriano, generalizando o correspondente

resultado de Matlis.

2



Como fato importante no desenvolvimento do conceito de módulo injetivo des-

tacamos que recentemente K. Beidar, S. Jain e A. Srivastava, em [5], apresentaram

uma nova caracterização para módulos Σ-injetivos, ou seja, mostraram que um mó-

duloM é Σ-injetivo se e somente se qualquer extensão essencial deM (N) é uma soma

direta de módulos injetivos.

O objetivo principal deste trabalho é estudar detalhadamente as contribuições

feitas por Matlis em [16]. Para tal �m, dividimos o trabalho em 3 capítulos. No

Capítulo 1 apresentamos os pré-requisitos necessários para o bom entendimento dos

capítulos posteriores. Do mesmo modo, o Capítulo 1 se subdivide em três seções.

A primeira seção somente contém de�nições básicas da teoria de categorias. Na

segunda seção estudamos algumas propriedades da decomposição primária de ideais,

principalmente no caso de anéis noetherianos, depois introduzimos brevemente a

noção de localização de um anel. Além disso, discutimos o completamento de um

anel mediante topologias I-ádicas. Destacamos a independência do tratamento deste

tópico em relação às abordagens da literatura em geral.

A última seção do Capítulo 1 trata da teoria de módulos e é dividida em 6

partes. Primeiro �xamos notações e apresentamos alguns resultados que em geral

são bem conhecidos. Na segunda subseção nos dedicamos a demonstrar o Teorema

de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya, o qual é útil para obter boas propriedades sobre

somas diretas de módulos injetivos. As seguintes três subseções tratam de módulos

injetivos onde, provamos somente os resultados que consideramos mais relevantes.

Na última subseção construímos o limite direto de qualquer família de submódulos.

Isto foi feito com a �nalidade de dar uma caracterização mais categórica dos anéis

noetherianos via módulos injetivos para, desta maneira, notar que as categorias de

A-módulos contém uma informação valiosa sobre o anel base.
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O Capítulo 2 está dividido em 3 seções, onde cada uma dessas corresponde ao

estudo de cada uma das primeiras três seções de [16]. Na primeira parte tratamos

alguns resultados iniciais sobre módulos injetivos, assim como de módulos que con-

tém um módulo injetivo maximal. Aqui destacamos o Teorema 2.1.2 onde se nota,

assim como no decorrer da segunda seção deste Capítulo, a importância de impor

condições de noetherianidade sobre o anel para se estudar os módulos injetivos. Na

segunda seção estudamos os módulos injetivos indecomponíveis, onde se evidencia

que estes são fechos injetivos de certos tipos de módulos. Mostramos também que

todo módulo injetivo sobre um anel noetheriano tem uma decomposição em soma di-

reta de módulos injetivos indecomponíveis, o qual é fundamental para a abordagem

da terceira subseção.

Na terceira parte do Capítulo 2, estudamos os módulos injetivos indecomponíveis

sobre condições de noetherianidade e comutatividade do anel base. Começamos

com um dos resultados mais destacáveis deste trabalho, isto é, mostramos que um

módulo injetivo indecomponível se corresponde biunivocamente a menos isomor�smo

de módulos, com um ideal primo, de�nido como o radical do anulador de qualquer

elemento não nulo do módulo. Depois, no Teorema 2.3.6, se evidencia que algumas

características particulares do p-grupo de Prüfer Zp∞ são satisfeitas mais geralmente

pelos módulos injetivos indecomponíveis. Destacamos também que, dado um A-

módulo E = E(A
P

), onde P é um ideal primo de A, podemos de�nir naturalmente

estruturas de Ap e Âp módulo sobre E, de modo que o fecho injetivo destes anéis

quocientado pelo seu respectivo ideal maximal é, a menos isomor�smo, igual a E, de

onde obtemos que o anel de endomor�smos de E é isomorfo ao anel (comutativo!)

Âp.

Com base no que expusemos acima, no Capítulo 3, quando (A,P ) é um anel local,
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comutativo, noetheriano e completo obtemos que o reticulado de submódulos de An

e o reticulado dos submódulos de En são anti-isomorfos. A partir disto, obtemos

um tipo de dualidade, atualmente chamada dualidade de Matlis, entre os conceitos

de módulos noetherianos e módulos artinianos. Desta forma, mostramos que a

correspondência dada por Matlis mediante o funtor contravariante HomA(_, E(A
P

))

entre os objetos das categorias Noether(A) e Artin(A)op é também satisfeita pelos

mor�smos destas categorias e por conta disso as categorias são equivalentes.
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Capítulo 1

Categorias, Anéis e Módulos

Dividimos este capítulo em três seções, a saber, introdução a teoria de categorias,

anéis e módulos. Na introdução de cada seção, assim como em cada subseção,

falamos um pouco dos temas que serão tratados, para que, desta forma, o leitor

decida fazer, ou não, a leitura da mesma.

1.1 Introdução à Teoria de Categorias

A teoria de categorias fornece-nos um panorama global sobre uma grande vari-

edade de conceitos que aparecem naturalmente em várias áreas da matemática. O

propósito desta seção é citar algumas de�nições básicas da teoria de categorias, as

quais serão úteis no desenvolvimento deste trabalho. Exemplos dos conceitos aqui

referidos aparecerão no decorrer do texto. Para mais detalhes, recomendamos [15].

De�nição 1.1.1. Uma categoria C consiste em:

1. Uma coleção Ob(C) de objetos.

2. Uma coleção de C-mor�smos entre cada par de objetos. Assim, se a, b ∈ Ob(C),

denotamos a coleção de C-mor�smos entre a e b por HomC(a, b). Escrevemos,
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f : a→ b para signi�car que f ∈ HomC(a, b).

3. Para cada objeto a ∈ Ob(C) existe um mor�smo 1a ∈ HomC(a, a), ao qual

chamamos mor�smo identidade de a.

4. Uma operação parcial de composição ◦ sobre a coleção dos mor�smos entre os

objetos de C, que satisfaz os seguintes axiomas:

a. Se f : b→ c e g : a→ b então f ◦g esta de�nida e pertence a HomC(a, c).

b. Para todo a ∈ Ob(C), todo mor�smo f ∈ HomC(a, b) e todo mor�smo

g ∈ HomC(c, a), 1a satisfaz f ◦ 1a = f e 1a ◦ g = g.

c. Para todo f : b→ c, g : a→ b e h : c→ d, h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g.

Em geral, escrevemos fg para denotar f ◦ g. Dizemos que um C-mor�smo

f : a → b é um isomor�smo se existe um C-mor�smo g : b → a tal que fg = 1b e

gf = 1a.

Denotamos a categoria dos conjuntos por Set e a categoria dos grupos abelianos

por Ab. Na primeira seus objetos são os conjuntos e seus mor�smos são as funções

entre conjuntos, na segunda seus objetos são os grupos abelianos e seus mor�smos

são os homomor�smos de grupos abelianos.

A noção de funtor fornece a possibilidade da comunicação entre duas categorias.

De�nição 1.1.2. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante F : C → D

consiste em:

1. Uma função de Ob(C) em Ob(D), isto é, para cada c ∈ Ob(C) denotamos sua

imagem por F (c) ∈ Ob(D).
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2. Uma função de HomC(a, b) em HomD(F (a), F (b)), para todo par de C-objetos

a, b, isto é, se f : a→ b denotamos sua imagem por F (f) : F (a)→ F (b).

3. Para todo c ∈ Ob(C), temos F (1c) = 1F (c).

4. Se f ◦ g está de�nida em C então, f ◦ g 7→ F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g).

De�nição 1.1.3. Sejam dois funtores covariantes F,G : C→ D. Uma transforma-

ção natural τ : F → G é uma função que corresponde, a cada objeto c ∈ Ob(C),

um mor�smo τc : F (c) → G(c) tal que, para qualquer mor�smo f : a → b em C, o

diagrama a seguir é comutativo

G(a)
G(f) // G(b)

F (a)
F (f) //

τa

OO

F (b)

τb

OO

Neste caso dizemos que os mor�smos τc são as componentes de τ . Além disso,

se cada uma das componentes de τ é um isomor�smo então dizemos que τ é um

isomor�smo natural e que os funtores são isomorfos. Notamos que se F : C → D e

G : D→ F são funtores covariantes então obtemos um novo funtor GF : C→ F, tal

que cada objeto c ∈ Ob(C) se corresponde com G(F (c)) ∈ Ob(F) e cada mor�smo

f ∈ HomC(a, b) comG(F (f)) ∈ HomF(G(F (a)), G(F (b))). Dada qualquer categoria

C denotamos por 1C : C→ C ao funtor identidade, que esta de�nido por 1C(c) = c e

1C(f) = f , para todo objeto c e todo mor�smo f em C.

De�nição 1.1.4. Dizemos que duas categorias C, D são equivalentes se existem

dois funtores F : C → D e G : D → C tais que FG é isomorfo a 1D, e GF é

isomorfo a 1C.

Dada uma categoria qualquer C, podemos obter uma nova �revertendo� os mor-

�smos, isto é, a categoria Cop onde seus objetos são os mesmos de C e os mor�smos
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são da forma f op : b → a, onde f : a → b. A composição em Cop é denotada ◦op e

esta de�nida pela seguinte relação: (g ◦h)op = hop ◦op gop, onde g : b→ c e h : a→ b.

Esta categoria é chamada a categoria oposta de C; Se F é um funtor covariante entre

as categorias C e Dop então dizemos que F é um funtor contravariante entre C e D,

e escrevemos F : C→ D.

1.2 Anéis

Nesta seção tratamos os tópicos necessários da teoria de anéis, para a leitura

do próximo capítulo, isto é, falamos de decomposição primária, localização e com-

pletamento de anéis. Em todo o trabalho, A sempre denotará um anel com um

unidade. Como é usual, denotamos o produto de elementos do anel simplesmente

pela concatenação destes.

De�nição 1.2.1. ([17], Teorema 1.4) Um anel A é chamado noetheriano (à es-

querda) se satisfaz-se alguma das seguintes condições equivalentes:

1. Toda cadeia ascendente de ideais (à esquerda) de A é estacionária;

2. Todo ideal (à esquerda) de A é �nitamente gerado;

3. Toda família não-vazia de ideais (à esquerda) de A, possui pelo menos um

elemento maximal.

De�nição 1.2.2. Um anel A é chamado artiniano (à esquerda) se toda cadeia

descendente de ideais (à esquerda) de A é estacionária. Equivalentemente, se toda

família não vazia de ideais (à esquerda) de A possui elemento minimal.

Teorema 1.2.3. Se A é um anel comutativo e artiniano então todo ideal primo de

A é maximal.

9



Demonstração. Seja P um ideal primo de A. Como A é artiniano, segue que A
P
é

um domínio artiniano. Assim, para qualquer x não nulo em A
P
temos a sequência

(x) ⊇ (x2) ⊇ (x3) ⊇ ...

a qual deve estacionar, isto é, existe n tal que (xn) = (xn+1). Logo, existe y ∈ A
P
tal

que xn = xn+1y. Como A
P
é um domínio temos que 1 = xy. Logo, A

P
é um corpo,

Portanto, P é um ideal maximal.

O conjunto das unidades do anel A será denotado por U(A).

De�nição 1.2.4. Um anel comutativo A é chamado local se satisfaz alguma das

seguintes condições equivalentes:

1. M = A \ U(A) é um ideal de A;

2. A tem um único ideal maximal;

3. Se a+ b ∈ U(A) então a ∈ U(A) ou b ∈ U(A).

A prova destas equivalências, segue da observação queM é o único ideal maximal

de A e que todo elemento não invertível de A está contido num ideal maximal de A.

Escrevemos (A,M) para denotar que A é um anel local cujo único ideal maximal é

M.

Proposição 1.2.5. ([14], Proposição 19.2) Se (A,M) é um anel local, então A não

contém elementos idempotentes não triviais.

Proposição 1.2.6. ([17], Proposição 4.2.1) Sejam I e J ideais de um anel local

(A,M) tais que I ⊆ J + IM. Então I ⊆ J .
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Sejam I1 e I2 dos ideais à esquerda de A. De�nimos o quociente residual de I1 e

I2 como sendo, I1 : I2 = {x ∈ A | xI2 ⊆ I1}.

Proposição 1.2.7. ([17], Proposição 1.1) Sejam I1, I2, I3 três ideais de A. Então:

1. I1 ⊆ I1 : I2.

2. (I1 : I2) : I3 = I1 : (I2I3).

3. (
⋂
Ii) : I =

⋂
(Ii : I).

Sejam X um conjunto não vazio, ∗ uma operação associativa de�nida em X e

{x1, ..., xn} um conjunto �nito de elementos de X. Usamos a notação x1 ∗ x2 ∗ ... ∗

x̂i ∗ ... ∗ xn para denotar x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xi−1 ∗ xi+1 ∗ ... ∗ xn.

1.2.1 Decomposição Primária de Ideais

O objetivo desta subseção é discutir algumas propriedades interessantes dos ide-

ais de anéis noetherianos que nos serão úteis. Na primeira parte de�nimos conceitos

básicos de ideais primários. Depois mostramos que todo ideal de um anel noethe-

riano tem uma decomposição primária e �nalmente de�nimos a i-ésima potência

prima de um ideal primo de um anel noetheriano. No decorrer desta subseção A

denotará um anel comutativo.

Como é usual, de�nimos o espectro de A como o conjunto de todos os ideais

primos de A, o qual denotamos por Spec(A).

De�nição 1.2.8. Seja I um ideal de A. De�nimos o ideal radical de I como

rad(I) = {x ∈ A | ∃n > 0, xn ∈ I}.

De�nição 1.2.9. Um ideal I 6= A é chamado primário se sempre que a · b ∈ I e

a /∈ I então b ∈ rad(I).
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Proposição 1.2.10. ([17], Proposição 1.5.3) Se I é primário então rad(I) é um

ideal primo.

Se I é um ideal primário com ideal radical P , então dizemos que I é um ideal

P -primário. Neste caso, é útil notar que P é o menor ideal primo que contém I.

De�nição 1.2.11. Uma coleção �nita F = {I1, I2, ..., In} de ideais de A é uma de-

composição de um ideal I se I =
⋂
Ii∈F

Ii. Se além disso, cada ideal Ii na decomposição

é um ideal primário então dizemos que a decomposição é primária.

Exemplo 1.2.12. ([1], Pag. 52) Sejam K um corpo e A = K[x, y]. A coleção de

ideais {〈x〉, 〈x, y〉2} de A é uma decomposição primária do ideal 〈x2, xy〉.

Na de�nição anterior dizemos que os elementos de F são as componentes da

decomposição. Além disso, dada uma decomposição primária de I, dizemos que Ii é

a componente Pi-primária para denotar que Pi = rad(Ii), com Ii na decomposição;

No caso em que A não for comutativo, de�ne-se analogamente uma decomposição

de um ideal à esquerda.

De�nição 1.2.13. Uma decomposição {I1, I2, ..., In} de um ideal I é dita irredun-

dante se a interseção I1 ∩ I2 ∩ ... ∩ Îi ∩ ... ∩ In não está contida em Ii, para todo

i ∈ {1, 2, ..., n}.

Notamos que dada uma decomposição primária de um ideal sempre podemos

re�nar esta, até obter uma decomposição primária irredundante.

Teorema 1.2.14. ([17], Teorema 1.6.1) Seja {I1, ..., In} uma decomposição primária

de um ideal I, onde cada ideal Ii é Pi-primário. Se P é um ideal primo que contém

I então ele deve conter pelo menos um dos Pi. Além disso, rad(I) =
n⋂
i=1

rad(Ii).
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De�nição 1.2.15. Uma decomposição {I1, ..., In} irredundante de um ideal I de A

é dita normal se cada ideal Ii é Pi-primário e é tal que Pi 6= Pj, para todo i 6= j.

Pelo Teorema 1.2.14 segue que toda decomposição primária e irredundante de

um ideal I pode ser re�nada até obter uma normal. Isto se faz juntando a interseção

das componentes que tem o mesmo radical. Portanto, se temos uma decomposição

primária de um ideal podemos obter uma decomposição normal do ideal.

Teorema 1.2.16. ([1], Teorema 4.5) O número de componentes de qualquer decom-

posição normal de um ideal I está bem de�nido. Além disso, o conjunto dos radicais

das componentes de qualquer decomposição normal de I é sempre o mesmo.

A segunda parte do teorema diz que o conjunto {P1, ..., Pn} dos radicais das com-

ponentes de uma decomposição normal de um ideal I não depende da decomposição

normal escolhida. Neste sentido dizemos que cada um dos Pi pertence ao ideal I.

Dizemos que um subconjunto F de {P1, ..., Pn} é um conjunto isolado de primos do

ideal I, se ele só contém ideais primos minimais de I.

Agora nos propomos de�nir a i-ésima potência prima de um ideal primo P de

A. Dizemos que um subconjunto S ⊆ A é um conjunto multiplicativo de A, se ele

é fechado para a multiplicação de A.

De�nição 1.2.17. Sejam I um ideal de A e S um conjunto multiplicativo de A.

Chamamos de S-saturamento de I ao ideal IS−1 = {a ∈ A | existe s ∈ S com sa ∈ I}.

Proposição 1.2.18. Sejam S um conjunto multiplicativo de A e {I1, ..., In} uma

decomposição primária de um ideal I de A, tal que cada Ii é Pi-primário. Se m ≤ n

é tal que Pj ∩ S = ∅ e Pk ∩ S 6= ∅, para todo j = 1, ...,m e todo k = m + 1, ..., n,

então IS−1 = I1 ∩ ... ∩ Im.
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Demonstração. Seja x ∈ IS−1. Então existe s ∈ S tal que sx ∈ I. Assim, sx ∈

I1 ∩ ... ∩ Im e s /∈ P1 ∪ ... ∪ Pm. Desta maneira, como I1, ..., Im são ideais primários

temos que x ∈ I1 ∩ ... ∩ Im, ou seja, IS−1 ⊆ I1 ∩ ... ∩ Im. Por outro lado, sejam

x ∈ I1∩...∩Im e ck ∈ Pk∩S, para k = m+1, ..., n. Pela primalidade dos Ik, existe um

N su�cientemente grande tal que (cm+1...cn)N ∈ Im+1∩ ...∩ In, e consequentemente,

x(cm+1...cn)N ∈ I. Como (cm+1...cn)N ∈ S concluímos que x ∈ IS−1. Portanto,

IS−1 = I1 ∩ ... ∩ Im.

Proposição 1.2.19. Seja {Q1, ..., Qn} uma decomposição primária irredundante de

um ideal I e F = {Pi1 , ..., Pir} um conjunto isolado de primos que pertencem a I.

Então, Qi1 ∩ ... ∩Qir não depende da decomposição primária irreduntante tomada.

Demonstração. Seja o conjunto multiplicativo S = A \
⋃

F. Consideremos um

primo Pj = rad(Qj) tal que Pj /∈ F. Como F é um conjunto isolado de primos segue

que Pj *
⋃

F, isto é, Pj ∩ S 6= ∅. Consequentemente, pela proposição anterior,

IS−1 = Qi1 ∩ ... ∩Qir .

Corolário 1.2.20. Sejam I um ideal que possui uma decomposição primária e P

um primo minimal do ideal I. Então, a componente P -primária de I é a mesma

para qualquer decomposição primária irredundante de I.

Agora nos dispomos a mostrar que todo ideal de um anel noetheriano possui

uma decomposição primária cujas componentes são ideais irredutíveis.

De�nição 1.2.21. Um ideal J (à esquerda) de A é dito irredutível se não existem

ideais (à esquerda) K e L contendo propriamente J e tais que K ∩ L = J .

Lema 1.2.22. Todo ideal de um anel noetheriano é interseção �nita de ideais irre-

dutíveis.
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Demonstração. Seja C a família de todos os ideais de A que não são interseção �nita

de ideais irredutíveis. Suponhamos que C 6= ∅. Como A noetheriano, existe um

ideal maximal I ∈ C. Assim, I não é irredutível, pois ele não é interseção �nita

de ideais irredutíveis. Desta maneira, existem ideais S e T contendo propriamente

I tais que I = S ∩ T . Da maximalidade de I segue que S e T não pertencem à

família C, ou seja, S e T são interseção �nita de ideais irredutíveis de A. Desta

forma, I = S ∩ T também é uma interseção �nita de ideais irredutíveis de A, o que

contradiz a suposição inicial de A.

Lema 1.2.23. Todo ideal irredutível de um anel noetheriano é primário.

Demonstração. Suponhamos que I é um ideal irredutível mas não primário de A.

Assim, existem a, b ∈ A tais que ab ∈ I, a /∈ I e b /∈ rad(I). Então, pela Proposição

1.2.7 obtemos que I  I : (b) e I : (bn) ⊆ (I : (bn)) : (b) = I : (bn+1). Desta forma

obtemos a cadeia

I  I : (b) ⊆ I : (b2) ⊆ ... ,

a qual é estacionária, pois A é noetheriano. Desta maneira, existe n tal que, para

qualquer m ≥ n, temos que I : (bn) = I : (bm). Como nenhuma potência de b

pertence a I, então I : (bn) e I + (bn) contém propriamente I. Logo, se provarmos

que I = (I : (bn)) ∩ (I + (bn)), teríamos uma contradição, pois I é irredutível. De

fato, seja x ∈ (I : (bn)) ∩ (I + (bn)). Então x = i+ cbn, onde i ∈ I e c ∈ A, e temos

que, xbn = ibn + cb2n ∈ I, logo cb2n = xbn − ibn ∈ I. Isto é c ∈ I : (b2n) = I : (bn).

Portanto x = i + cbn ∈ I, ou seja, (I : (bn)) ∩ (I + (bn)) ⊆ I. A outra contenção é

evidente. Isto �naliza nossa demonstração.

Teorema 1.2.24. Todo ideal de um anel noetheriano possui pelo menos uma de-
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composição primária de ideais irredutíveis.

Demonstração. Segue imediatamente dos lemas 1.2.22 e 1.2.23.

A seguinte de�nição faz sentido pelo corolário 1.2.20, pois se P é um ideal primo,

então P é um primo minimal de P i. Veremos, no Capítulo 2, que a i-ésima potência

simbólica prima de um ideal primo é justamente o anulador de certos submódulos

dos módulos injetivos indecomponíveis.

De�nição 1.2.25. Seja P um ideal primo de um anel noetheriano A. A i-ésima

potência simbólica prima P (i) de P é a componente P-primária do ideal P i em

qualquer decomposição irredutível de P i.

Proposição 1.2.26. Seja I um ideal de um anel noetheriano A. Então, existe uma

potência do rad(I) contida em I.

Demonstração. Como A é um anel noetheriano segue que rad(I) = (b1, ..., bn), com

bi ∈ A. Então existem naturais mi tais que b
mi
i ∈ I. Seja m = m1 + ... + mn, e

notamos que rad(I)m é gerado pelos elementos da forma bk11 ...b
kn
n onde k1 + ...+kn =

m. Segue facilmente, por um argumento indutivo, que existe pelo menos um ki ≥ mi.

Logo, os elementos da forma bk11 ...b
kn
n ∈ I e portanto, rad(I)m ⊆ I.

Corolário 1.2.27. Se A é um anel noetheriano, então o ideal nulo é produto de

ideais primos de A.

Demonstração. Seja uma decomposição primária {I1, ..., In} do ideal nulo. Pela

proposição anterior, temos que para cada i existe um natural ki tal que rad(Ii)
ki ⊂ Ii.

Logo, existe k tal que (rad(I1)...rad(In))k ⊆ I1 ∩ ... ∩ In = 0.

16



1.2.2 Localização

Nesta seção A denota um anel comutativo. Dizemos que um subconjunto S ⊆ A

de um anel A é um sistema multiplicativo se ele é um conjunto multiplicativo tal

que 1 ∈ S e 0 /∈ S. No conjunto A×S de�nimos a seguinte relação de equivalência:

(a, s) ≡ (b, t) se e somente se existe u ∈ S tal que (at− bs)u = 0.

No que segue, as classes de equivalência serão denotadas por a
b
. O conjunto

S−1A = (S × A)/ ≡ pode ser munido de uma estrutura de anel, basta de�nir,

a
s

+ b
t

= at+sb
st

e a
s
b
t

= ab
st
. É fácil veri�car que estas operações estão bem de�nidas e

que (S−1A,+, ·) é um anel. Dizemos que S−1A é a localização de A em S. De�nimos

o homomor�smo iS−1A : A→ S−1A por x 7→ x
1
.

Proposição 1.2.28. Se A é noetheriano, então S−1A também é noetheriano.

Demonstração. Seja I um ideal de S−1A, vamos mostrar que I é �nitamente gerado.

De fato, como A é noetheriano temos que o ideal i−1
S−1A(I) é gerado por um conjunto

�nito {x1, ..., xn} de elementos de i−1
S−1A(I). Notamos que I é gerado por {x1

1
, ..., xn

1
}

pois para cada a
s
∈ I temos que a = a1x1 + ... + anxn. Logo a

s
= a1

s
x1
1

+ ... + a1
s
xn
1
,

onde ai
s
∈ S−1A.

Exemplo 1.2.29. Sejam P um ideal primo de A e o sistema multiplicativo S =

A \P . Neste caso denotamos por Ap o anel S−1A, e dizemos que Ap é a localização

de A em P . E fácil ver que PAp = {p
s
∈ Ap | p ∈ P} é o único ideal maximal de

Ap. Assim (Ap, PAp) é um anel local. Além disso, se A é noetheriano, então Ap é

um anel comutativo, noetheriano e local.
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1.2.3 Completamento

Nesta subseção estudamos o completamento de um anel comutativo mediante

sequências de Cauchy. Para mais detalhes, recomendamos [9] . Aqui A denotará um

anel comutativo. Lembramos que a interseção de todos os ideais maximais de A é

chamado o radical de Jacobson de A, o qual será denotado por J(A).

De�nição 1.2.30. Seja I um ideal de A. Uma sequência (an) de elementos do anel

A é dita convergente em relação a topologia I-ádica, se existe a ∈ A tal que, para

todo N ∈ N, existe i(N) ∈ N, satisfazendo an − a ∈ IN , para todo n ≥ i(N).

A partir de agora, usaremos a notação i(N) para indicar um caso como na de�-

nição anterior. O seguinte resultado, que corresponde ao Teorema da intersecção de

Krull no caso de Anéis, é essencial para mostrar a unicidade do limite de sequências

de elementos de A. Uma prova simples deste, que só precisa do Teorema da base de

Hilbert e o lema de Nakayama, se encontra em [19].

Teorema 1.2.31. ([19], Teorema 4.9) Seja A um anel noetheriano e I um ideal

contido em J(A). Então
⋂
n∈N

In = 0.

Corolário 1.2.32. Sejam A um anel noetheriano e I um ideal contido em J(A).

Então, o limite de uma sequência convergente em relação a topologia I-ádica é único.

Demonstração. Segue da Proposição 1.2.31.

De�nição 1.2.33. Seja I um ideal de A. Uma sequência (an) é chamada sequência

de Cauchy em relação a topologia I-ádica, se dado N ∈ N, existe um natural i(N),

tal que an − am ∈ IN , para todo n,m ≥ i(N).

No conjunto de todas as sequências de Cauchy de elementos de A, em relação a

topologia I-ádica, de�nimos a seguinte relação de equivalência: dizemos que duas
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sequências (xn) e (yn) estão relacionadas, ou que são equivalentes, se a sequência

(xn − yn) converge para 0. Denotamos o conjunto quociente por Â e de�nimos

em Â uma estrutura de anel como segue: para todo par de classes de sequências

[(xn)], [(yn)] ∈ Â,

1. [(xn)] + [(yn)] = [(xn + yn)].

2. [(xn)][(yn)] = [(xnyn)].

É fácil veri�car que estas operações estão bem de�nidas e que de fato Â é

um anel. Dizemos que o anel (Â,+, ·) é o completamento do anel A em relação a

topologia I-ádica.

Exemplo 1.2.34. Seja A um anel qualquer. Então o completamento do anel A[x]

em relação a topologia 〈x〉-ádica é isomorfo ao anel das séries formais A[[x]] =

{
∞∑
i=0

aix
i | ai ∈ A}. De fato, seja a aplicação φ : A[[x]] → Â[x] de�nida por

φ(
∞∑
i=0

aix
i) = [(a0, a0 + a1x, a0 + a1x + a2x

2, ...)], notamos que esta sequência é de

Cauchy. Isto é, dado 0 6= N ∈ N temos que
m∑
i=0

aix
i −

n∑
i=0

aix
i ∈ 〈xN〉, para todo

m,n ≥ N −1. Notamos que também é fácil ver que φ é um homomor�smo de anéis.

Agora vamos mostrar que φ é injetiva, consideremos as séries formais f(x) =
∞∑
i=0

aix
i

e g(x) =
∞∑
i=0

bix
i tais que φ(f(x)) = φ(g(x)). Então, (a0−b0, a0+a1x−(b0+b1x), a0+

a1x+a2x
2− (b0 + b1x+ b2x

2), ...) converge para zero. Assim, para todo N ∈ N existe

um número natural i(N) tal que
n∑
i=0

(ai − bi)x
i ∈ 〈xN〉, para todo n ≥ i(N), e se-

gue que, a0 + a1x + a2x
2 + ... + aN−1x

N−1 = b0 + b1x + b2x
2 + ... + bN−1x

N−1, o

qual quer dizer que f(x) = g(x). Assim, φ é um monomor�smo. Seja agora uma

sequência de Cauchy (pn(x))n, a partir desta tomamos a subsequência (pi(n)(x))n,

que evidentemente é de Cauchy e é equivalente a sequência inicial. De�nimos desta
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forma a série in�nita
∞∑
i=0

cix
i, onde os termos ci são de�nidos como o coe�ciente de

xi do polinômio pi(n)(x). Logo, φ(
∞∑
i=0

cix
i) = (c0, c0 + c1x, c0 + c1x + c2x

2, ...) que é

equivalente a sequência (pi(n)(x))n.

De�nição 1.2.35. Seja Â o completamento de A em relação a topologia I-ádica.

De�nimos o seguinte ideal de Â

Î = {x ∈ Â | existe (xn) ∈ x com xn ∈ I, para todo n ∈ N}.

Da de�nição anterior, segue que para todo número natural k,

Îk = {x ∈ Â | existe (xn) ∈ x com xn ∈ Ik, para todo n ∈ N}.

Notamos que se [(x′n)] ∈ Îk então existe N tal que x′n ∈ Ik, para todo n ≥ N .

Assim, temos, consequentemente, o lema a seguir.

Lema 1.2.36. Com as notações acima, se [(xn)], [(yn)] ∈ Îk, então, existe um

número natural M tal que xn − yn ∈ Ik, para todo n ≥M .

Em uma linguagem mais geral, a proposição a seguir mostra que se a topologia

I-ádica de um anel A é Hausdor� então o completamento do anel mediante esta

topologia também é Hausdor�.

Proposição 1.2.37. Se I é um ideal de A tal que
⋂
n∈N
In = 0, então o ideal Î do

completamento do anel A em relação a topologia I-ádica é tal que
⋂
n∈N
În = 0.

A demonstração é imediata da de�nição 1.2.35. De acordo com a noção topoló-

gica, faremos a seguinte de�nição:

De�nição 1.2.38. Dizemos que um anel A é completo em relação a topologia

I-ádica, se todas as sequências de Cauchy são convergentes em A.
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Teorema 1.2.39. O completamento de um anel A em relação a topologia I-ádica

é um anel completo em relação a topologia Î-ádica.

Demonstração. Seja ([ân])n∈N uma sequência de Cauchy em Â. Então, cada termo

desta sequência é uma classe de sequências de Cauchy em A. Para evitar confusão,

adotamos as seguintes notações: se ([ân])n∈N é uma sequência em Â, escreveremos

ân = (a
(n)
1 , a

(n)
2 , ...), onde a(n)

j signi�ca a j-ésima entrada da sequência ân. Fixamos

os representantes destas classes de modo que satisfaçam a seguinte propriedade:

ân = (a
(n)
1 , a

(n)
2 , ...) é tal que a(n)

k − a
(n)
j ∈ Ik, para todo j ≥ k.

Como (ân) é de Cauchy, então dado N ∈ N, existe i(N) tal que

(âm)− (ân) ∈ ÎN , para todo m,n ≥ i(N),

ou seja, para cada par m,n ≥ i(N) existe N1 tal que a(m)
N2
− a(n)

N2
∈ IN , para todo

N2 ≥ N1. De�nimos então a sequência,

b̂ = (a
(1)
1 , a

(2)
2 , ..., a

(l)
l , ...)

Mostramos agora que b̂ é uma sequência de Cauchy em relação a topologia I-ádica.

De fato, sejam m,n ≥ max{i(N), N}, Então temos que

a
(m)
m − a(m)

l1
∈ IN , para todo l1 ≥ N .

a
(n)
l2
− a(n)

n ∈ IN , para todo l2 ≥ N .

escolhamos N3 ≥ max{N1, N} e segue que, para todo n,m ≥ max{i(N), N},

a
(m)
m − a(n)

n = (a
(m)
m − a(m)

N3
) + (a

(m)
N3
− a(n)

N3
) + (a

(n)
N3
− a(n)

n ) ∈ IN .
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Assim, b̂ é uma sequência de Cauchy em relação a topologia I-ádica. Notamos

que (ân)n∈N converge para b̂. Dado N ′ sabemos que a(n)
n − a

(n)
k ∈ IN ′ , para todo

k, n ≥ N ′. Desta maneira b̂− ân ∈ ÎN
′
, para todo n ≥ N ′. Logo, (ân)n∈N converge

para b̂.

Proposição 1.2.40. Se (A,P) é um anel local então, o completamento de A, em

relação a topologia P-ádica, também é um anel local.

Demonstração. Vamos mostrar que P̂ é o ideal maximal de Â. De fato, seja

[(xn)] /∈ P̂ . Como (xn) é de Cauchy, temos que existe i(1) tal que xn−xm ∈ P , para

todo n,m ≥ i(1). Se existe m1 ≥ i(1) tal que xm1 ∈ P , então xn ∈ P , para todo

n ≥ i(1), o que é um absurdo, pois [(xn)] /∈ P̂ . Agora consideremos a sequência (yn)

de�nida como segue:

(yn) =

{
0 se n < i(1)

x−1
n se n ≥ i(1).

Vejamos que esta sequência é de Cauchy. Notamos que esta sequência está bem

de�nida pois para n ≥ i(1) temos que xn /∈ P , e com xn é invertível. Além disso,

como (xn) é uma sequência de Cauchy, então dado N , xn − xm ∈ PN , para todo

n,m ≥ i(N). Multiplicando esta última expressão por x−1
n x−1

m obtemos, temos que

x−1
m − x−1

n ∈ PN , para todo n,m ≥ i(N). Assim, (xn)(yn) é equivalente a sequência

constante 1. Ou seja, para [(xn)] /∈ P̂ , existe [(yn)] ∈ Â tal que [(xn)][(yn)] = 1.

Portanto, (Â, P̂) é um anel local.

Como consequência imediata desta subseção temos que se (A,P) é um anel

comutativo, noetheriano e local então o completamento de A em relação a topologia

P-ádica é um anel comutativo, local e completo.
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1.3 Módulos

Nesta seção trataremos alguns tópicos da teoria dos módulos. Isto é, de�nimos

e enunciamos propriedades elementares de noções como módulos livres, módulos

projetivos, módulos planos, módulos injetivos, módulos noetherianos e artinianos e

anéis hereditários. Além disso, demonstramos o teorema de Krull-Remak-Schmidt-

Azumaya, o teorema da imersão em um módulo injetivo, assim como as propriedades

básicas dos fechos injetivos. Finalmente, na última subseção construímos o limite

direto de qualquer família de módulos.

1.3.1 Noções Gerais

Em todo o trabalho diremos que M é um A-módulo, ou simplesmente escrevemos

AM , para signi�car que M é um A-módulo unitário à esquerda. A categoria dos

A-módulos à esquerda se denota por AMod. Similarmente denotamos a categoria

dos A-módulos à direita por ModA. Utilizamos a terminologia usual para deno-

tar as projeções, as identidades e os homomor�smos inclusões, isto é, π, 1M e i,

respectivamente.

Dizemos que um funtor covariante F : AMod → C ⊆ Set é exato, se dada

qualquer sequência exata curta na categoria AMod,

0→ K →M → N → 0

então, a sequência

0→ F (K)→ F (M)→ F (N)→ 0

é exata curta na categoria C. De�ne-se analogamente (dualizando o diagrama ante-

rior) um funtor contravariante exato.
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De�nição 1.3.1. Dizemos que uma coleção de A-módulos {Mα}α∈Ω é uma decom-

posição de um A-módulo M , se M =
⊕
α∈Ω

Mα. Os módulos Mα são chamados as

componentes desta decomposição. Além disso, dizemos que M 6= 0 é indecomponível

se ele não possui nenhuma decomposição distinta da dada por {M, 0}.

Exibimos agora um exemplo de um Z-módulo relevante nesse trabalho, a saber,

o p-grupo de Prüfer.

Exemplo 1.3.2. Fixando um número primo p ∈ Z, de�nimos o subgrupo aditivo

P = { a
pn
∈ Q | a ∈ Z, n ∈ N} do conjunto dos números racionais Q, no qual

naturalmente Z esta imerso. Assim, dizemos que o grupo quociente

Zp∞ = P
Z

é o p-grupo de Prüfer. Notamos que neste grupo 〈 1
pn
〉 ∼= Zpn. Além disso, temos a

seguinte cadeia de subgrupos

〈1
p
〉 ⊆ 〈 1

p2
〉 ⊆ 〈 1

p3
〉 ⊆ · · ·

Mais ainda, Zp∞ =
⋃
n∈N
〈 1
pn
〉.

Um fato notável é que poderíamos de�nir equivalentemente o conjunto Zp∞ como

o limite direto da cadeia

0 ⊆ Zp ⊆ Zp2 ⊆ ...,

ver a última seção deste capítulo.

De�nição 1.3.3. Seja S um subconjunto de um módulo AM . Chamamos o anulador

de S ao ideal à esquerda de A, de�nido por annl(S) = {a ∈ A | a · S = 0}.
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Se S = {x} escrevemos annl(x). No caso comutativo denotarmos este conjunto

simplesmente por ann(S).

De�nição 1.3.4. Sejam R e S anéis. Um (R, S)-bimódulo é um grupo abeliano

M que é um R-módulo à esquerda e um S-módulo à direita que satisfaz a seguinte

relação (r ·m) · s = r · (m · s) para todo r ∈ R, m ∈M e s ∈ S.

De�nição 1.3.5. Um A-módulo M é dito livre se é isomorfo a um A-módulo
⊕
i∈I
Ai,

onde cada Ai é uma cópia de A e I é algum conjunto índices. Escrevemos, para

cada i ∈ I, ei para denotar o elemento de A(I) que na coordenada i é 1, e nas outras

é 0.

Proposição 1.3.6. Todo A-móduloM pode ser escrito como um quociente de algum

módulo livre.

Demonstração. Segue do teorema de homomor�smos para módulos aplicado no epi-

mor�smo f : A(M) →M de�nido por f(em) = m.

De�nição 1.3.7. Um A-módulo M é chamado noetheriano se satisfaz alguma das

seguintes condições equivalentes:

1. Toda cadeia ascendente de submódulos de M é estacionária;

2. Todo submódulo de M é �nitamente gerado.

De�nição 1.3.8. Um A-módulo M é chamado artiniano se toda cadeia descendente

de submódulos de M é estacionária.

Proposição 1.3.9. ([7], Proposição 11-3.2) Seja N um submódulo de M . M é

noetheriano (artiniano) se e somente se M
N

e N são noetherianos (artinianos).
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Proposição 1.3.10. Se M é um módulo �nitamente gerado sobre um anel noethe-

riano à esquerda, então M é noetheriano.

De�nimos agora o produto tensorial entre módulos. Para mais detalhes a respeito

deste conceito, motivamos o leitor interessado ver a seção 4 do Capítulo IV de [11].

De�nição 1.3.11. Sejam M um A-módulo à direita e N um A-módulo à esquerda.

Consideramos o grupo abeliano livre F = A(M×N) e K o subgrupo de F gerado por

todos os elementos das seguintes formas: e(m1+m2,n1)−e(m1,n1)−e(m2,n1), e(m1,n1+n2)−

e(m1,n1) − e(m1,n2), e(m1a,n1) − e(m1,an1), para todos m1,m2 ∈ M , todos n1, n2 ∈ N e

todo a ∈ A. Chamamos de produto tensorial entre M e N ao grupo quociente F
K
, e

o denotamos por M ⊗AN . Além disso, denotamos por m⊗A n à classe de e(m,n) em

M ⊗A N .

Proposição 1.3.12. ([11], Corolário 5.3) Sejam os módulos MA, M ′
A, AN e AN

′,

f : M →M ′ e g : N → N ′ dois homomor�smos de módulos. Então existe um único

homomor�smo de grupos M ⊗A N 7→ M ′ ⊗A N ′ tal que m ⊗A n 7→ f(m) ⊗A g(n),

para todo m ∈M e todo n ∈ N .

O homomor�smo de�nido na proposição acima é denotado por f ⊗A g. Assim,

temos que se N é um A-módulo à direita, então o produto tensorial de�ne um funtor

covariante N ⊗A _ : AMod → Ab.

Teorema 1.3.13. ([11], Teorema 5.5) Sejam R e A anéis com unidade tais que M é

um (R,A)-bimódulo e N um A-módulo à esquerda. Então M ⊗AN é um R-módulo

à esquerda com a ação dada por r(m⊗A n) = rm⊗A n, para todo r ∈ R, m ∈M e

n ∈ N .

Notamos que no caso em que A é um anel comutativo, então o grupo abeliano

M ⊗A N é um A-módulo.
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De�nição 1.3.14. Um A-módulo à direita P é dito plano se o funtor covariante

P ⊗A _ é exato.

De�nimos agora uma classe especial de módulos planos.

De�nição 1.3.15. Um A-módulo P é chamado projetivo se para qualquer A-epi-

mor�smo f : N → M e qualquer A-homomor�smo g : P → M existe um A-

homomor�smo h : P → N que faz o diagrama a seguir comutar

P

g
��

h

~~
N

f //M // 0

De�nição 1.3.16. Um anel A é dito hereditário à esquerda se seus ideais à esquerda

são projetivos.

Enunciamos agora o próximo resultado sobre anéis nesta seção, pois sua demons-

tração contém noções de teoria de módulos.

Teorema 1.3.17. Se A é um anel noetheriano tal que todo ideal primo é maximal,

então A é artiniano.

Demonstração. Pelo Corolário 1.2.27 temos que 0 = M1...Mn, onde cada Mi é um

ideal maximal de A. Como A é noetheriano então M1...Mi−1

M1...Mi
é um A-módulo no-

etheriano (com a ação natural), e como Mi ⊆ Ann
(
M1...Mi−1

M1...Mi

)
então M1...Mi−1

M1...Mi
é

um A
Mi
-espaço vetorial noetheriano, e com isto, M1...Mi−1

M1...Mi
é A
Mi
-espaço vetorial artini-

ano. Assim, M1...Mi−1

M1...Mi
é um A-módulo artiniano. Desta forma temos queM1...Mn−1 e

M1...Mn−2

M1...Mn−1
são A-módulos artinianos, decorre então da Proposição 1.3.9queM1...Mn−2

e M1...Mn−3

M1...Mn−2
são A-módulos artinianos. Consecutivamente, temos que M1 é um A-

módulo artiniano. Analogamente, A
M1

é noetheriano e assim A
M1

é um A-módulo

artiniano. Portanto, A é artiniano.
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1.3.2 Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya

O Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya é uma extensão do Teorema de

Krull-Remak-Schmidt, o qual foi estendido, por Azumaya em [2]. Uma prova curta

do Teorema Krull-Remak-Schmidt é feito em [14]. Nesta subseção daremos uma

prova do Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya segundo [7]. A importância

deste teorema no trabalho se deve ao fato que sobre anéis noetherianos comutati-

vos saberemos quais são os módulos injetivos indecomponíveis e que todo módulo

injetivo pode ser escrito como uma soma direta de módulo injetivos indecomponí-

veis. Mais explicitamente, por exemplo, se {Mα}α∈Θ e {Nβ}β∈Λ são duas coleções

diferentes de módulos injetivos indecomponíveis sobre um anel qualquer tais que

card(Θ) 6= card(Λ) então a soma direta destas duas coleções são módulos injetivos

não isomorfos.

De�nição 1.3.18. Uma decomposição em módulos indecomponíveis de um módulo

é dita local se o anel de endomor�smos de cada uma de suas componentes é local.

Lema 1.3.19. Se f : P →M e g : M → Q são dois A-homomor�smos tais que gf

é um isomor�smo, então, M = im(f)⊕ ker(g).

Demonstração. Seja y ∈ im(f)∩ ker(g). Então existe x ∈ P tal que f(x) = y e 0 =

g(y) = g(f(x)). Como gf é um monomor�smo temos que x = 0, e segue que y = 0.

Logo, para cada m ∈M temos que m = f((gf)−1(g(m))) + [m− f((gf)−1(g(m)))],

onde m− f((gf)−1(g(m))) ∈ ker(g).

Lema 1.3.20. Sejam {Mα}α∈Θ uma decomposição local do A-módulo M e E =

{h1, ..., hm} ⊆ EndA(M) um subconjunto �nito tal que 1M = h1 + ... + hm. Então

para qualquer conjunto �nito F = {α1, ..., αn} ⊆ Θ tal que αi 6= αj, sempre que

i 6= j, existem f1, ..., fn ∈ E, onde pode acontecer que fi = fj para i 6= j, tais que
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M = f1(Mα1)⊕ ...⊕ fn(Mαn)⊕ [
⊕

α∈Θ\F
Mα]

onde fi|Mαi
é um isomor�smo sobre sua imagem.

Demonstração. Seja 1α1 a identidade de Mα1 . Então, 1α1 = πα11M iα1 = πα1(h1 +

h2 + ... + hm)iα1 = πα1h1iα1 + πα1h2iα1 + ... + πα1hmiα1 . Como EndA(Mα1) é

um anel local então pelo menos um dos somandos da última igualdade é uma

unidade de EndA(Mα1). Seja então f1 ∈ E, tal que πα1f1iα1 é um automor-

�smo de Mα1 . Assim, pelo Lema 1.3.19 temos que M = f1iα1(Mα1) ⊕ ker(πα1) =

f1(Mα1)⊕ [
⊕

α∈Θ\{α1}
Mα]. Além disso, f1iα1 é um monomor�smo, pois πα1f1iα1 é um

isomor�smo. Portanto, f1|Mα1
: Mα1 → f1(Mα1) é um isomor�smo. Consequen-

temente EndA(Mα1)
∼= EndA(f1(Mα1)). Logo, {Mα}α∈Θ\{α1} ∪ {f1(Mα1)} é uma

nova decomposição local de M . De forma análoga ao que foi feito para α1 obtemos

M = f1(Mα1)⊕ f2(Mα2)⊕ [
⊕

α∈Θ\{α1,α2}
Mα]. Repetindo este argumento tantas vezes

quanto for necessário, obtemos M = f1(Mα1) ⊕ ... ⊕ fn(Mαn) ⊕ [
⊕

α∈Θ\F
Mα], onde

fi|Mαi
é um isomor�smo sobre sua imagem.

Lema 1.3.21. Sejam M = C ⊕B e D um submódulo de M , então

1. πcD = C ∩ (D +B).

2. M = D ⊕B se e somente se πc|D : D → C é um isomor�smo.

Demonstração. 1. Pela lei modular temos que πc(D) = πc(D) + {0} = πc(D) +

πc(B) = πc((D+B)∩M) = πc((D+B)∩ (C⊕B)) = πc(((D+B)∩C)⊕B) =

(D +B) ∩ C.

2. Notamos que πc|D é um monomor�smo se e somente se D ∩ B = 0. Por

outro lado, pelo item 1 segue que πc|D é um epimor�smo se e somente se
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C ∩ (D + B) = C se e somente se C ⊆ D + B se e somente se M = D + B.

Portanto, πc|D é um isomor�smo se e somente se M = D ⊕B.

O resultado a seguir mostra que se um módulo M possui uma decomposição

local, então as componentes desta decomposição são os únicos somandos diretos

indecomponíveis de M , a menos de isomor�smo.

Lema 1.3.22. Seja {Mα}α∈Θ uma decomposição local de M . Se M = C ⊕B, onde

C é indecomponível, então existe α ∈ Θ para o qual:

1. M = Mα ⊕B.

2. πciα : Mα → C é um isomor�smo.

3. O conjunto dos α ∈ Θ tais que παic : C →Mα é um isomor�smo é �nito.

Demonstração. 1. Seja 0 6= x ∈ C. Então x = xα1+...+xαn , onde cada xαi ∈Mαi

é não nulo. consideramos F = {α1, ..., αn} e E = {icπc, 1M − icπc}. Como

1M = icπc + (1M − icπc) segue, do Lema 1.3.20, que

M = fα1(Mα1)⊕ fα2(Mα2)⊕ ...⊕ fαn(Mαn)⊕ [
⊕

α∈Θ\F
Mα]

onde cada fαi ∈ E, para todo i = 1, ..., n e fi = fαi |Mαi
: Mαi → f(Mαi)

é um isomor�smo. Seja o automor�smo g = f1 ⊕ ... ⊕ fn ⊕ 1D de M , onde
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D =
⊕

α∈Θ\F
Mα. Por outro lado, se todos os fαi são iguais a 1M − icπc então,

g(x) = (f1 ⊕ ...⊕ fn ⊕ 1D)(xα1 + ...+ xαn + 0)

= f1(xα1) + ...+ fn(xαn)

= (1M − icπc)(xα1) + ...+ (1M − icπc)(xαn)

= (1M − icπc)(xα1 + ...+ xαn)

= (1M − icπc)(x)

= 0

o que é um absurdo, pois x 6= 0. Assim, existe k tal que fk = icπc. Desta

maneira,

M = icπc(Mαk)⊕G = πc(Mαk)⊕G, onde G =
⊕
i 6=k
fi(Mαi)⊕D.

Portanto, pela lei modular, temos C = C ∩ M = C ∩ (πc(Mαk) ⊕ G) =

πc(Mαk)⊕ (C ∩G). Mas como C é indecomponível e πc(Mαk) 6= 0 devemos ter

que C ∩G = 0, ou seja, C = πc(Mαk). Consequentemente, πc|Mαk
: Mαk → C

é um isomor�smo e do item 2 do Lema 1.3.21 temos que M = Mαk ⊕B.

2. Só temos que notar na demonstração do item anterior que πc|Mαk
= πciMαk

.

3. Sejam α ∈ Θ tal que παic é um isomor�smo e x ∈ C como no item 1, Então

0 6= παic(x) = πα(xα1 + ...+ xαn). Assim, α = αj, para algum j = 1, ..., n.

Como uma consequência imediata do lema anterior, temos o seguinte resultado.

Corolário 1.3.23. Se um A-móduloM possui uma decomposição local, então o anel

de endomor�smos de qualquer outro somando direto indecomponível de M é local.
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Como extensão natural do lema 1.3.22 segue claramente o seguinte resultado.

Corolário 1.3.24. Seja {Mα}α∈Θ uma decomposição local de M . Se M = C1 ⊕

C2⊕ ...⊕Cn⊕B, onde cada Ci é um módulo indecomponível, então, existem índices

distintos α1, ...αn ∈ Θ tais que M = Mα1 ⊕ ...⊕Mαn ⊕D e Ci ∼= Mαi, para todo i.

Lema 1.3.25. Sejam {Mα}α∈Θ e {Nβ}β∈Λ duas decomposições locais de M . Se

M = C ⊕B, onde C é um módulo indecomponível então os conjuntos

X = {α ∈ Θ |Mα
∼= C} e Y = {β ∈ Λ | Nβ

∼= C}

têm o mesmo cardinal.

Demonstração. Suponhamos inicialmente queX é um conjunto �nito. Seja qualquer

subconjunto �nito F = {β1, ..., βn} de Y . Então, pelo Corolário 1.3.24, segue que

M = Mα1 ⊕ ... ⊕Mαn ⊕ [
⊕

β∈Λ\F
Nβ] com Nβi

∼= Mαi . Como os índices α1, ..., αn são

distintos e {α1, ..., αn} ⊆ X devemos ter que Y é �nito, pois do contrario X teria

que ser in�nito. Desta maneira, o cardinal de Y é menor ou igual do que o cardinal

de X. Simetricamente, como Y é �nito, temos que o cardinal de X é menor ou

igual do que o cardinal de Y . Suponhamos agora que X é um conjunto in�nito.

Consideremos a projeção πβ : M → Nβ. De�namos para cada α ∈ X o conjunto

F (α) = {β ∈ Y | πβ|Mαé um isormor�smo}.

Do item 2 do Lema 1.3.22, temos que, se M = Nβ ⊕K então existe α ∈ X tal que

πβiα é um isomor�smo. Assim, cada β ∈ Y pertence a algum F (α). Desta maneira,

Y =
⋃
α∈X

F (α). Pelo item 3, do Lema 1.3.22 temos que F (α) é um conjunto �nito.

Como X é in�nito temos que card(Y ) = card(
⋃
α∈X

F (α)) ≤ ℵ0card(X) = card(X).

Simetricamente obtemos, card(X) ≤ card(Y ).
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Após os lemas acima, caminhamos na direção da demonstração do Teorema de

Krull-Remak-Schmidt-Azumaya. A prova consiste simplesmente em particionar os

conjuntos de índices dados e mostrar que os conjuntos quocientes resultantes se

correspondem biunivocamente, onde qualquer par de classes que estejam em corres-

pondência têm o mesmo cardinal e, portanto, existe uma bijeção entre os conjuntos

de índices iniciais.

Teorema 1.3.26. Seja {Mα}α∈Θ uma decomposição local de M . Se {Nβ}β∈Λ é

outra decomposição de M em módulos indecomponíveis, então existe uma bijeção

ρ : Θ→ Λ tal que Mα
∼= Nρ(α), para todo α ∈ Θ.

Demonstração. Notamos primeiro que, pelo Corolário 1.3.23, a decomposição {Nβ}β∈Λ

de M também é local. De�namos em Θ a seguinte relação de equivalência, α1 ∼ α2

se Mα1
∼= Mα2 . Analogamente, de�nimos uma relação de equivalência em Λ. Cha-

memos Θ̄ e Λ̄ aos conjuntos das classes de equivalências de�nidas sobre Θ e Λ,

respectivamente. De�namos agora a aplicação h : Θ̄ → Λ̄, por h(Mα) = Nβ,

onde Mα
∼= Nβ. Pelo Lema 1.3.22, temos que h é uma aplicação sobrejetora. Se

h(Mα1) = h(Mα2), então evidentemente Mα1
∼= Mα2 , ou seja, Mα1 = Mα2 . Assim,

h é uma bijeção. Além disso, pelo lema 1.3.25, temos que card(Mα) = card(h(Mα)).

Logo, para cada classe X ∈ Θ̄ existe uma bijeção ρX : X → h(X). Assim, a apli-

cação ρ : Θ → Λ, de�nida por α 7→ ρᾱ(α) é uma bijeção tal que Mα
∼= Nρ(α), para

todo α ∈ Θ.

1.3.3 Módulos Injetivos

Apresentamos nesta subseção alguns resultados básicos concernentes a módulos

injetivos.
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De�nição 1.3.27. ([13], Cap. 3) Um A-módulo I é chamado injetivo se satisfaz

alguma das seguintes condições equivalentes:

1. Para qualquer A-monomor�smo f : L → N e qualquer A-homomor�smo

g : L→ I, existe um A-homomor�smo h : N → I tal que o diagrama

0 // L
f //

g
��

N

h��
I

comuta;

2. O funtor contravariante HomA(_, I) :ModA → Ab é exato;

3. Para qualquer A-monomor�mo f : I → M existe um A-homomor�smo

g : M → I tal que fg = idI ;

4. (Critério de Baer) Todo A-homomor�smo f : U → I, onde U é um ideal à

esquerda de A, pode ser estendido a um A-homomor�smo de A em I.

Como consequência das propriedades do funtor contravariante HomA(_, I) te-

mos a seguinte proposição.

Proposição 1.3.28. ([13], Proposição 3.4) O produto direto de uma família A-

módulos é injetivo se e somente se cada módulo da família é injetivo.

Proposição 1.3.29. Seja I um módulo injetivo sobre um anel hereditário A e

f : I →M um epimor�smo de A-módulos. Então M é um A-módulo injetivo.

Demonstração. Sejam U um ideal à esquerda de A e f : I → M um epimor�smo.

Então pelo critério de Baer iremos mostrar que M é injetivo . De fato, seja um

homomor�smo qualquer g : U → M . Então pela projetividade de U , existe um
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homomor�smo h : U → I tal que fh = g. Agora pela injetividade de I temos um

homomor�smo ĥ : A→ I que estende h. Desta maneira, fĥ estende g a A.

Teorema 1.3.30. ([7], Teorema 13-2.3) Um anel A é hereditário à esquerda se e

somente se para qualquer A-módulo injetivo M e qualquer submódulo N de M , o

quociente M
N

é também injetivo.

1.3.4 Imersão Injetiva

O objetivo desta subseção é mostrar que qualquer A-módulo M pode ser imerso em

algum A-módulo injetivo.

Seja P um (R,A)-bimódulo tal que PA é um módulo plano. Então, dado um

módulo RM , de�nimos no grupo abeliano M̃ = HomR(RP, RM) a ação (a · f)(p) =

f(p · a), com a ∈ A e f ∈ M̃ . Assim temos que M̃ e um A-módulo à esquerda.

Proposição 1.3.31. ([13], Proposição 3.5) Se RM um R-módulo injetivo. Então

M̃ é um A-módulo injetivo à esquerda.

De�nição 1.3.32. Um A-módulo M é dito divisível se para qualquer m ∈ M e

a ∈ A tal que annl(a) ⊆ annl(m) então a divide m, ou seja, existe n ∈ M tal que

m = a · n.

Proposição 1.3.33. ([13], Proposição 3.17) Para qualquer A-móduloM as seguintes

a�rmações são equivalentes:

1. M é divisível;

2. Para qualquer a ∈ A, annM(annl(a)) = aM ;

3. Para qualquer a ∈ A, é possível estender qualquer homomor�smo f : Aa→M

a um homomor�smo de A em M .
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Da proposição anterior e do critério de Baer segue que todo A-módulo injetivo é

divisível. Além disso, a recíproca é verdadeira sempre que A seja um anel de ideais

principais à esquerda (AIPE).

Corolário 1.3.34. Seja A um domínio. Então um A-módulo M é divisível se e

somente se M = aM , para todo a ∈ A \ {0}.

Exemplo 1.3.35. Q é um Z-módulo injetivo. Em geral, se D é um domínio de

ideais principais e K é seu corpo de frações, então K é um D-módulo injetivo.

Exemplo 1.3.36. O p-grupo de Prüfer Zp∞ é um Z-módulo injetivo. De fato, seja

k
pi
∈ Zp∞ e n ∈ Z+. Se mdc(n, p) = 1 então mdc(n, pi) = 1, e assim existem inteiros

a, b tais que an+ bpi = 1. Desta maneira,

nak
pi

= k an
pi

= k 1−bpi
pi

= k
pi

Se mdc(n, p) 6= 1 então n = mpt, com mdc(m, p) = 1, e segue que mdc(m, pi+t) = 1.

Assim existem números inteiros a, b tais que am+ bpi+t = 1. Desta maneira,

n ak
pi+t

= mpt ak
pi+t

= ptk am
pi+t

= ptk 1−bpi+t
pi+t

= ptk 1
pi+t

= k
pi

Em resumo, nZp∞ = Zp∞, para todo inteiro positivo n, isto é, Zp∞ é um Z-módulo

injetivo.

Exemplo 1.3.37. Seja n > 0, Zn é um Zn-módulo injetivo. De fato, Seja Z
kZ um

ideal de Z
nZ . Assim, existe a ∈ Z tal que n = ak. Se f : Z

kZ →
Z
nZ é um homomor�smo

de Z
nZ-módulos então desejamos estender ele a um homomor�smo h : Z

nZ →
Z
nZ , o

qual consiste, pela linearidade dos homomor�smos, em de�nir h(1 + nZ) tal que

f(k + nZ) = (k + nZ)h(1 + nZ). Das seguintes igualdades,

0 = f(n+ nZ) = f(ak + nZ) = (a+ nZ)f(k + nZ) = (a+ nZ)(s+ nZ)
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para algum s ∈ Z, temos que as ∈ nZ, ou seja, existe t ∈ Z tal que as = nt. Logo,

as = (ak)t, donde segue que s = kt. Portanto, f(k + nZ) = s + nZ = kt + nZ =

(t + nZ)(k + nZ). Portanto, de�nindo h(1 + nZ) = t + nZ temos o que queríamos

provar.

Corolário 1.3.38. Seja A um domínio. Se f : M → N é um A-homomor�smo

com M injetivo, então Im(f) também é injetivo.

Corolário 1.3.39. Seja A um domínio. Então, A soma direta e o produto direto

de A-módulos injetivos também é injetivo.

Proposição 1.3.40. Seja M um Z-módulo. Então existe um Z-módulo injetivo N

tal que M é submódulo de N .

Demonstração. Seja um Z-epimor�smo f :
⊕
i∈I
Zi → M , onde Zi é uma cópia de

Z. Além disso, temos que
⊕
i∈I
Zi é um submódulo de

⊕
i∈I
Qi, e segue que

⊕
Zi

ker(f)
∼= M

é um Z-submódulo de
⊕
Qi

ker(f)
. Pelos corolários 1.3.38 e 1.3.39 o Z-módulo

⊕
Qi

ker(f)
é

injetivo.

Teorema 1.3.41. Todo A-módulo pode ser imerso em um A-módulo injetivo.

Demonstração. SejaM um A-módulo à esquerda, então ele é, particularmente, pela

estrutura de grupo abeliano, um Z-módulo à esquerda. Assim, o Z-módulo M esta

imerso em um Z-módulo injetivo N . Além disso, A é um (Z, A)-bimódulo e, ao

mesmo tempo, um A-módulo plano. Então, pela Proposição 1.3.31 o A-módulo à

esquerda Ñ = HomZ(A,N) é injetivo. Vamos mostrar que M é um A-submódulo

de Ñ . De fato, Consideramos a aplicação ε : M → Ñ de�nida por ε(m)(a) = am

e sejam a1, a2 ∈ A e m ∈ M . Notamos a1ε(m) = ε(a1m), pois, (a1ε(m))(a2) =

ε(m)(a2a1) = (a2a1)m = a2(a1m) = ε(a1m)(a2). Logo, ε é um A-homomor�smo.
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Seja agora m tal que ε(m) = 0. Em particular, devemos ter 0 = ε(m)(1) = 1m = m

e, portanto, ε é um monomor�smo.

1.3.5 Fecho Injetivo

Nesta seção, mostrarmos que todo módulo possui um fecho injetivo, o qual é

dado pela maior extensão essencial que o contém, ou equivalentemente pelo menor

módulo injetivo que o contém.

De�nição 1.3.42. Um A-módulo à esquerda E ⊇ M é chamado uma extensão

essencial de AM , se para todo submódulo não nulo N de E temos M ∩N 6= 0.

Se E é uma extensão essencial deM então escreveremosM ⊆e E. Uma extensão

essencial E ⊇ M é dita maximal se nenhuma extensão essencial de M contém

propriamente E. Por outro lado, uma caracterização imediata, mas muito útil, das

extensões essenciais é a seguinte: M ⊆e E se e somente se dado qualquer b ∈ E,

existe a ∈ A \ {0} tal que a · b ∈ M . Além disso, destacamos que a relação �ser

extensão essencial de� é transitiva.

Exemplo 1.3.43. O Z-módulo Q é uma extensão essencial de Z.

Exemplo 1.3.44. A extensão Zpn ⊆ Zp∞ é essencial (ver Exemplo 1.3.2). Notamos

primeiro que os únicos subgrupos não triviais de Zp∞ são os subgrupos da forma 〈 1
pn
〉.

Pois, se G é um subgrupo �nito de Zp∞, então deve estar contido em 〈 1
pn
〉, para algum

natural n. Pelo teorema de Lagrange segue que G deve ser um subgrupo de ordem

pk, com k ≤ n. Assim, G = 〈 1
pk
〉. Para o caso em que G é in�nito, suponhamos que

existe k
pn

/∈ G. Desta maneira, existe m > n tal que r
pm
∈ G, onde mdc(r, p) = 1,

consequentemente mdc(r, pm) = 1 e 1
pn
∈ 〈 1

pm
〉 = 〈 r

pm
〉. Assim, k

pn
∈ 〈 r

pm
〉. Ou seja,

k
pn
∈ G, o que é um absurdo. Logo, G = Zp∞. Do anterior e da cadeia dada na
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De�nição 1.3.2, temos, evidentemente, que a extensão Zpn ⊆ Zp∞ é essencial, para

todo inteiro positivo n.

O lema a seguir nos dá mais uma caracterização de módulos injetivos e exibe

uma relação entre extensões essenciais e injetividade.

Lema 1.3.45. AM é injetivo se e somente se M não possui extensões essenciais

próprias.

Demonstração. ⇒) Seja M ⊆e E uma extensão essencial. Como M é injetivo segue

que existe um submódulo N de E tal que E = M ⊕ N . Como M ⊆e E é uma

extensão essencial, segue que N = 0. Portanto, M = E.

⇐) Consideramos I um módulo injetivo que contém M . Se I = M , então

não há nada para mostrar. Suponhamos que I 6= M . Consideramos a família dos

módulos contidos em I cuja interseção com M é o módulo zero. Aplicando o Lema

de Zorn nesta família, obtemos um elemento S maximal da família. A�rmamos que

I = M ⊕S. De fato, notamos que I
S
é uma extensão essencial de M+S

S
∼= M . Assim,

I
S

= M+S
S
∼= M , ou seja, I = M ⊕ S. Como I é injetivo segue que M também é

injetivo.

Lema 1.3.46. Todo A-módulo M possui uma extensão essencial maximal.

Demonstração. Seja I um módulo injetivo que contém M . Consideramos a famí-

lia F das extensões essenciais de M contidas em I. Notamos que F 6= ∅, pois

M ⊆e M . Como a união de uma cadeia de extensões essenciais de um módulo é

também uma extensão essencial então, aplicando o Lema de Zorn, F tem um ele-

mento maximal E. Além disso, E é uma extensão essencial maximal de M , pois,

para cada extensão essencial E ′ de M tal que E ⊆ E ′ temos pela injetividade do
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módulo I que existe um mor�smo g : E ′ → I que faz comutar o seguinte diagrama

0 // E
i1 //

i2
��

E ′

g
~~

I
Assim, temos que ker(g) ∩ M = 0 e como M ⊆e E ′ então ker(g) = 0. Logo,

Im(g) ∼= E ′. Consequentemente, Im(g) ∈ F e i2(E) = E ⊆ Im(g) ⊆ I, e pelo fato

que E é maximal em F, concluímos que E = Im(g).

Teorema 1.3.47. Sejam M e I dois A-módulos tais que M ⊆ I. As seguintes

a�rmações são equivalentes:

1. I é uma extensão essencial maximal de M ;

2. I é uma extensão essencial de M e I é injetivo;

3. I é um módulo injetivo minimal com respeito a relação de conter M .

Demonstração. 1⇒ 2. Segue da transitividade das extensões essenciais e pelo Lema

1.3.45.

2 ⇒ 3. Suponhamos que existe um módulo injetivo I ′ tal que M ⊆ I ′ ⊆ I. Então

para algum submódulo N de I temos que I = I ′⊕N . Pela essencialidade da exten-

são M ⊆ I segue que N = 0. Logo, I é um módulo injetivo minimal.

3 ⇒ 1. Seja E uma extensão essencial maximal de M contida em I. Então, pelo

mesmo argumento feito na prova do Lema 1.3.46, segue que E é uma extensão essen-

cial maximal de M . Logo, por 1⇒ 2, E é um módulo injetivo. Pela minimalidade

de I, segue que I = E. Isto é, I é uma extensão essencial maximal de M .

O Lema 1.3.46 mostra para que para todo módulo, existe um módulo I que

satisfaz uma (e portanto todas) das a�rmações do teorema anterior. Neste caso
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dizemos que I é um fecho injetivo de M . O corolário a seguir mostra que o fecho

injetivo de um módulo é único a menos isomor�smo.

Corolário 1.3.48. Se I e I ′ são dois fechos injetivos de M , então existe um iso-

mor�smo f : I → I ′ tal que f restrito a M é a identidade de M .

Demonstração. Sejam i e i′ as inclusões de M em I e I ′, respectivamente. Como I

é injetivo então existe g que faz o diagrama a seguir comutar

0 //M
i′ //

i
��

I ′

g
~~

I

Além disso, g restrito a M é a identidade. Assim, como foi mostrado na prova

do Lema 1.3.46 temos que g é um monomor�smo. Logo, temos que g(I ′) é um

submódulo injetivo de I contendo M . Usando a caracterização 3 do Teorema 1.3.47

temos que g(I ′) = I. Portanto, g é um isomor�smo.

Notação: Durante a dissertação usaremos as seguintes notações:

1. E(AM) denota o fecho injetivo do A-módulo M . Porém, quando for claro que

o fecho injetivo de M é sobre o anel A escrevemos simplesmente E(M).

2. Seja C um A-módulo injetivo que contém M . Escrevemos, EC(M) para deno-

tar o fecho injetivo de M contido em C, quanto for necessário evidenciar este

fato.

Exemplo 1.3.49. Como Z-módulos, E(Z) = Q. A prova segue dos exemplos 1.3.35,

1.3.43 e o Teorema 1.3.47.

Exemplo 1.3.50. Como Z-módulos, para todo natural n, temos que E(Zpn) = Zp∞.

A prova segue dos exemplos 1.3.2, 1.3.36, 1.3.44 e o Teorema 1.3.47.
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1.3.6 Limites Diretos

Nesta seção construímos o limite direto de qualquer família de módulos sobre

um anel A, segundo o roteiro dado em ([1], Página 32). No Capítulo 2, se mostra

uma surpreendente relação entre a noção de limite direto de módulos e o conceito

de anel noetheriano. Mais precisamente, o Teorema 2.1.2 mostra que uma categoria

de módulos injetivos, sobre um anel �xo, possui limites diretos se e somente se este

anel é noetheriano.

Nesta seção denotamos D como um conjunto dirigido, ou seja, um conjunto

ordenado tal que para cada i, j ∈ D, existe um k ∈ D tal que i ≤ k e j ≤ k.

Destacamos que o fato de D ser um conjunto dirigido somente é necessário na prova

dos corolários 1.3.55 e 1.3.56. Em outras palavras, a Proposição 1.3.54 mostra que

a categoria AMod possui co-limites ([15], Seção III.3) de qualquer tipo.

De�nição 1.3.51. Um sistema direto é uma família de A-módulos (Mi)i∈D junto

com um conjunto de A-homomor�smos {µij : Mi → Mj | se i ≤ j} que satisfazem

as seguintes condições:

1. µii = idMi
.

2. µij = µkjµik, sempre que i ≤ k ≤ j.

Mi

µij !!

µik //Mk

µkj

��
Mj

De�nição 1.3.52. Um co-cone para o sistema direto ((Mi)i∈D, µij) é um A-módulo

N junto com uma família {αi : Mi → N}i∈D de A-homomor�smos tal que o seguinte

diagrama comuta para todo i ≤ j,

Mi

αi   

µij //Mj

αj~~
N
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De�nição 1.3.53. Um limite direto para o sistema ((Mi)i∈D, µij) é um co-cone

(N, (αi)i∈D) que satisfaz a seguinte propriedade universal: se (N ′, (α′i)i∈D) é outro

co-cone desse sistema, então existe um único A-homomor�smo α : N → N ′ tal que,

para todo i ∈ D o seguinte diagrama comuta

Mi

αi

~~

α′i

!!
N α // N ′

isto é, α′i = ααi, para todo i ∈ D.

EscrevemosM = lim−→Mi ao limite direto do sistema ((Mi)i∈D, µij). Pela proprie-

dade universal que de�ne �o� limite direto de um sistema, segue que este se encontra

univocamente de�nido a menos isomor�smo.

Proposição 1.3.54. O limite direto de qualquer sistema direto sempre existe.

Demonstração. Seja o sistema diretoM = ((Mi)i∈D, µij). Consideramos o A-módulo

C =
⊕
i∈D

Mi e chamamos de F o submódulo de C gerado pelos elementos da forma

xi − µij(xi), sempre que i ≤ j e xi ∈ Mi. A�rmamos que M = C
F
, junto com os

A-homomor�smos αi : Mi →M de�nidos pela composição dos mor�smos

Mi

iMi // C π // C
F
,

é o limite direto do sistema M. De fato, se i ≤ j e xi ∈ Mi então xi − µij(xi) ∈ F ,

e segue que αi(xi) = xi + F = µij(xi) + F = αj(µij(xi)), ou seja, αi = αjµij

sempre que i ≤ j. desta maneira, (M , αi) é um co-cone do sistema direto M.

Se (N,α′i) é outro co-cone desse sistema direto então de�nimos o A-homomor�smo

φ : C → N por φ((xi)) =
∑
α′i(xi). Notamos que para i ≤ j temos φ(xi−µij(xi)) =

α′i(xi)−α′j(µij(xi)) = 0. Assim, F ⊆ ker(φ) e obtemos que um A-homomor�smo φ̄ :

M → N , o qual, por construção, satisfaz α′i = φ̄αi. Além disso, é fácil de ver que φ̄ é

o único A-homomor�smo que satisfaz essa propriedade. Portanto M = lim−→ Mi.
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Corolário 1.3.55. Com as mesmas hipóteses da proposição da acima. Cada ele-

mento do limite direto M é da forma αi(xi), para algum i ∈ D e xi ∈Mi.

Corolário 1.3.56. Se αi(xi) = 0 então existe j ≥ i tal que µij(xi) = 0.

Exemplo 1.3.57. Seja {Mi}i∈D uma família de módulos injetivos . Consideramos

a família

F = {Nk | Nk é uma soma direta �nita de elementos de {Mi}}

A relação k ≤ l se Nk ⊆ Nl, para todo k, l ∈ D, de�ne um ordem no conjunto D.

Desta forma, D é um conjunto dirigido. Temos, que (F , µkl) é um sistema direto

onde os homomor�smos µkl : Nk → Nl são as inclusões. Logo o limite direto deste

sistema é
⊕

Mi.
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Capítulo 2

Módulos Injetivos sobre Anéis

Noetherianos

O objetivo deste capítulo é estudar com profundidade os módulos injetivos sobre

certos tipos de anéis. A princípio o anel base não tem nenhuma condição adicional

além de ter unidade. Nas primeiras duas seções estudaremos de modo geral algumas

propriedades dos módulos injetivos indecomponíveis, onde evidencia-se a necessidade

de condições de noetherianidade sobre o anel base. Na terceira seção estudamos os

módulos injetivos indecomponíveis sobre um anel noetheriano e comutativo, onde

evidencia-se que cada ideal primo P se corresponde biunivocamente com o módulo

E(A
P

). Assim, estudando os A-módulos da forma E(A
P

) de�niremos naturalmente

uma ação de Ap sobre E(A
P

), e também uma ação do anel completo Âp, obtido

da topologia P -ádica sobre Ap, donde obteremos surprendentemente que E(A
P

) =

E( Ap
PAp

) e que E(A
P

) = E( Âp

P̂Ap
), como Ap e Âp módulos, respectivamente. Com isto,

no Capítulo 3, mostramos que com condições de comutatividade, noetherianidade,

localidade e completude sobre o anel base, a categoria dos módulos artinianos e o

categoria oposta dos módulos noetherianos são equivalentes.
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2.1 Submódulos Injetivos Maximais

Nesta seção estudamos algumas propriedades de módulos que contém um mó-

dulo injetivo maximal. Além disso, no Teorema 2.1.2 mostramos uma propriedade

categórica que de�ne um anel noetheriano.

Sejam S, T dois A-módulos, D um submódulo injetivo de S ⊕ T e E =

ED(D ∩ S). Pela injetividade de E, e o item 3 da de�nição de módulo injetivo,

existe um submódulo F de D tal que D = E ⊕ F . Nestes termos, temos o seguinte

resultado.

Lema 2.1.1. Com as mesmas notações acima, E e F se projetam injetivamente

em S e T , respectivamente.

Demonstração. Sejam f̂1 : S ⊕ T → S e f̂2 : S ⊕ T → T as projeções de S ⊕ T

em S e T , respectivamente. De�namos f2 como a restrição de f̂2 a F . Assim,

ker(f2) = {x ∈ F | x = s + 0, s ∈ S} ⊆ D ∩ S ⊆ ED(D ∩ S) = E. Como

E ∩ F = 0, temos que ker(f2) = 0. Desta maneira, F se projeta injetivamente

em T . Analogamente, seja f1 : E → S a restrição de f̂1 a E. Então, temos que

ker(f1) ⊆ T , e com isto, ker(f1) ∩ (D ∩ S) = 0. Mas D ∩ S ⊆e E, de onde segue

que ker(f1) = 0. Consequentemente, E também se projeta injetivamente em S.

O seguinte teorema mostra como uma propriedade satisfeita pelos módulos inje-

tivos nos dá uma notável caracterização dos anéis noetherianos.

Teorema 2.1.2. As seguintes condições são equivalentes:

1. A é um anel noetheriano à esquerda;

2. O limite direto de A-módulos injetivos é injetivo;
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3. A soma direta de A-módulos injetivos é um módulo injetivo.

Demonstração. 1 ⇒ 2. Seja (M, (αi)i∈D) o limite direto do sistema ((Mi)i∈D, µij),

onde Mi é injetivo, para todo i ∈ D. Vamos mostrar que M é injetivo mediante o

critério de Baer. De fato, seja f ∈ HomA(U ,M), onde U é um ideal de A. Como

A é noetheriano temos que U = Aa1 + ... + Aan. Pelo Corolário 1.3.55 temos que

cada f(ai) = αki(xi). Seja m ∈ D tal que m ≥ ki para todo i = 1, ..., n, então temos

que αki = αmµkim e f(U) = Af(a1) + ... + Af(an) = Aαk1(x1) + ... + Aαkn(xn) =

Aαm(µk1m(x1)) + ...+Aαm(µknm(xn)) = αm(Aµk1m(x1) + ...+Aµknm(xm)), ou seja,

f(U) ⊆ Im(αm). Seja N o submódulo de Mm gerado por µk1m(x1),...,µknm(xn),

desta forma αm(N) = f(U). Seja agora a sequência exata

0 // L
i // N

αm|N// f(U) // 0

onde L = ker(αm) e iL é a inclusão de L emN . ComoN é �nitamente gerado e temos

da Proposição 1.3.10 queN é um módulo noetheriano, em particular, L é �nitamente

gerado, isto é, L = Ay1 + ...+Ayl, onde y1, ..., yl ∈ L. Como cada αm(yi) = 0, então

segue pelo Corolário 1.3.56 que existe um si ≥ m tal que µmsi(yi) = 0. Desta forma,

seja s ≥ si para todo i = 1, ..., l temos µms(L) = Aµms(y1) + ... + Aµms(yl) =

Aµs1s(µms1(y1)) + ... + Aµsls(µmsl(yl)) = Aµs1s(0) + ... + Aµsls(0) = 0. Notamos

que h = αs|µms(N) : µms(N) → f(U) é um isomor�smo. Pois, a sobrejetividade

segue imediatamente do fato que αs(µms(N)) = αm(N) = f(U). Seja x ∈ N tal que

0 = αs(µms(x)) = αm(x), ou seja, x ∈ L e portanto, µms(x) = 0, isto é, o núcleo de

αs|µms(N) é o módulo nulo.

Desta maneira podemos escrever f = αs(h
−1f), e pela injetividade de Mi o

homomor�smo h−1f : U → Ms pode se estender a um homomor�smo g : A → Ms

tal que g|U = h−1f .
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U i1 //

f
��

A

g

��
f(U) h−1

//

i2
��

µms(N)
i3 //Ms

αs
tt

M

Assim, αsg estende f a um homomor�smo de A em M . De fato, αsg|U =

αsh
−1f = αsαs|−1

µms(N)f = f .

2⇒ 3. Segue do Exemplo 1.3.57.

3⇒ 1. Seja uma cadeia ascendente

U1 ⊆ U2 ⊆ ...

de ideais à esquerda de A. Consideremos o ideal à esquerda U =
∞⋃
i=1

Ui de A e o

A-homomor�smo f : U → ⊕E( AUi ), de�nido por f(a) = (a + Un)n. Notamos que f

está bem de�nido pois para todo a ∈ U existe um índice k tal que, para todo n ≥ k,

a ∈ Un. Da injetividade de ⊕E( AUi ) existe um A-homomor�smo h : A → ⊕E( AUi )

que faz o seguinte diagrama comutar

0 // U i //

f
��

A

h{{
⊕E( AUi )

Temos então que h(1) é uma sequência quase-nula. Seja m o maior índice cuja

componente em h(1) é um elemento não nulo. Consequentemente todo elemento

a ∈ U pertence a Um+1 pois f(a) = h(a) = ah(1). Isto signi�ca que U = Um+1 =

Um+2 = . . . . Portanto, A é noetheriano.

Um fato notável, na demonstração de 3 implica 1 é que em um anel qualquer, se

a sequência de ideais
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U1 ⊆ U2 ⊆ ...

é não estacionaria, então o módulo ⊕E( AUi ) não é injetivo.

Embora não precisemos de todas as equivalências dadas neste teorema, conside-

ramos relevante destacar este belo resultado da teoria dos módulos. Em particular,

do teorema anterior temos como consequência imediata o corolário a seguir. Antes,

porém, observamos que nesta seção, quando dizemos que um submódulo injetivo N

de M é maximal queremos dizer que não existe nenhum submódulo injetivo de M

contendo propriamente N .

Corolário 2.1.3. SeM é um módulo sobre um anel noetheriano A, entãoM contém

um submódulo injetivo maximal.

Demonstração. Consideremos a família F = {
⊕

Ni | Ni é submódulo injetivo de M},

ordenada por inclusão, a qual é não vazia, pois 0 é injetivo. Como toda cadeia de

F tem um elemento máximo, segue pelo Lema de Zorn que existe um submódulo

maximal N em F o qual é injetivo, pois A é noetheriano. Seja agora N ′1 um submó-

dulo injetivo de M contendo N , então N ′1 = N ⊕ N ′2, onde N ′2 injetivo. Segue que

N ′1 ∈ F e pela maximalidade de N temos que N ′2 = 0, isto é, N ′1 = N .

O resultado acima nos diz que existem módulos que contém um submódulo

injetivo maximal. Para esta família temos o seguinte resultado interessante.

Teorema 2.1.4. Seja M um A-módulo que contém um submódulo injetivo maximal

C. Então,

1. O único submódulo injetivo do quociente M
C

é o módulo nulo.

2. Se F é um submódulo injetivo de M , então, a projeção de M em C restrita a

F , πc|F : F → C é um monomor�smo tal que πc(F ) = EC(F ∩ C).
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3. Se D é qualquer outro submódulo injetivo maximal de M , então existe um

automor�smo de M que leva C sobre D e é a identidade sobre o complemento

de C em M .

Demonstração. 1. Pela injetividade de C e o item 3 da de�nição de módulo in-

jetivo existe algum submódulo N de M tal que M = C ⊕ N com N ∼= M
C

e

segue da maximalidade de C que o único submódulo injetivo de M
C
é o módulo

nulo.

2. Vamos mostrar primeiramente que EF (F ∩C) = F (o fecho injetivo de F ∩C

em F ). De fato, pela injetividade de EF (F ∩C) segue que F = EF (F ∩C)⊕F1,

para um certo submódulo F1. Assim, F1 é um submódulo injetivo de M tal

que C ∩ F1 = 0. Assim, C ⊕ F1 é um módulo injetivo que contém C e

consequentemente, pela maximalidade de C, temos que F1 = 0, isto é, F =

EF (F ∩C). Pelo Lema 2.1.1 segue que πc|F é um monomor�smo tal que πc(F )

é um fecho injetivo de F ∩ C em C, ou seja, πc(F ) = EC(F ∩ C).

3. Seja f1 = πc|D : D → C a projeção de D sobre C, então pelo item 2 temos

que f1(D) = EC(D ∩ C). Assim, pelo item 3 da de�nição de módulo injetivo,

existe um módulo C1 tal que C = f1(D)⊕C1. Por outro lado, como D ∩C ⊆

EC(D ∩ C) = f1(D), segue que D ∩ C1 = 0. Além disso, como C1 é injetivo

segue que D ⊕ C1 é um módulo injetivo que contém o submódulo D. Agora,

pela maximalidade de D, segue que C1 = 0. Assim, C = f1(D) e pelo item

2, f1 é um monomor�smo, Desta maneira, f1 é um isomor�smo. Por último,

basta de�nir f = f−1
1 ⊕ idN , onde N é o complemento de C em M , para

obtermos um automor�smo de M que leva C sobre D e é a identidade sobre

N .
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O seguinte resultado é uma consequência direta do teorema anterior.

Corolário 2.1.5. Se C é um submódulo injetivo maximal contido em M , então C

contém uma cópia de cada submódulo injetivo contido em M .

Notamos que se a soma dos submódulos injetivos de um módulo M é um sub-

módulo injetivo, então M tem um único submódulo injetivo maximal.

Teorema 2.1.6. A soma de dois submódulos injetivos de AM é sempre um submó-

dulo injetivo se e somente se A é hereditário à esquerda.

Demonstração. ⇐) Suponhamos que A é um anel hereditário à esquerda. Sejam

N1 e N2 dois submódulos injetivos de um A-módulo M . Notamos que N1 +N2 é a

imagem de N1×N2, mediante o homomor�smo f : N1×N2 → N1 +N2 de�nido por

f(n1, n2) = n1 + n2. Pela injetividade de N1 × N2 e pela Proposição 1.3.29 segue

que N1 +N2 é um submódulo injetivo de M .

⇒) Seja H um submódulo do módulo injetivoM . Vamos provar que M
H
é injetivo

e, pelo Teorema 1.3.30, seguirá que A é hereditário à esquerda. De fato, sejam M1 e

M2 duas cópias deM , N = M1×M2 e D o submódulo gerado pelos elementos de N

da forma (h, h), onde h ∈ H. É fácil ver que o homomor�smo canônico N → N
D
leva

bijetivamenteM1 eM2 em M̄1 e M̄2, respectivamente, onde M̄i = Mi+D. Notamos

que M̄1 + M̄2 = {((m1, 0) + (0,m2)) + D} = N
D
é um módulo injetivo por hipótese.

Por outro lado, pela injetividade de M̄1 segue que N
D
/M̄1 é injetivo. Consideremos

agora a seguinte sequência exata

M //M2
// M̄2

φ // N
D
/M̄1.

onde φ está de�nido por:

51



((0,m2) +D) 7→ ((0,m2) +D) + M̄1 = ((0,m2) +D) + ((M1, 0) +D)

Observamos que,

Ker(φ) = {(0,m2) +D ∈ M̄2 | (0,m2) +D ∈ M̄1}

= {(0,m2) +D ∈ M̄2 | (0,m2) +D = (m1, 0) +D, para algum m1 ∈M1}

= {(0,m2) +D ∈ M̄2 | (m1,m2) ∈ D, para algum m1 ∈M1}

= {(0, h) +D ∈ M̄2 | h ∈ H}

= (0, H) +D

Consequentemente, a composição desses mor�smos é um epimomor�smo cujo

núcleo é dado por H. Ou seja, M
H
∼= N

D
/M̄1 é um módulo injetivo.

Do Teorema 2.1.6 e do Corolário 2.1.3 segue que se A é um anel noetheriano e

hereditário (à esquerda) então todo A-módulo M tem um módulo injetivo máximo.

2.2 Módulos Injetivos Indecomponíveis

Nesta seção vamos mostrar que todo módulo injetivo indecomponível é o fecho in-

jetivo de algum A-módulo da forma A
I
, onde I é um ideal à esquerda irredutível de

A. Disto decorre que �xando um anel A, podemos exibir todos os módulos injetivos

indecomponíveis da categoria AMod. Estes módulos serão a base para estudar os

módulos injetivos sobre um anel noetheriano na próxima seção.

Proposição 2.2.1. Seja {Mi} uma família �nita de A-módulos. Então E(
⊕

Mi) ∼=⊕
E(Mi). Se além disso, A é noetheriano à esquerda então pode se retirar a condi-

ção de �nitude da família.
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Demonstração. A Proposição 1.3.28 mostra que
⊕

E(Mi) é um módulo injetivo,

sempre que a família {Mi} é �nita. Se a família {Mi} é in�nita e A é noetheriano

o Teorema 2.1.2 mostra que
⊕

E(Mi) é um módulo injetivo. Assim, pelo Teorema

1.3.47 só resta provar que
⊕

E(Mi) é uma extensão essencial de
⊕

Mi. De fato,

seja 0 6= x em
⊕

E(Mi) e suponhamos que {xk1 , xk2 , ..., xkn} são as coordenadas

não nulas de x. Então, pelo fato de Mk1 ⊆ E(Mk1) ser uma extensão essencial,

existe um a1 ∈ A tal que a1xk1 ∈ Mk1 \ {0}. De maneira análoga, se a1xk2 6= 0

então existe a2 ∈ A tal que a2 · (a1 · xk2) ∈ Mk2 \ {0}. Continuando com este

procedimento em todas as coordenadas não nulas obtemos elementos a1, ..., am ∈ A

tais que a = am...a2a1 satisfaz a propriedade de que a · x ∈
⊕

Mi \ {0}. Isto é,⊕
Mi ⊆

⊕
E(Mi) é uma extensão essencial.

O próximo resultado caracteriza módulos cujo fecho injetivo é indecomponível.

Proposição 2.2.2. Seja um A-móduloM . As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. E(M) é o fecho injetivo de qualquer um de seus submódulos não nulos;

2. Para quaisquer submódulos não nulos S e T de M temos que S ∩ T 6= 0;

3. E(M) é indecomponível.

Demonstração. 1 ⇒ 2. Sejam S e T submódulos não nulos de M . Então, por

hipótese, E(M) é o fecho injetivo de S e, consequentemente, S ∩ T 6= 0, pois T

também é um submódulo não nulo de E(M).

2 ⇒ 3. Se E(M) = N ⊕ F , então N ∩M e F ∩M são submódulos de M tais que

(N ∩M) ∩ (F ∩M) = 0. Desta maneira, N ∩M = 0 ou F ∩M = 0. Em outras

palavras, N = 0 ou F = 0.

3⇒ 1. Sejam E = E(M) eN um submódulo não nulo de E. Pelo item 3 da De�nição

53



1.3.27, para algum módulo K, temos E = EE(N)⊕K. Como E é indecomponível

segue E = EE(N).

Os ideais à esquerda do anel A tem um papel indispensável quando se deseja

estudar os módulos indecomponíveis sobre A. Neste sentido, o Teorema 2.2.4, adi-

ante, mostra que todos os submódulos indecomponíveis sobre A são da forma E(A
J

),

onde J é um ideal irredutível. Antes porém, precisamos de mais um resultado.

Teorema 2.2.3. Seja {J1, J2, ..., Jn} uma decomposição irredundante de um ideal

à esquerda J de A, tal que E( A
Ji

) é indecomponível, para todo i = 1, ..., n. Então

E(A
J

) ∼= E( A
J1

)⊕ E( A
J2

)⊕ ...⊕ E( A
Jn

).

Demonstração. Notamos primeiro que C = E( A
J1

) ⊕ E( A
J2

) ⊕ ... ⊕ E( A
Jn

) contém

uma cópia de A
J
. De fato, o homomor�smo f : A

J
→ C de�nido pela correspondência

a+J 7→ (a+J1, ..., a+Jn) é um monomor�smo, pois se 0 = f(ā) = (a+J1, ..., a+Jn)

então a ∈ J1 ∩ ... ∩ Jn = J , ou seja, ā = 0. Por outro lado, como a decomposição

é irredundante, existe 0 6= x ∈ J1 ∩ ... ∩ Ĵi ∩ ... ∩ Jn tal que x /∈ Ji, e com isto,

0 6= (x + J1, ..., x + Ji, ..., x + Jn) = (0 + J1, ..., x + Ji, ..., 0 + Jn) ∈ A
J
∩ A

Ji
. Assim,

A
J
∩ A

Ji
6= 0, para todo 1 ≤ i ≤ n. Desta maneira pela Proposição 2.2.2 temos que

E( A
Ji

) = E(A
J
∩ A

Ji
). Seja 0 6= y = (yi) ∈ C tal que yk1 é a primeira coordenada

não nula de y. Então, pela essencialidade da extensão A
J
∩ A

Jk1
⊆ E(A

J
∩ A

Jk1
), existe

s1 ∈ A tal que 0 6= s1yk1 ∈ A
J
∩ A

J1
. Novamente, seja k2 a segunda coordenada não

nula de s1y então existe s2 tal que s2(s1yk2) ∈ A
J
∩ A

Jk2
. Repetindo este argumento

sucessivamente, no máximo no numero de coordenadas não nulas de y, podemos

de�nir o elemento s = sl...s1 de modo que sy 6= 0 e cada coordenada pertence a

A
J
∩ A

Ji
, e assim sy ∈ A

J
. Isto quer dizer que C é uma extensão essencial de A

J
. Como

C é um módulo injetivo segue da Proposição 1.3.47 que C ∼= E(A
J

).
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No teorema anterior precisamos exigir que os módulos E( A
Ji

) fossem indecompo-

níveis. O resultado a seguir mostra exatamente quando isto ocorre.

Teorema 2.2.4. AE é um módulo injetivo e indecomponível se e somente se E ∼=

E(A
J

), onde J é um ideal à esquerda irredutível de A. Além disso, se 0 6= x ∈ E

então E ∼= E( A
annl(x)

).

Demonstração. ⇐) Consideremos o módulo A
J
, onde J é um ideal à esquerda irre-

dutível de A. Desta maneira, não existem ideais à esquerda K e L de A contendo

propriamente J e tais que K ∩ L = J , isto é, não existem submódulos não nulos

de A
J
cuja interseção seja o módulo trivial. Assim, pela Proposição 2.2.2 concluímos

que E(A
J

) é um módulo indecomponível.

⇒) Como E é o fecho injetivo de qualquer um de seus submódulos, então temos

E ∼= E( A
annl(x)

) para qualquer elemento não nulo x ∈ E, pois Ax ∼= A
annl(x)

. Só resta

mostrar que annl(x) é um ideal irredutível. Suponhamos que annl(x) tem uma

decomposição irreduntante {K,L}. Podemos identi�car A
annl(x)

, da mesma forma

como foi feito na prova do Teorema 2.2.3, com um submódulo de C = E(A
K

)⊕E(A
L

).

Notamos primeiramente que A
K
∩ A

annl(x)
6= 0, pois, como {K,L} é uma decomposi-

ção irredundante de annl(x) temos que 0 6= [L]annl(x)
∼= ([L]K , [L]L) = ([L]K , [0]L),

onde [L]K (respectivamente, [L]annl(x)) é simplesmente a imagem de L ⊆ A me-

diante a projeção A → A
K

(respectivamente, A → A
annl(x)

). Seja D o módulo

indecomponível EC( A
annl(x)

). Assim da indecomponibilidade de D e do fato que

0 6= A
K
∩ A

annl(x)
⊆ EC(A

K
) ∩ D, temos que D = ED(E(A

K
) ∩ D). Logo, pelo Lema

2.1.1, segue que a projeção de D em E(A
K

) é um monomor�smo. Por outro lado,

seja a /∈ K então 0 6= [a]annl(x)
∼= ([a]K , [a]L) ∈ D, com isto evidencia-se que a

projeção de D em E(A
K

) contém A
K
. Ou seja, que a imagem de D mediante a proje-
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ção em E(A
K

) é um módulo injetivo que contém A
K
. Pela condição de minimalidade

do fecho temos E(A
K

) ∼= D e portanto E(A
K

) é indecomponível. Da mesma forma,

prova-se que E(A
L

) também é indecomponível. Com isto e o Teorema 2.2.3 temos

E( A
annl(x)

) ∼= E(A
K

)⊕E(A
L

), o que contradiz o fato que E é indecomponível. Portanto,

annl(x) é irredutível.

É fácil ver que os ideais irredutíveis de Z são exatamente os ideais primos de

Z. Logo um Z-módulo injetivo indecomponível é, a menos isormor�smo, Q ou é

da forma Zp∞ , com p primo. Pois, como 0 é um ideal primo segue do Exemplo

1.3.49 que Q = E(Z) = E(Z
0
) é um módulo injetivo indecomponível. Se E 6= Q

é injetivo indecomponível então segue do teorema anterior e do Exemplo 1.3.50

que E ∼= E( Z
pZ) ∼= E(Zp) ∼= Zp∞ , onde p é um número primo. Isto também é

consequência do Teorema 2.3.1 da próxima seção.

Sabemos que aplicando o Lema de Zorn à família dos ideais próprios de um anel

A obtemos pelo menos um ideal maximal J em A, visto que estamos assumindo

que os anéis são unitários, o qual também é irredutível. Logo E(A
J

) é um A-módulo

injetivo indecomponível. Em outras palavras, na categoria dos A-módulos o conjunto

de módulos injetivos indecomponíveis é não vazio.

Teorema 2.2.5. Seja A um anel noetheriano à esquerda. Então, todo A-módulo

injetivo tem uma decomposição como soma direta de submódulos injetivos indecom-

poníveis.

Demonstração. Seja AM um módulo injetivo. Aplicaremos o Lema de Zorn à famí-

lia F dos submódulos injetivos de M que são somas diretas de submódulos injetivos

indecomponíveis. Primeiro notaremos que M possui um submódulo injetivo inde-

componível, e assim F 6= ∅. De fato, para x 6= 0 o submódulo A · x ∼= A
annl(x)

não

56



pode conter uma soma direta in�nita pois A
annl(x)

é um módulo noetheriano (ver

Proposição 1.3.9). Por isto e pelo fato de Ax ⊆ E(Ax) ser uma extensão essencial

temos que E(Ax) pode se decompor no máximo em um numero �nito de somandos

diretos não nulos. Consequentemente, deve existir um somando direto indecompo-

nível de E(A · x), ou seja, F 6= ∅. Além disso, como toda cadeia na família tem um

elemento máximo (a saber, a união da cadeia). Portanto, pelo Lema de Zorn, F tem

um elemento maximal
⊕

Mi, o qual é um módulo injetivo pois A é noetheriano.

Logo M = E ⊕ (
⊕

Mi), onde E é algum submódulo injetivo de M . Analogamente

ao que foi feito acima, se E 6= 0 então ele contém um submódulo injetivo inde-

componível. Mas pela maximalidade de
⊕

Mi isto não pode acontecer. Portanto,

M =
⊕

Mi.

Como consequência temos o sugestivo resultado que caracteriza os Z-módulos

injetivos. isto é, caracteriza todos os grupos abelianos divisíveis.

Corolário 2.2.6. Um Z-módulo é injetivo se e somente se decompõe-se como uma

soma direta de elementos da coleção {Zp∞ | p primo em Z} ∪ {Q}.

Demonstração. Segue do teorema anterior e dos comentários feitos após a demons-

tração do Teorema 2.2.4.

Exemplo 2.2.7. Seja n > 1 um natural e n = pλ11 ...p
λk
k sua decomposição em

números primos. Assim, temos que Zn ∼=
k∏
i=1

Zpiλi é uma decomposição em Zn-

módulos injetivos indecomponíveis.

Proposição 2.2.8. Sejam AE um módulo injetivo e H = HomA(E,E). Então H

é um anel local se e somente se E é um módulo indecomponível.
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Demonstração. ⇒) Se E fosse um módulo decomponível, entãoH teria um elemento

idempotente não trivial, mas pela Proposição 1.2.5 isto não pode acontecer.

⇐) Primeiro mostrarmos que f : E → E é uma unidade de H se e somente se

ker(f) = 0. De fato, se ker(f) = 0 então f(E) é um submódulo injetivo de E, e

com isto, f(E) é um somando direto de E. Mas, como E é indecomponível então

f(E) = E. Isto é, f é uma unidade de H. A recíproca é trivial. Suponhamos

agora que f e g não são unidades de H. Do anterior e da Proposição 2.2.2 segue que

ker(f) 6= 0, ker(g) 6= 0 e ker(f)∩ker(g) 6= 0. Assim ker(f+g) ⊇ ker(f)∩ker(g) 6=

0. Portanto, pela De�nição 1.2.4 temos que H é um anel local.

Em particular, a proposição anterior mostra que qualquer decomposição de mó-

dulos injetivos indecomponíveis de um módulo M é uma decomposição local de M .

Como consequência disto e do Teorema 1.3.26 temos o seguinte resultado.

Corolário 2.2.9. Seja {Ei}i∈I uma decomposição de módulos injetivos indecompo-

níveis de M . Se {Fj}j∈J é outra decomposição de M de módulos indecomponíveis,

então existe uma bijeção σ : I → J tal que Ei ∼= Fσ(i), para todo i ∈ I.

2.3 Módulos Injetivos sobre Anéis Noetherianos Co-

mutativos

O Teorema 2.2.5 nos diz que todo módulo injetivo sobre um anel noetheri-

ano pode ser escrito como uma soma direta de módulos injetivos indecomponíveis.

Assim, nesta seção estudamos mais detalhadamente os módulos injetivos indecom-

poníveis sobre anéis noetherianos comutativos. Neste sentido, no decorrer desta

seção, A sempre denotará um anel noetheriano e comutativo.

Na proposição a seguir pensaremos um módulo injetivo indecomponível como a
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classe dos módulos injetivos indecomponíveis isomorfos a este.

Teorema 2.3.1. A correspondência P 7→ E(A
P

) de�ne uma bijeção entre Spec(A)

e o conjunto das classes de A-módulos injetivos indecomponíveis. Se Q é um ideal

irredutível P -primário então E(A
P

) ∼= E(A
Q

).

Demonstração. Notamos que um ideal primo P de A também é irredutível. Logo,

pelo Teorema 2.2.4 o módulo injetivo E(A
P

) é indecomponível. Desta maneira, a

correspondência está bem de�nida.

Sejam dois ideais primos P1 e P2 tais que E( A
P1

) ∼= E( A
P2

). Da de�nição de

ideal primo segue que P1 = ann(x) e P2 = ann(y), para todos os elementos x, y

não nulos em A
P1

e A
P2
, respectivamente. Por outro lado, pelo isomor�smo assumido

por hipótese, obtemos que A
P2

esta imerso em E( A
P1

) e então, da essencialidade da

extensão A
P1
⊆e E( A

P1
), segue que A

P1
∩ A

P2
6= 0. Consequentemente, para 0 6= z ∈

A
P1
∩ A
P1
, temos que P1 = ann(z) = P2, o que prova a injetividade da correspondência.

Seja E um módulo indecomponível. Iremos mostrar que existe um ideal primo

P tal que E ∼= E(A
P

). De fato, pelo Teorema 2.2.4, existe um ideal irredutível Q de

A tal que E ∼= E(A
Q

). Como A é noetheriano segue que Q é um ideal primário, e

temos que P = rad(Q) é um ideal primo. Se P = Q, não temos nada a mostrar.

Suponhamos então que Q ( P . Assim, pela Proposição 1.2.26, existe um n > 1 tal

que P n ⊆ Q. Escolhamos n mínimo com esta propriedade. Seja b ∈ P n−1 e b /∈ Q,

logo b̄ = b + Q ∈ A
Q
é tal que P ⊆ ann(b̄). Reciprocamente, se a ∈ ann(b̄) então

ab ∈ Q e b /∈ Q. Pela primalidade de Q segue que a ∈ P . Logo, P = ann(b̄). Do

anterior segue que existe b̄ ∈ E(A
Q

) com anulador P , portanto, pelo Teorema 2.2.4

concluímos que E(A
Q

) ∼= E(A
P

).

Exemplo 2.3.2. Seja n > 1 um natural e n = pλ11 ...p
λk
k sua decomposição em núme-
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ros primos. O conjunto das classes de Zn-módulos injetivos é {[Zp1λ1 ], ..., [Zpkλk ]},

ver Exemplo 2.2.7. Mais ainda, um Zn-módulo é injetivo se e somente se é soma

direta de elementos destas classes.

Lema 2.3.3. Seja P um ideal primo de A e E = E(A
P

). Então, as seguintes

a�rmações são validas:

1. Para todo 0 6= x ∈ E, tem-se que rad(ann(x)) = P .

2. Se Q é um ideal irredutível P -primário de A, então existe 0 6= x ∈ E tal que

ann(x) = Q.

3. Se a ∈ A \ P então a correspondência x 7→ ax de�ne um automor�smo de E.

Além disso, ann(x) = ann(ax).

Demonstração. 1. Como E é um módulo injetivo indecomponível, então para

todo x não nulo em E, temos que E( A
ann(x)

) ∼= E, onde ann(x) é irredutível.

Por outro lado, como A é noetheriano, segue que o ideal ann(x) é primário.

Assim, pela argumentação usada na demonstração da proposição anterior se-

gue que E( A
ann(x)

) ∼= E( A
rad(ann(x))

). Logo, o módulo E tem como associado

os ideais primos P e rad(ann(x)). Portanto, pelo Teorema 2.3.1 segue que

P = rad(ann(x)).

2. Pelo teorema anterior E ∼= E(A
Q

). Seja 0 6= x̄ ∈ A
Q
com x ∈ A \ P . Então,

temos que Qx ⊆ Q, isto é, Q ⊆ ann(x̄). Seja agora b ∈ ann(x̄), ou seja,

bx ∈ Q e x /∈ P . Então, b ∈ Q, pois Q é P -primário. Logo, Q = ann(x̄).

3. Seja 0 6= x ∈ E. Segue do item 1 que P = rad(ann(x)) ⊇ ann(x). Assim,

P contém todos os anuladores de elementos não nulos de E e, portanto, para
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a /∈ P , a correspondência x 7→ ax é injetiva, pela Proposição 2.2.8, esta de�ne

um automor�smo de E. Do anterior segue particularmente que ann(x) =

ann(ax).

Para deixar mais clara a correspondência entre os ideais primos e as classes

de isomor�smos dos módulos injetivos indecomponíveis, notamos que o item 1 do

lema anterior diz que para qualquer 0 6= x ∈ E, onde E é um módulo injetivo

indecomponível, o ideal primo que se corresponde com ele é do radical de ann(x).

De�nição 2.3.4. Sejam M um A-módulo injetivo com uma decomposição de mó-

dulos indecomponíveis {Ei}i∈I e P um ideal primo �xo. De�nimos os conjuntos

MP = {x ∈M | P ⊆ rad(ann(x))}

NP = {x ∈M | P ( rad(ann(x))}

Além disso, de�nimos a P -componente de M como o submódulo

HP =
⊕
{Ek |rad(ann(x))=P, para todo 0 6= x ∈ Ek}.

Na Proposição 2.2.5 mostramos que um módulo injetivo sobre um anel noetheri-

ano pode se decompor como uma soma direta de módulos injetivos indecomponíveis.

Além disso, do Corolário 2.2.9 segue que as P -componentes estão isomor�camente

de�nidas, para qualquer decomposição de módulos injetivos indecomponíveis de M .

Teorema 2.3.5. Seja M um A-módulo injetivo com uma decomposição de módulos

indecomponíveis F = {Ei}. Então as seguintes condições são válidas.

1. MP é uma soma direta dos Eik ∈ F tais que P ⊆ rad(ann(x)), para algum

0 6= x ∈ Eik .
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2. NP é uma soma direta dos Eik ∈ F tais que P  rad(ann(x)), para algum

0 6= x ∈ Eik .

3. M é a soma direta das componentes HP . Além disso, HP
∼= MP

NP
.

4. Se P é um ideal maximal, então MP = HP .

Demonstração. 1. Seja x ∈ M tal que x = x1 + ... + xn e 0 6= xi ∈ Eji .

Como ann(x) =
⋂
ann(xi) temos, pelo Teorema 1.2.14, que rad(ann(x)) =⋂

rad(ann(xi)). Logo, x ∈ MP se e somente se P ⊆ rad(ann(xi)), para todo

xi.

2. A prova é análoga à feita no item anterior.

3. Por um lado é evidente que as componentes HP são somandos diretos de M .

Se x ∈ M então x = x1 + ... + xn onde cada 0 6= xi ∈ Eji ∈ F , e pelo item

1 do Lema 2.3.3 segue que cada xi ∈ HP , para algum primo P . Em outras

palavras,M é soma direta das componentes HP . Como consequência imediata

dos itens 1 e 2, temos que HP
∼= MP

NP
.

4. Decorre dos itens anteriores.

No que segue, escreveremos Ei para denotar os submódulos de E de�nidos no

enunciado do próximo resultado.

Teorema 2.3.6. Sejam P um ideal primo de A, E = E(A
P

) e Ei = {x ∈ E | P ix =

0}. Então:

1. Ei é um submódulo de E, Ei ⊆ Ei+1 e E =
∞⋃
i=1

Ei.
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2.
⋂
x∈Ei

ann(x) = P (i).

3. Os elementos não nulos de Ei+1

Ei
têm como anulador o ideal primo P . Recipro-

camente, os elementos de E
Ei

cujo anulador é o ideal primo P , pertencem ao

módulo Ei+1

Ei
.

4. Seja K o corpo de frações do domínio A
P
. Então, Ei+1

Ei
é um espaço vetorial

sobre o corpo K.

5. Os K-espaços vetoriais E1 e K são isomorfos.

Demonstração. 1. É fácil ver que Ei é um submódulo de E e que Ei ⊆ Ei+1. Seja

x ∈ E. Então, pelo Lema 2.3.3, temos que rad(ann(x)) = P . Da Proposição

1.2.26 segue que existe uma potência i de P tal que P i ⊆ ann(x), ou seja,

P ix = 0. Em outras palavras, x ∈ Ei, para algum natural i.

2. Seja {Q1, ..., Qn, P
(i)} uma decomposição primária irredundante de P i. Então

pela de�nição de Ei temos que P i ⊆
⋂
x∈Ei

ann(x). Do Lema 2.3.3 segue que

cada ann(x) é P -primário e que
⋂
x∈Ei

ann(x) é P -primário. Desta maneira,

P i = Q1 ∩ ... ∩ Qn ∩ (P (i) ∩
⋂
x∈Ei

ann(x)), pela indecomponibilidade da de-

composição dada temos que Q1 ∩ ... ∩ Qn * P (i) e portanto, Q1 ∩ ... ∩ Qn *

P (i) ∩
⋂
x∈Ei

ann(x), ou seja, da decomposição {Q1, ..., Qn, P
(i) ∩

⋂
x∈Ei

ann(x)}

de P i, podemos obter uma irredundante que contenha P (i) ∩
⋂
x∈Ei

ann(x).

Logo, pela unicidade da componente P -primária de P i, concluímos que P (i) =

P (i) ∩
⋂
x∈Ei

ann(x), ou seja, P (i) ⊆
⋂
x∈Ei

ann(x). Como P i possui uma decom-

posição primária de ideais irredutíveis onde sua componente P -primária é o

ideal irredutível P (i), segue então, do Lema 2.3.3 que existe um x ∈ Ei tal que

ann(x) = P (i). Logo,
⋂
x∈Ei

ann(x) ⊆ P (i).
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3. Seja x ∈ Ei+1 \ Ei. Então Px ⊆ Ei, ou seja, P ⊆ ann(x̄), onde x̄ ∈ Ei+1

Ei
.

Por outro lado, suponhamos que existe a ∈ ann(x̄) \ P , isto é, ax ∈ Ei. Pelo

item 3 do Lema 2.3.3 temos que ann(x) = ann(ax). Assim, P i(ax) = 0 o

que implica P ix = 0. Mas isto é contraditório, pois x ∈ Ei+1 \ Ei. Portanto,

P = ann(x̄). A reciproca é evidente, os elementos de E
Ei
, cujo anulador é o

ideal P , são exatamente os elementos de Ei+1

Ei
.

4. Primeiro de�namos a ação de K sobre Ei+1

Ei
. Seja ā

s̄
∈ K e x ∈ Ei+1

Ei
. Pelo

item 3 do Lema 2.3.3, existe um único y ∈ E tal que x = sy. De�nimos

ā
s̄
x̄ = āȳ (notamos que āȳ está bem de�nida pois PEi+1 ⊆ Ei, ou seja, Ei+1 é

um A
P
-módulo). Agora, vamos mostrar que esta operação está bem de�nida:

(a) Vejamos que se x1, x2 ∈ Ei+1 tais que x̄1 = x̄2, então ā
s̄
x̄1 = ā

s̄
x̄2. De fato,

sejam x1 = sy1 e x2 = sy2 então s(ay1 − ay2) = ax1 − ax2 ∈ Ei, como

s /∈ P temos que ay1 − ay2 ∈ Ei, isto é, ā
s̄
x̄1 = ā

s̄
x̄2.

(b) Se ā
s̄

= ā1
s̄1

então as1 − a1s ∈ P . Seja x̄ ∈ Ei+1

Ei
, com x ∈ Ei+1; Temos

que mostrar que ā
s̄
x̄ = ā1

s̄1
x̄. Sejam x = sy e x = s1y1 então ā

s̄
x̄ = āȳ

e ā1
s̄1
x̄ = ā1ȳ1. Como as1 − a1s ∈ P temos que (as1 − a1s)x ∈ Ei, e

(as1 − a1s)x = as1x − a1sx = ass1y − a1ss1y1 = ss1(ay − a1y1), onde

ss1 /∈ P . Assim pelo item 3 do Lema 2.3.3 segue que (ay − a1y1) ∈ Ei.

Logo, ā
s̄
x̄ = āȳ = ā1ȳ1 = ā1

s̄1
x̄.

Os demais axiomas de espaço vetorial se provam rotineiramente segundo as

ideias da boa de�nição. Portanto, Ei+1

Ei
é um espaço vetorial sobre K.

5. Como E0 = 0, então pelo item anterior temos que E1 é um K-espaço vetorial.

Fixando x não nulo em E1, de�nimos o K-homomor�smo fx : K → E1, por

fx(
a+P
b+P

) = a+P
b+P

x. Pela essencialidade de E1 ⊆ E temos, para todo elemento
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não nulo z ∈ E1, que existem t, w ∈ A \ P tais que tz = wx, logo, fx(w+P
t+P

) =

w+P
t+P

x = z, isto é, fx é um epimor�smo e portanto, fx é um isomor�smo.

O teorema anterior evidencia que em geral os A-módulos injetivos indecompo-

níveis tem uma caracterização semelhante a Zp∞ . Mais precisamente, neste caso

temos que Ei = Zpi . Além disso,
Zpi+1

Zpi
é um Zp-espaço vetorial. No teorema an-

terior não consegue-se falar da dimensão do espaço vetorial de Ei+1

Ei
. O Teorema

2.3.20 especi�cará a dimensão deste espaço vetorial. Algum trabalho para tanto

será necessário. No caso particular de Zp∞ , é fácil ver que
Zpi+1

Zpi
tem dimensão 1,

com base { 1
pi+1 + Zpi}.

Proposição 2.3.7. Sejam P um ideal primo do anel A, K o corpo de frações de A
P

e P ′ o ideal maximal de Ap. Então,

1. K e Ap
P ′

são isomorfos como corpos.

2. P ′i

P ′i+1 é um K-espaço vetorial.

3. Os K-espaços vetoriais P i

P i+1 ⊗A
P
K e P ′i

P ′i+1 são K-isomorfos.

Demonstração. 1. Consideramos a aplicação f : K → Ap
P ′
, de�nida por f(a+P

s+P
) =

a
s

+ P ′. Sejam a1, a2 ∈ A; s1, s2 /∈ P . Então temos

a1 + P

s1 + P
=
a2 + P

s2 + P
⇔ a1s2 − a2s1 ∈ P

⇔ a1s2 − a2s1

s1s2

∈ P ′

⇔ a1

s1

− a2

s2

∈ P ′

⇔ a1

s1

+ P ′ =
a2

s2

+ P ′

⇔ f

(
a1 + P

s1 + P

)
= f

(
a2 + P

s2 + P

)
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e segue que f está bem de�nida e é injetiva. A sobrejetividade desta aplicação

é evidente, logo f é um isomor�smo de corpos.

2. Como P ′i

P ′i+1 é um Ap
P ′
-espaço vetorial. Pelo item anterior, segue que P ′i

P ′i+1 é um

K-espaço vetorial.

3. Os quocientes P i

P i+1 e P ′i

P ′i+1 têm estruturas naturais de A
P
-módulo. Além disso,

P i

P i+1⊗A
P
K é umK-espaço vetorial com a ação de�nida pelo produto na compo-

nente à direita K, isto é, (a⊗ b)k = a⊗ (kb). Consideremos agora a aplicação

ĥ : P i

P i+1 ×K → P ′i

P ′i+1 , de�nida por, (a+ P i+1, r+P
s+P

) 7→ ar
s

+ P ′i+1.

Sejam aj, bj, sj (j = 1, 2) elementos tais que aj ∈ P i, bj ∈ A, sj ∈ A \ P ,

a1−a2 ∈ P i+1 e b1+P
s1+P

= b2+P
s2+P

. Então, b1s2−b2s1 ∈ P , logo (a1−a2)b1s2 ∈ P i+1 e

a2(b1s2−b2s1) ∈ P i+1. Como P i+1 é um ideal, segue que (a1−a2)b1s2+a2(b1s2−

b2s1) = a1b1s2 − a2b2s1 ∈ P i+1 e, portanto, a1b1s2−a2b2s1
s1s2

= a1b1
s1
− a2b2

s2
∈ P ′i+1.

Consequentemente ĥ está bem de�nida e é um homomor�smo A
P
-bilinear.

Do anterior temos um A
P
-homomor�smo h : P i

P i+1 ⊗ K → P ′i

P ′i+1 tal que h(a ⊗

b) = ĥ(a, b). Notamos que h é um K-homomor�smo pois h(a ⊗ (kb)) =

a(kb) + P ′i+1 = k(ab+ P ′i+1) = kh(a⊗ b).

Suponhamos agora que h(
n∑
j=1

(āj ⊗ rj+P

sj+P
)) = 0. Então,

0 =
n∑
j=1

h(āj ⊗ rj+P

sj+P
) =

n∑
j=1

(
ajrj
sj

+ P ′i+1)

Ou seja,
n∑
j=1

ajrj
sj

=

n∑
j=1

ajrjs1...ŝj ...sn

s1...sn
∈ P ′i+1. Assim,

n∑
j=1

ajrjs1...ŝj...sn ∈ P i+1.
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Consequentemente temos as seguintes igualdades,

0 = (
n∑
j=1

ajrjs1...ŝj...sn + P i+1)⊗ 1 + P

s1...sn + P

=
n∑
j=1

(
ajrjs1...ŝj...sn + P i+1 ⊗ 1 + P

s1...sn + P

)

=
n∑
j=1

(rjs1...ŝj...sn + P )

(
aj + P i+1 ⊗ 1 + P

s1...sn + P

)

=
n∑
j=1

(
aj + P i+1 ⊗ rjs1...ŝj...sn + P

s1...sn + P

)

=
n∑
j=1

(
aj + P i+1 ⊗ rj + P

sj + P

)

=
n∑
j=1

(
āj ⊗

rj + P

sj + P

)

Portanto, h é injetivo. A sobrejetividade é evidente, pois, se a
s

+ P ′i+1 ∈ P ′i

P ′i+1

então h
(
a+ P i+1 ⊗ 1+P

s+P

)
= a

s
+ P ′i+1.

O resultado a seguir mostra que as propriedades de injetividade e indecomponi-

bilidade são preservadas pela localização do anel.

Proposição 2.3.8. Sejam P um ideal primo de A e E = E(A
P

). Então E é um

Ap-módulo injetivo indecomponível.

Demonstração. Notamos, pelo item 3 do Lema 2.3.3, que dados x ∈ E e s /∈ P

existe um único y ∈ E tal que x = sy. Usando este fato de�nimos a ação de Ap em

E. Isto é, dados r
s
∈ Ap e x ∈ E, de�nimos r

s
x := ry, onde y ∈ E é tal que x = sy.

Sejam r1
s1
, r2
s2
∈ Ap tais que r1

s1
= r2

s2
. Então existe u ∈ A\P tal que u(r1s2−r2s1) = 0,

ou seja, r1s2u = r2s1u. Se r1
s1
x = r1y1 e r2

s2
x = r2y2, onde s1y1 = x = s2y2, segue que

(s1s2u)(r2y2) = (r2s1u)(s2y2) = (r1s2u)(s1y1) = (s1s2u)(r1y1). Como s1s2u ∈ A \ P
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segue pelo item 3 do Lema 2.3.3 que r1y1 = r2y2. Assim, r1
s1
x = r2

s2
x e segue que

esta ação está bem de�nida. Além disso, se mostra facilmente que E é um Ap-

módulo. Dados I um ideal de Ap e f : I → E um Ap-homomor�smo, iremos

mostrar que é possível estender f a Ap e, pelo critério de Baer, obtemos que E é

um Ap-módulo injetivo. De fato, consideramos o ideal Î = {a ∈ A | a
1
∈ I} de A e

o A-homomor�smo f̂ : Î → E de�nido por f̂(a) = f(a
1
), para todo a ∈ Î. Como E

é A-injetivo então existe um homomor�smo ĥ que faz o diagrama abaixo comutar

0 // Î
i //

f̂
��

A

ĥ��
E

Seja a aplicação h : Ap → E de�nida por h(a
s
) = 1

s
ĥ(a). Notamos que h esta

bem de�nida, pois, se a
s

= b
t
, então existe u ∈ A \ P tal que u(at − bs) = 0

e com isto, u(tĥ(a) − sĥ(b)) = 0. Assim, pelo item 3 do Lema 2.3.3 temos que

tĥ(a) = sĥ(b). Dessa maneira, h(a
s
) = 1

s
ĥ(a) = 1

t
ĥ(b) = h( b

t
). É fácil ver que h é

um Ap-homomor�smo. Além disso, h estende f a Ap. De fato, seja a
s
∈ I então

h(a
s
) = 1

s
ĥ(a) = 1

s
f̂(a) = 1

s
f(a

1
) = f(a

s
) e com isto, E é Ap-injetivo.

Suponhamos agora que E = M1 ⊕M2, onde M1 e M2 são Ap-submódulos de

E. Em particular, M1 e M2 são A-módulos. Devido a E ser indecomponível como

A-módulo, segue que E = M1 ou E = M2.

Lema 2.3.9. Nos mesmos termos da proposição anterior, annAp(x) = ApannA(x),

para todo x ∈ E.

Demonstração. Notamos que pelo item 3 do Lema 2.3.3, a
s
x = 0 se e somente se

ax = 0.

O resultado a seguir mostra que se o A-módulo injetivo indecomponível E se

68



corresponde com o ideal primo P , então E, como Ap-módulo, se corresponde com o

ideal P ′ (lembramos que P ′ = PAp).

Corolário 2.3.10. Nos termos da proposição anterior, E = E(Ap
P ′

), isto é, o fecho

injetivo do Ap-módulo Ap
P ′

é o fecho injetivo do A-módulo A
P
.

Demonstração. Pelo item 3 do Lema 2.3.3 e o Lema 2.3.9 temos que existe x ∈ E

tal que P ′ = annAp(x). Portanto, pelo Lema 2.3.3 temos que E = E(Ap
P ′

).

Os conjuntos de�nidos em E dados pelo Teorema 2.3.6, como A-módulos e como

Âp-módulos são os mesmos. Mais precisamente,

Corolário 2.3.11. Sejam Ei = {x ∈ E | P ix = 0} e E ′i = {x ∈ E | P ′ix = 0}.

Então Ei = E ′i.

Demonstração. Segue do Lema 2.3.9.

O lema a seguir mostra que em E podemos de�nir uma estrutura de Âp-módulo.

Lema 2.3.12. E é um Âp-módulo.

Demonstração. Sejam x ∈ E e [(xn)] ∈ Âp. Então, pelo item 1 do Teorema 2.3.6,

existe um natural i tal que P ix = 0. Como (xn) é uma sequência de Cauchy, temos

que existe N ∈ N tal que xn−xm ∈ P ′i, para todo n,m ≥ N . Desta forma de�nimos

(xn)x como xNx.

Para ver que esta ação está bem de�nida, consideramos (yn) uma sequência de

Cauchy tal que (yn)x = yN1x. Se (xn) ≡ (yn). Iremos mostrar que xNx = yN1x. De

fato, sejam N2 tal que xn − yn ∈ P ′i, para todo n ≥ N2, e M = max{N,N1, N2}.

Do anterior temos que, (xM − xN) − (yM − yN1) − (xM − yM) = yN1 − xN ∈ P ′i.
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Logo, do Corolário 2.3.11, segue que (yN1 − xN)x = 0, ou seja, xNx = yN1x. Com

esta ação veri�ca-se facilmente que E é um Âp-módulo.

O resultado a seguir mostra que os processos de localização em P e comple-

tamento mediante a topologia P -ádica preserva a propriedade de ser um módulo

injetivo indecomponível em E(A
P

). Além disso, se E se corresponde com o ideal

primo P como A-módulo, então E se corresponde com P̂Ap como Âp-módulo. É

notável que os resultados da Proposição 2.3.8 e o Corolário 2.3.10 poderiam ser ob-

tidos mediante argumentos análogos aos que são feitos no teorema a seguir, mas

o apresentamos desta forma para exibir duas formas alternativas de abordar esses

Teoremas.

Teorema 2.3.13. Seja Ē o fecho injetivo de E sobre Âp. Então,

1. Ē é um Âp-módulo injetivo indecomponível.

2. Ē = E( Âp
P̂ ′

).

3. Ē = E.

Demonstração. Notamos que Ē pode ser visto como um Ap-módulo, identi�cando-se

cada x ∈ Ap com a sequência constante de�nida por x.

1. SejamM1 eM2 Âp- submódulos não nulos de E. Então, podemos verM1 eM2

como Ap-submódulos de E. Assim pela Proposição 2.3.8 temos que E é um Ap-

módulo injetivo indecomponível e, consequentemente,M1∩M2 6= 0. Portanto,

pela Proposição 2.2.2, segue que Ē é um Âp-módulo injetivo indecomponível.

2. Seja x ∈ A
P
⊆ E ⊆ Ē. Iremos mostrar que P̂ ′ = annÂp(x). De fato, seja

(xn) ∈ P̂ ′. Então, (xn)x = xNx = pN
sN
x = 0, pois pN

sN
∈ P ′, ou seja, pN ∈ P .
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Portanto, P̂ ′ ⊆ annÂp(x). Como P̂ ′ é maximal temos que P̂ ′ = annÂp(x).

Portanto, pelo Teorema 2.2.4 obtemos que Ē = E( Âp
P̂ ′

).

3. Pela Proposição 2.3.8 temos que E é Ap-injetivo. Desta forma, para algum

Ap-submódulo C de Ē, segue que Ē = E ⊕ C. Devido ao fato que Ē é Âp-

módulo injetivo indecomponível, para cada c ∈ C, existe um natural i tal que

P̂ ′ic = 0.

Seja (xn) ∈ Âp. Então existe N tal que xk−xm ∈ P ′i, para todo k,m ≥ N . Em

particular, xk−xN ∈ P ′i, para k ≥ N . Segue então que a sequência (xn−xN) ∈

P̂ ′i. Assim, 0 = (xn − xN)x = (xn)x − (xN)x e, temos que, (xn)x = (xN)x =

xNx ∈ C. O anterior mostra que C é um Âp-módulo e consequentemente,

Ē = E ⊕ C como Âp-módulo. Mas como Ē é Âp-indecomponível obtemos

Ē = E.

De mesma forma que no processo de localização temos que os conjuntos de�nidos

em E dados pelo Teorema 2.3.6 como A-módulos e como Âp-módulos são os mesmos.

Corolário 2.3.14. Sejam Ei = {x ∈ E | P ix = 0} e Êi = {x ∈ E | P̂ ′ix = 0}.

Então Ei = Êi.

Demonstração. Sejam x ∈ Ei e (xn) ∈ P̂ ′i. Então, (xn)x = xN1x, onde N1 é tal

que xN1x = xnx, para todo n ≥ N1. Assim, escolhendo k su�cientemente grande

para que xk ∈ P ′i temos, pelo Corolário 2.3.11, que xkx = 0. Logo, (xn)x = xN1x =

xkx = 0, ou seja, x ∈ Êi. Por outro lado, seja x ∈ Êi. Então para toda sequência

(xn) ∈ P̂ ′i, temos que (xn)x = 0. Em particular, para cada b ∈ P ′i temos que a

71



sequência constante ( b
1
) anula x, isto é, bx = ( b

1
)x = 0. Portanto, pelo Corolário

2.3.11, x ∈ Ei.

Lema 2.3.15. Sejam B um A-módulo, C um A-módulo injetivo, x1, ..., xn ∈ B e

y ∈ C. Então,
⋂
ann(xi) ⊆ ann(y) se e somente se existem f1, ..., fn ∈ HomA(B,C)

tais que y = f1(x1) + ...+ fn(xn).

Demonstração. ⇐) Se existem homomor�smos f1, ..., fn ∈ HomA(B,C) tais que

y = f1(x1) + ... + f(xn) então
n⋂
i=1

ann(fi(xi)) ⊆ ann(y). Além disso, para cada i,

ann(xi) ⊆ ann(fi(xi)), logo
⋂
ann(xi) ⊆

n⋂
i=1

ann(fi(xi)) ⊆ ann(y).

⇒) Suponhamos que
⋂
ann(xi) ⊆ ann(y). Então z = 1 + ann(y) gera o módulo

A
ann(y)

e é tal que ann(z) = ann(y). Assim a aplicação z 7→ y de�ne um homomor-

�smo h : Az → Ay. Similarmente, a correspondência z 7→ (x1, ..., xn) de�ne um

monomor�smo g : Az →
⊕

Axi. Assim, pela injetividade de C, existe um homo-

mor�smo f :
⊕

Axi → C que faz o seguinte diagrama comutar:

0 // Az
g //

h
��

⊕
Axi

f

��

Ay

i
��
C

onde i é a inclusão de Ay em C. Consequentemente, y = ih(z) = fg(z) =

f(x1, ..., xn). De�namos f̂i como a restrição de f a Axi. Novamente pela injeti-

vidade de C, para cada i, existe um homomor�smo fi que faz o diagrama abaixo

comutar:

0 // Axi //

f̂i
��

B

fi}}
C

Logo, f1(x1) + ...+ fn(xn) = f̂1(x1) + ...+ f̂n(xn) = f(x1, ..., xn) = y.
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Lema 2.3.16. Se (A,P ) é um anel local, então E1 ⊆ E(A
P

) é A-isomorfo a A
P
.

Demonstração. Seja 0 6= x ∈ E1. De�nimos o A-homomor�smo fx : A
P
→ E1 por

a + P 7→ ax. Dados r, s ∈ A temos que rx = sx se e somente se (r − s)x = 0, se

e somente se r − s ∈ P , (pois P (1) = P ), ou seja, fx é uma aplicação bem de�nida

e injetiva. Seja y ∈ E1, como E é um módulo injetivo indecomponível temos que

Ax ∩ Ay 6= 0, e segue que existem r, s ∈ A \ P tais que rx = sy. Pelo fato que P é

maximal, temos que existe s′ tal que (s+ P )(s′ + P ) = 1 + P , ou seja, ss′ − 1 ∈ P .

Em particular, temos que ss′y = y. Logo, fx(s′r) = s′rx = s′sy = y. Portanto fx é

um A-isomor�smo.

Teorema 2.3.17. Seja E = E(A
P

). Então, os anéis H = HomA(E,E) e Âp são

isomorfos.

Demonstração. Faremos a demonstração em 4 etapas. Na primeira, reduzimos nossa

argumentação para o caso em que A é um anel local e completo. Nas etapas 2 e

3, construímos um A-monomor�smo de A em H e na última, mostramos que este

monomor�smo é também sobrejetor.

Etapa 1. Iremos mostrar que H = HomAp(E,E) = HomÂp
(E,E). Pela forma que

foram de�nidas as ações de Ap e Âp sobre E temos H ⊇ HomAp(E,E) ⊇

HomÂp
(E,E). Sejam f ∈ H e a

s
∈ Ap. Então, para qualquer x ∈ E, temos

que f(a
s
x) = f(ay) = af(y), onde x = sy. Aplicando f a esta igualdade temos

f(x) = sf(y), ou seja, a
s
f(x) = af(y) e assim f(a

s
x) = a

s
f(x). Portanto, f

é um Ap-homomor�smo. Isto signi�ca que H = HomAp(E,E). Seja agora

g ∈ HomAp(E,E). Para x ∈ E, existe i tal que x ∈ Ei e então, P ig(x) =

g(P ix) = 0, ou seja, g(x) ∈ Ai. Logo para (xn) ∈ Âp, existe um índice
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N apropriado tal que g((xn)x) = g(xNx) = xNg(x) = (xn)g(x). Portanto,

HomAp(E,E) = HomÂp
(E,E). Assim, usando o Teorema 2.3.13, podemos

supor, sem perda de generalidade, que (A,P ) é um anel local e completo.

Etapa 2. Pela localidade de A temos que P i = P (i). Além disso, E é um módulo �el,

isto é, ann(E) = 0, pois, seja 0 6= r ∈ P . Então, pela Proposição 1.2.31, existe

i tal que r /∈ P i, de onde segue que rEi 6= 0.

Etapa 3. O anel A está imerso em H. De fato, Para cada a ∈ A, de�namos fa : E → E

por fa(x) = ax. Evidentemente, fafb = fab e fa + fb = fa+b. Se fa = fb então

para todo x ∈ E, (a− b)x = 0 e segue da �delidade de E que a = b.

Etapa 4. Seja Hi = {h ∈ H | h(Ei) = 0}. Então, para todo g ∈ H temos que P ig(Ei) =

g(P iEi) = g(0) = 0, então Hi é um ideal à esquerda e à direita de H. Iremos

Mostrare, por indução, que para todo f ∈ H e todo natural i existe pi ∈ A tal

que f ≡ pi(mod Hi).

Suponhamos que i = 1. Como A(1+P ) = A
P
, segue do lema anterior que existe

y ∈ E1 tal que E1 = Ay. Seja f ∈ H, então existe p1 ∈ A tal que f(y) = p1y.

Assim, se x = p′1y ∈ E1, então f(x) = f(p′1y) = p′1f(y) = p′1p1y = p1x. Desta

maneira, f ≡ p1(mod H1).

Suponhamos que a a�rmação seja válida para i ≥ 1. Seja {Q1, ..., Qn} uma

decomposição primária irredundante de P i+1 de ideais irredutíveis. Notamos

que P é um ideal primo minimal que contém P i+1 e, então pela localidade

de A, temos que cada um dos Qi é um ideal P -primário. Pelo item 3 do

Lema 2.3.3, existem elementos x1, ..., xn ∈ Ei+1 tais que Qi = ann(xi). Pela

irredundância da decomposição segue que existe um qj ∈ Q1∩ ...∩Q̂j∩ ...∩Qn,

para cada j = 1, ..., n, tal que qj /∈ Qj. Assim, qjxj 6= 0 e qjxk = 0, com j 6= k.
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Pela hipótese de indução temos que g = f − pi ∈ Hi. Como Pxj ∈ Ei, então

Pg(xj) = g(Pxj) = 0 e segue que g(xj) ∈ E1, para todo j = 1, ..., n. Como E

é um módulo injetivo indecomponível, segue que Ag(xj) ∩ Aqjxj 6= 0. Desta

maneira, existem aj ∈ A \ P e bj ∈ A tais que ajg(xj) = bj(qjxj). Mais

ainda, como g(xj) ∈ E1 e existe a′j ∈ A \ P tal que aja′j − 1 ∈ P , então

g(xj) = aja
′
jg(xj) = a′jbj(qjxj) = rj(qjxj), onde rj = a′jbj. Consideremos

agora q = r1q1 + ...+ rnqn. Então, qxj = rjqjxj = g(xj). Para cada x ∈ Ei+1,

temos ann(x) ⊇ P i+1 = ann(x1) ∩ ... ∩ ann(xn). Pelo lema anterior, existem

f1, ..., fn ∈ H tais que x = f1(x1)+ ...+fn(xn), pela hipótese de indução, onde

fj = sj + hj, com hj ∈ Hi e sj ∈ A, para todo j = 1, ..., n. Assim temos:

g(x) = g(f1(x1) + ...+ fn(xn))

= g(s1x1 + h1(x1)) + ...+ g(snxn + hn(xn))

= s1g(x1) + g(h1(x1)) + ...+ sng(xn) + g(hn(xn))

= s1g(x1) + ...+ sng(xn); pois hj(xj) ∈ E1 e g ∈ Hi.

= s1qx1 + ...+ snqxn

= q(s1x1 + ...+ snxn) + h1(qx1) + ...+ hn(qxn); pois qxj = g(xj) ∈ E1.

= q(s1x1 + ...+ snxn + h1(x1) + ...+ hn(xn))

= qx

Logo, g−q ∈ Hi+1. De�nindo pi+1 = pi+q, obtemos que f−pi+1 = f−pi−q =

g − q ∈ Hi+1. Logo f ≡ pi+1(mod (Hi+1)) Mostraremos agora que f ∈ H se

corresponde com um elemento de A. De fatom notamos que a sequência (pi)

construída na argumentação acima é de Cauchy. Pois, se n ≤ m temos que

pn − pm = (pn − f) − (pm − f) ∈ Hn − Hm = Hn. Logo, (pn − pm)En = 0 e

pn − pm ∈ P n, para todo m ≥ n. Portanto, (pn) é de Cauchy. Da completude
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de A temos que (pn) converge para um elemento p ∈ A. Notamos que em

H temos a cadeia H1 ⊇ H2 ⊇ ... onde
⋂
Hi = 0, pois E =

⋃
Ei e E é �el.

Logo, as sequências de Cauchy com respeito a topologia Hi-ádica convergentes

em H tem um único limite. Como, temos que P i ⊆ Hi, segue que então (pi)

converge para p em H. Além disso, por construção (pi) converge para f em

H. Portanto, f = p ∈ A.

Como consequência imediata do teorema anterior podemos ressaltar que o anel

de endomor�smos de um A-módulo injetivo indecomponível é comutativo.

Corolário 2.3.18. 1. Sejam y, x1, ...xn ∈ E. Então, ann(x1) ∩ ... ∩ ann(xn) ⊆

ann(y) se e somente se existem r1, ..., rn ∈ Ap, tal que y = r1x1 + ...+ rnxn.

2. Cada A-homomor�smo de um submódulo de E em outro submódulo de E é

equivalente a multiplicação por um elemento de Âp.

Demonstração. 1. Segue diretamente do Lema 2.3.15, do teorema anterior e da

de�nição de Âp-módulo de E.

2. Segue do teorema anterior e da injetividade do A-módulo E.

De�nição 2.3.19. Sejam P um ideal primo de A, {Q1, ..., Qt, Qt+1, ..., Qn} uma

decomposição irredundante de P (i), cujas componentes são ideais irredutíveis tais

que Qm + P (i−1), para todo m = 1, ..., t, e Qm ⊇ P (i−1), para todo m = t + 1, ..., n.

Dizemos que esta é uma decomposição minimal de P (i) e que P (i) pertence a t, se t

é o menor inteiro para o qual temos uma decomposição deste tipo.
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Com o trabalho desenvolvido até aqui, podemos obter a dimensão de Ei+1

Ei
como

espaço vetorial sobre o corpo de frações de A
P
. Como E1 ⊆ E2 ⊆ E3 · · · e ann(Ei) =

P (i), temos P (1) ⊇ P (2) ⊇ P (3) ⊇ · · · . Logo se P (i−1) ) P (i) devemos ter que

P (i) pertence a t > 0. Em outras palavras, P (i) pertence a t > 0 se e somente se

P (i−1) ) P (i).

Teorema 2.3.20. Sejam P um ideal primo de A e E = E(A
P

), tal que P (i+1) pertence

a t. Então a dimensão de Ei+1

Ei
sobre o corpo de frações de A

P
é t.

Demonstração. Pelo Lema 2.3.9, Corolário 2.3.11 e o item 1 da Proposição 2.3.7

podemos supor, sem perda de generalidade, que (A,P ) é um anel local e segue

que P (i) = P i, para todo número natural i. Consideremos uma decomposição irre-

dundante {Q1, ..., Qt, Qt+1, ..., Qn} de ideais irredutíveis de P i+1, de modo que P i+1

pertence a t. Pelo item 2 do Lema 2.3.3, existem elementos x1, ..., xn ∈ Ei+1 tais

que Qi = ann(xi), i = 1, ..., n. Mostraremos agora que {x̄1, ..., x̄t} é uma base de

Ei+1

Ei
, onde x̄i = xi + Ei, para todo i = 1, ..., t.

Suponhamos por absurdo que este conjunto é linearmente dependente. Assim,

sem perda de generalidade podemos supor (onde os índices do conjunto são reno-

meados, se for o caso) que r̄1x̄1 + ... + r̄sx̄s = 0, onde s ≤ t e 0 6= r̄j ∈ A
P
, para

todo j = 1, ..., s. Desta maneira, r1x1 + ... + rsxs = y ∈ Ei, de onde segue que

r1x1 = −r2x2 − ... − rsxs + y. Como rj /∈ P , para j = 1, ..., s, segue do item 3 do

Lema 2.3.3 que ann(x1) ⊇ ann(x2)∩...∩ann(xs)∩ann(y). Pelo fato que ann(y) é um

ideal irredutível tal que ann(y) ⊇ P i, obtemos que {ann(x2), ..., ann(xn), ann(y)} é

uma decomposição de P i+1, o que contradiz a minimalidade de t, pois ann(xj) + P i,

para todo j = 2, ..., t, e as outras componentes desta decomposição contem P i. As-

sim, {x̄1, ..., x̄t} é um conjunto linearmente independente.
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Provamos agora que {x̄1, ..., x̄t} gera Ei+1

Ei
. De fato, seja x ∈ Ei+1. Então

ann(x) ⊇ P i+1 =
n⋂
j=1

ann(xj). Desta maneira, pelo item 1 do Corolário 2.3.18,

existem r1, ..., rn ∈ A tais que x = r1x1 + ... + rnxn. Assim, x + Ei = (r1x1 + ... +

rnxn) + Ei = (r1x1 + Ei) + ... + (rnxn + Ei) = (r1x1 + Ei) + ... + (rtxt + Ei). Esta

última igualdade segue do fato que xj ∈ Ei e, consequentemente, rjxj ∈ Ei, para

todo j = t + 1, ..., n. Logo, x̄ = r̄1x̄1 + ... + r̄tx̄t e portanto, {x̄1, ..., x̄t} gera Ei+1

Ei

sobre A
P
.

Teorema 2.3.21. Seja K o corpo de frações do domínio A
P
. Então, os K-espaços

vetoriais Ei+1

Ei
e HomK( P i

P i+1 ⊗A
P
K,K) são isomorfos.

Demonstração. Assim como na prova do Teorema 2.3.20, podemos supor, sem perda

de generalidade, que (A,P ) é um anel local. Como P i

P i+1 ⊗K K ∼= P i

P i+1 , então o teo-

rema estará demonstrado se provarmos que os espaços vetoriais Ei+1

Ei
eHomK( P i

P i+1 , K)

são isomorfomos. Devido ao fato que P i+1 ⊆ P i, segue que a aplicação h : A
P i+1 → A

P i
,

de�nida por x+ P i+1 7→ x+ P i, está bem de�nida e é um A-homomor�smo. Desta

maneira, temos a sequência exata curta

0→ P i

P i+1 → A
P i+1 → A

P i
→ 0

e como E é um A-módulo injetivo, obtemos a sequência exata curta

0→ HomA( A
P i
, E)→ HomA( A

P i+1 , E)→ HomA( P i

P i+1 , E)→ 0

ou seja, HomA( P i

P i+1 , E) ∼=
HomA( A

Pi+1 ,E)

HomA( A
Pi
,E)

. Além disso, é fácil ver que

HomA( P i

P i+1 , E) = HomA( P i

P i+1 , E1) = HomA
P

( P i

P i+1 , E1) ∼= HomK( P i

P i+1 , K).

O teorema estará demonstrado se mostrarmos queHomA( A
Pn
, E) ∼= En. De fato, seja

h : En → HomA( A
Pn
, E), de�nida por h(x) = hx : A

Pn
→ E, com hx(a + P n) = ax.

78



Evidentemente h é um A-monomor�smo, pois hx = hy se e somente se x = y. Se

g ∈ HomA( A
Pn
, E) então g(1̄) = y ∈ En, pois P ny = P ng(1̄) = g(0) = 0. Assim,

hy = g. Logo, h é um A-isomor�smo.

Resumindo os resultados anteriores, temos as equivalências a seguir. Seja E =

E(A
P

), então:

1. P (i+1) pertence a t.

2. Ei+1

Ei
tem dimensão t sobre o corpo de frações de A

P
.

3. HomK( P i

P i+1 ⊗A
P
K,K) tem dimensão t sobre o corpo de frações de A

P
.

Teorema 2.3.22. 1. Se P é um ideal maximal de A, então Ei ⊆ E(A
P

) é um

A-módulo �nitamente gerado para todo natural i. Além disso, E(A
P

) é gerado

por um conjunto numerável de E.

2. A é um anel artiniano se e somente se todo A-módulo injetivo indecomponível

é �nitamente gerado.

Demonstração. 1. A demonstração será feita por indução sobre i. Para i = 0 é

evidente pois E0 = 0. Suponhamos por indução que Ei−1 é gerado por um

subconjunto �nito F e seja {x̄1, ..., x̄n} uma base de Ei
Ei−1

sobre A
P
. Então para

qualquer x ∈ Ei temos que x+Ei−1 = (a1 +P )(x1 +Ei−1)+ ...+(an+P )(xn+

Ei−1), ou seja, x − a1x1 − ... − anxn ∈ Ei−1. Logo, todo elemento x ∈ Ei é

gerado por {x1, ..., xn} ∪ F .

2. ⇒) Seja E um A-módulo injetivo indecomponível. Então existe um ideal primo

P de A tal que E ∼= E(A
P

). Como A é artiniano, a sequência P (1) ⊇ P (2) ⊇ ...

tem um mínimo. Logo a sequência E1 ⊆ E2 ⊆ ... tem um máximo e desta
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maneira, E(A
P

) =
⋃
Ej = Ej, para algum j. Além disso, pelo Teorema 1.2.3, P

é um ideal maximal, e temos, pelo item anterior, que E(A
P

) = Ej é �nitamente

gerado.

⇐) Seja P um ideal primo de A. Então o módulo injetivo indecomponí-

vel E(A
P

) é �nitamente gerado sobre o anel noetheriano A e, pela De�nição

1.3.7, E(A
P

) é noetheriano e E1 ⊆ E(A
P

) é �nitamente gerado sobre A. Como

PE1 = 0, temos que E1 é um A
P
-módulo �nitamente gerado. Por outro lado,

do item 5 do Teorema 2.3.6, segue que cf(A
P

) (o corpo de frações de A
P
) e E1

são cf(A
P

)-espaços vetoriais isomorfos. Como E1 é �nitamente gerado sobre

A
P
, então cf(A

P
) é �nitamente gerado sobre A

P
. Agora, seja {a1

b1
, ..., an

bn
} um con-

junto de geradores de cf(A
P

). Em particular, existem elementos β1, ..., βn ∈ A
P

tais que 1
(b1...bn)2

= β1
a1
b1

+ ...+βn
an
bn
. Pelo fato que, A

P
é um domínio temos que

1 = (β1a1b2...bn+ ...+βnanb1...bn−1)(b1...bn), isto é, o elemento b1...bn é invertí-

vel e segue que bi também é invertível em A
P
, com inverso (b1...b̂i...bn)(b1...bn)−1.

Logo, A
P

= cf(A
P

), ou seja, A
P
é corpo. Portanto, pelo Teorema 1.3.17 concluí-

mos que A é artiniano.
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Capítulo 3

Dualidade de Matlis

O objetivo deste capítulo é exibir uma dualidade entre os módulos noetherianos e os

módulos artinianos sobre um anel comutativo, noetheriano, completo e local. Mais

especi�camente, se E é um A-módulo injetivo indecomponível então o reticulado de

submódulos do módulo artiniano En é anti-isomorfo ao reticulado de submódulos

do A-módulo noetheriano An. Como consequência disto, temos uma correspon-

dência entre a categoria dos A-módulos noetherianos e a categoria dos A-módulos

artinianos.

3.1 Dualidade

Na proposição a seguir A é um anel qualquer, mas no resto desta seção, A é um anel

comutativo, noetheriano, local e completo.

Proposição 3.1.1. Seja M um A-módulo artiniano. Se {Eb}b∈B é uma decompo-

sição de módulos injetivos indecomponíveis de E(M), então B é �nito.

Demonstração. Seja E(M) =
⊕
b∈B

Eb, onde Eb é um A-módulo injetivo indecompo-

nível. Suponhamos por absurdo que B é in�nito. Então, tomemos qualquer cadeia
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in�nita descendente B ! B1 ! B2 ! ... de subconjuntos de B e consideramos

Cj =
⊕
b∈Bj

Eb. Como M ⊆e E(M), segue que Eb ∩M 6= 0, para todo b ∈ B. Em

vista disso, temos a cadeia in�nita C1 ∩M ! C2 ∩M ! ... de submódulos de M , o

que contradiz o fato de M ser artiniano. Portanto, B é �nito.

Como consequência imediata da proposição anterior e do Teorema 2.2.5 temos

que se M é um A-módulo artiniano e A um anel noetheriano, então E(M) é uma

soma direta �nita de A-módulos injetivos indecomponíveis.

Notação: Sejam S e B dois submódulos �xos de An e En, respectivamente, a =

(a1, ..., an) ∈ An e x = (x1, ..., xn) ∈ En. Escrevemos a · x para denotar a1x1 + ...+

anxn. De�nimos S ′ = {x ∈ En | s · x = 0, para todo s ∈ S} e B′ = {a ∈ An |

a · x = 0, para todo x ∈ B}. É fácil ver que S ′ e B′ são submódulos de En e An,

respectivamente. Nestes termos, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.2. Sejam A um anel comutativo, noetheriano, completo e local com

ideal maximal P e E = E(A
P

). Então:

1. a. S ′ ∼= HomA(A
n

S
, E). b. En

S′
∼= HomA(S,E). c. S ′′ = S.

2. a. B′ ∼= HomA(E
n

B
, E). b. An

B′
∼= HomA(B,E). c. B′′ = B.

Demonstração. 1. a. Sejam {ei} a base canônica de An e φ : HomA(A
n

S
, E) → S ′

uma aplicação de�nida por f 7→ (f(ē1), ..., f(ēn)), onde ēi = ei + S ∈ An

S
. Vejamos

primeiro que (f(ē1), ..., f(ēn)) ∈ S ′. Com efeito, seja (s1, ..., sn) ∈ S. Então temos

as seguintes igualdades:

(s1, ..., sn) · (f(ē1), ..., f(ēn)) = s1f(ē1) + ...+ snf(ēn)

= f(s1ē1 + ...+ snēn)
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= f((s1e1 + ...+ snen) + S)

= f(0)

= 0

Pela de�nição de φ segue que este é um A-homomor�smo. Se φ(f) = 0, então

f(ē1) = ... = f(ēn) = 0 e como {ē1, ..., ēn} gera An

S
, segue que f = 0, ou seja,

φ é um monomor�smo. Para cada (x1, ..., xn) ∈ S ′, de�nimos o A-homomor�smo

f1 : An → S ′, por f1(ei) = xi. Além disso, temos S ⊆ ker(f1) . De fato, seja

s = (s1, ..., sn) ∈ S, então

f1(s) = f1(s1e1 + ...+ snen) = s1x1 + ...+ snxn = s · (x1, ..., xn) = 0

Desta forma temos um homomor�smo f ′1 : An

S
→ E tal que f(ēi) = xi. Portanto,

φ(f) = (x1, ..., xn) e segue que φ é um A-isomor�smo.

b. Consideremos a sequência exata curta

0→ S → An → An

S
→ 0

Como HomA(_, E) é um funtor contravariante exato temos o seguinte diagrama

comutativo:

0 // HomA(A
n

S
, E) //

φ1

��

HomA(An, E) //

φ2

��

HomA(S,E) //

��

0

0 // S ′ // En // En
S′

// 0

onde φ1, φ2 são os isomor�smos dados pelo item a. Decorre disto o isomor�smo

En

S′
∼= HomA(S,E).

c. Evidentemente S ⊆ S ′′ ⊆ An. Suponhamos que existe (s′′1, ..., s
′′
n) ∈ S ′′ \ S e

de�nimos y = (s′′1, ..., s
′′
n)+S ∈ An

S
. Como A é local e ann(y) é um ideal de A, temos

que ann(y) ⊆ P . Por outro lado, pelo item 2 do Lema 2.3.3, existe 0 6= x ∈ E tal
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que ann(x) = P . Assim, pelo Lema 2.3.15, existe f : An

S
→ E tal que f(y) = x 6= 0.

Agora, observamos que (f(ē1), ..., f(ēn)) ∈ S ′, pois para qualquer (s1, ..., sn) ∈ S,

temos (s1, ..., sn) · (f(ē1), ..., f(ēn)) = f(s1ē1 + ... + snēn) = f((s1, ..., sn) + S) =

f(0) = 0. Assim, f(y) = f(s′′1 ē1 + ... + s′′nēn) = s′′1f(ē1) + ... + s′′nf(ēn) = 0. O que

não pode acontecer. Logo, S = S ′′.

2. a. Seja ϕ : B′ → HomA(E
n

B
, E) de�nida por (b1, ..., bn) 7→ ϕ(b1, ..., bn), onde

a aplicação ϕ(b1, ..., bn) : En

B
→ E está de�nida por ϕ(b1, ..., bn)((y1, ..., yn) + B) =

b1y1 + ... + bnyn. Observemos neste momento que se (y1, ..., yn) − (x1, ..., xn) ∈

B, então (b1, ..., bn)((y1, ..., yn) − (x1, ..., xn)) = 0, de onde segue a boa de�nição

de φ(b1, ..., bn). Da mesma forma, se vê trivialmente que ϕ(b1, ..., bn) é um A-

homomor�smo. Agora, se ϕ(b1, ...bn) = 0, então b1y1 + ... + bnyn = 0, para todo

(y1, ..., yn) ∈ En. Em particular, para (0, ..., yi, ...0) temos biyi = 0. Como E é

um A-módulo �el, segue que bi = 0, para todo i, ou seja, ϕ é um monomor�smo.

Consideramos agora f ∈ HomA(E
n

B
, E). Para cada componente i = 1, ..., n, te-

mos um endomor�smo correspondente à composição dos seguintes homomor�smos

E ∼= Ei
i // En π // En

B

f // E

Assim, pelo Teorema 2.3.18 segue que, para cada i, existe ri ∈ A tal que f |Ēi ≡

ri ∈ A. Consideramos a n-upla (r1, ..., rn) ∈ An. Notamos inicialmente que

(r1, ..., rn) ∈ B′, pois, se (x1, ..., xn) ∈ B, então

r1x1 + ...+ rnxn = f |Ē1
(x1e1 +B) + ...+ f |Ēn(xnen +B)

= f(x1e1 +B) + ...+ f(xnen +B)

= f((x1, ..., xn) +B)

= f(0)

= 0
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Por último, vejamos que ϕ((r1, ..., rn)) = f . De fato, pois ϕ(r1, ..., rn)((y1, ..., yn) +

B) = r1y1 + ... + rnyn = f((y1, ..., yn) + B) e isto mostra que ϕ é um epimor�smo.

Logo, ϕ é um A-isomor�smo.

b. A prova é análoga a do item b acima tomando a sequência exata curta

0→ B → En → En

B
→ 0

c. Análogo ao feito na prova do item c de 1.

Como consequência imediata do teorema anterior temos que se F é um submó-

dulo de En, então

HomA(HomA(F,E), E) ∼= HomA(E
n

F ′
, E) ∼= F ′′ = F .

Analogamente, se A1 é um submódulo de An, então

HomA(HomA(A1, E), E) ∼= HomA(E
n

A′1
, E) ∼= A′′1 = A1.

Corolário 3.1.3. Nos mesmos termos do teorema anterior, os reticulados dos sub-

módulos de An e En são anti-isomorfos.

Demonstração. Sejam A1 e A2 (F1 e F2) dois submódulos de An (respectivamente,

En). É evidente que se A1 ⊆ A2 (respectivamente, F1 ⊆ F2) então A′2 ⊆ A′1

(respectivamente, F ′2 ⊆ F ′1). Além disso, temos as seguintes propriedades:

1. (A1 ∩ A2)′ = A′1 + A′2.

2. (A1 + A2)′ = A′1 ∩ A′2.

1′. (F1 ∩ F2)′ = F ′1 + F ′2.

2′. (F1 + F2)′ = F ′1 ∩ F ′2.

De fato, como A1∩A2 ⊆ A1 e A1∩A2 ⊆ A2 então A′1 ⊆ (A1∩A2)′ e A′2 ⊆ (A1∩

A2)′, e segue que A′1 +A′2 ⊆ (A1 ∩A2)′. Simetricamente, obtemos que (F1 + F2)′ ⊆
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F ′1 ∩ F ′2. Destas contenções obtemos que A1 ∩ A2 = (A1 ∩ A2)′′ ⊆ (A′1 + A′2)′ ⊆

A′′1 ∩A′′2 = A1 ∩A2, ou seja, A1 ∩A2 = (A′1 +A′2)′. Assim, (A1 ∩A2)′ = A′1 +A′2. As

outras propriedades seguem de forma análoga. Sendo assim, que a correspondência

de�nida por A 7→ A′ é um anti-isomor�smo dos reticulados dos submódulos de An

e de En.

Dos resultados anteriores temos que se A é um anel comutativo, noetheriano,

completo e local então o módulo En é artiniano. Com efeito, como An é �nitamente

gerado sobre o anel noetheriano A então An é noetheriano, assim pelo corolário

anterior En é artiniano.

No corolário a seguir denotamos por Noether(A) e Artin(A) as categorias das

classes (dadas por isomor�smos e que denotamos por colchetes) dos A-módulos

noetherianos e dos A-módulos artinianos, respectivamente.

Corolário 3.1.4. Sejam (A,P ) um anel comutativo, noetheriano, completo e local

e E = E(A
P

). Então:

1. Um A-módulo M é noetheriano se e somente se M é a imagem de An, para

algum natural n.

2. Um A-módulo M é artiniano se e somente se M é um submódulo de En, para

algum natural n.

3. O funtor contravariante HomA(_, E) : Noether(A) → Artin(A) de�ne uma

correspondência biunívoca entre os objetos destas categorias.

Demonstração. 1. ⇒) Consideramos um conjunto �nito x1, ..., xn de geradores

de M sobre o anel A. De�namos o A-homomor�smo h : An → M sobre sua
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base canônica, assim h(ei) = xi. Evidentemente, h(An) = M .

⇐) Se M é a imagem de An, então M é �nitamente gerado sobre o anel

noetheriano A. Assim, pela Proposição 1.3.10, segue que M é noetheriano.

2. ⇒) SejaM um A-módulo artiniano. Então, pelo Teorema 2.2.5 e a Proposição

3.1.1, segue que E(M) = C1 ⊕ ... ⊕ Cn, onde cada Ci é um módulo injetivo

indecomponível. Seja 0 6= x ∈ M ∩ Ci, para qualquer i, i ≤ n. Consideramos

agora a cadeia de submódulos de M

Px ⊇ P 2x ⊇ P 3x ⊇ ...

Assim, pela artinianidade de M , existe j tal que P jx = P j+1x e segue que

P j − P j+1 ⊆ ann(x). Desta maneira, P j ⊆ ann(x) + P j+1. Da Proposição

1.2.6 temos P j ⊆ ann(x). Como P é o menor primo que contem P j, segue

que P é o menor primo que contem ann(x) e com isto, ann(x) é um ideal

P -primário. Pelo Teorema 2.2.4, Ci ∼= E( A
ann(x)

) ∼= E(A
P

) = E. Portanto,

E(M) ∼= En e temos que M é um submódulo de En.

⇐) É evidente pois todo submódulo de um módulo artiniano é artiniano.

3. Seja M um A-módulo noetheriano. Então pelo item 1, segue que M ∼= An

L
,

para algum inteiro n e um submódulo L de An. Assim, do item 1.a do Teorema

3.1.2 temos que [HomA(M,E)] = [HomA(A
n

L
, E)] = [L′]. Notamos que L′ é

um submódulo de En, e pelo item 2 deste teorema temos que, L′ é artiniano.

Sejam Am

L1
e An

L2
dois módulos noetherianos tais que HomA(A

m

L1
, E) ∼= L′1

∼=

L′2
∼= Hom(A

n

L2
, E) então pelo item 2.b do Teorema 3.1.2 temos Am

L1
= Am

L′′1
∼=

HomA(L′1, E) ∼= HomA(L′2, E) ∼= An

L′′2
∼= An

L2
. Portanto, a correspondência dada

por HomA(_, E) é injetora. Vejamos agora a sobrejeção. De fato, seja M um

A-módulo artiniano. Então, pelo item 2 deste teorema,M é um submódulo de
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En, para algum natural n. Consideramos então o A-módulo An

M ′
. Logo, pelos

itens 1.a e 2.c do Teorema 3.1.2 que [HomA(A
n

M ′
, E)] = [M ′′] = [M ].

Notamos que no item 3 do corolário anterior temos que [HomA(HomA(M,E), E)]

=[M ], isto é, HomA(HomA(M,E), E) ∼= M , para qualquer A-módulo noetheriano

ou artiniano. Ou seja, o item 3 faz referência à equivalência entre os objetos destas

categorias.

Para efeitos práticos, vamos explicitar o isomor�smo do parágrafo anterior. Seja

N = An

LN
um A-módulo noetheriano, onde LN é um submódulo de An. Desejamos

de�nir os seguintes isomor�smos:

An

LN

ϕN // Hom(L′N , E)
φN ·(_)// Hom(Hom(A

n

LN
, E), E)

Seja o isomor�smo φN : Hom(A
n

LN
, E) → L′N , de�nido da mesma forma como foi

feito na prova do item 1.a do Teorema 3.1.2. Assim, para cada h ∈ Hom(L′N , E)

de�nimos φN · (h) mediante o seguinte diagrama comutativo

Hom(A
n

LN
, E)

φN //

φN ·(h)
&&

L′N

h
��
E

ou seja, φN · (h) = h ◦ φN . O argumento anterior estabelece o isomor�smo

φN · (_) : Hom(L′N , E)→ Hom(Hom(A
n

LN
, E), E).

Por outro lado, temos que ϕ : An → Hom(En, E) é um isomor�smo, onde (ϕ(a))(x) =

a · x, com a ∈ An e x ∈ En. Desta forma, o isomor�smo, dado pelo item 2.b do

Teorema 3.1.2, ϕN : An

LN
→ Hom(L′N , E) está de�nido por ϕN(a+ LN) = ϕ(a)|L′N .

Teorema 3.1.5. As categorias Noether(A) e Artin(A)op são equivalentes.
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Demonstração. Exibiremos um isomor�smo natural τ do funtor identidade 1Noether(A)

ao funtor covariante Hom(Hom(_, E), E) : Noether(A) → Noether(A). Analo-

gamente, pode se mostrar que o funtor identidade 1Artin(A) e o funtor covariante

Hom(Hom(_, E), E) : Artin(A) → Artin(A) são isomorfos. Seja o objeto N = An

LN

em Noether(A). De�nimos a componente τN : An

LN
→ Hom(Hom(A

n

LN
, E), E), por

τN = φN · (_) ◦ ϕN , onde os homomor�smos φN · (_) e ϕN estão de�nidos como

na observação anterior a desse teorema. Portanto, temos que cada componente

τN : An

LN
→ Hom(Hom(A

n

LN
, E), E) é um isomor�smo. Seja f : An

LN
→ Am

LM
um homo-

mor�smo entre A-módulos noetherianos. Mostremos agora que o diagrama a seguir

comuta.

Hom(Hom(A
n

LN
, E), E)

f∗∗ // Hom(Hom(A
m

LM
, E), E)

An

LN

f //

τN

OO

Am

LM

τM

OO

onde f ∗∗ = Hom(Hom(f, E), E). Notamos que Hom(f, E) é um mor�smo en-

tre Hom(A
m

LM
, E) e Hom(A

n

LN
, E) na categoria Artin(A). Seja ā ∈ An

LN
, então ā =

a1e1 + ...+ anen = a1ē1 + ... + anēn. Além disso, τN(ā) = (φN · (_)ϕN)(ā) =

φN · (ϕN(ā)) = φN · (ϕ(a)|L′N ) = ϕ(a)|L′N ◦φN . Desta maneira, f ∗∗(τN(ā)) = τN(ā)f ∗

e para h ∈ Hom(A
m

LM
, E) temos as seguintes igualdades

(f ∗∗(τN(ā)))(h) = ((τN(ā))f ∗)(h)

= τN(ā)(f ∗(h))

= τN(ā)(hf)

= (ϕ(a)|L′N ◦ φN)(hf)

= ϕ(a)|L′N (φN(hf))
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= ϕ(a)|L′N (hf(ē1), ..., hf(ēn))

= a · (hf(ē1), ..., hf(ēn))

= (a1, ..., an) · (hf(ē1), ..., hf(ēn))

= a1hf(ē1) + ...+ anhf(ēn)

= hf(a1ē1 + ...+ anēn)

= h(f(ā))

Por outro lado, vejamos agora o resultado da composição de f e τM . Escrevendo

f(ā) = (x1, ..., xm), obtemos τM(f(ā)) = τM((x1, ..., xm)) = ϕ(x1, ..., xm)|L′M ◦ φM e

com isto, temos as seguintes igualdades:

(ϕ(x1, ..., xm)|L′M ◦ φM)(h) = ϕ(x1, ..., xm)|L′MφM(h)

= ϕ(x1, ..., xm)|L′M (h(ē1), ..., h(ēm))

= x1h(ē1) + ...+ xnh(ēm)

= h(x1ē1 + ...+ xmēm)

= h((x1, ..., xm))

= h(f(ā))

Do anterior, temos que f ∗∗τN = τMf , para qualquer mor�smo f ∈ Noether(A) e

portanto, τ : 1Noether(A) → Hom(Hom(_, E), E) é um isomor�smo natural.
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