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Matemática Aplicada do Instituto de Matemática da Universidade
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Linha de Pesquisa: Fenômenos de Transporte
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“There is grandeur in this view of life,

with its several powers, having been

originally breathed into a few forms

or into one; and that, whilst

this planet has gone cycling on

according to the fixed law of

gravity, from so simple a beginning

endless forms most beautiful and

most wonderful have been, and

are being, evolved.”

– Charles Darwin,
On the Origin of Species.
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5.1.1.3 Espalhamento Anisotrópico: Problema 1 . . . . . . . . . . . . . . . 54
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R e R†: respostas totais. N é o grau da regra de quadratura de
Gauss-Legendre utilizada para a variável angular. Os resultados
são escalados para 10−2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2 Respostas do detector R e R† calculadas através das Eqs. (5.2) e
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formemente geradas em torno das medidas computadas rm. . . 64

5.10 Reconstrução da fonte do problema teste. . . . . . . . . . . . . 66

5.11 Erro relativo para um milhão de perturbações de até 10% unifor-
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Eq. 5.43 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.13 Erro relativo para um milhão de perturbações de até 10% unifor-
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fl coeficiente do l-ésimo polinômio de Legendre na expansão do termo de

espalhamento

L grau de anisotropia do problema

g1,g2 fluxo incidente de part́ıculas na fronteira

ρs1,ρ
s
2 coeficiente de reflexão especular

ρsd,ρ
d
2 coeficiente de reflexão difusa

L operador de transporte

L† operador adjunto ao operador de transporte

xv





RESUMO

Neste trabalho, o problema adjunto de transporte de part́ıculas neutras

unidimensional é pela primeira vez resolvido pelo Método de Ordenadas Discre-

tas Anaĺıtico (ADO). A solução é derivada para problemas monoenergéticos em

meios heterogêneos, considerando geometria plana infinita, com simetria azimutal,

grau arbitrário de anisotropia e condições de contorno gerais. No caso especial de

espalhamento isotrópico, é obtida pelo Método ADO uma solução em termos de

autofunções expĺıcitas, bem como um problema de autovalores na forma de per-

turbação de matriz diagonal. A solução ADO é verificada através de comparações

com soluções presentes na literatura, mostrando exatidão superior. A solução é

também testada através da abordagem do problema fonte-detector, a qual permite

estabelecer uma análise comparativa dos resultados para a resposta de detectores

posicionados no interior do domı́nio. Adicionalmente, a formulação é aplicada em

um problema inverso de reconstrução de fontes isotrópicas de part́ıculas, baseado

na formulação fonte-detector, para problemas de transporte com geometria e mate-

riais conhecidos. Finalmente, como o problema inverso é mal posto, é abordada a

técnica de regularização de Tikhonov, uma modificação no processo de cálculo do

problema inverso original, que torna o método de inversão menos senśıvel a rúıdos

nas medições.
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ABSTRACT

In this study, the one-dimensional adjoint particle transport problem

is solved for the first time using the Analytical Discrete Ordinates Method (ADO).

Monoenergetic problems in heterogeneous slabs with azimuthal symmetry, arbitrary

degree of anisotropy and general boundary conditions are taken in consideration. In

the particular case of isotropic scattering, the ADO provides a solution in terms

of explicit eigenfunctions, as well as with an eigenvalue problem in the form of a

rank-1 update of a diagonal matrix. The ADO solution for the adjoint equation is

verified against solutions presented in the literature, showing to be more accurate.

The solution is also tested through source-detector problem approach, which allows

for a comparative analysis of the results to be established by computing the response

of the detectors inside the domain. In addition, the ADO solution to the adjoint

equation is applied in an inverse problem of isotropic source reconstruction, based

on the source-detector problem, in domains with known geometry and materials.

Finally, since the inverse problem is ill posed, the Tikhonov’s regularization tech-

nique, a modification in the process of computing the inverse problem solution is

applied in order to deal with noisy data.

xviii



1 INTRODUÇÃO

A equação de transporte é uma versão linear da equação originalmente

derivada por Ludwig Boltzmann para tratar fenômenos em dinâmica de gases rare-

feitos [17] e posteriormente aplicada em problemas de transferência radiativa [21, 47]

e transporte de part́ıculas neutras [14, 28, 41]. Essa equação é usada como modelo

matemático relevante em diversas linhas de pesquisa, como segurança e detecção de

transporte de materiais nucleares [44, 46], análises tomográficas [3, 4, 34, 37, 38, 39],

prospecção de petróleo [6, 7, 57], dosagem de tratamentos radioterápicos [53, 62],

entre outros.

Como dados de interesse para as aplicações citadas estão as estimativas

de fluxo de part́ıculas ou a intensidade de radiação, a composição dos materiais nos

quais o transporte ocorre, e a estimativa das fontes de part́ıcula ou radiação, questões

que oscilam entre problemas diretos e inversos. Estes últimos são conhecidos por

serem geralmente mal postos no sentido de pequenas variações nos dados de entrada

apresentarem grandes variações nos resultados [48, 50, 60].

A formulação adjunta da equação de transporte surge como uma fer-

ramenta matemática que auxilia na resolução de diversos dos problemas anterior-

mente citados. Na teoria de reatores nucleares, está constantemente relacionada

com problemas de criticalidade e segurança nuclear [14, 28, 55], e a sua solução é

frequentemente interpretada como a função importância da contribuição de cada

part́ıcula para um detector. Por outro lado, tem sido aplicada, muitas vezes, con-

juntamente com a própria equação de transporte em processos iterativos de mini-

mização [16, 29, 49], onde é utilizada no cálculo de gradientes, presentes em técnicas

de estimativa de parâmetros. Ainda é ferramenta importante em problemas inversos

como a detecção de materiais nucleares [46], a reconstrução de imagens nas áreas de

tomografia óptica [30, 31, 36] e tomografia de nêutrons [58], a obtenção de seções de
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choque de absorção e espalhamento [26, 27] e a reconstrução de fontes de radiação

[35, 61]. Do ponto de vista matemático, foram demonstradas por Choulli e Stefanov

[22] a existência e a unicidade do problema da identificação do núcleo de espalha-

mento e da seção de choque macroscópica total em problemas n-dimensionais, n ≥ 2,

via medições de fronteira. Ainda considerando medidas de fronteira, resultados de

estabilidade foram apresentados por Rolci et al. [54] em domı́nios convexos limita-

dos em dimensão dois e três. Para o problema estacionário, resultados de unicidade

foram também apresentados por Choulli e Stefanov em [23]. Em geometria plana

infinita com condições de contorno reflexivas e espalhamento isotrópico, a equação

adjunta de transporte foi resolvida pelo método da função espectral de Green por

Militão et al. [45] e pelo método anaĺıtico das ordenadas discretas por Pazinatto et

al. [51].

Neste trabalho, o método de Ordenadas Discretas Anaĺıtico (ADO, do

inglês Analytical Discrete Ordinates), desenvolvido por Barichello e Siewert [10, 12]

para a solução da equação de transporte, é aplicado para a equação adjunta de

transporte monoenergética em problemas multirregiões em geometria plana infinita,

com espalhamento anisotrópico e condições de contorno gerais, uma formulação

ainda não encontrada na literatura. Sendo uma modificação recente do método

de ordenadas discretas proposto por Chandrasekhar para a resolução de problemas

em transferência radiativa [21], o método ADO mantém a caracteŕıstica de possuir

soluções anaĺıticas com respeito à variável espacial e possui, entre suas principais

vantagens, o uso de problemas de autovalores de ordem reduzida para a determinação

das constantes de separação da hipótese de solução, em contraste com a obtenção

das ráızes de polinômios, como no método clássico de ordenadas discretas. Além

disso, o método ADO possibilita o uso de esquemas arbitrários de quadratura, fato

que tornou viável a sua utilização em problemas de transferência de gases rarefeitos

[56], bem como aplicações em microfluidos [52] e em modelos com polarização em

transferência radiativa [11]. Ademais, as modificações propostas pelo método ADO

permitiram aplicações em problemas multidimensionais por meio da utilização de

2



métodos nodais [59]. Outra contribuição da formulação ADO na solução de proble-

mas de transporte de part́ıculas está na forma conveniente da escrita das exponen-

ciais na solução, estas de maneira deslocada, de forma a evitar posśıveis problemas

numéricos de overflow [10, 15, 32].

A fim de testar a metodologia desenvolvida para a equação adjunta de

transporte e apresentar uma primeira aplicação, é desenvolvido o problema fonte-

detector [19, 35, 43], o qual oferece uma alternativa baseada na equação adjunta

de transporte para o cálculo da resposta obtida por detectores internos a fontes de

part́ıculas internas e de fronteira. Como vantagem desta formulação baseada na

equação adjunta está a dependência expĺıcita da resposta do detector, através de

um produto interno, nas fontes internas e de fronteira, o que evita a necessidade de

se obter novamente a solução da equação caso as fontes sejam alteradas. Esta abor-

dagem também representa ganhos em problemas inversos da teoria de transporte

[35] dependentes das respostas de detectores, os quais são frequentemente resolvidos

por métodos iterativos de minimização que dependem da reavaliação da equação de

transporte em cada passo de sua execução. Aqui, motivado pelo problema da re-

construção de fontes de part́ıculas, é apresentada uma estratégia para a reconstrução

de fontes internas isotrópicas baseada na aplicação fonte-detector para problemas

com geometria e materiais conhecidos, nos moldes apresentados por Hykes e Azmy

[35].

Dessa forma, no caṕıtulo 2, são apresentados os fundamentos da f́ısica

de nêutrons e a dedução da equação de transporte. A equação adjunta da equação de

transporte e a relação entre ambas são detalhadas no caṕıtulo 3. No caṕıtulo 4, são

obtidas a formulação ADO para a equação adjunta de transporte e as soluções parti-

culares. Nesse mesmo caṕıtulo, são relatadas algumas considerações sobre o sistema

de equações a ser determinado. Dedica-se o caṕıtulo 5 a apresentar duas aplicações

da equação adjunta de transporte: o problema fonte-detector e a reconstrução de

fontes isotrópicas. Resultados numéricos referentes a essas aplicações também são

3



abordados no caṕıtulo 5. Finalmente, os comentários finais e posśıveis extensões

para modelos mais gerais são apresentados no caṕıtulo 6.
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2 A EQUAÇÃO DE TRANSPORTE DE

PARTÍCULAS

Neste caṕıtulo, é derivada a equação de transporte de part́ıculas no

contexto do transporte de nêutrons. Inicialmente são abordadas as grandezas f́ısicas

do problema, as variáveis independentes e o conceito de seções de choque. Na

sequência, é deduzida a equação de transporte através de prinćıpios de conservação.

Por fim, são apresentadas simplificações do modelo.

2.1 Fundamentos da F́ısica do Transporte de Nêutrons

Uma série de hipóteses sobre a forma de interação entre part́ıculas,

núcleos e o meio material onde as part́ıculas viajam são necessárias para a derivação

da equação de transporte [43]: (a) as part́ıculas são consideradas pontuais; (b) des-

crevem uma trajetória retiĺınea entre colisões; (c) a interação entre as part́ıculas é

negligenciável; (d) as colisões são instantâneas, exceto para fissão; (e) as proprieda-

des do meio material são isotrópicas e independentes do tempo; (f) apenas o valor

esperado ou médio da densidade de part́ıculas é considerado. Entre as posśıveis for-

mas de interação nucleares, as colisões entre núcleos e/ou part́ıculas nucleares, e a

desintegração espontânea de núcleos são dois dos mais importantes tipos de reações

nucleares [28].

As colisões são caracterizadas pelo choque entre nêutrons e núcleos,

geralmente seguidas pela absorção ou pela emissão de energia e outras part́ıculas

nucleares [28]. A energia liberada (ou necessária) para a reação é dada pela relação

de equivalência de massa-energia de Einstein

E = mc2, (2.1)

5



onde m é a variação de massa das part́ıculas antes e depois da colisão e c é a veloci-

dade da luz no meio. Nessas reações, uma dada part́ıcula é geralmente considerada

como um projétil que atinge outra part́ıcula-alvo. Por exemplo, se um núcleo n1

é atingido por uma part́ıcula p1, da reação resultam um novo núcleo n2 e outras

part́ıculas expelidas p2, tem-se

n1 + p1 → p2 + n2 ≡ núcleo alvo + projétil → projétil expelido + núcleo final .

(2.2)

Nesta reação, (2.2), a energia resultante é dada por

E = [(mA +mb)− (mc +mD)]c2. (2.3)

Nos casos onde E > 0, a reação é dita exotérmica, isto é, com liberação

de energia. Se E < 0, a reação é do tipo endotérmica, ou seja, necessita de energia

para ocorrer. Dentre as colisões de interesse entre nêutrons e núcleos estão a fissão

nuclear, a captura radioativa e o espalhamento [14, 28].

A fissão nuclear é um processo no qual um núcleo pesado, como o 235U,

divide-se em dois núcleos menores, liberando energia e outras part́ıculas nucleares. A

taxa com a qual a fissão espontânea ocorre é muito lenta, e a fim de sobrepujar essa

lentidão e tornar esse processo viável para as aplicações, como em um reator nuclear,

a reação é induzida através de uma part́ıcula neutra, um nêutron, bombardeada em

um núcleo maior com a esperança de quebrá-lo [28]. A fissão nuclear é tipicamente

uma reação do tipo

nêutron + 235U→ produtos da fissão + nêutrons + energia , (2.4)

onde a maior parte dos nêutrons resultantes surge instantaneamente no local da

fissão, sem preferências de direção. Entretanto, existe uma pequena parcela de

nêutrons, cerca de 1% [28], que surge pelo decaimento de alguns subprodutos instáveis

da fissão, os chamados nêutrons atrasados (delayed neutrons), os quais são liberados

entre 0,1 e 60 segundos após a reação de fissão [14, 19, 28].

6



A captura radioativa, ou absorção, é uma reação exotérmica na qual um

nêutron incidente é absorvido pelo núcleo-alvo, deixando-o em um estado excitado.

O núcleo excitado, n, eventualmente decai para o seu modo inicial, frequentemente

emitindo raios γ , denotado (n,γ) [28, 41]. Como exemplo, o ouro quando irradiado

com nêutrons sofre uma reação do tipo

n+ 197Au→ 198Au + γ. (2.5)

Um outro tipo de colisão é o espalhamento, o qual pode ser elástico,

(n,n), ou inelástico, (n,n′). No espalhamento elástico, o nêutron atinge o núcleo

e é desviado sem alterar o estado do núcleo [41]. Quando ocorre espalhamento

inelástico, o núcleo é deixado em um estado excitado, o qual decai após a emissão

de raios γ [28, 41].

As reações nucleares de desintegração espontânea ocorrem geralmente

em núcleos instáveis e são muitas vezes acompanhadas pela emissão de energia e

part́ıculas subatômicas [28]. O processo de desintegração é o chamado decaimento

radioativo. Observações experimentais indicam que a probabilidade do núcleo decair

em um dado intervalo de tempo é constante, independente da idade ou ambiente no

qual o núcleo se encontra. Logo, o decaimento radioativo obedece a uma lei do tipo

dN

dt
(t) = −λN(t), (2.6)

onde N(t) é o número de núcleos originais restantes no instante de tempo t, e λ é

a constante de decaimento radioativo e é inerente ao núcleo [28]. É válido destacar

que o decaimento é frequentemente mais complexo que o apresentado pela Eq. (2.6),

podendo depender de termos-fonte ou de decaimentos em cadeia, en que um tipo de

núcleo decai em outro tipo [28], cada um com sua própria constante de decaimento,

originando um sistema acoplado de equações diferenciais ordinárias.

Entre os tipos mais comuns de decaimento encontrados na natureza

estão: o decaimento α, no qual o núcleo original emite um núcleo de hélio 4
2He; o
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decaimento β, o qual corresponde à conversão de um nêutron em um próton e na

posśıvel emissão de um neutrino e de um elétron; o decaimento γ, que é a transição

de um núcleo para um estado de menor excitação, acompanhado pela emissão de um

fóton. Em reatores nucleares, muitos núcleos instáveis não encontrados na natureza

são produzidos a partir da fissão nuclear, podendo apresentar decaimentos distintos

dos citados anteriormente, como é o caso do 87
36Kr que pode decair emitindo um

nêutron [28].

Existem outros processos que devem ser considerados em algumas si-

tuações, como as reações do tipo (n,α), (n,p), (n,2n) e (n,3n), nas quais o nêutron

absorvido provoca a emissão de part́ıculas α, prótons, 2 nêutrons e 3 nêutrons,

respectivamente [41].

2.2 Variáveis Independentes

O transporte tridimensional de part́ıculas neutras é caracterizado pelo

espaço de fase, este composto por sete variáveis independentes: a posição x =

(x1,x2,x3) da part́ıcula, sua velocidade v = (v1,v2,v3) e o instante de tempo t a ser

considerado [14, 19, 28]. É natural substituir as três variáveis da velocidade pela

energia cinética

E =
mv2

2
, (2.7)

onde v = |v|2 é a magnitude do vetor velocidade e m é a massa da part́ıcula, e pelas

variáveis em coordenadas esféricas que definem Ω = v/v = (Ω1,Ω2,Ω3),

Ω1 =
√

1− µ2 cosφ, Ω2 =
√

1− µ2 sinφ, Ω3 = µ, (2.8)

onde µ = cos θ, θ é o ângulo polar, 0 ≤ θ ≤ π, e φ, 0 ≤ φ < 2π, é o ângulo azimutal.

Do cálculo elementar [24], tem-se o elemento de integração na esfera

unitária dΩ = dµdφ. Como exemplo, se f é função de Ω, então∫
4π

f(Ω)dΩ =

∫ 2π

0

∫ 1

−1
f(µ,φ)dµdφ, (2.9)
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onde o 4π na região de integração significa que a integral está sendo calculada na

superf́ıcie da esfera unitária. Nota-se que a área da esfera unitária é dada quando

f(Ω) = 1, de onde decorre∫
4π

dΩ =

∫ 2π

0

∫ 1

−1
dµdφ = 4π, (2.10)

uma justificativa para a notação 4π na região de integração.

2.3 Seções de Choque

A seção de choque (macroscópica) total, σ(x,E) (em cm−1), é a proba-

bilidade de uma part́ıcula neutra colidir com um núcleo por unidade de distância

percorrida. São consideradas apenas a posição, x, e a energia cinética, E, pois em

poucas situações há dependência relevante da direção, Ω, e do tempo, t, [14]. A

seção de choque total é a soma da totalidade das seções de choque parciais, englo-

bando todos os tipos de colisões entre part́ıculas neutras e núcleos: espalhamento

elástico, σn, e inelástico, σn′ , captura radioativa, σγ, fissão, σf , etc.

Além das seções de choque, é preciso descrever a probabilidade de

nêutrons emergentes de uma colisão assumirem determinada direção ou energia [14].

Esta é a seção de choque diferencial (ou duplamente diferencial, por causa da direção

e energia) e é geralmente expressa como uma relação do tipo

σk(x,E
′)fk(x; Ω′,E ′ → Ω, E), (2.11)

onde σk é a seção de choque de uma reação do tipo k para part́ıculas neutras com

energia cinética E ′, e fk(x; Ω′,E ′ → Ω, E)dΩdE representa a probabilidade de emer-

girem nêutrons em dΩdE em torno de (Ω,E) caso um nêutron com direção Ω′ e

energia E ′ sofra uma colisão do tipo k. Cada função fk é devidamente normalizada

quando integrada em todas as direções Ω e energias E [14, 19, 28, 43]. Por fim, a

probabilidade total de, após haver colisão em (Ω′,E ′), emergirem nêutrons em dΩdE
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em torno de (Ω,E) é dada por f(x; Ω′,E ′ → Ω, E)dΩdE, definida de acordo com

σ(x,E ′)f(x; Ω′,E ′ → Ω,E) =
∑
k

σk(x,E
′)fk(x; Ω′,E ′ → Ω, E). (2.12)

2.4 A Equação do Transporte de Nêutrons

Nesta seção, é deduzida a equação de transporte de nêutrons, considerando-

se meio não multiplicativo. Seja N(x,Ω,E,t) a densidade de nêutrons no espaço de

fase. Então, o número provável de nêutrons no instante de tempo t em um elemento

de volume dV com energia dE em torno de E e direção dΩ em torno de Ω é dado

por

N(x,Ω,E,t)dV dΩdE. (2.13)

É posśıvel supor que todos os nêutrons que sofrerem colisões em um

intervalo de tempo ∆t deixam dV dΩdE, enquanto os nêutrons que não sofrerem

colisão permanecem em dV dΩdE [14]. A distância percorrida por um dado nêutron

à primeira ordem no tempo é v∆t. Logo, no instante t+ ∆t, o número de part́ıculas

em dV dΩdE é dado por

N(x + Ωv∆t,Ω,E,t+ ∆t)dV dΩdE = não colidiram

+ vieram de fora de dV dΩdE + fontes .
(2.14)

A probabilidade de o nêutron sofrer colisão é dada por σ(x,E)v∆t.

Logo, o número de part́ıculas remanescentes em dV dΩdE é

não colidiram = N(x,Ω,E,t)(1− σ(x,E)v∆t)dV dΩdE. (2.15)

Outros nêutrons podem entrar em dV dΩdE através de colisões

vieram de fora de dV dΩdE =[∫ ∞
0

∫
4π

σ(x,E ′)f(x,Ω′,E ′ → Ω,E)v′N(x,Ω′,E ′,t)dΩ′dE ′
]
dV dΩdE∆t,

(2.16)
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ou através de fontes internas de part́ıculas em dV dΩdE

S(x,Ω,E,t)dV dΩdE∆t. (2.17)

Assim, ao eliminar dV dΩdE, é obtida

N(x + Ωv∆t,Ω,E,t+ ∆t) =

N(x,Ω,E,t)(1− σ(x,E)v∆t)

+

∫ ∞
0

∫
4π

σ(x,E ′)f(x,Ω′,E ′ → Ω,E)v′N(x,Ω′,E ′,t)dΩ′dE ′∆t

+ S(x,Ω,E,t)∆t.

(2.18)

Ambos os lados da equação são divididos por ∆t e é tomado o limite

∆t→ 0,

dN

dt
+ σvN(x,Ω,E,t) =

∫ ∞
0

∫
4π

σ′fv′N(x,Ω′,E ′,t)dΩ′dE ′ + S(x,Ω,E,t), (2.19)

onde σ′ = σ(x,E ′) e f = f(x,Ω′,E ′ → Ω,E), e dN/dt é a derivada material de N .

Do cálculo vetorial, [24],

dN

dt
(x,Ω,E,t) =

∂N

∂t
(x,Ω,E,t) + vΩ · ∇N(x,Ω,E,t), (2.20)

de onde decorre que

∂N

∂t
(x,Ω,E,t) + vΩ · ∇N(x,Ω,E,t) + σvN(x,Ω,E,t)

=

∫ ∞
0

∫
4π

σ′fv′N(x,Ω′,E ′,t)dΩ′dE ′ + S(x,Ω,E,t),
(2.21)

Alternativamente, a equação pode ser escrita em termos do fluxo angu-

lar de nêutrons, este definido por

ψ(x,Ω,E,t) = vN(x,Ω,E,t), (2.22)

o que resulta em

1

v

∂

∂t
ψ(x,Ω,E,t) + Ω · ∇ψ(x,Ω,E,t) + σψ(x,Ω,E,t)

=

∫ ∞
0

∫
4π

σ′fψ(x,Ω′,E ′,t)dΩ′dE ′ + S(x,Ω,E,t).
(2.23)
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Nos problemas considerados no presente trabalho, o interesse está cen-

trado no caso estacionário, no qual não há dependência no tempo. Logo, a equação

de transporte assume a forma

Ω · ∇ψ(x,Ω,E) + σψ(x,Ω,E)

=

∫ ∞
0

∫
4π

σ′fψ(x,Ω′,E ′)dΩ′dE ′ + S(x,Ω,E).
(2.24)

Se todas as seções de choque forem independentes da energia ou, equi-

valentemente, todos as part́ıculas neutras tiverem a mesma energia, então a equação

de transporte pode ser escrita como em [14, 19, 43]

Ω · ∇ψ(x,Ω) + σψ(x,Ω) =

∫
4π

σ′fψ(x,Ω′)dΩ′ + S(x,Ω,E). (2.25)

Quanto à geometria do problema, somente são considerados problemas

em geometria plana infinita (slab-geometry), com simetria azimutal, onde a equação

de transporte assume a forma [14, 19]

µ
∂

∂z
ψ(z,µ) + σ(z)ψ(z,µ) = 2π

∫ 1

−1
σ(z)f(z,µ′ → µ)ψ(z,µ′)dµ′ + S(z,µ), (2.26)

para z ∈ [z0,zR], onde µ = cos θ, com θ o ângulo polar relativo à normal do eixo z.

Por fim, em problemas determińısticos, o termo de espalhamento é fre-

quentemente expresso como uma expansão truncada em polinômios de Legendre da

forma [14, 19]

σ(z)f(z,µ′ → µ) =
1

4π

L∑
l=0

fl(z)Pl(µ
′)Pl(µ), (2.27)

onde Pl(µ) é o l-ésimo polinômio de Legendre [1] e L, a ordem da expansão, é o grau

de anisotropia do espalhamento. A equação de transporte assume a forma

µ
∂

∂z
ψ(z,µ) + σ(z)ψ(z,µ) =

1

2

L∑
l=0

fl(z)Pl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ(z,µ′)dµ′ + S(z,µ), (2.28)

onde as informações sobre o modelo de espalhamento são descritas pelos pesos da

expansão em polinômios de Legendre fl(z), l = 1, . . . ,L. No caso especial onde
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L = 0, o espalhamento é dito isotrópico, isto é, sem preferência de direções, e f0(z)

é simplesmente a seção de choque de espalhamento.

A equação de transporte é frequentemente resolvida em regiões com-

postas por mais de um material e, na interface entre esses materiais, as funções

σ(z) e fl(z) são provavelmente descont́ınuas [14]. Entretanto, o número de nêutrons

não pode ser alterado por simplesmente cruzar a interface entre dois materiais com

diferentes propriedades. Desta forma, é imposta a continuidade do fluxo angular

através de uma condição de salto nas interfaces entre diferentes materiais.

Uma maneira genérica de expressar as condições de contorno para a

grandeza angular em transporte de part́ıculas, como na Eq. (2.28), é através da

imposição de restrições nas direções incidentes da fronteira. Neste trabalho, são

consideradas

ψ(z0,µ) = g1(µ) + ρs1ψ(z0,− µ) + 2ρd1

∫ 1

0

µ′ψ(z0,− µ′)dµ′ (2.29)

e

ψ(zR,− µ) = g2(µ) + ρs2ψ(zR,µ) + 2ρd2

∫ 1

0

µ′ψ(zR,µ
′)dµ′ (2.30)

para µ ∈ (0,1], onde g1 e g2 são conhecidas e representam o fluxo angular incidente

nas fronteiras, ρs1 e ρs2 são os coeficientes de reflexão especular, e ρd1 e ρd2 são os

coeficientes de reflexão difusa. Para nêutrons, em geral é considerada apenas a

reflexão especular com ρs1 = ρs2 = 1 [28], entretanto, para efeitos de obtenção de uma

formulação mais geral, é considerada aqui a forma completa dada pelas Eqs. (2.29)

e (2.30).

É destacado que neste trabalho, as seções de choque e os coeficientes

de espalhamento são considerados constantes em um mesmo material. No próximo

caṕıtulo, será derivada a equação adjunta de transporte com base na Eq. (2.28)

e serão discutidas as condições de contorno a serem utilizadas nas aplicações da

equação adjunta.
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3 O OPERADOR ADJUNTO DE

TRANSPORTE

Neste caṕıtulo, é deduzida a equação adjunta de transporte a partir da

equação de transporte, Eq. (2.28), derivada no caṕıtulo 2. A relação entre estas

duas equações será de grande importância para as aplicações do caṕıtulo 5.

3.1 O operador adjunto de transporte

A equação de transporte monoenergética em geometria plana infinita

com espalhamento anisotrópico e simetria azimutal, deduzida no caṕıtulo 2 e discu-

tida em maior profundidade em [14, 19, 28, 41], pode ser escrita como

Lψ = S, (3.1)

onde ψ é o fluxo angular de nêutrons, S = S(z,µ) é um termo fonte e L é o operador

de transporte definido por

Lψ(z,µ) ≡ µ
∂

∂z
ψ(z,µ) + σ(z)ψ(z,µ)− 1

2

L∑
l=0

fl(z)Pl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ(z,µ′)dµ′, (3.2)

onde z ∈ (z0,zR), µ ∈ [−1,1], σ é seção de choque macroscópica total, L é o grau

de anisotropia, Pl é o l-ésimo polinômio de Legendre, e fl, l = 0, . . . ,L, são os

coeficientes da expansão do termo de espalhamento em polinômios de Legendre.

Dado um operador linear L e um par de funções ψ e ψ†, integráveis

e suficientemente suaves para que as operações façam sentido, com condições de

contorno apropriadas, o operador adjunto de L é definido como o operador L† tal

que

〈Lψ,ψ†〉 = 〈ψ,L†ψ†〉, (3.3)

onde 〈·,·〉 é o produto interno definido no espaço de fase por

〈f,g〉 =

∫ zR

z0

∫ 1

−1
f(z,µ)g(z,µ)dµdz. (3.4)
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A Eq. (3.3) apresenta uma heuŕıstica para a obtenção do operador ad-

junto: tome Lψ e multiplique por ψ†; integre em z ∈ (z0,zR) e µ ∈ (−1,1) de

maneira a obter 〈Lψ,ψ†〉; faça as operações necessárias, no caso integração por par-

tes e mudanças na ordem de integração, de maneira a obter 〈ψ,L†ψ†〉, onde ψ está

livre; L†ψ† define o operador adjunto de L.

Como o operador de transporte L, definido na Eq. (3.2), é linear, o

mesmo será reescrito para facilitar a notação como

L = L1 + L2 − L3, (3.5)

onde L1 é tal que

L1ψ(z,µ) = µ
∂

∂z
ψ(z,µ), (3.6)

L2 é definido por

L2ψ(z,µ) = σψ(z,µ), (3.7)

e, por fim, L3 é da forma

L3ψ(z,µ) =
1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ(z,µ′)dµ′. (3.8)

A ideia é obter os operadores adjuntos de L1, L2 e L3, de maneira

a formular o operador adjunto de L através da bilinearidade do produto interno

definido na Eq. (3.4).

Para a obtenção de L†1, são realizadas trocas na ordem de integração e

integração por partes [25]

〈L1ψ,ψ
†〉 ≡

∫ zR

z0

∫ 1

−1

[
µ
∂

∂z
ψ(z,µ)

]
ψ†(z,µ)dµdz

=

∫ 1

−1

∫ zR

z0

∂

∂z
ψ(z,µ)

[
µψ†(z,µ)

]
dzdµ

=

∫ 1

−1

[
µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

−
∫ zR

z0

ψ(z,µ)

[
µ
∂

∂z
ψ†(z,µ)

]
dz

]
dµ

=

∫ 1

−1
µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ+

∫ zR

z0

∫ 1

−1
ψ(z,µ)

[
−µ ∂

∂z
ψ†(z,µ)

]
dµdz

≡ P [ψ,ψ†] + 〈ψ,L†1ψ†〉

(3.9)
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onde P [ψ,ψ†] é tal que

P [ψ,ψ†] ≡
∫ 1

−1
µ
[
ψ(zR,µ)ψ†(zR,µ)− ψ(z0,µ)ψ†(z0,µ)

]
dµ. (3.10)

e depende de informações das condições de contorno de ψ e ψ†. Esse termo será

discutido na seção 3.2. Desta forma, o operador adjunto de L1, Eq. (3.6), é definido

por

L†1ψ†(z,µ) ≡ −µ ∂
∂z
ψ†(z,µ). (3.11)

O operador L†2 é idêntico ao operador L2, e para se verificar isto basta

alterar a ordem do produto dentro da integral

〈L2ψ,ψ
†〉 ≡

∫ zR

z0

∫ 1

−1
[σψ(z,µ)]ψ†(z,µ)dµdz

=

∫ zR

z0

∫ 1

−1
ψ(z,µ)[σψ†(z,µ)]dµdz

≡ 〈ψ,L†2ψ†〉.

(3.12)

Logo, o operador adjunto de L2, Eq. (3.7), é dado por

L†2ψ†(z,µ) ≡ σψ†(z,µ) ≡ L2ψ
†(z,µ). (3.13)
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Finalmente, para que o operador L†3 seja obtido, é aplicada a troca na

ordem de integração de maneira a escrever

〈L3ψ,ψ
†〉 ≡

∫ zR

z0

∫ 1

−1

[
1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ(z,µ′)dµ′
]
ψ†(z,µ)dµdz

=
1

2

L∑
l=0

fl

∫ zR

z0

∫ 1

−1

∫ 1

−1
Pl(µ)

[
Pl(µ

′)ψ(z,µ′)

]
ψ†(z,µ)dµ′dµdz

=
1

2

L∑
l=0

fl

∫ zR

z0

∫ 1

−1

∫ 1

−1
ψ(z,µ′)Pl(µ

′)

[
Pl(µ)ψ†(z,µ)

]
dµ′dµdz

=
1

2

L∑
l=0

fl

∫ zR

z0

∫ 1

−1

∫ 1

−1
ψ(z,µ′)Pl(µ

′)

[
Pl(µ)ψ†(z,µ)

]
dµdµ′dz

=

∫ zR

z0

∫ 1

−1
ψ(z,µ′)

[
1

2

L∑
l=0

flPl(µ
′)

∫ 1

−1
Pl(µ)ψ†(z,µ)dµ

]
dµ′dz

=

∫ zR

z0

∫ 1

−1
ψ(z,µ)

[
1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ†(z,µ′)dµ′
]
dµdz

≡ 〈ψ,L†3ψ†〉,

(3.14)

onde as variáveis mudas µ e µ′ têm seus rótulos alternados na última igualdade. O

operador L†3 adjunto de L3, Eq. (3.8), é definido como

L†3ψ†(z,µ) ≡ 1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ†(z,µ′)dµ′. (3.15)

Vale destacar que L3 = L†3 e essa é relação válida apenas para o caso

monoenergético [19]. Por fim, pela bilinearidade do produto interno definido na

Eq. (3.4), é obtido

〈Lψ,ψ†〉 = 〈(L1 + L2 − L3)ψ,ψ
†〉 = 〈L1ψ + L2ψ − L3ψ,ψ

†〉

= 〈L1ψ,ψ
†〉+ 〈L2ψ,ψ

†〉 − 〈L3ψ,ψ
†〉

= P [ψ,ψ†] + 〈ψ,L†1ψ†〉+ 〈ψ,L†2ψ†〉 − 〈ψ,L†3ψ†〉

= P [ψ,ψ†] + 〈ψ,L†1ψ† + L†2ψ† − L†3ψ†〉

= P [ψ,ψ†] + 〈ψ,(L†1 + L†2 − L†3)ψ†〉

= P [ψ,ψ†] + 〈ψ,L†ψ†〉,

(3.16)
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definindo o operador L† por

L†ψ†(z,µ) ≡ −µ ∂
∂z
ψ†(z,µ) + σψ†(z,µ)− 1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ†(z,µ′)dµ′, (3.17)

onde ψ† é chamado de fluxo angular adjunto. Destaca-se que a relação estabelecida

na Eq. (3.16) difere daquela buscada na Eq. (3.3), uma vez que o termo P [ψ,ψ†],

definido na Eq. (3.10) não é necessariamente nulo.

3.2 Condições de Contorno para a Equação Adjunta de

Transporte

O termo P [ψ,ψ†], definido na Eq. (3.10) da seção 3.1, depende apenas

de informações do contorno de ψ e ψ†. Inicialmente, P [ψ,ψ†] é escrito como

P [ψ,ψ†] =

∫ 1

−1
µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ

=

∫ 1

0

µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ+

∫ 0

−1
µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣z0
z=0

dµ

=

∫ 1

0

µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ−
∫ 1

0

µψ(z,− µ)ψ†(z,− µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ.

(3.18)

Através das condições de contorno definidas nas Eqs. (2.29) e (2.30), a

primeira parcela da soma na Eq. (3.18) pode ser reescrita como∫ 1

0

µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ

=

∫ 1

0

µ[ψ(zR,µ)ψ†(zR,µ)− ψ(z0,µ)ψ†(z0,µ)]dµ

=

∫ 1

0

µψ(zR,µ)ψ†(zR,µ)dµ

−
∫ 1

0

µg1(µ)ψ†(z0,µ)dµ

− ρs1
∫ 1

0

µψ(z0,− µ)ψ†(z0,µ)dµ

− 2ρd1

∫ 1

0

µ

[∫ 1

−1
µ′ψ(z0,− µ′)dµ′

]
ψ†(z0,µ)dµ,

(3.19)
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enquanto a segunda parcela na soma na Eq. (3.18) é reescrita como

−
∫ 1

0

µψ(z,− µ)ψ†(z,− µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ

=

∫ 1

0

µ[ψ(z0,− µ)ψ†(z0,− µ)− ψ(zR,− µ)ψ†(zR,− µ)]dµ

=

∫ 1

0

µψ(z0,− µ)ψ†(z0,− µ)dµ

−
∫ 1

0

µg2(µ)ψ†(zR,− µ)dµ

− ρs2
∫ 1

0

µψ(zR,µ)ψ†(zR,− µ)dµ

− 2ρd2

∫ 1

0

µ

[∫ 1

−1
µ′ψ(zR,µ

′)dµ′
]
ψ†(zR,− µ)dµ.

(3.20)

Antecedendo as aplicações a serem vistas no caṕıtulo 5, uma escolha

adequada para as condições de contorno de ψ† é fundamental para a simplificação

das Eqs. (3.19) e (3.20). Para tal fim, suponha que ψ† obedeça

ψ†(z0,− µ) = ρs1ψ
†(z0,µ) + 2ρd1

∫ 1

0

µ′ψ†(z0,µ
′)dµ′,

ψ†(zR,µ) = ρs2ψ
†(zR,− µ) + 2ρd2

∫ 1

0

µ′ψ†(zR,− µ′)dµ′,
(3.21)

onde µ ∈ (0,1] e as constantes ρsi ,ρ
d
i , com i = 1,2, são as mesmas das condições de

contorno do problema de transporte definidas nas Eqs. (2.29) e (2.30). Desta forma,

a Eq. (3.19) é reescrita como∫ 1

0

µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ

= ρs2

∫ 1

0

µψ(zR,µ)ψ†(zR,− µ)dµ

+ 2ρd2

∫ 1

0

µψ(zR,µ)

[∫ 1

−1
µ′ψ†(zR,− µ′)dµ′

]
dµ

−
∫ 1

0

µg1(µ)ψ†(z0,µ)dµ

− ρs1
∫ 1

0

µψ(z0,− µ)ψ†(z0,µ)dµ

− 2ρd1

∫ 1

0

µ

[∫ 1

−1
µ′ψ(z0,− µ′)dµ′

]
ψ†(z0,µ)dµ,

(3.22)
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e a Eq. (3.20) como

−
∫ 1

0

µψ(z,− µ)ψ†(z,− µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ

= ρs1

∫ 1

0

µψ(z0,− µ)ψ†(z0,µ)dµ

+ 2ρd1

∫ 1

0

µ

[∫ 1

−1
µ′ψ†(z0,µ

′)dµ′
]
ψ(z0,− µ)dµ

−
∫ 1

0

µg2(µ)ψ†(zR,− µ)dµ

− ρs2
∫ 1

0

µψ(zR,µ)ψ†(zR,− µ)dµ

− 2ρd2

∫ 1

0

µ

[∫ 1

−1
µ′ψ(zR,µ

′)dµ′
]
ψ†(zR,− µ)dµ.

(3.23)

Alterando a ordem das integrais nas Eqs. (3.22) e (3.23), alternando os

rótulos das variáveis µ e µ′ e substituindo na Eq. (3.18), é obtida uma nova expressão

para a Eq. (3.10)

P [ψ,ψ†] ≡
∫ 1

−1
µψ(z,µ)ψ†(z,µ)

∣∣∣∣zR
z=z0

dµ =

−
∫ 1

0

µ[g1(µ)ψ†(z0,µ) + g2(µ)ψ†(zR,− µ)]dµ ≡ P [g1,g2,ψ
†].

(3.24)

Salienta-se que as condições de contorno para a equação adjunta defi-

nidas na Eq. (3.21) não possuem sentido f́ısico, sendo artif́ıcios matemáticos.

3.3 A Equação Adjunta de Transporte

Por fim, a equação adjunta de transporte é dada por

−µ ∂
∂z
ψ†(z,µ)+σ(z)ψ†(z,µ) =

1

2

L∑
l=0

fl(z)Pl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ†(z,µ′)dµ′+S†(z,µ), (3.25)

com termo fonte onde S† = S†(z,µ), onde z ∈ (z0,zR), µ ∈ [−1,1], σ é a seção

de choque macroscópica total, L é o grau de anisotropia, Pl é o l-ésimo polinômio
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de Legende, e fl, com l = 0, . . . ,L, são os coeficientes da expansão do termo de

espalhamento em polinômios de Legendre. As condições contorno são as definidas

na Eq. (3.21)

ψ†(z0,− µ) = ρs1ψ
†(z0,µ) + ρd1

∫ 1

0

µ′ψ†(z0,µ
′)dµ′,

ψ†(zR,µ) = ρs2ψ
†(zR,− µ) + ρd2

∫ 1

0

µ′ψ†(zR,− µ′)dµ′,

com ρsi e rhodi , i = 1,2, os coeficientes de reflexão especular e difusa, respectivamente.

Ademais, o fluxo angular, ψ, e o fluxo angular adjunto, ψ†, obedecem a relação

〈Lψ,ψ†〉 = P [g1,g2,ψ
†] + 〈ψ,L†ψ†〉,

com

P [g1,g2,ψ
†] =

∫ 1

0

µ[g1(µ)ψ†(z0,µ) + g2(µ)ψ†(zR,− µ)]dµ,

relação fundamental para as aplicações que serão apresentadas no caṕıtulo 5.

No próximo caṕıtulo será derivado um método numérico para a ob-

tenção de soluções da equação adjunta de transporte, Eq. (3.25), através do forma-

lismo do método Anaĺıtico das Ordenadas Discretas (ADO) [8, 12]. Serão considera-

dos problemas multirregiões e termos-fonte gerais através da formulação em funções

de Green em meio infinito, nos moldes de [9, 20].
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4 FORMULAÇÃO ADO PARA A EQUAÇÃO

ADJUNTA DE TRANSPORTE

O método Anaĺıtico das Ordenadas Discretas (ADO) foi originalmente

proposto por Barichello e Siewert [10, 12] para a resolução de problemas de trans-

porte unidimensionais. Neste caṕıtulo, a formulação ADO será desenvolvida para a

equação adjunta de transporte.

4.1 Formulação ADO em meio homogêneo

Considera-se a equação adjunta de transporte definida pela Eq. (3.25)

com condições de contorno dadas pela Eq. (3.21). Neste trabalho, a seção de choque

macroscópica total, σ, é constante, bem como os coeficientes fl da expansão em

polinômios de Legendre do termo de espalhamento. Como o problema é linear,

serão inicialmente consideradas apenas soluções para a equação homogênea, isto é,

com S† = 0.

O formalismo clássico proposto pelo método das ordenadas discretas

visa aproximar o termo integral da Eq. (3.25) por uma regra de quadratura no in-

tervalo [−1,1] e gerar um sistema de equações ordinárias discretizando a variável

angular nas direções propostas pela regra de quadratura. O sistema obtido é final-

mente resolvido, por exemplo, por algum método numérico, como diferenças finitas

[14]. Diferentemente, no método ADO, o primeiro passo é reescrever o termo integral

da Eq. (3.25) de maneira a ser obtida

−µ ∂
∂z
ψ†(z,µ) + σψ†(z,µ)

=
1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

0

Pl(µ
′)
[
ψ†(z,µ′) + (−1)lψ†(z,− µ′)

]
dµ′,

(4.1)

onde é utilizada a identidade Pl(−µ) = (−1)lPl(µ) dos polinômios de Legendre [1].
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Seja (wk,µk), k = 1, . . . ,N , pesos e nós de uma regra de quadratura

arbitrária definida no intervalo [0,1]. Como exemplo, Gauss-Legendre [18] mapeado

do intervalo [−1,1] para o intervalo [0,1]. O termo integral da Eq. (4.1) é aproximado

pela regra de quadratura

−µ ∂
∂z
ψ†(z,µ) + σψ†(z,µ)

=
1

2

L∑
l=0

flPl(µ)
N∑
k=1

wkPl(µk)
[
ψ†(z,µk) + (−1)lψ†(z,− µk)

]
,

(4.2)

e a equação é avaliada nas direções µ = ±µi, i = 1, . . . ,N , dando origem a um

sistema de 2N equações diferenciais ordinárias

−µi
d

dz
ψ†(z,µi) + σψ†(z,µi)

=
1

2

L∑
l=0

flPl(µi)
N∑
k=1

wkPl(µk)
[
ψ†(z,µk) + (−1)lψ†(z,− µk)

]
,

(4.3)

e

µi
d

dz
ψ†(z,− µi) + σψ†(z,− µi)

=
1

2

L∑
l=0

flPl(µi)
N∑
k=1

wkPl(µk)
[
(−1)lψ†(z,µk) + ψ†(z,− µk)

]
,

(4.4)

para i = 1, . . . ,N .

Supõe-se soluções exponenciais da forma

ψ†(z,µi) = φν(µi)e
−z/ν , (4.5)

e

ψ†(z,− µi) = φν(−µi)e−z/ν , (4.6)

para i = 1, . . . N , com ν constante arbitrária. Ao substituir as Eqs. (4.5) e (4.6) nas

Eqs. (4.3) e (4.4), respectivamente, é obtido o sistema de 2N equações diferenciais

ordinárias

−µi
d

dz

[
φν(µi)e

−z/ν]+ σφν(µi)e
−z/ν

=
1

2

L∑
l=0

flPl(µi)
N∑
k=1

wkPl(µk)
[
φν(µk) + (−1)lφν(−µk)

]
e−z/ν ,

(4.7)
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e

µi
d

dz

[
φν(−µi)e−z/ν

]
+σφν(−µi)e−z/ν

=
1

2

L∑
l=0

flPl(µi)
N∑
k=1

wkPl(µk)
[
(−1)lφν(µk) + φν(−µk)

]
e−z/ν ,

(4.8)

para i = 1, . . . ,N . O sistema é simplificado resolvendo a derivada em z e dividindo

ambos os lados da equação por e−z/ν > 0, resultando no sistema de 2N equações

algébricas(
σ +

µi
ν

)
φν(µi) =

1

2

L∑
l=0

flPl(µi)
N∑
k=1

wkPl(µk)
[
φν(µk) + (−1)lφν(−µk)

]
, (4.9)

e (
σ − µi

ν

)
φν(−µi) =

1

2

L∑
l=0

flPl(µi)
N∑
k=1

wkPl(µk)
[
φν(−µk) + (−1)lφν(µk)

]
, (4.10)

para i = 1, . . . ,N

O objetivo é determinar um conjunto de constantes de separação ν

a fim de escrever a solução da equação adjunta como uma combinação linear de

autofunções φν(µi), i = 1, . . . ,N . Para isso, será deduzido a seguir um problema de

autovalores com base nas Eqs. (4.9) e (4.10). São introduzidos os vetores do RN

Φν
+ =

[
φν(µ1) · · · φν(µN)

]T
, (4.11)

Φν
− =

[
φν(−µ1) · · · φν(−µN)

]T
, (4.12)

e

Πl =
[
Pl(µ1) · · · Pl(µN)

]T
, (4.13)

onde xT denota a operação de transposição de um vetor x ∈ RN , e as matrizes do

RN×N

M = diag(µ1, . . . ,µN), (4.14)

e

W = diag(w1, . . . ,wN). (4.15)
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A partir das Eqs. (4.11)-(4.15), o sistema de equações algébricas definido

pelas Eqs. (4.9) e (4.10) pode ser reescrito de maneira vetorial como(
σI +

1

ν
M
)

Φν
+ =

1

2

L∑
l=0

flΠlΠ
T
l W

[
Φν

+ + (−1)lΦν
−
]
, (4.16)

e (
σI − 1

ν
M
)

Φν
− =

1

2

L∑
l=0

flΠlΠ
T
l W

[
Φν
− + (−1)lΦν

+

]
, (4.17)

onde I denota a matriz identidade do RN×N . São definidos os vetores do RN da

soma, Uν , e da diferença, V ν , dos vetores definidos nas Eqs. (4.11) e (4.12) por

Uν = Φν
+ + Φν

−, (4.18)

e

V ν = Φν
+ − Φν

−, (4.19)

de maneira a obter, quando somadas as Eqs. (4.16) e (4.17),(
σI − 1

2

L∑
l=0

flΠlΠ
T
l W

[
1 + (−1)l

])
Uν = −1

ν
MV ν , (4.20)

e, quando subtráıdas,(
σI − 1

2

L∑
l=0

flΠlΠ
T
l W

[
1− (−1)l

])
V ν = −1

ν
MUν . (4.21)

Definindo as matrizes A e B do RN×N

A =

(
σI − 1

2

L∑
l=0

flΠlΠ
T
l W

[
1 + (−1)l

])
M−1, (4.22)

e

B =

(
σI − 1

2

L∑
l=0

flΠlΠ
T
l W

[
1− (−1)l

])
M−1, (4.23)

e, a partir das Eqs. (4.20) e (4.21), são obtidos os problemas de autovalores

AX ν = −1

ν
Zν , (4.24)
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e

BZν = −1

ν
X ν , (4.25)

onde os vetores X ν e Zν do RN são definidos por

X ν =MUν , (4.26)

e

Zν =MV ν . (4.27)

Através das Eq. (4.24) e (4.25) é posśıvel obter um problema de auto-

valores de ordem N para X ν :

−1

ν
X ν = BZν = B(−νAX ν) = −ν(BA)X ν , (4.28)

ou

(BA)X ν =
1

ν2
X ν . (4.29)

Ao somar X ν na Eq. (4.24), é obtida

(I − νA)X ν = X ν − νAX ν = X ν + Zν = 2MΦν
+, (4.30)

ou

Φν
+ =

1

2
M−1(I − νA)X ν . (4.31)

De maneira semelhante, ao subtrair X ν na Eq. (4.24), é obtida

Φν
− =

1

2
M−1(I + νA)X ν . (4.32)

Nota-se que as Eqs. (4.31) e (4.32) obedecem a uma relação do tipo

Φ−ν+ =
1

2
M−1(I − (−ν)A)X ν =

1

2
M−1(I + νA)X ν = Φν

−, (4.33)

uma vez que ν e −ν satisfazem a Eq. (4.29). A Eq. (4.33) será conveniente para que

a forma final da solução ADO para a equação adjunta de transporte seja escrita.
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Por fim, supondo-se que o problema de autovalores da Eq. (4.29) tenha

sido resolvido e que tenham sido obtidos N autovalores 1/ν21 , . . . ,1/ν
2
N . Então são

obtidas ±ν1, . . . , ± νN , 2N constantes de separação, associadas as 2N autofunções

Φν1
+ , . . . ,Φ

νN
+ e Φν1

− , . . . ,Φ
νN
− . Desta maneira, a solução ADO da equação adjunta de

transporte, Eq. (3.25), com termo fonte nulo é dada por

Ψ†+(z) =
N∑
j=1

[
AjΦ

νj
+ e
−z/νj +BjΦ

νj
− e

(z0−z)/νj], (4.34)

e

Ψ†−(z) =
N∑
j=1

[
AjΦ

νj
− e
−z/νj +BjΦ

νj
+ e
−(z0−z)/νj], (4.35)

onde os vetores Ψ†+ e Ψ†− do RN são definidos de acordo com

Ψ†+(z) =
[
ψ†(z,µ1) · · · ψ†(z,µn)

]T
, (4.36)

e

Ψ†−(z) =
[
ψ†(z,− µ1) · · · ψ†(z,− µn)

]T
. (4.37)

Destaca-se que a fim de eliminar o risco overflow na avaliação numérica

das exponenciais nas Eqs. (4.34) e (4.35), as mesmas são escritas de maneira des-

locada [10]. As constantes Aj,Bj, j = 1, . . . ,N das Eqs. (4.34) e (4.35) são obtidas

através das condições de contorno dadas pela Eq. (3.21). A forma final do sistema

será discutida na seção 4.4.

4.2 Soluções Particulares

Dada a linearidade da equação adjunta de transporte, Eq. (3.25), sem-

pre que a mesma for não homogênea, isto é, S† 6= 0, a solução da equação será

dada pela solução da versão homogênea da equação de transporte, definida pelas

Eqs. (4.34) e (4.35), acrescida de uma solução particular. Em outras palavras,

supondo-se que ψP seja tal que

L†ψP = S†, (4.38)
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com condições de contorno apropriadas. Então, definidos

ΨP
+(z) =

[
ψP (z,µ1) · · · ψP (z,µn)

]T
, (4.39)

e

ΨP
−(z) =

[
ψP (z,− µ1) · · · ψP (z,− µn)

]T
, (4.40)

vetores do RN , a solução ADO da equação de transporte não homogênea é dada

pelas equações

Ψ†+(z) =
N∑
j=1

[
AjΦ

νj
+ e
−z/νj +BjΦ

νj
− e

(z0−z)/νj]+ ΨP
+(z), (4.41)

e

Ψ†−(z) =
N∑
j=1

[
AjΦ

νj
− e
−z/νj +BjΦ

νj
+ e
−(z0−z)/νj]+ ΨP

−(z), (4.42)

onde, como na seção 4.1, as constantes Aj,Bj, j = 1, . . . ,N são determinadas a

partir das condições de contorno da equação de transporte.

4.2.1 Fontes Constantes

Para o caso especial onde S† é constante, existe uma solução particular

simples dada por

ψp =
S†

σ[1− f0/σ]
. (4.43)

A fim de verificar a Eq. (4.43), basta supor uma solução ψp constante

da Eq. (3.25). Desta forma, decorre por substituição direta

σψp =
1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψpdµ′ + S†

= ψp
1

2

L∑
l=0

flPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)dµ′ + S† = f0ψ
p + S†,

(4.44)

pois, pelas propriedades de ortogonalidade dos polinômios de Legendre [1],∫ 1

−1
Pl(µ

′)dµ′ =

∫ 1

−1
P0(µ

′)Pl(µ
′)dµ′ = 2δ0,l. (4.45)
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O resultado é obtido ao isolar ψ†p na Eq. (4.44). Fica evidente pela

Eq. (4.43) a exigência

f0 6= σ, (4.46)

não sendo válida a solução para os casos nos quais a igualdade é verificada. Para

esses casos, existe uma outra abordagem baseada nas funções de Green em meio

infinito, a ser discutida a seguir.

4.2.2 Solução Particular via Função de Green

Para termos-fonte não constantes, a solução particular proposta pela

Eq. (4.43) não é válida, sendo necessária uma abordagem mais geral para a obtenção

de uma solução particular. A solução particular através da função de Green em

meio infinito para aproximações via método de ordenadas discretas foi proposta

por Barichello et al. [9] e também é válida para a equação adjunta de transporte,

conforme será demonstrado.

4.2.2.1 Relação de ortogonalidade

Antes da determinação da solução particular por meio da função de

Green em meio infinito, será necessária a construção de uma relação de ortogonali-

dade para as autofunções no intervalo [−1,1]. Por simplicidade, considera-se (ŵk,µ̂k),

k = 1, . . . N̂ , pesos e nós de uma regra de quadratura arbitrária do intervalo [−1,1].

Tome, por exemplo, N̂ = 2N e nós

µ̂1 = µ1, · · · , µ̂N̂/2 = µN , µ̂N̂/2+1 = −µ1, · · · , µ̂N̂ = −µN , (4.47)

com pesos

ŵ1 = w1, · · · , ŵN̂/2 = wN , ŵN̂/2+1 = w1, · · · , ŵN̂ = wN , (4.48)

onde (wk,µk), k = 1, . . . ,N são os pesos e nós da regra de quadratura anteriormente

definida na seção 4.1. De maneira semelhante como na seção 4.1, é obtido um
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sistema de equações para as autofunções(
σ +

µ̂i
ν

)
φν(µ̂i) =

L∑
l=0

flPl(µ̂i)
N̂∑
n=1

ŵnPl(µ̂n)φν(µ̂n), (4.49)

para i = 1, . . . N̂ . Supondo-se que tenham sido obtidas constantes de separação

νj, para j = 1, . . . ,N̂ , com νj 6= νk para j 6= k. A Eq. (4.49) é multiplicada por

ŵiφ
νk(µi) e somada em i de maneira a obter-se

N̂∑
i=1

ŵiφ
νk(µi)

(
σ +

µ̂i
νj

)
φνj(µ̂i)

=
L∑
l=0

fl

N̂∑
i=1

ŵiPl(µ̂i)φ
νk(µi)

N̂∑
n=1

ŵnPl(µ̂n)φνj(µ̂n),

(4.50)

a qual fora avaliada em ν = νj. De forma análoga, a Eq. (4.49) é avaliada em ν = νk,

multiplicada por ŵiφ
νj(µi) e somada em i, de forma a ser obtida

N̂∑
i=1

ŵiφ
νj(µi)

(
σ +

µ̂i
νk

)
φνk(µ̂i)

=
L∑
l=0

fl

N̂∑
i=1

ŵiPl(µ̂i)φ
νj(µi)

N̂∑
n=1

ŵnPl(µ̂n)φνk(µ̂n).

(4.51)

Ao subtrair a Eq. (4.51) da Eq. (4.50), é obtida

N̂∑
i=1

wiµ̂i

(
1

νj
− 1

νk

)
φνj(µ̂i)φ

νk(µ̂i) = 0, (4.52)

ou, (
νk − νj

) N̂∑
i=1

wiµ̂iφ
νj(µ̂i)φ

νk(µ̂i) = 0. (4.53)

Como, por hipótese, as constantes de separação não são idênticas,

obtém-se a relação de ortogonalidade

N̂∑
i=1

wiµ̂iφ
νj(µ̂i)φ

νk(µ̂i) = 0 (4.54)

para j 6= k.
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4.2.2.2 Função de Green

A função de Green é definida como a solução da equação

−µ̂i
d

dz
G(z,µ̂i; τ,µ̂α) + σG(z,µ̂i; τ,µ̂α)

=
L∑
l=0

flPl(µ̂i)
N̂∑
k=1

ŵkPl(µ̂k)G(z,µ̂i; τ,µ̂α) + δ(z − τ)δi,α,

(4.55)

onde G(z,µ̂i; τ,µ̂α) é o fluxo angular em (z,µ̂i) de part́ıculas vindas de τ ∈ (0,z0) da

direção µ̂α, α = 1, . . . ,N̂ , δ(z − τ) é a função Delta de Dirac e δi,α é a função Delta

de Kronecker.

Supondo-se que para algum J , com 1 ≤ J ≤ N̂ , ν1, . . . ,νJ sejam as

constantes de separação positivas e −νJ+1, . . . , − νN̂ as negativas, então a solução

da Eq. (4.55) pode ser definida por partes, como em [9],

G(z,µ̂i; τ,µ̂α) =
J∑
j=1

Aj,αφ
νj(µ̂i)e

−(z−τ)/νj (4.56)

para z > τ e limitada quando z →∞, e

G(z,µ̂i; τ,µ̂α) = −
N̂∑

j=J+1

Bj,αφ
−νj(µ̂i)e

−(τ−z)/νj (4.57)

para z < τ e limitada quando z → −∞. Pela definição, as Eq. (4.56) e (4.57)

possuem um salto quando z → τ e µ̂i = µ̂α. Para lidar com o salto é imposta a

condição

µ̂i lim
ε→0

[
G(τ + ε,µ̂i; τ,µ̂α)−G(τ − ε,µ̂i; τ,µ̂α)

]
= δi,α, (4.58)

para i = 1, . . . ,N̂ , obtida ao integrar a Eq. (4.55) em z ∈ (τ − ε,τ + ε). Para deter-

minar as constantes (Aj,α,Bj,α), as Eq. (4.56) e (4.57) são substitúıdas na Eq. (4.58)

para que seja obtida

µ̂i

J∑
j=1

Aj,αφ
νj(µ̂i) + µ̂i

N̂∑
j=J+1

Bj,αφ
−νj(µ̂i) = δi,α. (4.59)
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Considerando as constantes

N νβ =
N̂∑
i=1

ŵiµ̂i
[
φνβ(µ̂i)

]2
(4.60)

para β = 1, . . . ,J e

N−νβ =
N̂∑
i=1

ŵiµ̂i
[
φ−νβ(µ̂i)

]2
(4.61)

para β = J + 1, . . . ,N̂ . A Eq. (4.59) é multiplicada por ŵiφ
νβ(µ̂i), com β = 1, . . . ,J ,

e somada em i = 1, . . . ,N̂ , para obter-se, após alterar a ordem dos somatórios,

J∑
j=1

Aj,α

N̂∑
i=1

ŵiµ̂iφ
νj(µ̂i)φ

νβ(µ̂i)

+
N̂∑

j=J+1

Bj,α

N̂∑
i=1

ŵiµ̂iφ
−νj(µ̂i)φ

νβ(µ̂i) =
N̂∑
i=1

ŵiφ
νβ(µ̂i)δi,α,

(4.62)

para α = 1, . . . ,N̂ . Pela definição da Delta de Kronecker, o lado direito da Eq. (4.62)

se torna

J∑
j=1

Aj,α

N̂∑
i=1

ŵiµ̂iφ
νj(µ̂i)φ

νβ(µ̂i)

+
N̂∑

j=J+1

Bj,α

N̂∑
i=1

ŵiµ̂iφ
−νj(µ̂i)φ

νβ(µ̂i) = ŵαφ
νβ(µ̂α).

(4.63)

A relação de ortogonalidade da Eq. (4.54) se aplica no lado esquerdo

da Eq. (4.63), de forma a ser obtida a equação

Aβ,α

N̂∑
i=1

ŵiµ̂i
[
φνβ(µ̂i)

]2
= ŵαφ

νβ(µ̂α), (4.64)

ou, considerando a Eq. (4.60),

Aβ,α =
ŵαφ

νβ(µ̂α)

N νβ
. (4.65)

Analogamente, ao multiplicar a Eq. (4.59) por ŵiφ
−νβ(µ̂i), com β =

J + 1, . . . ,N̂ , e somar em i = 1, . . . ,N̂ , é obtida, pela relação de ortogonalidade da

Eq. (4.54),

Bβ,α =
ŵαφ

−νβ(µ̂α)

N−νβ
, (4.66)
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com N−νβ definido na Eq. (4.61).

4.2.2.3 Solução Particular

A solução particular para a equação de transporte é finalmente escrita

em termos da função de Green como

ψP (z,µ̂i) =

∫ zR

z0

N̂∑
α=1

G(z,µ̂i; τ,µ̂α)S†(τ,µ̂α)dτ, (4.67)

ou, utilizando as Eqs. (4.56) e (4.57),

ψP (z,µ̂i) =
J∑
j=1

Aj(z)φνj(µ̂i) +
N̂∑

j=J+1

Bj(z)φ−νj(µ̂i), (4.68)

com

Aj(z) =

∫ z

z0

( N̂∑
α=1

Aj,αS
†(τ,µ̂α)

)
e−(z−τ)/νjdτ, (4.69)

e

Bj(z) = −
∫ zR

z

( N̂∑
α=1

Bj,αS
†(τ,µ̂α)

)
e−(τ−z)/νjdτ. (4.70)

No contexto da formulação ADO desenvolvida para a equação adjunta

de transporte, a regra de quadratura é de acordo com o exemplo dado pelas Eqs. (4.47)

e (4.48). Desta forma, a solução particular de Green para a equação adjunta de

transporte, Eq. (4.38), pode ser escrita como

ΨP
+(z) =

N∑
j=1

[
Aj(z)Φ

νj
+ + Bj(z)Φ

νj
−

]
(4.71)

e

ΨP
−(z) =

N∑
j=1

[
Aj(z)Φ

νj
− + Bj(z)Φ

νj
+

]
, (4.72)

onde as constantes Aj,Bj, para j = 1, . . . ,N , são definidas por

Aj(z) =
1

N νj

N∑
α=1

wα

∫ z

z0

(
S(τ,µα)φνj(µα)

+ S(τ,− µα)φνj(−µα)
)
e−(z−τ)/νjdτ

(4.73)
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e

Bj(z) =
1

Nνj

N∑
α=1

wα

∫ zR

z

(
S(τ,− µα)φνj(−µα)

+ S(τ,− µα)φνj(µα)
)
e−(τ−z)/νjdτ,

(4.74)

com

N νj =
N∑
i=1

wiµi
[
φνj(µi)

2 − φνj(µi)2
]
. (4.75)

Como foram utilizadas apenas fontes isotrópicas neste trabalho, as

Eqs. (4.71) e (4.72) podem ser simplificadas. Se S† depende apenas da coordenada

espacial, então as Eqs. (4.73) e (4.74) podem ser reescritas como

Aj(z) = Cνj
∫ z

z0

S(τ)e−(z−τ)/νjdτ (4.76)

e

Bj(z) = Cνj
∫ zR

z

S(τ)e−(τ−z)/νjdτ, (4.77)

onde

Cνj =

∑N
α=1wα [φνj(µα) + φνj(−µα)]∑N
i=1wiµi

[
φνj(µi)2 − φνj(µi)2

] . (4.78)

4.3 Formulação ADO em Problemas Multirregiões

Conforme discutido nos caṕıtulos 2 e 3, se a região de interesse do

problema for composta por mais de um material, com diferentes propriedades f́ısicas,

é exigida continuidade do fluxo angular adjunto na interface entre estes materiais.

Supondo-se que o problema de transporte da placa seja caracterizado por R regiões,

[z0,zR] =
⋃R
r=1[zr−1,zr], estas compostas por distintos materiais, com seção de choque

macroscópica total σ = σr e coeficientes da expansão em polinômios de Legendre do

termo de espalhamento fl = fr,l, para z ∈ [zr−1,zr], conforme a Figura 4.1.
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σr, fr,0, . . . , fr,L constantes

b b bbbb

z0 z1 zr−1 zr zR−1 zR

Região 1 Região r Região R

ψ†(zR, µ)ψ†(z0,−µ)

Figura 4.1: Exemplo de placa em meio heterogêneo.

A equação adjunta de transporte em cada região é dada por

−µ ∂
∂z
ψ†r(z,µ) + σrψ

†
r(z,µ) =

1

2

L∑
l=0

fr,lPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ†r(z,µ
′)dµ′ + S†r(z,µ), (4.79)

para r = 1, . . . ,R, z ∈ [zr−1,zr], onde ψ†r e S†r são, respectivamente, as restrições do

fluxo angular adjunto e do termo fonte em [zr−1,zr]. Além disso, as condições de

contorno são definidas apenas na primeira e na última região através de

ψ†1(z0,− µ) = ρs1ψ
†
1(z0,µ) + 2ρd1

∫ 1

0

µ′ψ†1(z0,µ
′)dµ′,

ψ†R(zR,µ) = ρs2ψ
†
R(zR,− µ) + 2ρd2

∫ 1

0

µ′ψ†R(zR,− µ′)dµ′,
(4.80)

para µ ∈ (0,1], e a continuidade do fluxo angular adjunto entre regiões é imposta

através de

ψ†r(zr,µ) = ψ†r+1(zr,µ), (4.81)

para µ ∈ [−1,1] e r = 1, . . . ,R− 1.

A formulação ADO desenvolvida na seção 4.1 é aplicada em cada uma

das R regiões e a solução ADO obtida para a equação adjunta de transporte,

Eq. (4.79), é dada por

Ψ†r,+(z) =
N∑
j=1

[
Ar,jΦ

νr,j
+ e−(z−zr−1)/νr,j +Br,jΦ

νr,j
− e−(zr−z)/νr,j

]
+ ΨP

r,+(z), (4.82)

e

Ψ†r,−(z) =
N∑
j=1

[
Ar,jΦ

νr,j
− e−(z−zr−1)/νr,j +Br,jΦ

νr,j
+ e−(zr−z)/νr,j

]
+ ΨP

r,−(z), (4.83)
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para r = 1, . . . ,R e z ∈ [zr−1,zr], onde νr,j são as constantes de separação obtidas

através do método ADO para cada uma das regiões, Φ
νr,j
+ e Φ

νr,j
− são as respectivas

autofunções e ΨP
r,+ e ΨP

r,− os vetores das soluções particulares. Assim como no

problema com uma única região, as exponenciais nas Eqs. (4.82) e (4.83) são escritas

de maneira transladada, a fim de evitar overflow. As 2RN constantes Ar,j e Br,j

são determinadas através das condições de contorno e continuidade definidas pelas

Eqs. (4.80) e (4.81).

4.4 Determinação da Solução ADO

Nesta seção será discutida a obtenção do sistema de equação que de-

termina a solução ADO da equação adjunta de transporte, Eq. (3.25). Serão con-

siderados apenas problemas multirregiões, uma vez que o problema com uma única

região é um caso particular. Para uma placa com R regiões, suponha-se que tenha

sido utilizado o método ADO com quadratura de ordem N em cada uma das regiões

para o tratamento da variável angular. Uma vez obtidas N autofunções, Φ
νr,j
+ e Φ

νr,j
− ,

linearmente independentes, associadas a constantes de separação νr,j, estas obtidas

através da resolução da Eq. (4.29), pode ser determinado um sistema de equações

lineares através das Eqs. (4.80) e (4.81) para a obtenção das constantes Ar,j e Br,j

das Eqs. (4.82) e (4.83).

As condições de contorno da Eq. (4.80) podem ser calculadas nas direções

µ = µi e os termos integrais nelas podem ser aproximados pela regra de quadratura,

obtendo-se

ψ†1(z0,− µi) = ρs1ψ
†
1(z0,µi) + 2ρd1

N∑
k=1

wkµkψ
†
1(z0,µk),

ψ†R(zR,µi) = ρs2ψ
†
R(zR,− µi) + 2ρd2

N∑
k=1

wkµkψ
†
R(zR,− µk),

(4.84)
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para i = 1, . . . ,N . Considerando os vetores do RN

w =
[
w1 · · · wN

]T
, (4.85)

dos pesos da regra de quadratura, e

1 =
[
1 · · · 1

]T
, (4.86)

através das definições das Eqs. (4.14), (4.36) e (4.37), a Eq. (4.84) pode ser reescrita

como

Ψ†1,−(z0) = ρs1Ψ
†
1,+(z0) + 2ρd1w

TMΨ†1,+(z0)1, (4.87)

e

Ψ†R,+(zR) = ρs2Ψ
†
R,−(zR) + 2ρd2w

TMΨ†R,−(zR)1. (4.88)

Por fim, ao substitúırem-se as Eqs. (4.82) e (4.83) nas Eqs. (4.87)

e (4.88), são obtidas

N∑
j=1

[
Φ
ν1,j
− − ρs1Φ

ν1,j
+ − 2ρd1

(
wTMΦ

ν1,j
+

)
1

]
A1,j

+
N∑
j=1

[
Φ
ν1,j
+ − ρs1Φ

νR,j
− − 2ρd1

(
wTMΦ

ν1,j
−
)
1

]
e−z1/ν1,jB1,j

= ρs1Ψ
P
1,+(z0) + 2ρd1

(
wTMΨP

1,+(z0)
)
−ΨP

1,−(z0),

(4.89)

e
N∑
j=1

[
Φ
νR,j
+ − ρs2Φ

νR,j
− − 2ρd2

(
wTMΦ

νR,j
−
)
1

]
e−zR−1/νR,jAR,j

+
N∑
j=1

[
Φ
νR,j
− − ρs2Φ

νR,j
+ − 2ρd2

(
wTMΦ

νR,j
+

)
1

]
BR,j

= ρs2Ψ
P
R,−(zR) + 2ρd2

(
wTMΨP

R,−(zR)
)
−ΨP

R,+(zR).

(4.90)

Apenas 2N equações foram obtidas das condições de contorno. As

2N(R − 1) equações que faltam serão obtidas das condições de continuidade das

interfaces entre as regiões. Inicialmente, para r = 1, . . . ,R − 1, a Eq. (4.81) é

calculada nas direções µ = ±µi, para que sejam obtidas

ψ†r(zr,µi) = ψ†r+1(zr,µi), (4.91)
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e

ψ†r(zr,− µi) = ψ†r+1(zr,− µi), (4.92)

para i = 1, . . . ,N . Ao serem utilizadas as definições das Eqs. (4.36) e (4.37), as

Eqs. (4.91) e (4.92) são reescritas vetorialmente como

Ψ†r,+(zr) = Ψ†r+1,+(zr), (4.93)

e

Ψ†r,−(zr) = Ψ†r+1,−(zr), (4.94)

para r = 1, . . . ,R− 1. Através das soluções estabelecidas pelas Eqs. (4.82) e (4.83),

as Eqs. (4.93) e (4.94) assumem a forma

N∑
j=1

[
Ar,jΦ

νr,j
+ e−(zr−zr−1)/νr,j +Br,jΦ

νr,j
−

]

−
N∑
j=1

[
Ar+1,jΦ

νr+1,j

+ +Br+1,jΦ
νr+1,j

− e−(zr+1−zr)/νr,j
]

= ΨP
r+1,+(zr)−ΨP

r,+(zr),

(4.95)

e
N∑
j=1

[
Ar,jΦ

νr,j
− e−(zr−zr−1)/νr,j +Br,jΦ

νr,j
+

]

−
N∑
j=1

[
Ar+1,jΦ

νr+1,j

− +Br+1,jΦ
νr+1,j

+ e−(zr+1−zr)/νr,j
]

= ΨP
r+1,−(zr)−ΨP

r,−(zr),

(4.96)

para r = 1, . . . ,R− 1. O sistema linear estabelecido através das Eqs. (4.89), (4.90),

(4.95) e (4.96) é de ordem 2RN e é dado por

Ax = b, (4.97)

38



onde a matriz A do sistema pode ser escrita em blocos conforme

A =



B1
F

B1
A B2

B

B2
A B3

B

. . . . . .

BR−1A BRB
BRF


(4.98)

onde os blocos nos extremos do sistema representam as condições de contorno em

z = z0 e z = zR e os blocos intermediários representam as condições de continuidade

nas interfaces das sub-regiões r e r + 1, para r = 1, . . . ,R− 1. O bloco da condição

de contorno em z = z0 é dado por

B1
F =

[
F1 F2

]
, (4.99)

com

F1 j
= Φ

νj
1,− − ρs1Φ

νj
1,+ − 2ρd1w

TMΦ
νj
1,+1, (4.100)

e

F2 j
=
(
Φ
νj
1,+ − ρs1Φ

νj
1,− − 2ρd1w

TMΦ
νj
1,−1

)
e
−z1
ν1,j , (4.101)

para j = 1, . . . ,N . Os blocos intermediários, das condições de continuidade, são

dados por

BrA =

 C1 j
C2

C3 C4

 , (4.102)

e

BrB =

 C4 C3
C2 C1

 , (4.103)

com C2 = Φ
νj
r,−, C4 = Φ

νj
r,+,

C1 j
= Φ

νr,j
r,+e

−(zr−zr−1)

νr,j , (4.104)

e

C3 j
= Φ

νj
r,−e

−(zr−zr−1)

νr,j . (4.105)
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Os blocos das condições de contorno em z = zR são

BRF =
[
F3 F4

]
, (4.106)

com

F3 j
=
(
Φ
νj
R,+ − ρs2Φ

νj
R,− − 2ρd2w

TMΦ
νj
R,−1

)
e
−zR−1
νR,j , (4.107)

e

F4 j
= Φ

νj
R,− − ρs2Φ

νj
R,+ − 2ρd2w

TMΦ
νj
R,+1. (4.108)

Para finalizar, o vetor independente b do Sistema 4.97 é dado por

b =



ρs1Ψ
P
1,+(z0) + 2ρd1

(
wTMΨP

1,+(z0)
)
−ΨP

1,−(z0)
...

ΨP
r+1,+(zr)−ΨP

r,+(zr)

ΨP
r+1,−(zr)−ΨP

r,−(zr)
...

ρs2Ψ
P
R,−(zR) + 2ρd2

(
wTMΨP

R,−(zR)
)
−ΨP

R,+(zR)


. (4.109)

Os passos para a execução do método ADO para a obtenção da solução

da equação adjunta de transporte podem ser resumidos em:

1. Obter de uma regra de quadratura para o semi-intervalo [0,1].

2. Para cada meio material:

(a) Calcular as constantes de separação e autovetores através da Eq. (4.29).

(b) Calcular as autofunções através das Eqs. (4.31) e (4.32)

(c) Caso o termo-fonte seja não nulo no meio material, calcular a

solução particular através da Eq. (4.43) se a fonte for constante,

ou por meio das Eqs. (4.71) e (4.72), para fontes não constantes.

3. Resolver o sistema da Eq. (4.97), o qual depende das condições de

contorno em z = z0 e z = zR e das condições de continuidade nas

interfaces entre meios materiais distintos.
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4.5 Caso particular: transporte isotrópico de part́ıculas

No caso em que a probabilidade de espalhamento das part́ıculas é a

mesma em todas as direções, dito espalhamento isotrópico, a formulação ADO pode

ser particularizada, resultando em autofunções expĺıcitas e em problema simplificado

de autovalores. A derivação segue o que foi feito por Pazinatto et al. [51]. Considera-

se a equação isotrópica escrita na forma

−µ ∂
∂z
ψ†(z,µ) + σψ†(z,µ) =

c

2

∫ 1

−1
ψ(z,µ′)dµ′, (4.110)

sujeita a condições de contorno como as da Eq. (3.21). A formulação ADO para a

Eq. (4.110) tem a vantagem de oferecer, sob certas condições, uma forma fechada

para as autofunções. O tratamento aqui apresentado será feito apenas para pro-

blemas com uma única região, entretanto é extenśıvel para problemas multirregiões

da mesma forma como é feito na seção 4.3. Conforme apresentado na seção 4.1, o

termo integral da Eq. (4.110) é reescrito de maneira a ser obtida

−µ ∂
∂z
ψ†(z,µ) + σψ†(z,µ) =

c

2

∫ 1

0

[
ψ(z,µ′) + ψ†(z,− µ′)

]
dµ′. (4.111)

Na sequência, dados (wk,µk), k = 1, . . . ,N , pesos e nós de uma regra

de quadratura arbitrária no intervalo [0,1], o termo integral na Eq. (4.111) pode ser

aproximado pela regra de quadratura e a variável angular µ pode ser avaliada nas

direções µ = µi, de forma a serem obtidas as equações

−µi
d

dz
ψ†(z,µi) + σψ†(z,µi) =

c

2

N∑
k=1

wk
[
ψ†(z,µk) + ψ†(z,− µk)

]
, (4.112)

e

µi
d

dz
ψ†(z,− µi) + σψ†(z,− µi) =

c

2

N∑
k=1

wk
[
ψ†(z,µk) + ψ†(z,− µk)

]
, (4.113)

para i = 1, . . . ,N . Uma vez discretizadas as direções e a regra de quadratura, serão

buscadas soluções exponenciais da forma

ψ†(z,µi) = φν(µi)e
−z/ν , (4.114)

41



e

ψ†(z,− µi) = φν(−µi)e−z/ν , (4.115)

para i = 1, . . . ,N , onde ν é uma constante de separação arbitrária. Ao serem

substitúıdas as Eqs. (4.114) e (4.115) na Eqs. (4.112) e (4.113), são obtidas, após

algumas manipulações algébricas, as equações

(
σ +

µi
ν

)
φν(µi) =

c

2

N∑
k=1

wk[φ
ν(µk) + φν(−µk)], (4.116)

e (
σ − µi

ν

)
φν(−µi) =

c

2

N∑
k=1

wk[φ
ν(µk) + φν(−µk)], (4.117)

para i = 1, . . . , N . Conforme feito na seção 4.1, são introduzidos os vetores coluna

do RN

Φν
+ = [φν(µ1) · · · φν(µN)]T , (4.118)

e

Φν
− = [φν(−µ1) · · · φν(−µN)]T , (4.119)

e as matrizes do RN×N

M = diag(µ1, . . . ,µN), (4.120)

e

W = (W)i,j =
c

2
wj, (4.121)

de maneira a reescrever as Eqs. (4.116) e (4.117) como

1

ν
MΦν

+ = (W − σI) Φν
+ +WΦν

−, (4.122)

e

−1

ν
MΦν

− = (W − σI) Φν
− +WΦν

+, (4.123)

onde I é a matriz identidade do RN×N . Como anteriormente, são definidos os vetores

do RN

Uν = Φν
+ + Φν

− (4.124)
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e

V ν = Φν
+ − Φν

−, (4.125)

de forma a obter-se, quando subtráıda a Eq. (4.123) da Eq. (4.122),

1

ν
MUν = −σV ν , (4.126)

e, quando somadas,
1

ν
MV ν = (2W − σI)Uν . (4.127)

Finalmente, a Eq. (4.126) pode ser utilizada para eliminar V ν da Eq. (4.127),

resultando no problema de autovalores

1

(σν)2
MUν =

(
D − 2

σ
M−1WM−1

)
MUν , (4.128)

onde D é o vetor do RN definido por

D = diag(µ−21 , . . . ,µ−2N ). (4.129)

A Eq. (4.128) já pode ser utilizada para a obtenção de autovalores ν,

entretanto pode ser simplificada. Definido o vetor do RN

T = diag(
√
w1, . . . ,

√
wN), (4.130)

então a multiplicação da Eq. (4.128) por T resulta em(
D − c

σ
zzT
)
X ν = λX ν , (4.131)

onde X ν e z são vetores do RN definidos por

X = TMUν (4.132)

e

z =
[
(1/µ1)w

1/2
1 · · · (1/µN)w

1/2
1

]T
, (4.133)

e os autovalores λ são tais que

λ =
1

(σν)2
. (4.134)
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Destaca-se que a Eq. (4.131) é uma atualização de posto unitário da

matriz diagonal D. Tal estrutura é explorada para o desenvolvimento de um algo-

ritmo eficiente, conhecido como divide and conquer, para a obtenção de autovalores

[33]. Neste contexto, o problema se apresenta em uma forma considerada mais

simples que um problema de autovalores definido por uma matriz tridiagonal, uma

vez que é usual em algoritmos de cálculo de autovalores de matrizes tridiagonais

a transformação da matriz na forma dada pela Eq. (4.131) antes da avaliação dos

autovalores.

Para a obtenção das autofunções, suponha que um conjunto de 2N

constantes de separação ±νj, j = 1, . . . ,N , tenha sido obtido através da Eq. (4.131).

Impondo nas Eqs. (4.112) e (4.113) as condições de normalização

N∑
k=1

wk [φνi(µk) + φνi(−µk)] = 1, (4.135)

para i = 1, . . . ,N , a solução ADO da Eq. (4.110) pode ser definida de acordo com

ψ(z,µi) =
N∑
j=1

[
Ajφ

νj(µi)e
−zνj +Bjφ

νj(−µi)e−(z−z0)/νj
]
, (4.136)

e

ψ(z,− µi) =
N∑
j=1

[
Ajφ

νj(−µi)e−zνj +Bjφ
νj(µi)e

−(z−z0)/νj
]
, (4.137)

onde

φνj(µ) =
c

2

(
νj

νjσ + µ

)
(4.138)

e z ∈ [0,z0]. Destaca-se que a forma da solução nas Eqs. (4.136) e (4.137) é escolhida

para evitar o risco de overflow quando os termos exponenciais são numericamente

avaliados.
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5 APLICAÇÕES

Diversas aplicações práticas em transporte de part́ıculas exigem a esti-

mativa do fluxo de radiação gerado por fontes ou a estimativa das próprias fontes,

conforme discutido previamente no caṕıtulo 1. A estimativa de fluxo de part́ıculas

resulta da solução de um problema direto e a determinação das fontes de part́ıculas

é um problema inverso de reconstrução de fonte. A equação adjunta de transporte,

Eq. (3.25), representa uma poderosa ferramenta matemática que auxilia na resolução

de tais problemas.

O método ADO para a equação adjunta de transporte, Eq. (3.25), de-

duzido no caṕıtulo 4, foi implementado em Fortran 2008, utilizando o compilador

gfortran 4.91, em um computador equipado com um processador Intel Core i5-4670,

com frequência de 3,40 GHz, 16 GiB de RAM, rodando a distribuição Linux CentOS

72. As operações de álgebra linear, como a resolução de problemas de autovalores

e sistemas lineares, são efetivadas por via das sub-rotinas da LAPACK [2], DSPEV

e DGESV, respectivamente. O problema de minimização da seção 5.2 é resolvido

através da implementação de Lawson e Hanson [42] do método de mı́nimos quadra-

dos não negativos, presente no pacote nnls na Netlib3, o qual visa obter a solução

de problemas de minimização do tipo

argmin
x≥0

||Ax− y||2, (5.1)

para alguma matriz A e vetor y compat́ıveis, onde x ≥ 0 significa que todas as

componentes de x são não negativas.

A verificação do método ADO para a equação adjunta é feita de maneira

numérica, através da abordagem fonte-detector a ser apresentada na seção 5.1.

1Dispońıvel em https://gcc.gnu.org/wiki/GFortran
2Dispońıvel em https://www.centos.org
3Dispońıvel em http://www.netlib.org
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Ademais, serão reproduzidos através do método ADO alguns resultados

presentes na literatura, como em [45], onde é utilizado o método da função de

Green espectral (Spectral Green’s Function, SGF) [13] para a equação adjunta de

transporte.

Por fim, para a aplicação em reconstrução de fontes isotrópicas, a ser

apresentada na seção 5.2, são utilizados dados sintéticos obtidos através de per-

turbações das medidas obtidas através do método ADO para a equação de trans-

porte.

5.1 Problema Fonte-Detector

A estimativa do fluxo de part́ıculas oriundas de fontes internas ou inci-

dentes na fronteira de um meio pode ser dada através da resposta de detectores de

part́ıculas posicionados no interior da região de interesse. Supondo-se que o fluxo

angular de part́ıculas em uma placa [z0,zR] seja modelado através da equação de

transporte, Eq. (2.28),

µ
∂

∂z
ψ(z,µ) + σψ(z,µ) =

1

2

L∑
l=0

fl(z)Pl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ(z,µ′)dµ′ + S(z,µ)

para µ ∈ [−1,1] e z ∈ [z0,zR], com grau de anisotropia L, onde os coeficientes da

expansão em polinômios de Legendre do termo de espalhamento fl e a seção de

choque macroscópica total σ são constantes em cada meio material. A equação é

sujeita a condições de contorno

ψ(z0,µ) = g1(µ) + ρs1ψ(z0,− µ) + 2ρd1

∫ 1

0

µ′ψ(z0,− µ′)dµ′,

ψ(zR,− µ) = g2(µ) + ρs2ψ(zR,µ) + 2ρd2

∫ 1

0

µ′ψ(zR,µ
′)dµ′,

para µ ∈ (0,1], com g1 e g2 o fluxo incidente na fronteira, ρsi e ρdi , com i = 1,2, os

coeficientes de reflexão especular e difusa, respectivamente. Ainda, supondo-se que
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um detector de part́ıculas d com seção de choque de absorção σd seja posicionado

em um intervalo [a,b] no interior da placa, conforme a figura 5.1.

b b b b bb b

z0 = 0 z1 zr−1 a b zr zR−1 zR

Região 1 Região r Região R

d

Figura 5.1: Exemplo do posicionamento de um detector de part́ıculas d, com seção
de choque de absorção σd, no intervalo [a,b] ⊆ [zr−1,zr] de uma placa com R regiões.

A resposta, ou taxa de absorção de part́ıcula, do detector é então dada

por [19, 43]

R = 〈ψ,σd〉, (5.2)

onde 〈·,·〉 é o produto interno definido pela Eq. (3.4).

A expressão apresentada pela Eq. (5.2), embora correta, é ineficiente

quando for necessária a obtenção da absorção para fontes distintas, pois culmina na

resolução da equação de transporte sempre que as fontes internas ou incidentes na

fronteira forem alteradas. A fim de sobrepujar esta limitação, é introduzida uma

formulação para a resposta do detector com base no fluxo adjunto de part́ıculas

[19, 43]. Suponha que ψ† seja solução da equação adjunta de transporte, Eq. (3.25),

−µ ∂
∂z
ψ†(z,µ) + σψ†(z,µ) =

1

2

L∑
l=0

fl(z)Pl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ†(z,µ′)dµ′ + S†(z,µ),

sujeita a condições de contorno

ψ†(z0,− µ) = ρs1ψ
†(z0,µ) + 2ρd1

∫ 1

0

µ′ψ†(z0,µ
′)dµ′,

ψ†(zR,µ) = ρs2ψ
†(zR,− µ) + 2ρd2

∫ 1

0

µ′ψ†(zR,− µ′)dµ′.

Através da relação de dualidade dada pela Eq.(3.16), pode ser obtida a relação

R = 〈ψ,σd〉 = 〈ψ,L†ψ†〉 = 〈Lψ,ψ†〉 − P [g1,g2,ψ
†] = 〈S,ψ†〉 − P [g1,g2,ψ

†], (5.3)

onde L e L† são os operadores de transporte e o seu respectivo adjunto, definidos

pelas Eqs. (3.2) e (3.17). O termo de fronteira P [g1,g2,ψ
†] é definido pela Eq. (3.24),
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e o termo fonte da equação adjunta de transporte é escolhido como S† = σd na

primeira igualdade.

A vantagem da Eq. (5.3) diante da Eq. (5.2) está na forma com a

qual elas dependem dos termos fonte: a Eq. (5.2) depende indiretamente de S, g1

e g2 através de ψ, necessitando de uma nova avaliação da equação de transporte,

Eq. (2.28), sempre que fontes distintas forem utilizadas; por outro lado, como ψ†

independe dos termos fonte S, g1 e g2, a Eq. (5.3) depende apenas diretamente dos

termos fonte, requerendo uma única avaliação da Eq. (3.25).

No contexto do método ADO, supondo-se que tenha sido utilizada uma

regra de quadratura (wi,µi), i = 1, . . . ,N , para o tratamento de termo integral e a

discretização da variável angular da equação adjunta de transporte, Eq. (3.25), esta

definida em R regiões, conforme visto na seção 4.3. Além disso, toma-se (wr,k,zr,k),

k = 1 . . . ,Nr, regra de quadratura para a região [zr,zr+1], r = 1, . . . ,R. Então, a

resposta do detector é calculada através de

R = 〈S,ψ†〉 − P [ψ†,g1,g2]

=

∫ z0

0

∫ 1

−1
ψ†(x,µ)S(z,µ)dµdz −

∫ 1

0

µ
[
g1(µ)ψ†(0,µ) + g2(µ)ψ†(z0,− µ)

]
dµ

=
R∑
r=1

Nr∑
k=1

N∑
j=1

wr,k

[
Ar,jφ

A
r,j(zr,k)e

−(zr,k−zr)/νr,j +Br,jφ
B
r,j(zr,k)e

−(zr+1−zr,k)/νr,j
]

+
R∑
r=1

Nr∑
k=1

N∑
i=1

wr,kwi

[
S(zr,k,µi)ψ

p(zr,k,µi) + S(zr,k,− µi)ψp(zr,k,− µi)
]

+
N∑
i=1

wiµi

[
g1(µi)φ

1
i + g2(µi)φ

2
i

]

+
N∑
i=1

wiµi

[
g1(µi)ψ

p(0,µi) + g2(µi)ψ
p(z0,− µi)

]
,

(5.4)

onde φAr,j(z), φBr,j(z), φ1
i e φ2

i são tais que

φAr,j(z) =
N∑
i=1

wi

[
S(z,µi)φ

νr,j(µi) + S(z,− µi)φνr,j(−µi)
]
, (5.5)

48



φBr,j(z) =
N∑
i=1

wi

[
S(z,µi)φ

νr,j(−µi) + S(z,− µi)φνr,j(µi)
]
, (5.6)

φ1
i =

N∑
j=1

[
A1,jφ

ν1,j(µi) +B1,jφ
ν1,j(−µi)e−z1/ν1,j

]
(5.7)

e

φ2
i =

N∑
j=1

[
AR,jφ

νR,j(−µi)e−(z0−zR)/νR,j +BR,jφ
νR,j(µi)

]
. (5.8)

Em virtude de neste trabalho serem utilizadas apenas fontes isotrópicas,

a expressão para a resposta do detector pode ser simplificada na forma

R =
R∑
r=1

Nr∑
k=1

N∑
j=1

wr,kS(zr,k)

[
Ar,je

−(zr,k−zr)/νr,j +Br,je
−(zr+1−zr,k)/νr,j

]
φr,j

+
R∑
r=1

Nr∑
k=1

N∑
i=1

wr,kwiS(zr,k)

[
ψp(zr,k,µi) + ψp(zr,k,− µi)

]

+
N∑
i=1

wiµi

[
g1(µi)φ

1
i + g2(µi)φ

2
i

]

+
N∑
i=1

wiµi

[
g1(µi)ψ

p(0,µi) + g2(µi)ψ
p(z0,− µi)

]
,

(5.9)

onde φr,j é tal que

φr,j =
N∑
i=1

wi

[
φνr,j(µi) + φνr,j(−µi)

]
. (5.10)

Salienta-se que a regra de quadratura utilizada para o cálculo da integral

sobre a variável espacial z, na resposta do detector, não é necessariamente a mesma

em cada região do problema, havendo liberdade para a escolha do tipo de quadratura

e número de nós utilizados, conforme se mostre necessário para a obtenção de uma

boa aproximação.

Neste trabalho, é utilizada a quadratura de Gauss-Legendre para a

aproximação das integrais sobre a variável espacial, devidamente remapeada para o

intervalo de interesse. Por simplicidade, o número de nós utilizados em cada região

é idêntico, tendo sido definido, em cada teste, de maneira a não haver alterações nas

respostas do detector diante de refinamentos da regra de quadratura.
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5.1.1 Resultados Numéricos para o Problema Fonte-Detector

A verificação do método ADO para a equação adjunta de transporte é

feita através da comparação da resposta do detector obtida através das Eqs. (5.2)

e (5.3).

Inicialmente é considerado o caso isotrópico da seção 4.5, onde as au-

tofunções são obtidas de maneira expĺıcita. Posteriormente, é considerado o caso

geral anisotrópico com autofunções obtidas de maneira numérica.

5.1.1.1 Espalhamento Isotrópico com Autofunção Anaĺıtica: Problema 1

Como primeiro problema teste, em [45, 51] é proposto um problema

de transporte em meio material heterogêneo, com propriedades f́ısicas descritas na

figura 5.2. São consideradas duas fontes isotrópicas interiores: S1 = 1 para z ∈

0 30 35 45 47 57 60 100

σ = 1, 00
f0 = 0, 97

σ = 0, 90
f0 = 0, 80

σ = 0, 95
f0 = 0, 90

σ = 0, 80
f0 = 0, 70

σ = 1, 00
f0 = 0, 97

Vácuo

S1 = 1

Vácuo

S2 = 2σd = 2

(a) Configuração do problema de transporte.

0 30 35 45 47 57 60 100

σ = 1, 00
f0 = 0, 97

σ = 0, 90
f0 = 0, 80

σ = 0, 95
f0 = 0, 90

σ = 0, 80
f0 = 0, 70

σ = 1, 00
f0 = 0, 97

Fluxo ermergente

S† = 0, 1

nulo
Fluxo emergente
nulo

(b) Configuração do problema adjunto de transporte.

Figura 5.2: Problema teste considerando espalhamento isotrópico em 5 regiões. Em
(a) são consideradas fontes de part́ıculas S1 = 1 em [30,35] e S2 = 2 em [57,60],
assim como um detector com seção de choque de absorção σd = 0,1 em [45,47]. O
contorno é de vácuo. Para (b), a fonte adjunta é definida como S† = 0,1 em [45,47]
e S† = 0 no restante da placa e o contorno é de fluxo emergente nulo.

[30,35] e S2 = 2 para z ∈ [57,60], e condições de contorno de vácuo, isto é, o fluxo

angular é nulo em todas as direções incidentes na fronteira. Um detector d, com

seção de choque de absorção σd = 0,1, é posicionado em z ∈ [45,47]. Para a equação
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adjunta, é considerado um termo fonte S† = σd em z ∈ [45,47] e são impostas

condições de fluxo angular adjunto nulo nas direções emergentes na fronteira. São

definidas as respostas calculadas através do fluxo angular pela formulação dada pela

Eq. (5.2)

R = 〈ψ,σd〉, R1 = 〈ψ1,σd〉, R2 = 〈ψ2,σd〉, (5.11)

onde, para j = 1,2, ψj é o fluxo angular quando apenas a fonte Sj está ativa, ψ é o

fluxo angular quando ambas as fontes estão ativas. Por linearidade, fica claro que

R = R1 + R2. Para as respostas com o fluxo angular adjunto através da Eq. (5.3),

têm-se

R†1 = 〈ψ†,S1〉, R†2 = 〈ψ†,S2〉, R† = R†1 +R†2. (5.12)

Além disso, como são utilizadas condições de contorno de vácuo para a

equação de transporte, é esperado, com exceção de erros numéricos,

R1 = R†1, R2 = R†2, R = R†. (5.13)

Para os testes, a solução particular utilizada foi a da seção 4.2.1, cons-

tante em cada região.

Tabela 5.1: Rj e R†j: respostas do detector calculadas através das Eqs. (5.2) e

(5.3), respectivamente, quando apenas a j-ésima fonte está ativa. R e R†: respostas

totais. N é o grau da regra de quadratura de Gauss-Legendre utilizada para a

variável angular. Os resultados são escalados para 10−2.

N 2 16 20 Militão et al. [45]

R1 3,71215300 3,71915402 3,71915402
3,72

R†1 3,71215300 3,71915402 3,71915402

R2 6,61579339 6,62782199 6,62782199
6,63

R†2 6,61579338 6,62782199 6,62782199

R 10,3279464 10,3469760 10,3469760
10,35

R† 10,3279464 10,3469759 10,3469760
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Os resultados apresentados na tabela 5.1 corroboram uma aproximação

de seis casas decimais e concordam com os resultados apresentados em [45], obtidos

com uma quadratura de Gauss-Legendre de 32 nós no intervalo [−1,1], equivalente

ao ADO com N = 16. Destaca-se que cada uma das respostas, R1, R2 e R requerem

que a Eq. (3.1) seja resolvida antes que a Eq. (5.2) seja avaliada. Por outro lado,

R†1, R
†
2 e R† podem ser computados com apenas uma avaliação da Eq. (3.25), cada

uma seguida do cálculo da Eq. (5.3). O tempo de execução para os testes ficaram

entre 150 e 350 milissegundos.

5.1.1.2 Espalhamento Isotrópico com Autofunção Anaĺıtica: Problema 2

Como um segundo problema teste, será considerada outra placa de

material heterogêneo, como proposta em [45, 51], onde há interesse em determinar

as leituras do detector em t = 0, t = 1 e t = 5 anos após o armazenamento de

uma fonte de 60
27Co na estrutura apresentada na figura 5.3a. É imposta condição de

contorno reflexiva em z = 0, isto é,

ψ(0,µ) = ψ(0,− µ), (5.14)

para µ > 0 e condição de vácuo em z = 30. Para simular o decaimento, três fontes

distintas são consideradas, estas definidas por

S0 = 1022, S1 = S0e
−λ, S2 = S0e

−5λ, (5.15)

onde S0 = 1022 é aproximadamente 1g de 60
27Co e λ = 0,13177703 é a constante de

decaimento radioativo, de acordo com [40]. Um detector com seção de choque de

absorção σd = 0,5 é posicionado em z ∈ [25,30]. Os resultados são resumidos na

tabela 5.2, onde R é a resposta do detector calculada através da Eq. (5.2) e R† é a

resposta calculada através da Eq. (5.3). Novamente, é esperado

R = R† (5.16)

por causa da ausência de fluxo incidente na fronteira.
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0 10 15 25 30

Si σd = 0, 5

σ = 1, 0
f0 = 0, 9

σ = 0, 9
f0 = 0, 8

Reflexiva Fluxo emergente
nulo

(a) Configuração do problema de transporte.

0 10 15 25 30

S† = 0, 5

σ = 1, 0
f0 = 0, 9

σ = 0, 9
f0 = 0, 8

Reflexiva Fluxo emergente
nulo

(b) Configuração do problema adjunto de transporte.

Figura 5.3: Problema teste considerando espalhamento isotrópico em duas regiões.
Em (a) é considerada uma fonte de part́ıculas Si em [0,10], simulando três instantes
fixos, t = 0,1,5 anos, do decaimento de uma fonte de 60

27Co em raios γ. Um detector
com seção de choque de absorção σd = 0,5 é posicionado em [25,30]. A condição
contorno em z = 0 é reflexivo e em z = 30 é vácuo. Para (b), a fonte adjunta é
definida como S† = 0,5 em [25,30] e S† = 0 no restante da placa. São consideradas
condições de contorno reflexivas e de fluxo emergente nulo, em z = 0 e z = 30,
respectivamente.

Tabela 5.2: Respostas do detector R e R† calculadas através das Eqs. (5.2) e (5.3),
respectivamente. É utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para o
tratamento da variável angular. Os resultados são escalados para ×1019.

N 10 30 64 Militão et al, [45]

S0

R 3,97616580 3,97616577 3,97616577 3,976
R† 3,97616580 3,97616577 3,97616577 3,975

S1

R 3,48525412 3,48525409 3,48525409 3,487
R† 3,48525412 3,48525409 3,48525409 3,486

S2

R 2,05737899 2,05737898 2,05737898 2,056
R† 2,05737899 2,05737898 2,05737898 2,055
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Os resultados obtidos com N = 10,30,64 apresentam uma aproximação

de até oito casas decimais. Também concordam em até duas casas decimais com

aqueles apresentados em [45], onde é utilizada uma quadratura de Gauss-Legendre

com 128 nós no intervalo [−1,1], a qual é equivalente ao N = 64 da formulação

ADO, embora tais resultados já tenham sido obtidos com N = 30. Além do mais, o

tempo de execução ficou entre 250 e 400 milissegundos.

5.1.1.3 Espalhamento Anisotrópico: Problema 1

Nesta subseção é utilizada a abordagem geral para problemas ani-

sotrópicos apresentada na seção 4.1. O caso particular isotrópico, L = 0, é dife-

rente do apresentado na seção 4.5 pois, neste caso, utiliza autofunções avaliadas

numericamente.

Inicialmente é apresentada uma extensão anisotrópica do problema ori-

ginalmente apresentado em [45, 51] e testado na seção anterior. É novamente con-

siderada a placa heterogênea descrita na figura 5.2, onde as fontes, condições de

contorno e detector permanecem os mesmos do teste anterior. Os coeficientes da lei

de espalhamento são dados por [8]

γl =

(
2l + 1

2l − 1

)(
L+ 1− l
L+ 1 + l

)
γl−1, (5.17)

para l ≥ 1 e γ0 = 1, e é definido fl = f0γl nas Eqs. (3.1) e (3.25). Para L > 1,

verificação dos resultados não é feita através de comparações com dados dispońıveis

na literatura, apenas por meio da comparação das respostas do detector obtida pelas

Eqs. (5.2) e (5.3). Como solução particular, é utilizada a definida na seção 4.2.2,

dada através da função de Green.
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Tabela 5.3: Rj e R†j: respostas do detector computadas através das Eqs. (5.2) e (5.3)

quando apenas a j-ésima fonte está ativa. R e R†: respostas totais. Resultados para

grau 0 de anisotropia. É utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para

o tratamento da variável angular. São escalados para ×10−2.

N 4 8 16 32

R1 3,719155727 3,719159139 3,719159234 3,719159237

R†1 3,719150509 3,719153921 3,719154016 3,719154018

R2 6,627796628 6,627826893 6,627827202 6,627827207

R†2 6,627791410 6,627821675 6,627821984 6,627821989

R 10,3469471 10,3469808 10,3469812 10,3469812

R† 10,3469419 10,3469756 10,3469760 10,3469760

A tabela 5.3 indica que o método ADO com autofunção numérica apre-

sentou convergência para 7 casas decimais, e os resultados concordam com aqueles

exibidos na tabela 5.1.

Tabela 5.4: Rj e R†j: respostas do detector computadas através das Eqs. (5.2) e (5.3)

quando apenas a j-ésima fonte está ativa. R e R†: respostas totais. Resultados para

grau 1 de anisotropia. É utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para

o tratamento da variável angular. São escalados para ×10−2.

N 4 8 16 32

R1 7,162014851 7,162022517 7,162022687 7,162022690

R†1 7,162014851 7,162022517 7,162022687 7,162022690

R2 12,3392999 12,3393587 12,3393593 12,3393593

R†2 12,3392999 12,3393587 12,3393593 12,3393593

R 19,5013147 19,5013812 19,5013820 19,5013820

R† 19,5013147 19,5013812 19,5013820 19,5013820

55



Para o problema linearmente anisotrópico, a tabela 5.4 também mostra

que houve convergência de 7 casas decimais.

Tabela 5.5: Rj e R†j: respostas do detector computadas através das Eqs. (5.2) e (5.3)

quando apenas a j-ésima fonte está ativa. R e R†: respostas totais. Resultados para

grau 2 de anisotropia. É utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para

o tratamento da variável angular. São escalados para ×10−2.

N 4 8 16 32

R1 1,04218142 1,04218271 1,04218274 1,04218274

R†1 1,04218142 1,04218271 1,04218274 1,04218274

R2 1,75175220 1,75176167 1,75176176 1,75176177

R†2 1,75175220 1,75176167 1,75176176 1,75176177

R 2,79393362 2,79394439 2,79394450 2,79394451

R† 2,79393362 2,79394439 2,79394450 2,79394451

Da mesma maneira, para o problema com grau 2 de anisotropia, a

tabela 5.5 mostra convergência de 7 casas decimais.
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Tabela 5.6: Rj e R†j: respostas do detector computadas através das Eqs. (5.2) e (5.3)

quando apenas a j-ésima fonte está ativa. R e R†: respostas totais. Os resultados

são escalados para 10−2. É utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N

para o tratamento da variável angular. Resultados para grau 200 de anisotropia.

São escalados para ×10−1.

N 20 32 64 128

R1 3,229450025850 3,229449690137 3,229449690199 3,229449690199

R†1 3,229449250196 3,229449690137 3,229449690199 3,229449690200

R2 4,557180899280 4,557180440372 4,557180440568 4,557180440570

R†2 4,557179745639 4,557180440372 4,557180440568 4,557180440572

R 7,786630925131 7,786630130509 7,786630130767 7,786630130769

R† 7,786628995835 7,786630130509 7,786630130767 7,786630130772

Por fim, para grau 200 de anisotropia, a tabela 5.6 mostra convergência

de até 12 casas decimais, entretanto foi necessário elevar o valor de N para que

houvesse concordância entre as respostas obtidas com o fluxo de part́ıculas e o fluxo

adjunto.

5.1.1.4 Espalhamento Anisotrópico: Problema 2

Como um último problema-teste, considerou-se um problema de trans-

porte em meio de material heterogêneo com espalhamento isotrópico, conforme des-

crito pela figura 5.4. Para a equação de transporte, são utilizadas as condições de

contorno dadas por

ψ(0,µ) = 1 +
1

10
ψ(0,− µ) +

2

5

∫ 1

0

µ′ψ(0,− µ′)dµ′,

ψ(10,− µ) =
3

10
ψ(10,µ) +

4

5

∫ 1

0

µ′ψ(10,µ′)dµ′,

(5.18)
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ψ(10,−µ)ψ(0, µ)

(a) Configuração do problema de transporte.

S† = 0, 25

1 2 9 10
f0 = 0.995 f0 = 0.995

f0
ψ†(10, µ)ψ†(0,−µ)

(b) Configuração do problema adjunto de transporte.

Figura 5.4: Problema teste considerando espalhamento isotrópico em três regiões.
Na região central, z ∈ [2,9], a seção de choque de espalhamento é f0 e assumirá
diversos valores, dados de acordo com a tabela 5.7. Em (a) é considerada uma
fonte de part́ıculas S = 1 em [1,2]. Um detector com seção de choque de absorção
σd = 0,25 é posicionado em [9,10]. As condição contorno em z = 1 e em z = 10 são
dadas pela Eq. (5.18). Para (b), a fonte adjunta é definida como S† = 0,25 em [1,2]
e S† = 0 no restante da placa.

para µ > 0, uma fonte interna isotrópica S = 1 em [0,1] e um detector D com seção

de choque de absorção σd = 0.25 em [9,10]. Para a equação adjunta, o termo fonte

é definido como S† = σd em [9,10]. A tabela 5.7 resume os resultados obtidos para

diversos valores de seção de choque de espalhamento em z ∈ [2,9].
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Tabela 5.7: Resultados obtidos com regra de quadratura de Gauss-Legendre de

ordem N para o tratamento da variável angular. RN representa a resposta do

detector obtida através da Eq. (5.2) utilizando quadratura de ordem N e R†N a

resposta obtida através da Eq. (5.3) com quadratura de ordem N .

N\f0 0,995 0,99 0,95 0,8

×10−1 ×10−1 ×10−1 ×10−2

R4 7,4445786707 5,795277894483 1,491020662621 1,2340659176617

R†4 7,4445786707 5,795277894483 1,491020662621 1,2340659176617

R8 7,4446197621 5,795332590010 1,491064821289 1,2341551097653

R†8 7,4446197621 5,795332590010 1,491064821289 1,2341551097652

R16 7,4446169674 5,795330600667 1,491064457400 1,2341547402765

R†16 7,4446169673 5,795330600667 1,491064457400 1,2341547402764

R32 7,4446168859 5,795330538642 1,491064440960 1,2341547187342

R†32 7,4446168859 5,795330538643 1,491064440960 1,2341547187343

Os resultados apresentaram boa aproximação e convergência de até 12

casas decimais.

Em todos os testes apresentados, com diferentes graus de anisotropia e

condições de contorno, a formulação ADO aplicada à equação adjunta de transporte

apresentou resultados com excelente precisão e rapidez. Em comparação com os

resultados presentes em [45], a formulação ADO foi capaz de produzir resultados

equivalentes com quadraturas menos refinadas para o tratamento da variável espacial

e foi capaz de atingir convergência para um número maior de casas decimais com

relação aos apresentados na referência.
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5.2 Problema Inverso de Reconstrução de Fontes de

Part́ıculas

Como aplicação da equação adjunta de transporte, Eq. (3.25), e da

abordagem fonte-detector apresentada na seção 5.1, deseja-se determinar a distri-

buição de fontes isotrópicas de radiação em situações nas quais a geometria e a

composição dos materiais são conhecidos, nos moldes apresentados por Hykes e

Azmy [35]. Estes são problemas inversos que têm como objetivo a estimativa da

distribuição de fontes internas de part́ıculas através de um processo de minimização

no qual a convergência é verificada através da comparação de medidas computa-

das com medidas previamente conhecidas, oriundas de experimentos nas aplicações

práticas. A abordagem fonte-detector simplifica o problema inverso, possibilitando

a derivação de um problema matricial de minimização.

Considera-se a equação de transporte, Eq. (3.1), com fonte de part́ıculas

isotrópica

Lψ(z,µ) = S(z) (5.19)

para z ∈ [z0,zR] e µ ∈ [−1,1], sujeito a condições de contorno dadas pelas Eqs. (2.29)

e (2.30)

ψ(z0,µ) = g1(µ) + ρs1ψ(z0,− µ) + 2ρd1

∫ 1

0

µ′ψ(z0,− µ′)dµ′, (5.20)

e

ψ(zR,− µ) = g2(µ) + ρs2ψ(zR,µ) + 2ρd2

∫ 1

0

µ′ψ(zR,µ
′)dµ′, (5.21)

para µ ∈ (0,1]. Suponha-se a presença de D detectores no interior da placa definida

em [z0,zR] e conhecido rm ∈ RD
+ , vetor formado pelas medidas das respostas de cada

detector, possivelmente obtidas de maneira experimental. O problema de interesse

é a determinação (ou aproximação) da fonte S através do modelo de transporte e

das medidas dos detectores.
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Como a geometria e os materiais do problema são conhecidos, é posśıvel

determinar os fluxos angulares adjuntos

L†ψ†i = σd,i, (5.22)

sujeitos, com µ ∈ (0,1], a condições de contorno

ψ†i (z0,− µ) = ρs1ψ
†
i (z0,µ) + 2ρd1

∫ 1

0

µ′ψ†i (z0,µ
′)dµ′, (5.23)

e

ψ†i (zR,µ) = ρs2ψ
†
i (zR,− µ) + 2ρd2

∫ 1

0

µ′ψ†i (zR,− µ′)dµ′, (5.24)

para i ∈ {1, . . . ,D}, onde σd,i são as seções de choque de absorção de cada detector.

Supondo-se que uma fonte interna isotrópica S(z) possa ser aproximada por uma

função S̃(z) definida em z ∈ [z0,zR], tal que

S̃(z) =
B∑
b=1

sba
b(z), (5.25)

com {a1(z), . . . ,aB(z)} base de funções, s1, . . . ,sB ∈ R os pesos da combinação linear

a serem determinados. Então, a i-ésima resposta do detector é dada por

ri = 〈ψ†i , S〉 =
P∑
j=1

sj〈ψ†i , aj〉 = aTi s− pi, (5.26)

onde s ∈ RP é o vetor dos pesos , isto é,

s =
[
s1 · · · sB

]T
, (5.27)

ai ∈ RB é o vetor formado por

ai =
[
〈ψ†i , a1〉 · · · 〈ψ†i , aP 〉

]T
(5.28)

e

pi = P [g1,g2,ψ
†
i ]. (5.29)

Por fim, são definidos r,p ∈ RD, os vetores das componentes ri e pi

calculadas nas Eqs. (5.26) e (5.29), respectivamente, de acordo com

r =
[
r1 · · · rD

]T
(5.30)

61



e

p =
[
p1 · · · pD

]T
. (5.31)

Desta forma, obtém-se

r = As− p, (5.32)

onde A ∈ RD×B é definida por

A =


aT1

aT2
...

aTD

 . (5.33)

Como feito por Hykes e Azmy em [35], é definido o funcional custo

f : RB → R+

f(s) = ||rm − r||22 = ||rm − As + p||22 = ||r′ − As||22, (5.34)

onde r′ = rm + p e || · ||2 é a norma Euclidiana vetorial. Desta forma, a fonte será

estimada a partir da minimização da Eq. (5.34)

ŝ = argmin
s∈RB

||r′ − As||2. (5.35)

Caso A seja inverśıvel, é posśıvel determinar ŝ tal que f (̂s) = 0, o que

pode ser verificado nos códigos computacionais. Nos demais casos, o problema é

tratado como um processo de minimização de mı́nimos quadrados [42].

5.2.1 Resultados Numéricos para a Reconstrução de Fontes Isotrópicas
de Part́ıculas com Distribuição e Forma Conhecidas

5.2.1.1 Problema Teste 1: Reconstrução Sobredeterminada de Fonte Constante

Considera-se o problema de transporte monoenergético e isotrópico a

seguir, em meio homogêneo com condições de contorno de vácuo.
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Figura 5.5: Configuração do Problema 1. É considerado um único meio material e
espalhamento isotrópico, com σ = 1 e f0 = 0,9. Dois detectores, d1 e d2 com seções
de choque de espalhamento σd,1 = 0,25 e σd,2 = 0,1, são posicionados em [10,15] e
[25,45], respectivamente. A fonte a ser reconstrúıda é S = 2 para z ∈ [45,50] e S = 0
caso contrário.

A seção de choque macroscópica total é σ = 1 e a seção de choque

de espalhamento é dada por f0 = 0,9. Uma fonte interior constante de magnitude

S = 2 é posicionada em z ∈ [45,50], e um par de detectores, d1 e d2, com seções

de choque de absorção σd,1 = 0.25 e σd,2 = 0.1, são colocados em z ∈ [10,15]

e z ∈ [25,25], respectivamente. Para o problema inverso testado, é admitido o

conhecimento prévio da posição da fonte e que a mesma é constante. Em termos

da formulação apresentada na seção 5.2, a base utilizada para a fonte será a função

a1(z) = 1 quando z ∈ [45,50] e a1(z) = 0 caso contrário. Desta forma, a fonte

buscada é do tipo

S̃(z) = s1a
1(z), (5.36)

a qual dá origem ao sistema

r1 = 〈ψ†1, S̃〉 = s1〈ψ†1, a1〉

r2 = 〈ψ†2, S̃〉 = s1〈ψ†2, a1〉,
(5.37)

ou, como na Eq. (5.32),

r =

〈ψ†1, a1〉
〈ψ†2, a1〉

 s1 (5.38)

com p = 0, pois as condições de contorno são de vácuo.

A fim de serem evitados crimes inversos [48], são utilizas como medi-

das, rm, para o processo de minimização do funcional dado pela Eq. (5.34), per-

turbações das respostas dos detectores produzidas pelo método ADO aplicado à

própria equação de transporte. A tabela 5.8 apresenta as leituras dos detectores

para diversos valores de N no problema teste.
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Tabela 5.8: Respostas dos detectores para quadraturas de Gauss-Legendre de grau
N = 4,8,16,32 para o tratamento da variável angular.

N d1 d2

4 1,0320190543933093× 10−6 3,1970475846099871
8 1,0320556962903920× 10−6 3,1970576840559954
16 1,0320556716283001× 10−6 3,1970579704972755
32 1,0320556711242592× 10−6 3,1970579756626014

Quando escolhidos como medidas rm os valores exatos, isto é, r1 como

o valor da coluna D1 da tabela 5.8 e r2 como o valor da coluna D2 da tabela 5.8,

é obtido o valor exato, S = 2, para a intensidade da fonte para todos os valores

de N , entretanto isto se caracteriza como um crime inverso. A ideia é perturbar

os valores exatos com o intuito de simular posśıveis erros obtidos com as medidas e

sair de tal situação. Para esse fim, o vetor de medidas, rm, é constrúıdo como uma

perturbação positiva de até 10% dos valores apresentados nas colunas d1 e d2 da

tabela 5.8, conforme a Eq. (5.39) a seguir

r̃m,i = (1 + 0.1× αi)× rm,i, (5.39)

onde i = 1, . . . ,D, rm é o vetor das medidas exatas, de acordo com a tabela 5.8,

αi ∈ [0,1) é um número pseudoaleatório uniformemente gerado e r̃m é a medida

perturbada, a qual será utilizada nos testes. Para cada valor de N , a reconstrução

é executada um milhão de vezes com diferentes números aleatórios e o erro relativo

em relação ao valor exato da fonte é calculado.

Tabela 5.9: Erro relativo para um milhão de perturbações de até 10%, uniforme-
mente geradas em torno das medidas computadas rm.

N Mı́nimo Média Máximo Desvio Padrão

4 1,3× 10−7 4,993× 10−2 0,1 0,02885872
8 1,0× 10−8 4,997× 10−2 0,1 0,02885872
16 2,0× 10−7 4,999× 10−2 0,1 0,02886366
32 1,0× 10−8 4,997× 10−2 0,1 0,02885872
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Os resultados apresentados na tabela 5.9 sugerem que a aproximação

obtida pouco dependeu do valor de N utilizado, isto é, o erro numérico da apro-

ximação dos coeficientes da matriz na Eq. (5.38) pouco influiu nos resultados, entre-

tanto esse fenômeno é provavelmente devido à boa aproximação apresentada para

valores baixos de N para a leitura do detector.

5.2.1.2 Problema Teste 2: Reconstrução de Duas Fontes Constantes com Dois
Detetores

Para o próximo teste, considera-se o problema de transporte linear-

mente anisotrópico em meio heterogêneo descrito pela figura 5.6. Dois detectores

são posicionados em z ∈ [5,8] e z ∈ [70,75], ambos com seção de choque de absorção

σd = 0.5. A fonte S é tal que S(z) = 2 para z ∈ [35,45] e S(z) = 3 para z ∈ [60,65],

sendo nula para os demais valores da variável z. As condições de contorno são de

vácuo.

0 5 8 35 45 50 60 65 7075 100

S = 2 S = 3d1 d2

σ = 1
f0 = 0,995
f1 = 0,8

σ = 1
f0 = 0,9
f1 = 0,7

Vácuo Vácuo

Figura 5.6: Configuração do Problema 2. São considerados dois meios materiais
com propriedades descritas na figura e espalhamento isotrópico. Dois detectores, d1
e d2 com seções de choque de espalhamento σd,1 = σd,2 = 0,5, são posicionados em
[5,8] e [70,75], respectivamente. A fonte a ser reconstrúıda é S = 2 para z ∈ [35,45],
S = 3 para z ∈ [60,65] e S = 0 caso contrário.

Para o problema inverso, são consideradas conhecidas as posições nas

quais a fonte de part́ıculas é não nula. A base para esta fonte é formada pelas funções

constante por partes a1(z) = 1 para z ∈ [35,45] e nula para os demais valores de

z, e a2(z) = 1 para z ∈ [60,65] e nula para os demais valores de z. Desta forma, a

hipótese para a solução é

S(z) = s1a
1(z) + s2a

2(z), (5.40)
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a qual origina o sistema de equações

r1 = 〈ψ†1,S〉 = s1〈ψ†1,a1〉+ s2〈ψ†1,a2〉,

r2 = 〈ψ†2,S〉 = s1〈ψ†2,a1〉+ s2〈ψ†2,a2〉,
(5.41)

ou,

r =

〈ψ†1,a1〉 〈ψ†1,a2〉
〈ψ†2,a1〉 〈ψ†2,a2〉

 s, (5.42)

com s1 e s2 os valores que a fonte assume para z ∈ [35,45] e z ∈ [60,65], respectiva-

mente.

Para a reconstrução, a matriz da Eq. (5.42) é gerada através do método

ADO com N = 16. Os valores das medidas utilizados para o teste foram gerados

através das respostas obtidas pelo método ADO para a equação de transporte com

N = 4. Para os valores exatos das medidas, rm, a tabela 5.10 a seguir mostra os

resultados obtidos.

Tabela 5.10: Reconstrução da fonte do problema teste.

s1 s2 Erro Relativo

2,000014 2,999991 O(10−6)

Após uma perturbação de até 10% ser aplicada às medidas geradas pelo

método ADO, conforme a Eq. (5.39), a tabela 5.11 a seguir sintetiza os resultados

obtidos para a reconstrução da fonte em termos do erro relativo entre os valores

obtidos e os exatos.

Tabela 5.11: Erro relativo para um milhão de perturbações de até 10% uniforme-
mente geradas em torno das medidas computadas rm.

Mı́nimo Média Máximo Desvio Padrão

0,001242 0,028930 0,041950 0,041950

Para um milhão de perturbações das medidas exatas, o valor médio

para o erro relativo da fonte reconstrúıda não ultrapassou 10% em relação as valores

exatos.
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5.2.1.3 Problema Teste 3: Fonte Polinomial

Como terceiro problema teste, será considerada uma fonte polinomial

definida em toda a placa. Considera-se uma placa homogênea e o problema de trans-

porte isotrópico, monoenergético e com condições de contorno de vácuo, conforme

a figura 5.7.

0 1 2 3.5 4.5 7 8 10

d1 d2 d3

VácuoVácuo

Figura 5.7: Configuração do Problema 3. É considerado um único meio material
e espalhamento isotrópico, com σ = 1 e f0 = 0,8. Três detectores, d1, d2 e d3,
com seções de choque de espalhamento σd,1 = σd,2 = σd,3 = 0,5, são posicionados
em [1,2], [3,5; 4,5] e [7,8], respectivamente. A fonte a ser reconstrúıda é S(z) =
1− 2/5z + 1/25z2 para z ∈ [0,10].

A seção de choque total é σ = 1, e a seção de choque de espalhamento

é dada por f0 = 0.8. Uma fonte polinomial é definida na placa de acordo com

S(z) = 1− 2

5
z +

1

25
z2, (5.43)

para z ∈ [0,10]. Nota-se que os valores de máximo para esta fonte, S = 1, são

atingidos em z = 0 e z = 1, enquanto o mı́nimo, S = 0, é alcançado em z = 5.

Para o problema inverso, é assumido que a fonte é dada por um po-

linômio de grau dois definido para z ∈ [0,10]. Ademais, três detectores, cujas seções

de choque de absorção valem σd = 0.5, são posicionados em z ∈ [1,2], z ∈ [3.5,4.5] e

z ∈ [7,8]. A partir da base {1,z,z2} de polinômios definidos em z ∈ [0,10], tem-se

r1 = s1〈ψ†1, 1〉+ s2〈ψ†1, z〉+ s3〈ψ†1, z2〉,

r2 = s1〈ψ†2, 1〉+ s2〈ψ†2, z〉+ s3〈ψ†2, z2〉,

r3 = s1〈ψ†3, 1〉+ s2〈ψ†3, z〉+ s3〈ψ†3, z2〉,

(5.44)
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ou,

r =


〈ψ†1,1〉 〈ψ†1, z〉 〈ψ†1, z2〉,
〈ψ†2,1〉 〈ψ†2, z〉 〈ψ†2, z2〉,
〈ψ†3,1〉 〈ψ†3, z〉 〈ψ†3, z2〉,

 s, (5.45)

com r = [r1 r2 r3]
T e s = [s1 s2 s3]

T .

A matriz definida na Eq. (5.45) é gerada através do método ADO para

a equação adjunta com N = 32. Para o mesmo valor de N , quando as medidas são

calculadas através do método ADO, a reconstrução da fonte é exata. A tabela 5.12

mostra os resultados obtidos quando é utilizado N = 4 no método ADO para o

cálculo das medidas.

Tabela 5.12: Valores obtidos para os coeficientes da expansão da base em polinômio

de grau 2. O erro relativo é calculado com relação à Eq. 5.43

S1 S2 S3 Erro Relativo

1,0001456459962 −0,40006162937255 0,04000553708149 O(10−4)

A tabela 5.13 expõe os resultados obtidos para o erro relativo para um

milhão de testes com diferentes perturbações de até 10% das medidas exatas rm,

seguindo a Eq. (5.39).

Tabela 5.13: Erro relativo para um milhão de perturbações de até 10% uniforme-

mente geradas em torno das medidas computadas rm.

Mı́nimo Média Máximo Desvio Padrão

0,00042299110597 0,05481455272535 0,12500523465622 0,02400378621866

O erro máximo obtido foi de cerca de 12,5%, entretanto o desvio padrão

do erro relativo indica a proximidade dos resultados da média de 5,48%.
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5.2.2 Resultados Numéricos para o Reconstrução de Fontes Isotrópicas
de Part́ıculas Via Funções Constantes por Partes

Os problemas-teste até agora propostos assumiram o conhecimento so-

bre a forma da fonte e é uma abordagem válida sempre que houver conhecimento

prévio dessa informação [35]. Entretanto, essa nem sempre é uma informação pre-

sente, fazendo-se necessárias aproximações. Suponha-se que não exista conhecimento

prévio a respeito da forma do termo-fonte. Neste caso, uma placa definida em [z0,zR]

pode ser particionada em segmentos e uma base de funções constantes em cada seg-

mento pode ser escolhida. Dado [z0,zR] particionado em B segmentos conforme

[z0,zR] =
B⋃
b=1

[
zb−1,zb

]
, (5.46)

onde é definida a base
{
a1(z), . . . ,aB(z)

}
de acordo com

ab(z) =

 1, se z ∈
[
zk−1,zk

]
0, caso contrário

(5.47)

para b = 1, . . . ,B. Desta forma, a aproximação da fonte é dada por

S̃(z) =
B∑
b=1

sba
b(z). (5.48)

Se um detector for posicionado em cada segmento, o sistema obtido será dado por

ri =
B∑
b=1

sb〈ψ†i ,ab〉 − pi, (5.49)

para i = 1, . . . ,D. Pela construção, fica claro que as funções da base podem ser

mais complexas do que constantes, embora tais casos não tenham sido testados

no presente trabalho. Em adição, não precisa ser colocado necessariamente um

detector em cada segmento, podendo ser desde nenhum até múltiplos detectores por

segmento.
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5.2.2.1 Problema Teste 1: Reconstrução de Fonte Polinomial

Como teste, considere a equação de transporte isotrópica, definida em

uma placa homogênea em [0,100], com condições de contorno de vácuo, seção de

choque total σ = 1 e seção de choque de espalhamento f0 = 0.9. No interior da

placa, é definida a fonte polinomial

S(z) = −z(z − 100)

2500
, (5.50)

para z ∈ [0,100]. Para 8 segmentos, a figura 5.8 mostra os resultados obtidos com

a reconstrução com medidas exatas e perturbadas. São utilizados 8 detectores, um

por segmento, com seção de choque de absorção σd = 0.5.
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Figura 5.8: Gráfico da fonte polinomial exata e da reconstrução com 8 segmentos

uniformes.

A reconstrução através das medidas exatas ficou exatamente sobre o

gráfico da fonte original, enquanto erros surgiram na reconstrução baseada nas me-

didas perturbadas. Para o cálculo do erro, as leituras de cada detector são recal-

culadas utilizando a aproximação e o erro relativo é avaliado em relação às leituras

exatas, para este problema teste, o erro relativo obtido foi de 6,54%. O problema

também é resolvido dividindo a região de interesse em 16 segmentos. A figura 5.9 a

seguir apresenta os resultados obtidos com a reconstrução.
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Figura 5.9: Gráfico da fonte polinomial exata e da reconstrução com 16 segmentos

uniformes.

O erro relativo entre as leituras exatas obtidas pelos detectores e as

obtidas com a reconstrução foi de 5,27%, uma melhora com relação ao uso de 8

segmentos.

5.2.2.2 Problema Teste 2: Reconstrução de Fonte Exponencial

Para o próximo problema-teste, considera-se um problema de trans-

porte isotrópico em meio homogêneo definido em z ∈ [0,10], com seções de choque

total e de espalhamento dadas por, respectivamente, σ = 1 e f0 = 0.9, condições de

contorno de vácuo e fonte interna isotrópica definida por

S(z) = e−k(z−a)
2

. (5.51)

A figura 5.10 a seguir representa o gráfico da fonte S para diversos

valores de k.
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Figura 5.10: Gráficos da fonte exponencial para k = 1,2,5.

Conforme pode ser visto na figura 5.10, o parâmetro k altera a declivi-

dade de S(z), tornando-a mais próxima de um pico unitário no eixo de simetria em

z = a à medida que k cresce. Para a reconstrução da fonte, a placa é inicialmente

segmentada em 4, e 16 partes de maneira uniforme, conforme a Eq. (5.46), onde

cada uma das partes contém um detector. A base escolhida para a aproximação da

fonte é constante por partes, dada pela Eq. (5.47). Como no problema anterior, o

erro relativo da reconstrução é calculado através da determinação das leituras dos

detectores, dadas pela Eq. (5.2), onde o fluxo angular é obtido via a resolução da

Eq. (3.1) com o termo-fonte obtido pela reconstrução através de perturbações de

10% das medidas exatas dos detectores. Os testes são executados para k = 1, k = 2

e k = 5, com a = 5.

Inicialmente, para 4 segmentos, as reconstruções feitas a partir das

medidas exatas e perturbadas dos detectores podem ser vistas na figura 5.11 a

seguir. Tanto a reconstrução com valores exatos quanto com valores perturbados se

assemelham à forma do gráfico da fonte original, porém a tabela 5.14 mostra que o

erro relativo para a reconstrução é grande. Este é o resultado esperado, pois existem

poucas funções-base próximas ao eixo de simetria, local de grande variação da fonte

exponencial original.
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Figura 5.11: Reconstrução da fonte exponencial com 4 segmentos uniformes. A

primeira coluna da esquerda contém a reconstrução da fonte com k = 1 para três di-

ferentes perturbações das medidas reais. A coluna central e a da direita são análogas,

com k = 2 e k = 5, respectivamente.

Tabela 5.14: Erro relativo da reconstrução da fonte exponencial para a divisão da

região em 4 segmentos.

k 1 2 5

Erro [%] 47,42 50,25 50,22

Quando utilizados 16 segmentos, a reconstrução feita por vias das me-

didas exatas dos detectores se manteve sobre o gráfico da fonte original, conforme

mostra a figura 5.12. Por outro lado, a reconstrução feita através de medidas per-

turbadas sofreu um ligeiro distanciamento da fonte original, principalmente para

os casos com k = 1 e k = 2, onde existem mais funções-base próximas ao eixo de
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simetria. Em todos os casos, o erro com a fonte reconstrúıda se manteve grande,

conforme exibido na tabela 5.15.
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Figura 5.12: Reconstrução da fonte pico com 16 segmentos uniformes. A primeira

coluna da esquerda contém a reconstrução da fonte com k = 1 para três diferentes

perturbações das medidas reais. A coluna central e da direita são análogas, com

k = 2 e k = 5, respectivamente.

Tabela 5.15: Erro relativo para a divisão em 16 segmentos da região.

k 1 2 5

Erro [%] 47,76 46,84 47,63

A fim de se obter valores menores para o erro relativo, a ideia é aumentar

o número de funções próximas ao eixo de simetria em z = 5. É evidente que esse

objetivo pode ser atingido através do aumento do número de segmentos no intervalo

[0,10], entretanto tal refinamento é desnecessário em todo o intervalo, em virtude
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da fonte original ser bem aproximada por poucas funções-base quando longe do eixo

de simetria. Desta forma, a utilização de uma segmentação não uniforme parece ser

uma melhor estratégia. É considerado o intervalo [0,10] dividido conforme

[0,10] = [0; 3,5] ∪ [3,5; 6,5] ∪ [6,5; 10], (5.52)

onde cada um dos subintervalos descritos pela Eq. (5.52) é segmentado de acordo

com a Eq. (5.46), com funções base descritas pela Eq. (5.47). A figura 5.13 a seguir

apresenta os resultados obtidos pela reconstrução, onde [0; 3,5]∪ [6,5; 10] é uniforme-

mente dividido em 6 segmentos e [3,5; 6,5] é dividido em 6 ou 15 segmentos. Como

anteriormente, é feita a utilização das medidas exatas dos detectores e perturbações

de até 10% dessas medidas.

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

 0  2  4  6  8  10  0  2  4  6  8  10

S(z) Medidas Exatas Medidas Perturbadas

Figura 5.13: Reconstrução da fonte pico para k = 1 com 16 e 21 segmentos não

uniformes.

A reconstrução feita através das medidas exatas apresentou uma boa

aproximação da fonte exata. Todavia, a reconstrução feita com a utilização das

medidas perturbadas não foi fiel à fonte exata, apresentando comportamento osci-

latório nas proximidades do eixo de simetria do gráfico da fonte. Essa é de fato

uma caracteŕıstica comum aos problemas inversos, cuja classe de problemas é, em

geral, composta por problemas mal postos [48, 60]: as soluções, quando existentes,

não são necessariamente únicas e muitas vezes apresentam grande sensibilidade a

75



pequenas perturbações dos dados. Em geral, podem haver infinitas soluções para um

problema de mı́nimos quadrados, principalmente na presença de perturbações nos

dados, situação em que podem haver diversas soluções tais que o reśıduo ||rm−As||2
seja suficientemente pequeno [5].

5.2.3 Regularização de Tikhonov

Com intuito de obter-se um problema melhor condicionado e de se es-

colher boas soluções para o problema de minimização, é introduzida a clássica regu-

larização de Tikhonov [5, 48, 60] através da alteração do funcional custo dado pela

Eq. (5.34)

fα(s) = ||r′ − As||22 + α2||T s||22, (5.53)

onde α é o parâmetro de regularização e T ∈ RQ×B, Q ≥ 1 inteiro arbitrário,

é a matriz de Tikhonov, a qual representa alguma medida de s a ser definida. É

observado que a Eq. (5.34) é recuperada ao fazer-se α = 0 na Eq. (5.53). Além disso,

não é necessária a alteração do método utilizado para o processo de minimização,

uma vez que a Eq. (5.53) é equivalente a

fα(s) =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
r′

0

−
 A

αT

 s

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2

(5.54)

para α > 0. Entre os exemplos mais comuns de matriz de Tikhonov, estão T0 ∈
RB×B, T1 ∈ R(B−1)×B e T2 ∈ R(B−2)×B [5], definidas por T0 = I, a matriz identidade

do RP ,

T1 =


1 −1

. . . . . .

1 −1

 , e T2 =


1 −2 1

. . . . . . . . .

1 −2 1

 , (5.55)

entre outros. O processo de minimização com a matriz de Tikhonov T0 visa obter

a solução s de menor norma. As demais, T1 e T2, são baseadas, a menos de uma

constante multiplicativa, em diferenças finitas e visam minimizar
∑P−1

j=1 (sj − sj+1)
2
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e
∑P−2

j=1 (sj − 2sj+1 + sj+2)
2, respectivamente. A figura 5.14 a seguir apresenta os

resultados obtidos com a utilização da matriz de Tikhonov T0.
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Figura 5.14: Reconstruções da fonte pico com k = 1, para 16 segmentos não unifor-

mes e regularização T0 com α = 0,01; 0,05; 0,1; 0,3; 0,5; 0,7, ordenadas da esquerda

para a direita, de cima para baixo.

A figura 5.14 indica melhora nos resultados previamente exibidos na

figura 5.13 para a reconstrução feita com base nas medidas perturbadas quando

utilizados α = 0,05 e α = 0,1 como parâmetro de regularização. Para os demais

valores de α, a regularização penalizou muito a solução, gerando reconstruções não

condizentes com a fonte exata. A tabela 5.16 a seguir apresenta os valores obtidos

para o erro relativo nos casos onde α = 0,05 e α = 0,1.

Tabela 5.16: Erro relativo para a reconstrução com matriz de Tikhonov T0.

α 0,05 0,1

Erro [%] 5,07 6,30
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De acordo com a tabela 5.16, a utilização de 16 segmentos não unifor-

mes aliada à regularização de Tikhonov T0 foi capaz de reduzir o erro obtido com a

reconstrução para 5,07%, com a utilização de α = 0,05 como parâmetro de regula-

rização. Esse resultado é muito melhor do que aquele apresentado na tabela 5.15,

para o qual o erro relativo foi de 47,76%. A figura 5.15 a seguir apresenta os resul-

tados obtidos com a regularização T1.
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Figura 5.15: Reconstruções da fonte pico com k = 1, para 16 segmentos não unifor-

mes e regularização T1 com α = 0,01; 0,05; 0,1; 0,3; 0,5; 0,7, ordenadas da esquerda

para a direita, de cima para baixo.

A utilização da matriz de Tikhonov T1 apresentou bons resultados para

a reconstrução. Da mesma forma como na figura 5.14, as escolhas de α = 0,05 e

α = 0,1 como parâmetro de regularização apresentaram as reconstruções mais fiéis

à fonte exata. A tabela 5.17 a seguir mostra os erros obtidos para estes valores de

α.
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Tabela 5.17: Erro relativo para a reconstrução com matriz de Tikhonov T1.

α 0,05 0,1

Erro [%] 5,63 5,48

A tabela 5.17 mostra que o erro relativo da reconstrução com respeito

à fonte original foi baixo, embora superior ao da tabela 5.16 com α = 0,05. Para

o mesmo problema, também é utilizada a matriz de Tikhonov T2. A figura 5.16 a

seguir mostra os resultados obtidos.
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Figura 5.16: Reconstruções da fonte pico com k = 1, para 16 segmentos não unifor-

mes e regularização T2 com α = 0,01; 0,05; 0,15; 0,3; 0,5; 0,7, ordenadas da esquerda

para a direita, de cima para baixo.

Com a utilização da matriz T2 para a regularização, os casos onde α =

0,15 e α = 0,3 foram os que se mostraram mais fiéis à fonte exata. A tabela 5.18

sumariza o erro relativo obtido.
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Tabela 5.18: Erro relativo para a reconstrução com matriz de Tikhonov T2.

α 0,05 0,1

Erro [%] 5,55 5,96

Outra vez, foram obtidos bons resultados para o erro relativo, embora

não tão bons quanto o caso α = 0,05 da regularização com a matriz de Tikhonov

T0.

O problema fonte-detector, discutido na seção 5.1, permitiu caracterizar

o problema inverso de reconstrução da fonte isotrópica em meio conhecido como

um problema de minimização matricial. Foram facilmente obtidos bons resultados

para a reconstrução de fontes simples: constantes e polinomiais. Entretanto, para

fontes ligeiramente mais complexas, como a exponencial definida pela Eq. (5.51), foi

necessário a aplicação da estratégia de regularização de Tikhonov para a obtenção

de resultados satisfatórios. Em adição, uma escolha adequada para as funções-

base e, por conseguinte, a partição do intervalo, é fundamental para a resolução

do problema, deixando ainda em aberto o uso de aproximações via funções não

constantes e estratégias adaptativas para a escolha da segmentação.
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho, o formalismo de ordenadas discretas proposto pelo

método ADO foi pela primeira vez desenvolvido e aplicado com sucesso para re-

solver a equação adjunta de transporte monoenergética, em geometria plana in-

finita, considerando meios de material heterogêneo, espalhamento anisotrópico de

grau arbitrário e condições de contorno gerais. Em particular, para o problema

com espalhamento isotrópico, foi também derivada uma solução expĺıcita para as

autofunções. Além disso, foi apresentada uma solução particular para fontes gerais

em termos da função de Green em meio infinito. Soluções conhecidas da equação

de transporte e resultados presentes na literatura foram utilizados através do pro-

blema fonte-detector para verificação das soluções obtidas com o método ADO para

a equação adjunta. De maneira geral, o método ADO para a equação adjunta se

mostrou rápido, de fácil implementação e preciso, sendo capaz de reproduzir os re-

sultados de Militão et al. [45] com a utilização de um menor número de nós nas

regras de quadratura, atrativos importantes para futuras aplicações do método em

dimensão espacial superior, um tópico a ser abordado em trabalhos futuros. Em

adição, a formulação obtida sugere que a solução ADO para a equação de trans-

porte multigrupo pode ser de aux́ılio na derivação da equação adjunta de transporte

dependente da energia. Através da formulação ADO obtida e da estratégia de regu-

larização de Tikhonov, foi posśıvel a resolução bem sucedida de problemas inversos

em reconstrução de fontes isotrópicas para problemas de geometria e materiais co-

nhecidos, permanecendo ainda em aberto a utilização de heuŕısticas para a escolha

de parâmetros de regularização mais adequados, assim como a utilização de outras

técnicas de regularização.
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