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RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo sobre a discretização angular da equa-

ção bidimensional de transporte de nêutrons e os erros de truncamento associa-

dos, decorrentes da representação da variável angular contínua por um conjunto

de direções discretas. Estes erros incluem a aproximação da integral do termo

de espalhamento por um conjunto de quadratura numérica, técnica que caracte-

riza o chamado método de ordenadas discretas. Quatro esquemas de quadraturas

numéricas disponíveis na literatura são empregados no estudo: Simétrica de nível

(LQN), Legendre-Chebyshev triangular (PNTNSN), Legendre-Chebyshev quadran-

gular (PNTN), e Quadruple Range (QR), para a aproximação angular da equação de

transporte. O uso do esquema de quadratura LQN , é limitado até ordem N = 20,

enquanto que os demais permitem ordens de quadratura superiores.

As variáveis espaciais da equação de transporte angularmente discreti-

zada são tratadas através de técnicas nodais e resultados numéricos são obtidos a

partir de dois métodos: o método nodal Arbitrarily High Order Transport (AHOT) e

o método Analítico de Ordenadas Discretas (ADO). Além do fato do método ADO

não utilizar algoritmos de varredura numérica ou métodos iterativos para resolu-

ção das equações discretizadas resultantes, o mesmo determina soluções explícitas

em termos das variáveis espaciais, via resolução de um problema de autovalores de

ordem reduzida à metade do número de direções utilizadas na discretização angular.

O estudo é focado em problemas de fonte �xa, onde uma análise assin-

tótica espacial e angular é feita a �m de determinar a ordem de convergência dos

métodos e uma solução de referência para comparação dos resultados.

Foi observado que para um determinado esquema de quadratura, a

propriedade de integrar exatamente polinômios de alta ordem nos cossenos diretores

xv



não é su�ciente para garantir uma maior precisão em termos de convergência espacial

para a solução de referência. Ainda assim, os resultados numéricos mostram que

o �uxo escalar médio ao longo de toda a região de fonte do problema, converge

assintoticamente com discretização espacial quase idêntica para todas as quadraturas

angulares consideradas, mas o erro assintótico angular (calculado em relação ao valor

de referência espacial para cada conjunto de quadratura utilizada), não diminui

consideravelmente com o aumento do número de direções angulares. Por outro lado,

a utilização do conjunto de quadratura QR, indicou redução da �utuação dos valores

dos �uxos, os chamados efeitos raio, para ordens de aproximação angular mais baixas

do que os outros três esquemas de quadratura considerados. No entanto, com base

nos resultados numéricos obtidos até agora, não é possível determinar a taxa de

convergência assintótica do erro devido à discretização angular.

Além disso, foi possível incorporar quadraturas numéricas de ordem

superior na formulação ADO, preservando propriedades importantes do método,

tais como a redução da ordem do problema de autovalores, resultando uma maior

e�ciência computacional. As soluções ADO foram obtidas a partir da divisão do

domínio em um número menor de regiões (até 2 × 2), mesmo assim apresentando

boa precisão em comparação com a solução de referência espacial obtida através

da extrapolação das soluções AHOT para sucessivos re�namentos de malhas (até

64× 64).
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ABSTRACT

In this work, we study the angular discretization of two-dimensional

neutron transport equation and the associated truncation errors, deriving from the

representation of continuous angular variable by a set of discrete directions. These

errors comprise the approximation of the integral of the scattering term by a set

of numerical quadrature, a technique that characterizes the so-called method of

discrete ordinates. Four numerical quadrature schemes available in the literature

are employed in our study: Level symmetric (LQN), Legendre-Chebyshev triangu-

lar (PNTNSN), Legendre-Chebyshev quadrangular (PNTN), and Quadruple Range

(QR), for the angular approximation of the transport equation. The use of the LQN

quadrature scheme, is limited to order N = 20, while the others allow for arbitrarily

high order quadratures.

The spatial variables of the angularly discretized transport equation

are handled through nodal techniques and numerical results are obtained with two

methods: the Arbitrarily High Order Transport methods of the nodal type (AHOT)

and the Analytical Discrete Ordinates method (ADO). In addition to the fact that

ADO does not require a mesh sweep algorithm or iterative methods for solving

the resulting discretized equations, the method presents explicit solutions in terms

of spatial variables via eigenvalue problem resolution of reduced order to half the

number of directions used in the angular discretization.

The study is focused on �xed-source problems, where a spatial and

angular asymptotic analysis is done in order to determine the convergence order of

the methods and a reference solution for comparison of the results.

It was observed that, for a given quadrature scheme, the property of

exactly integrating highest order direction cosines polynomials is not su�cient to

xvii



ensure higher accuracy in terms of spatial convergence to the reference solution. Still,

numerical results show that the average scalar �ux over the entire source region of the

problem, converges asymptotically with the re�nement of the spatial discretization

almost identically for all angular quadratures considered, but the angular asymptotic

error (computed against the reference value for each utilized quadrature set), does

not decrease considerably with increasing number of angle directions. On the other

hand, the use of QR quadrature set indicates larger reduction in the �ux �uctuations

known as ray e�ects for lower order angular approximation schemes than the other

three sets considered. However, based on the numerical results we obtained so far,

we are unable to determine the asymptotic convergence rate of the error due to

angular discretization.

Furthermore, it was possible to incorporate the numerical high order

quadrature in the ADO formulation, preserving important properties of the method,

such as reducing the order of the eigenvalue problem that results in a higher com-

putational e�ciency. The ADO solutions were obtained by dividing the domain in

a fewer number of regions (up to 2 × 2), still exhibiting good accuracy compared

with the spatial reference solution obtained via extrapolation of AHOT solutions

obtained on successively re�ned meshes (up to 64× 64).
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1 INTRODUÇÃO

Em vários ramos da ciência, a equação de Boltzmann, proposta por

Ludwig Boltzmann durante seus estudos em teoria cinética dos gases [23], é a fer-

ramenta matemática básica para o estudo quantitativo de fenômenos físicos. Entre

as diversas áreas onde os modelos derivados da equação são comumente utilizados,

pode-se citar o estudo de reatores nucleares [5, 58, 107], transporte de radiação

[8, 45, 47, 89], cálculo de blindagem [106], simulação de fenômenos acústicos [43],

dinâmica de gases rarefeitos [44, 88, 91, 102], estudo de micro�uídos e microestru-

turas [90, 105], prospecção de petróleo [13, 33], fabricação de materiais cerâmicos

[35], entre outros. Dentre os diferentes ramos de aplicação de tal equação, neste

trabalho, dá-se ênfase à modelagem do transporte de nêutrons.

A equação de transporte de nêutrons ou equação linear de Boltzmann,

representa um balanço matemático entre a produção e a perda de nêutrons, des-

crevendo quantitativamente a distribuição espacial, direcional, energética e tempo-

ral das partículas em meios materiais [22]. Em geral, a equação de transporte de

nêutrons é estudada na forma integro-diferencial dependente de sete variáveis inde-

pendentes: três espaciais, duas angulares, uma de energia e uma variável temporal.

O tratamento analítico desta equação é muito complexo e devido a isso, métodos

numéricos com enfoque probabilístico e determinístico têm sido usados na obten-

ção de sua solução. Diferentemente dos métodos probabilísticos, como Monte Carlo

[29, 116], onde aborda-se o problema incluindo vários aspectos físicos da situação

real, nos métodos determinísticos, a equação de transporte ou suas formas deriva-

das, são tratadas de forma aproximada através do uso de métodos numéricos. Para

resolver numericamente a equação íntegro-diferencial, é necessário uma discretiza-

ção das variáveis que compõem o espaço de fase. A variável energia, geralmente

é discretizada através da aproximação multi-grupo [38], enquanto que as variáveis
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que compõem o domínio espacial, são discretizadas através de diferentes métodos,

cada um com sua abordagem individual em vários sistemas de coordenadas, dos

quais pode-se citar: o método de diferenças �nitas [51, 69, 84], o método de vo-

lumes �nitos [83], o método de elementos �nitos [65, 82, 117], os métodos nodais

[9, 12, 21, 63, 108] ou da colocação nodal [26, 27, 50]. Já as variáveis que compõem

o domínio angular da equação de transporte, são frequentemente tratadas através

do método dos harmônicos esféricos [40, 41, 56, 64] ou do método de ordenadas

discretas [11, 18, 21, 46, 49, 71, 115].

Neste trabalho, devido a versatilidade e a precisão em resolver proble-

mas unidimensionais e multidimensionais da teoria de transporte, dá-se ênfase ao

método de ordenadas discretas, para o tratamento do domínio angular da equação

de transporte. O método de ordenadas discretas, introduzido por Wick [113] na reso-

lução de problemas de transporte de nêutrons e, posteriormente por Chandrasekhar

[32] em estudos de transferência radiativa, é frequentemente utilizado nos principais

códigos computacionais em teoria de transporte [6, 61, 86, 94], e tem como base a

discretização das variáveis angulares contínuas da equação de transporte em dire-

ções angulares discretas (ordenadas discretas) e aproximação da integral do termo

de espalhamento, sobre todas as direções do movimento das partículas, como um

somatório �nito de direções angulares discretas via uso de quadraturas numéricas.

Especi�camente para o caso de aproximações em ordenadas discretas da

equação de transporte, diferentes métodos têm sido desenvolvidos para o tratamento

da variável espacial, como métodos de elementos �nitos descontínuos (DGFEM)

[53, 109, 110], os métodos nodais Linear-Linear, Linear-Nodal e AHOT [9, 10], o

método LTSN [20], método ADO [18, 19], entre outros [11, 21, 39, 70, 89].

Os métodos nodais [9, 12, 21, 63, 108], por serem mais adequados ao uso

de técnicas analíticas, são comumente utilizados na resolução de problemas multi-

dimensionais, onde as equações em ordenadas discretas integradas transversalmente
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em uma das variáveis espaciais, são resolvidas numericamente usando aproxima-

ções por polinômios de baixa ordem para o termo de fuga transversal e para os

termos de fonte de espalhamento. O uso de esquemas nodais em problemas de

transporte de nêutrons bidimensionais reduz a complexidade do modelo, uma vez

que, os sistemas de equações diferenciais parciais (originados da discretização da

integral angular), reduzem-se a sistemas de equações diferenciais ordinárias. No

entanto, devido a integração, termos de fuga transversais desconhecidos no con-

torno dos nodos são introduzidos nas equações. No contexto de métodos nodais,

a busca de equações auxiliares para representar exatamente as dependências espa-

ciais desses termos de fuga transversais, é um problema em constante investigação

[15, 36, 48, 52, 71, 81, 103, 114].

Nesta tese, dá-se ênfase ao método Analítico de Ordenadas Discretas

(ADO), proposto por Barichello e Siewert [18], para o tratamento das variáveis es-

paciais das equações em ordenadas discretas. Este método tem se destacado na

literatura e é caracterizado por possibilitar, no tratamento de problemas unidimen-

sionais, o uso de esquemas de quadratura arbitrário do tipo half-range. Além disso,

a utilização da abordagem ADO possibilita uma redução na ordem do problema de

autovalores, este que determina as autofunções que compõem a solução das equa-

ções em ordenadas discretas, resultando em um ganho no custo computacional. O

método ADO tem sido amplamente utilizado na resolução de problemas unidimensi-

onais apresentando soluções explícitas e precisas em termos das variáveis espaciais,

tanto na dinâmica de gases rarefeitos [44, 91, 92, 93], transferência radiativa [17, 18],

como em problemas de transporte de nêutrons [19].

Devido a versatilidade do método ADO na resolução de problemas uni-

dimensionais, extendeu-se a sua aplicação a problemas multidimensionais, onde jun-

tamente com os métodos nodais são uma ferramenta importante no tratamento espa-

cial das equações bidimensionais de transporte em ordenadas discretas.
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Cabrera [24] realizou os primeiros estudos de problemas bidimensionais de transporte

de nêutrons através da aplicação do método ADO em equações nodais, onde duas

abordagens distintas foram utilizadas para o tratamento dos �uxos desconhecidos

nas fronteiras (termos de fuga), tal que a primeira relaciona os �uxos desconhecidos

ao �uxo médio no interior do domínio [14, 15], enquanto que na segunda abordagem,

as relações para os �uxos desconhecidos são introduzidas no termo fonte do problema

[79, 80]. No caso de métodos nodais, inicialmente os termos desconhecidos de fuga

transversal foram aproximados por constantes [24], em seguida, aproximações mais

gerais para estes termos, baseadas nas soluções dos problemas unidimensionais, fo-

ram propostas [79, 80]. Os problemas até aqui abordados pela formulação ADO

multidimensional são de fonte �xa e dois tipos de soluções particulares têm sido

implementadas, uma delas, de caráter mais geral, baseada na utilização de funções

de Green [14, 80].

No desenvolvimento deste trabalho, contribuições ao estudo através da

utilização da abordagem ADO em problemas bidimensionais de transporte de nêu-

trons foram feitas, como a introdução de condições de contorno do tipo re�exivas

em problemas homogêneos de fonte �xa circundada por blindagem, considerando-se

o domínio de forma reduzida e simpli�cando desta forma a formulação com redução

de equações envolvidas [76, 100, 101, 103]. Em seguida, estendeu-se o estudo a pro-

blemas em meios heterogêneos [16], com a consideração de divisão do domínio em

subregiões [75, 77].

Outro aspecto relevante no estudo do processo de discretização da equa-

ção de transporte via ordenadas discretas é o chamado efeito raio, associado à re-

presentação distorcida do �uxo angular. Em geral, este efeito ocorre em problemas

cujas fontes ou �uxos possuem forte dependência angular, ou quando a fonte externa

está localizada em uma pequena região do espaço, em meios de baixa densidade ou

altamente absorvedores.
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Ao longo dos anos muitas alternativas para reduzir ou eliminar a �u-

tuação dos efeitos raio na solução das equações em ordenadas discretas tem sido

propostas e estudadas [60, 64, 73]. De acordo com Lewis e Miller [64], uma des-

tas alternativas pode ser feita através da transformação das equações em ordenadas

discretas em equações harmônicos esféricos (PN) [40, 42, 57, 59, 85], onde a de-

pendência angular do �uxo de nêutrons é tratada através de funções polinomiais

contínuas, e estas não sofrem efeitos raio. Porém, o tratamento das equações trans-

formadas tem um custo computacional muito maior para serem resolvidas do que

as equações convencionais em ordenadas discretas. Por esta razão, métodos híbri-

dos foram desenvolvidos [72], demonstrando um custo computacional equivalente

aos algoritmos em ordenadas discretas, entretanto, os efeitos raio não puderam ser

totalmente eliminados, mas apenas reduzidos. Outra alternativa investigada foi ba-

seada na aproximação das colisões primárias [7, 99]. Neste processo, o �uxo ainda

não colidido é avaliado analiticamente em regiões isoladas e então, os resultados

obtidos são utilizados para gerar numericamente uma aproximação para a primeira

colisão das partículas com o meio, nas regiões de fonte. Outra abordagem que vem

sendo prática e muito utilizada na redução dos efeitos raio, é baseada no aumento

do número de direções discretas, e no uso de esquemas de quadraturas numéricas

capazes de satisfazer momentos de ordem superior do �uxo angular, em relação aos

cossenos diretores.

Dentre os conjuntos comumente utilizados em problemas multidimen-

sionais de transporte, destaca-se a quadratura simétrica de nível LQN [62], esta que

preserva simetria com respeito a π/2 rotações em torno do centro da esfera unitá-

ria. No entanto, existe uma limitação no uso desta quadratura, uma vez que, se

sua ordem for maior que 20, alguns dos pesos do conjunto gerado tornam-se ne-

gativos, o que pode resultar soluções �sicamente impossíveis, quando utilizados na

determinação do �uxo angular das equações em ordenadas discretas.
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Neste sentido, alguns esquemas de quadratura foram propostos com o

objetivo de contornar o problema de pesos negativos encontrado na quadratura si-

métrica de nível, como o conjunto de quadratura de pesos iguais EQN , desenvolvido

por Carlson [31], que é caracterizado por apresentar pesos positivos, independente

da ordem de quadratura escolhida. No esquema de quadratura EQN , os pesos são

determinados através da relação w = 1/[N(N + 2)], onde N representa a ordem

da quadratura. Pode-se citar também, os conjuntos de quadratura de pesos posi-

tivos UEN e UGN , desenvolvidos por Carew e Zamonsky [28], onde o conjunto de

quadratura UEN é derivado através do particionamento uniforme da esfera unitária

no número de direções de�nidas pela ordem da quadratura simétrica de nível LQN ,

enquanto que o conjunto de quadratura UGN seleciona as ordenadas ao longo do

eixo z como raízes dos polinômios de Legendre.

Já Abu-Shumays, fez um estudo mais detalhado a respeito do uso de

diferentes esquemas de quadraturas produto para o tratamento das equações em or-

denadas discretas, mostrando a precisão com que estas quadraturas integram altas

ordens polinomiais nos cossenos diretores [1, 3]. Neste estudo, as quadraturas pro-

duto são geradas através do produto de conjuntos de quadraturas unidimensionais

com respeito a variável polar e azimutal. Dos diferentes conjuntos de quadraturas

apresentados por Abu-Shumays destaca-se o conjunto de quadratura bidimensional

Quadruple Range (QR), que é capaz de integrar precisamente funções que são des-

contínuas ao longo dos contornos de problemas heterogêneos e apresentar maiores

reduções na �utuação dos efeitos raio na solução das equações bidimensionais em

ordenadas discretas, quando comparado a quadraturas mais clássicas [1, 2, 3].

Recentemente, tem se intensi�cado na literatura a proposição de méto-

dos ou algoritmos com o objetivo de lidar com os efeitos raio e outros erros induzidos

pelo uso de quadraturas numéricas, métodos e técnicas que utilizam diferentes con-

juntos de quadratura em diferentes regiões espaciais de problemas especí�cos, ou al-
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goritmos que tentam adaptar as quadraturas para se obter a solução das equações em

ordenadas discretas. Longoni e Haghighat apresentaram duas técnicas referenciadas

como Ordinate Splitting (OS) [67] e Re�nement Angular Regional (RAR) [66, 68],

juntamente com os conjuntos de quadratura Legendre Equal-Weight (PN−EW ) [31]

e Legendre-Chebyshev (PNTN) [62] para o tratamento de problemas de transporte

não convencionais, cujas fontes ou �uxos apresentam forte dependência angular, ou

altos picos. Ambas as técnicas (OS e RAR), fazem um re�namento das direções dos

conjuntos de quadratura citados, onde a ideia é introduzir um número maior de di-

reções em uma certa região da esfera unitária. Na técnica OS, a direção de interesse

é dividida em um número maior de direções com pesos iguais, onde estas direções

resultantes são posicionadas simetricamente em torno da direção de interesse. Já na

técnica RAR, a direção de interesse, é substituída pelo conjunto todo de direções

polares e azimutais PNTN . Ainda, Longoni e Haghighat concluem que os conjuntos

de direções re�nadas pela técnica RAR resultantes, preservam os momentos de or-

dem superior nos cossenos diretores, diferentemente dos conjuntos re�nados obtidos

através da técnica OS [66, 68].

Entretanto as técnicas utilizadas por Longoni e Haghighat, não são

consideradas como adaptativas, uma vez que, as técnicas não introduzem diferentes

conjuntos de quadratura em diferentes regiões do domínio espacial, mas usaram ape-

nas um único conjunto modi�cado em todo o domínio do problema. Nexte contexto,

métodos verdadeiramente adaptativos para o tratamento das equações bidimensio-

nais em ordenadas discretas foram desenvolvidos [96, 97, 98], uma vez que diferentes

conjuntos de quadratura em diferentes regiões do domínio puderam ser utilizadas.

Na abordagem proposta, algoritmos simples para mapear os �uxos angulares atra-

vés das fronteiras regionais foram empregados e elementos �nitos foram utilizados

no �uxo angular para orientar a de�nição dos pesos, interpolação e métodos de

mapeamento. Para tomar decisões de re�namento, o método utilizado calcula o

�uxo angular em certas direções e compara esses resultados com os valores interpo-
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lados que vem das funções base e dos �uxos angulares nos pontos de quadratura já

existentes.

Conjuntos de quadraturas baseados em elementos �nitos descontínuos

lineares (LDFE) foram apresentados por Jarrell [54, 55]. Estes conjuntos de qua-

draturas são desenvolvidos dividindo as faces de um octaedro regular em triângulos

equiláteros, e então, estes são projetados na superfície da esfera unitária formando

triângulos esféricos. Foram desenvolvidos quatro métodos para de�nir os pontos de

cada triângulo esférico, que por sua vez de�ne as direções e os pesos dos conjuntos de

quadraturas. Esses métodos chamados de LDFE−Center, LDFE−θ, LDFE−L e

LDFE−SA, diferem um do outro na maneira de determinar os pontos e seus pesos

nesses triângulos. Ainda, é apresentado a forma adaptativa dos métodos LDFE e

mostrado a precisão com que estes integram polinômios nos cossenos diretores, além

da ordem de convergência e os erros relativos no cálculo do �uxo escalar de nêutrons

através do uso dos conjuntos de quadraturas propostos, comparando-os com outras

quadraturas disponíveis na literatura, em alguns problemas testes.

Na tentativa de melhorar o método de ordenadas discretas, um conjunto

de equações baseado em uma estrutura de interpolações para funções na esfera

unitária, denominado Lagrange Discrete Ordinates (LDO), é derivado por Ahrens

[4]. Mesmo apresentando uma série de diferenças, as equações LDO mantém a

estrutura formal das equações em ordenadas discretas. Os resultados numéricos

obtidos através das equações LDO demonstraram convergência espectral angular

para soluções suaves e são capazes de mitigar os efeitos raio, aumentando-se o número

de direções discretas envolvidas.

Neste trabalho, adicionalmente às contribuições já mencionadas an-

teriormente neste texto, referentes ao desenvolvimento da formulação ADO para

problemas multidimensionais [16, 100, 101, 103], outra contribuição relevante é a

implementação de esquemas alternativos de quadratura (ordem superior) na formu-

8



lação ADO, de maneira a preservar a redução pela metade da ordem do problema

de autovalores que determina as autofunções que compõem as soluções das equa-

ções em ordenadas discretas. Faz-se também, uma estimativa dos erros produzidos

através da discretização angular da equação de transporte, e da aproximação do

termo integral da equação via quadratura numérica, onde mostra-se a precisão com

que as quadraturas integram funções polinomiais nos cossenos diretores e a redução

que apresentam na �utuação dos efeitos raio na solução das equações em ordenas

discretas. Aplica-se o estudo a problemas de fonte �xa, onde faz-se uma análise

assintótica espacial e angular de modo a determinar a ordem de convergência e uma

solução de referência para comparação dos resultados.

Desta forma, este trabalho está estruturado de maneira que no capítulo

2 apresenta-se a equação de transporte de nêutrons multidimensional e descreve-se

a construção de diferentes esquemas de quadraturas numéricas multidimensionais.

Ainda, mostra-se a precisão com que estas integram polinômios nas direções dos

cossenos diretores, de maneira a estimar o erro de discretização numérica angular

da integral de espalhamento da equação de transporte.

No capítulo 3 a equação bidimensional em ordenadas discretas é apre-

sentada, e o sistema de equações diferenciais parciais bidimensionais em ordenadas

discretas é integrado transversalmente nas variáveis x e y, fornecendo sistemas de

equações diferenciais ordinárias unidimensionais em termos de variáveis médias, via

técnica nodal. Os �uxos desconhecidos nos contornos aproximados por constantes,

obtidos da integração transversal, são introduzidos no termo fonte do problema,

gerando um acoplamento dos problemas nodais unidimensionais. Os resultados nu-

méricos para os problemas teste considerados são apresentados no capítulo 4.

No capítulo 5, é feito uma análise assintótica espacial e angular dos

resultados numéricos obtidos para o �uxo escalar médio nas regiões do problema

em estudo. Ainda, são apresentados grá�cos dos efeitos raio produzidos pelo uso
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das quadraturas numéricas simétrica de nível LQN , Legendre-Chebyshev PNTNSN

e PNTN , e Quadruple Range QR.

Por �m, no capítulo 6, apresenta-se as conclusões obtidas do estudo

realizado.
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2 EQUAÇÃO MULTIDIMENSIONAL DE
TRANSPORTE DE NÊUTRONS

Neste capítulo, faz-se uma estimativa do erro de aproximação numérica

angular da integral de espalhamento da equação de transporte bidimensional, através

do uso de quadraturas numéricas. O procedimento baseia-se na aproximação do

�uxo angular e seção de choque diferencial de espalhamento em termos de funções

harmônicos esféricos e polinômios de Legendre, respectivamente, seguido do uso de

expansões em séries de Taylor de duas variáveis.

Utiliza-se os quatro esquemas de quadratura citados no capítulo ante-

rior: Simétrica de Nível LQN , Legendre-Chebyshev PNTNSN triangular, Legendre-

Chebyshev PNTN quadrangular e Quadruple Range QR, para a análise de aproxi-

mação. Vale ressaltar que, destes quatro esquemas de quadraturas, os três primeiros

foram desenvolvidos tanto para o tratamento de problemas bidimensionais como tri-

dimensionais, enquanto que a quadratura QR desenvolvida por Abu-Shumays [3],

foi criada apenas para o tratamento de problemas bidimensionais. Ainda, neste ca-

pítulo, determina-se a precisão com que cada uma destas quadraturas integram as

funções polinomiais nos cossenos diretores Ωx e Ωy, com o intuito de estimar o erro

de aproximação numérica da integral de espalhamento da equação de transporte.

Desta forma, parte-se da equação de transporte de nêutrons indepen-

dente do tempo, que considera a distribuição das partículas em meio não multipli-

cativo, a um grupo de energia, de acordo com Duderstadt [38]

Ω · ∇Ψ(r,Ω) + σtΨ(r,Ω) =

∫
S

σs(r,Ω
′ ·Ω)Ψ(r,Ω′) dΩ′ +Q(r,Ω), (2.1)

onde σt representa a seção de choque macroscópica total, σs(r,Ω
′ · Ω) a seção de

choque macroscópica de espalhamento diferencial e Q(r,Ω) o termo de fonte externa

de nêutrons.
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A integral na Eq. (2.1) é avaliada sobre todas as direções Ω na esfera

unitária S, onde Ψ(r,Ω) é o �uxo angular das partículas em r = (x, y, z) com

Ω · ∇Ψ(r,Ω) = Ωx
∂Ψ

∂x
+ Ωy

∂Ψ

∂y
+ Ωz

∂Ψ

∂z
. (2.2)

A direção angular do movimento das partículas Ω é convenientemente

descrita utilizando os cossenos diretores Ω = (Ωx,Ωy,Ωz), tal que

Ωx = µ = cos(ϕ) sin(θ) = cos(ϕ)
√
1− ξ2

Ωy = η = sin(ϕ) sin(θ) = sin(ϕ)
√
1− ξ2

e

Ωz = ξ = cos(θ), (2.3)

sendo os mesmos relacionados da forma

Ω2
x + Ω2

y + Ω2
z = 1. (2.4)

Aqui, θ é o ângulo polar medido a partir do eixo z e ϕ é o ângulo azimutal medido

a partir do eixo x.

2.1 Estimativa de erro na aproximação do termo integral da

equação de transporte

Para iniciar os estudos a respeito do erro produzido pelo processo de

aproximação do termo de espalhamento da equação de transporte através do uso de

quadraturas numéricas, opta-se por expandir o �uxo angular da integral de espalha-

mento da Eq. (2.1) em termos das funções harmônicos esféricos como

Ψ(r,Ω′) =
∞∑
k=0

k∑
n=−k

Υn
k(r)Y

n
k (Ω

′) (2.5)
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onde

Υn
k(r) =

∫
S

Ψ(r,Ω)Y n∗
k (Ω) dΩ. (2.6)

Aqui, Y n
k é chamada de função harmônico esférico de grau k e ordem n, já Y n∗

k

denota o conjugado complexo de Y n
k .

Substitui-se a expressão dada pela Eqs. (2.5) na integral da Eq. (2.1),

para obter∫
S

σs(r,Ω
′ ·Ω)Ψ(r,Ω′) dΩ′ =

∞∑
k=0

k∑
n=−k

Υn
k(r)

∫
S

σs(r,Ω
′ ·Ω)Y n

k (Ω
′) dΩ′. (2.7)

Agora, representa-se o termo da seção de choque diferencial σs(r,Ω
′ ·Ω)

da Eq. (2.7) em termos dos polinômios de Legendre como

σs(r,Ω
′ ·Ω) =

∞∑
l=0

(2l + 1)σsl(r)Pl(Ω
′ ·Ω), (2.8)

mas,

Ω′ = sin θ′ cosϕ′−→i + sin θ′ sinϕ′−→j + cos θ′
−→
k

Ω = sin θ cosϕ
−→
i + sin θ sinϕ

−→
j + cos θ

−→
k , (2.9)

logo Ω′ ·Ω é dado por

Ω′ ·Ω = cos θ cos θ′ + sin θ′ cosϕ′ sin θ cosϕ+ sin θ′ sinϕ′ sin θ sinϕ

= cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(ϕ− ϕ′). (2.10)

Através da Eq. (2.10), aplica-se o teorema da adição para harmônicos

esféricos, que expressa um polinômio de Legendre de ordem l no ângulo Ω′ ·Ω em

termos de produtos de dois harmônicos esféricos com coordenadas angulares (θ, ϕ)

e (θ′, ϕ′) como

Pl(Ω
′ ·Ω) =

1

2l + 1

l∑
m=−l

Y m∗
l (Ω′)Y m

l (Ω) (2.11)
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onde

Y m
l (Ω) =

√
(2l + 1)(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ (2.12)

e

Y m∗
l (Ω′) =

√
(2l + 1)(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ′)e−imϕ′

. (2.13)

Finalmente, escreve-se o termo da seção de choque de espalhamento

diferencial σs(r,Ω
′ ·Ω) como

σs(r,Ω
′ ·Ω) =

∞∑
l=0

σsl(r)
l∑

m=−l

Y m∗
l (Ω′)Y m

l (Ω), (2.14)

e a integral dada na Eq. (2.7) torna-se∫
S

σs(r,Ω
′ ·Ω)Ψ(r,Ω′) dΩ′ =

∞∑
l=0

σsl(r)
l∑

m=−l

Y m
l (Ω)

∞∑
k=0

k∑
n=−k

Υn
k(r)

∫
S

Y m∗
l (Ω′)Y n

k (Ω
′) dΩ′. (2.15)

Nota-se que as funções Y m∗
l (Ω′) e Y n

k (Ω
′) na equação acima são ortogo-

nais, de forma que através da propriedade de ortogonalidade das funções harmônicos

esféricos, tem-se ∫
S

Y m∗
l (Ω′)Y n

k (Ω
′) dΩ′ = δlkδmn (2.16)

onde

δlk =

 1 l=k

0 caso contrário
e δmn =

 1 m=n

0 caso contrário.
(2.17)

Desta forma, reescreve-se a Eq. (2.15) usando a Eq. (2.6)como∫
S

σs(r,Ω
′ ·Ω)Ψ(r,Ω′) dΩ′ =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

σsl(r)Y
m
l (Ω)

∫
S

Ψ(r,Ω′)Y m∗
l (Ω′) dΩ′. (2.18)
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No tratamento de problemas bidimensionais de transporte, o �uxo an-

gular e todos os momentos do �uxo não variam com z, de modo que o último termo

do lado direito da Eq. (2.2) pode ser desconsiderado. Neste sentido, a partir da

expressão obtida na Eq. (2.18) e da de�nição de Ω · ∇Ψ(r,Ω), dada pela Eq. (2.2),

escreve-se a Eq. (2.1), para problemas bidimensionais de transporte, em geometria

cartesiana como

µ
∂

∂x
Ψ(x, y,Ω) + η

∂

∂y
Ψ(x, y,Ω) + σtΨ(x, y,Ω) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

σsl(r)Y
m
l (Ω)

∫
S

Ψ(r,Ω′)Y m∗
l (Ω′) dΩ′ +Q(x, y,Ω). (2.19)

Para �ns de estudo da aproximação da integral angular da equação bidi-

mensional de transporte de nêutrons, suprime-se a dependência espacial

r = (x, y) na Eq. (2.18), de maneira que o integrando da equação passe a ser uma

função dependente apenas de Ω′ = (Ω′
x,Ω

′
y). Desta forma, de�ne-se

Ψ(Ω′)Y m∗
l (Ω′) = flm(Ω

′
x,Ω

′
y), (2.20)

e substitui-se na Eq. (2.18), onde obtém-se∫
S

σs(r,Ω
′ ·Ω)Ψ(r,Ω′) dΩ′ =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

σslY
m
l (Ω)

∫
S

flm(Ω
′
x,Ω

′
y) dΩ

′. (2.21)

Deseja-se encontrar uma quadratura numérica, que seja capaz de apro-

ximar a integral do termo de espalhamento da Eq. (2.21), com máxima precisão

possível, ou seja

N∑
m̃=0

wm̃g(Ω
′
m̃) ≈

∫
S

g(Ω′) dΩ′. (2.22)

Desta forma, a quadratura deve ser capaz de aproximar também os

momentos angulares, de�nidos na Eq. (2.6) e expressos na Eq. (2.18), como

N∑
m̃=0

wm̃flm(Ω
′
m̃) =

N∑
m̃=0

wm̃Ψ(Ωm̃)Y m∗
l (Ωm̃) ≈

∫
S

Ψ(Ω)Y m∗
l (Ω) dΩ = Υm

l . (2.23)
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Expande-se então a função flm(Ω′
x,Ω

′
y) de�nida na Eq. (2.20), em séries

de Taylor de duas variáveis centradas no ponto (Ω′
x0 = 0,Ω′

y0 = 0), onde obtém-se a

seguinte expressão para a integral do lado direito da Eq. (2.21),

∫
S

flm(Ω
′
x,Ω

′
y) dΩ

′ =

∫
S

[
∞∑
n=0

1

n!

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
(Ω′

x)
i(Ω′

y)
n−i ∂n

∂Ω′i
x∂Ω

′n−i
y

flm(0, 0)

]
dΩ′

= flm(0, 0)

∫
S

1 dΩ′ +
∂

∂Ω′
x

flm(0, 0)

∫
S

Ω′
x dΩ

′

+
∂

∂Ω′
y

flm(0, 0)

∫
S

Ω′
y dΩ

′ +
1

2!

∂2

∂Ω′2
x

flm(0, 0)

∫
S

Ω′2
x dΩ′

+
2

2!

∂2

∂Ω′
x∂Ω

′
y

flm(0, 0)

∫
S

(Ω′
x)(Ω

′
y) dΩ

′

+
1

2!

∂2

∂Ω′2
y

flm(0, 0)

∫
S

Ω′2
y dΩ′ + . . . (2.24)

Agora, aproxima-se as integrais da Eq. (2.24) através da relação

Eq. (2.23), de modo a obter

N∑
m̃=0

wm̃flm(Ω
′
m̃) =

N∑
m̃=0

wm̃

[
∞∑
n=0

1

n!

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
(Ω′

xm̃)
i(Ω′

ym̃)
n−i ∂n

∂Ω′i
x∂Ω

′n−i
y

flm(0, 0)

]

= flm(0, 0)
N∑

m̃=0

wm̃ +
∂

∂Ω′
x

flm(0, 0)
N∑

m̃=0

wm̃Ω
′
xm̃

+
∂

∂Ω′
y

flm(0, 0)
N∑

m̃=0

wm̃Ω
′
ym̃ +

1

2!

∂2

∂Ω′2
x

flm(0, 0)
N∑

m̃=0

wm̃Ω
′2
xm̃

+
2

2!

∂2

∂Ω′
x∂Ω

′
y

flm(0, 0)
N∑

m̃=0

wm̃(Ω
′
xm̃)(Ω

′
ym̃)

+
1

2!

∂2

∂Ω′2
y

flm(0, 0)
N∑

m̃=0

wm̃Ω
′2
ym̃ + . . . (2.25)

Observa-se que ao expandir a função flm(Ω
′
x,Ω

′
y) em séries de Taylor,

foi possível reescrevê-la em termos de polinômios em Ωx e Ωy. Desta forma, deseja-se

que a quadratura numérica seja capaz de aproximar a integral sobre esses polinômios

para o maior grau possível, ou seja, procura-se uma quadratura numérica que integre
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exatamente o máximo de termos possíveis da expansão de flm(Ω′
x,Ω

′
y) em polinômios

em Ωx e Ωy.

Neste sentido, assume-se que a função flm(Ω
′
x,Ω

′
y) possa ser escrita

em termos de um polinômio de grau L em Ωx e Ωy, onde L é dado pela soma das

potências de Ωx e Ωy. A quadratura numérica procurada deve aproximar exatamente

a integral polinomial, de maneira que o erro de aproximação pela quadratura é dado

por

∫
S

flm(Ω
′
x,Ω

′
y) dΩ

′ −
N∑

m̃=0

wm̃flm(Ω
′
m̃) =

∫
S

[
∞∑
n=0

1

n!

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
(Ω′

x)
i(Ω′

y)
n−i ∂n

∂Ω′i
x∂Ω

′n−i
y

flm(0, 0)

]
dΩ′

−
N∑

m̃=0

wm̃

[
∞∑
n=0

1

n!

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
(Ω′

xm̃)
i(Ω′

ym̃)
n−i ∂n

∂Ω′i
x∂Ω

′n−i
y

flm(0, 0)

]

=
∞∑
n=0

1

n!

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!

∂n

∂Ω′i
x∂Ω

′n−i
y

flm(0, 0)×[∫
S

(Ω′
x)

i(Ω′
y)

n−i dΩ′ −
N∑

m̃=0

wm̃(Ω
′
xm̃)

i(Ω′
ym̃)

n−i

]

=
∞∑

n=L+1

1

n!

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!

∂n

∂Ω′i
x∂Ω

′n−i
y

flm(0, 0)×[∫
S

(Ω′
x)

i(Ω′
y)

n−i dΩ′ −
N∑

m̃=0

wm̃(Ω
′
xm̃)

i(Ω′
ym̃)

n−i

]
+O(Ω′L+2

). (2.26)

Assim, se um conjunto de quadratura numérica integrar exatamente tais

funções polinomiais até grau L, espera-se que este conjunto forneça soluções precisas

para os problemas de interesse quando o integrando puder ser bem aproximado

por uma série de mesma ordem. Entende-se que, se o conjunto de quadratura não

integrar exatamente essas funções, erros de aproximação na fonte de espalhamento, e

consequentemente erros na solução da equação de transporte podem ser produzidos.
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Neste sentido, uma vez que a função flm(Ω
′
x,Ω

′
y) é aproximada por

um polinômio de grau L em Ωx e Ωy, reescreve-se a integral do lado esquerdo da

Eq. (2.24) como∫
S

Ωl
xΩ

m
y dΩ =

∫ 2π

0

∫ π

0

(sin θ cosϕ)l(sin θ sinϕ)m sin θdθdϕ,

l +m ≤ L, (2.27)

A resolução analítica da Eq. (2.27), dependente dos valores l e m, é

feita abaixo. Para isso, inicialmente de�ne-se

ξ = cos θ → dξ = − sin θdθ

ξ2 = (cos θ)2 → ξ2 = 1− (sin θ)2 → sin θ =
√
1− ξ2 (2.28)

e substitui-se no lado direito da Eq. (2.27), onde obtém-se∫ 2π

0

∫ π

0

(sin θ cosϕ)l(sin θ sinϕ)m sin θdθdϕ =∫ 2π

0

∫ 1

−1

(cosϕ
√

1− ξ2)l(sinϕ
√

1− ξ2)m dξ dϕ =∫ 2π

0

∫ 1

−1

(
√

1− ξ2)l+m(cosϕ)l(sinϕ)m dξ dϕ =∫ 2π

0

(cosϕ)l(sinϕ)m dϕ

∫ 1

−1

(
√
1− ξ2)l+m dξ. (2.29)

Note que a integral dupla da Eq. (2.27) foi escrita como um produto

de duas integrais dependentes, respectivamente, da variável azimutal ϕ e da variável

polar ξ = cos θ. Agora, para obter-se a solução analítica da integral com respeito a

variável azimutal ϕ da Eq. (2.29), parte-se da de�nição da função Gamma [112]

Γ(s)Γ(z) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

ts−1uz−1e−(t+u) dt du, (2.30)

onde de�ne-se t = x2 e u = y2, e substitui-se na equação para obter

Γ(s)Γ(z) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2s−2y2z−2e−(x2+y2)2x2y dx dy

= 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2s−1y2z−1e−(x2+y2) dx dy. (2.31)
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Faz-se uma mudança de coordenadas para polares e assume-se que

y = r sinϕ e x = r cosϕ, onde tem-se que o determinante da Jacobiana é dado

por

∂(x, y)

∂(r, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣ cosϕ sinϕ

−r sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣∣∣ = r(cosϕ)2 + r(sinϕ)2 = r, (2.32)

e o diferencial da área para coordenadas polares como

dA =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, ϕ)

∣∣∣∣ dr dϕ = r dr dϕ. (2.33)

Desta forma, reescreve-se a Eq. (2.31) em coordenadas polares como

Γ(s)Γ(z) = = 4

(∫ π/2

0

∫ ∞

0

r2s−1(cosϕ)2s−1r2z−1(sinϕ)2z−1e−r2r dr dϕ

)

= 4

(∫ π/2

0

(cosϕ)2s−1(sinϕ)2z−1 dϕ

∫ ∞

0

r2s+2z−1e−r2 dr

)
. (2.34)

Agora, assume-se δ = r2 na segunda integral da Eq. (2.34), onde obtém-

se

2

∫ ∞

0

r2s+2z−1e−r2 dr =

∫ ∞

0

δs+z−1e−δ dδ, (2.35)

que de acordo com a de�nição de função Gamma, tem-se∫ ∞

0

δs+z−1e−δ dδ = Γ(s+ z). (2.36)

Logo, substituindo-se a Eq. (2.36) na Eq. (2.34), obtém-se

Γ(s)Γ(z) = 2

(∫ π/2

0

(cosϕ)2s−1(sinϕ)2z−1 dϕ

)
Γ(s+ z) (2.37)

Γ(s)Γ(z)

2Γ(s+ z)
=

(∫ π/2

0

(cosϕ)2s−1(sinϕ)2z−1 dϕ

)
=

1

2
β(s, z), (2.38)

(2.39)
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onde β(s, z) é a função Beta [111]. Agora, seja 2s − 1 = l → s = l+1
2

e 2z − 1 =

m → z = m+1
2

na equação acima, tem-se

∫ π/2

0

(cosϕ)l(sinϕ)m dϕ =

Γ

(
l + 1

2

)
Γ

(
m+ 1

2

)
2Γ

(
l +m+ 2

2

) , (2.40)

para l e m par. Caso l ou m for ímpar, a integral resulta em zero. A solução

analítica para a primeira integral da Eq. (2.29) obtida neste trabalho, veri�ca a

solução encontrada por Abu-Shumays [3]

∫ 2π

0

(cosϕ)l(sinϕ)m dϕ = [1 + (−1)l][1 + (−1)m]

Γ

(
l + 1

2

)
Γ

(
m+ 1

2

)
2Γ

(
l +m+ 2

2

) (2.41)

se l e m par, ou ∫ 2π

0

(cosϕ)l(sinϕ)m dϕ = 0 se l ou m ímpar. (2.42)

Agora, para o tratamento da segunda integral da Eq. (2.29) onde∫ 1

−1

(
√
1− ξ2)l+m dξ = 2

∫ 1

0

(
√
1− ξ2)l+m dξ = 2

∫ π/2

0

(sin θ)l+m sin θ dθ, (2.43)

tem-se que, quando l ou m ímpar, de acordo com a Eq. (2.42), a integração sobre

a variável ϕ resulta em zero, e desta forma o fator que multiplica a Eq. (2.43) será

sempre igual a zero. Portanto, considera-se l e m pares, e neste caso, escreve-se

l + m = 2h com h = 0, 1, 2, . . . , e substitui-se na integral direita da Eq. (2.43) de

maneira que a mesma �que reescrita como

2

∫ π/2

0

(sin θ)l+m sin θ dθ = 2

∫ π/2

0

(sin θ)2h+1 dθ

= 2

∫ π/2

0

(sin θ)2(h+1)−1(cos θ)2.
1
2
−1 dθ

= 2
Γ(h+ 1)Γ(1/2)

2Γ(h+ 3/2)
=

Γ(h+ 1)
√
π

Γ(h+ 3/2)
, (2.44)
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mas h =
l +m

2
, logo

Γ(h+ 1)
√
π

Γ(h+ 3/2)
=

Γ

(
l +m+ 2

2

)
√
π

Γ

(
l +m+ 3

2

) , (2.45)

e �nalmente obtém-se, de acordo com [1, 3]

2

∫ 1

0

(
√

1− ξ2)l+m dξ = 2

∫ π/2

0

(sin θ)l+m sin θ dθ =

Γ

(
l +m+ 2

2

)
√
π

Γ

(
l +m+ 3

2

) . (2.46)

A solução analítica �nal para a Eq. (2.29) é dada pelo produto da

Eq. (2.41) pela Eq. (2.46), que resulta em∫
Ω

Ωl
xΩ

m
y dΩ =

∫ 2π

0

∫ π

0

(sin θ cosϕ)l(sin θ sinϕ)m sin θ dθ dϕ =

= [1 + (−1)l][1 + (−1)m]

Γ

(
l + 1

2

)
Γ

(
m+ 1

2

)
√
π

2Γ

(
l +m+ 3

2

) ,

= 0 se l ou m ímpar. (2.47)

Através da Eq. (2.47) é possível obter a solução exata para a integral

polinomial em Ωx e Ωy de grau L, de forma que o erro de aproximação via quadratura

numérica possa ser estimado.

2.2 Esquemas de quadraturas numéricas multidimensionais

Procura-se um conjunto de quadratura numérica capaz de integrar po-

linômios em Ωx e Ωy de ordem tão alta quanto possível, de forma a minimizar o

erro de aproximação numérica da integral angular do termo de espalhamento da

equação de transporte. Neste sentido, estuda-se nas próximas subseções, alguns dos
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conjuntos de quadratura que são comumente utilizados na resolução da equação de

transporte, e em seguida, mostra-se a ordem de precisão que estes conjuntos de qua-

dratura conseguem integrar funções polinomiais em termos dos cossenos diretores

dados pela Eq. (2.29).

2.2.1 Quadratura simétrica de nível LQN

A quadratura simétrica de nível (LQN), requer que o conjunto de

direções (µ, η, ξ) seja invariante sob todas rotações de 90 graus em torno dos eixos

µ, η ou ξ. Assim, cada conjunto de coordenadas deve ser simétrico em relação à

origem, e além disso, o conjunto de pontos em cada eixo deve ser o mesmo. Desta

forma, o conjunto de quadratura é de�nido em um octante e então é re�etido nos

outros octantes fazendo mudanças de sinais apropriadamente. O número de direções

(ordenadas) por octante, é dado pela relação M = N(N + 2)/8, onde N é a ordem

da quadratura, que deve ser par. As direções são dispostas na esfera unitária em

um padrão triangular, com N/2 níveis diferentes por hemisfério e N/2− i+1 pontos

em cada i nível, como pode ser visto na Figura 2.1.

Figura 2.1: Quadratura simétrica de nível LQN para N=8.

22



Pode ser demonstrado que uma vez de�nida a primeira ordenada, todas

as outras ordenadas são determinadas pela relação [30, 62, 64],

µ2
i = µ2

1 + (i− 1)
2(1− 3µ2

i )

N − 2
1 ≤ i ≤ N/2, (2.48)

onde µ1 é a projeção do primeiro ponto base no intervalo 0 < µ2
1 ≤ 1/3. A escolha

de µ1 é arbitrária e de acordo com a literatura, não está claro como obter o seu

valor, exceto em N = 2, caso em que o único valor disponível é de µ2
1 = 1/3. Este

único grau de liberdade na localização da ordenada juntamente com os pesos de

cada ordenada são escolhidos ao exigir que o conjunto de quadratura seja capaz de

integrar a mais elevada ordem de funções harmônicos esféricos sobre a esfera unitária.

Uma vez determinado uma ordenada, ou direção (µi, ηi, ξi), todas as outras direções

podem ser construídas pela Eq. (2.48) e através da permutação de suas componentes.

Tais grupos de permutação são compostos por classes de 1, 3 ou 6 pontos cada, de

modo que dentro de uma determinada classe, todos os pontos têm o mesmo peso.

Esta condição é conhecida como simetria rotacional, como pode ser observado na

Figura 2.2.

1

1

1 1 1 1

1

2 2

2 1 12 2

2 2

2 2

1

3

1 12 23

2 24 4

3 34

2 2

1

Configuração
dos pesos LQ2

Configuração
dos pesos LQ4

Configuração
dos pesos LQ6

Configuração
dos pesos LQ8

Configuração
dos pesos LQ10

Figura 2.2: Con�guração dos pesos da quadratura simétrica de nível LQN para um

octante.

Apresenta-se na tabela abaixo o conjunto de direções e pesos da qua-

dratura simétrica de nível LQN para algumas ordens de quadratura N .
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Tabela 2.1: Quadratura simétrica de nível LQN .
µ η w µ η w

N=2 N=8

5,773503E-01 5,773503E-01 2,500000E-01 9,511897E-01 2,182179E-01 3,024692E-02

N=4 7,867958E-01 2,182179E-01 2,268517E-02

8,688902E-01 3,500212E-01 8,333333E-02 5,773503E-01 2,182179E-01 2,268517E-02

3,500212E-01 3,500212E-01 8,333333E-02 2,182179E-01 2,182179E-01 3,024692E-02

3,500212E-01 8,688902E-01 8,333333E-02 7,867958E-01 5,773503E-01 2,268517E-02

N=6 5,773503E-01 5,773503E-01 2,314815E-02

9,261807E-01 2,666355E-01 4,403157E-02 2,182179E-01 5,773503E-01 2,268517E-02

6,815075E-01 2,666355E-01 3,930177E-02 5,773503E-01 7,867958E-01 2,268517E-02

2,666355E-01 2,666355E-01 4,403157E-02 2,182179E-01 7,867958E-01 2,268517E-02

6,815075E-01 6,815075E-01 3,930177E-02 2,182179E-01 9,511897E-01 3,024692E-02

2,666355E-01 6,815075E-01 3,930177E-02

2,666355E-01 9,261807E-01 4,403157E-02

No entanto, vale ressaltar que, quando aumentada a ordem da quadra-

tura simétrica de nível tal que N > 20, alguns dos pesos deste conjunto de qua-

dratura decrescem, e eventualmente, tornam-se negativos, a qual conduz a soluções

�sicamente impossíveis [62]. Neste sentido, estuda-se outras diferentes quadraturas,

de modo a contornar o problema encontrado na quadratura simétrica de nível.

2.2.2 Conjuntos de quadratura Legendre-Chebyshev

Nesta seção, apresenta-se dois diferentes esquemas de quadraturas

numéricas Legendre-Chebyshev (PNTN) [62]. Ambas quadraturas numéricas são ge-

radas através do produto de um conjunto de quadratura unidimensional de�nida ao

longo do eixo polar ξ = cos θ com um conjunto de quadratura unidimensional na

variável azimutal ϕ, onde o que diferencia uma quadratura da outra, é a maneira

que as direções (nós) e pesos das quadraturas unidimensionais são relacionadas. As

quadraturas Legendre-Chebyshev utilizam a quadratura de Gauss-Legendre unidi-

mensional no tratamento da variável polar e a quadratura de Chebyshev de primeira

classe para a variável azimutal. O uso desses conjuntos de quadratura não apresenta
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pesos negativos, ignorando o problema encontrado na quadratura simétrica de nível

LQN quando N > 20.

Para a construção dos conjuntos de quadratura PNTN , visando-se in-

tegrar funções polinomiais dadas pela Eq. (2.27) com máxima precisão possível,

aproxima-se a variável polar dada pela Eq. (2.46), onde tem-se que

2

∫ 1

0

(
√
1− ξ2)l+m dξ = 2

∫ 1

0

(1− ξ2)h dξ, (2.49)

através da quadratura de Gauss-Legendre tal que∫ 1

−1

f(x) dx ≃
N∑
j=1

wjf(xj), (2.50)

com f(x) = (1− ξ2)h. Como a Eq. (2.49) é escrita como uma integral polinomial de

potências pares em ξ = cos θ, a quadratura de Gauss-Legendre é considerada ótima

para aproximar essa classe de funções. Neste sentido, obtém-se os polinômios de

Legendre através da seguinte fórmula de recorrência [67, 78]

(j + 1)Pj+1(ξ) = (2j + 1)ξPj(ξ)− jPj−1(ξ) (2.51)

onde P−1(ξ) = 0 e P0(ξ) = 1, para −1 < ξ < 1 e j = 0, . . . , N .

As ordenadas ξ = cos θ são dadas pelas raízes dos polinômios de Legen-

dre PN e os pesos associados a cada nível ξi, com i = 1, . . . , N/2, são determinados

por meio da seguinte fórmula [67, 78]

ωi =
2

(1− ξ2i )

[(
dPN

dξ

)
ξi

]2 . (2.52)

Com relação a discretização da variável azimutal da Eq. (2.41), procura-

se uma quadratura numérica tal que∫ 2π

0

g(sinϕ, cosϕ) dϕ ≃
N∑
i=1

wig(sinϕi, cosϕi). (2.53)
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Neste sentido, faz-se uso da quadratura de Chebyshev, onde a variá-

vel angular azimutal é de�nida pelas raízes dos polinômios de Chebyshev (TN) de

primeira espécie

Tl[cos(ϖ)] ≡ cos(lϖ), (2.54)

estes, que satisfazem a condição de ortogonalidade

∫ 1

−1

Tl(y)Tk(y)(1− y2)−1/2dy =


0, l ̸= k

π, l = k = 0

π/2, l = k ̸= 0

(2.55)

onde

y = cos(ϖ). (2.56)

Nas subseções seguintes, apresenta-se os dois diferentes esquemas de

quadratura numérica do tipo PNTN gerados pelo produto das quadraturas unidi-

mensionais discutidas.

2.2.2.1 Quadratura de Legendre-Chebyshev quadrangular

A quadratura numérica do tipo PNTN que será apresentada nesta

subseção, é construida de maneira que tanto a ordem da quadratura unidimensional

de Chebyshev TN quanto a ordem da quadratura de Gauss-Legendre PN necessi-

tam ser iguais. Assim, para cada nível polar ξ, que é de�nido como as raízes dos

polinômios de Legendre PN de ordem N , são associados N pontos provenientes da

quadratura de Chebyshev. Determina-se o conjunto discreto de ângulos azimutais

para cada nível ξi através da relação [25, 67]

ϖj =
π

2

(
1− N − 2j + 1

N

)
, (2.57)

onde j = 1, . . . , N .
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Uma vez obtidos os valores de ϖj, de�ne-se o conjunto de pontos da

quadratura produto Legendre-Chebyshev por

µi,j =
√

1− ξ2i cos(ϖj), (2.58)

com i = 1, . . . , N/2 e j = 1, . . . , N . Os pontos ηi,j para cada nível i, são determinados

através da relação

ηi,j =
√

1− µ2
i,j − ξ2i . (2.59)

Os pesos da quadratura correspondente são dadas em termos dos pesos

da quadratura de Gauss-Legendre ωi como [25, 62]

ωi,j =
ωi

N
, (2.60)

de maneira que para cada nível ξi, as direções correspondentes tem o mesmo peso.

Apresenta-se na tabela abaixo o conjunto de quadratura PNTN qua-

drangular para algumas ordens de quadratura N .

Tabela 2.2: Quadratura Legendre-Chebyshev PNTN .
µ η w µ η w

N=2 N=8

5,773503E-01 5,773503E-01 2,500000E-01 5,443104E-02 2,736433E-01 6,326784E-03

N=4 1,550065E-01 2,319836E-01 6,326784E-03

1,945464E-01 4,696764E-01 4,348186E-02 2,319836E-01 1,550065E-01 6,326784E-03

4,696765E-01 1,945463E-01 4,348186E-02 2,736433E-01 5,443103E-02 6,326784E-03

3,598879E-01 8,688461E-01 8,151814E-02 1,179163E-01 5,928054E-01 1,389881E-02

8,688462E-01 3,598878E-01 8,151814E-02 3,357973E-01 5,025562E-01 1,389881E-02

N=6 5,025562E-01 3,357973E-01 1,389881E-02

9,349804E-02 3,489394E-01 1,427704E-02 5,928054E-01 1,179163E-01 1,389881E-02

2,554414E-01 2,554414E-01 1,427704E-02 1,659777E-01 8,344262E-01 1,960667E-02

3,489394E-01 9,349802E-02 1,427704E-02 4,726645E-01 7,073924E-01 1,960667E-02

1,941664E-01 7,246389E-01 3,006346E-02 7,073924E-01 4,726645E-01 1,960667E-02

5,304725E-01 5,304725E-01 3,006346E-02 8,344262E-01 1,659777E-01 1,960667E-02

7,246389E-01 1,941664E-01 3,006346E-02 1,917800E-01 9,641432E-01 2,266774E-02

2,513426E-01 9,380233E-01 3,899283E-02 5,461433E-01 8,173612E-01 2,266774E-02

6,866808E-01 6,866807E-01 3,899283E-02 8,173612E-01 5,461432E-01 2,266774E-02

9,380233E-01 2,513426E-01 3,899283E-02 9,641432E-01 1,917800E-01 2,266774E-02
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A quadratura Legendre-Chebyshev quadrangular gera um total de

M = 2(N × N) direções discretas na esfera unitária, onde as direções em cada

octante seguem um padrão quadrangular, como pode ser visto na Figura 2.3.

Figura 2.3: Quadratura P6T6 quadrangular.

2.2.2.2 Quadratura de Legendre-Chebyshev triangular

Na quadratura Legendre-Chebyshev triangular, diferentemente da

quadratura produto PNTN quadrangular, as quadraturas unidimensionais de Gauss-

Legendre e de Chebyshev são combinadas tal que, uma vez de�nido os ξi níveis

polares para uma certa ordem N , a discretização da variável angular azimutal é

feita de modo que no primeiro nível polar, usa-se a quadratura de Cheyshev de

ordem N = 2, para o segundo nível polar a quadratura de ordem N = 4, para o

terceiro nível polar a quadratura de ordem N=6, e assim por diante. Desta forma,

a quadratura resultante irá apresentar a mesma con�guração das direções (µ, η, ξ)

de acordo com a quadratura simétrica de nível LQN apresentada na seção anterior,
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onde tem-se um total de M = N(N + 2)/8 direções discretas por octante dispostas

em um padrão triangular (veja a Figura 2.4).

Figura 2.4: Quadratura PNTNS6.

Na quadratura Legendre-Chebyshev triangular, cuja notação será de-

�nida por PNTNSN , a determinação do conjunto de ângulos azimutais seguem a

relação [25, 62, 67]

ϖi,j =
π

2

(
1− N − 2j − 2i+ 3

N − 2i+ 2

)
, (2.61)

onde j = 1, . . . , N − 2i+ 2 e i = 1, . . . , N/2.

Os pesos da quadratura correspondente ωi,j são dadas em termos dos

pesos de quadratura de Gauss-Legendre ωi como

ωi,j =
ωi

N − 2i+ 2
. (2.62)

Uma vez determinado os pesos e os valores de ϖi,j, o conjunto de pontos

da quadratura Legendre-Chebyshev triangular é de�nido por

µi,j =
√

1− ξ2i cos(ϖi,j), (2.63)
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com i = 1, . . . , N/2 e j = 1, . . . , N − 2i + 2. Os pontos ηi,j são determinados pela

Eq. (2.59).

Apresenta-se na tabela abaixo o conjunto de quadratura PNTNSN para

algumas ordens de quadratura N .

Tabela 2.3: Quadratura Legendre-Chebyshev PNTNSN .
µ η w µ η w

N=2 N=8

5,773503E-01 5,773503E-01 2,500000E-01 1,917800E-01 9,641432E-01 2,266774E-02

N=6 5,461433E-01 8,173612E-01 2,266774E-02

3,598879E-01 8,688461E-01 8,151814E-02 8,173612E-01 5,461432E-01 2,266774E-02

8,688462E-01 3,598878E-01 8,151814E-02 9,641432E-01 1,917800E-01 2,266774E-02

3,594748E-01 3,594748E-01 8,696371E-02 2,201964E-01 8,217842E-01 2,614222E-02

N=6 6,015878E-01 6,015878E-01 2,614222E-02

2,513426E-01 9,380233E-01 3,899283E-02 8,217842E-01 2,201964E-01 2,614222E-02

6,866808E-01 6,866807E-01 3,899283E-02 2,313012E-01 5,584105E-01 2,779763E-02

9,380233E-01 2,513426E-01 3,899283E-02 5,584105E-01 2,313012E-01 2,779763E-02

2,870897E-01 6,930957E-01 4,509520E-02 1,972858E-01 1,972858E-01 2,530713E-02

6,930957E-01 2,870896E-01 4,509520E-02

2,554414E-01 2,554414E-01 4,283112E-02

2.2.3 Quadratura Quadruple Range QR

A quadratura Quadruple Range (QR) é uma quadratura produto

proposta por Abu-Shumays [3, 1] com o objetivo de integrar precisamente funções

para problemas altamente heterogêneos com inúmeras singularidades nos contornos.

Esta quadratura foi desenvolvida para o tratamento de problemas bidimensionais

onde o ângulo azimutal ϕ é dividido em quatro intervalos. Estes intervalos dividem

o hemisfério superior (θ ∈ [0, π]) da esfera unitária em quatro quadrantes, onde

seus tratamentos são feitos separadamente, de modo que as coordenadas e os pesos

da quadratura são determinados para o intervalo principal ϕ ∈ [0, π/2] e então

estendidos para os outros intervalos [3].
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Para construir a quadratura QR, transforma-se a integral Eq. (2.43)

sobre o ângulo polar θ como∫ π

0

(sin θ)l+m sin θ dθ = 2

∫ π/2

0

(sin θ)k sin θ dθ (2.64)

onde k = l +m. Assumindo-se que

x = sin θ → dx = cos θ dθ

x2 = (sin θ)2 → x2 = 1− (cos θ)2 → cos θ =
√
1− x2, (2.65)

e substituindo-se na Eq. (2.64) obtém-se

2

∫ π/2

0

(sin θ)k sin θ dθ =

∫ 1

0

xk 2x√
1− x2

dx. (2.66)

A integral da equação acima, é então aproximada pela quadratura de

Gauss-Christo�el, onde ∫ 1

0

f(x)w(x) dx ≃
N∑
i=1

wif(xi), (2.67)

com

f(x) = xk, w(x) =
2x√
1− x2

. (2.68)

A construção analítica e o código computacional em FORTRAN para

gerar a quadratura de Gauss-Christo�el pode ser encontrada na Ref.[2]. Ainda,

de acordo com as referências [2, 3], a quadratura de Gauss-Christo�el é exata por

integrar funções polinomiais dadas na Eq. (2.64) até l+m ≤ 2N − 1. Mostra-se na

Tabela (2.4) algumas das coordenadas e pesos para essa quadratura.

No tratamento da variável azimutal ϕ, deseja-se aproximar, tão preci-

samente quanto possível, a integral dada pela Eq. (2.40). Desta forma, a quadratura

procurada é de�nida como∫ π/2

0

f(cosϕ, sinϕ) dϕ ≃
N∑
i=1

wif(cosϕi, sinϕi), (2.69)
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Tabela 2.4: Quadratura com respeito a integração da variável polar em geometria
Cartesiana bidimensional.

X(i) w(i) X(i) w(i)
N = 1 N = 8

7,853981633974E-01 1,000000000000E+00 4,619235546733E-02 3,535298053836E-03
N = 2 1,495785939930E-01 1,939781153201E-02

3,993735638824E-01 2,505459190576E-01 2,974141685414E-01 5,120081207156E-02
9,144479484660E-01 7,494540809424E-01 4,714033535760E-01 9,615210566300E-02

N = 3 6,494576043473E-01 1,471910521216E-01
2,311522961279E-01 8,530082397263E-02 8,085613275367E-01 1,956194174053E-01
6,399711962341E-01 3,414562579328E-01 9,279142834478E-01 2,332109926667E-01
9,544967673433E-01 5,732429180946E-01 9,918094732391E-01 2,536925104860E-01

N = 4 N = 9
1,492491465731E-01 3,605010432091E-02 3,738717543137E-02 2,321532538025E-03
4,452174134056E-01 1,651009783738E-01 1,218673184482E-01 1,295685275068E-02
7,657198751837E-01 3,388394165669E-01 2,449791366336E-01 3,503122447209E-02
9,718403838896E-01 4,600095007383E-01 3,944837657444E-01 6,774755109636E-02

N = 5 5,551788717533E-01 1,073193796372E-01
1,039469054750E-01 1,765116967436E-02 7,104369578734E-01 1,483922364818E-01
3,218997600306E-01 8,726300032090E-02 8,440015993099E-01 1,853051377127E-01
5,925641316724E-01 1,993860321943E-01 9,417816602326E-01 2,130391465706E-01
8,367574981863E-01 3,127359798582E-01 9,934143180700E-01 2,278869387406E-01
9,808766137327E-01 3,829638179523E-01 N = 10

N = 6 3,087344674321E-02 1,585962741949E-03
7,642225770190E-02 9,602183026857E-03 1,011256691908E-01 8,966281037954E-03
2,418380224706E-01 4,982286016750E-02 2,049120334874E-01 2,469133544735E-02
4,624149310771E-01 1,216972042400E-01 3,337559301018E-01 4,884013052964E-02
6,917637890192E-01 2,077474677705E-01 4,769246984678E-01 7,941386493165E-02
8,801887364310E-01 2,835447130159E-01 6,222949084152E-01 1,131174844298E-01
9,861717557162E-01 3,275855717792E-01 7,574090067647E-01 1,461301662904E-01

N = 7 8,705939190886E-01 1,747226071284E-01
5,849788427341E-02 5,651443322490E-03 9,520192454053E-01 1,957168918510E-01
1,876744099204E-01 3,029834441270E-02 9,945898978712E-01 2,068152756119E-01
3,673808738342E-01 7,742885116751E-02
5,691413298688E-01 1,397678418675E-01
7,600739892315E-01 2,041795195416E-01
9,084990189032E-01 2,566694985682E-01
9,895378462167E-01 2,860045011201E-01

Nota: X(i) = sin θi.

onde as coordenadas ϕi e pesos wi são encontrados pela solução de um sistema não-

linear de equações e incógnitas, cujo sistema é resolvido pelo método iterativo de

Newton. O processo para obter estas coordenadas e pesos não é apresentado em

detalhes aqui, mas pode ser encontrado em Abu-Shumays [3]. Mostra-se algumas

das coordenadas e pesos para essa quadratura na Tabela (2.5).

De acordo com Abu-Shumays [3], a quadratura unidimensional Eq. (2.69)

na variável azimutal ϕ é exata por integrar funções polinomiais para l+m ≤ Nϕ−1,

onde Nϕ é a ordem da quadratura. Portanto, �xado um grau de precisão L = l+m
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Tabela 2.5: Quadratura com respeito a integração da variável azimutal em geometria
Cartesiana bidimensional.

X(i) w(i) X(i) w(i)
N = 1 N = 8

7,07106781187E-01 1,57079632679E+00 3,24869788463E-02 8,26105878919E-02
N = 2 1,63951256940E-01 1,78010819682E-01

3,28861319306E-01 7,85398163397E-01 3,70037938547E-01 2,45365013149E-01
9,44378225429E-01 7,85398163397E-01 6,00618666309E-01 2,79411742675E-01

N = 3 7,99535626274E-01 2,79411742675E-01
1,79705750550E-01 4,41492408805E-01 9,29016643573E-01 2,45365013149E-01
7,07106781187E-01 6,87811509185E-01 9,86468441131E-01 1,78010819682E-01
9,83720409069E-01 4,41492408805E-01 9,99472158795E-01 8,26105878919E-02

N = 4 N = 9
1,11919417802E-01 2,79049509269E-01 2,60886177621E-02 6,64555994585E-02
4,99008815360E-01 5,06348654128E-01 1,32824656907E-01 1,45296593486E-01
8,66596908714E-01 5,06348654128E-01 3,05325234799E-01 2,05144486413E-01
9,93717285710E-01 2,79049509269E-01 5,10423681971E-01 2,41615952092E-01

N = 5 7,07106781187E-01 2,53771063895E-01
7,60839341001E-02 1,91320724703E-01 8,59923057537E-01 2,41615952092E-01
3,59915255224E-01 3,74855576614E-01 9,52248129951E-01 2,05144486413E-01
7,07106781187E-01 4,38443724162E-01 9,91139551485E-01 1,45296593486E-01
9,32984999374E-01 3,74855576614E-01 9,99659634087E-01 6,64555994585E-02
9,97101416593E-01 1,91320724703E-01 N = 10

N = 6 2,14063664984E-02 5,45988342772E-02
5,49823833982E-02 1,38991227102E-01 1,09678208079E-01 1,20668935327E-01
2,68645060598E-01 2,84984797595E-01 2,55406277071E-01 1,73450649536E-01
5,65871339345E-01 3,61422138701E-01 4,35996579025E-01 2,09351736725E-01
8,24493558076E-01 3,61422138701E-01 6,21758783706E-01 2,27328007532E-01
9,63239238931E-01 2,84984797595E-01 7,83208793927E-01 2,27328007532E-01
9,98487324665E-01 1,38991227102E-01 8,99948322449E-01 2,09351736725E-01

N = 7 9,66833819037E-01 1,73450649536E-01
4,15504673952E-02 1,05403262712E-01 9,93967147683E-01 1,20668935327E-01
2,07031268158E-01 2,22573419243E-01 9,99770857484E-01 5,45988342772E-02
4,54812160314E-01 2,96659466192E-01
7,07106781187E-01 3,21524030502E-01
8,90587389778E-01 2,96659466192E-01
9,78334326294E-01 2,22573419243E-01
9,99136406433E-01 1,05403262712E-01

Nota: X(i) = sinϕi ou X(i) = cosϕi.

na Eq. (2.27), para que a quadratura QR gerada pela combinação das quadratu-

ras unidimensionais na variável ϕ e na variável θ sejam compatíveis, o dobro de

coordenadas e pesos são necessários para a variável ϕ do que para a variável θ [3].

Apresenta-se na Tabela (2.6) a quadratura QR de forma que a mesma seja compa-

tível com tal requisito.

Na Tabela (2.6), Nθ representa a ordem da quadratura unidimensional

com respeito a variável polar θ, enquanto que Nϕ representa a ordem da quadratura
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Tabela 2.6: Quadratura Quadruple Range QR.
µ η w µ η w

Nθ = 1; Nϕ = 2 Nθ = 4; Nϕ = 8
2,5828707E-01 7,4171292E-01 1,2500000E-01 4,8486538E-03 1,4917036E-01 4,7398256E-04
7,4171292E-01 2,5828707E-01 1,2500000E-01 2,4469585E-02 1,4722957E-01 1,0213463E-03

Nθ = 2; Nϕ = 4 5,5227846E-02 1,3865494E-01 1,4077945E-03
4,4697656E-02 3,9686441E-01 1,1127272E-02 8,9641823E-02 1,1933000E-01 1,6031394E-03
1,9929092E-01 3,4609593E-01 2,0190967E-02 1,1933000E-01 8,9641823E-02 1,6031394E-03
3,4609593E-01 1,9929092E-01 2,0190967E-02 1,3865494E-01 5,5227846E-02 1,4077945E-03
3,9686441E-01 4,4697656E-02 1,1127272E-02 1,4722957E-01 2,4469585E-02 1,0213463E-03
1,0234448E-01 9,0870273E-01 3,3284836E-02 1,4917036E-01 4,8486538E-03 4,7398256E-04
4,5631758E-01 7,9245784E-01 6,0396923E-02 1,4463768E-02 4,4498240E-01 2,1707283E-03
7,9245784E-01 4,5631758E-01 6,0396923E-02 7,2993954E-02 4,3919292E-01 4,6775256E-03
9,0870273E-01 1,0234448E-01 3,3284836E-02 1,6474733E-01 4,1361438E-01 6,4473673E-03

Nθ = 3; Nϕ = 6 2,6740588E-01 3,5596718E-01 7,3420008E-03
1,2709304E-02 2,3080263E-01 1,8869515E-03 3,5596718E-01 2,6740588E-01 7,3420008E-03
6,2097922E-02 2,2265496E-01 3,8689670E-03 4,1361438E-01 1,6474733E-01 6,4473673E-03
1,3080245E-01 1,9058357E-01 4,9066842E-03 4,3919292E-01 7,2993954E-02 4,6775256E-03
1,9058357E-01 1,3080245E-01 4,9066842E-03 4,4498240E-01 1,4463768E-02 2,1707283E-03
2,2265496E-01 6,2097922E-02 3,8689670E-03 2,4875925E-02 7,6531569E-01 4,4550210E-03
2,3080263E-01 1,2709304E-02 1,8869515E-03 1,2554073E-01 7,5535849E-01 9,5997617E-03
3,5187141E-02 6,3900312E-01 7,5534019E-03 2,8334540E-01 7,1136650E-01 1,3232036E-02
1,7192510E-01 6,1644536E-01 1,5487341E-02 4,5990565E-01 6,1222031E-01 1,5068107E-02
3,6214135E-01 5,2765212E-01 1,9641287E-02 6,1222031E-01 4,5990565E-01 1,5068107E-02
5,2765212E-01 3,6214135E-01 1,9641287E-02 7,1136650E-01 2,8334540E-01 1,3232036E-02
6,1644536E-01 1,7192510E-01 1,5487341E-02 7,5535849E-01 1,2554073E-01 9,5997617E-03
6,3900312E-01 3,5187141E-02 7,5534019E-03 7,6531569E-01 2,4875925E-02 4,4550210E-03
5,2480507E-02 9,5305292E-01 1,2680787E-02 3,1572157E-02 9,7132740E-01 6,0481512E-03
2,5642084E-01 9,1940873E-01 2,6000428E-02 1,5933445E-01 9,5868986E-01 1,3032667E-02
5,4012236E-01 7,8697643E-01 3,2974147E-02 3,5961781E-01 9,0285589E-01 1,7963856E-02
7,8697643E-01 5,4012236E-01 3,2974147E-02 5,8370547E-01 7,7702100E-01 2,0456512E-02
9,1940873E-01 2,5642084E-01 2,6000428E-02 7,7702100E-01 5,8370547E-01 2,0456512E-02
9,5305292E-01 5,2480507E-02 1,2680787E-02 9,0285589E-01 3,5961781E-01 1,7963856E-02

9,5868986E-01 1,5933445E-01 1,3032667E-02
9,7132740E-01 3,1572157E-02 6,0481512E-03

unidimensional com respeito a variável azimutal ϕ. Desta forma, ao utilizarmos essa

quadratura, temos um total de Nθ ∗Nϕ direções discretas por octante.

2.3 Análise de precisão das quadraturas numéricas na

integração de funções polinomiais nos cossenos diretores

Nesta seção faz-se uma análise do desempenho das quadraturas nu-

méricas estudadas nas seções anteriores na integração de funções polinomiais na

direção dos cossenos diretores Ωx e Ωy. Para �ns de cálculos, apresenta-se na tabela

abaixo, o número de direções por octante relacionado a cada ordem de uma dada

quadratura.
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Tabela 2.7: Quantidade de direções discretas por octante para dadas ordens de qua-

dratura numérica.
LQN PNTNSN PNTN QR

ordem # direções ordem # direções ordem # direções ordem # direções

N=2 1 N=2 1 N=2 1 Nθ = 1; Nϕ = 2 2

N=4 3 N=4 3 N=4 4 Nθ = 2; Nϕ = 4 8

N=6 6 N=6 6 N=6 9 Nθ = 3; Nϕ = 6 18

N=8 10 N=8 10 N=8 16 Nθ = 4; Nϕ = 8 32

N=12 21 N=12 21 N=12 36 Nθ = 5; Nϕ = 10 50

N=16 36 N=16 36 N=16 64 Nθ = 6; Nϕ = 12 72

N=20 55 N=20 55 N=20 100 Nθ = 7; Nϕ = 14 98

A quadratura simétrica de nível proposta por Carlson [30], é exata por

integrar polinômios dados na Eq. (2.47) para baixos valores de l e m, de fato, para

l +m ≤ N (veja Tabela 2.8).

Observa-se da Tabela 2.8 que, no exemplo em que l +m = 8, os con-

juntos de quadratura simétrica de nível LQ2 e LQ4, não conseguem aproximar exa-

tamente a integral das funções polinomiais dadas pela Eq. (2.47), necessitando-se

aumentar sua ordem para LQ8 ou LQ16. Ainda, se tomado o exemplo em que

l + m = 16, apenas a quadratura simétrica de nível LQ16 aproxima exatamente a

integral das funções polinomiais dadas pela Eq. (2.47), porém consegue-se 1 dígito

signi�cativo de concordância com a solução analítica ao utilizar a quadratura LQ8.
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Tabela 2.8: Aproximação das funções polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq. (2.47), através da quadratura LQN .
L = l +m Analítica LQ2 LQ4 LQ8 LQ16

l=2, m=0 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333

l=2, m=2 0,0666666667 0,1111111111 0,0666666667 0,0666666667 0,0666666667

l=4, m=0 0,2000000000 0,1111111111 0,2000000000 0,2000000000 0,2000000000

l=4, m=2 0,0285714286 0,0370370370 0,0276673158 0,0285714286 0,0285714286

l=4, m=4 0,0095238095 0,0123456843 0.0057786546 0,0095238095 0,0095238095

l=6, m=0 0,1428571429 0,0370370370 0,1446652354 0,1428571429 0,1428571429

l=6, m=2 0,0158730159 0,0123456843 0,0181113194 0,0158730159 0,0158730159

l=8, m=0 0,1111111111 0,0123456843 0,1084425765 0,1111111111 0,1111111111

l=8, m=2 0,0101010101 0,0041152285 0,0133333333 0,0100661072 0,0101010101

l=8, m=4 0,0023310023 0,0013717443 0,0016693884 0,0022543189 0,0023310023

l=8, m=6 0,0007770008 0,0004572477 0,0002315970 0,0008125547 0,0007770008

l=8, m=8 0,0003199415 0,0001524159 0,0000048813 0,0003441309 0,0003199415

l=10, m=10 0,0000649505 0,0000169351 0,0000045136 0,0000695045 0,0000648357

l=12, m=10 0,0000310633 0,0000056450 0,0000019802 0,0000328728 0,0000309846

Nota:µlηm = µmηl

Sabe-se que os conjuntos de quadratura unidimensionais de Gauss-

Legendre e de Chebyshev, são capazes de integrar exatamente funções polinomiais

até grau 2N−1. Desta forma, mostra-se no exemplo da Tabela 2.9, que a quadratura

Legendre-Chebyshev PNTN , gerada pelo produto das quadraturas unidimensionais

citadas, também é capaz de integrar funções polinomiais dadas na Eq. (2.47) para

l+m ≤ 2N − 1. Ainda, observa-se que, por exemplo, no caso em que l+m = 14, a

quadratura P8T8 já é su�ciente por aproximar a integral sobre as funções polinomiais

nos cossenos diretores, uma vez que para N = 8, a quadratura é capaz de integrar

funções polinomiais até grau 2 ∗ 8− 1 = 15.
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Tabela 2.9: Aproximação das funções polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq.(2.47) através da quadratura PNTN .

L = l+m Analítica P2T2 P4T4 P8T8 P12T12 P20T20

l=2, m=0 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333

l=2, m=2 0,0666666667 0,1111111111 0,0666666667 0,0666666667 0,0666666667 0,0666666667

l=4, m=0 0,2000000000 0,1111111111 0,2000000000 0,2000000000 0,2000000000 0,2000000000

l=4, m=4 0,0095238095 0,0123456843 0,0062585028 0,0095238095 0,0095238095 0,0095238095

l=6, m=0 0,1428571429 0,0370370370 0,1428571429 0,1428571429 0,1428571429 0,1428571429

l=6, m=6 0,0016650017 0,0013717430 0,0006097458 0,0016650017 0,0016650017 0,0016650017

l=8, m=0 0,1111111111 0,0123456843 0,1063945694 0,1111111111 0,1111111111 0,1111111111

l=8, m=6 0,0007770008 0,0004572477 0,0002695701 0,0007770008 0,0007770008 0,0007770008

l=8, m=8 0,0003199415 0,0001524159 0,0000595987 0,0003107761 0,0003199415 0,0003199415

l=10, m=0 0,0909090909 0,0041152285 0,0800388836 0,0909090909 0,0909090909 0,0909090909

l=12, m=10 0,0000310633 0,0000056450 0,0000025767 0,0000285262 0,0000310633 0,0000310633

l=16, m=14 0,0000014274 0,0000000697 0,0000000246 0,0000011056 0,0000014157 0,0000014274

Nota:µlηm = µmηl

O conjunto de direções e pesos da quadratura Legendre-Chebyshev

PNTNSN satisfazem apenas as condições de momento µ2 ou η2 na Eq. (2.47). No

entanto, a medida que aumenta-se a ordem de quadratura (N ≥ 16), mais dígitos

signi�cativos de precisão são obtidos na aproximação da integral Eq. (2.47), para

qualquer soma de l e m tal que l +m > 2 (veja Tabela 2.10).

De fato, a quadratura PNTNSN satisfaz as condições de momento de pri-

meira ordem (µ2 ou η2), porém para ordem de quadratura PNTNSN com

2 < N ≤ 8 obtém-se 1 a 4 dígitos signi�cativos de precisão em relação a solução

analítica, já para N = 16 e N = 32 chega-se a obter 7 e 18 dígitos, respectivamente.

Nota-se que na Tabela 2.10, as soluções são apresentadas com 10 dígitos, porém a

veri�cação computacional foi feita com 18 dígitos de precisão.
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Tabela 2.10: Aproximação das funções polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq. (2.47) através da quadratura PNTNSN .
L = l+m Analítica PNTNS2 PNTNS4 PNTNS8 PNTNS16 PNTNS30

l=2, m=0 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333

l=2, m=2 0,0666666667 0,1111111111 0,0695709662 0,0667433340 0,0666681738 0,0666667031

l=4, m=0 0,2000000000 0,1111111111 0,1970957088 0,1999233343 0,1999985004 0,1999999710

l=4, m=2 0,0285714286 0,0370370370 0,0289467266 0,0285744118 0,0285714436 0,0285714279

l=4, m=4 0,0095238095 0,0123456843 0.0063312485 0,0094930092 0,0095237438 0,0095238091

l=6, m=0 0,1428571429 0,0370370370 0,1417312541 0,1428481993 0,1428571041 0,1428571513

l=6, m=2 0,0158730159 0,0123456843 0,0187997574 0,0159040475 0,0158730811 0,0158730156

l=8, m=0 0,1111111111 0,0123456843 0,1060793383 0,1110793901 0,1111110528 0,1111111192

l=8, m=2 0,0101010101 0,0041152285 0,0137966715 0,0101179682 0,0101010203 0,0101010098

l=8, m=4 0,0023310023 0,0013717443 0,0018302497 0,0023084589 0,0023309906 0,0023310023

l=8, m=6 0,0007770008 0,0004572477 0,0002697532 0,0007846897 0,0007770022 0,0007770008

l=8, m=8 0,0003199415 0,0001524159 0,0005962409 0,0003172116 0,0003199375 0,0003199415

l=10, m=10 0,0000649505 0,0000169351 0,0000058274 0,0000610249 0.0000649524 0,0000649505

l=12, m=10 0,0000310633 0,0000056450 0,0000025767 0,0000289959 0,0000310639 0,0000310633

Nota:µlηm = µmηl

A quadratura QR gerada na seção anterior, integra exatamente funções

polinomiais dadas na Eq. (2.47) para l +m ≤ 2Nθ − 1 (veja Tabela 2.11). Nota-se

que para a quadratura QR tal que Nθ ≥ 4, nas situações em que as mesmas não

conseguem integrar exatamente as funções polinomiais nos cossenos diretores para

dado grau L = m+n, essas quadraturas conseguem aproximar a solução analítica em

até 4 a 7 dígitos signi�cativos de precisão, dependendo da situação. Por exemplo,

para l + m = 12, a quadratura QR com Nθ = 4; Nϕ = 8, integra as funções

polinomiais de acordo com a teoria, até grau 2 ∗ 4− 1 = 7, mas consegue aproximar

a solução analítica nesse exemplo em até 4 dígitos signi�cativos de precisão. Já a

quadratura QR com Nθ = 6; Nϕ = 12 deveria integrar até grau 2 ∗ 6− 1 = 11, mas

consegue uma aproximação em até 7 dígitos signi�cativos de precisão em relação a

solução analítica no exemplo em questão.
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Tabela 2.11: Aproximação das funções polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq. (2.47) através da quadratura QR.
L = l+m Analítica Nθ = 2; Nθ = 4; Nθ = 5; Nθ = 6; Nθ = 7;

Nϕ = 4 Nϕ = 8 Nϕ = 10 Nϕ = 12 Nϕ = 14

l=2, m=0 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333 0,3333333333

l=2, m=2 0,0666666667 0,0662812729 0,0666666667 0,0666666667 0,0666666667 0,0666666667

l=4, m=0 0,2000000000 0,1989356987 0,2000000000 0,2000000000 0,2000000000 0,2000000000

l=4, m=2 0,0285714286 0,0277432138 0,0285714286 0,0285714286 0,0285714286 0,0285714286

l=4, m=4 0,0095238095 0,0082854526 0,0095235568 0,0095238095 0,0095238095 0,0095238095

l=6, m=0 0,1428571429 0,1372921436 0,1428571429 0,1428571429 0,1428571429 0,1428571429

l=6, m=2 0,0158730159 0,0146199956 0,0158725961 0,0158730159 0,0158730159 0,0158730159

l=6, m=4 0,0043290043 0,0034629706 0,0043270734 0,0043289965 0,0043290043 0,0043290043

l=6, m=6 0,0016650017 0,0010805410 0,0016615140 0,0016649323 0,0016650015 0,0016650017

l=8, m=0 0,1111111111 0,0999707322 0,1111081677 0,1111111111 0,1111111111 0,1111111111

l=8, m=2 0,0101010101 0,0087581154 0,0100965060 0,0101009920 0,0101010101 0,0101010101

l=8, m=4 0,0023310023 0,0018150497 0,0023263061 0,0023309055 0,0023310020 0,0023310023

l=8, m=6 0,0007770008 0,0004517762 0,0007725730 0,0007768102 0,0007769979 0,0007770007

l=8, m=8 0,0003199415 0,0001412723 0,0003158752 0,0003196738 0,0003199328 0,0003199414

l=10, m=0 0,0909090909 0,0748089973 0,0908685457 0,0909090909 0,0909090909 0,0909090909

Nota:µlηm = µmηl

Uma análise mais ampla do desempenho que as quadraturas numéricas

estudadas apresentam na integração das funções polinomiais nos cossenos diretores

é feita tomando-se um exemplo qualquer. Neste sentido, �xa-se o grau L = 6 na

Eq. (2.47), onde observa-se que a quadratura simétrica de nível LQ6, que possui 6

direções por octante, aproxima exatamente a integral dada pela Eq. (2.47) até grau

L ≤ 6, o que está de acordo com a literatura.

No entanto, a quadratura PNTN de ordem N = 4, o que gera 4 direções

por octante, já é o su�ciente por integrar exatamente as funções polinomiais dadas

pela Eq. (2.47) até grau L ≤ 6.

Com respeito a quadratura PNTNSN , altas ordens de quadratura

N ≥ 16, são necessárias para integrar funções polinomiais dadas pela Eq. (2.47)

39



com muita precisão. Por outro lado, se desejar-se aproximar integral para o exem-

plo em questão, onde l +m = 6, com precisão de 9 dígitos, a quadratura PNTNS16

que gera um total de 36 direções em um único octante, é necessária.

A quadratura QR aproxima exatamente as funções polinomiais da-

das pela Eq.(2.47) tal que l + m = 6, se Nθ = 4, uma vez que, de acordo com

Abu-Shumays [1], esta quadratura é exata por integrar funções polinomiais para

grau até L ≤ 2Nθ − 1. Logo se Nθ = 4, para que a quadratura seja compatível,

deve-se ter Nϕ = 8, o que gera um total de 32 direções por octante.

Através da análise feita para o exemplo dado, a quadratura PNTN apre-

sentou o melhor desempenho em relação as outras, uma vez que, para baixas ordens

de quadratura, aproxima as funções polinomiais dadas pela Eq. (2.47) exatamente.

Porém, muitas vezes, na resolução da equação de transporte, integrar altas ordens

polinomiais não é su�ciente para determinar uma solução precisa para o problema,

já que outras variáveis podem in�uenciar na sua solução, como o efeito raio, que

será discutido mais adiante.
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3 SOLUÇÃO ADO DA EQUAÇÃO
BIDIMENSIONAL DE TRANSPORTE EM
ORDENADAS DISCRETAS

Como mencionado nos capítulos anteriores, o principal interesse deste

trabalho está relacionado a resolução de problemas bidimensionais de transporte de

nêutrons em ordenadas discretas, onde o sistema de equações resultante da discreti-

zação angular, é tratado através do uso da técnica nodal juntamente com o método

ADO proposto por Barichello e Siewert [18].

Na abordagem proposta, a variável angular da equação de transporte

Eq. (2.1) é tratada através do método de ordenadas discretas, desenvolvido por Wick

[113] e Chandrasekhar [32]. Neste sentido, faz-se uma discretização do conjunto de

direções Ω = (µ, η, ξ), onde substitui-se o domínio contínuo das variáveis angulares

(µ, η, ξ) por um conjunto de valores discretos (µk, ηk, ξk), denominado ordenadas

discretas, e aproxima-se o termo integral da fonte de espalhamento da Eq. (2.1)

por uma quadratura numérica, tal que as direções discretas Ωk = (µk, ηk, ξk) são

associadas a pesos wk, ou seja∫
S

Ψ(r,Ω′)dΩ′ ≈
M∑
k=1

wkΨ(r,Ωk). (3.1)

Como discutido no capítulo anterior, existem diferentes esquemas de

quadraturas, e suas escolhas em princípio podem ser arbitrárias. Entretanto, a

precisão com que estas quadraturas aproximam o termo integral da fonte de espa-

lhamento dependerá da respectiva ordem, associada ao número de direções discretas

e pesos. Restrições às direções Ωk e pesos wk podem ser feitas por exemplo, de

forma que certas propriedades sejam satisfeitas, como a simetria [74].
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Escreve-se a versão bidimensional da Eq. (2.1) que considera o espalha-

mento isotrópico em meio homogêneo, em ordenadas discretas como

µm
∂

∂x
Ψ(x, y,Ωm) + ηm

∂

∂y
Ψ(x, y,Ωm) + σtΨ(x, y,Ωm) =

Q(x, y) + σs

M∑
k=1

wkΨ(x, y,Ωk), (3.2)

para m = 1, . . . ,M .

A partir da solução da Eq. (3.2), pretende-se determinar o �uxo escalar

de nêutrons, que de acordo com Lewis e Miller [64], é de�nido como

ϕ(r) =

∫
S

Ψ(r,Ω) dΩ, (3.3)

ou na aproximação em ordenadas discretas correspondentes pode ser reescrito como

ϕ(r) =
M∑
k=1

wkΨ(x, y,Ωk). (3.4)

Os problemas de transporte estudados como casos de teste neste tra-

balho, são de�nidos em um domínio retangular D, com x ∈ [0, a] e y ∈ [0, b]. Um

processo de integração, que pode ser de�nido no domínio todo ou em subregiões

do mesmo (nodos) é aplicado, juntamente com o método ADO na determinação do

�uxo angular médio. Para isto, considera-se o domínio subdividido em τ regiões (ou

nodos), de�nidos de forma que x ∈ [aτ−1, aτ ] e y = [bτ−1, bτ ].

Para facilitar a determinação da solução para a equação bidimensional

em ordenadas discretas, Eq. (3.2), opta-se por ordenar as direções e os pesos da

quadratura de forma que, param = 1, . . . ,M/2,Ωm represente as direções incidentes

(entrada) do �uxo de nêutrons em uma determinada fronteira, e Ωm+M/2 represente

as direções emergentes (saída) [15, 24]. Desta forma, a Eq. (3.2) é reescrita na forma

de dois conjuntos, onde cada um está associado a M/2 equações discretas.
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Neste sentido, optando-se por analisar o �uxo angular médio de nêu-

trons mais signi�cativo em relação a variável x, associa-se as direções (wm,Ωm) de�-

nidas para µm > 0 aos índices m = 1, . . . ,M/2 e µm < 0 aos índices

m = M/2 + 1, . . . ,M , de modo que a Eq. (3.2) seja reescrita da forma

µm
∂

∂x
Ψ(x, y,Ωm) + ηm

∂

∂y
Ψ(x, y,Ωm) + σtΨ(x, y,Ωm) =

Q(x, y) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψ(x, y,Ωk) + Ψ(x, y,Ωk+M/2)] (3.5)

e

− µm
∂

∂x
Ψ(x, y,Ωm+M/2) + ηm+M/2

∂

∂y
Ψ(x, y,Ωm+M/2) + σtΨ(x, y,Ωm+M/2) =

Q(x, y) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψ(x, y,Ωk) + Ψ(x, y,Ωk+M/2)], (3.6)

para m = 1, . . . ,M/2.

Por outro lado, se a variação do �uxo angular médio for mais signi�ca-

tivo em relação a variável y, associa-se as direções (wm,Ωm) de�nidas por ηm > 0

aos índices m = 1, . . . ,M/2 e ηm < 0 aos índices m = M/2 + 1, . . . ,M , de maneira

que a Eq. (3.2) seja reescrita da forma

µm
∂

∂x
Ψ(x, y,Ωm) + ηm

∂

∂y
Ψ(x, y,Ωm) + σtΨ(x, y,Ωm) =

Q(x, y) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψ(x, y,Ωk) + Ψ(x, y,Ωk+M/2)] (3.7)

e

µm+M/2
∂

∂x
Ψ(x, y,Ωm+M/2)− ηm

∂

∂y
Ψ(x, y,Ωm+M/2) + σtΨ(x, y,Ωm+M/2) =

Q(x, y) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψ(x, y,Ωk) + Ψ(x, y,Ωk+M/2)], (3.8)

para m = 1, . . . ,M/2.
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A relevância na escolha do ordenamento dos conjuntos de direções �cará

mais evidente no decorrer do trabalho, onde será feita a integração transversal das

equações, a�m de obter sistemas de equações unidimensionais nas variáveis x e y.

3.1 Equações nodais unidimensionais

A partir das Eqs. (3.5)-(3.8), utiliza-se a técnica nodal juntamente com o

método ADO para construir as soluções dos problemas aqui abordados. Inicialmente

integra-se as Eqs. (3.5)-(3.8) em cada uma das variáveis espaciais de modo a obter as

chamadas equações nodais integradas transversalmente. Este processo de integração,

que é a base dos métodos nodais, reduz o sistema de equações diferenciais parciais de

duas variáveis em dois sistemas de equações diferenciais ordinárias, um na variável

x e o outro na variável y.

Desta forma, objetivando-se obter um sistema de equações nodais uni-

dimensionais dependentes da variável x, para cada nodo do domínio em estudo,

integra-se as Eqs. (3.5) e (3.6) na variável y ∈ [bτ−1, bτ ],

µm
d

dx
Ψyτ (x,Ωm) +

ηm
bτ − bτ−1

[Ψ(x, bτ ,Ωm)−Ψ(x, bτ−1,Ωm)] + σtΨyτ (x,Ωm) =

Qyτ (x) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψyτ (x,Ωk) + Ψyτ (x,Ωk+M/2)] (3.9)

e

− µm
d

dx
Ψyτ (x,Ωm+M/2) +

ηm+M/2

bτ − bτ−1

[Ψ(x, bτ ,Ωm+M/2)−Ψ(x, bτ−1,Ωm+M/2)]+

σtΨyτ (x,Ωm+M/2) = Qyτ (x) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψyτ (x,Ωk) + Ψyτ (x,Ωk+M/2)] (3.10)

para m = 1, . . . ,M/2, onde os �uxos angulares médios em cada nodo τ são de�nidos

como

Ψyτ (x,Ωm) =
1

bτ − bτ−1

∫ bτ

bτ−1

Ψ(x, y,Ωm)dy (3.11)
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e a fonte integrada

Qyτ (x) =
1

bτ − bτ−1

∫ bτ

bτ−1

Q(x, y)dy. (3.12)

De forma análoga, para obter o sistema de equações nodais unidimen-

sionais dependentes da variável y, para cada nodo τ do domínio em estudo, integra-se

as Eqs. (3.7) e (3.8) na variável x ∈ [aτ−1, aτ ],

ηm
d

dy
Ψxτ (y,Ωm) +

µm

aτ − aτ−1

[Ψ(aτ , y,Ωm)−Ψ(aτ−1, y,Ωm)] + σtΨxτ (y,Ωm) =

Qxτ (y) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψxτ (y,Ωk) + Ψxτ (y,Ωk+M/2)] (3.13)

e

− ηm
d

dy
Ψxτ (y,Ωm+M/2) +

µm+M/2

aτ − aτ−1

[Ψ(aτ , y,Ωm+M/2)−Ψ(aτ−1, y,Ωm+M/2)]+

σtΨxτ (y,Ωm+M/2) = Qxτ (y) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψxτ (y,Ωk) + Ψxτ (y,Ωk+M/2)] (3.14)

para m = 1, . . . ,M/2, onde os �uxos angulares médios em cada nodo τ são de�nidos

como

Ψxτ (y,Ωm) =
1

aτ − aτ−1

∫ aτ

aτ−1

Ψ(x, y,Ωm)dx (3.15)

e a fonte integrada

Qxτ (y) =
1

aτ − aτ−1

∫ aτ

aτ−1

Q(x, y)dx. (3.16)

Nota-se que nas Eqs. (3.9),(3.10), (3.13) e (3.14), os �uxos angulares

Ψ(x, bτ ,Ωm), Ψ(x, bτ−1,Ωm), Ψ(aτ , y,Ωm) e Ψ(aτ−1, y,Ωm), podem ser conhecidos

apenas nas direções incidentes, quando se tratarem do contorno do domínio, e des-

conhecidos nas direções restantes e no interior dos nodos. Logo, os sistemas de

equações em ordenadas discretas nas variáveis x e y possuem mais incógnitas do que

equações, de forma que equações auxiliares para tornar os sistemas determináveis

devem ser propostas. A busca de equações auxiliares para representar exatamente

as dependências espaciais desses termos de fuga transversais, de maneira a reduzir o
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erro de aproximação, tem sido investigada por vários pesquisadores. Neste sentido,

vários métodos têm sido propostos, como o método SGF-CN [21] cuja aproximação

é feita de forma constante, o método SGF-LN [36] que aproxima por polinômios

de primeiro grau, o método SGF-ExpN [70] que aproxima por funções exponenciais

ou os métodos AHOTN e AHOTC propostos por Azmy [9, 10, 11]. No contexto

da abordagem ADO, cita-se o trabalho de Cabrera [24, 75] que faz aproximações

de forma constante e Prolo Filho [79, 80] que faz o uso de combinações de funções

para a aproximação dos �uxos desconhecidos nos contornos. Neste trabalho, será

utilizado aproximações constantes como feito por Cabrera [24].

3.2 Aproximações do �uxo no contorno por funções

constantes

Aqui, estende-se a proposta iniciada por Cabrera [24] e aproxima-se os

�uxos desconhecidos nos contornos através de funções constantes. Na abordagem

proposta, as relações entre os �uxos desconhecidos nos contornos são introduzidas no

termo não-homogêneo do problema, de maneira que as Eqs. (3.9) e (3.10), integradas

em relação a y ∈ [bτ−1, bτ ], são reescritas como

µm
d

dx
Ψyτ (x,Ωm) + σtΨyτ (x,Ωm) =

Qyτ (x,Ωm) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψyτ (x,Ωk) + Ψyτ (x,Ωk+M/2)] (3.17)

e

− µm
d

dx
Ψyτ (x,Ωm+M/2) + σtΨyτ (x,Ωm+M/2) =

Qyτ (x,Ωm+M/2) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψyτ (x,Ωk) + Ψyτ (x,Ωk+M/2)], (3.18)

para m = 1, . . . ,M/2, e o termo fonte da forma

Qyτ (x,Ωm) = Qyτ (x)−
ηm

bτ − bτ−1

[Ψ(x, bτ ,Ωm)−Ψ(x, bτ−1,Ωm)], (3.19)
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para m = 1, . . . ,M , onde Qyτ (x) é dado pela Eq. (3.12). Note que, em virtude das

quadraturas numéricas estudadas no Capítulo 2 preservarem simetria em relação a

variável azimutal, utiliza-se aqui, a relação ηm = ηm+M/2, para m = 1, . . . ,M/2.

O mesmo procedimento é feito com as Eqs. (3.13) e (3.14), integradas

em relação a x ∈ [aτ−1, aτ ], onde estas passam a ser reescritas como

ηm
d

dy
Ψxτ (y,Ωm) + σtΨxτ (y,Ωm) =

Qxτ (y,Ωm) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψxτ (y,Ωk) + Ψxτ (y,Ωk+M/2)] (3.20)

e

− ηm
d

dy
Ψxτ (y,Ωm+M/2) + σtΨxτ (y,Ωm+M/2) =

Qxτ (y,Ωm+M/2) + σs

M/2∑
k=1

wk[Ψxτ (y,Ωk) + Ψxτ (y,Ωk+M/2)], (3.21)

para m = 1 . . . ,M/2, com

Qxτ (y,Ωm) = Qxτ (y)−
µm

aτ − aτ−1

[Ψ(aτ , y,Ωm)−Ψ(aτ−1, y,Ωm)] (3.22)

para m = 1, . . . ,M , onde Qxτ (y) é dado pela Eq. (3.16). Novamente utiliza-se o fato

de as quadraturas numéricas serem simétricas com respeito a variável azimutal, de

maneira que µm = µm+M/2 para m = 1, . . . ,M/2.

Deve-se tomar um certo cuidado no ordenamento das direções angulares

das equações nodais unidimensionais em ordenadas discretas, Eqs. (3.17)-(3.22).

Para facilitar o entendimento da construção das soluções para estas equações, é

de extrema importância que a diferença no ordenamento das direções angulares

para cada conjunto de equações, esteja bem claro. Para isto, considera-se o plano

direcional µη, e faz-se as seguintes de�nições, que serão utilizados durante todo o

trabalho.
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Ordenamento 3.1. Considera-se o ordenamento das direções angulares para as

equações nodais integradas em relação a variável y, Eqs. (3.17)-(3.19), da forma:

• Para m = 1, . . . ,M/4, as direções são de�nidas por (µ > 0, η > 0)[↗];

• Para m = M/4 + 1, . . . ,M/2, as direções são de�nidas por (µ > 0, η < 0)[↘];

• Para m = M/2 + 1, . . . , 3M/4, as direções são de�nidas por (µ < 0, η > 0)[↖];

• Para m = 3M/4 + 1, . . . ,M , as direções são de�nidas por (µ < 0, η < 0)[↙].

Ordenamento 3.2. Considera-se o ordenamento das direções angulares para as

equações nodais integradas em relação a variável x, Eqs. (3.20)-(3.22), da forma

• Para m = 1, . . . ,M/4, as direções são de�nidas por (µ > 0, η > 0)[↗];

• Para m = M/4 + 1, . . . ,M/2, as direções são de�nidas por (µ < 0, η > 0)[↖];

• Para m = M/2 + 1, . . . , 3M/4, as direções são de�nidas por (µ > 0, η < 0)[↘];

• Para m = 3M/4 + 1, . . . ,M , as direções são de�nidas por (µ < 0, η < 0)[↙].

Prosseguindo com o desenvolvimento para a obtenção de uma solução

para as equações bidimensionais em ordenadas discretas, nota-se que os termos des-

conhecidos Ψ(x, bτ ,Ωm), Ψ(x, bτ−1,Ωm), Ψ(aτ , y,Ωm) e Ψ(aτ−1, y,Ωm), referentes

aos �uxos angulares nas fronteiras dos nodos, originados no processo de integração,

são incorporados à fonte de espalhamento. Como mencionado anteriormente, alguns

desses termos são determinados através das condições de contorno do problema, en-

quanto que os outros, como usual em abordagens nodais, podem ser determinados

através de equações auxiliares. Dessa forma, a de�nição completa do lado direito

das Eqs. (3.19) e (3.22) são adiadas até serem introduzidas as condições de contorno

especí�cas de acordo com os problemas teste considerados.
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3.3 Solução através do método ADO

A partir do sistema de equações bidimensionais em ordenadas discretas,

aplicou-se a técnica nodal de maneira a reduzir o sistema de equações diferenciais

parciais a um sistema de equações diferenciais ordinárias, possibilitando-se o uso

do método ADO para sua resolução. A abordagem ADO, trata de encontrar uma

solução para o problema homogêneo associado, através da resolução de um problema

simpli�cado de autovalores, onde a solução é obtida de forma analítica na variável

espacial. Neste sentido propõe-se soluções para as Eqs. (3.17), (3.18), (3.20) e (3.21)

em termos de autofunções e exponenciais da forma

Ψh
yτ (x,Ωm) = Φyτ (ντ ,Ωm)e

−x/ντ (3.23)

e

Ψh
xτ (y,Ωm) = Φxτ (γτ ,Ωm)e

−y/γτ . (3.24)

Para iniciar a construção da solução do problema homogêneo, substitui-

se a Eq. (3.23) nas Eqs. (3.17) e (3.18), onde obtém-se

− µm

ντ
Φyτ (ντ ,Ωm) + σtΦyτ (ντ ,Ωm) =

σs

M/2∑
k=1

wk[Φyτ (ντ ,Ωk) + Φyτ (ντ ,Ωk+M/2)] (3.25)

e

µm

ντ
Φyτ (ντ ,Ωm+M/2) + σtΦyτ (ντ ,Ωm+M/2) =

σs

M/2∑
k=1

wk[Φyτ (ντ ,Ωk) + Φyτ (ντ ,Ωk+M/2)], (3.26)

para m = 1, . . . ,M/2. Agora, de�ne-se

Uyτ (ντ ,Ωm) = Φyτ (ντ ,Ωm) + Φyτ (ντ ,Ωm+M/2) (3.27)
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e

Vyτ (ντ ,Ωm) = Φyτ (ντ ,Ωm)− Φyτ (ντ ,Ωm+M/2), (3.28)

de maneira que ao somar-se as Eqs. (3.25) e (3.26), obtém-se

Vyτ (ντ ,Ωm) =
ντ
µm

σtUyτ (ντ ,Ωm)−
2σsντ
µm

M/2∑
k=1

wkUyτ (ντ ,Ωk), (3.29)

para m = 1, . . . ,M/2. Destaca-se que ηm = ηm+M/2, já comentado anteriormente.

Por outro lado, ao subtrair-se a Eq. (3.25) da Eq. (3.26), levando em

conta as de�nições dadas nas Eqs. (3.27) e (3.28), obtém-se outra relação entre as

componentes dos vetores Uyτ e Vyτ , na forma

Vyτ (ντ ,Ωm) =
µm

ντσt

Uyτ (ντ ,Ωm). (3.30)

Finalmente, substitui-se a Eq. (3.30) na Eq. (3.29) para obter um pro-

blema de autovalores de dimensão M/2×M/2,

[Dyτ −Ayτ ]Uyτ = λyτUyτ , (3.31)

onde

λyτ =
1

ν2
τ

. (3.32)

Aqui, Uyτ é o autovetor associado ao autovalor λyτ onde Dyτ e Ayτ são

matrizes M/2×M/2 de�nidas como

Dyτ = diag

{(
σt

µ1

)2

,

(
σt

µ2

)2

, . . . ,

(
σt

µM/2

)2
}
, (3.33)

e

Ayτ (i, j) =
2wjσsσt

µ2
i

, (3.34)

para i = 1, . . . ,M/2 e j = 1, . . . ,M/2.
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Da solução do problema de autovalores dado pela Eq. (3.31), obtém-se

o conjunto {λj,Uj} para j = 1, . . . ,M/2, possibilitando-se encontrar as constantes

de separação νj,τ , representadas na Eq. (3.32). Ainda, utiliza-se a Eq. (3.30) para

encontrar as componentes do vetor Vyτ , e então, determina-se as autofunções Φyτ a

partir da soma das Eqs. (3.27) e (3.28)

Φyτ (νj,τ ,Ωm) =
Uyτ (νj,τ ,Ωm) + Vyτ (νj,τ ,Ωm)

2
(3.35)

e a partir da subtração das Eqs. (3.27) e (3.28)

Φyτ (νj,τ ,Ωm+M/2) =
Uyτ (νj,τ ,Ωm)− Vyτ (νj,τ ,Ωm)

2
. (3.36)

Nota-se que, a partir de um problema com M equações, obteve-se um

problema de autovalores de dimensãoM/2×M/2. De acordo com a Eq. (3.32) pode-

se tomar os valores positivos de νj,τ , para escrever a solução do problema homogêneo,

Eqs. (3.17) e (3.18), para m = 1, . . . ,M/2, através da superposição de soluções, na

forma geral, como

Ψh
yτ (x,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
Aj,τΦyτ (νj,τ ,Ωm)e

−(x−aτ−1)/νj,τ + Aj+M/2,τΦyτ (νj,τ ,Ωm+M/2)e
−(aτ−x)/νj,τ

]
(3.37)

e

Ψh
yτ (x,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
Aj,τΦyτ (νj,τ ,Ωm+M/2)e

−(x−aτ−1)/νj,τ + Aj+M/2,τΦyτ (νj,τ ,Ωm)e
−(aτ−x)/νj,τ

]
,

(3.38)

onde os coe�cientes Aj,τ , para j = 1, . . . ,M devem ser determinados.

Agora, para determinar-se a solução homogênea através do método

ADO para o sistema de equações integradas em relação a variável x, Eqs. (3.20)
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e (3.21), o processo é análogo. Neste sentido, obtém-se o problema de autovalores

da forma

[Dxτ −Axτ ]Uxτ = λxτUxτ , (3.39)

com

λxτ =
1

γ2
τ

, (3.40)

onde, Dxτ e Axτ são matrizes M/2×M/2, da forma,

Dxτ = diag

{(
σt

η1

)2

,

(
σt

η2

)2

, . . . ,

(
σt

ηM/2

)2
}
, (3.41)

e as entradas de Axτ são expressas, para i = 1, . . . ,M/2 e j = 1, . . . ,M/2, como

Axτ (i, j) =
2wjσsσt

η2i
. (3.42)

De modo análogo ao anterior, aqui as autofunções Φxτ são determinadas

a partir da relação

Φxτ (γj,τ ,Ωm) =
Uxτ (γj,τ ,Ωm) + Vxτ (γj,τ ,Ωm)

2
(3.43)

e

Φxτ (γj,τ ,Ωm+M/2) =
Uxτ (γj,τ ,Ωm)− Vxτ (γj,τ ,Ωm)

2
. (3.44)

Desta forma, escreve-se a solução para o problema homogêneo,

Eqs. (3.20) e (3.21), para m = 1, . . . ,M/2 na forma geral

Ψh
xτ (y,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
Cj,τΦxτ (γj,τ ,Ωm)e

−(y−bτ−1)/γj,τ + Cj+M/2,τΦxτ (γj,τ ,Ωm+M/2)e
−(bτ−y)/γj,τ

]
(3.45)
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e

Ψh
xτ (y,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
Cj,τΦxτ (γj,τ ,Ωm+M/2)e

−(y−bτ−1)/γj,τ + Cj+M/2,τΦxτ (γj,τ ,Ωm)e
−(bτ−y)/γj,τ

]
,

(3.46)

onde os coe�cientes Cj,τ , para j = 1, . . . ,M , também devem ser determinados [16].

Cabe ainda salientar que formas simpli�cadas dos problemas de auto-

valores Eqs. (3.31) e (3.39), na forma de perturbações de matriz diagonal, foram

recentemente derivadas [77].

3.4 Problemas de transporte de nêutrons de fonte-�xa

Uma vez que o problema formulado pela Eq. (3.2) tem um termo de

fonte não-homogêneo, uma solução particular tem de ser de�nida. Em adição a

este termo fonte, as expressões para a solução particular dependerão dos valores dos

�uxos angulares sobre os contornos, de acordo com as Eqs. (3.19) e (3.22), onde em

algumas direções, como dito anteriormente, podem ser determinados pelas condições

de contorno conhecidas.

Neste ponto, considera-se os problemas teste de fonte-�xa, cuja fonte

externa de nêutrons está localizada na região de�nida em [0, as]× [0, bs], dentro do

domínio D, de acordo com a �gura abaixo.
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Figura 3.1: (a) Problemas I e II: Domínio representado por apenas uma região, com

a fonte de nêutrons localizada no interior do domínio. (b) Problema III:

Domínio representado em 4 regiões, com a fonte de nêutrons localizada

na região (nodo) 1.

Note que em todos os problemas teste considerados neste trabalho,

o domínio de estudo é composto por material homogêneo e o que diferencia os

problemas está na escolha da condição de contorno em y = b entre o problema I e

II, e na divisão do domínio em regiões, problema III. Considera-se para todos os

problemas teste, a fonte externa de nêutrons da forma

Q(x, y) =

 1, for x ∈ [0, as] e y ∈ [0, bs]

0, caso contrário.
(3.47)

3.5 Solução particular baseada em aproximações constantes

Propõe-se neste trabalho, aproximações constantes simples para os �u-

xos angulares desconhecidos nas direções de saída no contorno do domínio. Desta

forma, divide-se o estudo dos problemas em duas subseções, onde na primeira sub-

seção é tratado dos problemas cujo domínio é de�nido em uma única região, e esta
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é representada por um único nodo. Na segunda subseção é tratado o problema III,

este que considera o domínio espacial dividido em 4 regiões, onde cada região é

representada por um nodo [16, 75].

3.5.1 Esquema nodal para o domínio completo

Nesta subseção determina-se a solução para o �uxo angular de nêutrons

para os problemas I e II, estes que são de�nidos sem subdivisões do domínio espa-

cial, ou seja, o domínio é considerado um único nodo. Nesse sentido, as integrações

transversais nas variáveis espaciais x e y são feitas considerando-se o domínio todo

do problema, de maneira que a solução para o �uxo angular médio será de�nida

também no domínio todo.

Agora, a partir das condições de contorno dos problemas considerados,

alguns dos �uxos angulares apresentados nas Eqs. (3.19) e (3.22), são conhecidos

para certas direções angulares, onde para o problema I, tem-se que

Ψ(x, b,Ωm) = 0 para m = M/4 + 1, . . . ,M/2

e m = 3M/4 + 1, . . . ,M,
(3.48)

Ψ(x, 0,Ωm) = Ψ(x, 0,Ωm+M/4) para m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4,
(3.49)

Ψ(a, y,Ωm) = 0 para m = M/4 + 1, . . . ,M/2

e m = 3M/4 + 1, . . . ,M,
(3.50)

Ψ(0, y,Ωm) = Ψ(0, y,Ωm+M/4) para m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4.
(3.51)

Enfatiza-se que as Eqs. (3.48) e (3.49) seguem o Ordenamento 3.1,

enquanto que as Eqs. (3.50) e (3.51) seguem o Ordenamento 3.2.
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Já para o problema II, tem-se das condições de contorno que

Ψ(x, b,Ωm) = Ψ(x, b,Ωm+M/4) para m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4,
(3.52)

Ψ(x, 0,Ωm) = Ψ(x, 0,Ωm+M/4) para m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4,
(3.53)

Ψ(a, y,Ωm) = 0 para m = M/4 + 1, . . . ,M/2

e m = 3M/4 + 1, . . . ,M,
(3.54)

Ψ(0, y,Ωm) = Ψ(0, y,Ωm+M/4) para m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4.
(3.55)

Aqui, as Eqs. (3.52) e (3.53) seguem o Ordenamento 3.1, enquanto que

as Eqs. (3.54) e (3.55) seguem o Ordenamento 3.2.

Agora, em relação aos �uxos angulares desconhecidos nos contornos, es-

tes que são de�nidos nas direções de saída do nodo (domínio), propõe-se as seguintes

aproximações como equações auxiliares

Ψ(x, b,Ωm) = Im, (3.56)

Ψ(x, 0,Ωm) = Jm, (3.57)

Ψ(a, y,Ωm) = Lm (3.58)

e

Ψ(0, y,Ωm) = Mm, (3.59)

onde m = 1, . . . ,M/4 e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4.

Em continuidade no processo de resolução dos problemas teste, consi-

derando-se o Ordenamento 3.1, substitui-se a Eq. (3.47) na Eq. (3.12), e o resultante
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deste, juntamente com as condições de contorno dos problemas, Eqs.(3.48)-(3.55), e

as aproximações para os �uxos angulares de�nidos nas Eqs. (3.56)-(3.57), substitui-

se na Eq. (3.19), onde obtém-se as seguintes equações para o termo de fonte, para

os problemas integrados em y

Qy(x,Ωm) =
bs
b
+

ηm
b
[Jm − Im], m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4, (3.60)

e

Qy(x,Ωm) =
bs
b
+

ηm
b
[Jm −Xm], m = M/4 + 1, . . . ,M/2

e m = 3M/4 + 1, . . . ,M, (3.61)

para x ∈ [0, as], e

Qy(x,Ωm) =
ηm
b
[Jm − Im], m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4, (3.62)

e

Qy(x,Ωm) =
ηm
b
[Jm −Xm], m = M/4 + 1, . . . ,M/2

e m = 3M/4 + 1, . . . ,M, (3.63)

para x ∈ [as, a]. Nas Eqs. (3.61) e (3.63), devido a geometria dos problemas estuda-

dos nessa seção, considera-se Xm = 0 para o problema I, e Xm = Im para o problema

II.

Agora, considerando-se o Ordenamento 3.2, substitui-se a Eq. (3.47)

na Eq. (3.16), e novamente, o resultante deste, juntamente com as condições de

contorno dos problemas, Eqs.(3.48)-(3.55), e as aproximações para os �uxos angu-

lares de�nidos nas Eqs. (3.58)-(3.59), substitui-se na Eq. (3.22), onde obtém-se as

seguintes equações para o termo de fonte, para os problemas integrados em x,

Qx(y,Ωm) =
as
a

+
µm

a
[Mm − Lm], m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4, (3.64)
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e

Qx(y,Ωm) =
as
a

+
µm

a
Mm, m = M/4 + 1, . . . ,M/2

e m = 3M/4 + 1, . . . ,M, (3.65)

para y ∈ [0, bs], e

Qx(y,Ωm) =
µm

a
[Mm − Lm], m = 1, . . . ,M/4

e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4, (3.66)

e

Qx(y,Ωm) =
µm

a
Mm, m = M/4 + 1, . . . ,M/2

e m = 3M/4 + 1, . . . ,M, (3.67)

para y ∈ [bs, b].

Uma vez de�nido o termo de fonte, e como este, é da forma constante

para uma dada direção do �uxo angular, em todos os problemas aqui considerados,

propõe-se para as Eqs. (3.17), (3.18), (3.20) e (3.21), soluções particulares da forma

constante no espaço como

Ψp
y(x,Ωm) =

 Om, para x ∈ [0, as]

Pm, para x ∈ [as, a]
(3.68)

e

Ψp
x(y,Ωm) =

 Rm, para y ∈ [0, bs]

Sm, para y ∈ [bs, b],
(3.69)

para m = 1, . . . ,M , tal que, substituindo nas Eqs. (3.17) e (3.18), e nas Eqs. (3.20)

e (3.21), respectivamente, obtém-se que Om, Pm, Rm e Sm devem satisfazer os

seguintes sistemas lineares M ×M , para x ∈ [0, a] e y ∈ [0, b],

σtOm − σs

M∑
k=1

wkOk = Qy(x,Ωm), para x ∈ [0, as], (3.70)

58



σtPm − σs

M∑
k=1

wkPk = Qy(x,Ωm), para x ∈ [as, a], (3.71)

σtRm − σs

M∑
k=1

wkRk = Qx(y,Ωm), para y ∈ [0, bs] (3.72)

e

σtSm − σs

M∑
k=1

wkSk = Qx(y,Ωm), para y ∈ [bs, b], (3.73)

onde Qy(x,Ωm) e Qx(y,Ωm) são dados nas Eqs. (3.60)-(3.67).

3.5.2 Solução geral dos problemas I e II

Até o momento, a solução homogênea e a solução particular para as

Eqs. (3.17), (3.18), (3.20) e (3.21) estão de�nidas. Portanto, a solução geral para

os problemas I e II, estes que consideram o domínio como um único nodo, pode ser

escrita, para m = 1, . . . ,M/2, como

Ψy(x,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
AjΦy(νj,Ωm)e

−x/νj+

Aj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)e
−(as−x)/νj

]
+Om, (3.74)

Ψy(x,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
AjΦy(νj,Ωm+M/2)e

−x/νj+

Aj+M/2Φy(νj,Ωm)e
−(as−x)/νj

]
+Om+M/2 (3.75)

para x ∈ (0, as),

Ψy(x,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
BjΦy(νj,Ωm)e

−(x−as)/νj+

Bj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)e
−(a−x)/νj

]
+ Pm, (3.76)
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Ψy(x,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
BjΦy(νj,Ωm+M/2)e

−(x−as)/νj+

Bj+M/2Φy(νj,Ωm)e
−(a−x)/νj

]
+ Pm+M/2 (3.77)

para x ∈ (as, a),

Ψx(y,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
CjΦx(γj,Ωm)e

−y/γj+

Cj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)e
−(bs−y)/γj

]
+Rm, (3.78)

Ψx(y,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
CjΦx(γj,Ωm+M/2)e

−y/γj+

Cj+M/2Φx(γj,Ωm)e
−(bs−y)/γj

]
+Rm+M/2 (3.79)

para y ∈ (0, bs), e

Ψx(y,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
DjΦx(γj,Ωm)e

−(y−bs)/γj+

Dj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)e
−(b−y)/γj

]
+ Sm, (3.80)

Ψx(y,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
DjΦx(γj,Ωm+M/2)e

−(y−bs)/γj+

Dj+M/2Φx(γj,Ωm)e
−(b−y)/γj

]
+ Sm+M/2, (3.81)

para y ∈ (bs, b).

Neste ponto, as equações auxiliares de�nidas pelas Eqs. (3.56)-(3.59)

são integradas, para todo x e y, respectivamente, e então de�nidas em termos da

solução geral do problema integrado como

Im =

M/2∑
j=1

[
DjΦx(γj,Ωm)e

−(b−bs)/γj +Dj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)
]
+ Sm, (3.82)
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Jm =

M/2∑
j=1

[
CjΦx(γj,Ωm) + Cj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)e

−bs/γj
]
+Rm, (3.83)

Lm =

M/2∑
j=1

[
BjΦy(νj,Ωm)e

−(a−as)/νj +Bj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)
]
+ Pm (3.84)

e

Mm =

M/2∑
j=1

[
AjΦy(νj,Ωm) + Aj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)e

−as/νj
]
+Om, (3.85)

tal que, substituindo no sistema de�nido pelas Eqs. (3.70)-(3.73), tem-se um aco-

plamento entre os problemas integrados em x e em y.

Para a solução estar completamente estabelecida, os 8M coe�cientes

da solução geral tem de ser determinados. Neste sentido, 4M equações são obtidas

através do sistema de�nido nas Eqs. (3.70)-(3.73), como

σtOm − σs

M∑
k=1

wkOk +

M/2∑
j=1

ηm
b

[
−CjΦx(γj,Ωm)− Cj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)e

−bs/γj+

DjΦx(γj,Ωm)e
−(b−bs)/γj +Dj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)

]
+

ηm
b
(Sm −Rm) =

bs
b
, (3.86)

para m = 1, . . . ,M/4 e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4,

σtOm − σs

M∑
k=1

wkOk +

M/2∑
j=1

ηm
b

[
−CjΦx(γj,Ωm+M/2)−

Cj+M/2Φx(γj,Ωm)e
−bs/γj

]
− Rmηm

b
=

bs
b
, (3.87)

para m = M/4 + 1, . . . ,M/2 e m = 3M/4 + 1, . . . ,M ,

σtPm − σs

M∑
k=1

wkPk +

M/2∑
j=1

ηm
b

[
−CjΦx(γj,Ωm)− Cj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)e

−bs/γj+

DjΦx(γj,Ωm)e
−(b−bs)/γj +Dj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)

]
+

ηm
b
(Sm −Rm) = 0, (3.88)
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para m = 1, . . . ,M/4 e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4,

σtPm − σs

M∑
k=1

wkPk +

M/2∑
j=1

ηm
b

[
−CjΦx(γj,Ωm+M/2)−

Cj+M/2Φx(γj,Ωm)e
−bs/γj

]
− Rmηm

b
= 0, (3.89)

para m = M/4 + 1, . . . ,M/2 e m = 3M/4 + 1, . . . ,M . Nota-se que as equações

acima seguem o Ordenamento (3.1). Prosseguindo, tem-se as seguintes equações

restantes que compõem o sistema

σtRm − σs

M∑
k=1

wkRk +

M/2∑
j=1

µm

a

[
−AjΦy(νj,Ωm)− Aj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)e

−as/νj+

BjΦy(νj,Ωm)e
−(a−as)/νj +Bj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)

]
+

µm

a
(Pm −Om) =

as
a
, (3.90)

para m = 1, . . . ,M/4 e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4,

σtRm − σs

M∑
k=1

wkRk +

M/2∑
j=1

µm

a

[
−AjΦy(νj,Ωm+M/2)−

Aj+M/2Φy(νj,Ωm)e
−as/νj

]
− Omµm

a
=

as
a
, (3.91)

para m = M/4 + 1, . . . ,M/2 e m = 3M/4 + 1, . . . ,M ,

σtSm − σs

M∑
k=1

wkSk +

M/2∑
j=1

µm

a

[
−AjΦy(νj,Ωm)− Aj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)e

−as/νj+

BjΦy(νj,Ωm)e
−(a−as)/νj +Bj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)

]
+

µm

a
(Pm −Om) = 0, (3.92)

para m = 1, . . . ,M/4 e m = M/2 + 1, . . . , 3M/4, e

σtSm − σs

M∑
k=1

wkSk +

M/2∑
j=1

µm

a

[
−AjΦy(νj,Ωm+M/2)−

Aj+M/2Φy(νj,Ωm)e
−as/νj

]
− Omµm

a
= 0, (3.93)

para m = M/4 + 1, . . . ,M/2 e m = 3M/4 + 1, . . . ,M . Nota-se que aqui, as

Eqs.(3.90)-(3.93) seguem o Ordenamento (3.2).
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O sistema de equações descrito acima foi apresentado para a escolha da

con�guração do problema I, caso deseja-se encontrar a solução para o problema II,

devido a geometria dos problemas, substitui-se as Eqs. (3.87) e (3.89), respectiva-

mente, pelas seguintes equações

σtOm − σs

M∑
k=1

wkOk +

M/2∑
j=1

ηm
b

[
−CjΦx(γj,Ωm+M/2)− Cj+M/2Φx(γj,Ωm)e

−bs/γj+

DjΦx(γj,Ωm+M/2)e
−(b−bs)/γj +Dj+M/2Φx(γj,Ωm)

]
+

ηm
b
(Sm −Rm) =

bs
b
, (3.94)

e

σtPm − σs

M∑
k=1

wkPk +

M/2∑
j=1

ηm
b

[
−CjΦx(γj,Ωm+M/2)− Cj+M/2Φx(γj,Ωm)e

−bs/γj+

DjΦx(γj,Ωm+M/2)e
−(b−bs)/γj +Dj+M/2Φx(γj,Ωm)

]
+

ηm
b
(Sm −Rm) = 0, (3.95)

para m = M/4 + 1, . . . ,M/2 e m = 3M/4 + 1, . . . ,M . Com relação as Eqs. (3.90)-

(3.93), permanecem as mesmas.

Obtém-se M equações através da substituição da versão integrada das

condições de contorno re�exivas em x = 0 e y = 0, nas Eqs. (3.74)-(3.75) e

Eqs.(3.78)-(3.79), respectivamente,

M/2∑
j=1

[
Aj[Φy(νj,Ωm)− Φy(νj,Ωm+M/2)]+

Aj+M/2e
−as/νj [Φy(νj,Ωm+M/2)− Φy(νj,Ωm)]

]
+Om −Om+M/2 = 0 (3.96)

e

M/2∑
j=1

[
Cj[Φx(γj,Ωm)− Φx(γj,Ωm+M/2)]+

Cj+M/2e
−bs/γj [Φx(γj,Ωm+M/2)− Φx(γj,Ωm)]

]
+Rm −Rm+M/2 = 0, (3.97)

para m = 1, . . . ,M/2.
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Através das condições de continuidade em x = as e y = bs, gera-se

outras 2M equações, na forma

M/2∑
j=1

[
AjΦy(νj,Ωm)e

−as/νj + Aj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)−

BjΦy(νj,Ωm)−Bj+M/2Φy(νj,Ωm+M/2)e
−(a−as)/νj

]
+Om − Pm = 0, (3.98)

M/2∑
j=1

[
AjΦy(νj,Ωm+M/2)e

−as/νj + Aj+M/2Φy(νj,Ωm)−

BjΦy(νj,Ωm+M/2)−Bj+M/2Φy(νj,Ωm)e
−(a−as)/νj

]
+Om+M/2 − Pm+M/2 = 0,

(3.99)

M/2∑
j=1

[
CjΦx(γj,Ωm)e

−bs/γj + Cj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)−

DjΦx(γj,Ωm)−Dj+M/2Φx(γj,Ωm+M/2)e
−(b−bs)/γj

]
+Rm − Sm = 0 (3.100)

e

M/2∑
j=1

[
CjΦx(γj,Ωm+M/2)e

−bs/γj + Cj+M/2Φx(γj,Ωm)−

DjΦx(γj,Ωm+M/2)−Dj+M/2Φx(γj,Ωm)e
−(b−bs)/γj

]
+Rm+M/2 − Sm+M/2 = 0,

(3.101)

para m = 1, . . . ,M/2.

As M equações restantes, são obtidas através da versão nodal das con-

dições de contorno de vácuo em x = a e y = b, caso escolhido a con�guração do

problema I. Se desejar-se determinar a solução para o problema II, de acordo com

a Fig. (3.1), tem-se condição de vácuo em x = a e condição de re�exão em y = b.

Neste sentido, a�m de obter as equações para o problema I, substitui-se a versão

nodal das condições de contorno de vácuo nas Eqs. (3.77) e (3.81), respectivamente,
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onde obtém-se

M/2∑
j=1

[
BjΦy(νj,Ωm+M/2)e

−(a−as)/νj +Bj+M/2Φy(νj,Ωm)
]
+ Pm+M/2 = 0 (3.102)

e

M/2∑
j=1

[
DjΦx(γj,Ωm+M/2)e

−(b−bs)/γj +Dj+M/2Φx(γj,Ωm)
]
+ Sm+M/2 = 0, (3.103)

para m = 1, . . . ,M/2.

Para o problema II, de acordo com a Fig. (3.1), introduz-se a condição

de re�exão em y = b, assim, a Eq. (3.103) é substituída pela equação abaixo

M/2∑
j=1

[
Dje

−(b−bs)/γj [Φx(γj,Ωm)− Φx(γj,Ωm+M/2)]+

Dj+M/2[Φx(γj,Ωm+M/2)− Φx(γj,Ωm)]
]
+ Sm − Sm+M/2 = 0, (3.104)

para m = 1, . . . ,M/2.

Através das Eqs.(3.86)-(3.104), consegue-se determinar os 8M coe�ci-

entes da solução geral, tanto para o problema I quanto para o problema II. Escreve-se

então, explicitamente, a solução geral para o �uxo angular integrado na direção x

como

Ψy(x,Ωm) = Ψh
y(x,Ωm) + Ψp

y(x,Ωm), para m = 1, . . . ,M, (3.105)

e a solução geral para o �uxo angular integrado na direção y como

Ψx(y,Ωm) = Ψh
x(y,Ωm) + Ψp

x(y,Ωm), para m = 1, . . . ,M. (3.106)

3.5.3 Esquema nodal para o domínio em regiões

Nesta subseção determina-se a solução para o �uxo angular de nêutrons

para o problema III, este que é de�nido no domínio subdividido em 4 regiões, onde
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cada cada região do domínio é representada por um nodo [77]. Neste sentido, os

nodos do problema, de�nidos em x ∈ [aτ−1, aτ ] e y ∈ [bτ−1, bτ ], são representados da

forma

• Nodo 1 (τ = 1): x ∈ [0, as] e y ∈ [0, bs];

• Nodo 2 (τ = 2): x ∈ [as, a] e y ∈ [0, bs];

• Nodo 3 (τ = 3): x ∈ [0, as] e y ∈ [bs, b];

• Nodo 4 (τ = 4): x ∈ [as, a] e y ∈ [bs, b].

Na construção das soluções gerais para as equações nodais unidimen-

sionais para o problema cujo domínio espacial é subdividido em nodos, mantém-se

por enquanto, os �uxos angulares desconhecidos nos contornos dos nodos, implícitos

no termo de fonte das equações integradas em x e y, Eqs. (3.19) e (3.22), respecti-

vamente. Novamente, as soluções particulares para as Eqs. (3.17), (3.18), (3.20) e

(3.21), que considera o domínio espacial subdividido em τ nodos, são propostas da

forma constante como

Ψp
yτ (x,Ωm) = Em,τ (3.107)

e

Ψp
xτ (y,Ωm) = Fm,τ (3.108)

para m = 1, . . . ,M .

Substitui-se a solução particular Eq. (3.107) nas Eqs. (3.17) e (3.18), e

a solução particular Eq. (3.108) nas Eqs. (3.20) e (3.21), onde obtém-se que Em,τ e

Fm,τ devem satisfazer um sistema linear M ×M , para cada nodo τ , da forma

σtEm,τ − σs

M∑
k=1

wkEk,τ = Qyτ (x,Ωm) (3.109)
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e

σtFm,τ − σs

M∑
k=1

wkFk,τ = Qxτ (y,Ωm), (3.110)

onde Qyτ (x,Ωm) e Qxτ (y,Ωm) são dados pelas Eqs. (3.19) e (3.22), respectivamente.

Note que os �uxos angulares desconhecidos nos contornos dos nodos, ainda não foram

de�nidos.

3.5.4 Solução geral do problema III

A solução homogênea e a solução particular para o problema III estão

de�nidas. Portanto, a solução geral para este que considera o domínio subdividido

em 4 nodos, pode ser escrita, para cada nodo τ , como

Ψyτ (x,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
Aj,τΦyτ (νj,τ ,Ωm)e

−(x−aτ−1)/νj,τ+

Aj+M/2,τΦyτ (νj,τ ,Ωm+M/2)e
−(aτ−x)/νj,τ

]
+ Em,τ , (3.111)

Ψyτ (x,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
Aj,τΦyτ (νj,τ ,Ωm+M/2)e

−(x−aτ−1)/νj,τ+

Aj+M/2,τΦyτ (νj,τ ,Ωm)e
−(aτ−x)/νj,τ

]
+ Em+M/2,τ , (3.112)

Ψxτ (y,Ωm) =

M/2∑
j=1

[
Cj,τΦxτ (γj,τ ,Ωm)e

−(y−bτ−1)/γj,τ+

Cj+M/2,τΦx,τ (γj,τ ,Ωm+M/2)e
−(bτ−y)/γj,τ

]
+ Fm,τ (3.113)

e

Ψxτ (y,Ωm+M/2) =

M/2∑
j=1

[
Cj,τΦxτ (γj,τ ,Ωm+M/2)e

−(y−bτ−1)/γj,τ+

Cj+M/2,τΦxτ (γj,τ ,Ωm)e
−(bτ−y)/γj,τ

]
+ Fm+M/2,τ (3.114)
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onde m = 1, . . . ,M/2.

Neste momento, os �uxos angulares desconhecidos nos contornos dos

nodos, que estavam implícitos nos termos de fonte das equações integradas em x e

em y, são agora, de�nidos em termos da solução geral do problema integrado, para

cada nodo τ , onde

• Nodo 1:

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy1(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy2(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx1(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx3(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(0, y,Ωm) = Ψy1(0,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0

e

Ψ(x, 0,Ωm) = Ψx1(0,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0.

(3.115)

• Nodo 2:

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy1(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy2(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx2(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx4(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(a, y,Ωm) = Ψy2(a,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0

e

Ψ(x, 0,Ωm) = Ψx2(0,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0.

(3.116)
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• Nodo 3:

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy3(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy4(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx1(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx3(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(0, y,Ωm) = Ψy3(0,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0

e

Ψ(x, b,Ωm) = Ψx3(b,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0.

(3.117)

• Nodo 4:

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy3(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(as, y,Ωm) = Ψy4(as,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx2(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ < 0,

Ψ(x, bs,Ωm) = Ψx4(bs,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0,

Ψ(a, y,Ωm) = Ψy4(a,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0

e

Ψ(x, b,Ωm) = Ψx4(b,Ωm) para Ω˜ · n˜ > 0.

(3.118)

Aqui, Ω˜ · n˜ > 0 representa as direções emergentes (saída) no contorno

do nodo e Ω˜ ·n˜ < 0 representa as direções incidentes (entrada) no contorno do nodo.

Note que para a solução do problema III estar completamente esta-

belecida, os 16M coe�cientes da solução geral Eqs. (3.111)-(3.114), devem ser de-

terminados. Neste sentido, 8M coe�cientes são obtidos através da substituição das

equações auxiliares Eqs. (3.115)-(3.118) nos termos de fonte dados pelas Eqs. (3.19)

e (3.22), e o resultante destas, nos sistemas M×M dados pelas Eqs. (3.109)-(3.110).

Através das versões integradas das condições de contorno do problema, são obtidos

outros 4M coe�cientes, sendo os 4M coe�cientes remanescentes obtidos através das
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condições de continuidade nas interfaces dos nodos (regiões). Desta forma, escreve-

se um único sistema linear acoplado de dimensão 16M ×16M , onde determina-se os

coe�cientes que constroem a solução geral para os �uxos angulares integrados, para

cada região do domínio espacial do problema estudado.

Com a solução completamente estabelecida para os três problemas teste,

no capítulo seguinte apresenta-se os resultados numéricos para o �uxo escalar médio

de nêutrons e compara-se os resultados obtidos com outras formulações existentes

na literatura.
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS

No capítulo anterior, foram determinadas as soluções para três proble-

mas teste de transporte de nêutrons, através da utilização da técnica nodal junta-

mente com a abordagem ADO. As soluções particulares que compõem a solução

geral dos problemas, foram propostas da forma constante, e os �uxos desconheci-

dos nos contornos dos nodos do domínio espacial, estes que surgiram da integração

transversal nas variáveis x e y via técnica nodal, foram escritos em termos das solu-

ções gerais dos respectivos problemas. Neste capítulo, através do uso dos diferentes

esquemas de quadraturas numéricas estudadas, apresenta-se os resultados numéri-

cos obtidos para o �uxo escalar médio para os nodos de�nidos nos três problemas

apresentados.

A �m de validar o método proposto, caracteriza-se os três problemas

teste considerados da seguinte forma:

• Problema I e II: Considera-se a região retangular de�nida por a = b = 1 cm,

e a fonte unitária Q = 1 localizada na região [0, as] × [0, bs] com as = bs = 0, 52

cm. Ainda, são utilizados como parâmetros, a seção de choque total como σt = 1, 0

cm−1 e a seção de choque de espalhamento como σs = 0, 5 cm−1, σs = 0, 1 cm−1 e

σs = 0, 05 cm−1, para se comparar os resultados com os da literatura [80, 104].

• Problema III: Considera-se o domínio retangular de�nido em a = b = 1 cm,

com subdivisões em 4 regiões, onde na região 1 de�nida em [0, as] × [0, bs] com

as = bs = 0, 5 cm, está localizada a fonte externa de nêutrons Q = 1. Ainda, são

utilizados como parâmetros, a seção de choque total como σt = 1, 0 cm−1 e a seção

de choque de espalhamento como σs = 0, 9 cm−1 e σs = 0, 3 cm−1, para efeitos de

comparação com o método AHOT [10].
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Na formulação proposta neste trabalho, o problema bidimensional é

decomposto em problemas unidimensionais em termos de �uxos angulares médios

nas variáveis x e y. Portanto, os �uxos escalares também devem ser expressos em

termos destas médias. Neste sentido, avalia-se o �uxo escalar de nêutrons, já escrito

em ordenadas discretas como

ϕy(x) =

M/2∑
k=1

wk[Ψy(x,Ωk) + Ψy(x,Ωk+M/2)] (4.1)

e

ϕx(y) =

M/2∑
k=1

wk[Ψx(y,Ωk) + Ψx(y,Ωk+M/2)]. (4.2)

A implementação computacional da solução em ordenadas discretas dos

problemas propostos, foi feita em linguagem FORTRAN, onde de�niu-se primei-

ramente o esquema de quadratura numérica a ser utilizado, em seguida, utilizou-se

as subrotinas do pacote EISPACK [95] para o cálculo das autofunções e constantes

de separação, e subrotinas do pacote LINPACK [37] para a resolução dos sistemas

lineares. Após a determinação da solução geral dos problemas, avaliou-se então, o

�uxo escalar de�nido pelas Eqs. (4.1) e (4.2).

Nas duas seções seguintes, para �ns de comparações, serão apresentados

os resultados numéricos obtidos para o �uxo escalar de nêutrons para os problemas

I e II (Fig. (3.1)), através da utilização da quadratura simétrica de nível LQN , estes

que foram publicados no artigo [103]. Na terceira e última seção que compõe este

capítulo, apresenta-se e compara-se os resultados numéricos para o problema III,

obtidos através da abordagem ADO e do código fornecido pelo Prof. Dr. Y. Azmy,

AHOT [10], utilizando-se das quatro quadraturas apresentadas neste trabalho.

É importante salientar que os resultados que serão apresentados para

os problemas I e II, foram gerados através de abordagens distintas. No trabalho de

Tsai e Loyalka [104], os resultados são gerados a partir da resolução da equação inte-

gral de transporte de nêutrons, enquanto que o código TWOTRAN-II [61], trabalha
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diretamente com o problema bidimensional, e os �uxos escalares são obtidos atra-

vés de métodos puramente numéricos. Já o método ADO, é um método nodal que

trata o problema bidimensional através de problemas unidimensionais cujos �uxos

escalares são obtidos em termos de médias nas variáveis espaciais.

4.1 Resultados numéricos para o problema I

Apresenta-se nas Tabelas (4.1)-(4.3), os resultados numéricos obtidos

neste trabalho para o problema I, este que considera o domínio com condições de

contorno do tipo re�exivas em x = 0 e y = 0, e em seguida, compara-se com os

resultados presentes na literatura [80, 104].

Tabela 4.1: Fluxos escalares ϕy(x) = ϕx(y), para x = y = 0, 5.
σs Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Ref. [80] Este trabalho

N=5,7,9,11,15 N=4,8,16 N=2,4,6,8,12,16 N=2,4,6,8,12,16
0,50 0.359604 0,337412 0,2772 0,304

0,358422 0,337707 0,3022 0,320
0,357414 0,339794 0,3041 0,320
0,356678 0,3047 0,320
0,355885 0,3052 0,320

0,3061 0,321

0,10 0,258802 0,239483 0,2049 0,219
0,259150 0,241676 0,2173 0,226
0,259131 0,244032 0,2179 0,226
0,259030 0,2182 0,225
0,258906 0,2187 0,226

0,2193 0,227

0.05 0,250097 0,231102 0,1984 0,212
0,250569 0,233421 0,2098 0,218
0,250636 0,235787 0,2104 0,217
0,250591 0,2107 0,217
0,250529 0,2112 0,218

0,2118 0,218

Na primeira coluna da Tabela (4.1) são listados os resultados que cons-

tam na referência [104], os quais foram obtidos através da solução numérica da

equação integral. Na coluna dois, são apresentados os resultados gerados numerica-

mente a partir do código TWOTRAN-II [61]. Já na coluna três, os resultados foram

obtidos pelo método ADO [80], no entanto, destaca-se que na referência, o domí-

nio do problema foi considerado completo, com fonte externa localizada na região
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central e condições de vácuo em todo o contorno. Observa-se que os resultados obti-

dos neste trabalho através do método ADO considerando o domínio com condições

de contorno do tipo re�exivas, concordam em um a dois dígitos com os resultados

obtidos pelo método ADO que considera o problema em um domínio todo [80].

Vale enfatizar que as comparações são feitas através de grandezas di-

ferentes, enquanto que os resultados apresentados na referência [104] são obtidos

pontualmente, os resultados via método ADO são obtidos em termos de médias.

Tabela 4.2: Fluxos escalares ϕy(x) = ϕx(y), para x = y = 0, 7.
σs Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho

N=5,7,9,11,15 N=4,8,16 N=2,4,6,8,12,16
0,50 0,149801 0,157320 0,210

0,139050 0,139581 0,199
0,138539 0,133426 0,190
0,138460 0,184
0,137048 0,178

0,175

0,10 0,093601 0,100591 0,144
0,083932 0,085131 0,130
0,083759 0,078914 0,122
0,083911 0,117
0,082774 0,112

0,110

0,05 0,088990 0,095914 0,138
0,079448 0,080662 0,124
0,079301 0,074448 0,116
0,079469 0,112
0,078362 0,107

0,105

Veri�ca-se nas Tabelas (4.1)-(4.3) uma concordância em geral de um

dígito dos resultados obtidos neste trabalho em comparação com os outros métodos

presentes na literatura.

Na seção seguinte, apresenta-se os resultados numéricos obtidos para o

problema II, onde comparações são feitas com os obtidos na literatura.
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Tabela 4.3: Fluxos escalares ϕy(x) = ϕx(y), para x = y = 0, 98.
σs Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho

N=5,7,9,11,15 N=4,8,16 N=2,4,6,8,12,16

0,50 0,054250 0,045536 0,112

0,053812 0,048085 0,092

0,053558 0,052366 0,085

0,053442 0,082

0,053413 0,081

0,080

0,10 0,032577 0,025670 0,072

0,032669 0,028969 0,055

0,032655 0,032432 0,050

0,032637 0,048

0,032622 0,047

0,047

0.05 0.030823 0.023777 0.069

0.030952 0.027299 0.052

0.030956 0.030978 0.047

0.030945 0.045

0.030931 0.045

0.045

4.2 Resultados numéricos para o problema II

Apresenta-se nas Tabelas (4.4)-(4.6), os resultados numéricos obtidos

neste trabalho pelo método ADO, considerando o domínio com condições de con-

torno do tipo re�exivas em três contornos do domínio, x = 0, y = 0 e y = b, e em

seguida, compara-se com os resultados presentes na literatura [104].

Novamente, veri�ca-se nas Tabelas (4.4)-(4.6) uma concordância de um

dígito dos resultados obtidos neste trabalho em comparação com os outros métodos

presentes na literatura. Observa-se que os resultados numéricos para os �uxos esca-

lares obtidos nesse trabalho, através do método ADO, são apresentados para ϕy(x) e

ϕx(y), e eles concordam entre si em um a dois dígitos. Essas diferenças são obtidas,
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uma vez que através da técnica nodal, integrações transversais nas variáveis x e y

foram feitas, de modo que o problema bidimensional de transporte foi reduzido a

problemas unidimensionais cujas soluções são dadas em termos de médias na variá-

vel x e y, entretanto, devido a geometria imposta pelo problema II, há uma perda

na simetria dos problemas unidimensionais resultantes da aplicação da técnica no-

dal, de maneira que as soluções gerais para o problema II apresentam esta pequena

diferença quando o �uxo escalar é dado em media nas variáveis x e y.

Tabela 4.4: Fluxos escalares ϕy(x) e ϕx(y), para x = y = 0, 5.
σs Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho

N N N ϕy(x) ϕx(y)

0,50 5 0,431998 4 0,410822 2 0,358 0,347

7 0,430350 8 0,409623 4 0,389 0,376

9 0,429096 16 0,410466 6 0,392 0,380

11 0,428217 8 0,393 0,382

15 0,427286 12 0,394 0,383

16 0,395 0,384

0,10 5 0,288564 4 0,270651 2 0,242 0,235

7 0,288871 8 0,271301 4 0,255 0,249

9 0,288835 16 0,273029 6 0,257 0,251

11 0,288726 8 0,257 0,252

15 0,288589 12 0,258 0,253

16 0,259 0,253

0,05 5 0,277246 4 0,259679 2 0,233 0,226

7 0,277697 8 0,260457 4 0,245 0,239

9 0,277757 16 0,262222 6 0,246 0,240

11 0,277709 8 0,246 0,241

15 0,277640 12 0,247 0,242

16 0,248 0,243

Todos os resultados apresentados até aqui, mostram no geral, um a dois

dígitos de concordância com os resultados presentes na literatura, para os problemas

considerados. Pode-se dizer que o método ADO, mostrou-se com características po-

sitivas, pois nenhum processo iterativo foi utilizado, ainda, considerou-se o domínio

dos problemas como um único nodo, e expressou-se as soluções em termos de mé-
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dias. O tempo computacional levado para gerar todos os resultados de cada tabela,

não ultrapassou 8 segundos em um computador Intel Core i5, 2.5GHz, 6Gb(RAM),

o que demonstra a e�ciência computacional do método ADO.

Tabela 4.5: Fluxos escalares ϕy(x) e ϕx(y), para x = y = 0, 7.
σs Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho

N N N ϕy(x) ϕx(y)
0,50 5 0,228936 4 0,244215 2 0,271 0,282

7 0,216711 8 0,223360 4 0,270 0,276
9 0,216011 16 0,211823 6 0,263 0,269
11 0,215789 8 0,258 0,264
15 0,213950 12 0,253 0,260

16 0,251 0,258

0,10 5 0,128126 4 0.142411 2 0.174 0,178
7 0,117764 8 0.125095 4 0.163 0,164
9 0,117625 16 0.114679 6 0.156 0,156
11 0,117777 8 0.151 0,152
15 0,116436 12 0.147 0,149

16 0.145 0,147

0,05 5 0,120663 4 0.134817 2 0.166 0,169
7 0,110484 8 0.117822 4 0.155 0,155
9 0,110379 16 0.107477 6 0.148 0,148
11 0,110553 8 0.143 0,144
15 0,109257 12 0.139 0,141

16 0.137 0,139

Tabela 4.6: Fluxos escalares ϕy(x) e ϕx(y), para x = y = 0, 98.
σs Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho

N N N ϕy(x) ϕx(y)
0,50 5 0,130265 4 0,116577 2 0,175 0,240

7 0,129550 8 0,120535 4 0,156 0,213
9 0,129076 16 0,126068 6 0,149 0,202
11 0,128816 8 0,145 0,197
15 0,128644 12 0,144 0,196

16 0,143 0,196

0,10 5 0,068694 4 0,057436 2 0,108 0,141
7 0,068912 8 0,063123 4 0,089 0,112
9 0,068898 16 0,067962 6 0,083 0,103
11 0,068876 8 0,081 0,100
15 0,068824 12 0,080 0,099

16 0,080 0,100

0,05 5 0,064231 4 0,052648 2 0,102 0,133
7 0,064507 8 0,058881 4 0,084 0,104
9 0,064521 16 0,063719 6 0,078 0,096
11 0,064500 8 0,076 0,093
15 0,064468 12 0,075 0,092

16 0,075 0,093
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4.3 Resultados numéricos para o problema III

Para observar o desempenho das quadraturas estudadas na solução da

equação bidimensional de transporte de nêutrons em ordenadas discretas, e para

posteriormente fazer uma análise assintótica espacial e angular do erro de discreti-

zação numérica, gerou-se resultados numéricos para o �uxo escalar médio em cada

região (nodo) do domínio espacial do problema III, através da utilização do mé-

todo ADO e do código computacional AHOT [10], que são apresentados nas Tabelas

(4.7)-(4.12). O método AHOT é um método nodal que trabalha com o domínio es-

pacial dividido em uma malha numérica, onde os sistemas de equações resultantes

da integração transversal são resolvidos localmente para cada célula da malha ite-

rativamente [9, 10]. Os resultados obtidos através do código AHOT também são

dados em termos de médias, onde determina-se o �uxo angular e escalar para cada

célula da malha, sendo o �uxo na região de interesse representado pela média da

soma dos �uxos de cada célula que compõe a região. Desta forma, os resultados

que serão comparados nesta seção, são obtidos através de mesmas grandezas, o que

facilita a análise da e�cácia do método ADO.

Note que, como o método ADO aplicado ao problema III considera

cada região do domínio espacial como um nodo, pode-se dizer que os resultados

obtidos através do método são determinados através de uma malha espacial (2× 2),

enquanto que o método AHOT considera diferentes malhas espaciais. Entretanto,

enfatiza-se que as soluções obtidas através do método ADO não utiliza esquemas de

varredura numérica, mas são determinadas através de um sistema linear acoplado

de problemas unidimensionais.

Nas tabelas seguintes, apresenta-se os resultados obtidos para o �uxo

escalar médio em cada região do domínio espacial do problema III através dos mé-

todos ADO e AHOT, e dos diferentes esquemas de quadratura numérica estudadas
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no texto, quadratura simétrica de nível LQN , quadratura Legendre-Chebyshev tri-

angular PNTNSN , Legendre-Chebyshev quadrangular PNTN e quadratura quadruple

range QR, utilizados para representar as direções discretas das equações em ordena-

das discretas. É importante destacar que não haviam sido implementados diferentes

e altas ordens de quadraturas numéricas via código AHOT, assim como uma análise

assintótica angular dos resultados, sendo estes investigados e apresentados apenas

neste trabalho.

A partir da análise dos resultados da Tabela 4.7, pode-se observar que os

resultados numéricos obtidos através da utilização da quadratura simétrica de nível

LQN , mantiveram-se com 2(±1) dígitos de concordância à medida que aumentou-

se o número de direções por octante de 6 até 36, tanto através do uso do método

ADO quanto através do uso do código AHOT. Note que a notação (±1) signi�ca

que pode-se ter uma variação de uma unidade no último dígito de comparação.

Já nos resultados numéricos obtidos através da utilização das quadra-

turas PNTNSN e PNTN , observa-se uma concordância de 3(±1) dígitos à medida

que aumentou-se o número de direções por octante, de 36 até 105 na quadratura

PNTNSN , e de 36 até 100 na quadratura PNTN , tanto via método ADO quanto via

código AHOT. Observa-se que os resultados obtidos quando �xado 36 direções por

octante nas quadraturas LQN , PNTNSN e PNTN , obteve-se uma concordância de

3(±1) dígitos, tanto via método ADO quanto via código AHOT.

A quadratura QR mostrou-se mais e�ciente em relação as outras, man-

tendo-se 4(±1) dígitos de concordância à medida que aumentou-se o número de

direções por octante de 32 até 98, tanto via método ADO quanto via código AHOT,

e ainda, mantiveram-se os 5 dígitos de concordância quando aumentou-se o número

de direções por octante de 72 para 98 via método ADO e via código AHOT(2× 2),

AHOT(8× 8), AHOT(16× 16), AHOT(32× 32) e AHOT(64× 64).
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Tabela 4.7: Fluxo escalar médio na região 1 para σs = 0, 9.
Quadratura simétrica de nível LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245

3 0,88354 0,82756 0,85889 0,86811 0,87051 0,87111 0,87127

6 0,89235 0,83620 0,86594 0,87508 0,87751 0,87813 0,87828

10 0,89665 0,84099 0,87043 0,87961 0,88209 0,88273 0,88289

36 0,89903 0,84573 0,87419 0,88327 0,88576 0,88639 0,88655

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245

10 0,89749 0,84194 0,87135 0,88052 0,88301 0,88364 0,88380

15 0,89854 0,84395 0,87293 0,88208 0,88457 0,88521 0,88537

36 0,89935 0,84690 0,87497 0,88397 0,88643 0,88707 0,88723

55 0,89952 0,84791 0,87559 0,88448 0,88694 0,88758 0,88774

66 0,89957 0,84827 0,87580 0,88465 0,88711 0,88774 0,88790

105 0,89967 0,84898 0,87624 0,88498 0,88742 0,88806 0,88822

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245

9 0,89603 0,84219 0,87037 0,87945 0,88197 0,88262 0,88279

16 0,89869 0,84600 0,87401 0,88287 0,88537 0,88600 0,88617

36 0,89970 0,84847 0,87597 0,88475 0,88715 0,88779 0,88795

49 0,89980 0,84899 0,87631 0,88501 0,88743 0,88806 0,88822

64 0,89984 0,84933 0,87652 0,88516 0,88757 0,88821 0,88837

100 0,89987 0,84972 0,87677 0,88534 0,88775 0,88838 0,88854

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,85297 0,80267 0,82399 0,83085 0,83270 0,83318 0,83330

8 0,90190 0,85097 0,87859 0,88712 0,88952 0,89015 0,89031

18 0,90032 0,85052 0,87752 0,88598 0,88837 0,88900 0,88917

32 0,89984 0,85027 0,87716 0,88563 0,88798 0,88860 0,88876

50 0,89985 0,85032 0,87718 0,88563 0,88798 0,88861 0,88877

72 0,89986 0,85033 0,87719 0,88565 0,88800 0,88862 0,88878

98 0,89986 0,85033 0,87720 0,88565 0,88800 0,88862 0,88878
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Comparando-se os resultados obtidos através das quadraturasQR, PNTNSN

e PNTN com 98, 105 e 100 direções por octante, respectivamente, observa-se uma

concordância de 4(±1) dígitos entre QR e PNTN via método ADO, e 3(±1) dígitos

entre as três quadraturas via método ADO ou AHOT(32 × 32) e

AHOT(64× 64).

Pode-se ver gra�camente o comportamento do �uxo escalar médio na

região 1 para σs = 0, 9, avaliado com uso dos quatro esquemas de quadraturas

numéricas estudadas, na �gura abaixo.
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Figura 4.1: Fluxo escalar médio na região 1 para o problema III com σs = 0, 9.
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Tabela 4.8: Fluxo escalar médio nas regiões 2 e 3 para σs = 0, 9.
Quadratura LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,35726 0,35044 0,34434 0,34187 0,34113 0,34092 0,34087

3 0,38402 0,37373 0,37279 0,37182 0,37170 0,37169 0,37169

6 0,38464 0,37405 0,37333 0,37286 0,37290 0,37290 0,37290

10 0,38442 0,37384 0,37325 0,37328 0,37336 0,37337 0,37337

36 0,38361 0,37333 0,37324 0,37356 0,37358 0,37359 0,37359

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,35726 0,35044 0,34434 0,34187 0,34113 0,34092 0,34087

10 0,38417 0,37364 0,37316 0,37323 0,37327 0,37328 0,37328

15 0,38381 0,37338 0,37308 0,37331 0,37333 0,37333 0,37333

36 0,38344 0,37331 0,37327 0,37352 0,37356 0,37357 0,37357

55 0,38339 0,37341 0,37340 0,37361 0,37365 0,37366 0,37366

66 0,38338 0,37346 0,37344 0,37364 0,37368 0,37369 0,37369

105 0,38338 0,37359 0,37353 0,37369 0,37374 0,37375 0,37376

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,35726 0,35044 0,34434 0,34187 0,34113 0,34092 0,34087

9 0,38449 0,37401 0,37340 0,37349 0,37360 0,37359 0,37359

16 0,38395 0,37369 0,37342 0,37402 0,37407 0,37409 0,37409

36 0,38351 0,37355 0,37352 0,37373 0,37378 0,37380 0,37381

49 0,38345 0,37359 0,37354 0,37372 0,37378 0,37379 0,37379

64 0,38342 0,37363 0,37356 0,37372 0,37378 0,37378 0,37378

100 0,38340 0,37370 0,37359 0,37373 0,37378 0,37379 0,37380

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,38099 0,37034 0,36985 0,36905 0,36912 0,36914 0,36914

8 0,38582 0,37584 0,37629 0,37675 0,37673 0,37672 0,37672

18 0,38335 0,37381 0,37363 0,37383 0,37394 0,37395 0,37396

32 0,38335 0,37379 0,37361 0,37371 0,37378 0,37380 0,37381

50 0,38341 0,37384 0,37367 0,37379 0,37382 0,37383 0,37383

72 0,38341 0,37385 0,37367 0,37379 0,37383 0,37384 0,37384

98 0,38341 0,37385 0,37367 0,37379 0,37383 0,37384 0,37385
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Agora, a partir da análise dos resultados numéricos encontrados para

o �uxo escalar médio nas regiões 2 e 3, estes que estão apresentados na Tabela

4.8, pode-se observar que os resultados obtidos através da utilização da quadratura

simétrica de nível LQN , mantiveram-se em 3(±1) dígitos de concordância à medida

que aumentou-se o número de direções por octante de 6 até 36 através do uso do

método ADO e através do uso do código AHOT.

Nos resultados numéricos obtidos através da utilização das quadratu-

ras PNTNSN e PNTN , ganhou-se 1 dígito em relação aos obtidos para a região 1,

obtendo-se uma concordância de 4(±1) dígitos à medida que aumentou-se o número

de direções por octante, de 55 até 105 na quadratura PNTNSN , e de 49 até 100

na quadratura PNTN , via método ADO, e uma concordância de 3(±1) dígitos via

código AHOT para ambas quadraturas. Mas observa-se que os resultados obtidos

quando �xado 36 direções por octante, obteve-se uma concordância de 3(±1) dígi-

tos através do uso das quadraturas LQN , PNTNSN e PNTN , tanto via método ADO

quanto via código AHOT.

A quadratura QR mostrou-se novamente mais e�ciente em relação as

outras, mantendo-se 5(±1) dígitos de concordância à medida que aumentou-se o

número de direções por octante de 50 até 98 via método ADO e 4(±1) dígitos de

concordância via código AHOT. Ainda, mantiveram-se os 5 dígitos de concordância

quando aumentou-se o número de direções por octante de 72 para 98 via código

AHOT(8× 8), AHOT(16× 16), AHOT(32× 32) e AHOT(64× 64).

Em comparação aos resultados obtidos entre as quadraturas QR,

PNTNSN e PNTN com 98, 105 e 100 direções por octante, respectivamente, assim

como nos resultados obtidos para a região 1, observa-se uma concordância de 4(±1)

dígitos entre QR e PNTN via método ADO e 3(±1) dígitos entre as três quadraturas,

via método ADO ou AHOT(32× 32) e AHOT(64× 64).
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Observa-se gra�camente o comportamento do �uxo escalar médio nas

regiões 2 e 3 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que

σs = 0, 9 na �gura abaixo.
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(b) Quadratura PNTNSN
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(d) Quadratura QR

Figura 4.2: Fluxo escalar médio nas regiões 2 e 3 para o problema III com σs = 0, 9.

Na tabela abaixo apresenta-se os resultados numéricos encontrados para

o �uxo escalar médio na região 4 através do uso das quatro quadraturas estudadas

neste capítulo via método ADO e código AHOT.
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Tabela 4.9: Fluxo escalar médio na região 4 para σs = 0, 9.
Quadratura LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,27517 0,26344 0,28338 0,28949 0,29116 0,29160 0,29171

3 0,24136 0,23543 0,23787 0,23792 0,23766 0,23754 0,23750

6 0,22963 0,22549 0,22776 0,22676 0,22639 0,22633 0,22632

10 0,22504 0,22151 0,22396 0,22255 0,22237 0,22236 0,22235

36 0,22098 0,21769 0,21979 0,21902 0,21894 0,21888 0,21887

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,27517 0,26344 0,28338 0,28949 0,29116 0,29160 0,29171

10 0,22494 0,22139 0,22357 0,22229 0,22215 0,22212 0,22211

15 0,22267 0,21933 0,22144 0,22037 0,22031 0,22027 0,22026

36 0,22060 0,21726 0,21949 0,21876 0,21855 0,21849 0,21847

55 0,22021 0,21683 0,21914 0,21844 0,21821 0,21815 0,21814

66 0,22011 0,21670 0,21904 0,21835 0,21811 0,21806 0,21804

105 0,21992 0,21647 0,21886 0,21817 0,21794 0,21788 0,21786

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,27517 0,26344 0,28338 0,28949 0,29116 0,29160 0,29171

9 0,22200 0,21883 0,22144 0,21995 0,21973 0,21979 0,21981

16 0,22072 0,21751 0,21953 0,21817 0,21820 0,21816 0,21815

36 0,22003 0,21667 0,21885 0,21836 0,21809 0,21800 0,21797

49 0,21991 0,21650 0,21879 0,21824 0,21791 0,21783 0,21781

64 0,21985 0,21640 0,21875 0,21813 0,21772 0,21777 0,21776

100 0,21978 0,21629 0,21868 0,21800 0,21778 0,21773 0,21771

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,21344 0,21157 0,20871 0,20623 0,20524 0,20495 0,20490

8 0,22024 0,21666 0,21836 0,21795 0,21776 0,21776 0,21775

18 0,21950 0,21594 0,21839 0,21731 0,21669 0,21695 0,21695

32 0,21967 0,21610 0,21846 0,21785 0,21764 0,21752 0,21749

50 0,21968 0,21611 0,21849 0,21785 0,21764 0,21761 0,21760

72 0,21968 0,21611 0,21849 0,21786 0,21766 0,21759 0,21757

98 0,21968 0,21611 0,21849 0,21785 0,21765 0,21760 0,21758
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Pode-se observar de acordo com a Tabela 4.9 que os resultados numéri-

cos obtidos através da utilização da quadratura simétrica de nível LQN mantiveram-

se em 2(±1) dígitos de concordância à medida que aumentou-se o número de direções

por octante de 6 até 36, tanto através do uso do método ADO quanto através do

uso do código AHOT.

Em relação aos resultados numéricos obtidos através da utilização das

quadraturas PNTNSN e PNTN , assim como na região 1, observa-se uma concordân-

cia de 3(±1) dígitos à medida que aumentou-se o número de direções por octante de

36 até 105 na quadratura PNTNSN e de 36 até 100 na quadratura PNTN via método

ADO e via código AHOT. Assim como nas Tabelas 4.7 e 4.8, observa-se que os re-

sultados obtidos quando �xado 36 direções por octante, obteve-se uma concordância

de 3(±1) dígitos através do uso das quadraturas LQN , PNTNSN e PNTN , tanto via

método ADO quanto via código AHOT.

Novamente a quadratura QR mostrou-se e�ciente, mantendo os 5 dígi-

tos de concordância à medida que aumentou-se o número de direções por octante de

50 até 98 via método ADO e 4(±1) dígitos de concordância via código AHOT.

Em comparação aos resultados obtidos entre as quadraturas QR,

PNTNSN e PNTN com 98, 105 e 100 direções por octante, respectivamente, observa-

se uma concordância de 3(±1) dígitos via método ADO e via código AHOT(16×16),

AHOT(32× 32) e AHOT(64× 64).

Pode-se observar gra�camente o comportamento do �uxo escalar médio

na região 4 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que

σs = 0, 9 na �gura abaixo.
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(b) Quadratura PNTNSN
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(c) Quadratura PNTN
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(d) Quadratura QR

Figura 4.3: Fluxo escalar médio na região 4 para o problema III com σs = 0, 9.

Alternativamente, gerou-se resultados para um meio mais absorvedor,

com σs = 0, 3, através dos quatro esquemas de quadratura, cujos resultados são

mostrados nas tabelas a seguir.

Da análise dos resultados da Tabela 4.10, pode-se observar que, dife-

rentemente dos resultados obtidos para a região 1 no caso em que σs = 0, 9, aqui,

os resultados numéricos através da utilização da quadratura de nível simétrica LQN

mantiveram-se em apenas 1 dígito de concordância a medida que aumentou-se o

número de direções por octante de 6 até 36, tanto através do uso do método ADO

quanto através do uso do código AHOT.
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Tabela 4.10: Fluxo escalar médio na região 1 para σs = 0, 3.
Quadratura LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,46278 0,45622 0,46769 0,47066 0,47141 0,47160 0,47165

3 0,49958 0,49205 0,49791 0,49980 0,50027 0,50039 0,50042

6 0,50496 0,49749 0,50285 0,50476 0,50523 0,50535 0,50538

10 0,50779 0,50044 0,50590 0,50774 0,50821 0,50834 0,50837

36 0,51037 0,50343 0,50894 0,51066 0,51113 0,51125 0,51128

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,46278 0,45622 0,46769 0,47066 0,47141 0,47160 0,47165

10 0,50833 0,50100 0,50646 0,50826 0,50874 0,50886 0,50889

15 0,50949 0,50234 0,50783 0,50959 0,51009 0,51020 0,51023

36 0,51088 0,50409 0,50952 0,51123 0,51170 0,51183 0,51186

55 0,51127 0,50461 0,50998 0,51167 0,51214 0,51226 0,51229

66 0,51140 0,50479 0,51013 0,51181 0,51228 0,51240 0,51244

105 0,51165 0,50514 0,51043 0,51209 0,51255 0,51268 0,51271

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,46278 0,46622 0,46769 0,47066 0,47141 0,47160 0,47165

9 0,50835 0,50129 0,50659 0,50850 0,50900 0,50913 0,50916

16 0,51032 0,50348 0,50893 0,51057 0,51104 0,51116 0,51119

36 0,51147 0,50487 0,51022 0,51189 0,51233 0,51246 0,51249

49 0,51167 0,50515 0,51045 0,51210 0,51257 0,51269 0,51272

64 0,51179 0,50531 0,51059 0,51223 0,51269 0,51281 0,51284

100 0,51192 0,50550 0,51075 0,51238 0,51284 0,51296 0,51299

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,48938 0,48254 0,48577 0,48727 0,48764 0,48774 0,48777

8 0,51198 0,50547 0,51081 0,51227 0,51273 0,51285 0,51288

18 0,51225 0,50590 0,51112 0,51271 0,51316 0,51328 0,51331

32 0,51209 0,50578 0,51099 0,51261 0,51305 0,51317 0,51320

50 0,51209 0,50578 0,51099 0,51260 0,51305 0,51317 0,51320

72 0,51209 0,50579 0,51100 0,51261 0,51306 0,51317 0,51320

98 0,51209 0,50579 0,51100 0,51261 0,51306 0,51318 0,51321
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O mesmo ocorre nos resultados numéricos através da utilização das

quadraturas PNTNSN e PNTN , onde observou-se uma concordância de 2(±1) dígitos

em comparação aos resultados obtidos via método ADO e AHOT(64 × 64). Já

através da quadratura QR, mantiveram-se os 5 dígitos de concordância à medida

que aumentou-se o número de direções por octante de 32 até 98 via método ADO e

4 dígitos de concordância via código AHOT.

Pode-se ver gra�camente o comportamento do �uxo escalar médio na

região 1 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que σs = 0, 3

na �gura abaixo.
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Figura 4.4: Fluxo escalar médio na região 1 para o problema III com σs = 0, 3.
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Tabela 4.11: Fluxo escalar médio nas regiões 2 e 3 para σs = 0, 3.
Quadratura LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,16852 0,16886 0,16072 0,15863 0,15810 0,15797 0,15793

3 0,17161 0,17173 0,16621 0,16440 0,16408 0,16402 0,16400

6 0,17077 0,17084 0,16542 0,16401 0,16380 0,16374 0,16372

10 0,17004 0,17004 0,16477 0,16377 0,16357 0,16351 0,16350

36 0,16910 0,16913 0,16438 0,16355 0,16327 0,16322 0,16321

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,16852 0,16886 0,16072 0,15863 0,15810 0,15797 0,15793

10 0,16977 0,16983 0,16462 0,16364 0,16341 0,16335 0,16333

15 0,16936 0,16940 0,16440 0,16352 0,16326 0,16320 0,16319

36 0,16892 0,16895 0,16432 0,16343 0,16318 0,16312 0,16310

55 0,16884 0,16887 0,16434 0,16342 0,16317 0,16311 0,16310

66 0,16882 0,16886 0,16434 0,16341 0,16317 0,16311 0,16309

105 0,16879 0,16883 0,16435 0,16340 0,16316 0,16310 0,16309

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,16852 0,16886 0,16072 0,15863 0,15810 0,15797 0,15793

9 0,17001 0,17002 0,16479 0,16382 0,16365 0,16358 0,16356

16 0,16930 0,16932 0,16447 0,16388 0,16364 0,16358 0,16356

36 0,16886 0,16889 0,16437 0,16344 0,16321 0,16315 0,16314

49 0,16880 0,16883 0,16435 0,16341 0,16318 0,16312 0,16310

64 0,16878 0,16881 0,16434 0,16339 0,16316 0,16309 0,16307

100 0,16876 0,16880 0,16432 0,16337 0,16314 0,16308 0,16306

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,17357 0,17344 0,16872 0,16722 0,16712 0,16709 0,16707

8 0,16985 0,16988 0,16570 0,16493 0,16460 0,16452 0,16450

18 0,16872 0,16877 0,16428 0,16341 0,16323 0,16317 0,16316

32 0,16873 0,16877 0,16428 0,16333 0,16311 0,16306 0,16305

50 0,16876 0,16880 0,16431 0,16338 0,16314 0,16307 0,16306

72 0,16876 0,16880 0,16432 0,16338 0,16314 0,16308 0,16306

98 0,16876 0,16880 0,16431 0,16338 0,16314 0,16308 0,16306
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Já na análise feita para os resultados da Tabela 4.11, faz-se praticamente

as mesmas observações que no caso em que σs = 0, 9, diferenciando-se na comparação

dos resultados obtidos entre as quadraturas QR, PNTNSN e PNTN com 98, 105

e 100 direções por octante, respectivamente, onde observou-se uma melhora nos

resultados, onde mantiveram-se concordância dos 5 dígitos entre QR e PNTN via

método ADO e código AHOT. A análise entre as três quadraturas mantiveram-se

em 4(±1) dígitos de concordância via ambos os métodos.

Pode-se ver gra�camente o comportamento do �uxo escalar médio nas

regiões 2 e 3 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que

σs = 0, 3 na �gura abaixo.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0,158

0,160

0,162

0,164

0,166

0,168

0,170

0,172

F
lu

xo
 e

sc
al

ar
 m

éd
io

# direções/octante

 ADO
 Ahot (2x2)
 Ahot (4x4)
 Ahot (8x8)
 Ahot (16x16)
 Ahot (32x32)
 Ahot (64x64)

(a) Quadratura LQN

0 20 40 60 80 100 120

0,158

0,160

0,162

0,164

0,166

0,168

0,170

# direções/octante

F
lu

xo
 e

sc
al

ar
 m

éd
io

 ADO
 Ahot (2x2)
 Ahot (4x4)
 Ahot (8x8)
 Ahot (16x16)
 Ahot (32x32)
 Ahot (64x64)

(b) Quadratura PNTNSN

0 20 40 60 80 100

0,158

0,160

0,162

0,164

0,166

0,168

0,170

F
lu

xo
 e

sc
al

ar
 m

éd
io

# direções/octante

 ADO
 Ahot (2x2)
 Ahot (4x4)
 Ahot (8x8)
 Ahot (16x16)
 Ahot (32x32)
 Ahot (64x64)

(c) Quadratura PNTN

0 20 40 60 80 100

0,163

0,164

0,165

0,166

0,167

0,168

0,169

0,170

0,171

0,172

0,173

0,174

Fl
ux

o 
es

ca
la

r m
éd

io

# direções/octante

 ADO
 Ahot (2x2)
 Ahot (4x4)
 Ahot (8x8)
 Ahot (16x16)
 Ahot (32x32)
 Ahot (64x64)

(d) Quadratura QR

Figura 4.5: Fluxo escalar médio nas regiões 2 e 3 para o problema III com σs = 0, 3.
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Tabela 4.12: Fluxo escalar médio na região 4 para σs = 0, 3.
Quadratura LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,13119 0,12990 0,13899 0,14105 0,14154 0,14166 0,14169

3 0,10039 0,10029 0,10138 0,10136 0,10114 0,10103 0,10100

6 0,09159 0,09181 0,09322 0,09252 0,09225 0,09221 0,09221

10 0,08787 0,08819 0,08975 0,08876 0,08867 0,08867 0,08867

36 0,08432 0,08466 0,08583 0,08541 0,08544 0,08542 0,08541

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,13119 0,12990 0,13899 0,14105 0,14154 0,14166 0,14169

10 0,08771 0,08802 0,08939 0,08850 0,08856 0,08845 0,08845

15 0,08583 0,08617 0,08743 0,08675 0,08678 0,08678 0,08677

36 0,08390 0,08420 0,08544 0,08506 0,08498 0,08496 0,08496

55 0,08347 0,08375 0,08503 0,08467 0,08458 0,08456 0,08456

66 0,08335 0,08362 0,08491 0,08455 0,08446 0,08444 0,08443

105 0,08312 0,08337 0,08469 0,08432 0,08423 0,08421 0,08420

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,13119 0,12990 0,13899 0,14105 0,14154 0,14166 0,14169

9 0,08552 0,08588 0,08758 0,08653 0,08642 0,08647 0,08649

16 0,08413 0,08446 0,08562 0,08471 0,08482 0,08482 0,08482

36 0,08330 0,08357 0,08474 0,08456 0,08444 0,08439 0,08438

49 0,08314 0,08340 0,08464 0,08439 0,08422 0,08418 0,08418

64 0,08304 0,08328 0,08458 0,08426 0,08410 0,08409 0,08409

100 0,08293 0,08316 0,08449 0,08109 0,08402 0,08400 0,08400

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT

octante (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,08344 0,08400 0,08269 0,08125 0,08060 0,08040 0,08037

8 0,08281 0,08304 0,08384 0,08370 0,08368 0,08370 0,08370

18 0,08264 0,08284 0,08424 0,08351 0,08334 0,08334 0,08334

32 0,08276 0,08295 0,08425 0,08391 0,08382 0,08376 0,08374

50 0,08275 0,08295 0,08427 0,08390 0,08381 0,08382 0,08381

72 0,08275 0,08295 0,08427 0,08390 0,08383 0,08380 0,08379

98 0,08275 0,08295 0,08427 0,08390 0,08382 0,08380 0,08380
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Os resultados apresentados na Tabela 4.12 apresentam o mesmo com-

portamento dos resultados da Tabela 4.9, onde σs = 0, 9. Desta forma, a análise dos

resultados mantiveram-se a mesma, não sendo repetida aqui.

Pode-se ver gra�camente o comportamento das soluções encontradas

para o �uxo escalar médio na região 4 através das quatro quadraturas estudadas

para o problema em que σs = 0, 3 na �gura abaixo.
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Figura 4.6: Fluxo escalar médio na região 4 para o problema III com σs = 0, 3.

Com base nos resultados numéricos obtidos para o �uxo escalar médio

apresentados nas Tabelas 4.7 - 4.12, observa-se que a quadratura QR mostrou-se

mais e�ciente em relação as outras estudadas, no sentido de obtenção de dígitos de
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concordância entre os resultados numéricos, a medida que aumentou-se a ordem da

quadratura. Ainda, observações aos resultados obtidos pelos dois métodos, mostram

que o método ADO apresenta-se mais preciso em relação a AHOT(64× 64), do que

AHOT(2×2) e AHOT(4×4), nos casos em que o �uxo escalar é analisado na região

1, demonstrando a e�cácia do método ADO.

Objetivando-se uma análise comparativa mais detalhada entre as dife-

rentes quadraturas e a �m de determinar uma solução de referência, para validação

e comparação com resultados numéricos via método ADO, faz-se no próximo capí-

tulo, uma análise assintótica espacial e angular dos resultados numéricos obtidos via

código AHOT.
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5 COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO DE
ERRO

Com objetivo de determinar uma solução numérica de referência para

eventuais comparações de resultados, neste capítulo faz-se uma análise assintótica

espacial e angular das soluções numéricas para o �uxo escalar de nêutrons, obtidas

via método AHOT para o problema III, no capítulo anterior.

Por �m, faz-se um breve estudo sobre a in�uência dos efeitos raio na

determinação da solução da equação de transporte e a redução destes através do uso

das quadraturas apresentadas neste trabalho.

5.1 Análise assintótica espacial

Nesta seção, deseja-se veri�car se as soluções numéricas apresentam um

comportamento assintótico, e assim, determinar uma solução de referência, com erro

mínimo de discretização espacial, para que, posteriormente possa ser comparado com

as soluções obtidas via método analítico ADO. Ainda, deseja-se veri�car, se possível,

através da análise assintótica dos dados, se os esquemas de quadraturas numéricas

estudados são consistentes com a integração de altas ordens polinomiais dos cossenos

diretores Ωx e Ωy.

Neste sentido, a partir dos resultados numéricos obtidos via código

AHOT, sobre uma malha de nodos igualmente espaçados, de tamanho h, calcula-se

um valor estimado para a solução exata do problema, com erro mínimo de discretiza-

ção espacial via técnica de extrapolação de Richardson [87]. Assume-se que ϕ(h,ND)

é uma aproximação numérica de ordem p para uma solução extrapolada ϕref (ND),

onde ND representa o número de direções discretas. Desta forma, expande-se a
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aproximação numérica como

ϕ(h,ND) = ϕref (ND) + αp(ND)hp +O(hp+1). (5.1)

Considera-se os resultados para três diferentes malhas igualmente espaçadas de ta-

manhos h, rh e r2h, onde r é a razão de re�namento, de maneira que

ϕ(h,ND) = ϕref (ND) + hpαp(ND) +O(hp+1), (5.2)

ϕ(rh,ND) = ϕref (ND) + (rh)pαp(ND) +O(hp+1) (5.3)

e

ϕ(r2h,ND) = ϕref (ND) + (r2h)pαp(ND) +O(hp+1). (5.4)

Ignora-se por enquanto, os termos de ordem superior, e reescreve-se as

equações acima como

hpαp(ND) = ϕ(h,ND)− ϕref (ND), (5.5)

(rh)pαp(ND) = ϕ(rh,ND)− ϕref (ND) (5.6)

e

(r2h)pαp(ND) = ϕ(r2h,ND)− ϕref (ND). (5.7)

Subtrai-se uma equação da outra, tal que

ϕ(rh,ND)− ϕ(h,ND) = αp(ND)((rh)p − hp)

ϕ(r2h,ND)− ϕ(rh,ND) = αp(ND)((r2h)p − (rh)p) (5.8)

e então, divide-se as equações resultantes para obter

ϕ(rh,ND)− ϕ(h,ND)

ϕ(r2h,ND)− ϕ(rh,ND)
=

(
(rh)p − hp

(r2h)p − (rh)p

)
, (5.9)
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mas (
(rh)p − hp

(r2h)p − (rh)p

)
→ hp(rp − 1)

rphp(rp − 1)
=

1

rp

ϕ(r2h,ND)− ϕ(rh,ND)

ϕ(rh,ND)− ϕ(h,ND)
= rp, (5.10)

logo obtém-se a ordem de convergência espacial como

p =

log

(
ϕ(r2h,ND)− ϕ(rh,ND)

ϕ(rh,ND)− ϕ(h,ND)

)
log r

. (5.11)

Uma vez determinada a ordem de aproximação p, encontra-se a solução

ϕref (ND) através da divisão de duas soluções de re�namento r. Neste caso, utiliza-

se, por exemplo, as Eqs. (5.5) e (5.6) tal que

(r)p =
ϕ(h,ND)− ϕref (ND)

ϕ(rh,ND)− ϕref (ND)
(5.12)

e então, obtém-se a solução ϕref (ND) como

ϕref (ND) =

(
rpϕ(rh,ND)− ϕ(h,ND)

rp − 1

)
. (5.13)

O erro absoluto entre as soluções ϕref (ND) e as soluções numéricas

ϕnum(ND) obtidas via código AHOT ou método ADO, é de�nido como

EA = |ϕref (ND)− ϕnum(ND)|. (5.14)

Neste sentido, �xou-se então, um número de direções por octante (ND),

para cada esquema de quadratura numérica, e determinou-se a ordem de convergên-

cia p e a solução ϕref (ND) para a região 1 do problema em estudo. Nos casos

analisados, considerou-se a seção de choque de espalhamento macroscópica σs = 0, 9

e σs = 0, 3. A partir da análise feita para a ordem de convergência p, observou-se

que em todos os casos, p → −2.
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Tabela 5.1: Ordem de convergência p e solução ϕref (ND) para a região 1 com σs =

0, 9.
Quadratura LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245 -1,98 0,81252

3 0,88354 0,82756 0,85889 0,86811 0,87051 0,87111 0,87127 -1,99 0,87132

6 0,89235 0,83620 0,86594 0,87508 0,87751 0,87813 0,87828 -1,99 0,87834

10 0,89665 0,84099 0,87043 0,87961 0,88209 0,88273 0,88289 -2,00 0,88294

36 0,89903 0,84573 0,87419 0,88327 0,88576 0,88639 0,88655 -2,00 0,88660

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245 -1,98 0,81252

10 0,89749 0,84194 0,87135 0,88052 0,88301 0,88364 0,88380 -1,99 0,88385

15 0,89854 0,84395 0,87293 0,88208 0,88457 0,88521 0,88537 -1,99 0,88542

36 0,89935 0,84690 0,87497 0,88397 0,88643 0,88707 0,88723 -1,99 0,88728

55 0,89952 0,84791 0,87559 0,88448 0,88694 0,88758 0,88774 -1,99 0,88775

66 0,89957 0,84827 0,87580 0,88465 0,88711 0,88774 0,88790 -1,98 0,88796

105 0,89967 0,84898 0,87624 0,88498 0,88742 0,88806 0,88822 -1,98 0,88827

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245 -1,98 0,81252

9 0,89603 0,84219 0,87037 0,87945 0,88197 0,88262 0,88279 -1,99 0,88284

16 0,89869 0,84600 0,87401 0,88287 0,88537 0,88600 0,88617 -1,97 0,88622

36 0,89970 0,84847 0,87597 0,88475 0,88715 0,88779 0,88795 -1,97 0,88800

49 0,89980 0,84899 0,87631 0,88501 0,88743 0,88806 0,88822 -1,97 0,88828

64 0,89984 0,84933 0,87652 0,88516 0,88757 0,88821 0,88837 -1,97 0,88842

100 0,89987 0,84972 0,87677 0,88534 0,88775 0,88838 0,88854 -1,97 0,88860

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,85297 0,80267 0,82399 0,83085 0,83270 0,83318 0,83330 -1,98 0,83334

8 0,90190 0,85097 0,87859 0,88712 0,88952 0,89015 0,89031 -1,97 0,89036

18 0,90032 0,85052 0,87752 0,88598 0,88837 0,88900 0,88917 -1,95 0,88922

32 0,89984 0,85027 0,87716 0,88563 0,88798 0,88860 0,88876 -1,95 0,88881

50 0,89985 0,85032 0,87718 0,88563 0,88798 0,88861 0,88877 -1,96 0,88883

72 0,89986 0,85033 0,87719 0,88565 0,88800 0,88862 0,88878 -1,96 0,88883

98 0,89986 0,85033 0,87720 0,88565 0,88800 0,88862 0,88878 -1,96 0,88884
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A ordem de convergência p e a solução ϕref (ND) obtidos, respectiva-

mente, via Eqs.(5.11) e (5.13), através das soluções AHOT(16×16), AHOT(32×32)

e AHOT(64×64), para as quadraturas numéricas estudadas, são mostradas nas Ta-

belas 5.1 e 5.2.

Observa-se na Tabela 5.1 que, as soluções ϕref (ND) para as diferentes

quadraturas numéricas estudadas neste trabalho, apresentam convergência numé-

rica em relação ao número de direções por octante, permanecendo os 3 dígitos de

concordância entre os resultados via quadratura PNTNSN , PNTN e QR, quando o

número de direções por octante está em torno de 100 direções por octante, como

pode ser visto na �gura abaixo.
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Figura 5.1: Convergência de ϕref (ND) em relação ao número de direções por octante

para a região 1 com σs = 0, 9.

Na tabela abaixo apresenta-se a ordem de convergência p e a solução

ϕref (ND) analisadas na região 1, considerando-se a seção de choque de espalhamento

σs = 0, 3.

99



Tabela 5.2: Ordem de convergência p e solução ϕref (ND) para a região 1 com σs =

0, 3.
Quadratura LQN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,46278 0,45622 0,46769 0,47066 0,47141 0,47160 0,47165 -1,98 0,47167

3 0,49958 0,49205 0,49791 0,49980 0,50027 0,50039 0,50042 -1,93 0,50043

6 0,50496 0,49749 0,50285 0,50476 0,50523 0,50535 0,50538 -2,01 0,50539

10 0,50779 0,50044 0,50590 0,50774 0,50821 0,50834 0,50837 -2,02 0,50838

36 0,51037 0,50343 0,50894 0,51066 0,51113 0,51125 0,51128 -1,97 0,51129

Quadratura PNTNSN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,46278 0,45622 0,46769 0,47066 0,47141 0,47160 0,47165 -1,98 0,47167

10 0,50833 0,50100 0,50646 0,50826 0,50874 0,50886 0,50889 -1,95 0,50890

15 0,50949 0,50234 0,50783 0,50959 0,51009 0,51020 0,51023 -1,74 0,51024

36 0,51088 0,50409 0,50952 0,51123 0,51170 0,51183 0,51186 -1,98 0,51187

55 0,51127 0,50461 0,50998 0,51167 0,51214 0,51226 0,51229 -1,98 0,51230

66 0,51140 0,50479 0,51013 0,51181 0,51228 0,51240 0,51244 -1,98 0,51245

105 0,51165 0,50514 0,51043 0,51209 0,51255 0,51268 0,51271 -1,98 0,51272

Quadratura PNTN

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

1 0,46278 0,46622 0,46769 0,47066 0,47141 0,47160 0,47165 -1,98 0,47167

9 0,50835 0,50129 0,50659 0,50850 0,50900 0,50913 0,50916 -1,99 0,50917

16 0,51032 0,50348 0,50893 0,51057 0,51104 0,51116 0,51119 -2,40 0,51119

36 0,51147 0,50487 0,51022 0,51189 0,51233 0,51246 0,51249 -1,98 0,51250

49 0,51167 0,50515 0,51045 0,51210 0,51257 0,51269 0,51272 -1,93 0,51273

64 0,51179 0,50531 0,51059 0,51223 0,51269 0,51281 0,51284 -1,98 0,51285

100 0,51192 0,50550 0,51075 0,51238 0,51284 0,51296 0,51299 -1,95 0,51300

Quadratura QR

# direções/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT p ϕref (ND)

octante (ND) (2× 2) (4× 4) (8× 8) (16× 16) (32× 32) (64× 64)

2 0,48938 0,48254 0,48577 0,48727 0,48764 0,48774 0,48777 -1,98 0,48778

8 0,51198 0,50547 0,51081 0,51227 0,51273 0,51285 0,51288 -1,98 0,51285

18 0,51225 0,50590 0,51112 0,51271 0,51316 0,51328 0,51331 -1,95 0,51332

32 0,51209 0,50578 0,51099 0,51261 0,51305 0,51317 0,51320 -1,94 0,51321

50 0,51209 0,50578 0,51099 0,51260 0,51305 0,51317 0,51320 -1,94 0,51321

72 0,51209 0,50579 0,51100 0,51261 0,51306 0,51317 0,51320 -1,99 0,51321

98 0,51209 0,50579 0,51100 0,51261 0,51306 0,51318 0,51321 -1,92 0,51322
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Novamente as soluções ϕref (ND) para as diferentes quadraturas nu-

méricas, apresentaram convergência em relação ao número de direções por octante,

permanecendo 3(±1) dígitos de concordância entre os resultados via quadratura

PNTNSN , PNTN e QR, quando o número de direções por octante está em torno de

100 direções por octante. Pode-se observar gra�camente esse comportamento na

�gura abaixo.
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Figura 5.2: Convergência de ϕref (ND) em relação ao número de direções por octante

para a região 1 com σs = 0, 3

Com relação as regiões 2, 3 e 4 do problema em estudo, observou-se que,

apesar de as soluções numéricas para o �uxo escalar médio nas regiões apresentarem

convergência, a medida que re�na-se a malha espacial via código AHOT, as mesmas

não apresentam um comportamento assintótico, impossibilitando a determinação da

ordem de convergência espacial p e a solução ϕref (ND), como pode ser visto, por

exemplo, nas tabelas 5.3 e 5.4. Tal comportamento se repete nos outros casos de

análise.
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Tabela 5.3: Ordem de convergência p nas regiões 2 e 3, com seção de choque de

espalhamento σs = 0, 9, via código AHOT.
Quadratura LQN Quadratura PNTNSN

36 direções/octante 36 direções/octante

i AHOT ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p

1 2× 2 0,37333 0,37331

2 4× 4 0,37324 0,37327

3 8× 8 0,37556 -3,63 1,86 0,37352 -7,20 2,84

4 16× 16 0,37358 0,06 -4,00 0,37356 0,16 -2,61

5 32× 32 0,37359 0,45 -1,15 0,37357 0,23 -2,15

6 64× 64 0,37359 0,22 -2,16 0,37357 0,22 -2,17

Quadratura PNTN Quadratura QR

36 direções/octante 32 direções/octante

i AHOT ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p

1 2× 2 0,37355 0,37379

2 4× 4 0,37352 0,37363

3 8× 8 0,37373 -5,76 2,52 0,37383 -1,24 0,31

4 16× 16 0,37378 0,25 -1,97 0,37394 0,52 -0,93

5 32× 32 0,37380 0,31 -1,66 0,37395 0,11 -3,15

6 64× 64 0,37381 0,35 -1,50 0,37396 0,33 -1,58

Procurou-se entender o motivo que impede a obtenção da ordem de

convergência p e consequentemente a solução ϕref (ND) nas regiões 2, 3 e 4. Neste

sentido, para o entendimento deste fenômeno, recorreu-se a interpretação física do

problema, do qual concluiu-se que a incapacidade de determinar a ordem de con-

vergência do método para essas regiões, pode ser causado pela in�uência do efeito

raio na solução da equação de transporte, tópico que será estudado na última seção

deste capítulo.
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Tabela 5.4: Ordem de convergência p para a região 4, com seção de choque de es-

palhamento σs = 0, 9, via código AHOT.
Quadratura LQN Quadratura PNTNSN

36 direções/octante 36 direções/octante

i AHOT ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p

1 2× 2 0,21769 0,21726

2 4× 4 0,21979 0,21949

3 8× 8 0,21902 -3,63 -1,44 0,21876 -0,32 -1,61

4 16× 16 0,21894 0,10 -3,26 0,21855 0,28 -1,79

5 32× 32 0,21888 0,75 -0,41 0,21849 0,28 -1,80

6 64× 64 0,21887 0,16 -2,58 0,21847 0,33 -1,58

Quadratura PNTN Quadratura QR

36 direções/octante 32 direções/octante

i AHOT ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p ϕi

(
ϕi − ϕi−1

ϕi−1 − ϕi−2

)
p

1 2× 2 0,21667 0,21610

2 4× 4 0,21885 0,21846

3 8× 8 0,21836 -0,22 -2,15 0,21785 -0,25 -1,95

4 16× 16 0,21809 0,55 -0,85 0,21764 0,34 -1,53

5 32× 32 0,21800 0,33 -1,58 0,21752 0,57 -0,80

6 64× 64 0,21797 0,33 -1,55 0,21749 0,25 -2,00

Para analisar a performance do método analítico ADO em relação ao

método de varredura numérica desenvolvido no código AHOT, na determinação do

�uxo escalar médio na região 1 do problema teste, para os diferentes esquemas de

quadratura numéricos estudados, apresenta-se nas �guras abaixo, os grá�co do erro

absoluto entre os resultados obtidos para a solução ϕref (ND) e os resultados obtidos

via método ADO e código AHOT.
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(a) Simétrica de nível LQN
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(b) PNTNSN triangular
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(c) PNTN quadrangular
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(d) Quadruple range QR

Figura 5.3: Erro absoluto em relação ao número de direções por octante na região

1 para σs = 0, 9.

Com base nos resultados apresentados na Tabela 5.1 e na Figura 5.3,

pode-se observar que as soluções obtidas para o �uxo escalar médio via método ADO

para as quatro quadraturas numéricas estudadas, apresentam resultados numéricos

mais próximos da solução ϕref (ND) quando comparado a solução obtida via código

AHOT de malha 2 × 2. Ainda, os resultados numéricos obtidos via método ADO

apresentam 2(±1) dígitos de concordância em relação a solução ϕref (ND), enquanto

que o código AHOT(2× 2) apresenta apenas 1 dígito de concordância.
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Ao utilizar a quadratura QR, via método ADO, os resultados para o

�uxo escalar médio apresentam erro absoluto menor que o apresentado via código

AHOT de malha 2× 2 e 4× 4.
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(a) Simétrica de nível LQN
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(b) PNTNSN triangular
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(c) PNTN quadrangular
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(d) Quadruple range QR

Figura 5.4: Erro absoluto em relação ao número de direções por octante na região

1 para σs = 0, 3.

A partir da análise dos resultados na Tabela 5.2 e na Figura 5.4, pode-se

observar que os resultados numéricos obtidos para o �uxo escalar médio via método

ADO para as quatro quadraturas numéricas estudadas, apresentam-se mais próximos

da solução de referência ϕref (ND) quando comparado as soluções obtidas via código

AHOT de malha 2× 2 e 4× 4.
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Ainda, os resultados obtidos via método ADO apresentam numerica-

mente 2(±1) dígitos de concordância em relação a solução ϕref (ND), enquanto que

o código AHOT(2 × 2) apresenta apenas 1 dígito. O que indica um resultado im-

portante na utilização da formulação ADO.

Agora, com base nos resultados obtidos para a solução ϕref (ND) para

ambos os casos σs = 0, 9 e σs = 0, 3, através das quadraturas numéricas PNTNSN ,

PNTN e QR, observa-se uma concordância de 3(±1) dígitos entre os resultados no

caso em que σs = 0, 9 e 4(±1) dígitos de concordância no caso em que σs = 0, 3. Não

é possível dizer através do estudo feito até aqui, qual quadratura numérica apresenta

o melhor desempenho na determinação de uma solução numérica para o �uxo escalar

de nêutrons para o problema de interesse. Na seção seguinte, será feita uma análise

assintótica angular dos resultados obtidos para a solução ϕref (ND) para diferentes

ordens de quadratura numérica.

5.2 Análise assintótica angular

Nesta seção, busca-se determinar a ordem de convergência das solu-

ções numéricas para o �uxo escalar médio nas regiões do problema III, que envol-

vem o uso de diferentes tamanhos de discretização angular ha. A partir das soluções

numéricas ϕref (ND), obtidas da extrapolação espacial, determina-se as soluções

numéricas extrapoladas ϕref para diferentes tamanhos de discretização angular ha,

agora, com erro de discretização angular mínimo. Novamente utiliza-se a técnica

de extrapolação de Richardson [87] para determinar um valor estimado para a so-

lução exata ϕref . Como os tamanhos de discretização angular ha, variam com a

ordem de quadratura, e este com as diferentes quadraturas, de maneira que ha não

é igualmente espaçado, assume-se que o tamanho de discretização angular é dado
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por

ha =
1√
ND

, (5.15)

onde ND representa o número de direções para uma dada ordem de quadratura.

Note que as relações entre o número de direções e a ordem de cada quadratura

podem ser encontradas na Tabela (2.7).

Para aplicar a técnica de extrapolação de Richardson, assume-se que

ϕ(ND) = ϕ(ha) é uma aproximação numérica, já extrapolada espacialmente, de

ordem p, para uma solução exata ϕref . A aproximação numérica ϕ(ha) pode ser

expandida como

ϕ(ha) = ϕref + αph
p
a +O(hp+1

a ). (5.16)

Para determinar a solução numérica angularmente extrapolada, considera-se os re-

sultados para três tamanhos de discretizações ha1, ha2 e ha3, de maneira que

ϕ(ha1) = ϕref + hp
a1αp +O(hp+1

a1 ), (5.17)

ϕ(ha2) = ϕref + hp
a2αp +O(hp+1

a2 ) (5.18)

e

ϕ(ha3) = ϕref + hp
a3αp +O(hp+1

a3 ). (5.19)

Ignora-se os termos de ordem superior das Eqs. (5.17)-(5.19), e subtrai-

se a Eq. (5.17) da Eq. (5.18) e a Eq.(5.18) da Eq.(5.19), de forma a obter

ϕ(ha2)− ϕ(ha1) = αp(h
p
a2 − hp

a1)

ϕ(ha3)− ϕ(ha2) = αp(h
p
a3 − hp

a2). (5.20)

Divide-se uma equação da outra para resultar em

ϕ(ha2)− ϕ(ha1)

ϕ(ha3)− ϕ(ha2)
=

(
hp
a2 − hp

a1

hp
a3 − hp

a2

)
. (5.21)
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De�ne-se qp =
ha2

ha1

e Qp =
ha3

ha2

, e então, reescreve-se a equação acima

como

ϕ(ha2)− ϕ(ha1)

ϕ(ha3)− ϕ(ha2)
=

(
qp − 1

Qp − 1

)
1

qp
. (5.22)

Obtém-se então uma equação não-linear em termos da ordem de con-

vergência p, como

1

Φ
−
(
qp − 1

Qp − 1

)
1

qp
= 0 (5.23)

onde

Φ =
ϕ(ha3)− ϕ(ha2)

ϕ(ha2)− ϕ(ha1)
. (5.24)

Para determinar-se o valor desta ordem de convergência p, usa-se o

método iterativo de Newton-Raphson com tolerância de 10−8. Uma vez encontrada

a ordem p, determina-se a solução numérica extrapolada ϕref através da equação

abaixo

ϕref =

(
qpϕ(ha2)− ϕ(ha1)

qp − 1

)
. (5.25)

O erro absoluto entre as soluções ϕref e as soluções ϕref (ND) é de�nido

como

EA = |ϕref − ϕref (ND)|. (5.26)

Apresenta-se na tabela abaixo, os resultados obtidos para a ordem de

convergência p via Eq.(5.23) e a solução ϕref via Eq.(5.25), para a região 1 do

problema em estudo, no caso em que σs = 0.9.
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Tabela 5.5: Soluções numéricas extrapoladas ϕref para a região 1 com σs = 0, 9.
# direções/ LQN p ϕref # direções/ PNTNSN p ϕref

octante (ND) ϕref (ND) octante (ND) ϕref (ND)

1 0,81252 1 0,81252

3 0,87132 10 0,88385

6 0,87834 3,51 0,88128 15 0,88542 2,57 0,88771

10 0,88294 0,38 0,92714 36 0,88728 1,94 0,88866

36 0,88660 2,80 0,88733 55 0,88775 1,94 0,88867

65 0,88796 -0,21 0,87727

105 0,88827 3,34 0,88854

# direções/ PNTN p ϕref # direções/ QR p ϕref

octante (ND) ϕref (ND) octante (ND) ϕref (ND)

1 0,81252 2 0,83334

9 0,88284 8 0,89036

16 0,88622 2,14 0,89017 18 0,88922

36 0,88800 2,92 0,88878 32 0,88881 1,94 0,88827

49 0,88828 3,01 0,88174 50 0,88883

64 0,88842 3,45 0,88867 72 0,88883 0,01 0,88154

100 0,88860 1,91 0,88892 98 0,88884 5,46 0,88884

Note da Tabela (5.5), que as soluções ϕref não apresentam um compor-

tamento assintótico, impossibilitando a determinação de uma ordem de convergência

assintótica para o método, e uma solução de referência para se comparar os resulta-

dos obtidos via outros métodos de resolução.

Na Tabela (5.6), apresenta-se as soluções extrapoladas ϕref e a ordem

de convergência p para a região 1 do problema em estudo com seção de choque

de espalhamento macroscópica σs = 0, 3, através do uso das diferentes quadraturas

numéricas estudadas. Da análise feita, observa-se que, novamente as soluções ϕref

não apresentaram um comportamento assintótico, impossibilitando a determinação

de uma ordem de convergência e uma solução de referência.
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Tabela 5.6: Soluções numéricas extrapoladas ϕref para a região 1 com σs = 0, 3.
# direções/ LQN p ϕref # direções/ PNTNSN p ϕref

octante (ND) ϕref (ND) octante (ND) ϕref (ND)

1 0,47167 1 0,47167

3 0,50043 10 0,50890

6 0,50539 2,76 0,50847 15 0,51024 2,03 0,51286

10 0,50838 0,67 0,52426 36 0,51187 1,85 0,51316

36 0,51129 2,26 0,51219 55 0,51230 1,75 0,51327

66 0,51245 1,81 0,51323

105 0,51272 1,80 0,51324

# direções/ PNTN p ϕref # direções/ QR p ϕref

octante (ND) ϕref (ND) octante (ND) ϕref (ND)

1 0,47167 2 0,48778

9 0,50917 8 0,51285

16 0,51119 2,01 0,51377 18 0,51332 5,60 0,51338

36 0,51250 2,30 0,51334 32 0,51321

49 0,51273 2,56 0,51321 50 0,51321

64 0,51285 3,42 0,51307 72 0,51321 -6,55 0,51321

100 0,51300 1,91 0,51328 98 0,51322 3,09 0,51322

Através do estudo feito nessa seção, não foi possível concluir o porquê de

as soluções numéricas extrapoladas ϕref não apresentaram um comportamento as-

sintótico, impossibilitando a determinação da ordem de convergência e uma solução

numérica sem erro de discretização espacial e angular. É possível que, a utiliza-

ção do espaçamento de discretização angular ha dado pela Eq.(5.15) não tenha sido

uma escolha adequada, provocando então erros na derivação da solução extrapolada

angularmente ϕref via método de Newton Raphson. Alternativas que representem

melhor ha devem ser estudadas.

Note que, a análise assintótica angular, foi feita apenas para a região

1 do problema teste em estudo, uma vez que, nas regiões 2, 3 e 4, não foi possível

obter uma solução extrapolada espacialmente, o que suspeita-se ser devido ao efeito

raio na solução da equação bidimensional de transporte, tema de estudo da próxima

seção.

110



5.3 O efeito raio na solução da equação de transporte

Efeitos raio são uma consequência da aproximação em ordenadas

discretas na equação de transporte, independentemente do esquema utilizado na

discretização da variável espacial. Este efeito surge a partir da aproximação de

uma variável contínua angular por um conjunto de direções angulares discretas. A

aproximação angular produz uma distribuição do �uxo angular distorcida, de modo

que há regiões com �uxos angulares �nitos e regiões em que os �uxos angulares não

são representados, em outras palavras, tem-se solução para a equação de transporte

apenas ao longo das direções discretas. Este efeito é conhecido como efeito raio.

Não é possível eliminar os efeitos raio na solução das equações em orde-

nadas discretas, mas pode-se reduzir a �utuação dos efeitos raio e melhorar a precisão

na determinação das soluções em ordenadas discretas aumentando-se o número de

direções angulares ou usando conjuntos de quadratura especí�cos.

Neste sentido, busca-se analisar o desempenho de cada quadratura nu-

mérica estudada, na redução do efeito raio na solução da equação bidimensional

de transporte de nêutrons em ordenadas discretas. Para isto, utiliza-se para base

de estudo, os resultados numéricos para o �uxo escalar de nêutrons obtidos através

do código computacional AHOT(32 × 32), onde o domínio espacial do problema

(Figura 3.1), é divido em uma malha 32 × 32 com intervalos igualmente espaçados

∆x = ∆y = 1/32, com seções de choque macroscópicas total σt = 1, 0 e de espalha-

mento σs = 0, 9 e σs = 0, 3, e fonte unitária Q = 1 na região 1, de acordo com os

resultados apresentados nas Tabelas (4.7)-(4.12).

A �m de observar a �utuação do efeito raio produzido, através da uti-

lização das diferentes quadraturas numéricas estudadas, na solução da equação de

transporte, �xa-se um número de direções por octante para cada quadratura numé-

rica, e então, compara-se o �uxo escalar de nêutrons nos centros dos nodos da malha
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espacial e nos centros dos nodos do contorno x = 0, 985. Apresenta-se nas �guras

abaixo os grá�cos destas comparações para o caso em que σs = 0, 9 e σs = 0, 3.
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Figura 5.5: Fluxo escalar médio no contorno x = 0, 985 e grá�co de contorno do �uxo

em relação ao plano xy para o problema Benchmark com σs = 0, 9. (a)

- (b) são com respeito a quadratura LQ16 com 36 direções por octante,

(c) - (d) Quadratura PNTNS16 com 36 direções por octante, (e) - (f)

Quadratura P12T12 com 36 direções por octante e (g) - (h) Quadratura

QR Nθ = 4;Nϕ = 8 com 32 direções por octante.
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Figura 5.6: Fluxo escalar médio no contorno x = 0, 985 e grá�co de contorno do �uxo

em relação ao plano xy para o problema Benchmark com σs = 0, 3. (a)

- (b) são com respeito a quadratura LQ16 com 36 direções por octante.

(c) - (d) Quadratura PNTNS16 com 36 direções por octante, (e) - (f)

Quadratura P12T12 com 36 direções por octante e (g) - (h) Quadratura

QR Nθ = 4;Nϕ = 8 com 32 direções por octante.

Observa-se nas Figuras 5.5 e 5.6 que, os grá�cos gerados através da

quadratura QR, derivada por Abu-Shumays [2, 3], utilizam um número menor de

direções discretas para representar angularmente o movimento das partículas neu-
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tras. Ainda, a �utuação do efeito raio é mais evidente no caso em que σs = 0, 3, e a

quadratura QR apresenta maior redução no efeito raio quando comparada as outras

quadraturas numéricas estudadas.

Na região 1 do problema em estudo, a �utuação do efeito raio não é

tão visível como nas regiões 2, 3 e 4. Isso ocorre porque a densidade de nêutrons na

região 1 é dominada pela produção de nêutrons via fonte externa, mesmo havendo

contribuição do espalhamento e da fuga de nêutrons na região. Já nas regiões 2,

3 e 4, não há presença de fonte externa, de maneira que a densidade de nêutrons

nessas regiões, é determinada pelo processo de espalhamento e pelo termo de fuga de

nêutrons, este, que domina o balanço neutrônico, contaminando então, a solução da

equação de transporte via efeito raio. Isso pode explicar o motivo da incapacidade

de determinar a ordem de convergência espacial p nas regiões 2, 3 e 4, uma vez

que a in�uência do efeito raio na solução da equação de transporte produz uma

distribuição do �uxo angular distorcida nessas regiões.

Observa-se das Figuras 5.5 e 5.6 que, quanto menor for o valor da seção

de choque macroscópica de espalhamento σs, o que torna o problema de transporte

de nêutrons mais absorvedor, mais evidente será a �utuação do efeito raio, o que faz

sentido �sicamente.

Até então, os grá�cos apresentados nas �guras 5.5 e 5.6, foram plotados

e estudados para um número �xo de direções para cada quadratura numérica. Neste

sentido, a quadratura QR mostrou-se mais e�ciente na redução do efeito raio quando

comparada as outras estudadas. Agora, de acordo com o segundo parágrafo desta

seção, foi mencionado que não é possível eliminar o efeito raio na solução da equação

de transporte, mas uma alternativa para reduzi-lo, seria aumentar o número de

direções discretas para representar a variável angular. Em virtude disso, resolve-se

o mesmo problema descrito anteriormente nessa seção, considerando-se um número

maior de direções discretas nas quadraturas do tipo PNTN , para o caso em que
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σs = 0, 3, onde a in�uência do efeito raio é mais visível. Apresenta-se na �gura

abaixo os grá�cos para o �uxo escalar de nêutrons nos centros dos nodos da malha

espacial e nos centros dos nodos do contorno x = 0, 985 para este teste realizado.
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Figura 5.7: Fluxo escalar médio no contorno x = 0, 985 e grá�co de contorno do

�uxo em relação ao plano xy para o problema Benchmark com σs = 0, 3.

(a) - (b) Quadratura PNTNS64 com 528 direções por octante e (c) - (d)

Quadratura P32T32 com 256 direções por octante.

Note na �gura acima, que de fato, ao representar a variável angular

contínua por um número maior de direções discretas, ou ordem de quadratura nu-

mérica, a �utuação do efeito raio na solução da equação de transporte é minimizada,

o que está de acordo com o esperado.
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Observa-se que a utilização de qualquer quadratura numérica para al-

tas ordens de quadratura, pode minimizar o efeito raio na solução da equação de

transporte, porém, um esforço computacional maior é exigido. Já com respeito a

quadratura de nível simétrica, por ser uma quadratura limitada até ordem N ≤ 20,

sua utilização não apresenta vantagens na resolução da equação de transporte, no

sentido de minimização de efeito raio.
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6 CONCLUSÕES

Obteve-se ao �nal deste trabalho, uma estimativa para o erro de aproxi-

mação numérica para a integral do termo de espalhamento da equação bidimensional

de nêutrons, considerando-se que o integrando da equação possa ser aproximado por

funções polinomiais em termos dos cossenos diretores Ωx e Ωy. Com esta estima-

tiva, foi possível analisar a precisão com que as quadraturas, simétrica de nível LQN ,

Legendre-Chebyshev PNTNSN e PNTN , e quadruple range QR, aproximam tal inte-

gral. Neste contexto, a quadratura PNTN mostrou-se mais e�ciente em relação as

outras, sendo possível integrar funções polinomiais nos cossenos diretores até grau

L ≤ 2N − 1, utilizando-se de um número menor de direções discretas.

Estudos a respeito do uso de diferentes quadraturas numéricas aplica-

das às equações em ordenadas discretas, possibilitaram contornar o problema de

pesos negativos encontrado pela quadratura simétrica de nível, possibilitando o uso

de aproximações em ordenadas discretas de alta ordem. Entretanto, os resultados

obtidos para o �uxo escalar médio de nêutrons, não apresentaram ganho relevante

em precisão numérica quando utilizadas ordens de quadraturas elevadas (N > 20),

contrariamente ao fato de as quadraturas numéricas integrarem polinômios de alta

ordem nos cossenos diretores. Acredita-se que isto possa ocorrer por dois pontos:

foram abordados problemas de transporte em meio isotrópico, cujo espalhamento

independe da variável angular e foi assumido expansão do integrando da equação de

transporte em termos de funções polinomiais nos cossenos diretores. Porém, mais

testes precisam ser feitos, como a aplicação do estudo em problemas que consideram

o meio com espalhamento anisotrópico.

Outro ponto importante a se destacar neste trabalho, foi o estudo dos

efeitos raio nas equações em ordenadas discretas, onde observou-se que a utiliza-

ção do conjunto de quadratura QR, indicou redução da �utuação dos efeitos raio
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para ordens de aproximação angular mais baixas do que os outros três esquemas de

quadratura considerados.

Ainda, observou-se que os resultados numéricos para o �uxo escalar

médio ao longo de toda a região de fonte do problema, mostraram convergência

assintótica com discretização espacial quase idêntica para todas as quadraturas an-

gulares consideradas, o que possibilitou a determinação de uma solução de referência

espacial, para comparação dos resultados numéricos. Entretanto, o erro assintótico

angular não diminuiu consideravelmente com o aumento do número de direções an-

gulares de maneira que não foi possível determinar uma ordem de convergência ou

uma solução extrapolada espacialmente e angularmente de referência. Acredita-se

que através do procedimento utilizado para a análise assintótica angular, o espaça-

mento de discretização angular ha utilizado na extrapolação, talvez não tenha sido

bem representado. Uma investigação mais detalhada a respeito do assunto faz parte

dos objetivos de continuidade de estudo deste trabalho.

A formulação ADO foi implementada em associação com os esquemas

de quadraturas bidimensionais de alta ordem, tendo sido preservada importante

propriedade de redução da ordem do problema de autovalores à metade do número

de direções discretas, resultando em e�cientes ganhos no custo computacional para

a determinação das soluções dos problemas de fonte �xa estudados. Entretanto, na

abordagem utilizada, as soluções dos problemas são obtidas através da resolução de

um único sistema linear acoplado nas variáveis x e y, de maneira que, quanto maiores

forem as subdivisões do domínio do problema, maior será a ordem do sistema linear

a ser resolvido, o que restringe a utilização de rotinas computacionais baseadas em

métodos diretos. Neste aspecto, estudos através de métodos iterativos para a solução

do sistema linear já estão sendo feitos e resultados numéricos estão sendo obtidos

[34].
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As soluções ADO (2 × 2) mostraram-se mais precisas em relação as

soluções AHOT (2×2) e (4×4), quando comparadas à solução de referência espacial,

demonstrando desta forma, a e�ciência do método. Vale enfatizar que na abordagem

ADO não foi utilizado nenhum algoritmos de varredura numérica ou método iterativo

para a obtenção das soluções da equação de transporte.
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