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SIMULAÇÃO NUMÉRICA DO ESCOAMENTO TRANSVERSAL COM TROCA DE 

CALOR EM BANCOS DE TUBOS 

RESUMO 

A ob~enção das carac~eris~icas do escoamen~o ~ransversal 

sobre bancos 

dis~ribuições 

de 

de 

~ubos é :fei~a 

velocidade e 

a~ravés do cálculo das 

~empera~ura sobre ~ubos 

individuais com condições de con~orno adap~adas de modo que 

~ubos vizinhos compar~ilhem condições em suas :fron~eiras de 

en~rada e sai da. O modelo ma~emá ~i co é compos~o pelas equações 

de quan~idade de movimen~o Cem duas direções), da con~inuidade 

e da energia em coordenadas curvili neas ortogonais. O esquema 

numérico empregado é o de diferenças :finitas, com um algori~mo 

de resolução do ~ipo dependen~e do tempo <TDT). O método 

numérico apesentado é aplicável a· escoamen~os es~acionários, 

bidimensionais, incompressi veis, laminares e turbulen~os com 

troca ~érmica em regime de convecção :forçada. Para o presente 

estágio de desenvolvimento do trabalho, os resultados obtidos 

são considerados satisfatórios para bancos de ~ubos com arranjo 

em linha e triangular para números de Reynolds até 4.10
5 

e 

1.10
8 respectivamen~e. 
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NUMERICAL SIMULATION OF CROSSFLOW ~TH HEAT TRANSFER 

IN TUBE BANKS 

ABSTRACT 

Crossflow in banks of' t.ubes is solved by evaluat.ing t.he 

velocit.y and t.emperat.ure dist.ribut.ions around cylinders wit.h 

coupled boundary condit.ions, in such way t.hat. subsequent. 

cylinders shares ent.rance and exit. condi t.ions The 

mat.hemat.ical f'ormulat.ion of' t.his problem cont.ains moment.um, 

cont.inui t. y and energy equat.ions in ort.hogonal curvilinear 

coordinat.es. The numerical met.hod employed is f'init.e-dif'f'erence 

based on t.he Time Dependent. Technique <TDT). The numerical 

met.hod is applicable t.o st.eady, bidimensional, incompressible, 

laminar and t.urbulent. f'lows wi t.h f'orced convect.ion. The result.s 

o:f t.his · simulat.ion showed good agreement. comparing wit.h 

experiment.al dat.a, f'or Reynolds numbers up t.o 4.10
5 

:for banks 

e 
whit.h t.ubes in line, and up t.o 1.10 :for st.aggered banks. 

ix 



LISTA DE S! MBOLOS E ABREVIAÇOES 

cos - cosseno 

Cf' - coef'icient.e de a!"I"ast.o poi" f'I"icção 

Cp - calo!" espec1f'ico a pi"essão const.ant.e (j/Kg°K) 

D - diàmet.I"o ext.ei"no do t.ubo <m> 

ds - element.o inf'init.esimal de ai"CO 

dx - inf'init.ésimo medido na dii"eção x 

dx - inci"ement.o da va!"iá vel x 
t t 

dy - inf'init.ésimo medido na dii"eção y 

dya - inc!"ement.o Val"iável ascendent.e 

dyb - inci"ement.o Val"iável descendent-e 

dyp - pi"odut.o ent.I"e os inci"ement.os dya e dyb 

dys - soma dos inci"ement.os dya e dyp 

dy- inf'init.ésimo medido na di!"eção y 
t t 

e - t.axa de def'oi"mação do volume de cont.I"ole iruinit.esimal 

Ec - númei"o de Eckei"t. 

h - pi"imeii"o coef'icient.e mét.I"ico 
t 

h - segundo coef'icient.e mét.I"ico 
2 

h - de!"ivada do pi"imeii"o coef'icient.e mét.I"ico em I"elação a x 
b t 

h dei"ivada do pi"imeii"o coef'icient.e mét.I"ico em I"elação a yt 
ty 

h - de!"ivada do segundo coef'icient.e mét.I"ico em I"elação a x 
Zx t 

h - dei"ivada do se,..undo coef'icient.e mét.I"ico em I"elação a y Zy ~ t 

i - 1 ndice da linha da malha, e unidade imaginái"ia 

Im - pai"t.e imaginái"ia de um númei"O complexo 

j - 1 ndice da coluna da malha 

k - condut.ividade t.éi"mica (W/m°K) 

" 



k- condut.ividade t.é:rrnica t.u:rbulent.a 
t. 

A. - quocient.e ent.:re os comp:riment.os de mist.UX"a l e l 
t 2 

l - comp:riment.o de mist.u:ra 

l - comp:riment.o de mist.\U"a na di:reção x 
t t 

~- comp:riment.o de mist.\U"a na di:reção y
1 

p - p:ressão 

P:r - núme:ro de P:randt.l 

P:r - núme:ro de P:randt.l t.u:rbulent.o 
l 

:r - coo:rdenada pola:r (:radial) 

Re - núme:ro de Reynolds, e par-t.e :real de um núme:ro complexo 

sen - seno 

sgn - !"unção sinal 

Sl - passo longi t.udinal do banco de t.ubos 

St. - passo t.:ransve:rsal do banco de t.ubos 

t. .... t.empo <s> 

T - t.empe:rat.u:ra (oK) 

Ts - t.empe:rat.u:ra da supe:rf"i cie do t.ubo (oK) 

Too - t.empe:rat.u:ra do f"luido longe da supe:rf"i cie do 

u - component.e do vet.o:r velocidade na di:reção x 
t 

Uoo - velocidade da co:r:rent.e liv:re (rn/s) 

v - component.e do vet.o:r velocidade na di:reção y
1 

w - núme:ro complexo t.:ransf"o:rmado 

x - coo:rdenada ca:rt.esiana ho:rizont.al 

x - coo:rdenada cu:rvili nea t.angencial 
t 

y - coo:rdenada ca:rt.esiana ve:rt.ical 

y - coo:rdenada c\U"vili nea t.:ransve:rsal 
t 

z - núme:ro complexo o:riginal 

xi 

t.ubo (oK) 



CARACTERES GREGOS 

ex - aut-ovalor empregado em análise de est-abilidade 

(1 - aut-ovalor empregado em análise de est-abilidade 

11 - derivada parcial de primeira ordem 

ô
2

- derivada parcial de segunda ordem 

ll.t. - increment-o de t.empo 

ÀX - increment-o da coordenada x 

ll.y - increment-o da coordenada y 

'\1 - Gradient-e 

'\1. - Divergent-e 

~ - Laplaciano 

e - ângulo medido a part.ir do pont.o de at.aque, em um t.ubo 

À - segundo coeficient-e de viscosidade 

J.J - viscosidade dinâmica <Kg/m s) 

J.J - viscosidade aparent-e ou t.urbulent.a 
t 

v - viscosidade cinemát.ica <m
2 
/s) 

e - parâmet.ro empregado em análise de est.abilidade 

n - const.ant.e -= 3,14159265 

~ - dissipação viscosa 

~ - const.ant.e • 0,4 

~ - função corrent.e 

íNDICES 

• - si mbolo indicat.i v o de grandeza adimensional 

- si mbolo indicat.i v o de média t-emporal 

, - si mbolo indicat.i v o de grandeza flut.uant.e 

xii 



! INTRODUÇÃO 

O projet.o de t.rocadores de calor é normalment.e efet.uado 

at.ravés do uso de correlações ent.re caract.eri st.icas de 

performance e dimensões do equipament.o, as quais baseiam-se em 

dados empi ricos ou experiment.ais mui t.as vezes disponi v eis 

apenas a um rest.rit.o número de pessoas ligadas aos fabricant.es 

e projet.ist.as. 

A pesquisa de mét.odos alt.ernat.ivos mais genéricos para o 

projet.o e a ot.imização desses equipament.os é de grande 

int.eresse do pont.o de vist.a cient.i fico. Mét.odos de projet.o 

assim desenvolvidos podem proporcionar a redução do emprego de 

mat.eriais nobres, minimizando o cust.o de fabricação, e uma 

maior coruiabilidade nas caract.eri st.icas de operação, o que é 

bast.ant.e desejável sobret.udo quando o equipament.o é ut.ilizado 

em processos indust.riais com aut.omação. 

Com o desenvolviment-o de novas t.écnicas de simulação 

numérica para a solução de modelos mat.emát.icos de grande 

complexidade, e com o surgiment.o de comput.adores de grande 

capacidade, t.orna-se possi vel projet.ar equipament.os indust.riais 

a part.ir de fundament.os essencialment-e t.eóricos, reduzindo-se a 

necessidade de dados empi ricos e expex·iment.ais. 

O present.e t.rabaJho t.em como met.a a simulação do 

escoament.o t.ransversal com t.roca t.érmica at.ravés de bancos de 

t.ubos com arranjo em linha e t.riangular, a part.ir de um modelo 

mat.emát.ico compost.o pelas equações de t.ransport.e que governam o 

problema. Est.e t.rabalho faz part.e de um est.udo mais amplo que 

visa avaliar o desempenho de t.rocadores de calor. 

1 
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O modelo mat.emá t.ico descreve inicialment.e o escoament.o 

bidimensional incompressi vel sobre um t.ubo isolado, em regime 

laminar. Adapt.ações post.eriores efet.uadas sobre o modelo 

~xt.endem sua aplicação ao escoament.o t.urbulent.o sobre bancos de 

t.ubos de arranjo t.riangular e em linha, para quaisquer números 

de fileiras t.ransversais e longit.udinais ao fluxo. As equações 

governant.es resolvidas nesse modelo são a da conservação da 

massa, as equações da quant.idade de moviment.o e a equação da 

energia, escrit.as em coordenadas curvilineas generalizadas. O 

sist.ema de coordenadas é det.erminado independent.ement.e do 

equacionament.o do problema por meio de funções de variável 

complexa que efet.uam uma t.ransformação na geomet.ria do 

problema, de modo a simplificar a det.erminação das condições de 

cont.orno e a varredura da região de int.eresse. Essa t.écnica é 

comument.e denominada ''Transformação Conforme''
1 

ou ''Mapeament.o 

conforme", e foi ut.ilizada pela primeira vez em problemas de 

mecânica de fluidos por por Nikolai E. Zhukowski, na obt.enção 

de soluções anali t.icas para escoament.os pot.enciais em perfis 

aerodinâmicos2
. Transformações conformes são empregadas 

at.ualment.e para a obt.enção de dist.ribuições de velocidades e 

cálculo da função corrent.e para problemas de escoament.o sobre 

corpos de diversas 
3 geomet.rias , mas seu uso é rest.rit.o a 

escoament.os pot.enciais. No present.e t.rabalho, cont.udo, est.a 

t.écnica é ut.ilizada apenas para obt.er o sist.ema de coordenadas 

do problema e para gerar a malha empregada no mét.odo numérico. 

Não é, port.ant.o, ut.ilizada diret.ament.e para obt.er a solução do 

problema. Por est.a razão, o emprego da t.écnica de t.ransformação 
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coruorme não rest.rint;e a aplicação do modelo mat.ernã.t.ico a 

escoament-os pot.enciais. 

A principal caract.eri st.ica do t.rabalho propost.o reside 

na nat.ureza t.e6rica do modelo elaborado e na sua flexibilidade. 

O modelo mat.ernã.t.ico ut.ilizado cont.ém poucas equações empiricas 

e semi-empiricas. Além dist.o, como o equacionament.o do problema 

foi formulado em coordenadas curvill neas generalizadas, 

t.orna-se possi vel criar o sist.ema de coordenadas ort.ogonal no 

qual se deseja t.rabalhar, desde que se conheça previament-e as 

equações que descrevem a t-ransformação de coordenadas desejada. 

Est.e recurso t.orna o modelo flexi vel quant.o às possibilidades 

de aplicação, uma vez que é possi vel, a principio, ut.ilizá -lo 

para simular escoament-os com t.roca t.érmica sobre corpos de 

qualquer geomet.ria. Problemas envolvendo escoament-o em t.orno de 

pás de t.urbomãquinas, aerof6lios, cilindros elipt.icos e 

diversos out.ros corpos, podem ser solucionados desde que seja 

det.erminada a função complexa capaz de gerar o respect.ivo 

sist.ema de coordenadas. Muit.as funções complexas de grande 

int.eresse prát.ico se encont.ram t.abeladas em lit.erat.ura 

especializada 4 '
5

, e podem ser obt.idas t.ambém at.ravés de mét.odos 

é i 
6,? 

num r cos . 

A preocupação em const.ruir um modelo f"lexivel e 

relat.ivament.e independent-e de dados empi ricos visa facilit.ar a 

implement.aç ão de fut.uras melhorias no modelo at.ravés da 

eliminação gradual das hip6t.eses simplif"icat.ivas exist.ent.es, e 

possibilit-ar a ampliação de seu universo de aplicações. Algumas 

dessas melhorias já est.ão sendo planejadas para t.ornar mais 
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acessi vel a implement.ação de novos blocos ao programa. Os 

resultados dos estudos feitos nesse sentido até o presente 

momento são discutidos mais adiante neste trabalho, sendo 

apresentados na forma de recomendações. Dentre as modificações 

possi veis, comentadas na seção de recomendações, algumas foram 

parcialmente implementadas no programa. 

O método ut.ilizado para resolver o sistema de equações 

governantes, e assim obt.er a solução numérica do problema, é do 

tipo ••Tecnica Dependent.e do Tempo.. <TDT>, que consiste em 

empregar uma formulação transiente para o fenómeno estacionário 

em estudo, e buscar sua solução em regime permanente através de 

um esquema iterativo no qual a variável tempo é incrementada. 

Essa técnica tem sido aplicada com sucesso em escoamentos 

compressi veis no interior de dutos, trabalho realizado por 

J. 8 
Torres , bem como em problemas mais complexos como 

escoamentos entre pás de turbomáquinas. Nessa linha de pesquisa 

o algoritmo TDT é utilizado com freqüência. Na formulação 

tridimensional de Bosman e 
o 

Higton , aplicável a escoamentos 

compressiveis subsônicos não-viscosos entre pás de qualquer 

geometria, são resolvidas as equações da continuidade, da 

quantidade de movimento e da energia em coordenadas 

cartesianas, utilizando integração numérica sobre superfi cies 

de controle finitas. O trabalho de Holmes 
i O 

e Tong , para a 

simulação do escoamento tridimensional 

turbomáquinas, emprega o algoritmo formulado por 

viscoso 

u 
Jameson , 

em 

o 

qual consiste em aplicar o método de Runge-Kutta na variável 

tempo, e uma formulação integral, em volumes finitos, nas 



variáveis espaciais. No t..rabalho de 
12 

Delaney , a equação 

5 

de 

Euler é resolvida por diferenças finit..as at..ravés de um esquema 

hibrido ent..re os mét..odos impllcit..o e expllcit..o, uma formulação 

TDT denominada mét..odo Hopscot..ch. Delaney empre,;ou esse mét..odo 

na simulação de escoament..os bidimensionais t..ransónicos em 

t..urbomáquinas. 

Em t..odos os t..rabalhos mencionados, a concordância com 

dados experiment-ais e result..ados obt..idos por meio de out..ros 

mét..odos numéricos foi bast..ant..e sat..isfat..ória. 

No present..e t..rabalho, os result..ados numéricos obt..idos 

18 
foram comparados com dados experiment..ais de Zukauskas , Meel e 

Giedt.. <ext..rai dos de 
ta 

Zukauskas >, com a solução 

Karniadakis t• e valores experiment..ais de Schmidt.. 

<ext..rai dos de Karniadakis
1
•> para t..ubos isolados, 

numérica de 

e Wenner 

quant..o aos 

valores do número de Nusselt.. local <Nuxe> para números de 

Reynolds 

5 
<Re>1.10 >. 

baixos <Re<200>, 

O coeficient..e de 

moderados <200<Re<1.10
5

> e alt..os 

arrast..o local para t..ubos isolados 

<Cfx8) obt..ido at..ravés do mét..odo numérico foi t..ambém comparado 

aos result..ados fornecidos pelo mét..odo numérico de Dhaubadel, 

Reddy e Tellionis
15 

para baixos Reynolds, e frent..e a dados 

experiment..ais de F age e Folkner <ext..rai dos de Zukauskas) e 

Zukauskas
13

, R lds para eyno moderados e alt.os. o número de 

Nusselt.. médio para t..ubos, calculado pelo mesmo mét.odo 

numérico, foi t.est.ado frent.e aos result.ados numéricos de 

v---niadakis1
• b · "-'i:U" para alXOS números de Reynolds, e aos dados 

experiment-ais de Meel e Giedt. <ext..rai dos de Zukauskas>, para 

Reynolds moderados e alt.os Médias globais para números de 
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Nusselt. at.ravés de bancos de t.ubos :foram post.as :frent.e aos 

ta te 
dados experiment.ais de Zukauskas , Y anez Moreno e Sparrow . 



é APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 

Nest.e capl t.ulo são apresent-ados os principias do 

algori t.mo empregado para obt.er a solução do problema propost-o. 

São expost.as as aproximações e adapt.ações f'eit.as sem haver 

preocupação com o equacionament.o. Informações a respeit-o do 

modelo mat.emá t.ico serão fornecidas post.eriorment.e. 

2.1 ID:ê:IA BASICA 

o t-rabalho elaborado t.em como objet.ivo obt.er os 

coef'icient.es locais e médios de t.roca t.érmica e arrast.o em 

bancos de t.ubos com arranjo t-riangular e em linha, a part.ir do 

cálculo das dist-ribuições de velocidade e t.emperat.ura sobre um 

único t.ubo. 

Para calcular as dist-r-ibuições de velocidade e 

t.emperat.ura no escoament-o em um banco de t.ubos, é f'eit.a 

inicialment-e a simulação do escoament-o em t.orno de um único 

t.ubo. As dist-ribuições obt.idas a jusant.e do t.ubo são usadas 

como condições a mont.ant.e para o t.ubo seguint-e, a f'im de levar 

em consideração as pert-urbações provocadas pelo primeiro t.ubo 

nas component-es normal e t.angencial da velocidade sobre o 

segundo t.ubo. A sit.uação é represent-ada esquemat.icament.e na 

f'igura 1. O t.rat.ament.o é idênt.ico par-a cada t.ubo subseqüent-e, 

havendo uma pequena adapt.ação em caso de bancos de t.ubos com 

arranjo t-riangular, como most.:ra a f'igura 2 . 

7 
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Primeiro tubo: 11. V, l - 11 v r 
115 ViJOrfS ele 11, V f 1 

Arr . quadrado: 
I OS ~rfS ele 11, V, t 

na suda slo trwteridos 
para i entrada do segmdo 11. v r u v t 

são trwlfridos se11 
alteraçlo ele ordeM 

'l. 

u_ v r i .u V. t 
3 ~ 

uvt uvt 
1'1- 1'1-1 

uvt uvt 
\'\ "' 

Figura 1 - Acoplament-o ent.re t.ubos para arranjo em linha. 

Primeiro tubo: 
Os •atoftd@ ,li,-,, e r 
111 suda s'lo ll'iiiS! ericlos 
para i entnda ., Sf9l,llclo 

I.' l-

• v r 
'L 

u v. r 
3 

u v t 
11-1 

u v t 
n 

u v 
I 

u v t 
'l. 

ArriJ\,io tri illlgular: 
0s VilOrfS de U, V f t 
llit' Sill trwferidos 
dirftwnte 

Figura 2 - Acoplament-o ent.re t.ubos para arranjo t.riangular. 

Assim, o modelo mat.emá t.ico que descreve o fluxo sobre um 

t.ubo isolado é adapt.ado para resolver o mesmo problema em uma 

fileira de t.ubos, uma vez que, para obt.er a solução do 

escoament.o sobre uma fileira, bast.a realiment.ar o sist.ema com 
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suas condições de sai da t.ant.as vezes quant.os Corem os t.ubos no 

sent.ido longit.udinal ao fluxo. Obt.ida a solução para a Cileira 

de t.ubos, pode-se est.endé-la para t.odo o banco, simplesment-e 

assumindo que as condições de escoament-o são iguais em t.odas as 

demais CHeiras. 

Além 

simplif'icat.i v as 

dest.a 

são 

consideração, 

envolvidas na 

out.ras hip6t.eses 

elaboração do modelo 

mat.emá t.ico e do mét.odo numérico. Tais hip6t.eses são 

apresent.adas a seguir. 

2.2 HIPóTESES SIMPLIFICATIVAS 

A aplicação do modelo mat.emát.ico e do mét.odo numérico 

elaborados no present.e t.rabalho est.á rest.rit.a às seguint.es 

condições: 

- problema bidimensional~ 

- regime est-acionário~ 

- escoament-o incompressi vel; 

- propriedades C i sicas const.ant.es Ct.omadas na t.emperat.ura média 

ent.re a parede dos dut.os e o fluido); 

- Corças de campo despreziveis; 

- t.roca t.érmdca em regime de convecção forçada; 

- fluxo sem mudança de fase. 

- efeit.os da rugosidade dos dut.os não considerados; 

ângulo nulo ent.re a direção principal de propagação da 

corrent.e livre e as Cileiras longi t.udinais do banco; 



10 

As: limit.ações: aqui cit.adas: s:Ao válidas: par-a a ver-s:Ao at.ual do 

t-rabalho. Novos est.udos est.ão sendo feit.os com vist.as: a maior 

generalização do pr-oblema, com a eliminação de algumas dessas 

r-est.r-ições. No capi t.ulo 7 são discut.idas algumas delas. 



ª MODELO MATEMATICO 

3.1 EQUACOES ENVOLVIDAS 

O escoarnent.o em t.orno de um corpo t.ot.alment.e imerso, 

sujeit.o à.s condições rest.rit.ivas apresent.adas na seção 2.2, é 

descri t.o pelo seguint.e sist.ema de equações diferenciais: 

Cont.inuidade: 

'\l.V • O [1) 

Quant.idade de moviment.o 

[2) 

Energia: 

[3) 

Nessas equações, V é o vet.or velocidade, p é a massa especifica 

do fluido que escoa, J.l é sua viscosidade, k é sua condut.i v idade 

t.érmica, Cp é seu calor especifico a pressão const.ant.e, e ~ é a 

dissipação 17 viscosa , t.ermo que será desenvolvido no apêndice 

A. A equação vet.orial [2) represent.a duas equações escalares, 

correspondent.es à.s duas component.es u e v do vet.or velocidade. 

As direções segundo as quais est.ão orient.adas essas component.es 

escalares serão definidas adiant.e, na escolha do sist.ema de 

coordenadas. 

O mét.odo numérico ut.ilizado na simulação do escoarnent.o 

at.ravés de um banco de t.ubos é elaborado a part.ir do modelo 

apresent.ado, após as seguint.es et.apas de adapt.ação: 

11 
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- esco~ de um sis~ema de coordenadas para ~ra~ar o escoamen~o 

~ransversal sobre um único ~ubo; 

- adimensionalização das equações; 

- inclusão de um modelo de ~urbulência para ampliar a aplicação 

do mé~odo quan~o ao regime de escoamen~o; 

acoplamen~o das condições de en~rada e sai da en~re ~ubos 

vizinhos, para simular o fluxo a~ravés de uma fileira de ~ubos; 

Todas as e~apas de adap~ação mencionadas são descri~as a 

seguir. 

3.2 ESCOLHA DO SISTEMA DE COORDENADAS. 

É convenien~e u~ilizar coordenadas que se adap~em à 

forma do cilindro imerso. Esse procediment-o simplifica as 

condições de cont.orno do problema, e possibili~a t.omar pont.os 

apropriados para avaliar as grandezas desconhecidas. 

Aparent.ement.e o sist.ema de coordenadas cili ndricas seria mais 

adequado para o t.rat.ament.o do fenômeno, mas o exame das 

condições de cont.orno result.an~es revela uma dificuldade; a 

condição de cont.orno u • Uoo, longe do cont.orno do corpo, seria 

convert.ida em condições mais complexas nas component.es 

uma vez que o fluxo naquela região t.em a orient.ação 

v 
r 

do 

e ve, 

eixo 

horizont.al. Em vis~a disso, é desejável ado~ar um sist.ema que 

acompanhe a geomet.ria do cilindro nas suas proximidades, porém 

conservando a condição u • Uoo a grandes dis~âncias. Um arranjo 

de pont.os que at.ende simult.âneament.e a ambas as exigências 

cit.adas é obt.ido at.ravés da seguint.e t-ransformação: 



na qual a 

escoament.o 

pot.encial 

y •ct.e nos 
1 

X • X + x/{x
2+y2) 

1 

y1• y - y/{xz+yz) 

nova coo:rdenada y1 segue as 

pot.encial em t.o:rno do 

velocidade. A figu:r-a 3 

sist.emas de coo:rdenadas 

cilind:r-o, 

most.:ra 

x-y e x-
1 

X =-2 
t 

linhas de 

e X suas 
1 

as linhas 

y. 
1 

fluxo 

linhas 

x =ct.e 
1 

X • 2 
1 
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[4] 

[5] 

do 

de 

e 

Cigu:r-a 3 - :rep:resent.ação das novas coo:rdenadas x
1 

e y
1 

A :ret.a t.:raçada ent.:re os pont.os <-2,0) e <2,0) no plano x -y é 
1 1 

t.:ransCo:rmada no ci :rculo cont.ido no plano x-y, at.:ravés da 

mudança de coo:rdenadas; po:r essa :razão, Coi :rep:resent.ada em 

dest.aque. Essa obse:rvação se:rá muit.o út.il pa:r-a a comp:reensão 

das condições de cont.o:rno do p:roblema, que se:rão est.abelecidas 

post.e:rio:rment.e. 

Convém escla:rece:r que a Cigu:ra 3 não :rep:resent.a 

:rigo:rosament.e a malha ut.ilizada no p:rog:rama. Na const.:rução da 



malha, as linhas de y const.ant.e não 
l 

são 
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igualment.e espaçadas; 

a dist.ãncia ent.:re as linhas varia em progressão geomét.:rica, 

para que exist.a uma maior concent.:ração de pont.os na :região da 

camada limit.e. O apêndice H cont.ém iruo:rmações sobre as 

ca:ract.e:ri st.icas da malha. 

Escolhi do o novo sist.ema de coordenadas, devem se :r 

obt.idas expressões algébricas para as equações diferenciais do 

problema nas variáveis x e y . 
1 l 

3.2.1 EQUACOES EM COORDENADAS CURVIL1 NEAS 

As equações diferenciais most.:radas na seção 3.1 se 

encont.:ram na :forma vet.o:rial. Uma maneira mais p:rát.ica de 

escrever t.ais equações consist.e em conve:rt.ê-las para a :forma 

algébrica empregando os coe:ficient.es 

definidos pelas expressões 

Ut.ilizando essa not.ação, as equações 

se:r esc:rit.as da seguint.e maneira: 

cont.inuidade 

8hz + h au+ 8hi 
u v 

"" 
2 

"" ayl 1 l 

mét.:ricos
17 

[1], [2] e [3] 

+ h 
av • o 

1 
ayi 

h 
l 

e 

passam 

h , 
2 

[6] 

[7] 

a 

[8] 



quant.idade de moviment.o em X 
1 

p[llu + yi)y + v llu] - ! PitE! + 
at. h itx h28y1 h itx 

1 1 1 1 

IJ{h h )-1 [ H8u+ 
1 2 1 -

itx 
1 

p[ yity + y ay) 
hitx h8y 

1 1 2 1 

h 8 2 + Hau + h 8 2
u ] -t?~txy 2 - ht8y2 

8y1 1 1 2 1 

quant.idade de moviment.o em y 
1 

o 

- o 

pCp [ 81. + !! 81. + y 6I ] -
at. h "" h ay 1 1 2 1 

energia 

k<h h >-<[H õT + h i1
2 T + H õT + h a

2 T] -
1 2 1~ t? ""2 2iY h1 c!tyz 

1 1 1 1 2 1 

4;.[ (~.~.r- 2 8h au + (u ilhr] h h2iY1 
u-

h h iYi. 8y1 i. 2 i. 1 2 S. 

onde os t.ermos H e H são dados por 
i. 2 

h h - h h 
2 :1X 1 

H -1 h2 
1 

h h - h h 
S. 2y 2 

H -2 h2 
2 

- o 

2x 

:ly 

onde h , h , h e h são dados pelas seguint.es expressões: 
tx ty 2x 2y 

15 

[91 

[101 

[111 

[121 

[131 
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h -clh [14) 
1x 8;1 

1 

h -8h [15) 
zx a;z 

1 

h • 8h [161 
1y -1 

8y1 

h -clh [17) 
zx i? 1 

O últ-imo t-ermo da equação da energia é a dissipação viscosa, 

cuja expressão em coordenadas curvill neas é deduzida no 

apêndice A. O apêndice B cont-ém as expressões algébricas dos 

operadores diferenciais ut-ilizados, a part-ir dos quais foram 

obt-idas as equações. 

As equações expressas dessa forma não perdem a 

generalidade. Podem ser aplicadas a quaisquer sist-ema de 

coordenadas curvili neas ort-ogonais, desde que se conheça a 

relação ent-re as coordenadas cart-esianas <x,y> e as coordenadas 

genéricas <x ,y ). No problema propost-o, as variáveis x e Y .. 
1 1 1 4 

est-ão escrit-as em função de x e y <equações 5 e 6), de modo que 

é preciso invert-er a t-ransformação. As relações assim obt-idas 

result-am 

X = 

y 

1 
2 

-

x+ 
1 

y ± 
1 

2x y ± 
1 1 

[ /-x:-

-1 

<2x y >2
] [181 

1 1 

[19) 

A inversão da t-ransformação é deduzida no apêndice C . 
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Ao examinar com cuidado o modelo rnat.emá t.ico, 

represent.ado pelas equações 8, 9, 10 e 11, percebe-se que 

exist.em t.ermos t.ransient.es nas equações de quant.idade de 

moviment.o em x 
t 

e energia, não se encont.rando parcelas 

equivalent.es nas demais equações. Esse arranjo se deve à 

nat.ureza do mét.odo numérico empregado, e será explicado na 

seção 4.3, ref'erent.e ao rot.eiro de cálculo. 

3.2.2 CONDICOES DE CONTORNO 

As condições de cont.orno são semelhant.es às de um 

problema análogo em coordenadas cart.esianas. 

Longe do t.ubo: 

T<x ,oo> -Too 
t 

T<oo,y > -Too 
t 

u<x ,oo> -Uoo 
t 

u<oo,y > • Uoo 
t 

v<x ,oo) • o 
t 

v<oo,y ) -o 
t 

Na superf'i cie do t.ubo: 

T -Ts em y •0 e -2 <x < 2 
t t 

u -o em y •0 e -2 <x < 2 
t t 

v • o em y •0 e -2 <x < 2 
t t 

A rest.rição -2 < x< 2 nas 
t 

condições ref'erent.es 

[201 

[21] 

[221 

[231 

[241 

[251 

[261 

[271 

[281 

à parede se 

deve ao f'at.o de que a superf'i cie de um cilindro de raio 

unit.ário se t.ransf'orma, at.ravés da mudança de coordenadas 



18 

ci t.ada, em uma placa plana de compriment.o ic;ual a 4 cent.rada na 

oricem do plano x
t. 

y. 
t. 

Essa t.ransf"ormaç~o é most.rada na 

figura 3. Maiores informações sobre a mudança de coordenadas 

podem ser obt.idas em Churchillt. e Kober •. 

3.2.3 CONDIÇÃO INICIAL 

Foi mencionado que o problema é t.rat.ado como t.ransient.e 

a fim de que se possa empregar um algorit.mo do t.ipo TDT para a 

sua resoluç~o. Assim, o problema exige t.ambém dist-ribuições 

iniciais de velocidades e pressões. Em principio, t.ais 

dist-ribuições podem ser complet.ament.e arbit.rárias, uma vez que 

só int.eressa a solução est-acionária do problema, obt.ida após 

algumas it.erações. Apesar dist.o, é vant.ajoso est.ipular 

condições iniciais relat.ivament.e próximas do escoament-o real, a 

f"im de que a convergência do mét.odo seja rápida. As condições 

iniciais consist.em em se es t.abelecer que a dist.ribuição de 

velocidades e pressões sejam pot.enciais para o t.empo t.•O. O 

apêndice D apresent-a a deduç~o das dist-ribuições pot.enciais 

ut.ilizadas. 

No parágrafo ant.erior nada foi dit.o quant.o às 

dist-ribuições iniciais de v e T. No que diz respeit.o à 

component-e v da velocidade, a just.if"icat.iva é bast.ant.e simples. 

No escoament-o pot.encial em t.orno de um t.ubo, as linhas de 

corrent.e represent-am as curvas onde y • ct.e, no plano 
t 

x-y 

most.rado na figura 3. Essas linhas t.êm a mesma direção da 

component-e u do vet.or velocidade, e port.ant.o, o módulo da 

velocidade coincide com o módulo da própria component-e u, para 
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o escoament.o pot.encial. Conseqtient.ement.e, v•O em t.odos os 

pont.os da malha no t.empo zero. Quant.o à t.emperat.ura, a razl:o 

pela qual não se f"az necessário est.abelecer uma dist.ribuição 

inicial é a de que as t.emperat.uras só serão calculadas, at.ravés 

da equação da energia, após a det.erminação dos valores de u e v 

em t.odos os nós da malha. Assim, a equação da energia possuirá 

alguns t.ermos não nulos já na primeira it.eração do esquema TDT, 

não sendo preciso est.ipular uma dist.ribuição inicial não nula 

de t.emperat.uras para evit.ar que o esquema it.erat.ivo conduza a 

uma solução t.rivial. Esses t.ermos são a derivada convect.iva, 

cujo valor é não nulo nas proximidades da parede do t.ubo, 

devido à condição de cont.orno T•Te, e ainda o t.ermo de 

dissipação viscosa, caso o escoament.o se processe a alt.as 

velocidades. Ambos os t.ermos cont.ém as component.es u e v, como 

será verificado em seções post.eriores. Em resumo, não é 

necessário e nem ao menos vant.ajoso 

dist.ribuição inicial para a t.emperat.ura. 

3.3 ADIMENSIONALIZACÃO 

Para simplif'icar a int.erpret.ação 

est.abelecer uma 

dos result.ados 

numéricos obt.idos, e para f"acilit.ar a comparação dest.es com os 

dados experiment.ais disponi veis, é convenient.e empregar 

variáveis int.ensivas na formulação mat.emát.ica do problema. A 

f"im de aiimensionalizar as equações do modelo, as variáveis 

present.es são redefinidas segundo as relações a seguir: 
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• u/Uoo [291 u = 
• v/Uoo [301 v = 

T• = <T-Too)/(Ta-Too) para Ta > Too [311 

= <T-Ta)/(Too-Ta) para Ta > Too [321 

• 2 
p = p/ pU [331 

00 

• "/D [341 " = 1 1 

• y/D [351 y = 1 1 

• t. = t.Uco/D [36] 

onde Uoo é a velocidade da cor-r-ent.e livr-e, Ts é a t.emper-at.ur-a da 

super-fi cie do t.ubo, Too é a t.empe:r-at.ur-a da cor-r-ent.e livr-e e D 

é o diâmet.r-o ext.er-no do t.ubo. Os dados cor-r-espondent-es à 

cor-r-ent.e livr-e r-efer-em-se às condições do escoament-o na ent.:r-ada 

do pr-imeir-o t.ubo do banco. 

Após a int-r-odução desses novos t.er-mos, t.odas variáveis 

pr-esent.es nas equações difer-enciais r-esult.ant.es cont.er-ão o 

simbolo • Para simplificar a not.ação, esse si mbolo ser-á 

omit.ido a par-t.ir- de agor-a <ver- apêndice E>. Obt.em-se, dessa 

for-ma, o novo sist.ema adimensionalizado 

ay + y(Jy+ 
at. hitx 

1 1 

<h h Re)-1 
1 2 

u 8h2 + h 

cont.inuidade 

au +v 8h1 + h 
1 ax 

1 

2 

quant.idade 

y(Jy + !~ 
h2(Jy1 hitx 

1 1 

[ nau+ h 8
2

u 
1 - t?axz ax 

1 1 i 

itx 
1 

de moviment-o em 

+ nau + h a2
u 

2 - h1(Jy2 
ay1 2 1 

= o [371 

" 1 

] • o [381 



+ 

_ 8Ec [(1 8y )
2

-
Re h 8y 

2 t. 

quant,idade de moviment,o em y 
t. 

energia 
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[39] 

[40l 

Nas novas equações, Re é o número de Reynolds baseado no 

diâmet,ro do t,ubo, definido como Ua:l>/v, Pr é o número de 

Prandt,l, dado por V/0(, e Ec é o número de Eckert,, cuja 

2 
expressão é Uã::V2Cp<T• - Tco). 

Além das equações diferenciais, t,ambém as condições de 

cont,orno são adimensionalizadas. Suas expressões são most,radas 

a seguir. 

Longe do t,ubo: 

T<x ,oo> • 1 para Ts<Too [41] 
1 

T<x ,oo) -o para Ta>Too [421 
1 

T<oo,y > -1 para Ts<Too [431 
1 

T<oo,y > -o para Ts>Too [441 
l 

u<x ,oo> -1 [45] 
l 

u<oo,y ) -1 [46] 
l 

v<x ,oo) -o [471 
t. 

v<oo,y > -o [48] 
t. 

ESCOLA D.B ENGENHARIA. 
BIBLIOTECA 
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Na superficie do ~ubo: 

T -1 em y •0 e -2 <x < 2 para Ta>Too [491 
~ ~ 

T • o em y •0 e -2 <x < 2 para Ta<Too [501 
~ ~ 

u -o para y •0 e -2 <x < 2 [511 
~ ~ 

v -o par-a y •0 e -2 <x < 2 [521 
~ ~ 

As equações diferenciais [371 a [401, jun~amen~e com as 

condições de con~orno, cor-r-esponden~es às equações [411 a [521, 

cons~i ~uem o modelo ma~emá ~i co escri ~o em ~ermos de grandezas 

adimensionais. Esse modelo ainda não r-epresen~a a forma final 

da descr-ição ma~emá~ica do pr-oblema propos~o, pois suas 

equações não podem ser u~ilizadas para descr-ever o escoamen~o 

~urbulen~o médio. Ocorre que os ~ermos u, v, T e p, con~idos 

nessas equações, represen~am valores ins~an~âneos de 

velocidade, ~empera~ura e pressão. Par-a que o modelo inclua o 

escoamen~o ~urbulen~o, subs~i~ui-se os valores ins~an~âneos de 

u, v, p e T pela soma de seus valor-es médios e flu~uan~es. Esse 

processo é descr-i~o a seguir. 

3.4 INCLUSÃO DOS TERMOS RELATIVOS ! TURBULJ::NCIA. 

Para que o modelo em es~udo possa descrever o escoamen~o 

~urbulen~o médio, é necessário r-eescr-ever as equações 

sis~ema ob~ido, subst.i t.uindo-se 

t.emperat.uras 

~8 
flut.uant.es : 

ins~ant.âneas por 

as velocidades, pressões 

suas parcelas médias 

do 

e 

e 
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u • u + u' [53] 

v • v + v' [54] 

T • T + T' [55] 

p - p + p' [56] 

As equações diferenciais result.ant.es possuem agora quat.ro 

variáveis adicionais : u', v', T' e p' Os t.ermos das equações 

diferenciais do problema, após serem escrit.os em função das 

parcelas médias e flut.uant.es, são submet.idos a um processo de 

avaliação de médias t. 
. 18 

emporaJ.s , no qual as médias de 

flut.uações são eliminadas e as médias de produt.os ent.re 

component.es flut.uant.es permanecem nas equações, gerando um 

sist.ema com maior número de inc6gnit.as do que equações <ver 

apêndice F>. A fim de eliminar est.a dificuldade, é preciso 

buscar relações que exprimam est.es produt.os em função das 

variáveis originais do problema. Para obt.er t.ais relações, são 

ut.ilizados 

compriment.o 

viscosidade 

modelos de t.urbulência baseados 

de mist.ura de 

e condut.i v idade 

18 
Prandt.l , 

aparent.es 

e 

de 

na t.eoria 

nos modelos 

19 
Jenldns . 

do 

de 

Será 

apresent.ada nest.a seção apenas a forma final das equações 

diferenciais do problema. Todas as deduções são demonst.radas 

nos apêndices F e G. 

Inclui das as parcelas flut.uant.es, chega-se à forma final 

das equações de t.ransport.e : 

cont.inuidade 

- 8h2+ 8u - 8h1 8v 
u h + v + h = o [571 

2 - 1 

"" "" 8y1 8y1 1 1 



quant.idade de moviment.o em x 
1 

Dy+y_é)y+yé)y 
8t. h iJx h A,, 

1 1 2"' 7 1 

+! ~ + 
hiJx 

1 1 

(h h )-1 { r(oY )2
8h 1 2 

8y ih? 
1 1 

Ch h Re>-1 [ H8u+ h 
2-

8 u + 
J. 2 1 - ~ iJx2 iJx 

1 1 1 

4l' ( .,y r"!!,}-
8y1 8y1 

H8u + h 
2-

] - o 
8 u 2 - -1 8 2 

8y1 h 
2 y1 

quant.idade de moviment.o em y 
1 

u8y+vétv + 

h1iJx1 h28y1 

(h h )-1 { !d(oY )2
8h 1 2 

8y ih? 
1 1 

(h h Re>-1 [ Hétv+ h 82~ 
1 2 1 - ~iJx2 iJx 

1 1 1 

8'!. + u 8'!. + y 8'!. + 
8t. h iJx h A,, 

1 1 2"7 1 

1."1:' ( .,Y f 8!!+ 
8y1 8y1 

+ H 8v + h 82~ ]-o 2 - h18y2 
8y1 2 1 

ener~ia 

24 

[58] 

[59] 



- <h h RePr>-t [H aT + h 8
2T t 2 ta;. i? 8x2 

t t t 

8Ec{(! ai! )
2 

_ 
Re h 8y 

2 t 

2 8h -i)u 
h h2 ;/h-;t u;/h-; 

t 2 "Yt "Yt 

+ l sgn(:;) 
t 

2l 
h h

2 

t 2 

8h 
-t 

8y 
t 

25 

+ 

[601 

Os t.ermos que cont.ém o compriment.o de mist.ura l e suas 

derivadas são expressos em :função de u at.ravés de uma relação 

dada por Schlicht.ing20 

i)u 

8y 

l - 0,4 8:zt 
8y2 

t 

e a const.ant.e A.., cujo valor é 1, é deduzida no apêndice G. 

[611 

Na :forma em que se encont.ram, as equações já podem 

receber o t.rat.ament.o numérico, sendo possi vel simular o 

escoament.o em t.orno de um t.ubo. 

3.5 ACOPLAMENTO DAS CONDIÇOES DE ENTRADA ~ SA! DA 

Para que se possa considerar a influência dos t.ubos à 

mont.ant.e no cálculo do escoament.o em cada t.ubo de uma :fileira, 

t.rans:fere-se as condições de sai da de u, v e T de um 

det.erminado t.ubo para a ent.rada de seu vizinho à jusant.e. A 

maneira pela qual se :faz a t.rans:ferência depende do arranjo dos 

t.ubos. Para o arranjo t.riangular, a condição de saida relat.iva 
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à met.ade superior da malha é t.ransf"erida para a ent.rada da 

met.ade inferior, e a condição de sai da da met.ade inferior é 

t.ransf"erida para a ent.rada da met.ade superior. No a:rranjo em 

linha, a condição é passada diret.ament.e na forma em que se 

encont.ra. As f"igu:ras 1 e 2 <pag. 8> ilust.ram o procediment.o 

pa:ra a:rranjo em linha e t.riangular respect.ivament.e. 



~ MÊTODO NUMÊRICO 

Est.a seção apresent.a a f"orma discret.izada das equações 

dif"erenciais e o rot.eiro de cálculo do programa. Det.alhes sobre 

a est.abilidade do mét.odo, crit.érios de convergência, const.rução 

da malha e out.ros t.ópicos import.ant.es porém não essenciais à 

compreensão do algorit.mo em si, encont.ram-se no apêndice H. 

Uma abordagem mais ampla do t.rat.ament.o descri t.o no apêndice H 

pode ser obt.ida em Carnahan 
21

. 

4.1 NOTAÇÃO 

Os t.ermos que compõem as equações 

discret.izadas obedecem às seguint.es convenções: 

i - i ndice da posição em y 
1

: 

j -

i 
• qxy1 

i ndice da posição em x : 
1 

j+t j + ...I •• 
X = X 'I.AA 

1 1 1 

n - i ndice da posição em t.: 

t. n+t = t. n+ dt. 

dif"erenciais 

[621 

[631 

[641 

onde q é a razão da progressão geomét.rica segundo a qual Y 
1 

cresce a part.ir da superf"i cie do cilindro. Para as derivadas em 

y , onde os increment.os variam, são usados os t.ermos dya e dyb 
1 

para designar as medidas most.radas na f"igura 4. 

27 
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H j+1 

Figura 4 - Localização dos pon~os e inc~emen~os v~iáveis. 

Como v~ia em p~og~essão geomé~~ica, os valo~es desses 

inc~emen~os são dados po~ 

dya • y q - y = y Cq - D 
S. S. S. 

[651 

[661 

onde os i ndices supe~io~es i f'o~am omi ~idos po~ es~a~em 

p~esen~es em ~odos os ~e~mos con~endo y . 
S. 

Def'ine-se ~ambém a soma e o p~odu~o dos inc~emen~os como 

dys • dya + dyb [671 

dyp • dyaxdyb [681 

Alguns ~e~mos esc~i~os na fo~ma não disc~e~izada surgem 
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nas equações. Suas definições são dadas a seguir. 

- Derivadas dos coef"icient.es mét.ricos: 

h -8h [691 
t.y -1 

8y1 

h -8h [701 
2x ih? 

1 

h h h h 2 1x - 1 2x 
H• [711 

1 h2 
1 

h h h h 1 2y - 2 1y 
H= [721 

2 h2 
2 

- Derivadas do compriment.o de mdst.ura 

l= 8l [731 
X 

âx. 1 

l- 8l [741 
y 

8y1 

Para compact.ar a expressão das equações discret.izadas~ é 

- - -adot.ada a seguint.e regra de not.ação para as variáveis u~ v, T e 

p os 1 ndices increment.ados ou decrement.ados figuram como 

subescrit.os~ e os demais 1 ndices são omdt.idos. Ex.: u 
i,j,n+1 

é 

anot.ado simplesment.e como u 
n+1 

4.2 EQUACOES DISCJ:_ETIZADAS 

As equações di f" erenciais 

seguint.es expressões: 

discret.izadas result.am nas 



uh +h 
2x 2 

cont.inuidade 

u. - u J+i j-i 

2dx 
i 

+ vh +h 
iy i 

v. - v 
1 +i 

dy 
a. 

quant.idade de moviment.o em x 
i 

-
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- o [751 

u - u 
n+i 

u - u. dy u + 
J- i b i+ i <dy -dy >u - dy u. 

a. b a. 1-i 
+ !:! + y 

h 
dx h 2dy i i i p 

+ 
dt. 

p - P. 
! 

J-i 
+ 

h dx i i 

-dy u. - dy u + dy u dy u. - dy u + dy u 
~ t a. 1 +i s b i- i a. 1+i a b i- i 

+ t + 
h ! X ! i 

2 
dy dy 

p s 
[ 

2 
dy dy 

p a 

dy u - dy u + dybu. 
a. i+ i s 1-i 

t 
! dy dy 
2 p s 

] -
- -dyb>u-dy u. 

a. 1- i 
dy ~. +<dya - dyb>~-dy ~. [ dy ~. +<dya-2 b 1+i a. 1-i b 1+i 

hM t---------------
2 2dy y 2dy 

dy u. -
a. 1+1 

+ t 
! 
2 

{h h )-i [h [l 
i 2 2x 

p p 

dy u + dy u 
s b i- i 

dy dy 
p s 

- - - 2 
dy u. - dy u + dy u. ] a. 1+i s b 1-i 

! dy dy 
2 p s 

Ah [l iy 

dy u - dy u 
a. i+i s 

! dy dy 
2 p s 

+ dyb~1-1]
2

] 



<h h Re>-
1 

[H ~ 
1 2 1 

- u u 
j-1 h 

~--------------------~ 
dx 1 <dx >2 

1 1 

- 2u + u. 
j-1 J-2 

dy u + 
b i+ 1 

<dya - dyb>u -dy u. 
o. 1- 1 

dy u -
o. i+ 1 

H 
2 

v. - v 

h + hl 
2dy ! 2 

2 p 

= o 

quant-idade de moviment-o em y 
l 

dy v + <dy -dy >v- dy v. 
b i+l o. b o. 1-1 J+1 j-l 

u -------- + y -----------------------------
h 

l 2dx 
l 

+ 

h 
1 2dy 

p 
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dy u + dybü,_,] 
8 

dy dy 
p s 

[76] 

- -dyb>u-dy u. 
o. 1-1 

dy u. +<dya - dyb>~-dy ~. [ dy ~. +<dya -2 b 1+1 o. 1-t b 1+1 

t;M l---------------
1 2dy y 2dy 

+ l 

p p 

- -dy u. - dy u + dy u. 
o. 1+1 s b 1-1 

1 
2
- dy dy 

p s 

2 
b 1+1 o. 1-1 b 1+1 o. 1-1 

- IZ"l l 

dy ~. +<dya-dyb>~-dy ~- [ dy ~. +<dya-dyb>~-dy u. 

h2 2dy y 2dy 

+ l 

p p 

- -dy u. - dy u + dybu 1._~ o. 1+1 s " 

! dy dy 
2 p s 
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[ [ 

dy ~ . - dy ~ + dyb~ . ] 
2 

O. 1+t SI 1-t 

{h h ) -t Ah l 1 -
t 2 2x d d :2 YP ye 

[ dy u -
dy u + 

dyb ü;_ 'f] a 1 + t s 

A.2 h l 
ty ! dy dy 

2 p s 

v -v. v - 2v + v 
(h h Re>-' [ H 

J-t 
h 

j + t j-t 

t 2 t + i? + 
dx t {dx ) 2 

t t 

-
dybV ;-,] dy v + {dya - dyb)v -dy v. dy v - dy v + 

H 
b i+ t a 1- t 

h 
a i+ t s 

2 + ht 
2dy ! dy dy 2 2 p p s 

T - T 
n+.t 

= 
dt, 

[

dy u + 
~l b i+t 

Pr 
t 

= o 

energia 

T - T dy T + <dy -dy )T- dy T. 
j-t b i+.t a b a 1-.t 

!! ------ + Y. + 
ht dx ht 2dy 

t p 

<dy -dy )u -
a. b 

2dy 
p 

{ ~.[ [

dybu. + 
I+ t 

l 
X 

<dy -dy )u -
a b 

2dy 
p 

[771 

[

dy (~ -~ )+<dya-dyb) (~ -~ )-dy (~ -~ J]] l ~ i+:l,j+t i+t,j+t i+t i-.t __ a i+t,j-t i+t,j-t 

4dx dy 
t p 
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-~. [ly [dyb ü; .. + 
<dya - dyb>u -dy u. ] ry u. -

dy u + dybÜ;-•]]J o. 1- 1 o. 1 + 1 • 
+ l ! 

2dy dy dy 
p 2 p • 

ry u + 
Cdya - dyb)u -dy u. ] - l b i+1 o. 1- 1 

(1-4) 
h h 

1 2 2dy 
p 

[ H• 

T - T. T - 2T. + T. 
-1 J-1 

h 
J- 1 J-2 

<h h RePr> 
1 2 + t? + 

dx 1 (dx )2 
1 1 

- - dy•T;-•] dy T + <dya - dyb>T -dy T. dy T - dy T + 
H 

b i+ 1 o. 1- 1 
h 

o. i+ 1 11 

2 + h1 
2dy ! dy dy 2 

2 p p 11 

8Ec { [!2 l 

dy u + <dya - dyb>u -dy u. 
b i+1 o. 1-1 

Re h y 
2 2dy 

p 

- - - -
l sg{-Y-b_u_1

_. +_1 _+_<_:-:-:---P_d_y_b_>_u __ -_d_y_o._u_i _-_•] [ dy Q u; +< ~ 

2l 
- - 2 

h h 
1 2 

h 
[

dy ~- +<dya-dyb>~ 
b 1 + 1 

1
y 2dy p 

o. 1-1 -dy u. ] 

[ [

dy ~. +<dya-dyb>~ -dy ~. ] 
b 1+1 o. 1-1 

l 
y 2dy 

p 

- -

[

dy u. +<dya-dyb)u 
l b 1 + 1 

+ h 
h h ty 2d 

1 2 y 
p 

X 

+ 

dy u + 
s 

dy dy 
p lil 

[78] 

Todas as derivadas present.es nest.as equações discret.izadas são 

most.radas no apêndice H. A part.ir dessas equações é 

est.abelecida a seqüência de cálculo do mét.odo numérico. 
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4.3 ROTEIRO DE CALCULO 

As hip6t.eses simpli:flcat.i v as de que as propriedades 

fi sicas do fluido circulant-e são const.ant.es e de que a t.roca 

t.érmica se processa em regime de convecção forçada, permit.em 

que as dist-ribuições de velocidade sejam calculadas 

independent.ent.e da dist.ribuiç ão de t.emperat.uras. Ist.o é 

possi vel porque nessas condições, a dist.ribuição de velocidades 

do escoament-o principal não é afet.ada pelas forças de flut.uação 

devidas a diferença de t.emperat.ura ent.re o fluido e a parede do 

t.ubo. Em t.ermos da descrição anali t.ica do problema, ist.o 

significa que o fat.or responsável pela força de empuxo nas 

equações de quant.idade de moviment.o pode ser desprezado. Assim, 

apenas os t.ermos viscosos das equações de quant.idade de 

moviment.o poderiam ser a:f'et.ados por mudanças na dist.ribuição de 

t.emperat.ura, uma vez que cont.êm o número de Reynolds, e 

conseqtient.ement.e a viscosidade cinemá t.ica. Ent.ret.ant.o, uma vez 

que as propriedades do fluido são consideradas const.ant.es, e 

calculadas na t.emperat.ura média ent.re a parede do t.ubo e a 

corrent.e livre, a viscosidade cinemát.ica não sofre correções em 

função das mudanças ocorridas na dist.ribuição de t.emperat.uras. 

Por essa razão, o mét.odo numérico é execut.ado em duas et.apas: 

- -na primeira são det-erminados os valores de u e v, fazendo uso 

das equações de quant.idade de moviment.o e da cont.inuidade, e na 

segunda são ut.ilizados esses valores para obt.er as t.emperat.uras 

at.ravés da equação da energia. O fluxograma a seguir fornece 

uma noção geral do esquema numérico. 



(inicio J 
Cálculo dos coe:ficient.es 

mét.ricos 

Imposição das condições 
iniciais e de cont.orno 

~----~1'!------------~ 

Cálculo de u na equação 
de quant.idade de 

moviment.o em x 
1 

Cálculo de v na equação 
da cont.inuidade 

Cálculo de p na equação 
de quant.idade de 

de moment.o em y 
1 

A 
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Passa à próxima coluna 
da malha 

Ret.orna à primeira coluna 

1-------------------1 ::. 
Calcula T na equação 

da energia 

FigUl"a 5a - Fluxograma do programa Bancot.bas 
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Passa à pr-óxima coluna 
da malha 

locais e médios 

Acumula os valor-es de Nu e C:f" 
par-a obter poster-iormente 

as médias globais 

Impr-ime médias globais 
de Nu e C:f" 

Acopla condições 
de contor-no e 

passa ao pr-óximo 
cilindr-o 

Figur-a 5b - Fluxograma do pr-ogr-ama Banco1.bas - continuação 
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Segue ago:ra um :rot.ei:ro explicat..ivo do :fluxog:rama ap:resent..ado, 

onde s~o desc:ri t.as as et.apas de cálculo que compõem o p:rog:rama. 

4.3.1 CALCULO DA DISTRIBUICÃO DE VELOCIDADES 

Nest..a et..apa, as equações da cont..inuidade e de quant..idade 

de moviment..o são acopladas, e o cálculo das dist.:ribuições se dá 

em t.:rês sub-et..apas: 

I - cálculo de u na equação de quant..idade de moviment..o em x
1

; 

li - obt..enç~o de v pela equação da cont.inuidade; 

III - cálculo de p na equação de quant..idade de moviment..o em y. 
1 

4.3.1.1 CALCULO DA COMPONENTE !! 

Nest.a sub-et.apa são calculados os valo:res de u no t..empo 

t.+.6t., isolando u 
n+1 

do t..e:rmo t..:ransient..e da equação 

equação pode se:r :rep:resent..ada gene:ricament..e como 

u • u + dt.<demais t..e:rmos> 
n+1 n 

76. Essa 

[791 

Os valo:res de u são calculados pa:ra a p:rimei:ra coluna da malha, 

a qual é pe:rco:r:rida no sent..ido most..:rado na :figu:ra 6 

Calculados os valo:res de u na p:rimei:ra coluina, passa-se à 

segunda subet..apa, onde são obt..idos os valo:res de v . 

4.3.1.2 OBTENÇÃO DE y 

Os valo:res de v são ent..ão calculados na mesma coluna, 

no mesmo t..empo t..+.6t.., isolando o t..e:rmo v. 
1+1 

na equação 

cont..inuidade (equação 75). Essa equação é :rep:resent.ada po:r 

v - v. i+1,n+1 1,n+t 
- 1 dy <demais t..e:rmos> 

- a. 
h 

1 

da 

[801 
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Figura 6 - Varredura da malha no cálculo de u. 

A coluna é pe:rco:r:rida no sent.ido indicado na figura 7, 

p:rimei:rament.e na met.ade supe:rior e em seguida na met.ade 

in:fe:rior da malha. 

Te:rminada a va:r:redura, passa-se à sub-et.apa III, na qual 

são calculadas as p:ressões. 
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Figura 7 - Va:r:redura da g:rade no cálculo de v, p e T. 

4.3.1.3 CALCULO DE Q. 

At.ualizados os valo:res de u e v, ~ obt.ém-se as p:ressões 

isolando o t.e:rmo p. na equação de quant.idade de moviment.o em 
l+l. 

y <equação 77), t.ambém na mesma coluna, e no mesmo t.empo t.+dt.. 
l. 

A equação assume a seguint.e :fo:rma gené:rica: 

-p • p + h dy <demais t.e:rmos> 
i+l.,n+l. i,n+l. 2 o. 

[81] 



40 

Terminada a sub-et.apa III, é :feit.o um t.est.e que 

det.ermina se o per:fil de u na primeira coluna da malha 

convergiu <ver apêndice H.1). Caso seja obt.ida a convergência, 

passa-se à segunda coluna da malha, como indicam as linhas 

t.racejadas nas :figuras 6 e 7. Repet.e-se ent.ão o processo 

para a segunda coluna, usando como condições iniciais os 

valores de u, v e T obt.idos na primeira coluna O processo é 

idênt.ico ao realizado na primeira coluna da malha. Execut.am-se 

as sub-et.apas I, 11 e III, aplica-se out.ra vez o t.est.e de 

convergência, e assim sucessivament-e para t.odas as colunas da 

malha, sempre ut.ilizando como condição inicial para a coluna 

j+t os valores de u, v e T obt.idos na coluna j. A renovação da 

condição inicial t.em como :finalidade acelerar a convergência do 

mét.odo numérico. 

Quando não é obt.ida a convergência, repet.e-se o processo 

' -
na mesma coluna at.é que o per:fil de u convirja. 

Esse procediment-o é e:fet.uado at.é que se at.inja a últ.ima 

colouna da malha, encerrando-se assim a primeira et.apa do 

mét.odo numérico, correspondent-e ao cálculo das dist.ribuições de 

velocidade. 

As observações feit.as na segunda e na t.erceira 

sub-et.apas quant.o ao :fat.o de v e p serem avaliados no mesmo 

-t.empo t.+.ó.t. em que foi calculada a component.e u t.êm a finalidade 

de chamar at.enção para o fat.o de que se :faz necessário dispor 

de apenas uma equação t.ransient.e para um sist.ema de equações 

diferenciais acopladas, para que seja possi vel a resolução 

desse sist.ema at.ravés do esquema TDT apresent.ado. Como a 
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equação da energia não est.á acoplada às demais, pelas razões 

expost.as na seção 4.3, est.a é resolvida em um laço 

independent-e, necessi t.ando port.ant.o de um t.ermo t.ransient.e. 

Est.a é a razão pela qual exist.em duas equações t.ransient.es no 

modelo, quest.ão levant.ada na seção 3.2.1 <pag. 17). 

4.3.2 CALCULO DA DISTRIBUIÇÃO DE TEMPERATURAS 

Os valores de T são calculados at.ravés da equação da 

energia <equação 78), de maneira semelhant-e ao cálculo de u. A 

rorma genérica da equação é dada por 

T = T + dt.{demais t.ermos> [821 
n+1 n 

A malha é varrida em colunas, assim como no cálculo das 

velocidades e pressões <Fig 7). Terminada a varredura em cada 

coluna, as t.emperat.uras calculadas são submet.idas a um t.est.e de 

convergência semelhant-e ao aplicado em u na primeira et.apa <ver 

apêndice H.3.2), que decide se é possi vel passar à próxima 

coluna da malha. 

Obt.ida a dist-ribuição de t.emperat.uras, encerra-se o 

cálculo para o primeiro t.ubo. São calculados ent.ão os 

coericient.es de arrast.o e de t.roca t.érmica, derinidos no 

capi t.ulo 5, e preparadas a ent.rada e as dist-ribuições iniciais 

- - -de u, v, T e p para o t.ubo seguint.e. 

.t.;;;JoLA ,., · ~~.: .:.::;NHABIA 
BIBLIOTECA 
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4.3.3 PASSAGEM DOS VALORES PARA O TUBO A .JUSANTE 

Para iniciar a simulação do escoament.o sobre o segundo 

t.ubo, devem ser det.erminadas, além das condições de ent.rada 

obt.idas at.ravés do já mencionado acoplament.o de ent.rada e 

sai da, as novas dist.ribuições iniciais de velocidade, 

t.emperat.ura e pressão para t.odos os pont.os da malha. As novas 

condições iniciais são as próprias dist.ribuições obt.idas para o 

primeiro t.ubo, pois est.a escolha acelera a convergência do 

esquema it.erat.ivo. A solução do escoament.o sobre o primeiro 

t.ubo é urna aproximação mais precisa para a dist.ribuição inicial 

sobre o segundo t.ubo do que a simples at.ribuição de um perf'il 

pot.encial de velocidades e pressões. 

Foi observado que se f'az necessário est-abelecer 

condições iniciais e condiç5es de ent.rada para o escoament.o, 

mas não é preciso est.ipular condições de sai da. Ist.o se deve a 

urna caract.eri st.ica própria do esquema TDT, que é um processo de 

marcha. Enquant.o nos esquemas impli cit.os as variáveis do 

problema são calculadas simult.ãneament.e em t.odos os pont.os da 

malha, at.ravés da solução de um sist.ema de equações, no esquema 

TDT esas variáveis são calculadas du:rant.e urna marcha no sent.ido 

do escoament-o principal, não sendo necessário o conheciment-o 

prévio das condiç5es de sai da. 

Det-erminadas as condições iniciais e de ent.rada para o 

segundo t.ubo, ret.orna-se à primeira et.apa do mét.odo numérico. 

Repet.e-se esse processo at.é que se at.inja o últ.imo t.ubo da 

f'ileira, encerrando assim a execução do mét.odo numérico. 
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4.4 CARACTER! STICAS OPERACIONAIS DO PROGRAMA 

NesLa seção são fornecidos alguns dados referenLes à 

consLrução do programa e sua performance quando em execução, 

sendo documenLadas as condições de Lrabalho e o ambienLe no 

qual o programa foi execuLado. 

EgyipamenLo empregado 

8087-1 . 

PC XT, 10MHz, 640Kb, Coprocessador 

Linguagem usada - Quick Basic 4.0 {MicrosofL). 

Composição do programa - o programa Banco1.bas conLém 34 blocos 

disLribuidos da seguinLe forma: 

1 bloco de enLrada de dados, dimensionamenLo e definição de 

variáveis globais; 

1 bloco gerenciador {main), conLendo o roLeiro geral de 

execução; 

- 1 bloco que define a Lransformação de coordenadas. 

1 bloco conLendo o cálculo dos coeficienLes méLricos da 

Lransformação de coordenadas; 

1 bloco onde são esLabelecidas as condições iniciais do 

problema; 

- 1 bloco no qual são fixadas as condições de conLorno; 

- 22 blocos relaLivos ao LraLamenLo das equações de LransporLe; 

1 bloco gerenciador para roLinas de sai da, conLendo menu de 

opções; 
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- 5 rot.inas de saida <sendo 3 gráficas>, relat.ivas às opções do 

menu. 

Número médio de it.erações do esquema TDT - 8 

Tempo execução font.e 15 minut.os por fileira 

t.ransversal do banco de t.ubos. 

Número minimo de pont.os para ª malha - 17 linhas x 30 colunas. 



§. RESULTADOS 

Est.e capi t.ulo ap:resent.a os result.ados numéricos obt.idos 

para escoament.os em t.ubos e bancos de t.ubos. Foram analisados 

os seguint.es casos : 

- caso 1 - baixos números de Reynolds <Re~200); 

- caso 2 - números 

- caso 3 - números 

.. 
de Reynolds moderados <200<Re<1.10 ) ; 

de Reynolds alt.os <Re2:1.10
4
). 

As faixas de números de Reynolds correspondent.es a cada um dos 

casos foram est.abelecidas em função da análise de 

discrepâncias ent.re result.ados da simulação e dados colet.ados. 

A análise das discrepâncias é baseada em mecanismos de 

escoament.o e t.roca t.érmica caract.erist.icos de cada faixa de 

números de Reynolds. 

Em cada caso foram obt.idas est.imat.i v as para o 

coeficient.e de ar:rast.o local, assim como valores locais, médios 

e globais para o número de Nusselt.. A fim de simplificar a 

discussão dos result.ados, serão adot.adas algumas definições 

para os t.ermos local, médio e global. 

Será denominado número de Nusselt. local, o valor de Nusselt. 

para um det.erminado ângulo <8) sobre a superfi cie de um 

t.ubo isolado, definido por 

Nu • hD 
k 

[831 

Nest.a expressão, h é o coeficient.e local de t.roca t.érmica, dado 

em t.ermos de T e r adimensionais por 

45 
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[841 

parede do tubo 

Será denominado coef"icient.e de arrast.o local, o valor de Cf 

para um det-erminado ângulo (8) sobre a superfi cie de um 

t.ubo isolado, definido t.ambém em t.ermos de u e r adimensionais 

pela seguint-e expressão: 

Cf • ~ clu 
Re iJr 

parede do tubo <r•r ) 
o 

[851 

será denominado número de Nusselt. médio, a média ent.re os 

números de Nusselt. locais sobre a superfi cie de um t.ubo. Esses 

valores são obt.idos via int-egração numérica na variável 

angular e; 

1 [Tl Nu= - Nude 
2n 

o 

[861 

- Será denominado número de Nusselt. global, a média ari t.mét.ica 

ent.re os números de Nusselt. médios para t.odos os t.ubos de uma 

fileira longit.udinal do banco. Pela hipót.ese simplificat.iva de 

que o escoament-o se. processa da mesma forma em t.odas as 

fileiras longi t.udinais, est.a grandeza represent-a o próprio 

Nusselt. médio t.omado sobre t.odo o banco. 

Além das definições ant-eriores, out.ras observações devem 

ser feit.as quant.o à int.erpret.ação dos result.ados. 

As definições para Nu e Cf são as mesmas est-ipuladas pelos 

aut.ores cujos t-rabalhos foram ut-ilizados para fins de 

comparação. 
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- O número de Reynolds é sempre calculado com base no diâmet,ro 

ext.erno dos t,ubos~ sendo port,ant.o definido por Ucd>/v~ seja para 

t,ubos isolados ou para bancos. Em dados colet,ados de out,ros 

aut,ores onde o número de Reynolds não possui a mesma definição~ 

os valores de Re são recalculados com base no diâmet,ro dos 

t.ubos. 

Os passos t.ransversal e longit.udinal do banco de t,ubos 

cor respondem às dimensões most,radas nas figuras 8 e 9. 

/ 
i 

c 
--- ....;~------·--·"-, 

Figura 8 - Passos Sl e St. para banco de arranjo em linha 



I 
i 

\ 

\ 

Figura 9 - Passos SI e St. para banco de al:'l'anjo t.l'iangular 

Est-abelecidas as convenções necessál'ias para 
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a 

int.el'pl'et.ação dos l:'esult.ados, são corul:'ont.ados os dados obtidos 

at.l'avés do pl'ogl'ama de simulação "Bancot.bas" com os dados 

expel'iment.ais e numél'icos de alguns aut.ol:'es pesquisados. As 

figuras cit.adas a pal't.il' da pl'óxima seção encont.l'am-se no 

apêndice H. 
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5.1 RESULTADOS PARA BAIXOS NúMEROS DE REYNOLDS 

A :f'igura 10 most.ra o coe:f'icient.e de arrast.o local obt.ido 

at.ravés da simulação do escoament.o sobre um único t.ubo para 

Re=200, :f'rent.e aos result.ados numéricos de Dhaubadel, Reddy e 

Telionist5
• o pico obt.ido em t.orno de se deve 

possivelment.e à est.imat.iva da viscosidade do :f'luido junt.o à 

parede. Como o programa opera com propriedades :f'lsicas 

uni:f'ormes avaliadas à t.emperat.ura média ent.re a parede e a 

corrent.e livre, a viscosidade est.imada pelo programa é superior 

à real, uma vez que a parede é mais quent.e do que o :f'luido. 

Conseqüent.ement.e, o at.rit.o na ent.rada do t.ubo t.ambém é maior, 

a:f'et.ando da mesma :f'orma o valor do coe:f'icient.e C:f'. Observa-se 

t.ambém que C:f' calculado pelo programa ent.re 130° e 70° é 

in:f'erior ao valor numérico de Dhaubadel. 1st. o se deve 

provavelment.e a di:f'erenças ent.re o modelo mat.emá t.ico de 

Dhaubadel, para escoament.os laminares, e o modelo mat.emát.ico do 

present.e t.rabalho, o qual inclui um modelo de t.urbulência. Essa 

di:f'erença pode ocasionar discordâncias ent.re as dist.ribuições 

de velocidade result.ant.es na zona de descolament.o da camada 

limit.e. 

A :f'igura 11 coruront.a os valores dos números de Nu 

locais obt.idos via simulação paraRe•20, com os dados de 

Zukauskasta para ,obt.ido a part.ir de uma equação 

empi rica, e para Re=23, obt.ido experiment.alment.e. Os valores 

numéricos são ligeirament.e irueriores aos dados colet.ados, 

ent.re 60° e 120°. Essa d1:f'erença pode t.ambém ser conseqüencia 

do valor obt.ido para a viscosidade do- :f'luido. Como t.al valor é 
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superior ao da viscosidade real do :fluido nas proximidades da 

parede, a t.roca de calor por convecção nessa região result.a 

maior para o caso real do que para a est.imat.iva numérica. Essa 

diferença deve se t.ornar mais percept.i vel com o aument.o do 

número de Reynolds, pois a t.axa de calor t-ransferido por 

convecção se t.orna significat.ivament.e maior do que a t.axa de 

condução, represent.ando assim uma parcela maior do calor t.ot.al 

t.rocado. Na figura 12 é observado um aument.o na diferença ent.re 

os valores de Nusselt. local, que possivelment-e se deve a esse 

efei t.o. Nessa figura são apresent.ados os result.ados numéricos 

de Karniadakisu. e os dados experiment.ais de Schmidt. e Wenner 

<ext.rai dos de Karniadakis
14> e Zukauskas frent.e aos result.ados 

da simulação. O aument.o gradual da diferença com o número de 

Reynolds se reflet.e na avaliação do número de Nusselt. médio 

para um t.ubo. A figura 13 compara result.ados numéricos de 

Karniadakis com est.imat.ivas de Nusselt. médio obt.idas at.ravés do 

programa. 

5.2 RESULTADOS PARA NúMEROS DE REYNOLDS MODERADOS 

A figura 14 apresent.a os result.ados numéricos de Cf 

local frent.e a dados experiment.ais de Zukauskas para 

.. 
Re•5,2.10 . O primeiro pico já não é t.ão pronunciado quant.o o 

obt.ido para Reynolds baixos, o que pode ser explicado pela 

maior t-urbulência no escoament.o, que possibilit.a a mist.ura, e 

port.ant.o uma maior homogeneização do fluido, result.ando em 

maior uniformidade na sua viscosidade. Além do primeiro pico a 

25°, ocorre uma diferença na região ent.re 80° e 100°, e na zona 
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de descolament.o, ent.re 
o 

160 . Na região ent.re e 

o escoament.o pode não ser ainda plenament.e t.urbulent.o, e uma 

vez que o programa não simula a t.ransição de regime, mas passa 

diret.ament.e de laminar a t.urbulent.o, podem ocorrer diferenças 

frent.e a dados experiment.ais, na avaliação de Cf. Ist.o pode 

afet.ar t.ambém o descolament.o da camada limit.e, provocando 

discrepâncias ent.re os valores est.imados e experiment.ais de Cf 

na zona ent.re 140° e 160°. 

Na est.imat.iva do número de Nusselt. local para 4 
Re=1,4.10 

(figura 15) verifica-se com maior clareza a t.ransição brusca de 

regime execut.ada pelo programa. Na região laminar 

<8<90°), os números de Nusselt. calculados são inferiores aos 

dados experiment.ais de Zukauskas, possivelment.e porque ainda se 

manifest.am os efeit.os da diferença de viscosidade real e 

est.imada nessa faixa de números de Reynolds. A figura 16 most.ra 

dados de Zukauskas confront.ados com result.ados numéricos de 

Nu loca.l/Numed i o para 
4 

Re=7.10 , onde as diferenças devidas à 

viscosidade já não exist.em, mas surgem diferenças ent.re os 

result.ados numérico e experiment-al na ent.rada e na sai da <8~0 

e 8~80° respect.ivament.e). As diferenças regist.rados na ent.rada 

se devem provavelment.e à condição de cont.orno nessa região, que 

supõe escoament-o uniforme. A condição de escoament.o uniforme na 

ent.rada deve ser de difi cíl obt.enção na prá t.ica, para números 

de Reynolds relat.i vament.e alt.os. Assim, se a corrent.e livre 

apresent.a t.urbulência, os valores de Nu obt.idos at.ravés do 

programa result.am inferiores aos valores experiment.ais na 

ent.rada do t.ubo. As diferenças verifiçadas na sai da podem ser 
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ser at.ribui das a possiveis simplif'icaç ões no modelo de 

t.urbulência ut.ilizado. 

As est.imat.ivas para Nusselt. médio são apresent.adas na 

flgura 17, junt.o aos dados experiment.ais de Meel
13 

e Giedt.
19

. 

Observa-se que nest.a faixa de números de Reynolds, as pequenas 

diferenças devidas possivelment.e ao efeit.o da viscosidade não 

afet.am sensivelment.e o valor médio de Nusselt., o mesmo 

ocorrendo com as diferenças verificadas na ent.rada e na sai da. 

Essa concordância ocorre t.ambém para 

5 
persist.indo at.é o valor aproximado de 2.10 . 

alt.os Reynolds, 

Os valores de Nusselt. global para bancos de t.ubos são 

most.rados nas figuras 18 e 19 para arranjo em linha e 

t.riangular respect.ivament.e, frent.e a dados experiment.ais de 

16 Moreno e Sparrow , e aos limi t.es superior e inferior est.imados 

at.ravés de dados experiment.ais de Zukauskas
13 

para várias 

combinações de passos t.ransversal e longit.udinal semelhant.es 

àquela ut.ilizada na simulação <Sl•2,5 e St.•2,3). Observa-se que 

os valores calculados numericament.e são ligeirament.e inferiores 

à média dos dados experiment.ais apresent.ados. Ist.o se deve 

provavelment.e à forma at.ravés da qual é efet.uado o acoplament.o 

ent.rada/sai da <ver figuras 1 e 2). Quando o arranjo é em linha, 

a est.rut.ura simulada é simplesment.e uma fileira longit.udinal do 

banco, enquant.o que para arranjo t.riangular, a est.rut.ura é 

formada por dois módulos que se alt.ernam ora t.ubo, ora as 

met.ades superior e inferior dos t.ubos a jusant.e em suas 

fileiras longit.udinais vizinhas. Assim, os efeit.os produzidos 

no escoament.o pelas fileiras que se~ encont.ram imediat.ament.e 
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acima e abaixo da f'ileira simulada são negligenciados quando o 

arranjo é em linha, e são parcialment-e considerados quando o 

arranjo é t.riangular. Tais ef'eit.os são o aument.o do gradient.e 

de pressão na superf'i cie dos t.ubos e o aument.o da t.urbulência, 

ambos provocando aument.o no número de Nusselt. real, o qual não 

é devidament.e est.imado pelo programa. 

Seria nat.ural buscar uma just.if'icat.iva com base no valor 

est.imado para a viscosidade do f'luido, para explicar a 

dif'erença verif'icada no cálculo do número de Nusselt. global. 

Ent.ret.ant.o, exist.em mot.i vos razoá v eis para se supor que a causa 

de erro preponderant-e se deve ao f'at.o de que n~o s~o 

corret.ament.e avaliados os e f' e i t.os provocados pelas f'ileiras 

vizinhas sobre o escoament.o. Uma observaç~o mais at.ent.a das 

f'iguras 18 e 19 revela que o erro na est.imat.iva de Nusselt. 

global é maior para arranjo em linha do que para arranjo 

t.riangular. Além dist.o, t.al erro t.ende a aument.ar 

acent.uadament.e com o número de Reynolds quando o arranjo é 

em linha <ver f'igura 23), enquant.o que esse aument.o é 

signif'icat.ivament.e menor quando o arranjo é t.riangular <f'igura 

24). Esse fat.o se choca com a hipót.ese referent.e à viscosidade 

do f'luido, pois na f'aixa de Reynolds moderados o ef'eit.o da 

viscosidade t.enderia a diminuir com o cresciment.o de Reynolds. 

O aument.o do número de Reynolds, propiciando o cresciment.o da 

t.urbulência, result.aria em maior homogeneizaç~o da corrent.e de 

fluido, e port.ant.o em maior unif'ormidade das propriedades 

fi sicas, diminuindo as discrepâncias provocadas pela est.imat.iva 

da viscosidade à t.emperat.ura média ent.re a parede e a corrent.e 
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livre. 

5.3 RESULTADOS PARA NúMEROS DE REYNOLDS ALTOS 

As mesmas grandezas estimadas para baixos e moderados 

números de Reynolds são postas frente a dados experimentais 

para altos Reynolds, com excessão dos números de Nusselt 

médios, já apresentados na seção anterior (figura 17} para 

alguns valores altos de Reynolds 

A figura 20 mostra o coeficiente de arrasto Cf local 

5 
para Re=1,2.10 , obtido por simulação, com os dados de Fage e 

Folkne:r <extrai dos de 
l9 

Zukauskas } , para 
5 

Re=1,1.10 , e de 

Zukauskas, 
5 

para Re=1,3.10 }. o pico detectado em é agora 

bastante atenuado, mas os valores de Cf obtidos pelo programa 

são inferiores aos dados experimentais entre 40° e 80°, o que 

pode ter origem no fato de não serem considerados os efeitos 

das fileiras superior e inferior sobre o escoamento, ou em 

possi veis deficiências do modelo de turbulência. 

A figura 21 mostra os v alo:res 

frente a dados experimentais de 

5 
de Nu local para Re=1.10 

Giedt <ext.:raidos de 

Zukauskast
9

}. Nessa figura são observadas algumas discrepâncias 

entre os :resultados numéricos e experimentais na :região à 

jusante do ponto de transição laminar-turbulento. As causas 

prováveis para tais discrepâncias devem ter origem no modelo de 

turbulência. 

O número de Nusselt global <figuras 22 e 23} é afetado 

por todos os fat.o:res cit.ados para justificar as diferenças 

:registradas em Cf e Nusselt local. Porém, o efeito predominante 



parece ser ainda o da influência das fileiras superior e 

inferior sobre o comport.ament.o do fluxo. 
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Há t.ambém uma causa de erro que afet.a ambos os valores 

est.imados Cf e Nu. Da maneira como foi formulado o rot.eiro 

global do mét.odo, exist.e a hip6t.ese impll cit.a de que soment.e o 

t.ubo a mont.ant.e do t.ubo no qual se t.rabalha influi sobre as 

condições do escoament.o. Ist.o significa que para um dado t.ubo 

do banco s6 são considerados os efei t.os produzidos pelos t.ubos 

ant.eriores sobre o escoament.o, não import.ando o que est.eja a 

jusant.e. Essa simplificação t.em influência diret.a sobre a 

dist.ribuiç ão de velocidades, e port.ant.o, afet.a t.ambém a 

dist.ribuição de t.emperat.uras. 



~ CONCLUSõES 

A validade do modelo numérico adot.ado abrange uma faixa 

apreciável de números de Reynolds e Prandt.l. Os valores globais 

obt.idos para Nu em bancos de t.ubos médias globais para t.odo o 

banco são válidos at.é Re•4.10
5 

para arranjo em linha e Re•10
6 

para arranjo t.riangular. O mét.odo é port.ant.o aplicável a um 

5 
int.ervalo de Reynolds desde 20 at.é valores da ordem de 10 para 

bancos de t.ubos. O int.ervalo de validade para números de 

Prandt.l é de O, 7 a 257, correspondent.es a ensaios com ar e óleo 

mineral, respect.ivament.e. 

A precisão do mét.odo é da mesma ordem de grandeza da 

at.ingida nos mét.odos empi ricos usuais empregados para avaliar 

t.roca t.érmica e perda de carga em bancos de t.ubos. O desvio 

quadrát.ico médio ent.re as est.imat.ivas de Cf local foi de 

aproximadament.e 30%, e em t.orno de 17% para os valores de 

Nusselt. local e médio. O desvio quadrát.ico médio na avaliação 

de Nu global, est.imado em relação à média ent.re os limit.es 

calculados a part.ir de dados de Zukauskas, foi de 30% para 

arranjo em linha e de 20% para arranjo t.riangular, sendo que o 

int.ervalo de maior precisão quant.o ao número de Reynolds 

corresponde aos valores moderados 
5 

<200<Re<1.10 >, no qual o 

erro médio foi de 20% para arranjo em linha, e de 13% para 

arranjo t.riangular. 

Foi const.at.ado durant.e a execução do programa, que o 

mét.odo não é aplicável a bancos com passos SI e St. 

demasiadament.e pequenos. o programa fornece result.ados 

aceit.áveis quando Sl e St. são ambos maiores do que 1,2 vezes o 

56 
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valor do diâmet-ro dos dut.os. Esse valor parece limit-ar a 

validade da hipót-ese de que as :fileiras vizinhas e os t-ubos a 

jusant.e não pert-urbam o escoament-o sobre o t.ubo onde é simulado 

o :fluxo. 

J:: import.ant.e esclarecer, ent.ret.ant.o, que as causas de 

erro discut-idas podem ser eliminadas mediant-e adapt-ações sobre 

o mét.odo original. Como já :foi coment-ado ant-eriorment-e, os 

principais objet-ivos que orient-aram a elaboração do mét.odo 

:foram a obt-enção de um algorit-mo :flexi vel e essencialment-e 

t-eórico, para que o ni vel de rigor no t.rat.ament.o dos problemas 

:fut-uros pudesse ser increment-ado sem dificuldades sempre que 

:fosse preciso, e que, à medida que t.ais implement-ações :fossem 

e:fet.uadas, pudesse ser ampliado t-ambém o horizont-e de 

aplicações do mét.odo. Sob esse aspect-o, a met.a est-abelecida :foi 

cumprida. A part-ir do sist-ema elaborado poderão ser const-rui dos 

diversos aplicat.i vos nas áreas de Mecânica de Fluidos e 

Transmissão de Calor. 



Z. RECOMENDACOES 

Es~a seção con~ém recomendações quan~o à forma de 

suprimir algumas limi~ações do programa. As res~rições básicas 

são enumeradas a seguir, jun~amen~e com algumas providências a 

~ornar em cada caso. 

- O programa opera com valores médios das propriedades fi sicas. 

Caso se queira resul~ados precisos para escoamen~os de fluidos 

cujas propriedades não variem acen~uadamen~e com a ~empera~ura, 

bas~a subs~i~ui-las por funções de T. Con~udo, se a variação 

dessas grandezas for 

operadores diferenciais 

pronunciada, 

envolvidos. 

é preciso 

Se, por 

redefinir 

exemplo, 

os 

for 

necessário considerar a variação da condu~ividade ~érmica com a 

~empera~ura, não se pode simplesmen~e subs~i~uir k por k<T) no 

~ermo k~T: deve-se u~ilizar a forma original do operador, que 

é 9.<k'V'T), subs~i~uir a função ob~endo 9.(k(T)'V'T) e 

derivar o produ~ o k<T)'V'T empregando a regra da 

en~ão 

cadeia. 

Procedimen~o semeUhan~e deve ser efe~uado para as demais 

propriedades. Caso o fluido circulan~e seja um gás, é 

in~eressan~e ob~er equações de es~ado para que possa ser 

considerado o efei~o da pressão. Para ob~er ~ais expressões, há 

dois caminhos fundament-ais: 

mon~agem de um banco de dados
22

'
23

'
24 

e elaboração de seu 

respec~ivo gerenciador; 

cons~rução de um bloco que est-ime as propriedades fi sicas 

a~ravés de sis~emas de con~ribuição de grupos
25

. 

A fim de man~er a es~ru~ura lógica independen~e de dados 

58 
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empi ricos isolados, é aconselhável opt.ar pelo segundo caminho. 

Essa escolha ocasionará um aument-o no t-empo de execução do 

programa, mas oferecerá a vant-agem de t-ornar o mét-odo capaz de 

operar com qualquer t.ipo de fluido, mesmo que não exist-am dados 

experiment-ais disponi veis para suas propriedades. J:: import.ant.e 

observar que as est.imat.ivas feit-as para propriedades fisicas 

at-ravés desse mét.odo apresent-am, via de regra, excelent-e 

concordância com os dados experiment-ais. 

- O mét.odo não é aplicável a problemas de convecção nat-ural. 

Para eliminar essa dificuldade, duas medidas devem ser t-omadas: 

deve-se acrescent-ar o t-ermo de empuxo na equação de quant-idade 

de moviment-o e incluir a equação da energia no mesmo laço de 

cálculo da dist-ribuição de velocidades. Pode-se t.est.ar, por 

exemplo, o seguint-e rot-eiro: 

isolar u na equação t.ransient.e de quant-idade de 

moviment-o em x · 
:t' 

- isolar v na equação da cont-inuidade; 

isolar p na equação est-acionária de quant-idade de 

moviment-o em y 
1

; 

- isolar T na equação est-acionaria da energia. 

- O mét.odo se aplica à geomet-ria do cilindro. 

Caso se queira usar o programa para corpos de out-ros format-os, 

bast-a modificar a definição das variáveis x e y na subrot-ina 

"Transformação". Exist-em muit-as t-ransformações já 4 t.abe ladas , 

além de alguns mét-odos numéricos disponi v eis para obt.ê-las 6 ' 
7

. 
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Não são considerados os ef'eit.os da rugosidade dos t.ubos 

Est.á sendo elaborado um bloco dest.inado a t.rat.ar o problema da 

rugosidade, que modif'ica a condição de cont.orno relat.iva à 

velocidade junt.o ao t.ubo. ~ at.ribui do o valor u • O a alguns 

pont.os cuja dist.ância da parede t.em o valor aproximado da 

:rugosidade do t.ubo, criando assim uma condição de cont.o:rno que 

leva em consideração a exist.ência de pequenas saliências na 

supe:rf'i cie do t.ubo. 

O mét.odo se aplica soment.e a escoament.os incomp:ressi veis 

Para ext.ende:r o uso do modelo a escoament.os comp:ressi veis, 

é preciso :reescrever as equações dif'e:renciais sem :ret.i:rar p das 

derivadas que def'inem os operadores vet.o:riais, e inclui :r 

equações de est.ado no modelo. O p:rocediment.o é básicament.e o 

mesmo exemplif'icado para a condut.ividade t.é:rmica k no parág:raf'o 

co:r:respondent.e à variação 

impo:rt.ant.e esclarecer que 

das 

est.a 

propriedades 

adapt.ação 

f'isicas. 

não alt.e:ra 

signif'icat.ivament.e o :rot.eiro de cálculo do esquema numérico. 

o modelo mat.emá t.ico descreve apenas escoament.os 

bidimensionais - est.a é a principal limi t.ação do mét.odo. Se f'o:r 

preciso :ref'o:rmula:r as equações ac:rescent.ando t.e:rmos 

co:r:respondent.es a uma t.e:rcei:ra variável espacial, deve-se ab:ri:r 

mão da ve:rsat.ilidade que o sist.ema de t.:ransf'o:rmação de 

coordenadas of'erece. O programa f'ica limit.ado a geomet.rias 

especi f'icas em t.:rês dimensões. Felizment.e, uma das geomet.:rias 

onde é possi vel simular o escoament.o t.:ridimensional, é a do 
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próprio cilindro, de modo que t.ambém é possi vel simular o 

escoament.o compost.o <t-ransversal + longit.udinaD at.ravés do 

banco de t.ubos. Ent.ret.ant.o, as aplicações adicionais cit.adas 

ant.eriorment.e, não são possi veis em 3 dimensões. 

Só é possi vel simular escoament.os para os quais a corrent.e 

livre é paralela às fileiras longit.udinais. 

- O programa não opera ainda com bancos nos quais os passos 

t-ransversal ou longit.udinal sejam menores do que 1,2 vezes o 

valor do diâmet.ro dos t.ubos. 

At.é o present.e moment.o só foi possi vel propor uma solução para 

esses dois problemas. Est.a consist.e em abandonar o sist.ema TDT 

em favor de uma formulação variacional, preferencialment-e 

Galerkin ou M1 nimos Quadrados, e produzir um espaço gerador de 

soluções para o "sist.ema" banco de t.ubos. J:: evident.e que essa 

adapt.ação não goza da simplicidade das demais. Cont.udo, é urna 

solução perfei t.ament.e f"act.ivel e preserva int.egralment.e o 

modelo mat.emát.ico, que represent.a uma parcela subst.ancial do 

mét.odo elaborado. Além disso, diminui sensi velment.e o t.empo de 

execução do programa, porque dispensa a discret.ização e simula 

em um só est.ágio o escoament.o em t.odo o banco de t.ubos. 

ESCOLA I:E ENGENHARIA 
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APe:NDICE A 

DISSIPAÇÃO VISCOSA 

o t.ermo de dissipação é definido para fluidos 

newt.onianos, em duas dimens5es, como17 

[A.11 

onde À. é o segundo coe:f'icient.e de viscosidade, que vale -2J..J/3 

pela hipót.ese 

de:f'ormações 

coordenadas 

17 
expressões : 

de St.okes, e os t.ermos 

so:f'ridas pelo 

curvili neas 

e = u. 

e • 
22 

element-o de 

generalizadas 

!iJy._y_8h 
h ;t,, h h ih? 

2""1 1 2 1 

e e 
12 

:f'luido, 

pelas 

e • 
12 1~ª---(Y.)+ 2 h 8x h 

1 1 2 
:y (~ )] 

1 1 

e 
22 

são 

dadas 

as 

em 

seguint.es 

[A.21 

[A.31 

[A.41 

No t.rabalho propost.o, aplicável a escoament-os incompressi veis, 

o t.ermo "A.(e + e >2 
é nulo, pela equação da cont.inuidade, pois 

u 22 

e + e 
u 22 

represent.a o operador di vergent.e em coordenadas 

curvili neas generalizadas. Uma análise da ordem de grandeza 

dos t.ermos rest.ant.es revela que é negligenciá vel 

:f'rent.e a <2e >2
• At.ribuindo ordem de grandeza • 1 à component.e 

12 

u da velocidade, deve ser at.ribui da ordem de grandeza • ó à 

component-e v, com 6<<1, uma vez que a component-e da velocidade 

66 
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na direção do escoarnent.o principal é u. A exemplo da análise de 

ordem de grandeza para as equações da camada lirnit.e sobre uma 

placa plana 18
, pode-se at.ribuir ordem de grandeza • 1 a x e 

i 

ordem de grandeza ô a Assim, a ordem de grandeza das 

derivadas que compõem a dissipação viscosa result.arn 

o(~J - 1 [A.5l 

o(~J - ô [A.6l 

o(~J • ! 
ô 

[A.7l 

o(~J c 1 [A.8l 

A ordem de grandeza das derivadas dos coef'icient.es mét.ricos não 

é relevant.e quando se avalia os t.ermos da dissipação viscosa. 

Ist.o ocorre porque ambos os t.ermos cont.êm produt.os de 

coef'icient.es mét.ricos e suas derivadas, sendo que t.ais 

produt.os possuem a mesma ordem de grandeza. Foi verificado 

du:rant.e a execução do programa, que as ordens de grandeza de h 
i 

e h são iguais, e inferiores à ordem de grandeza de u. 
2 

Denomine-se h essa ordem de grandeza. Pelo exame das equações 

A.2, A.3 e A.4, const.at.a-se que t.odos os seus t.ermos se acham 

mult.iplicados por f'at.ores da ordem de 1/h. Dest.a f'orma, não é 

preciso levar em consideração a presença dos produt.os 

envolvendo coef'icient.es mét.ricos. 
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2 
Percebe-se assim que o t.ermo <2e ) predomina sobre o 

12 

2 2 
t.ermo 2<e + e >, pois <D<e ) • 1, <D<e > • 1 e O<e > • 1/ó . u. 22 u 22 12 

Ent.ão a expressão para a 

simplificada, obt.endo-se 

dissipação 

2 
~ 1-1<2e > 

12 

viscosa pode se :r-

[A.91 

Além dist.o, obse:r-va-se que a o:r-dem de g:r-andeza da p:r-imei:r-a 

parcela de e é de ó, enquant.o que a da segunda, 
12 

pela o:r-dem de g:r-andeza de e 
12

, é de 1/ó 

pode se:r- simplificado, obt.endo-se dest.a fo:r-ma 

e ~ 
12 

h 
h1 

2 

Assim, 

:r-esponsável 

e t.ambém 
12 

[A.101 

Desenvolvendo a derivada de p:r-odut.o no t.e:r-mo e obt.em-se 
s.2' 

e • 
12 

!ôy_ u ôh 
h.,.., h h aY1 

2""1 1 2 1 

Subst.it.uindo na equação A.9, :r-esult.a 

(
1 ôu u 8h )

2 

~-~~ = 41-l - -- -- -s. h .,.., h h .... 
2""1 1. z""s. 

Desenvolvendo o quad:r-ado da dife:r-ença, t.em-se 

[A.111 

[A.121 

[A.131 
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A part,ir dessa expressão são deduzidas as parcelas média e 

flut,uant,e da dissipação viscosa, na seção ref"erent,e aos t,ermos 

Clut,uant,es <apêndice F>. 



APJ::NDICE 9 

OPERADORES EM COORDENADAS GERAIS 

Os operadores diferenciais presen~es nas equações de 

~ranspor~e sofrem as ~ransformações corresponden~es à mudança 

de coordenadas <x,y> --)(X ,y ). 
~ ~ 

Para realizar ~ais 

~ransformações, é in~eressan~e recordar algumas regras para a 

ob~enção de coeficien~es mé~ricos empregados em conversões de 

coordenadas. Quando se passa do sis~ema car~esiano para ou~ro 

sis~ema qualquer de coordenadas or~ogonais, as novas 

coordenadas são relacionadas com x e y a~ravés do comprimen~o 

de arco ds, definido em duas dimensões como 

[9.11 

em coordenadas car~esianas, e como 

[9.21 

em ou~ro sis~ema qualquer de coordenadas or~ogonais. Nessas 

equações os fa~ores de conversão h, chamados coeficien~es 

mé~ricos, represen~am a variação do comprimen~o ds sobre duas 

direções or~ogonais 

expressões de ds: 

X 
~ 

e 

e 

e são ob~idos igualando-se as 

[9.31 

Com os coeficien~es mé~ricos, pode-se redefinir os operadores 

diferenciais a fim de ob~er equações de ~ranspor~e válidas para 

70 
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qualquer sist.ema ort.oconal, a part.ir das mesmas em coordenadas 

ret.angulares. Os operadores em coordenadas cerais são definidos 

como: 

Gradient.e: 

'1 A • [1 iJA , 1 iJA ] 
h iJx h iJy 
~ ~ 2 ~ 

Divergent.e: 

'l.A • <h,hz>-' r::A•> + "::A•>] 

Rot.acional: 

'lxA • [ O , O, <h,v-r::Az> - "::A•>] ] 

Laplaciano: 

TA•<h h)-~{!!.___ [~iJA ]+~ [h~iJA ]} 
~ 2 iJx h iJx iJy h iJy 

~ ~ ~ ~ 2 ~ 

Derivada convect.iva: 

<V.'l)A • <h h )-~ 
~ 2 

[8.41 

rB.51 

[8.61 

[8.71 

[8.81 

Nessas expressé5es1 A represent.a u, v ou T. Convem lembrar que 

u e v são as component.es da velocidade em x 
~ 

e 

respect.ivament.e; não represent.am as component.es cart.esianas. 

J:: necessá.rio ainda desenvolver algumas derivadas de 
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produt-o, simplificar os t-ermos result.ant.es, e subst.it.uir a 

função A pelas variàveis de int-eresse no problema <u, v e T> 

Procedendo dessa maneira, obt.em-se a expressão dos operadores 

diferenciais: 

Di vergent.e 

'9.V • <h h >-' [u iJh2 + h 
iJu + iJh~ + h :.] v 

~ 2 
iJx 

2 iJx ély~ 
~ [8.91 

~ ~ 

Rot-acional 

"lxV • [o, o , <h,h
2
>-• [v iJh2 + h av+ iJh~ + h ~.]] [8.10] u 

iJy 
2 

ély1 ély~ 
1 

1 

Laplaciano 

..,Zu • <h h )-~ 

r·~. + h éJzu + HiJu + h éJ2u ] 1 2 i? axz 2 - -1 ély2 [8.111 
élyi h 

1 1 2 1 

..,Zv • (h h )-1 [H•:;, + h éJzv + HiJv + h éJ2v ] 1 2 i? iJx2 2 - -1 ély2 [8.121 
ély1 h 

1 1 2 1 

'92T • <h h )-~ r·~ .. h "2I + HéJT + h iJ2T ] 1 2 i? 2 - h1 li' [8.131 
iJx ély1 1 1 2 y1 

Derivada convect.iva e t-ermos inerciais 

<V."l>T -Y8'I. + Y.8I. 
hiJx h2ély 1 

[8.141 
1 1 

<V.'\l)u -yc)y+ Y."Y 
hiJx h2ély1 

[8.151 
1 1 

<V."l>v -yéJy_ + y_8y_ [8.161 
hiJx h2ély~ 1 1 
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Os t.e:rmos H e H , p:resent.es no operado:r laplaciano, são dados 
1 2 

po:r 

H• 
S. 

+ h 8hz ] 
18x 

1 

e H• 
2 z--+ h 8h1 ] 

8y1 
[8.17] 

A pa:rt.i:r dai , bast.a reescrever as equações de t.:ranspo:rt.e 

envolvidas no problema, subst.it.uindo os operado:res p:resent.es 

po:r suas :respect.ivas exp:ressões no sist.ema de coordenadas 

escolhido, pa:ra ent.ão obt.er os coeficient.es mét.:ricos 

especi ficos pa:ra a t.:ransfo:rmaç ão de coordenadas dada 

ant.e:rio:rment.e <os coeficient.es mét.ricos são calculados 

numé:ricament.e no p:rog:rama). 



AP:e:NDICE C 

INVERSÃO DA TRANSFORMAÇÃO 

Para obt.er as coordenadas curviU neas x e 
1 

foi 

empregada uma t.écnica de mapeament-o conCorme11 que consist.e em 

invert.er anaU t.icament.e uma t-ransformação no plano complexo. 

Muit.as out.ras t-ransformações para geomet.rias especificas podem 

ser encont.radas em t.abelas 12 especializadas .A mudança de 

coordenadas apresent.ada equivale à t.ransf'ormação w • z + 1/z , 

onde z • x + iy e w • x + iy . Uma vez que as novas equações 
1 1 

serão escrit.as exclusivament-e em função de X 
1 

e deve 

encont.rada a t.ransf'ormação inversa para det.erminar h e h : 
1 2 

w-

z • 

X + iy • ! 
2 

! 
2 

z + ! -z 2 +1 
z z 

2 + 1 • o z- wz 

[ w ± /~-) 

2ix y - 4 .... ] 
1 1 

ser 

[C.11 

[C.21 

[C.31 

[C.41 

Para avaliar o t.ermo é necessário 

encont.rar as part.es real e imaginária da função complexa f(z)• 

1/2 - 2 z , ou seja, é preciso invert.er a t.ransf'ormação f' <z>= z : 

2 2 2 2 z • <x + iy) • x + 2ixy - y [C.SJ 

Separando-se as part.es real e imaginária da função, result.a o 

seguint.e sist.ema: 
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Im • Im<z > • 2xy 

Resolvendo o sist.ema para x e y, obt.em-se 

x • !m 
2y 

75 

[C.6l 

[C.7l 

[C.8l 

[C.9l 

Assim, para calcular o t.e:r-mo em quest.ão, bast.a subst.i t.ui:r- Re 

2 2 
po:r- x - y - 4 e Im por 2x y nas express5es de x e y. Ent.ão a 

1 1 1 1 

t.:r-ansformação inversa (ist.o é, x e y expressos em função das 

coordenadas x e y ) result.a 
1 1 

y = 

2x y ± [/-x
2

-1 1 1 

y± 
1 

Det.e:r-mina-se ent.ão h e h , at.ravés de suas definiç5es: 
1 2 

[C.101 

-1 

[C.ttl 

[C.121 

[C.131 

O :r-esult.ado dest.a operação não será apresent.ado, pois as 

de:r-ivadas que definem h e h são calculadas numéricament.e. 
1 2 



APê:NDICE D 

DISTRIBUICOES INICIAIS DE VELOCIDADE g PRESSÃO 

Para que seja possi vel obt.er convergência razoavelment.e 

rápida para o mét.odo numérico, é preciso est.ipular uma 

dist.ribuição de velocidade e press.lo relat.ivament.e próxima 

àquela que ocorre no escoament.o real. o perfil inicial 

escolhido é o de escoament.o pot.encial, obt.ido a part.ir da 

!"unção corrent.e descrit.a nas coordenadas x- y: 
~ ~ 

[D.11 

Em coordenadas curvili neas, a relação ent.re VJ e y é dada por 
1 

u- rD.21 

E:f"et.uando a derivação, obt.em-se a dist.ribuiç.lo pot.encial de 

velocidades no sist.ema x- y: 
1 1 

u- ! Uoo 
h 

2 

[D.31 

O result.ado é análogo ao obt.ido para o escoament.o pot.encial 

uniforme. No próximo apêndice, que t.rat.a da adimensionalização 

das equações do modelo, será obt.ida a component.e adimensional 

• u , dada por u/Uoo. Escri t.a agora em t.ermos 

dist.ribuiç ão inicial de velocidades so:f"re 

de 

ainda 

• u • a 

uma 

simplificação adicional. Omit.indo o si mbolo • para uniformizar 

a not.ação em relação aos result.ados que surgirão no apêndice E, 

a condição inicial t.orna-se 
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u- 1 
h 

2 
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[0.41 

O últ.imo result.ado pode sugerir, a principio, que a velocidade 

é a mesma em cada pont.o da malha. I:: import.ant.e salient.ar, 

ent.ret.ant.o, que o coeficient-e mét.rico h varia com x e y . 
2 i i 

Foi deduzida a dist.ribuição inicial de velocidades. 

Rest.a agora apresent.ar a dist.ribuição inicial de pressões. 

Nest.e caso é mais simples ut.ilizar a equação polar que define a 

dist.ribuição pot.encial de pressões sobre um cilindro de raio 

uni t.ário 
7

, dada por 

e redefini -la em t.ermos das coordenadas x e 
i 

relações de conversão polar-ret.angular 

X • rcose 

y - rsene 

at.ravés 

[0.51 

das 

lD.61 

[0.71 

e das equações 21 e 22. Essa passagem é efet.uada numéricament.e, 

de modo que o equivalent.e anall t.ico de 0.5 em t.ermos das 

coordenadas do problema não será apresent.ado. Quant.o a p 
00 

, é 

at.ribui do o valor zero para essa grandeza, uma vez que os 

t.ermos de int.eresse nas equações de quant.idade de moviment.o são 

as derivadas de p, especialment-e itp/ itx , e a const.ant.e p é 
i (X) 

eliminada na derivação. Assim, a equação 0.5 assume sua forma 

final: 

[0.81 



APt!:NDICE E 

ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇõES 

E.1 EQUAÇÃO ADIMENSIONAL DA CONTINUIDADE 

As grandezas adimensionais empregadas nessa operação são as 

seguint.es: 

• u/Uoo u • 

• 
v - v/Uoo 

• x/D " -t t 

• y/D y-t t 

A equação da cont.inuidade em coordenadas curvili neas 

escrit.a 

seguint.e 

u 
8hz 

"" t 

em t.ermos 

expressão: 

• 8hz 
u Uoo 

itx•D 
t 

+h 
z 

au + v 8ht + h av 

"" A.. t A.. t ~r t ~rt 

- o 

das grandezas adimensionais, 

• av*uoo au Uoo • 8ht + h + v Uoo + h z ~tx*i> ay•D t -----ilyD 
t t t 

Mult-iplicando-se a últ.ima equação por D/Uoo, obt.em-se 

• u 
8hz 

"". t 

+h z 
au• • 

+v 
a;;* 

t 

lE.11 

lE.2l 

lE.3l 

lE.41 

lE.Sl 

possui a 

- o lE.61 

lE.7l 

Uma vez que t.odas as grandezas envolvidas possuem o 1 ndice •, 

est.e pode ser omit.ido. Dessa f"orma, a equação adimensional 

result.a 
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u 
8hz 

8x 
t 

+ h 8u + v Bht + h 8v ,.; o 
2 8x ..... t ..... 

i ~Tt ~Tt 

E.2 EQUAÇõES ADIMENSIONAIS DE QUANTIDADE Q& MOVIMENTO 

79 

lE.8l 

Nest.a equação são usadas t.odas as grandezas def'inidas na seção 

ant.erior, além do t.empo adimensional, dado por 

t.*• t.Uoo/D 

A equação de quant.idade de moviment.o 

em coordenadas cu:rvill neas como 

[
8u + y 8u + Y. 8y ] + ! p8e_ -

p 8t. h8x hity h 8x 
t t 2 t t t 

J.L{h h ) -t 
t 2 

em x é 
t 

[E.9l 

expressa 

[E.10l 

Sua expressão em t.ermos das grandezas adimensionais, quando 

mult.ipHcada por 
2 

D/pUoo, :fornece a equação adimensionaHzada. 

Após a simpHf'icação dos t.ermos, result.a 

c:ru• • • • • • + u8u + Y.~ + ! P8J!. -
81:* - -. 

h8x h28yt h 8x 
t 1 t t 

(h h ) -· 1.1 [ • h a2v· H ltu• 
h • *] [E.11l H 8y,. + + + h1~V2 - o 

1 2 
pDUoo t8x i?ax 2 2/ty-. 

1 t 1 t 2 1 

onde o grupo J.L/ pDUoo é o inverso do número de Reynolds baseado 

no diâmet.ro do t.ubo. Omit.indo os indices, t.al como na equação 

da cont.inuidade, obt.em-se 
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8!! + yity+ Y.it!! + ! piJ'Q. -
ht. hiJx h28y~ h iJx 

~ ~ .t. ~ 

<h h Re>-~ [ H8u+ h iJ
2

u + H8u + h iJ
2

u ] .. o [E.12l 
~ 2 ~ - ~""2 2 - t;t 8y2 iJx lty~ 

~ ~ ~ 2 ~ 

A mesma operação é :f'eit.a para adimensionalizar a equação de 

quant.idade de moviment.o em y , obt.endo-se um result.ado análogo: 
~ 

iJv + !:! iJv + y_i}y_ + !Pit'Q. -
ht. hiJx h28y~ h2 lJy~ ~ ~ 

<h h Re>-~ [ Hi!lv+ h~ + HiJv + h iJ
2

v ] • o [E.13l 
~ 2 ~ - ~iJxv 2 - h~ lJyz iJx lty~ 

~ ~ ~ 2 ~ 

E.3 EQUACÃO ADIMENSIONAL DA ENERGIA 

Nesse caso são ut.ilizados t.odos os t.ermos adimensionais já 

definidos, além da t.emperat.ura adimensional, cuja expressão 

depende dos valores das t.emperat.uras da corrent.e livre e da 

parede dos dut.os: 

T•• 
T -Too 

quando Ts > Too lE.14l 
Ts-Too 

• T -Ts 
T • quando Ts < Too [E.15l 

Too-Ts 

A equação da energia, cuja expressão é dada por 
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pCp [ 8I. + !:! 8I. + Y. 8I. ] -
8t. h 8x h c)y 

~ ~ z ~ 

(E.16l 

assume sua expressão adimensional ao ser mult-iplicada por 

D/pCpUoo<Ts-Too>, segundo o mesmo procediment-o empregado nas 

equaçé'!ies ant-eriores: 

cr.r• u•n• • • + + v iJT -
éit:* h 8x ...... - ...... 

h2c)y~ ~ ~ 

<h h )-i k 
[" wr• + h 8zl'• + 

i 2 pCpUcd> ~8x--- i? 8x2 
i i ~ 

(E.17l 

onde o grupo k/pCpUcd> é o inverso do produt-o RePr, e o t-ermo 

,u/DpCp<Ts-Tco) equivale ao quocient-e 2Ec/Re. Suprimindo os 

i ndices e reescrevendo os grupos adimensionais na forma 

compact-a, t-em-se 

8T + !:! 8T + Y.8'! 
8t. h8x hZityi i ~ 

Ch h RePr>-• r iJT + h 8
2

T + H8T+ h .,•T] -i 2 i - i? 8x2 2 - -i c)yz 8x c)yi h 
i i i 2 i 

[ 2 
[ u ""r] 8Ec 1 8y - ~8hi8!:! + - o [E.18l 

(hZ8yi) hihZ8yi8y~ h h ttYi 
R e ~ 2 ~ 

ESCOLA DE ENGENBABIA. 
BIBLIOfE04 ~--



AP:ê:NDICE F 

INCLUSÃO DAS PARCELAS FLUTUANTES 

Foi mencionado em seções ant.eriores, que o mét.odo 

ut.ilizado busca a solução est.acionária do escoament.o em est.udo. 

Para que possam ser considerados os e f' e i t.os da t.urbulência no 

modelo mat.emát.ico, é preciso que est.e descreva o escoament.o 

t.urbulent.o médio, sem levar em consideração as :flut.uações 

inst.ant.âneas de velocidade e t.emperat.ura ocorridas no :fluxo 

t.urbulent.o real. Para t.ant.o, se :faz necessário decompor as 

variáveis u, v e T em component.es médias e f'lut.uant.es, a :fim de 

reavaliar os t.ermos das equações diferenciais que compõem o 

modelo. Uma vez que a equação da cont.inuidade não é af'et.ada por 

esse t.rat.ament.o, devem ser re:formuladas as equações de 

quant.idade de moviment.o e da energia. 

F .1 TERMOS DAS EQUACOES DE QUANTIDADE DE MOVIMENTO 

As parcelas inerciais das equações de quant.idade de 

moviment.o são de:finidas em coordenadas curvili neas pelas 

seguint.es expressões: 

<V.'V')u • ! uDy + !v8y [F.il 
h 8x h byi 1 i 2 

<V.'V'>v = !u8y + ! v/Jy_ [F.21 
h 8x h byi i i 2 

As velocidades u e v são decompost.as em suas parecelas média e 

:flut.uant.e,da seguint.e :forma 

u • u + u' [F.3l 

v • v + v' [F.41 
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Substituindo as expressões de u e v nos termos inerciais~ e 

aplicando as regras relativas a médias temporais~ resulta 

<V.9>u • ! u8y + ! v"Y + ! u~8y'+ ! v'8y' 
h i ""i h2 ity i h i ltx1 hz 8y 1 

<V.9>v • ! u8v + ! vity + ! u' ity'+ ! v' ity' 
hétx hA.· h 8x h A.. 

1 1 2 ")' 1 1 1 2 ")' 1 

[F.5l 

[F.61 

Os produtos de parcelas médias por derivadas de parcelas 

flutuantes e os produtos de parcelas flutuantes por derivadas 

de parcelas médias são eliminados, pois suas médias temporais 

são nulas. A fim de facilitar a compreensão das próximas 

operaç5es, serão adotadas as seguintes definições para os 

termos médios e flutuantes desses operadores: 

<V.9>u • ! u8y + ! v(Jy [F.7l 
h 8x h ity1 i 1 2 

<V.9>u'• ! u• (Jy'+ ! v' 8!:!' [F.8l 
h 8x h ily1 i i 2 

<V.9>v -!ul)y: + ! vlty [F.9l 
h "" h ilyi i i 2 

<V.9>v'• ! u' ity'+ ! v'lty' [F.10l 
h "" h byt i i 2 

A partir de agora serão desenvolvidos os termos flutuantes 

<V.9>u' e <V.9>v', fazendo uso da equação da continuidade em 

coordenadas curvili neas. Aplicando a regra do produto de 

derivadas, obtem-se a seguinte equação: 
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<V.I:1>u'• 1 bu~y' + 1 8Y.:Y' - [ 1 u'8y' - ! u•ay_•] [F.111 
h itx h ityj, h itx h2 ity :l :l :l 2 :l :1. 

<V.I:1>v'• 1 8Y.:y• + 1 8y~y' - [ 1 v'Dy' - ! v• ay_•] [F.121 
h itx h ity, h itx h2 ity :l :1. :1. 2 j, j, 

Os 'Lermos en'Lre colche'Les podem ser reescri t.os como 

[ ! u'By' - 1 u•ay_•] • --Y:. h bu' +h av'} [F.131 
2 - :l -

h itx h2 ity:l h h itx ity:l :l j, :l 2 :l 

[ 1 u' éty' - 1 v•ay_•] • L r '*!!' + h ay_'} [F.14l 
h itx h ity h h 2itx j,ity 

:l :1. 2 :l :1. 2 :1. j, 

Por sua vez, os 'Lermos en'Lre chaves podem ser escri'Los em 

f"unção do operador divergen'Le em coordenadas curvili neas. As 

equações acima t.ornam-se en'Lão 

• v' {8<hzu'}+él<htv'>_ 

h h itx ity 
:l 2 1 :l 

, 8hz 
u -

itx 
:l 

,8hz 
u -

itx 
1 

v'~} 
ity:l 

[F.151 

v,aru} 
ity:l 

[F.161 

A equação da con'Linuidade, escrit.a em 'Lermos das parcelas 

f"lut.uan'Les da velocidade, é dada por 
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'il.V'• <h h )-i [8<hzu') + 8{hiv' >] • 0 
i z itx ity 

i i 

[F.17l 

e port.ant.o as duas primeiras parcelas dos t.er-mos ent.r-e chaves 

se anulam em ambas as equações, obt.endo-se 

[ ! u'(ty' - ~ u•ay•] • ~u~ { ,8hz 

+ v•'""} rF.18l u 
h itx 1iX ityi i i 2 ityi i 2 i 

[ ! u, ity_' - ~ v•ay>] • ~vd u'8hz + v•aru} rF.19l 
h itx 1iX ityi i i 2 ityi i 2 i 

As expr-essões ent.r-e chaves devem ser escrit.as novarnent.e em 

t.ermos dos produt.os de component.es flut.uant.es: 

-i{ - -<h h ) 
i 2 

-,-,8hz 
u u 

1iX 
i 

-,-,8hz u v 
1iX 

i 

[F.20l 

[F.21l 

Subst.it.uindo o cont.eúdo dos colchet.es nas expressões que 

definem as parcelas flut.uant.es dos t.ermos inerciais, obt.em-se a 

seguint.e equação: 
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<V.'V'>u'• ! ihl'u'+ ! ihl'v'+ <h h )-·{ uru·8hz + -.-.~} [F.221 u v 
h 8x h 8y:f. 

:f. 2 1iX 8y:f. :f. S. 2 :f. 

<V.'V'>v'• ! ihl' v'+ ! 8v'v'+ (h h )-·{ ü'V,8hz + yrv.Bru} [F.231 
h 8x h 8y:f. 

:f. 2 1iX 8y:f. :f. S. 2 :f. 

Para obt.er os t.e:rmos inerciais complet.os, faz-se as somas 

<V.'V'>u • <V.'V'>u + <V.'V'>u' [F.241 

<V.'V'>v • <V.'V'>v + <V.'V'>v' [F.251 

a ~ result.a nas expressões 

<V.'V'>u -!u(Jy + !v8u + ! Ch.!'u' + ! 8u'y' + 
h 8x h 2 8y:f. h 8x h 8ys. :f. :f. :f. :f. 2 

! 8u'u' + ! 8u'v' + <h h )-·{ 
-,-,8hz + U>V·~} u u 

h 8x h 8y:f. 
:f. 2 1iX 8y:f. i i 2 :f. 

[F.261 

<V.'V'>v -!u(Jy + ! v(Jy_ + ! 8u'v' + ! 8v'v' + 
h 8x h 8y:f. h 8x h 8y:f. :f. :f. 2 :f. :f. 2 

! 8u'v' + ! 8v'v" + <h h )-·{ 
-,-,8hz + -,Mu} [F.271 u v v v 

h 8x h 8y1 
1 2 1iX 8yi :f. :f. 2 :f. 

F.2 TERMOS DA EQUAÇÃO DA ENERGIA 

A dissipação viscosa, e a derivada 

convect.iva, <V.'V'>T, devem ser ref'ormulados quando se avalia o 

escoament.o t.urbulent.o médio. 
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F .2.1 DISSIPA CÃO VISCOSA 

No apêndice A f'oi obt.ida a seguint.e exp:r-essão pa:r-a a 

dissipação viscosa: 

[ (
1 8u ) 

2 
2 8h ubu ( u 8h ) 

2
] 

~~ - 4~ h iY -h h 2 fiYl iY + h h aY~ 
2 ~ ~2 ~ ~ ~2 ~ 

[F.28l 

:e: necessá:r-io ago:r-a :r-eesc:r-eve:r- u em t.e:r-mos de seus valo:r-es médio 

e f'lut.uant.e, e avalia:r- cada um dos t.:r-es t.e:r-mos p:r-esent.es em 1-l~-

Subst.it.uindo u • u + u' no p:r-imei:r-o t.e:r-mo, e aplicando as 

:r-eg:r-as pa:r-a a obt.enção de médias t.empo:r-ais, :r-esult.a 

[F.29l 

Pa:r-a o segundo e t.e:r-cei:r-o t.e:r-mos o p:r-ocediment.o é o mesmo ,e as 

exp:r-essões obt.idas são 

[F.30l 

( u 8h)
2 

(~ 8h)
2 (u' 8h)

2 

h h aY~ - h h aY~ + h h tiY~ 
~2 ~ ~2 ~ ~2 ~ 

[F.31l 

Uma vez que 

[F.32l 

a equação [F.31l pode se:r- :r-eesc:r-it.a, obt.endo-se 
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[F.33l 

F.2.2 DERIVADA CONVECTIVA 

A parcela convect.iva <V."l>T da equação da energia, 

é descri t.a em coordenadas curvill neas como 

[F.34l 

Subst.it.uindo u • u + u' e T = T + T' e calculando as médias 

t.emporais result.ant.es, obt.em-se 

[F.35l 

As parcelas flut.uant.es podem ser t.rabalhadas em função da 

equação da cont.inuidade em coordenadas curvili neas. Ut.ilizando 

a definição de derivada de produt.o para reformular o t.erceiro e 

o quart.o t.ermos, t.em-se 

reagrupando os t.ermos, result.a 

1 8u'T' ! 8v'T' 
h itx- + h ity 

1 1 2 1 

[F.36l 

T' [! 8y, + ! 8v , ] [F 371 
hitx hity . 

1 1 2 1 

[
u'8h v'8h] Somando e subt.raindo T' h h ih? + hh ityl , obt.em-se 
1 2 1 1 2 1 



u' 8T' v ' 8T' 1 8u' T' ! 8v~' 
h~+ h Ao.-;. h8x- +h IJy 

t t 2 "T t t t 2 t 

T , [! "Y' + ~ 8b. ! ltv, v, 8h ] 
h 8x h h étx 2 + h tiY + h h aY1 

t t 121 21 121 

89 

T , [~ 8h + v' 8h ] 
h h ih? h h aY1 [F.381 

t 2 1 t 2 1 

Como as component.es flut.uant.es sat.isfazem a equação da 

cont.inuidade, o penúlt.imo t.ermo é nulo, pois o cont.eúdo do 

colchet.e represent.a o operador di vergent.e em coordenadas 

curvili neas. Assim, a equação [F .371 reduz-se a 

! 8u'T' + ! 8v'T' _ T' [~ 8h + _L 8b. ] 
h "" h .... h h ~ h h 1Jy

1 

1 1 2"Tt 1 2 1 1 2 1 

[F.391 

Para uniformizar a equação, pode-se ainda reescrever o últ.imo 

t.ermo: 

[F.401 

Subst.it.uindo as parcelas flut.uant.es na expressão da derivada 

convect.iva, result.a 

u'T'8h 
- -- """2 -

h h "" t 2 t 

v'T'8h 
h h aY1 

1 2 1 

[F.411 

que é a forma final do operador. Serão agora desenvolvidas 

expressões para os t.ermos flut.uant.es das equações de quant.idade 

de moviment.o e energia em função das grandezas médias do modelo 



APf!:NDICE G 

MODELO DE TURBULf!:NCIA 

O ~ra~amen~o dado às equações de quan~idade de movimen~o 

e energia no apêndice F c;erou os produ~os flu~uan~es u' u', 

u'v', v'v', u'T' e v'T', ~ornando o problema inde~erminado, uma 

vez que se dispõe de um modelo compos~o por qua~ro equações 

diferenciais e nove inc6gni~as. Para ob~er o fechamen~o do 

sis~ema, é preciso encon~rar relações en~re as novas inc6gni~as 

e as variáveis originais do problema. O modelo u~ilizado para 

avaliar essas grandezas é fundamen~ado em t.eorias de 

comprimen~o de nús~ura e grandezas aparen~es, cujas referências· 

serão fornecidas ao longo das deduções. 

G.t COMPONENTES u' ~ v' 

De acordo com a t.eoria do comprimen~o de nús~ura de 

Prand~l, 

fu' I • [G.tl 

Prand~l t.ambém supôs que a ordem de grandeza da componen~e v' 

fosse a mesma de u', de modo que 

Como os comprimen~os de 

fv'l • 

nús~ura l 
i. 

e l são 
2 

lG.2] 

proporcionais, 

pode-se escrever l • kl • kl . Foi escolhido o valor k•t para o 
2 i. 

modelo, mas a cons~an~e permanece explici~amen~e nas equações 

a~é que surjam valores mais adequados. 

A par~ ir das equações obt.idas são deduzidas as 

90 



91 

expressões para os produt.os ent.re t.ermos flut.uant.es present.es 

nas equações de quant.idade de moviment.o e enercia. 

G.2 PRODUTOS DE COMPONENTES FLUTUANTES 

Os t.ermos u'u', u'v', v'v', u'T', v'T' e suas derivadas 

podem agora ser post.os em função de IJu/lty fazendo uso dos 
1 

result.ados obt.idos na seção ant.erior: 

u'u'• r(~J2 [G.3l 

u'v'• -kr(~J
2 

[G.4l 

v'v'= k2r(~J2 [G.5l 

Calculados esses valores, obt.em-se as derivadas cont.idas no 

modelo: 

8u'u'• 2laY [8l aY. + l 82~ ] [G.6l 
8x lty1 8x1lty1 8x1lty1 1 

8u'v'• -2klaY [8l aY + l 82~] [G.7l 
lty1 8y1 lty1iJy1 ~ 1 

8u'v'• -2klaY [8l aY + l 82~ ] [G.Sl 
8x lty1 8 x1lty1 8x1lty1 1 

i1v, v•= 2k2 laY [8l aY + l 82~] [G.9l 
iJy1 iJy 1 iJy 1 iJy 1 ii? 1 

(~')
2

• u'T' e v'T' Os t.ermos ., 
7 

, precisam ser t-rabalhados. O 
1 



92 

primeiro deles, contido no fator de dissipação viscosa, se 

obtem pela definição de u' na teoria de comprimento de mistura: 

(G.10l 

Desenvolvendo a derivada de produto, obtem-se 

m.111 

Para avaliar o termo que contem a derivada do módulo, deve-se 

recordar que 

(G.12l 

Aplicando a regra da cadeia, obtem-se 

tG.13l 

Simplificando a expressão, resulta 

-
8y_ 

~.~~.~-1;:1::~ ((3.141 
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Mas o quocient.e ent.re valor de uma variável e seu módulo é 

igual ao sinal da variável, e portanto 

~J~J [0.151 

onde sgn é a função sinal (derivada da função módulo), que 

assume os valores 1 para argumento positivo, -1 para argument.o 

negativo, e O para argument.o nulo. Substituindo o resultado 

obtido na equação [F .531, obtem-se 

m.161 

Rest.a agora calcular as parcelas u' T' e v' T'. 

Os termos u' T ' v' T' são obtidos com o auxilio dos 

te modelos para viscosidade e condutividade aparentes : 

1-l • -pu'v' 
t. 

[0.171 

[0.181 

Empregando essas grandezas, define-se o número de Prandtl 

t.urbulent.o: 

Pr • Cou 
t. k" [0.191 

t. 

o qual é relacionado com o número de Prandt.l do fluido at.ravés 

to da teoria de jenldns, adaptada por Rohsenow e Cohen : 



-~ Pr • 
t. 

[ 

2 2 ] 
oo -0,0024n n 

416Pr ! + é_ \ • ( Pr ) 
15 n•L n e 

n=~ 
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[0.201 

Assim, as parcelas t.urbulent.as da derivada convect.iva serão 

dadas por 

-- -~ 
v'T'• u'v'Pr 

t. 

-- -~ 
u'T'• u'u'Pr 

t. 

[0.211 

[0.221 

A se@;unda relação se obt.em dividindo-se ambos os lados da 

primeira por k = l / l . Subst.i t.uindo as expressões 
2 t. 

Pr , obt.em-se 
t. 

v'T'• -416Prkl' (~J 2 [1~ + 

u'T'• 416Prt' (~J [1~ + 

.. ] ~• n • Jo,o~!4n rr ) 6 -. 1t 

.. ] ~.n• Jo,o~!4n rr) 6 -. 1t 

de e 

[0.231 

[0.241 

Uma vez est.imados t.odos os produt.os f:lut.uant.es, rest.a apenas 

det.erminar uma expressão para o compriment.o de mdst.ura l e suas 

derivadas, e o problema de f:echarnent.o est.ará solucionado. 
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0.3 CALCULO DO COMPRIMENTO DE MISTURA 

Paz-a est.imar o valor de l f'oi adot.ada a hip6t.ese de von 

Ká:rmán, obt.ida em Schlicht.ing 
20

, se.:undo a qual o comp:riment.o 

de mist.u:ra depende da inclinação e da concavidade do pe:rf'il da 

component.e u da velocidade: 

l- ~ [0.251 

onde ~ 0,4 valor obt.ido expe:riment.alment.e segundo 

Schlicht.ing 
20

. 

Obt.ida a expressão paz-a o comp:riment.o de mist.u:ra l, 

:rest.az-ia ent.ão avaliaz- as derivadas de l em :relação a x 
l 

t.ambém p:resent.es nos p:rodut.os ent.:re t.e:rmos f'lut.uant.es, paz-a 

eliminar a indet.e:rminação do sist.ema. Como o cálculo das 

derivadas iJl/itx. 
l 

e iJl/iJy 
l 

é execut.ado numé:ricament.e no 

p:rog:rama, a paz-t.i:r da equação [F .661, f' oi eliminado o problema 

de f'echament.o do modelo mat.emát.ico. As equações dif'e:renciais 

podem agora desc:reve:r adequadament.e o escoament.o t.u:rbulent.o 

médio. Ent.:ret.ant.o, o p:rog:rama de simulação necessit.a ainda de 

um c:rit.é:rio de t.:ransição de :regime que inf'o:rme a posição a 

paz-t.i:r da qual se deve conside:raz- as paz-celas f'lut.uant.es do 

escoament.o. 
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0.4 CRITl!:RIO DE TRANSIÇÃO 

O critério de transição de regime baseia-se em dados de 

i-9 
Zukauskas para valores do número de Nusselt local em 

escoamentos transversais laminares e turbulentos sobre 

cilindros isolados. Foram coletados os pontos de transição em 

di versos gráficos Nuxe, sendo obtida a seguinte expressão para 

o ponto de tansição em função do número de Reynolds, através de 

um ajuste de curvas 
-8 

-8,5.82. iO Re + o,579•i -e 
x •-0,10019e [0.261 

i transição 

O ponto de transição corresponde ao ângulo onde ocorre primeiro 

ponto de mi nimo da curva NUxe O ajuste da equação 0.26 foi 

efetuado após a conversão de coordenadas de e para x . 
i 



APE:NDICE H 

INFORMAÇõES SOBRE O METODO NUMERICO 

H.1 TESTES DE CONVERGE:NCIA 

De aco~do com os esquemas de va~red~a mos~~ados 

an~eriormen~e, a malha é percorrida ex~ernamen~e na direção 

horizon~al e in~ernamen~e na ver~ical. Cada coluna é percor~ida 

a~é que os perfis calculados a~injam o regime es~acionário, e 

só en~ão a coluna seguin~e é percorrida. Como o mé~odo numérico 

é execu~ado em duas e~apas, exis~em dois ~es~es de convergência 

independen~es: o ~es~e da componen~e u e o da ~empera~ura. 

H.1.1 TESTE PARA !:! 

P~a verific~ se o perfil de u a~ingiu o regime 

permanen~e, procede-se da seguin~e maneira: 

- percorre-se ~oda a coluna j da malha, e calcula-se lu,..,+l- unI 

em cada pon~o; 

- se em mais de 90% dos pon~os verifica-se que 

1 u ,..,+1- u,.., 1 < 1o% de 1 u 1 

considera-se que o perfil convergiu, e pode-se pass~ à coluna 

j+1 desde que já ~enha sido efe~uado um minimo de 3 i~erações. 

H.1.2 TESTE PARA I. 

O ~es~e é análogo ao de u, exce~o pelos p~â.me~ros 

envolvidos: a proporção de pon~os é de 85%, a ~olerâ.ncía é de 

15% e o núme~o minimo de i~erações é de 5. 

97 
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H.2 ESTUDO DA ESTABILIDADE DO Mf:TODO 

A f"im de est.imar o maior valor possi vel de ât.> f"oi 

empregado o crit.ério de Von Neumann
2

:1. sobre as equações de 

quant.idade de moviment.o em x e energia em regime t.urbulent.o. 
:1. 

Para regime laminar já exist.em expressões que relacionam ât. 

máximo com as grandezas do escoarnent.o e dimensões da malha. Foi 

verificado na execução do sist.ema, que a relação:I.G 

ât. = [ Y. + y + L (t + 1 
âx ây Re âx

2 
ây

2 [H.11 

com âx • h âx e ây • h ây > é válida at.é Re ~ 1100. Acima 
:1. :1. 2 :1. 

desse valor é usada a expressão obt.ida por 

est.abilidade. Por simplicidade, as variáveis x:l.> y:l., 

análise de 

âx 
:1. 

e ây 
:1. 

serão chamadas x> y.. âx e ây nas equações das seç6es H.t e H.2. 

H.2.1 EQUAÇÃO DE QUANTIDADE DE MOVIMENTO EM ~:t 

Fazendo 

u 
i,j,n 

r:n iOOC i~ •.., e e [H.21 

e subst.it.uindo nas equação discret.izada do quant.idade de moviment.o 

x:1.> (excet.o nos t.ermos não-lineares) obt.em-se: 

r:n+:l. iocx i{ty r:n iocx i~ .., e e -..,e e 
+ 
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[d 
b ~n iax i~(y+dy~)+{d d )~n iox i~ d ~n iax i~{y-dyb)] y ~ e e y~- yb ~ e e - y~~ e e 

Y.. 
h 

2 2dyp 

h ~ e e -[
·~ n iocx i~ 2{nei~(x-~)ei~ 

(~)2 
-:1 
h 

2 

[d 
b ~n iox i~(y+dy~)+(d d )~n i~x i~ d ~n iOX i~{y-dyb)] y ~ e e y~- yb ~ e e - y~~ e e 

H 
2 2dyp 

[d 

~n iax i~(y+dy~) d ~n iOX i~ d ~n iox i~(y-dyb)] ] h Y~~ e e - ys~ e e - y~~ e e 
+ -:1 + 

h 1 
2 2dypdys 

2 liJu 
h liY X 

:1 :1 

[
lx[dyb{neioxei~<y+dy~)+<dy~-dyb){neioxei~+dyb{neioxei~{y-dyb)] 

2dyp 

[d 
b ~n i~{x+~) i~{y+dy~)+ (d d )~n i~(x+~) i~ y ~ e e ya- yb ~ e e -

+l 

d ~n i~(x+~) i~{y-dyb) d b~n i~<x-Ax) i~{y+dya) 
y~~ e e - y ~ e e -

4Axdyp 

<dy~-dyb){nei~(x-~)ei~ + 
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[ 
[d 

~~n iax i~{y+dya)+{d d )~n iax i~ d ~n iax i~(y-dyb)] 
yv~ e e ya- yb ~ e e - ya~ e e 

,( 

y 2dyp 

ya~ e e - y&~ e e yb~ e e 
[d 

~n iax i~(y+dya) d ~n iax i~+ d ~n iax i~<y-dyb)] ] 

[d 

~~n i~X i~(y+dya)+{d d )~n iax iny d ~n iax i~{y-dyb)]z 
Yv~ e e ya- yb ~ e e - ya~ e e 

h l -
2x 2dyp 

[d 

~n iox i~(y+dya)+(d d )~n iax i~y d ~n iox i~(y-dyb)]z 
yb~ e e ya- yb ~ e e - ya~ e e 

kh l'----------------------------------------------------------------
1y 2dyp 

] = o [H.3l 

Antes de passar à próxima etapa, deve-se substituir o gradiente 

de pressão em termos da velocidade u. Ao invés de calcular p a 

partir da equação de quantidade de movimento em y, pode-se 

recorrer à seguinte aproximação pelo uso da equação de 

Bernoulli: 

r-
n iax iny ~n i~{x-flx) i~y] 

1 ll. u au u e e - ~ e e - e,. __ ----
hl:lx hitx h A. •• 

1 1 1 1 Uh 

[H.4l 

Substituindo o gradiente de pressão e dividindo-se os termos 

n iax iny 
por ~ e e , obtem-se 



+ ~ [dybei~dyG+<dyG-dyb)-dyae-i~dyb] + 

2 2dyp 

<h h Re> -t [ H [ 
1 

t 2 1 

_ 2e-iaâx + e-2iaâx] + 

(.àx )2 
1 
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82 [dybei~dyG+(dya-dyb)-dyae-i~dyb]+~1 [dy~e;~dyd_ 1dyo+ dybe-;~dybJ] 
2dyp 2 2dypdys 

[lx[dybei~dyG+<dya-dyb)-dyaene- i~dyb] + 

2dyp 

l[dybeiaâxei~dya+ <dyG-dyb)eiaâx- dyaeiaâxe-i~dyb_ dybe-iaâxei~dya 

4.6.xdyp 

-<dyG-dyb)e - iaâx + dyde-;aaxe-l~dybJ] 

_
1 

[ cha [ dybe i ~dya+(dyG-dyb)-dyGe- i~dyb] 
+ <h h) h - l -

1 2 2x ily 2 d 
1 YP 

[H.5l 

ESCOLA DE E:Lri!lNBAB~ 
BIBLIOTECA . 



Reag:rupando os t.e:rmos, :result-a 

{-1 [ 1 
+ <h h Re>-iH 

.àt. 1 2 i 

- 2e-iCt.Ãx + 

l- - l-8u [2 
éty h )( 

1 i 

2k l 
h y 

2 

1) + dya(1- e-i~dyb)] + 

2dyp 
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h >l] iy } X 

[8.6] 

4.àxdyp 

Subst.it.uindo as exponenciais po:r suas :respect-ivas exp:ressões em 

senos e cossenos, 

{-1 [ 1 - cos~.àx + isen~ ] + 
+ <h h Re>-iH 

.àt. 1 2 1 .àx 
1 

[ 

1 - 2coset.ÂX + 2 i sen~.àx + cos2Ct.ÃX + i sen2~.àx ] + 
<h2 Re>-1 

1 (,àx )2 
1 



{ 

- t (}{i f2 2l -1 'L ]-{h h Re > H + l ~ h l - h- l + <h h > <h - 'Kll >l 
1 2 2 ""'Y X y 1 2 2X ty 

t t. 2 

[
dyb(cos~dy~+ise~dy~-t>+dy~<t-cos~dyb+ise~dyb)] + 

2dyp 
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} X 

[ 

2 
-t. 2 liü] [dyb{cos~dy~+isen{3dy~-t >+dy~<cos~dyb- isen{3dyb-1 )) 

<h Re> - -r -
2 h ity 1 

t. t Zdypdys 

2 aü [[dyb(cos~dy~+ise~dy~-1)+dy~<1-cos~dyb+isen{3dyb)12isen~x) +-r-
h t. ity 1 4ÃXdyp 

- o [8.71 

Empregando as relações t.rigonomét.ricas 

2 2 
sen x + cos x • 1 [8.81 

sen2x • 2senxcosx [8.91 

2 2 
cos2x • cos x - sen x [H.tOl 

e rearranjando o t.erceiro t.ermo da equação, t.em-se 

~-1 1 - cos~ + 
isencu'.x ) + 

+ <h h Re>-'H [ 
ât. 

t. 2 1 
âx 

t 

2 
isen~x<1 + cos"""'> ) + [ - sen """" + 

2<h2 Re>-1 

1 
<âx >

2 

1 



{ 

-1 ~ [2 2-k -1 • ] <h h Re > H + l ~-: -h l - -h- l + <h h > <h - -Kh >l 
t 2 Z ""T X y t Z 2X 1y 

1 t 2 

[
dyb<cos~dyQ+ise~dyQ-1)+dyQ(1-cos~dyb+ise~dyb)] + 

2dyp 
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} X 

[ 

2 
-i 2 ~] [dyb(cos~dyQ+ise~dyQ-1 )+dyQ{cos~dyb- isen~dyb-1 )] 

<h Re) - - fZ -
2 h 8y 1 

i 1 2dypdy~ 

2 ~ [[dyb(cos~dyQ+ise~dyQ-1)+dyQ{1-cos~dyb+ise~dyb>l2isen~] +-r-
h1 8y1 4âxdyp 

= o [H.11l 

Como o increment-o em yt é variável, deve-se est-udar a 

est-abilidade na região onde seu valor é o menor possi vel. Ist-o 

se verifica na zona próxima ao cilindro, onde os increment-os 

dyQ e dyb são prát.icament.e iguais. Assim, fazendo dyQ~yb=ll.y, 

segue o result-ado 

e-1 [ 1 - cos~ll.x + isen~ ] + 
+ <h h Re>-iH 

ll.t. i z 1 ll.x 
1 

1senall.x<1 + cos~x) ] + 

<ll.x >2 
1 

{ 

-1 8u [2 <h h Re> H + l - - l -
i2 2 ity hx 

i i 

2l l + {h h )- 1 <h 
h y t 2 2x 

2 
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[ 

2 _ 1 2 chJ] r-<cos(3by-1 )] 2 chJ [-senobxsen(1by] 
<h Re) -- r - +- r - •0 

2 h iJy 2 h iJy 
:1. :1. (fl.y) :1. :1. ÂX 

[H.12l 

Nas proximidades da parede, veri:fica-se t.ambém que o valor do 

compriment.o de mist.ura é mui t.o pequeno, assim como o de suas 

derivadas l e l , de modo que os t.ermos cont.endo produt.os U , 
X y X 

u e r são sempre desprezl veis :frent.e ao t.ermo 2u/h , 
y :1. 

independent.e das condições de escoament.o. Desse modo, a equação 

é novament.e simplificada: 

~-1 1 - COSCI..ÂX + isenO<t.x ] + 
+ <h h Re>-•n [ 

bt. 
:1. 2 :1. 

ÂX 
:1. 

2 
isenCJ..6.x<1 + cosO<t.x> ) + [ - sen O<f.x + 

2<h=Re>-
1 

(fl.x )2 
:1. 

r-

<cos(3by-1 )] 
+ <h

2
Re)-

1 
• O 

2 <by)z 
[H.13l 

A condição de est.abiüdade será sat.is:feit.a desde que ~~ 1~ 1 

Isolando e da equação, e aplicando a condição de est.abilidade, 

t.em-se 
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[8.141 

o que conduz imediat-ament-e a 

2 <h2 Re)-t[sen2 Cll.6.x + isencx.l:s.x<1 + cos~)1 + <âx>2 
i 

!_y<h.h2Re>-•H2ise~ày + <~y>• <h:Re}-•[cos(>ày-11} ,; 2 [8.151 

Como ll.t. é posit-ivo, pode ser isolado diret.ament.e, e uma vez que 

se procura o seu valor máximo, e:f'et.ua-se o cálculo em :f'unção do 

limi t.e superior do int-ervalo. Assim, 

1 -t 
-; <h h Re) H isen[3l:J.y+ 
.uy t 2 2 

-i 

<h:Re}-•[cos(>l>y-11} [8.161 

é o valor máximo para ll.t. que preserva a est-abilidade do mét.odo. 

Rest-a agora avaliar o módulo do número complexo em [8.121. Suas 

part-es real e imaginária são 

Real 

L [<hth
2
Re)-tHt]<t - coscx.l:s.x) + {~)2 <h:Re)-tsen2~ + 

[8.171 



107 

Imaginária 

!x [<hth2Re>-iHi]sen~x + <ic>2 <h:Re>-isen~<1 + cos~) + 

1 -i 
-; <h h Re> H sen/3/:iy 
Ll.y i 2 2 

[H.181 

E possi vel ainda simplificar essas expressões. Como o valor de 

/:iy é significat.ivament..e menor do que !:ix, e mesmo do que (!:ix)
2

, 

os t.ermos que cont.ém /:iy e no denominador são 

predominant..es sobre os demais. Assunrlndo essa simplificação, 

result.a 

[H.191 

1 -i 
Imaginária • -; <h h Re) H senf3/:iy 

Ll.y i 2 2 
[H.201 

Calculando agora /:it.. pela definição de módulo de um número 

complexo, dada por 

/:it. • 2xM6dulo • 2/ <Part.e real >2 + <Part.e imaginária>2 .... [H.211 

obtém-se 

[H.221 

2 4 
Uma vez que <fiy} >><fiy} , o segundo t..ermo do colchete pode ser 

desprezado, simplificando novament.e a expressão: 
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[H.23l 

Como o valor de .àt. é posit.ivo, vale o sinal à frent.e da 

expressão, pois cos(~Ãy) varia de -2 a O. Dessa forma, 

rH.24l 

O t.ermo cosBÃy assume valores de -1 a 1. Tomando o valor médio 

para ~Ây, correspondent-e a cos~Ãy == O a expressão H.24 

result.a 

[H.25l 

Rearranjando a expressão, obt.em-se 

[H.26l 

como o valor de h na região de int.eresse é de aproximadament-e 
z 

1/2, a expressão pode ser mais uma vez simplificada : 

z 
~ ReCÃy) [H.27l 



6.2.2 EQUAÇÃO 1M_ ENERGIA 

Fazendo 

T ,..n iC<X i~ .. •.., e e 
I,J,n 

e levando na equação da enercia, t.em-se 

+ 
~t. 

r-
n icx(x+.O.X) i~ 

- e e -y 

h. 2.0.X 
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[H.28l 

~ [dyb~neioxei~(y+dy~)+<dy~-dyb)~neiaxei~+dyb~neicxxei~(y-dyb)] 

2 2dyp 

r-
n i cx<x+ .O.X) i~ 

e e -
h 
h2. 

2 

H2[dyb~neicxxei~<y+dy~>+<dy~-dyb)~nei~i~+dyb~neicxxei~(y-dyb)] 

2dyp 

[d 

~n iax i~(y+dy~) d ,..n ie<X i~+ 
h y~.., e e - ys.., e "e 

h
1 

1 
2 2dypdys 



+ l sgn(:;) 
1 

,.. jO(X i{1y 
Dividindo-se os t.el'mos pol' ~ e e : 

+ 

[8.291 

~-1 

[ 

icmx - icmx] - e - e 
+ ! u 

h 
i. 2l:..x1 

+ ~ [dybei~dy~+<dy~-dyb)-dy~e-i~dyb] 

2 2dyp 

~ l 8y (F n ÍO(X i{1y)-1 
PI' iJy .., e e x 

l 1 

_1 [ [e i C(~ e- 1 C(.Ó.X1] h [e i ~ 2 + e- i cmx1] 
+ <h h RePI'} H + h-1 + 

1 2 1 2f.x1 2 <t:..x;:> 2 

_ 8Ec<e'"'ei~i{1y1.)-1{(! a!! )
2

- ~ 2 Re h iJy h h 
2 1 1 2 

+ l sgn(~) 
1 

+ 

[H.301 
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A exemplo da equação de quant,idade de moviment,o em é 

possi vel eliminar as parcelas onde exist,e o 't,ermo r ou os 

produt,os ll e U . Desse modo, a equação t,orna-se 
X y 

~-1 

[ 

i a1lll. - i allll.] - e - e 
+ y + 

h~ 2.6.x 

~ [dybei~dyo+{dyo-dyb}-dyoe-i~dyb] 

2 2dyp 

+ <h h RePr} -~ [ H [e i OI.ÁX_ e- ÍOI.ÂX] + 

~ z ~ 2.6.x 

[H.31l 

Reagrupando os 't,ermos, result,a 

[~ -~ ] [dybe i~dyo+(dyo-dyb}-dyoe- i{1dyb] 
-h +<h h RePr} H 

~ z z 2d z YP 



8Ec(,.n iocx jl'.>a•)-t{(1 éhi )
2 

- -- .,. e e t~r - - -
Re h IJy 

2 t 

2 8h -8u hh2 .~a..-:t u ;h-; 
t 2 "Tt "Tt 
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+ huh -. • o ( 
- 8h )

2
} 

t 2/Jyt 

[H.32l 

Nas proximidades da parede, zona de maior int..eresse 

avaliação da est..abilidade, o t..ermo 8h / IJy é mui t..o pequeno, 
t t 

modo que a últ..ima parcela da equação pode ser simplificada: 

[
v -t ] [dybei(3dya+<dya-dyb)-dyae- i(3dyb] 

h
- +<h h RePr> H 

t 2 2 2d 
2 YP 

na 

de 

- 2 
8Ec<eneiocxei(1y>-t (! ~) = 0 

Re lh iJy 
[H.33l 

2 t 

Recordando que nessa reg-ião de int..eresse dy~yb~y, a equação 

se t..orna 



+ <h2 ReP:r)-t 
[

e __ i~-d_y __ ~_+ ___ e_-_i_~_d_y_b ____ 2 ] _ 

t <~y)2 

- 2 
8Eg_<e"'eicxxei{1y>-t [! ~) • 0 

Re h ity 
2 t 
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[8.341 

Reesc:revendo as exponenciais em t.e:rmos de senos e cossenos, vem 

--- + h!:! +<h h ReP:r) -t8 e-1 [- ]·[isen~] 
~t. t t 2 t ~ 

r-
<cos~~y-1 }] 

2 -t 
<h ReP:r> -

t (~y}2 

8Ec n (1 aü )z Ree [cos<cxx+f1y) - isen<cxx+f1y)J h aY • O 
z t 

[8.351 

Como 1e 1 ::s; 1, o últ.imo t.e:rmo se anula quando n t.ende a oo. 

Sup:rimindo o últ.imo t.e:rmo e aplicando a condição de 

est-abilidade, encont.:ra-se a exp:ressão de ~t.: 



.O.t. • 2 !, [ ~ < + <h< h 
2
RePr >-<H<] isen<><l>x + 

!y [ ~2 + <RePr> -<<h< h
2 

>-<H 
2 

] ise~.O.y + 

2 -i 
2 <h RePr) [cosf'.t.y-11 

<.t.y)2 i 

-i 

Calculando o valor do módulo, e lembrando que 

result.a 

.t.t. - 2 

2 -2 2 
4 <h RePr> [cosf'.t.y-11 + 

<.t.y)• i 
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[8.361 

[H.371 

Verificando a ordem de grandeza dos produt.os ent.re increment.os, 

que formam os denominadores, conclui-se que o segundo, t.erceiro 

e quart.o t.ermos podem ser desconsiderados frent.e aos demais, 

como ocorreu na equação de quant.idade de moviment.o 

expressão para .t.t. t.orna-se ent.ão 

em x. A 
i 
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~t - 2 {- ! 2 [Y. + (ÃX) h 
1 

}

-1/2 

-2 
2 2 <h h RePr) cos~cos(1lly-1l 
(~)2 <~y)2 1 2 

[H.38l 

Substituindo o termo em seno por sua expressão equivalente em 

cosseno, tem-se 

]

2 

-1 2 
{h h RePr) H <cos cx.!:J.x. 

1 2 1 
- 1) + 

2 2 <h h RePr)-2cos~cos~~y-1l 
Ú~x)2 <~y)2 1 2 }

-1/2 

[8.391 

Uma vez que os valores extremos -1 e 1 para os cossenos 

envolvidos geram os valores extremos de ~t, a combinação 

correspondente ao pior dos casos {que f'ornece o menor valor 

para ~t) é cos~cos~~y=-1, da qual resulta 

[8.401 
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como o increment-o Ay é bem menor do que o inc:r-ement.o Ax nas 

proximidades da parede, o primeir-o t.e:r-mo pr-edomina sobr-e o 

segundo, de modo que a expressão para At. pode ser simplif1cada: 

2 -t. 
At. = S<h AyReP:r-) 

t. 
[H.411 

Est.a equação possui limit.ações quant.o ao int.e:r-valo do p:r-odut.o 

ReP:r-, possi velment.e devido às simplificações efet.uadas. Na 

prát.ica, é ut.ilizada uma equação que r-elaciona o increment-o At. 

da equação da energia com o inc:r-ement.o At. da equação de 

quant.idade de moviment.o em xt., obt.ido a part.i:r- da equação H.27 

Tal r-elação, obt.ida at.:r-avés de ajust.e a part.i:r- de t.est.es 

realizados com o pr-ograma, é dada por 

[ 

0,0!5] 2.3,!5-t.O, 7Re 
At. e • At. m 0,15 + 1,8e -e [H.421 

onde os 1 ndices e e m r-eferem-se às equações de quant.idade de 

moviment-o e ener-gia respect.ivament.e. Nest.a equação não est.á 

p:r-esent.e o número de P:r-andt.l. Foi at.:r-ibui do o limit.e mi nimo de 

O ,1 para o valor- dessa gr-andeza, a fim de simplificar- a 

obt.enção da equação H.40 E: possi vel que est.a apr-oximação 

pr-ovoque inst-abilidade no mét.odo quando o fluido circulant-e for-

um met.al liquido <Pr<<D. A análise da equação da ener-gia foi 

apresent-ada, apesar de seu :r-esult.ado não ser- ut.ilizado, com o 

objet.ivo de o:r-ient.ar a obt.enção de uma r-elação de est-abilidade 

mais ab:r-angent.e, caso o pr-oblema mencionado se verifique. 
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H.3 DADOS SOBRE A MALHA 

São fornecidas a seguir algumas informações sobre a 

construção e o dimensionamento da grade utilizada. 

Formato - como mostrado na figUl'a 7, contorna um semici rculo, 

de modo que são utilizadas duas unidades para simular o 

escoamento sobre um único cilindro. 

Número de nós - de 17 a 25 na vertical <coordenada y } e de 30 
l 

a 40 na horizontal <x } , segundo a necessidade do usuário. A 
l 

malha de:Fault é de 20x35. 

Limites - são determinados pelos valores dos passos transversal 

e longitudinal do banco de tubos: 

-· y .. ~ 10 
m1n1mo 

y . • St 
ma.x1mo 2 

X • 
ma.ximo 

[H.43l 

[H.44l 

[H.45l 

Razão da progressão geométrica - depende de y . e do número 
ma.x1mo 

de pontos sobre y : 
l 

onde mi é o número 

obtem-se 

mi-l 
Yma.ximo = Yminimox q 

de pontos na direção 

l/<mi-:l> 

q-[ y . 

] ma.x1mo 

y .. 
mlnlmo 

[H.46l 

y. Isolando q, 
l 

[H.47l 
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que é a razão da pro@:ressão @:eomét,rica segundo a qual varia y . 
:l 

Figura 9 - Malha ut,ilizada 

H.4 FORMA DISCRETIZADA DAS DERIVADAS 

São apresent,adas nest,a seção as derivadas discret.izadas 

cont.idas nas equações do modelo numérico. A descrição é 

bast.ant,e sucint.a, t,endo como :finalidade a :fixação das equações 

discret,izadas most.radas na seção 4.2 ; é aconselhada a leit,ura 

da seção 4.3, que descreve o rot,eiro de cálculo, ant.es de 

iniciar a lei t.ura dest.a seção. 

A ~>egra de not,ação é a mesma adot,ada na seção 4.1 

soment.e i ndices increment.ados ou decrement,ados :figuram como 

subescri t,os. 

H.4.1 DERIVADAS EM RELAÇÃO A ~1 
As derivadas em relação 

diferenciais são: 

a x 
:l 

present.es nas equações 



descendente de primeira ordem 

F. - F 
J j-~ 8E ______ _ 

étx 
~ dx 

~ 

central de primeira ordem 

F. - F 
J+~ j-~ 

8E .--------
c:tx 

~ dx 
i 

descendente de segunda ordem 

+ F 
j-2 

central de segunda ordem 

<dx >2 

i 
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[H.48l 

[H.49l 

[H. 501 

[H. 511 

<Nessas expressi5es, F representa uma variável do problema.) 

As diferenças descendentes de primeira e segunda ordem são 

empregadas na equação de quantidade de movimento em X 
i 

para 

representar as derivadas de u, p e do comprimento de mistura. 

Em sintese, diferenças descendentes são usadas para representar 

derivadas de grandezas cujo valor não é conhecido na coluna j+i 

da malha <ver seção 4.3), com excessão da temperatura, cujas 

derivadas são expressas em termos de diferenças centrais devido 

ao fato de que a resolução de um problema de convecção forçada 

permite 
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essa aproxirnaç ão; a just.ificat.i v a para essa af'irmação é 

essencialment.e a mesma que explica a ausência de uma 

dist.ribuição inicial de t.emperat.uras, na seção 3.2.3. 

As diferenças cent.rais são usadas em t.odos os out.ros 

t.ermos que represent.am derivadas em relação a x . 
:1 

H.4.2 DERIVADAS EM RELAÇÃO A v 
- - .Li 

As derivadas em relação a são 

diferenças cent.rais com increment.o variável, 

escrit.as como 

calculadas a 

part.ir das derivadas primeiras ascendent.e e descendent.e: 

F. - F. 
1+:1 1 

FCL = [H. 521 
y 

dyCL 

F. - F. 
1 1- :1 

Fb - [H. 531 
y 

dyb 

A dife:r-ença cent.ral de primeira ordem é simplesment.e a média 

ent.re os valores de FCL e Fb 
y y 

a F 
dy F + <dyCL-dyb>F- dy F. 

b i+i CL 1-:1 

- = 
ayi 

recordando que dy 
p 

é 

2dy 
p 

o produt.o dos increment.os 

[H.541 

dyCL e dyb. 

A derivada segunda é calculada como uma diferença cent.ral ent.re 
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[8.551 

lembr-ando t.ambém que dy é a soma dos incr-ement.os dy e dy . 
• o. b 

Subst.it.uindo as expr-esseses de Fo. e Fb , r-esult.a 
y y 

dy F. - dy F+ dybF 1._~ 0. 1+1 fil A 

1 dy dy 
2 p • 

[8.561 

As equaçeses 8.44 e H.45 de:finem as der-ivadas pr-imeir-a e segunda 

ut.ilizadas em t.odos os t.er-mos das equaçeses de t.r-anspor-t.e, 

excet.o par-a a der-ivada de v na equação da cont.inuidade e par-a a 

der-ivada de p na equação de quant.idade de moviment.o em 

ambas descr-it.as por- 8.41 na met.ade super-ior- da malha, e por-

H.42 na met.ade inf"er-ior- <ver- figur-a 5). 

H.4.3 DERIVADAS EM RELAÇÃO A ~ 

As der-ivadas t.empor-ais são ascendent.es: 

F - F 
n+1 

[8.571 

São usadas em u e T nas equaçeses de quant.idade de moviment.o em 

x e ener-gia, r-espect.ivament.e 
1 

lliOOLA DE ENJENHARIA 
BIBLIOTECA 
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8.4.4 DERIVADA MISTA 

z-
A derivada IJ u/IJx iJy , usada no modelo de turbulência, é 

S. S. 

obtida derivando-se IJu/IJy em relação a x através da equação 
S. 1 

8.45 : 

[8.581 

A derivada IJu/iJy , por sua vez, se obtem da equação 8.54, 
1 

resultando assim 

dy (~ -~ )+<dya-dyb) (~ -~ )-dy (~ -~ ) __ b i+l,j+l i+S.,j+S. i+S. i-~ __ a. i+S.,j-1 i+1,j-1 

4dx dy 
1 p 

[8.591 



APf:NDICE I 

RESULTADOS OBTIDOS 

Os result.ados numéricos discut.idos no capi t.ulo 5 se 

encont.ram nest.e anexo, corúront.ados com alguns dados 

experiment.ais e numéricos pesquisados. 

123 
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