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RESUMO

O presente trabalho tem por finalidade determinar
numericamente o campo de escoamento potencial bidimensional num
perfil aerodinAmico para diferentes angulos de ataque visando a
posterior avaliag8o das <caracteristicas aerodina&dmicas de
aerofdélios para sua aplicag8c no projeto de pas de turbinas
edlicas.

O modelo empregado baseia-se na tecria de escoamento
passante (Through-flow theory?>, sendo utilizadas as equagdes
que definem o escoamento numa superficie de corrente entre pas
C(blade to blade). Na solugfc numérica ¢ aplicado um método
implicito de diferengas finitas determinando-se o©s valores da
fung3o corrente de tode o dominio. Num procedimento iterativo a
solug3o do problema converge para valores satisfatérios.

A distribuiglo de velocidades no dominic é obtido por
diferenciagdoc numérica da fung3c corrente. Posteriormente, a
distribuigioc de press3c ao longo da corda do aerofdlio é obtida
e comparada com dados experimentais da reférencia consultada.
Os resultados obtidos apresentam uma boa concordancia com os
dados experimentais até préximo do &ngulo de ataque critico do
perfil (Estol). Divergéncias da distribuigZfc de press3co si3o
detectadas na regi3oc da borda de ataque gquando comparadas com
©S resultados experimentais, sendo isso atribuido & baixa
densidade da malha. O modelo potencial n&c ¢ adequado para
angulos que excedem o &ngulo de ataque critico (Estol), ja que
© campo de escoamento bréximo da superficie ¢é afetado

adversamente pela viscosidade.
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ABSTRACT

The aim of the work 1is to solve numerically a
two-dimensional potencial flow field around an airfoil at
different angles of attack.

The numerical model is based on through-flow theory,
using equations defined in the blade passage of turbomachine. A
finite difference implicit method to find the stream function
in the whole domain 1is applied. The iterative procedure
produces convergent data with a satisfactory value,

The velocity distribution is obtained by
differentiating the stream function. The pressure distribution
along the airfoil chord is found from the velccity field and
“the results show a good agreement when compared with
experimental results upto the stall angle. The largest
divergence of pressure distribution occurred on the leading
edge which may be due to the coarse mesh size. For angles of
attack greater than the stall angle the potencial model cannot
be applied as the flow field on the surface is severly affected

by adverse pressure.
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1. INTRODUCZXO

Para o projeto de turbinas eélicas s8%0 requeridas as
forgas aerodina&micas dos elementos das pas, as quais s%o
obtidas a partir de dados de aerofélios' representados pelo
coeficientes de sustentag3o CC‘D e de arrasto CCdD. Os
aerofélios apresentam diferentes valores de Cl e Cd' e a
escolha destes afetar4d a poténcia maxima da turbina e sua
eficiéncia. A sele¢g83c dos aerofdédlios envolve geralmente uma
sol ug&o intermediaria entre o projeto estrutural e o
aerodinamico da turbina, sendo que a natureza do problema é
diferente para os diferentes tipos de turbinas. A pesquisa no
projeto e otimizag&o dos aerofdélios encontra-se em
desenvol vimento e a avaliag8o das caracteristicas aerodinémicas
destes, aplicados &s turbinas edlicas depende de estudos

tedéricos e experimentais.
1.1 SeccBes aerodinémicas das pas de HAWT e VAWT

Nas turbinas de eixo horizontal (HAWID, a combinag3o
da tecria de elemento da pA com a teoria da quantidade de
movimento® fornece uma boa aproximagdc na determinagZoc de suas
caracteri{sticas. As forgas aerodiniAmicas s%c determinadas num
elementc diferencial, e a principal sup;osicao ¢ de que ndoc
existe interferéncia entre sucessivos elementos da pa. Deste
modo, os dados do elemento diferencial sfo obtidos a partir das
caracteristicas dos aerofdélios para angulos de atagque e numero
de Reynolds especificos. O torque da turbina ¢é ent3o
determinado pela integrag%c das forgas aerodinamicas ao longo
das pas. As pas podem conservar uma corda constante com angulo
picador constante, ou também a corda pode variar ac longo do
comprimento juntamente com o aAngulc picador, sendc requeridos
dados de aerofélios para cada condig3o particular do elemento
de pa.

1

%) termo utilizado como sindnimo de perfil aerodinamico



As exigéncias estruturais das pas nas HAWI, s&%o
freqtientemente diferentes das exigéncias aerodin&micas. Estas
s&%o engastadas a partir do eixo do rotor, ficando submetidas as
tens8es produzidas pelas forgas aerodinamicas. O nivel de
tens8oc ¢ inversamente proporcicnal a secg8oc transversal,
exigindo maior espessura, especialmente préximo aoc cubo do
rotor. O tipo de perfil que satisfaz estas exigéncias, esta
geralmente associado com baixos coeficientes de sustentag8o e
altos coeficientes de arrasto, conseqgijentemente, bai xa
eficiéncia nas turbinas?®.

Nas turbinas edlicas de eixo vertical (VAWID as pas,
de corda geralmente constante, movem-se ac longo de um caminho
circular em torno do eixo, com variag®es de velocidade e
direg3o, experimentandc com isto diferentes AaAngulos de ataque
na sua trajetdria. Varios model os tedricos tém sido
desenvolvidos, como por exemplo os de simples e mualtiplos tubos
de correntes". mas n3c alcangam a sofistificag8o dos modelos
obtidos para as turbinas de eixo horizontal®. Da mesma forma
que as HAWI , as forgas da pa s&%c avaliadas 2 partir de dades
de aerofélios para apropriados angulos de atagque e numero de
Reynolds. O torque da turbina ¢é ent3c determinado por
integrag8oco das forgas aerodinAmicas ao longo da pa, e para
todas as posi¢gdes da paA durante uma revolug8oc. Em operaglo, o
numero de Reynolds varia ciclicamente em fung3c da velocidade
relativa do vento sobre a pa. Em maquinas com pas curvas, como
na turbina Darrieus, o numero de Reynolds varia também ao longo
do comprimento da pa. Desta forma sZ%¢ requeridos dados de
aerofdlios numa ampla faixa de numero de Reynolds, a fim de
determinar localmente © Angulo de ataque.

As condigBes aerodinaAmicas e estruturais destas
turbinas s3o diferente das HAWI. Por exemplo, na turbina
Darrieus, o eixo forma uma coluna central vertical submetida a
compress3c, onde as pas s3o fixas nos extremos numa
configurag8oc geométrica mais favoravel que as HAWI. As forgas
aerodinamicas atuando nas pas variam ciclicamente, sendo fungio
da posigZoc ao longo das pas e da posigZ%c AaAngular do circulo

varrido pela sec¢ioc numa revolug3o.



1.2 LimitacSes na escolha de perfis aerodinimicos para as

turbinas edlicas

Pelo exposto anterjiormente pode-se concluir, que em
ambos os tipos de turbinas C(HAWT e VAWID, o projeto 6timo esta
associado com a informag3o qualitativa e quantitativa das
caracteristicas aerodinamicas de diferentes tipos de
aerofdlios.

SZc numerosas as questdes que devem ser resolvidas
para a otmizag3do das turbinas, como por exemplo: quais os
aerofélios mais apropriados para os diferentes tipos de
turbinas; quais as espessuras mais adequadas; quais s8o os
efeitos oscilatérios e de dindmica de Estol (efeito de perda de
poténcia da turbina por feribSmenos de instabilidade
aerodinamica); quais s&%c os efeitos das forgas centrifugas nas
caracteristicas dos perfis. Todas estas questBes dependem de
uma pesquisa sistemiatica envolvendo estudos teéricos e
experimentais nos quais se possa identificar os requerimentos
de desenho. O desenvolvimento de novas secgBes de aerofdélios e
avaliag8c das caracteristicas por simulag3c com programas
adequados tornam-se importantes. Tambem ¢ importante o analise
e testes em tuneis aerodinadmicos de novos aerofdélios ou
configurages ja existentes mas n8o testados nas condig8es
apropriadas para as turbinas edlicas.

Em geral, os dados das caracteristicas aerodinamicas
dos aerofdélios provém principalmente de trabalhos experimentais
direcionados para aplicag8o na industria aeronautica”’®'?, onde
as faixas do numero de Reynolds s3c elevadas. S3c necessarias
portanto, informag8es das caracteristicas dos perfis,
orientados as condigBes de funcionamento das turbinas edlicas
que envolvem principalmente baixos numeros de Reynolds e amplas
faixas de Angulos de ataque, o que tem motivado trabalhos
experimentais recentes com tal orientag8o, tais comoc os das

8,90,10,11
referéncias

A simul ag3o computacional é uma
alternativa para a avaliag3c de aerofélios, permitindo ampliar
a informag3o com rapidez e custo reduzido. A validade destes
resultados dependem das limitagBes do modelo matematico
utiliéado. Por isto, um étimo projeto ¢é¢ sujeito a adequada

combinac&c de métodos experimentais e simulagBes numéricas.



1.3 Determinac¥%o das caracteristicas aerodinamicas de

aerofédlios

As caracteristicas aerodindmicas dos aerofdélios podem

ser obtidas experimentalmente ou numericamente, pela
determinagio do campo de escoamento ao redor dos
mesmos12 P19, 1‘. tendo muitas aplicagBes, como no projeto de pas

em hélices, em turbomiaquinas, asas de avi3io etc. A determinagio
experimental em tdneis aerodinamicos 1319 ,e a simul ag&o
numérica via computador do esccamento subsénico e supersédnico
sobre perfis aerodindmicos ¢ uma tarefa que vem despertando
interesse por anos a pesquisadores de diferentes paises.

Na teocria de perfis aerodindmicos de espessura finita,

empregando fungSes potenciais compl exas 19,14

é possi vel
determinar o©o campo do escoamento aoc redor de uma secglo
aerodinAmica por meioc de uma transformag3o conforme, gquando
conhecido o campo de escoamento ao redor de um cilindro com
circulag&oc numa corrente uniforme.

O tratamento numérico para determinar o escoamento
incompressivel sobre um aerofélio para angulo de ataque igual a
zero grau, ¢ estudado e descrito em termos da fung8o corrente
no trabalhco de Vooren e Labru,jere‘7 para um perfil tipo
Zhukovsky. Uma equag8oc tipo Poisson é resolvida iterativamente
empregando uma técnica variacional de elementos finitos.

Tzabiras et al.'® , determinam numericamente o
escoamento de perfis NACA 0012 e 4412 num escoamento viscoso
incompressivel. Neste trabalho é utilizado o método de volumes
finitos, empregando os algoritmos PISO e SIMPLE. E empregada
uma malha curvilinea ortogonal gerada por transformag3o
conforme .

Vezza e C:'vaulbrait,h“> determinam © escoamento potencial
n%c permanente ac redor de um aerofélioco NACA 0012, onde a
técnica desenvolvida é baseada no método dos painéis.

O estudo do escoamento viscoso, n&c permanente, em
aerofélios oscilatérios ¢é descrito por Bratanow e Ecer2°,
utilizando elementos finitos para a integrag3c numérica da
equag8ico de vérticidade de Helmhotz. McCroskey21, emprega um

método implicito por diferengas finitas para a solug@io numérica



das equaglBes integrais da camada limite.

Trabal hos experimentais no mesmo assunto, mais
direcionados ac comportamento oscilatério de aerofédlios em
turbina eélicas s%c realizados por Ly e Chasteau®® e Mckinney e
Delaurier®?,

O comportamento de aerofélios préximos do estol é
tratado numericamente por Hodgez‘ empregando um método
implicito por diferengas finitas na sclug3ic das equagdes de
Navier -Stockes.

No estudo do campo de escocamento em aerofdéliocs alguns
model os numéricos envelvem o acoplamento de um modelo potencial
e um viscoso. Deste modeo é feito por exemplec no trabalho de
Oler et Al.zs. com © interesse de investigar os efeitos de
dinadmica de estcl na regulagem de turbinas Darreius. Neste
trabalho é empregando um modelo potencial com a técnica de
painéis, e um modelo viscoso baseado na determinag%c numérica
das equa¢des integrais da camada limite. Estes autores
determinam, o ponto de separagioc num escoamentoc n8o permanente

sobre um aerofdélic para um a&ngulo de ataque constante.

1.4 Objetivos e descrig¢So do trabalho

No presente trabalho ¢é determinado numéricamente o
escoamento potencial num perfil aerodinadmico simétrico para
diferentes Angulos de ataque. Os dados gerados poder3o ser
utilizados posteriormente num modelc viscoso obtendo-se uma
sclugdc completa do escocamento. Deste modo sera possivel
determinar as caracteristicas aerodinadmicas de diferentes
aerofdédlios visando o projeto de turbinas edlicas.

As equagBes que governam o escoamento em aerofédlios

s3o apli cadas num dominio onde um anico perfil é
considerado®”*2°-27 ou, pode-se assumir o perfil isclade a
partir de um sistema tipo cascata ”'29. no qual o escoamento é

obtido pela condigZ%c de afastamento entre perfis até n&o
existir interferéncia do campo de escoamento entre eles. A opg&o
por este ultimo método foi seguida neste trabalho, com a

vantagem de ser possivel avaliar posteriormente a interferéncia



entre pais pela aproximag33c do espagamentoc entre elas,
tornando-se apropriado por exemplo, no célculo de aerofdlios de
turbinas edlicas com grande quantidade de pas (alta solidezd
onde as caracteristicas dos aerofdlios isoclados podem dar
resultados errdéneos>'.

O modelo empregado baseia-se na teoria de fluxo
passante para turbomaquinas (Through-flow Theory), desenvclvida
por Wu’o. na qual se obtém o© escoamento tridimensional
compressivel, permanente através de uma fileira de pas em
rotagdco. Nesta analise, as equag¢glies que governam © escoamento
tridimensiocnal s3c desenvolvidas e aplicadas a dois tipos de
superficies de corrente dentro da turbomaquina. A solugd3o
completa do escoamento tridimensional é obtida por um processo
iterativo entre estas duas tipos de superficies.

o programa desenvol vido baseia-se no programa
originalmente escrito por Goulas®?!, o qual utiliza a teoria de
Wu, incorporando ao modelo o termo de dissipagZo viscosa
desenvol vido por Bosman and Marsh®? para escoamento
irreversivel. O programa de Goulas fol aplicado por Ferreira?
em turbinas de medig%oc de vazZ%c dando resultados satisfatdérios.
No presente trabalho s%c empregadas as equa¢gdes do medelo
numérico que governam o escoamento para um dos tipos de
superficie de corrente entre pas (Bl ade-to-Bladedl,
correspondente ac sistema tipo cascata. A determinag3o do
escoamento potencial bidimensional incompressivel, simplifica a
solug&o numérica da equag3o de’ Poisson do modelo original, para
uma equag3o de Laplace.

Na simulag3o realizada o perfil ¢ posicionado
inicialmente num campc de escoamento com angulo de ataque de
zero grau. Posteriormente este a&ngulo ¢ variado. Para cada nova
posigio do perfil uma nova malha ¢é gerada, adaptando-se As
novas condi¢des de escoamento. Foi sihulado © escoamento em um
perfil NACA 0012, mas o programa pode ser utilizado sem
restrigBes para toda a familia de perfis simétricos NACA OOXX,

geralmente empregados em turbinas esdlicas®*’®

.Com algumas
modificagSes na subrotina de gerag3c de malha pode-se simular
outros tipos de perfis.

O modelo numérico baseia-se no método de diferengas



finitas, e pela deformag3oco qQue sofre a malha nos diferentes
4ngulos de ataque se utiliza um método apropriado a malhas
irregulares. Emprega-se a expans3c da série de Taylor para
fungSes maltiplas, sendo a malha formada por moléculas com nove
pontos. O método implicito empregado requer a solugZo matricial
de um sistema de equagdes lineares onde as incégnitas s3qo os
valores da fung3o corrente em todos os pontos do dominio
discretizado. A solug¥o do problema é determi nada
iterativamente apés satisfazer critérios de convergéncia
estabelecidos. Para acelerar © procedimento iterativo é
empregado um fator de relaxag&oc. Por diferenciag8oc numérica da
fungdc corrente do dominio é obtida a ' distribuig&c de
vel ocidades no campo de escoamento, e posteriormente é
calculada a distribuig8c de press3c ao longo da superficie do
aerofdélio. Os resultados obtidos em termos do coeficiente de
press3o (Cpd do perfil, s3c comparados com oS dados
experimentais da Ref.[11], obtidos em tdnel aerocdinadmico para o
perfil NACA 0012, orientados as condigBes das turbinas edlicas.

O trabalho apresenta uma descrigdoc do realizado, tendo
ele a seguinte estrutura:

No capitulo 2 é descrito brevemente uma revisi3o dos
conceitos basicos da teoria de fluxo passante. Estritamente s&o
descritas as equa¢®es mais significativas para a compreens3o do

modelo, deixando uma ampla reférencia’®’?1-%2.99

para o maior
aprofundamentoc da mesma.

No capituleo 3, s&c formuladas as equa¢des que governam

© escoamento do problema aqui tratado, especificando as
caracteristicas do escoamento, o© dominio empregado, e as
condigdes de contorno.
‘ A formulagZ%c numérica do problema ¢ apresentada no
capitulo 4, definindo-se o tipo de malha empregada, e o método
‘utilizado na aproximac%c numérica das equagBes diferenciais que
regem © problema. O procedimento da soclug@o numérica é
apresentado mostrando num diagrama de bloco a estrutura do
programa computacional utilizado.

No capitulo S, s3o apresentados os resultados das
simulagBes efetuadas e as comparages com os resultados

experimentais da Ref.11.

- -



Finalmente, no capitulo 6 si%o comentadas as conclusles

e apresentadas recomendagles para o aperfeigoamento dos

resul tados em futuras simulagfes.



2. FUNDAMENTOS DA TEORIA DE FLUXO PASSANTE

As equagles que governam © esccocamento no interior de
turbomaquinas s%Zo geralmente referidas a um sistema de
coordenadas relativo, em movimento com relag3oc a um sistema

85,90,87,88
absoluto de coordenadas ’ ’ .

O sistema de coordenadas
relativo gira com © rotor em torno do eixo da miaquina, e o©
sistema de coordenadas abscluto ¢ fixo as partes estacionarias
ou carcaga da maquina. Em operag%c normal, © rotor é
considerado girando com velocidade angular constante. A
determinag3c do escoamento tridimensiocnal n&%oc viscoso é obtida
pelas equagdes de continuidade, balango de quantidade de
movimento, balango de energia e pela equag&%c de estado. Estas
seis equagdes (trés da quantidade de movimento) s&%oc necessarias
para determinar as propiedades do fluido: densidade, entalpia,
entropia; e as trés componentes da velocidade’{

Na teoriaz de fluxo passante C(Through-flow theoryd,

wu®° interuziu a idéia de obter a soclugdico do problema
tridimensional por uma apropriada combinagdo de dois
escoamentos bidimensioconais, definindo dois tipos de
superficies de corrente, wuma, pa a pa (blade-to-blade),

indicada por Si e outra, cubo-ponta C(hub-to-shroud), indicada
por S2. As duas superficies sZo representadas na Fig.2.1.

Em cada uma destas superficies, tratadas
separadamente, a equag3o da continuidade ¢ combinada com a
equagdo da quantidade de movimento através da fung%oc de
corrente definida na superficie, resultando assim, uma equagio
geral que governa o campo de escoamento. A socluglo compieta do
problema tridimensional é obtida por um processo iterativo que
relaciona os dois tipos de superficies de corrente.

Pela defini¢%c de superficie de corrente, o© vetor
velocidade ¢é sempre tangente a todos os seus pontos. Uma
equag3o a mais & entZo introduzida para relacionar o vetor

9
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FIGURA 2.1 Representac3o das supeficies de corrente
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Figura 2.2 Representac%o do sistema local de coordenadas
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velocidade com a superficie . Esta equagdo é substituida por
uma das equagles da quantidade de movimento ficando ent%o o
escoamento definido apenas por duas equagles da quantidade de
movimento. Com base nesta tecria, Marsh’p estabeleceu uma
solug%o matricial aplicada no calculo do escoamento de uma
turbomiaquina arbitraria. O modelo foi aperfeigoado por Bosman e
Marsh®® introduzindo a idéfa de forga de diséipaqzo viscosa que
mais tarde foi equacionada por Goulas®® com o tensor tens3o.
Com isto, uma da equagdes da quantidade de movimento é
satisfeita automaticamente utilizando-se para determinar a
for¢c¢a de disipass3o viscosa. A teoria de fluxoc passante fica
ent3o definida principalmente por uma equag3o de gquantidade de

movimento, esta, na direg3oc normal as linhas de corrente”®

2.1 Descric8o da teoria de fluxo passante

Na solug8oc numérica do problema apresentado neste
trabalho foram empregadas as equagdes que definem o escomento
na superficie de corrente S1 (blade-to-bladed), e que serio
apresentadas de maneira resumida. O detalhamento pocde ser
encontrado na Ref.[(31]. As equag¢gdes que definem o escoamento na
superficie de corrente S2 Chub-to-shroud) tem tratamento
similar, e podem ser encontradas nas referéncias®®:%4:%%9%

Considerando © modelo de forgas dissipat,ivas39 »
poertanto com escoamento adiabatico irreversivel, e
simplificando a equagic de energia, Goulas®'e também Bosman e
Marsh®? mostraram que o© esccocamento numa superficie de corrente
pode ser determinado num sistema local de coordendas s-N-n

(Fig. 2.2), pelas seguintes equagdes
1. Equag¢&o da continuiqade
Vip Wl =0 c2.1>
2. Equag3o dé quantidade de movimento na direg8o N

N.W x (V xV¥DO =N (VI - TVS - D cz.a>



ie

3. Equag%c de quantidade de movimento na direg3oc s
S.Wx (Vx V) =s5.(VI - TVS - DO e.a>
4. Condig8c geométrica
WF =20 ce. 4
S. Equagdc da energia
DI 2.5

5t - ©

6. Equag3c de estado
P = pRT 2.6

Onde:

I é a rotalpia, definida pors‘-

2
wr

1=h+1§wz-_é_ 2.7

F é a forga de corpo, definida por’o

"
n
1
=

g; n ce. 8

i L

D ¢é a forga de dissipag3c, definida pors‘:

D =-15—vcn 2.

No sistema de coordenadas s-N-n a forga de corpo F que
é normal & superficie de corrente, n3o tem componentes> na
dirégbes s e N; e a forga dissipativa D, definida na mesma
direg3o ao vetor velocidade mas, em sentido contrario, n3o tem
componentes na direg%o N nem n. Isto simplifica as equagdes
uma vez gque na equag8o de quantidade de movimentoc na direg3oc N
n3oc aparecem as forgas de corpo (F) nem as dissipativas (D).

As equagles s3o utilizadas para uma superficie de
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corrente definida por:

Sicr,6,2> =0 2.10

que ¢ relacionada com o vetor unitario normal & mesma n, por

meioc das derivadas parciais

S T L™ c2.11>
Fy T T ™
a 35 =z

A variag8o de uma certa quantidade q, é definida pelas
derivadas especiais ac longo da superficie de corrente, onde a

coordenada r é expressa em termos de 86 e z, r = £(8,2).

?Eq= g’,,i? c2.12ad
n
i-%=i—%—n—“§ cz2.12bd

As equagdes da continuidade e da quantidade de

movi mento:

Vip W)

]
o

(2.13

W x (V¥ x W VvVl - TVS - DD 2.14>

sdo expressas em termos das derivadas parcials especiais
definidas pelas Egs. 2.1:2.

Para obter a equa¢g%oc de quantidade de movimento na
direg3o N ¢ tomado o produto escalar da Eq. 2.14 pelcoc o vetor
FxW que é normal a N. A equag8c assim obtida ¢ simplificada
pela introdugf3io dos a&ngulos A e i que definem a geometria local

da superficie de corrente® %,

n
Tan\z =—>
n

r

I:‘z
Fr_ c2.18ad

F
Z—— e
Ta.np n Fr— C2.15bd>
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Pela condigZ%c geométrica (Eqg.2.4), e usando a Eq.
.18, as trés componentes da vel ocidade relativa s¥o

relacionadas por:

w o+ Wu'l'anp + Wz'l'an)\ =0 (2.16>

r

A equag8c da continuidade obtida em termos das

derivadas especiais é escrita como:

%(pawu> + ?E(Bpwz) =0 2.17>

il L

onde B é definido como um fator de integrag3oc proporcicnal &

espessura da superficie de corrente™,

A funglo corrente que satisfaz a Equagio da
continuidade CEq.2.17>, & ent3c definida por.

(2.18ad

- BpWu

. ¥
r. -3
1 3y

"

r 3 BoW, c2.18bD

Pela equag8c de energia se relacionam as derivadas
parciais da rotalpia com relagdc a z e a 8 ao longo de uma
linha de corrente”* J4 que no escoamento adiabatico a rotalpia

permanece constante ao longo das linhas de correnteat. I =1CyD,

logo:

31 _ dlay

31 dI

1-%= = gg c2.19bd

T

Finalmente empregandc as Egqs. 2.16 e 2.18 a equag8o da
quantidade de movimentc na diregdc N pode ser expressa em

termos da fungZo corrente: 81
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Esta equag3c n&%oc linear pode ser resolvida pela solug8o

iterativa da equag@oc quase-linear da forma:

5 e

1%
N €
+

Y4
dv . £C6,2> ce. 21>
oz

A solug8oc é obtida a partir da Eq. 2.21 para um dado
valor de f(6,z) corrigido a partir do valor calculado de y . O
processo é repetido até satisfazer um critério de convergéncia.
No préximo capitulo, a Eq.2.20 é simplificada pelas
condig®es de escoamento adotadas, e a solugBo numérica

apropriada €& descrita no capitulo 4.



3. FORMULACAO DAS EQUACUES QUE GOVERNAM O ESCOAMENTO

A determinag3¥c do escoamento num perfil isolado,
desenvolvida no presente trabalho baseia-se na teoria de fluxo
passante’ocThrough-flow—theory). aplicada 4 superficie de
corrente Sl (Fig.2.1) do sistema tipo cascata. Esta formulagfo
pode ser utilizada considerando-se que o escoamento num perfil
aerodinadmico isoclado pode ser +tratado como o limite do
escoamento de um sistema tipo cascata quando o passo entre pas
‘tende para o infinito. A vantagem do estudo do perfil tratado
num sistema tipo cascata é que, posteriormente, pode-se simular

interferéncia entre pas numa turbina pela variag3io do passo.
3.1 Caracteristicas do escoamento

As caracteristicas do escoamento estudadas
correspondem 2aquelas de um aerofdélic empregado em turbinas
edlicas. A hipétese de escoamento incompressivel do ar em torno
do aerofdélio, é uma aproximagio aceita no tratamento
aerodinamico de turbinas eélicas'. Ao se considerar escoamento
incompressivel, estamos tratando por definigZc de um fluido com
temperatura constante e portanto adiabiAtico. Se desprezarmos
também os efeitos das forgas viscosas, © escoamento é
adiabatico reversivel. Restringimos ent%co o©o problema a um
"tratamento isentrépico.

Simplificag®es no tratamento das equaglBes do modelo
descrito no capitulo 2, s%3o realizadas a seguir, para o
escoamento de um perfil isolado, utilizando as consideragles

comentadas acima:

Escoamento numa superficie cilindrica
P4&s formandoc parte de um estator
Fluido incompressivel

Escoamento potencial

\ 16
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1) Escoamento numa superficie cilindrica

Considera-se o escoamento na superficie S1 como o
sendo ao longo de uma superficie cilindrica (Fig. 3.13>. O vetor
nocrmal A superficie de corrente aponta radialmente &4 mesma, nZo
tendo componentes nas diregles 6 e z. A forga de corpo atua
perpendicularmente &4 superficie sendo nulas suas componentes

nas diregles 6 e z. Desta forma tem-se:

(3.1.ad
(3.1.bD

i
"
i
n
o O

Esta considerag3oc é importante, pois os angulos que
definem a geometria local da superficie de corrente dados pela

Eq. 2.1% tornam-se nulos

TanA /n =0 3.2.ad

/n (3.2.bd

"
o

Tanyu

]
o/

Desta forma, as derivadas especiais definidas pela
Eq.2.12 tornam-se derivadas parciais ordinarias. Relacionando
Eq.3.2 e 2.16 pode-se notar que a componente radial da
velocidade relativa é nula CWr=O).

Segundo‘Wugo.o fator de integragZ%c B, definido como
proporcicnal 2 espessura da superficie de corrente, pode ser
tomado igual a 1 ( B=1) numa superficie cilindrica, pois n3c

existe variag¢8o radial da velocidade.
2) Pas formando parte de um estator

Considerado-se as pas como formando parte de um

estator, a velocidade angular é nula (w 0), e desta forma as
velocidades relativas podem ser substituidas pelas velocidades
absolutas:

Vr = Wr , Vus=Wu , Vz = Wz 3.3

Além disso, o termo de rotalpia (Eq. 2.7) fica reduzido A
entalpia total de estagnagZo, I = H.
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3> Fluido Incompressi vel

Esta restrig3o leva a considerar o escoamento como
adiabatico. Alem disso, um fluido incompressivel tem massa
espesifica constante (p = constante), e todas as suas derivadas
s%30 nulas C(9p/8r6=0,0p70z=0).

~

4) Escoamento Potencial

Num fluido incompressivel n8c viscoso os gradientes de
entropia s%o nulos (9S78r =0 ,dS/Td# = 0D, © que simplifica a
equag3c principal do escoamento (Eq.2.20). Além disso, a forga
de dissipag3c viscosa empregada por Gbulasa‘ no modelo para
escoamento adiabatico irreversivel torna-se nula (D=0).

Especificando que a press3c total permanece constante
em cada linha de corrente, a equag3oc de Bernoulli pode ser
aplicada‘o.Assim. na linha de corrente que define a superficie

do perfil aerodin&mico a equag3o de Bernoulli ¢ dada por:
P - P. = = ey - Ui) 3.8

Onde P. e U. representam a press3o e velocidade da corrente
livre,Pi e Ui representam a press3c e velocidade na superficie
do aerofdélioc. A equaglio 3.5 ¢ apropiada para a posterior

determinac8o da distribuig8c de press3c em torno do aerofélio.
3.2 Equac¢Bes que definem o escoamento no problema

O sistema de coordenadas cilindricas ¢ frequentemente
utilizado em problemas de turbomiquinas. No presente trabalho
isto n3oc é considerado necessario porque se deseja determinar o
escoamento num perfil isolado de envergadura wunitaria. Um
sistema de coordenadas cartesianas ¢é portanto adotado . Como
escoamento fol reduzido ac dade numa superficie cilindrica, a
coordenada radial, r, permanece constante, transformando-se o
problema num sistema bidimensicnal com a susbtituig3o da
coordenada x por ré&, permanecendo a coordenada z inalterada. Na

Figura 3.1 representa-se o desenvolvimento da superficie
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cilindrica no plano x-z. Com as considerag®es anterijiormente
descritas, a Eq, 2.20 nas coordenadas adotadas fica reduzida A

forma:

(3.6

2 %
§€
X ™
§€
n
o

Determinada a fung%o de corrente que satisfaz a expressZo
laplaciana dada pela Eq. 3.6, as velocidades Vx, Vz do campo de
escoamento s8o obtidas pela expressfo 2.18

= v
Vx E (3. 7ad

C3.7bd

Vz ;;

O fluxo através de um sistema tipo cascata com
superficie de corrente S1 considerada como cilindrica, & desta
forma idéntico ao escoamento potencial bidimensional de um
fluido incompressivel através de um sistema retilinec de pas.

A equagZoc 3.6 pode ser obtida diretamente, aplicando
as equagBes de escoamento potencial a um perfil isolado”com
diferentes condig®es de contorno. As equagles sZo também

equivalentes A4s determinadas num sistema retilinec de pasao.

3.3 Condig¢Bes de contorno e domfnio do escoamento

A solug8o do escoamento no problema estabelecido
enveol ve um sistema de equagdes diferenciais nas variaveis (x,z)
Desta forma ¢é necessario definir o dominio do campo de
escoamento com suas fronteiras e as respectivas condigBes de
contorno. ' |

No dominio, tal como apresentado na figura 3.2,
existem trés regides bem definidas. A regi3fo a montante, a
regifio 2 jusante e a regi¥3o entre pas. S3o denominados lados de
sobrepress3o e sucg3o respectivamente as fronteiras do lado do
perfil . As fronteiras paralelas aoc eixo x que delimitam o

dominio s8c denominadas fronteiras jusante e montante.
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a) Condig&o nos contornos soélidos

Os contornos sdélidos 1limitados pelos lados de
sobrepressdoc e sucgdo do perfil s%o tratados pela seguinte

condi g¥o:

"7 paredes” Constante | 3.8

b) Condig3c & montante e A jusante

As fronteiras das regifes a montante e A jusante do

campo de escoamento s8c tratadas como condig¢gdes no infinito??

-No infinito, A montante :

oy - C3.9

= ¥
Z ~°% & U
Onde Ue é a velocidade de corrente livre no infinito paralela
4 direglo z.
A distribuig%c da fung8c de corrente na regifio a
montante ¢é determinada integrando-se a equacZc diferencial

oy 8z , empregando um valor y_ como constante inicial.
¥ oontante: J Ue dx + v, 3.100

-No infinito,a jusante

(3.11O

Y
Cll>
e
;

A distribui¢g8o da fungdo de corrente na fronteira a

Jusante é determinada da mesma forma que a montante:

jusante ° S Ue dx + v, c3.12 >
Onde v, C ver Fig. 3.2 € determinada a partir do valor da
fung3oc de corrente na fronteira do lado de sobrepress3o.

Num sistema tipo cascata com passo finito, o fluido &
defletido pelas pas afetando o campo de escoamento na regifio a

ESCOLA DZ ENGENHARIA
BIBLIOTECA



Jusante’d. Esta condig8c A jusante ¢ portanto a que diferencia

os tipos de escoamentos entre paAs com passo finito e infinito.

d> Condi¢%c de periodicidade

Nas fronteiras laterais do dominio, onde n%c existem
os contornos sélidos do perfil, a condi¢3c de periodicidade
‘deve ser satisfeita®® .Em coordenadas cilindricas esta condig&o
estabelece que pontos com iguais coordenadas z e r mas
diferindo em 8 por 2n/Z2n ,onde 2Zn ¢ © numero de pas, devem ter
as mesmas propriedades no escoamento. Em coordenadas

cartesianas isto significa que as coordenadas (x,z) e (x+s,Z)

onde "s' é o passo entre pas,devem ter as mesmas propriedades.
O valor da fung3o corrente para fronteiras no lado de
succ3o do perfil pode ent3oc ser determinado a partir das
fronteiras do lado de sobrepress3oc, pela relaq&o#

ls

""b="’t+c"’1p"" b (3.13

Onde: Vo ¥, representam o© valor da fung3oc corrente nos
extremos do contorno lateral, superior e inferior.

wb.wh representam, respectivamente,oc valor da fungdo
corrente nos contornos sélidos do lado de sobrepressf3o e sucgdo
do perfil.

O=s valores de wt'wlp s%o determinados a partir da
fung3o corrente na entrada a qual ¢ obtida pela condig8o a
Jusante no infinito.

O valor de ¥ ¢ determinado a partir de wlp pela

relag8o de fluxo de massa entre eles.

d> Condic&%o de Kutta
Esta condig3o adicional empregada em aerofdlios

13' cu em sistema tipo cascataao.estabelece que © ponto

isolados
de estagna¢f%c coincide com a borda de fuga do perfil, de tal
modo que as velbcidades nessa regifo sejam finitas e conti{nuas.
No tratamento numérico tal condig%o é verificada em fung¥o da
diferenca de pressio estAtica préximo do bordo de fuga no lado

de sobrepress3o e sucg¥oc do perfil.



4 FORMULACAO NUMERICA DO PROBLEMA

Tendo sido formuladas as equa¢gBes que governam o
escoamento, e as condigBes de contorno, sera apresentado a
seguir (o] procedimento para resol ver estas equagdes
empregandé—ge um método de aproximag8o por diferengas finitas.

O primeiro passc na formulag3o numérica do problema
consiste na escolha da malha formada por um conjunto de pontos
discretos, no lugar da regifo continua das variaveis
i ndependentes do problema diferencial original. O segundo passo
sera a substituig3o das equagBes diferenciais parciais por
expressfes algébricas provenientes da formulag¢fio por diferengas
finitas.

4.1 Distribui¢Z3o0 da malha no domfnio

No dominio definido e apresentado na Fig. 3.1, sera
gerada a malha que terd a configura¢8o diferente conforme o
Angulo de ataque do perfil. Os parametros basicos para a
gerag8c da malha utilizada sido:

—-Angulo de ataque do perfil, o

-Coordenadas de origem do perfil.(xo.zob
—-Afastamento entre pas, s

~Corda do perfil, c.

-Relag%oc t/c,onde t & a espessura maxima do perfil

—Comprimento da regifioc &2 montante e a2 jusante.

As coordenadas absolutas X ¥, 9Que definem a
distribuig8o de espessura do aerofdélio, sdo obtidas pela
equag3oc 4.1, valida para perfis simétricos NACA de quatro
digitos®

+y o= &t'?oc A+ A +A +A +AD C4.1D
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172

Onde: = 0.209690 x

= -0.12600 x

A

A

A = -0.35160 x
A = 0.88430 x
A

= -0.10150 x

J a8 3INDT

Na Egq. 4.1, t @ a espessura maxima do perfil expressa em
porcentagem do comprimento da corda.
As coordenadas do perfil referentes ao sistema de

coordenadas escolhidas s8c definidas pela transformag3o:

Lado de pressio x X €COS &x +y Ssen o + X
n n [=}

b
Z =X Sen a -y cCcoOsS o + Z C4.2>
b n n o
Lado de succio X, = X Ccos &« -y sen a + X, + s
z = 2 4.3
t b

(xb.zb) correspondem as coordenadas da fronteira do lado de
press8oc e (xt.zt) correspondem as fronteiras do lado de sucgfo.

As coordenadas das fronteiras da regi3o & montante e
a Jjusante s3o determinadas por relagSes geométricas entre o
angulo de inclinagZc do perfil com a linha que se extende a
partir da corda a montante e a jusante. Deste modo é definido o
dimensionamento dos contornos do dominio.

Os pontos internos da malha sZo formados por linhas
paralelas ao eixo x e, e a seguir, é distribuida em cada uma
das linhas um conjunto de pontos igualmente espagados. A malha
gerada segundo este procedimento ¢ mostrada na Figura 4.1 para
angulo de ataque igual a zero grau, e na figura 4.2 para um

adngulo diferente de zero grau.

Para a determinag3o do espagamento s, fixou-se a
priori um valor igual ao comprimento da corda. Posteriormente
este valor ¢é modificado para satisfazer as condig®es de
escoamento em torno do perfil isclado. Isto é, n%oc perturbagZfo

do escoamentc nco caminho medio entre pas.
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FIGURA 4.1 Malha para angulo de ataque de zero grau
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FIGURA 4.2 Malha para angulo de ataque distinto de zero grau



4.1.1 Densidade da malha

Eara sSe alcangar uma maior precisZio no calculo
numérico é desejavel uma malha de alta densidade de pontos, no
entanto, isto proporciona um aumento  no tempo e
consequentemente representa uma limitag¥%c na capacidade de
meméria do computador. A escolha étima do tamanho da malha é
geralmente determinada a partir da verificag%c numérica
Nogotov". Num ﬁrimeiro momentce o© problema é rescolvido
utilizando-se uma malha de baixa densidade. O calculo e
repetido sucessivamente para uma malha cada vez mais densa e os
resultados s%c comparados. Se a comparagZc mostrar grandes
diferengas, o© processco ¢é repetido até que a solug¥c se
estabilize. O procedimento comentado anteriormente foi seguido,
iniciando com wuma densidade wuniforme da malha CAx=Az),

empregando-se um total de trezentos pontos.
4.2 Aproximacg3o das equagBes por diferencas finitas

Para um certo problema diferencial, existem varios
esquemas possivels empregando diferengas finitas. Os mét odos
mais utilizados envol vem esquemas explicitos e

impllcitos‘z“s"‘.

Nos esquemas explicitos a soclug3oc numérica
pode ser Qeterminada passo a passo, a partir de uma dada
equag3oc diferencial, conhecidas as condigdes iniciais e de
contorno. Nos esquemas explicitos as incégnitas sdo
determinadas a partir de um sistema simultineo de equagdes no
qual s3oc inseridas as condig®es de contorno. No presente
trabalho emprega-se um esquema implicito, onde as aproximag¢des
por diferengas finitas s8o formuladas empregando a expans3c da

série de Taylor‘s.

4.2.1 Derivadas parciais discretizadas

As derivadas parcias da fungZo de corrente v, num

ponto "“O" da malha podem ser expressa como fungZc de n pontos

ac redor deste, da seguinte forma®*:

y c4.4d>

Ix L o, v, -y, L «
=4 =4
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(4.5

Da mesma forma o© laplaciano da fung8c de corrente pode
ser aproximado pela expressXo :
2 2 n n
%2¥+ ?E-f = ¥n v -y ¥ n. C4.6)
1

ns i

onde ai.(% .ni.sao os coeficientes de diferenciag3o.

Para resolver as Egs. 4.4, 4.9, 4.8 devem ser
determinados os coeficigntes de diferenciag8o &, ﬁi e n os
quais dependem da configurag3o da malha e do numero de pontos
tomados ao redor do ponto *“0O". A obtengdc destes ccoeficientes
envolve a solug8o de um sistema de equag®es lineares.

Para se escolher o© numero de pontos n para a
aproximag8o, deve-se considerar o© campo do escoamento, a

exatiddo desejada e o tempo computaciocnal, como segue:

Dominio do campo de escoamento

No modeloc empregado, a malha sofre deformagdes na
regi3o das pas, acompanhando a configurag8o destas . Quando o
angulo de atagque aumenta, a malha torna-se cada vez menocs
ortogonal. Por isto, ¢é necessario considerar uma molécula
computacional com mais do gque quatro pontos, geralmente

empregados na discretiza¢3o de malhas retangulares.

Exatid&oc desejada
Quanto maior for o© numero de pontos tomados na
aproxi mag&c, maior ser& a exatid&c nos resultados, contudo isto

compromete o tempo computacional,

Tempo computacional

O tempo computacional impSe um limite na escolha do
numero de pontos, pols este cresce em relagdc direta com o
aumento de n. Ha portanto um dependencia entre o grau de
precisfo desejada e o tempo computacional.

No presente modelo, empregou-se nove pontos para a

O T - - . P— . -



discretiza¢%c ((n=9), tomando comc referéncia o trabalhoc de

Goulas®!. A aproximag%c ¢, neste, caso de quarta ordem.

4.2.2 DeterminagXo dos coeficientes de diferenciagfo

Quando se substitui a expans3o da série de Taylor nas
Egs. 4.4, 4.5, e 4.6 se obtém um sistema de equa¢les lineares
onde as incégnitas sXo ai » fii e ni. Na forma genérica,
denotando por Bi a um dos +trés coeficientes definidos
anteriormente, o© seguinte sistema de equaglles é obtido pela

expans8c da série de Taylor:

n=o
i_{i B“Cxi— xo) = a
n=p
i_{i BziCzi- zo) = b
n= 2
i-z B’iCxi— xo) = ¢
=0 2
i‘zj:. B‘iCzi— zo) =d
Nn=P
Y B (x- x>z -2z> =0 C4.7D
i=1 S1 3 (o] ] (8]
n=o 8
i-§ BéiCxi-— x°) = O
n=o .
i.}i B_“Czi— z°) =0
n-e 2
Ix - x zZ - Z =
B (C )°C J O
i1 8i i o i o
n=9o 2
Y B (x-x20Cz -2z =0
i=1 o1 H [ o] 1 o]

A tabela 4.1 apresenta os valores de a,b,c,d

dependentes das derivadas obtidas nas equaglies 4.4, 4.5, 4.6,



TABELA 4.1 Resumoc dos termos da Eq. 4.7

Bi a b c d

Oy /% o 1 (o] O O
oy 0z A, o 1 o o
Py oxt+ Oy oz’ ", 0 0 2 2

No apéndice A, encontra-se uma completa descri¢%o do
procedimento que leva a formulag8oco da equagl3o 4.7.

O sistema de equag®es lineares (Eq.4.7> é resolvido
para cada um dos trés tipos de coeficientes Cai.ﬁi.ni) por mejio
do algoritmo de eliminag3oc de Gauss apresentado no trabalho de
Goulas®!. A solug8o dos treés sistemas de equa¢g®es contendo nove

equag8es lineares é da forma:
{ClIB] = [K] 4.8

Onde: {C): Matriz com os valores Ax e Az dos nove pontos em
torno ao ponto "O".
{(B): Vetor com os nove cceficientes a determinar para
o ponto "O" em consideragdo.

[K]): Vetor com os coeficientes dados na tabela 4.1.

Para cada ponto interno da malha (excluindo os dos
contornos) determinam-se os coeficientes o, [% e n . S&o
armazenados 3x(Nixn) dados onde Ni é o© numero de pontos
internos da malha, e n o numero de pontos ao redor do ponto a
ser calculado Cnoved.

Nas figura 4.3a,b,c, apresentam-se as distribuig¢des
dos nove pontos aoc redor do ponto O segundo o tipo de

fronteira.
4.3 Solugio numérica da equag3o principal

Como fol analisado no capitule 3, a formulaglo

matematica que governa o escoamento na superficie de corrente



a) Fronteiras a montante e jusante

b) Fronteiras sélidas

¢c) Interior do dominio

FIGURA 4.3 Distribuicglio dos pontos na aproximac¥o
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do problema especificado tem a forma da Eq. 3.6.

A susbtituigd3oc da Eq. 4.6 pelo laplacianc escrito como
aproxima¢8c de diferengas finitas para cada ponto do dominio
discretizado forma um sistema de equagles lineares que pode ser

representado genericamente como :
[AJ(y) = [F] 4.9

Onde [A): Matriz de coceficientes

[(yl: Vetor coluna dos valores da fung3c de corrente
para cada ponto interno da malha.

[(Fl: Vetor coluna com © produto dos coeficientes de
diferenciag3o multiplicado pela fungdo de
corrente dos pontos que envelvem as fronteiras

No caso da formulagd3c de uma superficie de corrente Si

sem as consideragBes feitas para o problema aqui tratado a
solugdo matricial se apresenta da mesma forma que a expressio
4.9, com a diferenga que o vetor coluna [F)] comporta outros
termos diferenciadveis do lado esquerdo da equagd3o 2.21.

A solﬁqao do sistema é feita empregando-se o

procedimento de eliminag3co pivotal de Gauss que transforma a
matriz banda [A)l] em wuma matriz triangular superior. Por

sustituig3o para atras s3o determinados os valores de [w]”.

4.3.1 Solug3o numérica do campo de escoamento

O procedimento geral para a solugdo numérica do
problema é iterativo e os passos que envolvem a solugdo s3o

descritos a seguir.
Cad S%oc especificados os parAmetros para a gerag3do da
mal ha Cc,t,s,00. .Determi nando-se os coeficientes de

diferenciag8o ai. ﬁﬂ7h pela Eq.4.8.

(bd> S%0c estabelecidas as condig®es de contorno:



- Nas fronteiras sélidas : CEq.3.8)>

-~ Na fronteira a montante : CEq.3.100
- Na fronteira a jusante : CEq.3.12>
- Nas fronteiras com periodicidade : (Eq.3.13>

(c) Obtém-se a distribuigSo inicial de [w]i=°, para
todos os pontos internos a partir das condi¢gBes de contorno
calculadas no item (bd. O indice ™"i" representa a ordem de
iteraglo.

(d> Obtém-se o vetor [F)] atravées da Eq. 4.6 aplicada
aocs pontos da malha que envolvem valores de y conhecidos nas
fronteiras.

C(ed Resclve-se o sistema dado pela Eq. 4.9 e obtém-se
um novo valor da fung3o de corrente em todo o dominio [w)ﬁ1.

Cf> O novo valor de [y] i=1 é comparado com o valor
anterior atraves do critéric de convergéncia:

(v - 't ‘

- Y C4.10D
{y)

onde »y ¢é um valor pequeno. Pode ser adotado segundo
Marsh®®,entre 0,001 - 0,0001. No presente trabalho utilizou-se
Yy = 0,005, valor recomendado por Goul as™*

Cgd> NaoA satisfeito o critério de convergéncia o
procedimento é reiniciado com um novo valor de [wj calcul ado
segundo a expressio:

)™ - atypd’™ + 1 -ad (yd! C4.11>

Na equag3o acima "a'" é o fator de relaxagfo, tomado neste caso
como 0,5 segundo a Ref. 31.

ChY Volta-se ao item (dd e o processo é repetido ateé
satisfazer o critério de convergéncia.

(i> Quande a sclug3o ¢é considerada convergente,
verifica-se a condig8c de Kutta no bordo de fuga. Se a
diferenga da pressfo estatica nos lados de sobrepressioc (Pu) e

de sucgl3o (Ps) exceder a expressf3o dada por:
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| Pu - Ps | < 6 ca.12

onde & ¢ a tolerancia, (considerada no programa como 0,001),
© valor de v, CVer Fig. 3.2) é medificado, e apartir deste, o
valor da fung%oc corrente nas fronteiras. O processc é
reiniciado a partir do item (dd.

(Jj> Se a condig3c em (i) for satisfeita verifica-se a

condig3o de contorno & montante, atraves da seguinte expressio:
| (Vx > AU | < & (4.13
L J L J

Onde Vx.. @ uma média da velocidade na direg8c x da primeira
fileira do dominioc apés a fronteira de entrada. O valor de &' é
igual a 0.001. Caso n3o seja satisfeita a condig8oc da Eq. 4.13,
modifica-se o valor wlp' e deste modo um novo valor da fung3o
corrente é obtida no dominio. O processo é entdoc reiniciado a
partir do item Cdd.

(k> Se o item (jO for satisfelto considera-se que o
altimo valor de {y)] calculado € o que governa o escoamento na
superficie de corrente. A diferenciag3c numérica da fungfo de
corrente pelas Eq. 4.4 e 4.5 com relagdo a x e z ¢ entdo
efetuada, determinando-se os valores das componentes das
velocidades Vz e Vx em todo o dominio. Por interpolagZc linear
é determinada a velocidade potencial na superficie do perfil. A
distribui¢&c de press3o ao longo da superficie é determinada
atraves da Eq. 3. 5.

No diagréma de fluxo da Fig.4.4 ¢é apresentado o
procedimento iterativo para a solug8oc do problema, juntamente

com as diferentes subrotinas empregadas.



( INICIO )
1

ENTRADA DE DADOS

1

Subrotina
GERAMALHA

)

Subrotina
FUNCOINICI AL

Subrotina
CALCOEFIC

Subrotina
SOLCOEFIC

Retorno (1)

.
Determina-se
¥y wtCFig.3.2)

Subrotina
DERI VAFUNCO

Subrotina
SOLDERIVA

LA

FIGURA 4.4a Fluxograma do programa utilizado
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|

Subrotina
MATCOEFIC

Subrotina
VETFRONT

Subrotina
SOLMATRICI AL

Eq.4.11

1

Modifica-se
w;CFig.3.2)

1)

Moditfica~-se
wlpCFig.3.2)

Subrotina
SAI DADOS

|

(7 FIM

1)

FIGURA 4. 4b Continuag3oc do fluxograma




4.4 FuncBSes das subrotinas utilizadas

1.

Subrotina Geramalha: Gera a malha determinando-se as

coordenadas para todos os pontos do dominio.

Subrotina Funcoinicial: Determina a fung3o corrente inicial

de todos os pontos da malha.

Subrotina Calcoefic: Armazena os 8 valores de x e z tomados

ao redor de cada ponto do dominio,

Subrotina Solcoefic: Determina para cada ponto internc da
malha os coeficientes de diferenciagiZc correspondestes As

derivadas e aco laplaciano da fun¢g&o corrente.

Subrotina Derivafunco: Armazena os valores da fung3o
corrente do 8 pontos empregados na diferenciag¢gd3c para cada

ponto do dominio.

Subrotina Solderiva: S8c calculadas as derivadas da fungXo

corrente pela aproxima¢d8c por diferencias finitas.

Subrotina Matcoefic: Determina a matriz dos coeficientes [A)

para todos os pontos do dominio

Subrotina Vetfront: Determina-se o vetor [F), que comtém o
produto dos coeficientes de diferenciag¢io do
laplaciano,pelos valores da fung8o corrente conhecidos na

fronteiras.

Subrotina Solmatricial: efetua-se a soluagdo matricial do
sistema de equa¢Bes, obtendo-se o vetor da fun¢g8o corrente,

[yl, de todos os pontos internos da malha.

10. Subrotiné Saidados: S8o colocados em arquivos de dados o

valor da fung8o corrente final, as vel ocidades e

coeficiente de pressfio na superficie do perfil.



5. RESULTADOS DAS SIMULACODES EFETUADAS

5.1 Distribuig¢3o de pressio

Un dos parametros mais importantes a determinar no

estudo de um perfil aerodinamico é a distribuig2o da press3o,
JA& que pela integrag3o desta na superficie do aerofdlio, &

possivel determinar © coeficiente de sustentagio, e o©
coeficiente de arrasto devido a forma'*

Experimentalmente, a distribuig8c de press8o num

15,10

perfil aerodinaAmico ¢é obtido em tuneis aerodinaAmicos ,
geralmente por meio de tomadas de press3o, instaladas ao longo
da superficie do perfil. Os valores das pressfes sio medidas
quando © perfil ¢é submetido a um escoamento. Os resultados
experimentais utilizados“ para comparag8c com os resultados
obtidos pelo programa desenvolvido foram determinados segundo
este procedimento.

Num modelo numérico, a distribui¢dc de press3o pode
ser determinada apés conhecer o campo de velocidades em torno
do perfil‘p'zo"d. Estudando um aerofédlio num campo de
escoamento incompressivel com uma velocidade da corrente livre
U..e uma pressio P. no infinito, a montante numa corrente
potencial, pode-se, aplicando a equag3o de Bernoulli,
determinar a distribui¢g3o de press3i3o num ponto qualquer do
aerofdlio, conhecendo-se a velocidade local Ui e a pressgo Pl,
do mesmo. Geralmente, a distribuig3o de pressfoc ¢é definida em
forma adimensional pelo coeficiente de pressZ3o, Cp, que é a
raz3do entre a pressdo sobre a superficie do perfil, e a pressfo

dinamica da corrente livre“"oz

P-P
1

Cp = hd =1 - cu. U >* €S.1)
2 1 ®
1/2p U.

37



Os resultados numéricos da distribuig3co de pressio,
obtidos a partir da express8c 5.1, n8oco levam em conta os
efeitos da viscosidade do fluido, enquanto gque as medigSes
experimentais s8oc efetuadas na superficie do perfil, dentro da
camada limite. Apesar desta diferenga as comparacbes podem ser

realizadas ja& que demonstra-se'?®’ 4°

,a partir das equa¢gBes de
Navier Stokes dentro da camada limite, que a distribuig3oc de
press3o pode-se admitir igual a aquela no contorno da camada

limite, proveniente do andlise de um fluido ideal.

5.2 Caracteristicas dos dados experimentais e numéricos

No programa, foi determinado o campc de escoamento
para diferentes Angulos de ataque no aerofdélico NACA 0012. A
partir da distribuig3c da velocidade obtida em cada simulag3o,
foi calculada a distribuig3c de press3oco em termos de Cp
determinado pela Eq. 5.1, © comparados com o©Ss dados

experimentais obtidos na referéncia 11, determinados para serem

utilizados na analiise de turbinas edlicas, nas seguintes
condi ¢des:
Numero de Reynolds. ............... 0. 76x10°
DimensBes do tunel de vento....... 1.4x1.8m
Comprimento da pa................. O 34m
Corda. . . vt h v ittt i e e e e 0. 20m
Material da pa.................... Aluminio polido
Numero de tomadas de pressd3o...... 32

As pas de turbinas edlicas de pequenoc e médio porte,
operam com Reynolds mencres que 1><1O's . Pela considerag&%c de
escoamento potencial na simulag8c numérica empregado no
programa, © numero de Reynolds somente tem significado ao se
introduzir posteriormente um modelo viscoso.

O dominio utilizado nas simulag8es teve as seguintes

caractericticas geométricas:



Comprimento do perfil................ ... Corda (cd
Comprimentc da regi3o &4 montante.......... ic
Comprimento da regifio a8 jusante........... ic
Espagamento entre pas. . ............cv0eu.. 1.4c

5.3 Yerificac% numérica do modélo

O modélo foi inicialmente verificado com a comparag8o
dos resultados analiticos® da distribuigo da velocidade do
perfil Naca 0012 para Angulco de ataque de zero grau.

Nos primeiros resultados obtidos, apesar de apresentar
simetria nos lados de sucg8o e scobrepressio, o comportamento
das curvas obtidas numéricamente diferiam notdérimente dos
resultados analiticos, especialmente na regifo do bordo de
ataque, e do bordo de fuga. A partir disto se trabalhou em
diversas testes numéricos, otimizando o numero de pontos da
malha e sua distribuiglo no dominio discretizado. As seguintes

conclus8es preliminares destes ensaios foram:

-0 aumento do numero de pontos na malha na regifo
entre pas melhora os resultados.

-Com um passo superior A corda os resultados numéricos
tendem a aproximar-se dos analiticos.

-Excedido um passo de mais de cinco vezes a corda, a
distribuig8o obtida, nZo representa mais © campo de

escamento do perfil.

A partir destes resultados foi determinada uma malha
com alta densidade de pontos concentrados em 20% do perfil. O
espagamento entre pas foi fixado, ent%o, em um valor 1.4 veses
maior que a corda. A malha empregada ficou com um total de 990
pontos internocs; 55 pontos ac longo das fronteiras da pa, e 18
pontos ac longe do passo entre pas (18x55) . DoS 85 pontos,
trinta foram distribuidos na regifio ao longe do perfil, sendo
que 20 distribuidos nos 20% a partir do bordo de ataque, e os
outros 10 uniformemente distribuidos nos restantes 80% do
perfil. Na figura S.1 apresenta-se os resul tados da
distribui¢3o da velocidade no perfil para angulo de ataque de

Zero grau nas condi¢@es comentadas.
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5.4 Comparac8o dos resultados de Cp
5.4.1 Resultados de Cp para &ngulo de ataque de zero grau

Na Fig.8.2 ., s&8o apresentados, e comparados os
resultados obtidos no presente trabalho e os experimentais da
Ref. 11. Como se observa, apesar da concentrag%c de pontos na
regifoc do bordo de ataque, a diferenga dos resultados é
evidente. Somente apéds os 30% da corda, os valores do
coeficiente de press3o dos dados experimentais e numéricos
coincidem. O primeiro ponto para o = O°. que corresponderia ao
ponto de estagnagdc do perfil nos resultados experimentais
CCp=1> , provém de uma velocidade nula. No modélo numérico n%o
¢ possivel ser calculado, pois a determinagd3o da velocidade
para a posterior distribui¢dc da press3o no perfil provém de
uma interpolag8o de valores finitos nos pontos da malha
préximos a fronteira do aerofélio. Este ponto pode ser forgado
ac resultado experimental, JA& que a posiglo do ponto de
estagna¢&o para o = O pode ser considerado coincidente com o
bordo de ataque.

5.4.2 Resultados de Cp para angulo de ataque o = 4°

Nos resultados apresentados na figura 5.3, ve-se EIue
as diferengas entre os valores numéricos e experimentais na
regi o do bordo de ataque manifestam-se agora mais
pronunciadamente no lado de sucg8o do perfil. Isto significa
que a distribuig3io da velocidade obtida numericamente nesta
regi o, no lade de sucg8o, ¢ inferior a dos valcres
experimentais. Observa na fig 5.3, que as curvas obtidas nas
simul agdes tendem-se aproximar das experimentais a partir de
18% da corda apés a borda de ataque, mantendo-se até o borda de
fuga. Isto se verifica, mais acentuadamente, nas curvas de
sobrepresso que nas de sucgldo. Nos resultados numéricos ,o
maximo Cp obtido no lado de sug3o é de -0,86 em 10% da corda,
J4 nos resultados experimentais, o© coeficiente de presséo
maxima & de -1,2 (Cpmax =-1,2) apresentando-se em uma posigio a
2,58% da corda.
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5.4.3 Resultados de Cp para Angulo de ataque, « = g°.

As diferengas das curvas experimentais e numéricas
mostradas na figura 5.4 s3o semelhantes as apresentadas nos
resultados para o = 4°. 0 valor do coeficiente de pressio
maximo, na curva de sucg8oc obtida numericamente, é -1,8 em uma
posig&o & 0.46%% da corda, e na curva experimental é¢ de -2,6 A
0,25% da corda. Em comparag%c com os dados obtidos para o = 4°.
a posig8o do maximo da curva nos resultados numéricos
aproxima-se da posi¢g3oc do maximo experimental, no entanto,
ambos os resultados de Cpmax (numérico e experimental) diferem
substancialmente. Considerandoc o maximo da curva experimental
em O.25% da corda, observa-se que os maximos de Cp diferem em
100%. Isto mostra a grande dificuldade do modelo numérico em
aproximar-se dos valores experimentais na regifoc do bordo de

ataque,
S.4.4 Resultados de Cp para angulo de ataque, o = 12°.

Os resultados mostrados na figura 5.5 apresentam, como
nos casos anteriores, para os angulos « =4° e o =8° as mesmas
tendéncias de comportamento: um afastamento notério nas regides
do bordo de ataque , especialmente no lado de sucgdo, e uma
aproximag8oc das curvas apés a regifio citada. A posig3o do
maximo valor de Cp no lado de suc¢gfo aproxima-se ainda mais que
no caso obtido para o= 8°. Neste caso © valor maximo obtido de
Cp na curva dos resulados numéricos ¢ de -2,6 em 2,5% da corda,
enquanto o maximo na curva experimental ¢ de -3,68 em 2,3% da
corda. Os coeficientes de pressio maximos nestas curvas

apresentam uma diferenga de aproximadamente 70%X%.
5.4.5 Resultados de Cp para &ngulo de ataque, o = 14°

Os resultados para-angulo de ataque igual a quatorze
graus, apresentados na figura 5.6, mostram como as curvas do
lado de sucg8o diferem em seus comportamentos. Isto & explicado
pelas caracteristicas do modelo potencial o© qual nZoc pode
predizer os efeitos provenientes do descolamento da camada
limite quando o perfil supera o Aangulco de estol, que num
aerofdélio NACA 0012 é préximo doze graus5

ESCOLA Di ENTIEMNHARIA
~BIBLIOTECA



5.5 Analise dos resultados

Os resultados obtidos no presente trabalho, e a
comparag&c com os dados experimentais da Ref.11, permite

obser var que:

1. As curvas do coeficiente de press3o, obtidas pelo
modelo numérico, mostram um comportamento semelhante
as curvas experimentais nas diferentes situagBes
efetuadas, excepto para o angulo de ataque de quatorze

graus.

2. Compar ando oS resul tados numéricos com os
experimentais verifica-se haver simetria em relagl3o a
linha média do aerofélio para o &ngulo de ataque de

Zero grau.

3. As maiores divergéncias dos resultados numéricos
quando comparados com os resultados experimentais
ocorrem préximo do bordo de ataque no lado de sucgdo
do perfil, isto é, onde ocorrem os maiores gradientes

de vel ocidades.

4. Os pontos de maximo valor para o coeficiente de
press&8c obtido na simulag8o numérica nos diferentes
adngulos de ataque n3o coincidem com os pontos maximos
obtidos experimentalmente. O coeficiente de pressio
maxima obtide numericamente ¢ sempre menor do que

aquele obtido experimentalmente.
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6. CONCLUSUES E RECOMENDACOES

Os resultados obtidos na simulag¥c do escoamento em
torno de um perfil aerodin&mico para diferentes Aangulos de
ataque, comparados com resultados experimentais da referéncia
[11], mostraram as limitagBSes que a seguir sio expostas
Juntamente com recomendag®es para o© desenvolvimento de

trabalhos futuros.
ad LimitagBes na relagdo passo-corda

Teoricamente a relagdo passo-corda s/c, deve tender ao
infinito na determinagiZoc do escoamento num perfil isolado a
partir de uma grade linear de passs,so,sa .Num trabalho
numérico, s tem um valor finito, pois forma parte de um dominio
discreto e o aumento da relag@o s/c no dominio formado por um
namero finito de pontos compromete a exatid3c da solugio. Os
resultados numéricos sZo dependentes de uma malha de alta
densidade, sobretudo nas regides do bordo de ataque, onde
apresentam-se os maiores gradientes de velocidades. Quando se.
aumenta o parametro s/c a relagdo maxima entre intervalos da
malha (Ax AzD>max também aumenta, fazendo com que a densidade de
pontos da malha diminua. A partir de um grade de pas, Boletis
et Al.za,obt,ém por exemplo, com uma relag8o s/¢c = 10, resultados
para a distribuigdoco de velocidade préximos aos obtidos num
perfil isolado, mas nesse trabalho ndo se faz reférencia a'
quantidade de pontos empregados na malha e os comprimentos das
regies & montante e a4 jusante.

Para se encontrar ‘a relag3o s/c que represehta o]
escoamento de um perfil isolado, realizou-se uma verificagfo
numérica gque consistiu na comparagic dos resultados da
distribuigZoc da velocidade obtidos pelo programa para angulo de
ataque igual a O°. com oS analiticos da referéncia [8)]. O
programa foi executado para valores crescentes de s./c. Apds
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varias simula¢gBes, foi adotade s/c =1,4, (Fig.5.1> que pelo
numero de pontos na diregfo do passc (18) apresentou uma boa
aproximag3o do escoamento do perfil isoclado, apesar de que a
velocidade no centro do escoamento supera ligeiramente a
velocidade da corrente 1livre. Na Fig.6.1 apresenta-se a
variag8c da distribuig3c de velocidade na superficie do perfil
NACA 0012 para aAngulc de ataque de zero grau quandoc modificada
a relac%o s-/c. Observa-se na Fig.6.1 a depéndencia dos
resultados quando se aumenta a relag8o passoscorda para um
mesmce numero de pontos da malha. Verifica-se que para a
relag8o s/c=20 a distribuig8co de velocidade torna-se quase
constante.

No presente trabalho a relag8o s/c foi tambem limitada
pela capacidade de memdria do microcomputador empregado,
restringinde o numerc maximo de pontos da malha: para se
aumentar o afastamento entre pas de 1,4 vezes a corda (tal como
empregado no programa), para cinco vezes o tamanho da corda,
conser vando-se Ax igual a 0,077 (correspondente a 1,418 ),
dever -se—ia aumentar de 18 para 64 pontos a malha na direg3o x,
© que daria um tamanho de 3520 pontos (64x85) , sendo o maximo
conseguido no programa de 990 pontos (18x55). Tzabiras et Alf'.
empregam por exemplo para determinar o escoamento de um perfil
isoclado uma malha com 3600 pontos (BOx60), tendo 80 pontos na
superficie do perfil.

Melhcores resultados nas regies do bordo de ataque
poder %o ser obtidos fazendo a malha com densidade variavel na
diregdc do passo. Um maior numero de pontos aumentando a
densidade até o centro do escoamento (Passo médiocd) e depois
diminuindo simetricamente, tal como representado na Fig. 6.2
Esta alternativa obriga a modificag8o do programa, jA que nele
considera-se uma distribuigiZc da fung3o corrente uniformemente
espagada na direglo Xx. |

A obteng3o do escoamento de um perfil isoclado a partir
do sistema tipo cascata aqui apresentado, depende dQ numer o
maAximo de pontos utilizados no programa, e da distribuig¢3o dos
mesmos no dominio. Assim, para se avaliar a interférencia entre

pas, devem-se superar as limita¢gdes comentadas.
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b> Limitag8Ses de ortogonalidade pelo planc fisico da malha

A gerag3c de uma malha com elevado grau de
ortogonalidade ¢ condig%c fundamental para o© sucesso de uma
soluglo numéfica‘7.0 alto grau de ortogonalidade torna-se muito
mais importante ainda nas vizinhangas do aerofdélio, onde s3o
determinadas as velocidades que influem na distribuig¢f%c de
press3o ao longo do perfil. A gerag3o da malha no plano fisico
apresenta um baixo grau de ortogonalidade, especialmente
préximo das fronteiras do aerofélio. Isto acentua-se com o
aumento do Angulo de ataque, desfavorecendo a solug83c do
problema dependente do dominio discretizado. Um outro tipo de
malha, na qual se efetue a transformagidoc daquele planc num

G,48
poder & aumentar (o] grau de

plano computacional‘ ’
ortogonalidade, favorecendo a solugdo numérica com outras
vantagens, como por exemplo a utilizag8o da superficie do
aerofdlio como uma fronteira do plano computacional,

simplificando assim o tratamento das condig¢8es de contorno®”’

c) Limitag®es no Aangulo de ataque pelas caracteristicas

potenciais do modelo

O modelo potencial tem sua utilizag8o restrita a
- campos de escoamento com Aangulos de ataque mencres do que o©
Adngulo critico (Estol)d. Isto porque © modelo n3oc viscoso é
incapaz de predizer a perda de sustentag3o provocada pelo
descolamento da camada limite, e a circulag3o apresentada no
bordo de fuga nos perfis aerodindmicos com angulo de ataque
maior que ‘o Angulo critico. Na Fig. 6.3 apresenta-se a
comparag8oc do coeficiente de sustentag8o (Cl) a partir dos
resultados numéricos e dos dados experimentais da Ref.11 para
angulos mencres que o© Aangulo de estol. Observa-se que o©
coeficiente de sustentagZoc obtido numericamente ¢ sempre menor
que aquele determinado a partir dos dados experimentais. Isto
explica-se por que estes resultados s38c obtidos a partir da
integrag%o dos coeficiente de press3c, e comc fol observado, os
valores de Cp obtidos nas simulac®es apresentaram menores picos

que oS obtidos nos resultados experimentais.



d) Limita¢g®es na determinag8o da fun¢gfo corrente

O valor da fung¥%oc corrente arbitrada inicialmente no
bordo de ataque, que define posteriormente o valor da fun¢Xo
corrente ac longo da superficie do perfil no lado de
sobrepressio, tem especial importancia na acelerag3o da
convergéncia no processc iterativo. Por isto, alguma relagfo
que permita a defini¢3o deste valor a priori deve ser
utilizada. Para tal objetivo, no trabalho apresentado foi
empregada uma relag3oc linear entre o valor da fung3o corrente
do primeiro ponto da malha na fronteira de pressfc com o Angulo
de ataque . Trabal hos experimentais‘p onde apresenta-se
visualizag8c do escoamento de aerofdélios para diferentes
angulos de ataque podem servir por exemplo, para fornecer
informag®es de como © ponto de estagnag3c vai se deslocando

para atras na superficie de sucg3oc a partir do bordo de ataque.
Conclus8es gerais

Neste trabalho foi desenvolvido um programa para a
simul ag%c do escoamento em aerofdlios o qual pode ser utilizado
para angulos de ataque até prédximo do Angulo de ataque critico
(Esteld), e antes de ocorrer separag3o. Trabalhos onde se
comparam dois modelos numa grade de pas’? um potencial e outro
viscoso, mostram que uma analise potencial basta para descrever
geralmente o© escoamento. No trabalho de Tzabiras et al?s.a.
pesar de empregar um modelo viscoso, apresentam discrepancias
com os resultados experimentais para aAngulos préximos do Estol,
indicando-se que os fendmenos de instabilidade observados, por
exemplo, para angulo de ataque de de 14° num perfil NACA 0012,
n3o podem  ser previstos pelc método. Isto mostra as
dificultades mesmo com modelos viscosos em descrever o
escoamento dos aerofdélios para Aangulos superiores ac Aangulo
critico.

O programa portanto pbdera ser empregado para a
determina¢i8c das caracteristicas aerodinaAmicas de aerofélios em
turbinas edlicas em regime permanente, e para Angulos de ataque

inferior ao aAngulo critico.

- . -
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APROXIMACXO DE EQUACDES DIFERENCIAIS POR EXPANSAO DA
' SERIE DE TAYLOR

Nas aproximagBes com diferengas finitas emprega-se
geralmente, uma malha retangular, obtendo-se desta forma uma
express3o simplificada da interdependéncia dos pontos da malha.
A escolha do numero de pontos na aproximag3c depende do grau de
deformag8c da malha, da precis3c requerida, e do tempo
computacional. Pelas caracteristicas do dominio, no presente
trabalho, a malha sofre deformag8co e o espagamento da mesma é
modificado conforme a curvatura das paredes sdélidas.Isto
provoca uma perda da ortogonalidade na malha, afetando a
exatidd3oc dos resultados. Ha, portanto, necessidade de se
utilizar maior quantidade de pontos na aproximag3oc das equagdes
que os utilizados normalmente em malhas regulares. Neste caso,
foram empregados nove pontos. A seguir ¢ apresentado o
procedimento para aproximar por diferengas finitas as equagles

diferenciais empregando a expans3oc da série de Taylor.
A.1 Série de Taylor com fungSes miltiplas

A expansf%c da série de Taylor para fungdes maltiplas &

dada por®? : '
Dooof
fixa,x2,..,xn0 = fCat,az,...,and) + § = (xi - aid
j=01x: at,az,..as
1 n n ozf . ‘ . .
+§!i§:1 jgfx—m i a1,22....,an Cxi aid(xi—ajd
1 o0 LR
51 L L L 3ot ataz,...,ant T 200 - apha = a0
i=zgj=4 k=1
+ RmCx1,x2,...,Xn) CA. 1D
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Onde: fCxa,%x2,...,xn) ¢ uma fungdo real na qual todas as

derivadas parciais de ordem m existem e s3o continuas

em ai < xi < bi Ci=t,2,. . .,nD.
Rm(x1,x2,...,%Xn) & © termo residual da série,
Rm = L d™r CA. 2
m.

A.2 AproximagHo das equagBes diferenciais

Seja (xo0,yo0) o© ponto da malha onde se fara a
aproximag3c, ent8o, n pontos ao redor deste, podem ser

expressos por:

(x1,y1) = (xo+hi1, yo+s1D
(x2,y2) = (xo+hz, yo+s2d
CA. 3
(xn,yn) = (xo+hn, yo+sn)
Onde hi,si s¥3c constantes que satisfazem
O < hi < h » O < si < s Ci=g,2,...,nD CA. 4>

que devem estar dentro das fronteiras do dominio,e representam
as distancias locais entre o ponto (xi,yid e © ponto (xo,yo,

nas dire¢des X e y respectivamente.
Se tomarmos nove pontos (n=8) ao redor do ponte "0, e

numerados tal como representa a figura A. 1, a derivada parcial

de uma fung8o y no ponto "O", pode ser escrito como*>;

i i : CA. S

Sendo n+1 coeficientes de diferenciag8o «i, s8¢0 necessarias n+1

relag8es para a sua solugi3o.
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Extendendo o somAtorio da expreSszo A.B

oy = + + +
¥ oo Yy (Xo,yod ot w1Cx1.y1) oot ooy (xe,yed
CA. &

Tomando © primeiro termo, w1Cx1.y1) e substituindo-o

na expans3o da série de Taylor de terceira ordem dada pela
equagio A.1

1 2
w’Cx:.yz) = v, + wax: xo0) + wy(yz yod + ;wxxCxx xXo)  +
+ 1—t,u (x1-%od(Cys1—yod + ’—w Cy1-yod (x1-x0D +2 " (yz—yo)z
2 xy 2" yx 2 vyy

1 8 F 4 2
ooV, lxaTx00 4 ;!wxyx(xx x0)" Cy1~yod +

;!wxyy(yz-yo)szx—xo) + %!wyxx(yz—yo)(xx—xo)z +

1
¥

2 1 8
Cy1-yod (xX1-%0) + = Cy1—-yo) +. .. +Re
vy x Y-y B!Wyyy yi-y

_ CA. 7D
Onde Re¢ representa o truncamento da série na quarta ordem .

Agrupandc os termos como:

1
w1(x1.y1) =¥, + wx(x.t-xo) + wy(yz—yo) + Y wxx(xx—xos +

1 2 1 8
+ ;!wyynylyo) + wxnyz—xo)Cyz yod + ;!wxxgxx x0d)~ +

1 8 1 2
M wyyyCyz yod  + Y wxxnyx x0) "Cy1-yod +
1 2
+ z wxyny:—xo) Cys1-yod CA. 8
Onde : =% =

oy 0% A
Yo = wy- W ’ wxx- I>E 'wxy KO}' . etc.

Da mesma forma sZ%o encontrados os valores para wszz.y'z).
wsst,ys). . .wp(xo.yo).
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Substituindo cada termo wiCxi,yD na forma da Eq. A.6,

e, reagrupando obtem-se:
gwx = WOCaoﬂn +...+aed +
waou(xx-xo) +oz(xX2-%0) +...+ ow{xo-x0dD
wy( ou(y1-yod +czCy2-x0) +. ..+ ool yo—-yodD
% wxxCoqu:—xof + ozCxz-x03 +...+ cotxo-x03 >
% wyy( ouny-—yo)2+ o2C yz—yo)z+. R o:o(yo-ywo)z)
wxwaCm—;co)ny—yo) + c@(x2-x00(y1-yod +
+ oo xo-x02(yo-yod)D
i.w x(ou(x1—xo)8+ ozCx2-x0d2+. . .+ a9lxe-x0d"

B, XX

wyyy(ouc Y1 -yo)8+ azCy2 -yo)a+. Lot aprp—yo)s
[]

U

-;— WXKSO(:Cx.t—xo)szx—yo) + oaC)Q—xo)szx—yo) +
+ ool xo-x0D 3¢ yo-yolD

1 2 2

Y wxywaCx:—xoD Cy1-yod "+ oce(x2-x0) (yi-yod +

+ ool xo-x0) Cye—yod2d CA.9

Escrevendo cada termo na forma de somatério:

ov n=9 n=9o n=9o
x = wo o; + ¥ a (xi—-x0d + v;, }:ia Cyi-yod +
i=o i=1 i=1
n=9 2 n=1 2
L . +
+ L h ai(m 0D~ + wyy 2 ai(y: yoD

i=1 i=1



n=

+ wxy T ai(xi—xo)Cyi—ysa + y

14

® X
1

nz=o s
¥ alxi-xo0d +
x i ‘I

1=

n=9o » n=p »
+ o Cyi—yed™ + a (xXi-x0) (yi-yod +
VYWE [CYiTye ¥y }:i C Xi yi=y
154 1=1
n=9 2
+ VJny,E‘ai(y"yc’) (xXi=-x0D
! CA.100
Denomi nando cada express3oc do somatdério, como Ai
ow=on+ W AL + y Az + w As + y  Ae +
Ix o x y x X Yy
+ wxyAs + wxxon + wyyyAv + wxxyAa wxyyAp
CA. 11D
A equagl3o A.11 é valida para todas as fungdes de vy Os

correspondentes valores de Ai, sabendo-se que oy dx = v -para

satisfazer a equag3o devem ser iguais a:

oy -
Ix
+ ijyo

Portanto :

Ao=0, As1=1,

Substituind

somatério:

Para Ao,

ent&o:

+ y O + y O + vy

X X X

w°O+wx1+wy‘O+wxxO+wyyO+

CA. 12>

Az=0, As=0, Ae=0, A3=0, As=0, A7=0, As=0, Ao=0

o-se cada constante
n=e
ai = Ao
1=0
n=p
o = - ¥ o

Al

por

seu

correspondente

CA. 13

CA. 14D



O coeficiente co pode ser explicitado, pois © termo Ao, sempre

é igual a zero.

Para Ai, Ci=1,2,..,9):
°
r aiCxi-xoD = A1
i=g
°
) aiCyi—yo) = A2
i=t
°
-;- ) aiCxi—xobz = As
151
°
% T aiCyi—yoDZ = Ad CA. 15
1= 8
o
% E aiCXi—xoDCyi-yo) = As
izt
o
%! I c(iCxi—xo)8 = Ao
iz1
°
%-! ) cr’,Cyi-yo)a = A7
izt
°
% ) aiCxi —xo)2Cyi-—yo) = As
izt
o
% ) aiCyi-yoDszi—xoD = Ao

...
"

Conhecidos o©os valores de Ai, pode-se entf3c resclver o sistema
de equagdes A.15 , e obter—-se os coeficientes «i , os quais
ser8oc empregados para determinar finalmente a expressioc A.5,

que junto com a Eq. A.14 pode ser expressa como:

&—20(.1;/. - y T o A CA. 16D

Pelo mesmo procedimento pode-se obter os valores dos

coeficientes:

;w;___' ﬁiw. - vozﬂi CA. 17D
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Aqui o coeficiente Az é igual a 1, e todos os outros

Ai s%o nulos.

Na aproximag8oc do laplaciano teremos:

2 =
v, 9y _ T

2 > Ny, - ¥ En. CA. 18

Os coeficientes dos termos V., © wyy s¥o iguais a 1, 1isto é

A3=1, A4=1, e os demais iguais a zero.
Desta forma ¢ possivel resumir os valores dos

coeficientes Ai da equagfio A.15 para as aproximagBes das

equagBes A.16,A.17,A.18 tal como representado na tabela A.1.

TABELA A.1 Resumo dos termos Ai

A | Az | As | Ac |As... A0
By 0% o, 1 0 0 ) 0
dy 3y B, 0 1 0 0 0
%y 8% + acy oyt ", 0 0 2 2 0

Figura A.1 Pontos da aproximac8o





