
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Instituto de Matemática

Programa de Pós-Graduação em Matemática

Contribuições para a teoria de equações dos
meios porosos com termos advectivos

Nicolau Matiel Lunardi Diehl

Tese de Doutorado

Porto Alegre, 23 de setembro de 2015.





Tese submetida por Nicolau Matiel Lunardi Diehl1 como requi-
sito parcial para a obtenção do grau de Doutor em Matemática
pelo Programa de Pós-Graduação em Matemática do Instituto de
Matemática da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Dr. Paulo Ricardo de Ávila Zingano (UFRGS)

Banca Examinadora:
Dr. Esequia Sauter (UFRGS)
Dr. Leonardo Prange Bonorino (UFRGS)
Dra. Lineia Schutz (UFRGS)
Dra. Lucinéia Fabris (UFSM)
Dr. Wilberclay Gonçalves Melo (UFS)

Data da Apresentação: 23 de setembro de 2015.

1Bolsista da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior - Capes





Sumário

1 Introdução 1

2 Equações de �ltragem 8

2.1 Solução fraca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Princípios de comparação e unicidade de solução . . . . . . . . 12

3 PME's com termos advectivos, propriedades básicas 21

3.1 Decrescimento da norma L1 e conservação de massa . . . . . 22

3.2 Contração da norma L1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3 Teoremas de comparação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4 Limitação da norma Lq e estimativa básica de energia . . . . . 53

3.4.1 Caso k ≥ α/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.4.2 Caso 0 ≤ k < α/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4 PME's com termos advectivos: Caso semidissipativo 65

4.1 Decrescimento da norma Lq para soluções suaves . . . . . . . 66

4.2 Estimativas de decaimento das normas Lq e L∞ . . . . . . . . 74

4.3 Análise de Escalas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5 PME's com termos advectivos, Limitação global 93

5.1 Estimativa de energia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.2 Estimativas para a norma L∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

5.3 Condições para existência global . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

i



Resumo

Nesta tese de doutorado examinamos propriedades qualitativas de solu-

ções de equações de �ltragem e, mais especi�camente, de equações de meios

porosos (ou porous medium equations e daí a sigla PME's).

As equações de �ltragem modelam diversos fenômenos físicos, entre eles

destacamos a dinâmica de gases ou �uidos em meios porosos.

No capítulo dois, obtemos um princípio de comparação e unicidade de

solução (fraca) para equações de �ltragem com condições de Cauchy.

Obtemos ainda, no capítulo três, alguns resultados básicos sobre as so-

luções para a equação de meios porosos com condição de Cauchy. Estabele-

cemos para soluções clássicas e limitadas propriedades tais como: decresci-

mento da norma L1, conservação de massa e contração da norma L1. Para

soluções de viscosidade do mesmo problema, obtemos ainda: teoremas de

comparação, contração da norma L1 e unicidade.

O caso semidissipativo para equações de meios porosos é tratado no ca-

pítulo 4, onde obtemos a taxa ótima de decaimento para a norma L∞ de

soluções de equação (regularizada) de meios porosos com termo advectivo

(com dependência de x, de t e u).

Finalmente, no capítulo 5, obtemos uma limitação uniforme para a norma

L∞ de soluções e condições su�cientes para a existência global de soluções

da equação (regularizada) de meios porosos com termo advectivo (com de-

pendência de x, de t e de u).
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Abstract

In this thesis, we examine qualitative properties of solutions of �ltering

equations and, more speci�cally, of porous medium equations (PME's).

The �ltering equation models many physical phenomena, including the

dynamics of gases or �uids in porous media.

In Chapter two, we obtain a comparison principle and the uniqueness of

a (weak) solution for the �ltering equations with Cauchy conditions.

In this work, in chapter three, we also obtain some important basic re-

sults for solutions to the porous media equation with Cauchy condition. For

bounded classical solutions, we establish properties such as: decay of the L1

norm, conservation of mass, and contraction in the L1 norm. For viscosity

solutions of the same problem, we prove a comparations priciple, contraction

of the L1 norm, and uniqueness.

The semidissipative case for porous media equations is discussed in chap-

ter four, where we obtain the optimal decay rate in the L∞ norm of solutions

of the (regularized) porous media equations with advective term (with de-

pendence of x, t and u).

Finally, in chapter �ve, we obtain a uniform bound for the norm L∞ and

su�cient conditions for the global existence of solutions of the (regularized)

porous media equation with advective term (with dependence on x, of t and

u).
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Capítulo 1

Introdução

Neste trabalho de doutorado são examinadas propriedades qualitativas

de soluções de equações de �ltragem e, mais especi�camente, de equações de

meios porosos (ou porous medium equations e daí a sigla PME's).

As equações de �ltragem são equações do tipo ut = ∆A(u). No caso

especial A(u) = |u|m−1u, dizemos que as equações de �ltragem são, em par-

ticular, equações de meios porosos. Quando só admitimos soluções positivas

temos A(u) = |u|m−1u = um e quando admite-se soluções que trocam de si-

nal dizemos que as soluções são soluções com sinal (para a equação de meios

porosos).

As equações de �ltragem modelam diversos fenômenos físicos, entre eles

destacamos a dinâmica de gases ou �uidos em meios porosos. No capítulo

dois, obtemos um princípio de comparação e unicidade de solução para o

problema {
ut = ∆A(u)

u(·, 0) = u0 ∈ L1
loc(Rn).

No capítulo três são obtidos vários resultados básicos importantes sobre

as soluções (clássicas, limitadas) do problema de difusão não linear
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ut + div
(
f(x, t, u)u

)
= div

(
|u |α ∇u

)
+ η∆u, (1.1)

u(·, 0) = u0 ∈ Lp0(Rn) ∩ L∞(Rn), (1.2)

dadas constantes α > 0, 1 ≤ p0 < ∞, η > 0 , e sendo f= (f1, ..., fn), onde

f, fx1
, ..., fxn

, fu, são contínuas e f satisfaz alguma entre as condições (1.3),

(1.4) abaixo:

n∑
j=1

∂ fj
∂xj

(x, t, u) ≥ 0 ∀ x ∈ Rn, t ≥ 0, u ∈ R, (1.3)

ou

| f(x, t, u) | ≤ B(t) | u |k ∀ x ∈ Rn, t ≥ 0, u ∈ R, (1.4)

para dadas B ∈ C0([0,∞)), k ≥ 0 (constante).

No caso de f não depender de x e de t, tem-se, em particular, a equação

ut + div f(u) = div
(
|u |α ∇u

)
+ η∆u, x ∈ Rn, t > 0, (1.5)

que em ambos os casos (1.3) ou (1.4), as soluções de (1.1) exibem (enquanto

existirem) várias propriedades conhecidas de problemas parabólicos em forma

conservativa (como por exemplo regularidade, decrescimento na norma L1,

conservação de massa e propriedades de comparação), mas no caso de (1.4)

outras propriedades familiares deixam, em geral, de ser válidas (decresci-

mento em normas Lq para q > 1, propriedade TVD (Total Variation Di-

minishing), contratividade em L1 , existência global, decaimento a zero em

várias normas (ao t→ ∞) em caso de existência global, etc). De fato, o pro-

blema (1.1), com a condição adicional (1.4) pode tornar-se muito complicado
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quando a condição (1.3) for violada, como indicamos intuitivamente a seguir.

Para isso, consideremos, por simplicidade, o problema unidimensional

ut + (f(x) | u |ku)x = ( |u |αux)x + η uxx, (1.6)

u(·, 0) = u0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R),

onde se supõe J := { x ∈ R : f ′(x) < 0 } ̸= ∅. Reescrevendo a primeira

equação na forma

ut + (k + 1) f(x) |u |kux = ( |u |αux)x + η uxx − f ′(x) |u |ku, (1.7)

vê-se que u(x, t) tende a ser estimulada a crescer (em magnitude) nos pon-

tos x ∈ J , particularmente onde − f ′(x) ≫ 1. Por outro lado, como

∥u(·, t) ∥
L1(R)

≤ ∥u0 ∥L1(R)
para todo t (enquanto a solução existir), um cres-

cimento intenso em uma dada parte de J resulta na formação de estruturas

alongadas (como ilustrado na Fig. 1 a seguir), que tendem a ser e�ciente-

mente dissipadas pelo termo difusivo presente. Quanto maior for o cresci-

mento de | u(x, t) |, maior será o efeito do termo − f ′(x) |u |ku no lado direito

de (1.7) em forçar crescimento adicional e maior será a capacidade dissipativa

do termo difusivo em (1.7) de impedir tal crescimento, dado o aumento do

próprio coe�ciente de difusão e da intensi�cação dos efeitos de alongamento

no per�l de u(·, t)!

A competição entre os termos difusivos e forçante na equação (1.6) pode,

assim, tornar-se tão intensa que o resultado �nal desta interação (explosão ou

não em tempo �nito, existência global e comportamento ao

t → ∞, etc) é muito difícil de ser previsto. Além disso, em contraste

com a literatura vigente (ver e.g. [12, 16, 17] e referências ali citadas), este

tipo de interação (com conservação de massa ou vínculos similares) só pas-

sou a ser investigado matematicamente muito recentemente (em [1, 2, 9]).
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Fig. 1. Representação da solução u(·, t) no instante t = 5 (curva cheia)

correspondente à equação (3.5) acima com f(x) = − tghx, α = 0.5, k = 1.5,

η = 0.01, e estado inicial u0 indicado (curva tracejada). Nota-se o crescimento

de u(·, t) devido a se ter f ′(x) < 0, com formação de estruturas alongadas

(�ondas de alta frequência") dada a conservação de massa.

Para problemas como (1.1)-(1.2), com a condição (1.4) sobre f acima, é

natural esperar, com base na discussão anterior, que as soluções u(·, t) pos-
sam existir globalmente (i.e., estar de�nidas para todo t > 0) se k ≥ 0,

u0 ∈ Lp0 (Rn) não forem grandes (em um sentido apropriado). Nesta tese,

vários resultados nesta direção são obtidos; em particular, é mostrado que se

k < α +
1

n
(1.8)

então a solução u(·, t) do problema (1.1) com a condição adicional (1.4) é

globalmente de�nida qualquer que seja o estado inicial u0 ∈ L1(Rn)∩L∞(Rn),

tendo-se u(·, t) ∈ C0([0,∞), L1(Rn)) ∩L∞
loc([0,∞), L∞(Rn)). (Quando k ≥
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1 + α/n, existência global é garantida para u0 apropriadamente pequena,

apenas.) Ademais, em caso de solução global, argumentos heurísticos suge-

rem que se tenha, sendo q ≥ 1 qualquer:

lim sup
t→∞

∥u(·, t)∥
L∞(Rn)

≤ K ·
(
lim sup
t→∞

B(t)

)δ (
lim sup
t→∞

∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

)γ
(1.9)

para certas constantes positivas K , δ, γ > 0 que dependem somente de

n, q, α, κ (e não de f, u0, u, ε), com δ, γ dadas por

δ =
n

n(α− κ) + q
, γ =

q

n(α− κ) + q
. (1.10)

Este resultado é estabelecido rigorosamente no caso unidimensional (n = 1),

em [9], e, em dimensão n ≥ 2, desde que se tenha

lim inf
t→∞

∥u(·, t)∥
L∞(Rn)

≤ K̂ ·
(
lim sup
t→∞

B(t)

)δ (
lim sup
t→∞

∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

)γ
(1.11)

para alguma constante K̂ > 0 dependendo, também, apenas dos parâmetros

n, q, α, k. (Para n = 1, (1.11) é obtida no capítulo cinco com o uso de certas

desigualdades válidas somente em R, e de um longo argumento adaptado de

[1, 2]. A obtenção do resultado (1.11) para n ≥ 2 permanece em aberto.)

No caso de soluções globalmente de�nidas, podemos examinar outras

questões em aberto também se põem para o problema (1.1)-(1.2) com a

condição (1.3) no caso de soluções globalmente de�nidas, mesmo em di-

mensão n = 1; por exemplo, não se conhecem condições gerais sobre f, u0
que impedem explosão (blow-up) no in�nito [ i.e., de modo a se ter u(·, t) ∈
L∞([ 0,∞), L∞(Rn)) ], ou condições garantindo decaimento assintótico

[ lim
t→∞

∥u(·, t) ∥
L∞(Rn)

= 0 ], ou, ainda, convergência a estados estacionários

(quando existirem), e assim por diante.
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Estas questões não serão examinadas nesta tese, com uma exceção: uma

possibilidade simples assegurando decaimento é fornecida pela condição (1.3)

acima: dada u0 ∈ Lp0 (Rn), a solução u(·, t) ∈ C0([ 0,∞), Lp0 (Rn)) corres-

pondente do problema (1.1) com a condição (1.3) satisfaz

∥u(·, t) ∥
L∞(Rn)

≤ K(n, p0, α) ∥u(·, 0) ∥
δ0

Lp0(Rn)
t
− γ0 ∀ t > 0, (1.12)

onde

δ0 =
2p0

2p0 + nα
, γ0 =

n

2p0 + nα
, (1.13)

e onde K(n, p0, α) > 0 é uma constante que depende apenas dos parâmetros

n, p0, α (e não de t, u, u0, f ou η): veja o capítulo 4. Mas, mesmo no caso

(1.3), há questões de interesse não respondidas: por exemplo, obtenção de

aproximações assintóticas para tγ0u(·, t) ao t→ ∞, e (no caso p0 = 1:) sobre

a validade ou não da propriedade

lim
t→∞

∥u(·, t) ∥
L1(Rn)

= |m |, m =

∫
Rn

u(x, t) dx, (1.14)

que é conhecida para a equação do calor e outros exemplos simples (ver

e.g. [22]). Uma resposta parcial é obtida no capítulo 4: (1.14) é válida para

(1.1) quando o termo f = f(x, t, u) for independente de x, como na equação

(1.5) acima.

Novamente, como em outras questões, o problema torna-se bem compli-

cado quando f depende explicitamente de x, com muito menos resultados

disponíveis na literatura. Por exemplo, com base em experimentos numéri-

cos, pode-se formular a seguinte proposição no caso p0 = 1, cuja prova (ou

refutação) não é conhecida:
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Conjectura. Se u(·, t) é uma solução global do problema (1.1) com a con-

dição adicional (1.3) tem-se sempre lim
t→∞

∥u(·, t) ∥
L∞(Rn)

= 0 quando não

houver soluções estacionárias (não triviais).

É conveniente notar que todas as propriedades obtidas nesta tese para

problema regularizado (isto é, η > 0) são uniformes em η e em nada depen-

dem do valor de η. Sendo assim, ao fazermos η → 0 todas as propriedades

(tais como unicidade, conservação de massa, decrescimento da norma L1,

entre outras) são preservadas. No capítulo 5 obteremos limitações unifor-

mes (em η) para as soluções u(η), e com isso as soluções de viscosidade do

problema degenerado (que são por de�nição lim
η→0

u(η)) tem as mesmas proprie-

dades das soluções do problema regularizado. Para estender esses resultados

devemos obter resultados de regularidade para soluções do problema dege-

nerado, o que não será feito nesta tese.
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Capítulo 2

Equações de �ltragem

Neste capítulo obteremos um princípio de comparação e um teorema de

unicidade para equações de �ltragem. Começamos de�nindo solução fraca

de uma equação de �ltragem.

2.1 Solução fraca

De�nição 2.1.1. Seja φ ∈ C∞(Rn × [0, T ]) tal que φ(·, t) ∈ C∞
0 (Rn) para

todo 0 ≤ t ≤ T e φ(x, T ) ≡ 0. Seja ST ≡ Rn × (0, T ). Dizemos que

u ∈ L1
loc(Rn × [0, T )) tal que A(u) ∈ L1

loc(Rn × [0, T )) é uma solução fraca de{
ut = ∆A(u)

u(·, 0) = u0 ∈ L1
loc(Rn)

em ST se, para 0 < t < T , satisfaz∫∫
ST

uφt + A(u)∆φdx dt+

∫
Rn

u0φ(x, 0) dx = 0.

Teorema 2.1.2. Seja u ∈ L1
loc(S̄T ), onde S̄T ≡ Rn × [0, T ], tal que A(u) ∈

L1
loc(Rn). Dados 0 < t0 < T e φ ∈ C∞

0 (Rn × [t0, T ]), existe Zt0;φ ⊂ [t0, T ]
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com |Zt0;φ|1 = 0 tal que, ∀ t̂0 < t̂ ∈ [t0, T ] \ Zt0;φ, temos

∫
Rn

u(x, t̂)φ(x, t̂) dx =

∫
Rn

u(x, t̂0)φ(x, t̂0) dx +

∫ t̂

t̂0

∫
Rn

uφt + A(u)∆φdx dt,

onde | · |1 denota a medida de Lebesgue em uma dimensão, e Zt0;φ depende

de t0, φ e u.

Demonstração. Como u ∈ L1
loc(S̄T ), ∃Z0 ⊂ [0, T ] com |Z0|1 = 0, tal que

u(·, t) ∈ L1
loc(Rn), ∀ t ∈ [0, T ] \ Z0.

Sejam t̂0 < t̂ ∈ (t0, T ) \ Z0. De�nimos ζ1, ζ2 ∈ C∞(R) tais que

ζ1(t) =

{
1 , em [ 0,+∞)

0 , em (−∞,−1 ]
e ζ2(t) =

{
1 , em (−∞, 0 ]

0 , em [ 1,+∞)

com 0 ≤ ζ1, ζ2 ≤ 1, |ζ ′1| ≤
C

ε1
e |ζ ′2| ≤

C

ε2
.

Assim, sendo ε1, ε2 > 0 tais que t̂0 < t̂ − ε1 e t̂ + ε2 < T , de�nimos

ζε1,ε2 ∈ C∞(R) por

ζε1,ε2(t) =



1 , se t̂0 < t < t̂

0 , se t < t̂0 − ε1 ou t > t̂+ ε2

ζ1

(
t− t̂0
ε1

)
, se t̂0 − ε1 ≤ t ≤ t̂0

ζ2

(
t− t̂

ε2

)
, se t̂ ≤ t ≤ t̂+ ε2

e de�nimos Φ ∈ C∞
0 (Rn × [0, T ]) por

Φ(x, t) =

{
φ(x, t)ζε1,ε2(t) , se t0 ≤ t ≤ T

0 , se 0 ≤ t < t0.
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Vejamos que a função Φ construída satisfaz o enunciado pelo teorema:

0 =

∫ T

0

∫
Rn

uΦt + A(u)∆Φ dx dt =

∫ t̂+ε2

t̂0−ε1

∫
Rn

uφtζ1

(
t− t̂0
ε1

)
ζ2

(
t− t̂

ε2

)
dx dt

+

∫ t̂+ε2

t̂0−ε1

∫
Rn

A(u)∆φζ1

(
t− t̂0
ε1

)
ζ2

(
t− t̂

ε2

)
dx dt

+
1

ε1

∫ t̂0

t̂0−ε1

∫
Rn

uφζ ′1

(
t− t̂0
ε1

)
dx dt

+
1

ε2

∫ t̂+ε2

t̂

∫
Rn

uφζ ′2

(
t− t̂

ε2

)
dx dt

Resta mostrar que ∃Z∗ com |Z∗|1 = 0 tal que, ao ε1, ε2 → 0, temos ∀ t̂0 ∈
(t0, T ) \ Z∗

(i)
∫ t̂+ε2

t̂0−ε1

∫
Rn

uφtζ1

(
t− t̂0
ε1

)
ζ2

(
t− t̂

ε2

)
+ A(u)∆φζ1

(
t− t̂0
ε1

)
ζ2

(
t− t̂

ε2

)
dx dt

→
∫ t̂

t̂0

∫
Rn

uφt + A(u)∆φdx dt,

(ii)
1

ε1

∫ t̂0

t̂0−ε1

∫
Rn

uφζ ′1

(
t− t̂0
ε1

)
dx dt→

∫
Rn

u(x, t̂0)φ(x, t̂0) dx, e

(iii)
1

ε2

∫ t̂+ε2

t̂

∫
Rn

uφζ ′2

(
t− t̂

ε2

)
dx dt→ −

∫
Rn

u(x, t̂)φ(x, t̂) dx.

A primeira a�rmação é imediata. Vejamos a prova de (iii).

Pondo C = max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ζ ′2(t− t̂

ε2

)∣∣∣∣ e v(t) ≡ ∫
Rn

u(x, t)φ(x, t) dx, temos

1

ε2

∫ t̂+ε2

t̂

∫
Rn

u(x, t)φ(x, t)ζ ′2

(
t− t̂

ε2

)
dx dt+

∫
Rn

u(x, t̂)φ(x, t̂) dx

=
1

ε2

∫ t̂+ε2

t̂

∫
Rn

u(x, t)φ(x, t)ζ ′2

(
t− t̂

ε2

)
− u(x, t̂)φ(x, t̂)ζ ′2

(
t− t̂

ε2

)
dx dt
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≤ 1

ε2

∫ t̂+ε2

t̂

∣∣∣∣ζ ′2(t− t̂

ε2

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
Rn

u(x, t)φ(x, t)− u(x, t̂)φ(x, t̂) dx

∣∣∣∣ dt
≤ C

∫ t̂+ε2

t̂

|v(t)− v(t̂)| dt→ 0 q.t.p.

pelo Teorema da diferenciação de Lebesgue, já que v ∈ L1((t0, T )) pois

|v(t)| < ∞, ∀ t ∈ (t0, T ) \ Z0. Note que na última passagem o Teorema

da diferenciação de Lebesgue que nos dá um conjunto Z2 ⊂ (t0, T ) com

|Z2|1 = 0, tal que ∀ t̂ ∈ (t0, T ) \ (Z0 ∪ Z2), temos

∫ t̂+ε2

t̂

∫
Rn

u(x, t)φ(x, t)ζ ′2(t) dx dt+

∫
Rn

u(x, t̂)φ(x, t̂) dx→ 0.

Analogamente, obtemos um conjunto Z1 ⊂ (t0, T ) com |Z1|1 = 0, tal que

∀t ∈ (t0, T ) \ (Z0 ∪ Z1), temos

1

ε2

∫ t̂0

t̂0−ε1

∫
Rn

u(x, t)φ(x, t)ζ ′1(t) dx dt−
∫
Rn

u(x, t̂)φ(x, t̂) dx→ 0.

Assim, ∀ t̂0, t̂ ∈ (t0, T ) \ (Z0 ∪ Z1 ∪ Z2), temos

∫
Rn

u(x, t̂)φ(x, t̂) dx =

∫
Rn

u(x, t̂0)φ(x, t̂0) dx+

∫ t̂

t̂0

∫
Rn

uφt + A(u)∆φdx dt.

De�nição 2.1.3. (2a de�nição de Solução Fraca) Dizemos que u ∈ L∞(ST )

é solução fraca de {
ut = ∆A(u)

u(·, 0) = u0 ∈ L1
loc(Rn)

em ST se, para 0 < t < T , satisfaz

(i)
∫∫

ST

uφt + A(u)∆φ = 0 , ∀φ ∈ C∞
0 (ST ) , e

11



(ii) ∃E ⊂ (0, T ) com |E|1 = 0 tal que u(·, t) ∈ L∞(Rn), ∀ t ∈ (0, T ) \ E e

u(·, t) → u0 em L1
loc([0, T ]), ao t→ 0 com t /∈ E.

Observação 2.1.4. u ∈ L∞(ST ) ⇐⇒ se ∃M > 0 e ∃E ⊂ (0, T ) com

|E|1 = 0 tal que u(·, t) ∈ L∞(Rn), ∀ t ∈ (0, T )\E e ∥u(·, t)∥
L∞(Rn)

≤M, ∀ t ∈
(0, T ) \ E.

2.2 Princípios de comparação e unicidade de

solução

Teorema 2.2.1. Sejam u, v ∈ L∞(ST ), onde ST ≡ Rn × (0, T ) com 0 <

T <∞, soluções de ut = ∆A(u), no sentido de 2.1.3, com condições iniciais

u0, v0 ∈ L∞(Rn), respectivamente. Se A ∈ C1(R) é crescente e A(u)−A(v) ∈
L2(ST ), então

u0 ≤ v0 ⇒ u(·, t) ≤ v(·, t) , q.t.p. t ∈ (0, T ).

Demonstração. Dada φ ∈ C∞
0 (Rn × [0, T̂ ]), com 0 < T̂ < T , existe Zφ,T̂ ⊂

[0, T ], com |Zφ,T̂ |1 = 0, tal que ∀ t̂ ∈ (0, T̂ ) \ Zφ,T̂ ,u , temos, pelo Teorema

(2.1.2) (fazendo t0 → 0 e t̂→ T̂ ), que

∫
Rn

u(x, T̂ )φ(x, T̂ ) dx =

∫
Rn

u0(x)φ(x, 0) dx+

∫ T̂

0

∫
Rn

uφt + A(u)∆φdx dt.

Da mesma forma, obtemos para v um conjunto Zφ,T̂ ,v ⊂ [0, T ] com |Zφ,T̂ |1 = 0

e propriedades análogas. Escrevendo θ := u − v e θ0 := u0 − v0, temos que

∀t̂ ∈ (0, T̂ ) \ Zφ,T̂∫
Rn

θ(x, T̂ )φ(x, T̂ ) dx =

∫
Rn

θ0(x)φ(x, 0) dx+

∫ T̂

0

∫
Rn

θφt + [A]∆φdx dt,

onde [A] := A(u)− A(v) e Zφ,T̂ := Zφ,T̂ ,u ∪ Zφ,T̂ ,v .
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Agora, de�nimos a ∈ L∞(ST )
+ (ou seja, a ∈ L∞(ST ) e a é não negativa em

ST ) por

a(x, t) :=


A(u)− A(v)

u− v
, se (x, t) ∈ ST e u(x, t) ̸= v(x, t)

0 , se (x, t) ∈ ST e u(x, t) = v(x, t).

Note que
A(u)− A(v)

u− v
= A′(ξ) ≥ 0, onde ξ pertence ao intervalo de extremos

u e v, e ainda que∣∣∣∣A(u)− A(v)

u− v

∣∣∣∣ = |A′(ξ)| ≤M1 := max
|ξ|≤M

|A′(ξ)| , onde M := max
(x,t)∈ST

|u− v| .

Analogamente de�nimos a0 ∈ L∞(ST )
+ por

a0(x) :=


A(u0)− A(v0)

u0 − v0
, se (x, t) ∈ ST e u0(x) ̸= v0(x)

0 , se (x, t) ∈ ST e u0(x) = v0(x).

Seja ã ∈ L∞(Rn × R)+ de�nida por

ã(x, t) :=


a(x, t) , se 0 < t < T

a0(x) , se t ≤ 0

0 , se t ≥ T.

A função ãδ(x, t) :=
1

δn

∫
Rn+1

ρ

(
(x, t)− y

δ

)
ã(y) dy ∈ C∞(Rn+1)∩L∞(Rn+1)

e 0 ≤ ãδ ≤ M1, onde
∫
Rn+1

ρ(y) dy = 1 e ρ ∈ C∞
0 (Rn+1)+. A função ρ é dita

função de moli�cação e sua construção e propriedades são encontradas em [8].

Escrevendo AR = {x ∈ Rn+1 : |x| < R}, temos ainda que ∥ãδ−a∥Lp(AR) → 0,

ao δ → 0, ∀ 1 ≤ p <∞ e ∀R <∞.
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De�nimos agora ãε,δ := ε+ ρ ∗ ãδ, para ε ≤ 1. Assim ε ≤ ãε,δ ≤ 1 +M1.

Sejam (δn)n, (εn)n sequências monótonas tais que δn → 0 e εn → 0, e seja

E := {(δn, εn) / n ∈ N}.
Seja G ⊂ C∞

0 (Rn)+ um conjunto enumerável e denso em W 1,2(Rn)+.

Basta mostrar que ∀ g ∈ G temos
∫
Rn

θ(x, t̂)g(x) dx ≤ 0, ∀ g ∈ G.

De�nimos T := (0, T ) ∩Q e R := {Rn / n ∈ N}, com Rn > 1 e Rn → ∞.

Dada g ∈ G toma R ∈ R tal que supp g ⊂ BRg e R > Rg + 1, tomemos

também (ε, δ) ∈ E e t̂ ∈ T . Consideremos
Ψt + ãε,δ(x, t)∆Ψ = 0 , se x ∈ BR e 0 < t < T̂

Ψ(x, T̂ ) = g(x) , se x ∈ BR

0 , se |x| = R e 0 < t < T̂ .

(2.1)

Pela teoria clássica de EDP's parabólicas temos que a solução Ψ ∈ C∞(BR×
[0, T̂ ]) ∩ C1(BR × [0, T ]). De�nimos então

Φ(x, t) :=

{
Ψ(x, t)ζR(x) , se |x| < R e 0 < t < T̂

0 , se |x| ≥ R e 0 < t < T̂ ,

onde ζR é suave de�nida por

ζR :=

{
1 , se |x| < R− 1

ζ∗(|x| −R + 1) , se |x| ≥ R− 1,

onde ζ∗ ∈ C∞(R) é tal que ζ∗(x) = 1, se x ≤ 0 e ζ∗(x) = 0, se x ≥ 1. De�ni-

mos I={(T̂ , g, ε, δ, R) / T̂ ∈ T , g ∈ G, (ε, δ) ∈ E , R ∈ R, tal que R>Rg+1}.
Para cada (T̂ , g, ε, δ, R) ∈ I, temos Φ = ΦT̂ ,g,ε,δ,R ∈ C∞

0 (Rn × [0, T̂ ]) e

ZT̂ ,g,ε,δ,R = Z ⊂ (0, T̂ ) com |Z|1 = 0 de modo que

∫
Rn

θ(x, t̂)Φ(x, t̂) dx =

∫
Rn

θ0(x)Φ(x, 0) dx+

∫ T̂

0

∫
Rn

θΦt + [A]∆Φ dx dt.
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Dado t̂ ∈ (0, T ) \ Z, seja T̂m ∈ T onde T̂m > t̂ com T̂m ↘ t̂. Seja

g ∈ G, (ε, δ) ∈ E , R ∈ R, tal que R>Rg+1, onde supp g ⊂ BRg .

Seja Φm ≡ ΦT̂m,g,ε,δ,R ∈ C∞
0 (Rn × [0, T̂m]). Assim , ∀m, g, ε, δ, R temos

∫
Rn

θ(x, t̂)Φm(x, t̂) dx =

∫
Rn

θ0(x)Φm(x, 0) dx+

∫ T̂

0

∫
Rn

θ
∂

∂t
(Φm) + [A]∆Φm dx dt

=

∫
Rn

θ0(x)Φm(x, 0) dx+

∫ T̂

0

∫
Rn

θ

[
∂

∂t
(Φm) + a(x, t)∆Φm

]
dx dt.

Queremos obter
∫
Rn

θ(x, t̂)Φm(x, t̂) dx ≤ 0. Temos
∫
Rn

θ0Φm(x, 0) dx ≤ 0. Resta

mostrar que ∫ T̂

0

∫
Rn

θ

[
∂

∂t
(Φm) + a(x, t)∆Φm

]
dx dt ≤ 0.

Lembremos que Φm = ΨmζR, e então

∂

∂t
Φm =

∂Ψm

∂t
ζR +Ψm

∂ζR
∂t

·

Também temos ∆Φm = 2∇Ψm · ∇ζR +Ψm∆ζR + ζR∆Ψm.

Logo
∂

∂t
Φm + a(x, t)∆Φm = ζR(x)

[
∂

∂t
Ψm + ãε,δ(x, t)∆Ψm

]
+ a(x, t) [2∇Ψm · ∇ζR +Ψm∆ζR]

+ ζR[a(x, t)− ãε,δ(x, t)]∆Ψm.

Assim∫
Rn

θ(x, t̂)Φm(x, t̂) dx ≤
∫ t̂

0

∫
BR

[A](x, t) [2∇Ψm · ∇ζR +Ψm∆ζR] dx dt

+

∫ t̂

0

∫
BR

θ(x, t) [a(x, t)− ãε,δ(x, t)]∆ΨmζR dx dt.
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Sejam

Im(ε, δ;R) :=

∫ t̂

0

∫
BR

[A](x, t) [2∇Ψm · ∇ζR +Ψm∆ζR] dx dt,

e

Jm(ε, δ;R) :=

∫ t̂

0

∫
BR

θ(x, t) [a(x, t)− ãε,δ(x, t)]∆ΨmζR dx dt.

Dado η > 0, como |∇ζR(x)| ≤ C e |∆ζR(x)| ≤ C, onde C não depende de

R, ε, δ e m, temos

|Im| ≤ C

∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|A(u)− A(v)| (|∇Ψm|+ |Ψm|) dx dt, (2.2)

já que ∇ζR(x) = 0 e ∆ζR(x) = 0 para |x| ≤ R − 1. Vamos estimar sepa-

radamente |∇Ψm| e |Ψm|. Estimemos primeiramente |∇Ψm|. Multiplicando

(2.1) por ∆Ψm e integrando em BR × [τ, T̂m], obtemos

0 =

∫ T̂m

τ

∫
BR

(∆Ψm)
∂

∂t
Ψm dx dt+

∫ T̂m

τ

∫
BR

ãε,δ(∆Ψm)
2 dx dt

=− 1

2

∫
BR

|∇Ψm(x, T̂m)|2 dx+
1

2

∫
BR

|∇Ψm(x, τ)|2 dx

+

∫ T̂m

τ

∫
BR

ãε,δ(∆Ψm)
2 dx dt,

ou ainda, para todo 0 < τ < T̂m, temos

∫
BR

|∇Ψm(x, τ)|2 dx+ 2

∫ T̂m

τ

∫
BR

ãε,δ(∆Ψm)
2 dx dt =

∫
BR

|∇Ψm(x, T̂m)|2 dx.

Integrando em [0, t̂ ], obtemos

∫ t̂

0

∫
BR

|∇Ψm(x, τ)|2 dx dτ+2

∫ t̂

0

∫ T̂m

τ

∫
BR

ãε,δ(∆Ψm)
2 dx dt dτ =

∫ t̂

0

∫
BRg

|∇g|2 dx dτ,
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já que Ψm(x, T̂ ) = g para |x| = R. Em particular, obtemos

∫ t̂

0

∫
BR

|∇Ψm(x, τ)|2 dx dτ ≤ t̂∥∇g∥2L2(Rn)

e ∫ t̂

0

∫
BR

ãε,δ(∆Ψm(x, τ))
2 dx dτ ≤ t̂

2
∥∇g∥2L2(Rn).

Agora vamos estimar |Ψm|. Para tal, multiplicamos (2.1) por 2Ψm e integra-

mos em BR × [τ, t̂m], obtendo

0 =

∫ T̂m

τ

∫
BR

2Ψm
∂

∂t
Ψm dx dt+

∫ T̂m

τ

∫
BR

ãε,δ2Ψm∆Ψm dx dt.

Pelo Teorema de Fubini e como Ψm(x, T̂m) = g para |x| ≤ R, temos

∫
BR

(Ψm)
2 dx ≤ ∥g∥2L2(Rn) + 2

∫ T̂m

0

∫
BR

ãε,δ(x, t)|Ψm||∆Ψm| dx dt.

Integrando em [0, T̂m] e aplicando a desigualdade de Young, obtemos

∫ T̂m

0

∫
BR

Ψ2
m(x, τ) dx dτ ≤ T̂m∥g∥2L2(Rn) + 2 T̂m

∫ T̂m

0

∫
BR

ãε,δ(x, t)|Ψm||∆Ψm| dx dt

≤ T̂m∥g∥2L2(Rn) +
1

2

∫ T̂m

0

∫
BR

(Ψm)
2 dx dt

+ 2T̂m

∫ T̂m

0

∫
BR

(ãε,δ(x, t))
2|∆Ψm|2 dx dt.

Como 0 < ε ≤ ãε,δ ≤ 1 +M1, e T̂m ≤ T , temos

∫ T̂m

0

∫
BR

Ψ2
m(x, τ) dx dτ ≤ 2T∥g∥2L2(Rn)

+ 4(1 +M1)T
2

∫ T̂m

0

∫
BR

ãε,δ(x, t)|∆Ψm|2 dx dt.
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Logo
∫ T̂m

0

∫
BR

(Ψm)
2 dx dt ≤ C̃ ≡ 2T∥g∥2L2(Rn) + 4(1 +M1)

2 T 2 ∥∇g∥2L2(Rn).

De (2.2) aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|A(u)− A(v)| (|∇Ψm|+ |Ψm|) dx dt ≤

≤

(∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|A(u)− A(v)|2 dx dt

)1/2(∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

(|∇Ψm|)2 dx dt

)1/2

+

(∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|A(u)− A(v)|2 dx dt

)1/2(∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|Ψm|2 dx dt

)1/2

≤ C̃

(∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|A(u)− A(v)|2 dx dt

)1/2
≤ η

2
,

para R = R̂ su�cientemente grande, já que A(u)− A(v) ∈ L2(ST ) .

Agora vamos estimar |Jm(ε, δ; R̂)|.

|Jm(ε, δ; R̂)| ≤
∫ t̂

0

∫
BR̂

|θ||ã− ãε,δ||∆Ψm| dx dt

≤M

(∫ t̂

0

∫
BR̂

|ã− ãε,δ|2

ãε,δ
dx dt

)1/2(∫ t̂

0

∫
BR̂

ãε,δ|∆Ψm| dx dt

)1/2

≤MC

(∫ t̂

0

∫
BR̂

|ã− ãε,δ|2

ãε,δ
dx dt

)1/2

≤MCε−1/2

(∫ t̂

0

∫
BR̂

|ã− ãε,δ|2 dx dt

)1/2

≤MC
√
2ε−1/2

ε√|BR̂|T +

(∫ t̂

0

∫
BR̂

|ã− ρ ∗ ãδ|2 dx dt

)1/2 .
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Escolhendo ε̂ tal que MCε̂1/2
√
2|BR̂|T <

η

4
e escolhe δ̂ tal que

MCε̂−1/2

(∫ t̂

0

∫
BR̂

|ã− ρδ ∗ ã| dx dt

)1/2
<

η

4
.

Isto é possível pois ∥ã − ρ ∗ ãδ∥L2(K×[0,T̂ ]) → 0, para qualquer compacto K.

Assim, |Jm(ε̂, δ̂; R̂)| <
η

2
.

Logo
∫
Rn

θ(x, t̂)Φm(x, t̂) dx ≤ η, ∀m. Como Φm(x, t̂) → g(x) uniformemente

em x, para x ∈ BR̂, fazendo m→ ∞, obtemos∫
Rn

θ(x, t̂)g(x) dx ≤ η, como η > 0 é arbitrário, temos
∫
Rn

θ(x, t̂)g(x) dx ≤ 0.

Observação 2.2.2. Em uma dimensão, vale o mesmo resultado do Teorema

2.2.1, mesmo se removermos a hipótese A(u) − A(v) ∈ L2(ST ). Isto ocorre

pelo fato de termos que |BR+1 \ BR| = 2 em uma dimensão, enquanto que

em dimensão maior do que um temos |BR+1 \BR| → ∞ ao R → ∞.

Para provar o resultado removendo a hipótese, em uma dimensão, repe-

timos a demonstração exceto na estimativa de Im, que é substituída por

|Im| =

∣∣∣∣∣
∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

[A](2Ψ′
mζ

′
R +Ψmζ

′′
R) dx dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2MLM

∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

(2Ψ′
mζ

′
R +Ψmζ

′′
R) dx dt

≤ 2CMLM

∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

(2Ψ′
m +Ψm) dx dt ≤ 4CMLM

∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|Ψ′
m|+ |Ψm| dx dt

≤ 8CMLM

(∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|Ψ′
m|2 dx dt

)1/2

+

(∫ t̂

0

∫
BR\BR−1

|Ψm|2 dx dt

)1/2
 ≤ η

2
,

para R = R̂ su�cientemente grande, pois Ψm(·, t),Ψ′
m(·, t) ∈ L2(R).
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Teorema 2.2.3. (Unicidade de solução) Sejam u, v ∈ L∞(ST ), onde

ST ≡ Rn × (0, T ) com 0 < T < ∞, soluções de ut = ∆A(u), no sentido

de 2.1.3, com condição inicial u0 ∈ L∞(Rn). Se A(u) − A(v) ∈ L2(ST ),

então u(·, t) = v(·, t) , q.t.p. t ∈ (0, T ).

Demonstração. Pelo teorema anterior temos u(·, t) ≤ v(·, t) , q.t.p. t ∈
(0, T ), invertendo os papéis de u e v, isto é possível já que as condições

iniciais são iguais, temos também v(·, t) ≤ u(·, t) , q.t.p. t ∈ (0, T ). Ou

seja, u(·, t) = v(·, t) , q.t.p. t ∈ (0, T ).

Observação 2.2.4. Nos casos de existência de solução clássica temos tam-

bém unicidade de solução, já que toda solução clássica é também solução

fraca e a solução fraca é única.
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Capítulo 3

PME's com termos advectivos,

propriedades básicas

Nas primeiras seções deste capítulo obteremos algumas propriedades bá-

sicas para soluções clássicas de equações do tipo

ut + div(f(x, t, u)) = div(|u|α∇u) + η∆u.

Ao longo do texto, entenderemos por solução clássica para o problema{
ut + div f(x, t, u) = div(|u(x, t)|α∇u) + η∆u, x ∈ Rn, t > 0.

u(·, 0) = u0 ∈ Lp0(Rn) ∩ L∞(Rn),
(3.1)

onde α, η, p0 ∈ R, são constantes com α > 0, η ≥ 0 e p0 ≥ 1, uma função

que satisfaça 3.0.1 abaixo.

De�nição 3.0.1. Uma função u ∈ L∞
loc

(
[0, T∗), L

∞(Rn)
)
suave é dita so-

lução clássica limitada com intervalo (maximal) de existência [0, T∗), onde

0 ≤ T∗ ≤ ∞, se satisfaz classicamente a primeira equação de (3.1) e, além

disso, u(·, t) → u0 em Lp0
loc(Rn), ao t→ 0.
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Na Seção 3.4 mostraremos que uma solução suave u(·, t) para o problema{
ut + div(b(x, t, u)u) = div(|u(x, t)|α∇u) + η∆u, x ∈ Rn, t > 0,

u(·, 0) = u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn),
(3.2)

está em Lq(Rn) para todo q su�cientemente grande e para cada t ∈ [0, T∗),

onde α, η ∈ R, α, η > 0. Vamos ainda obter a igualdade de energia

d

dt
∥u(·, t)∥q

Lq(Rn)
+ q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2dxdτ + ηq(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2dxdτ

= q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2u⟨b(x, t, u) ,∇u⟩ dx dτ.

que será fundamental na prova dos resultados obtidos no último capítulo

deste texto.

3.1 Decrescimento da norma L1 e conservação

de massa

Nesta seção vamos considerar o problema{
ut + div(f(x, t, u)) = div(|u(x, t)|α∇u) + η∆u, x ∈ Rn, t > 0.

u(·, 0) = u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn).
(3.3)

onde α, η > 0.

Vamos mostrar no Teorema 3.1.1 que a norma L1(Rn) de uma solução sua-

ve de (3.3) decresce, ou seja, que ∥u(·, t)∥
L1(Rn)

≤ ∥u0∥L1(Rn)
, ∀ 0 < t < T∗.

Para provar este teorema vamos considerar a seguinte hipótese sobre a f :

(f1) Sejam |u| ≤ M, t ∈ [0, T ] e K = K(M,T ) > 0. Seja f(x, t, u) =

b(x, t, u)u tal que |b(x, t, u)| < K, ∀|u| ≤M, ∀t ∈ [0, T ], e ∀x ∈ Rn.
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Teorema 3.1.1. Seja u(x, t) ∈ L∞
loc([0, T∗], L

∞(Rn)) solução suave para o

problema (3.3) tal que u(·, t) → u0, em L1
loc(Rn), quando t→ 0 . Se f(x, t, u)

satisfaz (f1), então

∥u(·, t)∥
L1(Rn)

≤ ∥u0∥L1(Rn)
, ∀ 0 < t0 < t < T∗.

Demonstração. Seja S ∈ C1(R) uma função ímpar e crescente, tal que

S(u) = −1 se u ≤ −1, S(u) = 1 se u ≥ 1 e −1 ≤ S ≤ 1. Tomando δ > 0,

de�nimos L
δ
∈ C2(R) por

L
δ
(u) :=

∫
u

0

S(v/δ) dv, u ∈ R. (3.4)

Sejam R > 0 e ε > 0. De�nimos a função ζ
R,ε : Rn → R por

ζ
R,ε(x) =

{
exp
(
−ε
√
1 + | x |2

)
− exp

(
−ε

√
1 +R2

)
, se |x | < R,

0, se |x | ≥ R.
(3.5)

Sejam u(x, t) solução de (3.3) e t0 ∈ (0, T ] tal que T ∈ (t0, T∗). Multiplicando

a primeira equação de (3.3) por ζR(x)L′
δ(u) (vamos denotar ζR,ε por ζR) e

integrando em Rn × [t0, t], obtemos∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)utζR(x) dxdτ +

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u) div(b(x, τ, u)u)ζR(x) dxdτ =

=

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u) div(|u|α∇u)ζR(x) dxdτ + η

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)∆uζR(x) dxdτ,

já que supp ζ ⊂ BR := {x ∈ Rn : |x| < R}.

Como ζR(x) = 0 para |x| = R, usando o teorema de Fubini e integração

por partes, temos
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∫
|x|≤R

Lδ(u)ζR(x) dx =

∫
|x|≤R

Lδ(u(x, t0))ζR(x) dx

+

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)uζR(x)⟨∇u , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

+

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)u⟨∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)⟨∇u ,∇u⟩ |u|αζR(x) dxdτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)|u|α⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ

−η
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)ζR(x)⟨∇u ,∇u⟩ dxdτ

−η
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ.

Como −η
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)ζR(x)⟨∇u ,∇u⟩ dxdτ ≤ 0 e

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)⟨∇u ,∇u⟩ |u|αζR(x) dxdτ ≤ 0,

obtemos∫
|x|≤R

Lδ(u)ζR(x) dx ≤
∫
|x|≤R

Lδ(u(x, t0))ζR(x) dx+

+

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)uζR(x)⟨∇u , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

+

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)u⟨∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)|u|α⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ

−η
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ.

24



Sejam

I1(t) =

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)uζR(x)⟨∇u , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

I2(t) =

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)u⟨∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

I3(t) = −
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)|u|α⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ

I4(t) = −η
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ

Vamos obter estimativas para cada uma das Ii(t) acima, para i = 1, 2, 3, 4.

Começemos por I1(t). Como u(x, t) ∈ L∞
loc([0, T∗], L

∞(Rn)), e u é suave

∃M =M(T ) > 0 tal que |u(x, t)| ≤M, ∀ x ∈ Rn e ∀ t ∈ [0, T ]. Pela hipótese

(f1), existeK > 0 tal que |b(x, τ, u)| ≤ K(M,T ). Aplicando Cauchy-Schwarz,

temos

I1(t) =

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)uζR(x)⟨∇u , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

≤
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)uζR(x)|∇u||b(x, τ, u)| dxdτ.

Observe que |L′′
δ(v)v| ≤ C, e lim

δ→0
L′′
δ(v)v = 0 uniformemente em v ∈ R.

Por hipótese |b(x, τ, u)| ≤ K(M,T ). Como u é suave, |∇u(x, τ)| ≤ C1, ∀x ∈
BR e ∀τ ∈ [t0, t].

Assim, pelo teorema da convergência dominada, obtemos

I1(t) =

∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′′
δ(u)uζR(x)⟨∇u, b(x, τ, u)⟩ dxdτ → 0 ao δ → 0. (3.6)

Para o segundo termo, obtemos
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| I2(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)u⟨ ∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ t

t0

∫
|x|≤R

|L′
δ(u)||u||∇ζR(x)||b(x, τ, u)| dxdτ.

Como |L′
δ(u)| ≤ 1, |∇ζR| ≤ εe−ε

√
1+|x|2 e |b(x, τ, u)| ≤ K(M,T ) , temos

|I2(t)| ≤ εK(M,T )

∫ t

t0

∫
|x|≤R

|u(x, τ)|e−ε
√

1+|x|2 dxdτ. (3.7)

Agora, analisamos o terceiro termo. Como lim
δ→0

L′
δ(u) = sgn(u), fazendo

δ → 0, temos, pelo teorema da convergência dominada,

I3(t) = −
∫ t

t0

∫
|x|≤R

L′
δ(u)|u|α⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ

−→ −
∫ t

t0

∫
|x|≤R

sgn(u)|u|α⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ.

Como ∇(|u|β+1) = (β + 1)|u|β sgn(u)∇u, ∀β > 0, obtemos

I3(t) = −
∫ t

t0

∫
|x|≤R

sgn(u)|u|α⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dxdτ =

=
−1

α + 1

∫ t

t0

∫
|x|≤R

⟨∇ζR(x) ,∇(|u|α+1)⟩ dxdτ.

Aplicando novamente o teorema da divergência, obtemos

I3(t) =
1

α + 1

∫ t

t0

∫
|x|≤R

∆ζR(x)|u|α+1 dxdτ− 1

α + 1

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|α+1⟨∇ζR(x),
x

R
⟩ dσ(x)dτ.
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Como |∆ζR(x)| ≤ 2nεe−ε
√

1+|x|2 e |∇ζR(x)| ≤ εe−ε
√

1+|x|2 , temos

|I3(t)| ≤ 2nεMα+1(T )

α + 1

∫ t

t0

∫
|x|≤R

|u(x, τ)|e−ε
√

1+|x|2 dxdτ

+
Mα+1(T )

α + 1
(t− t0)εR

n−1nωne
−ε

√
1+R2

,

(3.8)

onde ωn é o volume da bola unitária em Rn. Note que

Mα+1(T )

α+ 1
(t− t0)εR

n−1nωne
−ε

√
1+R2 → 0, ao R → ∞.

Passemos a analisar o quarto termo. Como ∇(Lδ(u)) = L′
δ(u)∇u, aplicando

o teorema da divergência, obtemos

I4(t) = η

∫ t

t0

∫
|x|≤R

∆ζR(x)Lδ(u) dxdτ − η

∫ t

t0

∫
|x|=R

Lδ(u)⟨∇ζR(x),
x

R
⟩ dσ(x)dτ.

Como lim
δ→0

Lδ(u) = |u|, fazendo δ → 0, pelo teorema da convergência domi-

nada, temos

I4(t) = η

∫ t

t0

∫
|x|≤R

∆ζR(x)|u(x, τ)| dxdτ − η

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u(x, τ)|⟨∇ζR(x),
x

R
⟩ dσ(x)dτ.

Como |∆ζR(x)| ≤ 2nεe−ε
√

1+|x|2 e |∇ζR(x)| ≤ εe−ε
√

1+|x|2 , temos

|I4(t)| ≤ 2nηε

∫ t

t0

∫
|x|≤R

|u(x, τ)|e−ε
√

1+|x|2 dxdτ

+ εη(t− t0)M(T )Rn−1nωne
−ε

√
1+R2

.

(3.9)

Note que εη(t− t0)M(T )Rn−1nωne
−ε

√
1+R2 → 0 ao R → ∞.

Como∫
|x|≤R

Lδ(u)ζR(x) dx ≤
∫
|x|≤R

Lδ(u(x, t0))ζR(x) dx+I1(t)+I2(t)+I3(t)+I4(t),
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aplicando módulo, desigualdade triangular, obtemos∫
|x|≤R

Lδ(u)ζR(x) dx ≤
∫
|x|≤R

Lδ(u(x, t0))ζR(x) dx +|I1(t)|+|I2(t)|+|I3(t)|+|I4(t)|.

Fazendo δ → 0 aplicando (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9) e fazendo t0 → 0, obtemos∫
|x|≤R

|u(x, t)|ζR(x) dx ≤
∫
|x|≤R

|u0(x)|ζR(x) dx + ε

∫ t

0

S(T )

∫
|x|≤R

|u(x, τ)|e−ε
√

1+|x|2 dxdτ

+ ε(t− t0)R
n−1nωne

−ε
√
1+R2

(
ηM(T ) +

Mα+1(T )

α + 1

)
,

onde S(T ) = K(M,T ) +
2nMα(T )

α + 1
+ 2nη.

Fazendo R → ∞, obtemos∫
Rn

|u(x, t)|Ψε(x) dx ≤
∫
Rn

|u0(x)|Ψε(x) dx+ εS(T )

∫ t

0

∫
Rn

|u(x, τ)|Ψε(x) dxdτ,

onde Ψε(x) = e−ε
√

1+|x|2 .

Pelo Teorema de Gronwall, obtemos∫
Rn

|u(x, t)|Ψε(x) dx ≤ exp (εS(T )T )

∫
Rn

|u0(x)|Ψε(x) dx.

Fazendo ε→ 0, temos
∫
Rn

|u(x, t)| dx ≤
∫
Rn

|u0(x)| dx . Logo,

∥u(·, t)∥L1(Rn) ≤ ∥u0∥L1(Rn), ∀ t ∈ [0, T ].

Agora vamos obter, no teorema seguinte, a propriedade de conservação

de massa para soluções da equação (3.3), ou seja, se u(x, t) é solução de (3.3),

então
∫
Rn

u(x, t) dx =

∫
Rn

u0(x) dx .

Teorema 3.1.2. Seja u solução suave e limitada de (3.3) tal que u(·, t) → u0,
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em L1
loc(Rn), quando t→ 0. Se f satisfaz (f1) então∫

Rn

u(x, t) dx =

∫
Rn

u0(x) dx.

Demonstração. Seja ψ ∈ C∞(R) tal que ψ(y) = 0, ∀y ≤ 0 e ψ(y) = 1, ∀y ≥ 1

com 0 ≤ ψ ≤ 1, max
x∈Rn

|ψ′(x)| = M1 < ∞ e max
x∈Rn

|ψ′′(x)| = M2 < ∞ . Seja

R > 0, de�nimos

ζR(x) =


1, se |x| < R

0, se |x| > 2R

ψ

(
|x|
R

− 1

)
se R ≤ |x| ≤ 2R.

Sejam u solução de (3.3) com |u| ≤ M e t0 ∈ (0, T ] tal que T ∈ (t0, T∗).

Multiplicando a primeira equação de (3.3) por ζR(x) ∈ C∞(Rn) e integrando

em Rn × [t0, t], obtemos∫ t

t0

∫
|x|≤2R

utζR(x) dxdτ +

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

div(b(x, τ, u)u)ζR(x) dxdτ =

=

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

div(|u|α∇u)ζR(x) dxdτ + η

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

∆uζR(x) dxdτ,

Como ζR(x) = 0 para |x| > 2R, usando o teorema de Fubini e o teorema

da divergência, temos∫
|x|≤2R

u(x, t)ζR(x) dx =

∫
|x|≤2R

u(x, t0)ζR(x) dx

+

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

u(x, τ)⟨∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ dxdτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

|u(x, t)|α⟨∇u ,∇ζR(x)⟩ dxdτ

−η
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

⟨∇ζR(x) ,∇u ⟩ dxdτ. (3.10)
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Sejam

I1(t) =

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

u(x, τ)⟨∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ dxdτ,

I2(t) = −
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

|u(x, t)|α⟨∇u ,∇ζR(x)⟩ dxdτ, e

I3(t) = −η
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

⟨∇ζR(x) ,∇u⟩ dx dτ.

Vamos mostrar que |Ii| → 0 quando R → ∞ para cada 1 ≤ i ≤ 3.

|I1(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

∫
|x|≤2R

u(x, τ)⟨∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ dxdτ
∣∣∣∣

≤
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

∣∣u(x, τ)⟨∇ζR(x) , b(x, τ, u)⟩ ∣∣ dxdτ.
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|I1(t)| ≤
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

|u(x, τ)||∇ζR(x)||b(x, τ, u)| dxdτ

≤ K(M,T )M1

R

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

|u(x, τ)| dxdτ ≤ K(M,T )M1

R

∫ t

t0

∫
Rn

|u(x, τ)| dxdτ,

já que |∇ζR(x)| ≤
M1

R
e |b(x, τ, u)| < K(M,T ).

Como
∫
Rn

|u(·, t)| dx ≤
∫
Rn

|u0(x)| dx, pelo Teorema 3.1.1, fazendo R → ∞

temos que I1(t) → 0.

Agora vamos estimar I2(t), para tal de�nimos J(x, t) =
∫ u(x,t)

0

|v|αdv.

Assim ∇J(x, t) = |u(x, t)|α∇u. Logo

I2(t) = −
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

|u(x, t)|α⟨∇u ,∇ζR(x)⟩ dxdτ =
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= −
∫ t

t0

∫
|x|≤2R

⟨∇J(x, t) ,∇ζR(x)⟩ dxdτ.

Aplicando novamente o teorema da divergência, obtemos

I2(t) =

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

J(x, t)∆ζR(x) dxdτ −
∫ t

t0

∫
|x|=2R

J(x, t)⟨∇ζR(x),
x

2R
⟩ dσ(x)dτ.

Como |∆ζR(x)| ≤
M2

R2
e |J(x, t)| ≤ 1

α + 1
|u(x, t)|α+1, temos

|I2(t)| ≤
M2

R2(α + 1)

∫ t

t0

∫
Rn

|u(x, τ)|α+1 dxdτ +
M1

R(α + 1)

∫ t

t0

∫
|x|=2R

|u(x, τ)|α+1dσ(x)dτ

≤ M2

R2(α + 1)
∥u0∥α+1

L1(Rn)(t− t0) +
M1

R(α + 1)
∥u0∥α+1

L1(Rn)(t− t0).

Logo, fazendo R → ∞ temos |I2(t)| → 0.

Agora vamos estimar I3(t). Pelo teorema da divergência, obtemos

I3(t) = η

∫ t

t0

∫
|x|≤2R

u(x, τ)∆ζR(x) dxdτ − η

∫ t

t0

∫
|x|=2R

u(x, τ)⟨∇ζR(x),
x

2R
⟩ dσ(x)dτ.

Como |∆ζR(x)| ≤
M2

R2
e
∫
Rn

|u(x, t)| dx ≤
∫
Rn

|u0(x)| dx, temos

|I3(t)| ≤ η
M2

R2
∥u0∥L1(Rn)(t− t0) + η

M1

R
∥u0∥L1(Rn)(t− t0).

Logo, fazendo R → ∞ temos |I3(t)| → 0.

Sendo assim, fazendo R → ∞, obtemos de (3.10) que∫
Rn

u(x, t) dx =

∫
Rn

u(x, t0) dx,

já que I1(t), I2(t) e I3(t) vão a zero, ao R → ∞, e ζR(x) → 1, ao R → ∞.

31



3.2 Contração da norma L1

Nesta seção vamos considerar o problema auxiliar{
ut + div f(x, t, u) = div((u2 + η 2

1 )
α/2∇u) + η2∆u, x ∈ Rn, t > 0

u(x, 0) = u0 ∈ L∞(Rn),
(3.11)

onde η1, η2 > 0, e o problema regularizado{
ut + div f(x, t, u) = div(| u |α∇u) + η2∆u, x ∈ Rn, t > 0

u(x, 0) = u0 ∈ L∞(Rn),
(3.12)

onde α, η2 > 0. Vamos mostrar que para duas quaisquer soluções fracas

limitadas do problema de Cauchy tem-se contração da norma L1(Rn) tanto

para soluções do primeiro problema quanto para soluções de viscosidade (veja

de�nição 3.2.1 abaixo) do problema regularizado, desde que as condições

iniciais sejam limitadas e sua diferença seja uma função integrável. De fato,

para que a solução seja suave precisamos exigir apenas que η1 + η2 > 0 com

η1 ≥ 0 e η2 ≥ 0, mas como estamos tratando desde o início o problema (3.12)

vamos tomar η2 > 0.

De�nição 3.2.1. (Solução de viscosidade do problema (3.12)) Se u(η1) ∈
L∞

loc

(
[0, T∗), L

∞(R)
)
é solução clássica de (3.11) em ST ≡ Rn × [0, T ], para

algum T ≤ T∗, e lim
η1→0

u(η1) = u está bem de�nida, dizemos que u é solução

de viscosidade para (3.12).

Para provar os resultados desta seção vamos exigir que

| f(x, t, v)− f(x, t, w) | ≤ Kf (M, T ) | v − w |,∀ x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T (3.13)
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e ∀ v, w ∈ [−M ,M ].

Vale salientar que para cada η1 e η2 escolhidos, temos equações diferentes

e soluções diferentes. Como os valores de η1 e η2 estão �xados, vamos denotar

uma solução de (3.12) simplesmente por u(·, t) ao invés de u(η)(·, t).
No primeiro teorema desta seção mostraremos a contratividade da norma

L1 supondo que η1 > 0 e no segundo teorema obtemos o mesmo resultado

permitindo η1 ≥ 0.

Teorema 3.2.2. Sejam u e v soluções suaves e limitadas de (3.11), com a

hipótese adicional η1 > 0, com valores iniciais u0, v0 ∈ L∞(Rn), respecti-

vamente, tais que (u0 − v0) ∈ L1(Rn). Se u(·, t) → u0 e v(·, t) → v0 em

L1
loc(Rn), quando t → 0, vale (3.13) e u(·, t), v(·, t) estão ambas de�nidas

para 0 < t ≤ T ≤ T∗, então

∥u(·, t)− v(·, t) ∥
L1(Rn)

≤ ∥ u0 − v0 ∥L1(Rn)
, ∀ 0 < t ≤ T.

Demonstração. Seja S ∈ C1(R) crescente, tal que S(u) = −1 para u ≤ −1

e S(u) = 1 se u ≥ 1, e tomando δ > 0 , de�nimos L
δ
∈ C2(R) por

L
δ
(u) :=

∫
u

0

S(v/δ) dv, u ∈ R (3.14)

assim, temos que L
δ
(u) → | u | ao δ → 0, uniformemente em u ∈ R, e

| u |L′′
δ
(u) ≤ C ∀ u ∈ R (∀ δ > 0) (3.15)

onde C é constante positiva (que não depende de δ).

Seja Ψ(x, t) := ζ
R,ε(x) · L′

δ
(u(x, t)− v(x, t)) para (x, t) ∈ Rn× [ 0, T ]. To-

mamos 0 < t1< t2 ≤ T arbitrários e integramos (ut − vt) ·Ψ(x, t) no cilindro

B
R
× [ t1, t2 ]. Assim, obtemos pelo Teorema de Fubini,
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∫ t2

t1

∫
BR

(ut −vt)Ψ(x, t) dx dt =

∫
BR

ζ
R,ε(x)

∫ t2

t1

(ut − vt) L
′
δ
(u(x, t)− v(x, t)) dt dx =

=

∫
B
R

ζ
R,ε(x) Lδ

(u(x, t2)− v(x, t2)) dx −
∫
B
R

ζ
R,ε(x) Lδ

(u(x, t1)− v(x, t1)) dx.

Por outro lado, da equação (3.11) e do teorema da Divergência, temos∫
B
R

(ut−vt)Ψ(x, t) dx = I1(t) + I2(t) + I3(t) + I4(t) + I5(t) + I6(t), (3.16)

onde

I1(t) = −
∫
B
R

ζR,ε(x)⟨ (u2+η 2
1 )

α/2∇u− (v2+η 2
1 )

α/2∇v,∇(u−v) ⟩L′′
δ
(u−v) dx,

I2(t) = −
∫
B
R

⟨ (u2 + η 2
1 )

α/2∇u − (v2 + η 2
1 )

α/2∇v, ∇ζ
R,ε(x) ⟩ L′

δ
(u− v) dx,

I3(t) =

∫
B
R

⟨f(x, t, u) − f(x, t, v), ∇ζ
R,ε(x) ⟩ L′

δ
(u− v) dx,

I4(t) =

∫
B
R

ζ
R,ε(x) ⟨ f(x, t, u) − f(x, t, v), ∇(u− v) ⟩ L′′

δ
(u− v) dx,

I5(t) = − η2

∫
B
R

⟨∇u − ∇v, ∇ζ
R,ε(x) ⟩ L′

δ
(u− v) dx,

I6(t) = − η2

∫
B
R

ζ
R,ε(x) |∇u − ∇v |2L′′

δ
(u− v) dx.

Vamos estimar cada uma destas integrais. Para tal, de�nimos M(T ) > 0

de modo que sup
0<t≤T

{ ∥ u(·, t) ∥L∞(BR) , ∥ v(·, t) ∥L∞(BR) } ≤ M(T ), e K(T ) >

0 tal que sup
t1<t≤T

{ ∥∇u(·, t) ∥L∞(BR) , ∥∇v(·, t) ∥L∞(BR) } ≤ K(T ).

Primeiramente, vamos estimar I1(t). Pondo F (w) := (w2+η 2
1 )

α/2, w ∈
R, temos que F ∈ C1(R). Seja F(M,T ) = max

|ξ|≤M(T )
|F ′(ξ)|. Assim, pelo
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Teorema do Valor Médio, temos F (u) − F (v) = F ′(ξ)(u − v), para algum

ξ = ξ(x, t). Note que para cada (x, t) ∈ BR×[0, T ], ξ pertencente ao intervalo

de extremos u e v, se u ̸= v e ξ = 0 se u = v . Logo,

I1(t) =−
∫
B
R

ζR,ε(x)(u
2 + η 2

1 )
α/2⟨∇(u− v),∇(u− v) ⟩L′′

δ(u− v) dx

−
∫
B
R

ζR,ε(x)⟨(u2 + η 2
1 )

α/2∇v − (v2 + η 2
1 )

α/2∇v,∇(u− v)⟩L′′
δ(u− v) dx

≤−
∫
B
R

ζR,ε(x)(F (u)− F (v))⟨∇v,∇(u− v)⟩L′′
δ(u− v) dx

≤
∫
B
R

ζR,ε(x)|F ′(ξ)||∇v|(|∇u|+ |∇v|)L′′
δ(u− v)(u− v) dx

≤ 2F(M,T )K2(T )

∫
B
R

L′′
δ(u− v)(u− v) dx→ 0, ao δ → 0.

Para estimar I2(t), de�nimos G ∈ C1(R) com G(u) =

∫ u

0

(w2 + η 2
1 )

α/2 dw,

assim ∇G(u) = (u2 + η 2
1 )

α/2∇u. Dessa maneira, temos

I2(t) = −
∫
B
R

⟨ (u2 + η 2
1 )

α/2∇u − (v2 + η 2
1 )

α/2∇v, ∇ζ
R,ε(x) ⟩ L′

δ
(u− v) dx

= −
∫
B
R

⟨∇(G(u)−G(v)), ∇ζ
R,ε(x) ⟩ L′

δ
(u− v) dx.

Pelo teorema da Divergência, temos

I2(t) =

∫
B
R

(G(u)−G(v))∆ζ
R,ε(x)L

′
δ
(u− v) dx

+

∫
B
R

(G(u)−G(v))⟨∇ζ
R,ε(x) , ∇(u− v) ⟩L′′

δ
(u− v) dx

− 1

R

∫
|x|=R

(G(u)−G(v))⟨∇ζ
R,ε(x), x⟩L′

δ
(u− v) dσ(x).
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Pelo Teorema do Valor Médio, temos G(u) − G(v) = G′(ξ)(u − v), para

algum ξ = ξ(x, t). Note que para cada (x, t) ∈ BR × [0, T ], ξ pertence ao

intervalo de extremos u e v, se u ̸= v e ξ = 0 se u = v. Assim, pondo

G(M,T ) = max
|ξ|≤M(T )

|G′(ξ)|, temos

|I2(t)| ≤
∫
B
R

|G′(ξ)||(u− v)L′
δ
(u− v)| |∆ζ

R,ε(x)| dx

+

∫
B
R

|G′(ξ)||∇ζ
R,ε(x)||∇(u− v)|L′′

δ
(u− v)|u− v| dx

+

∫
|x|=R

|G′(ξ)||∇ζ
R,ε(x)||(u− v)L′

δ
(u− v)| dσ(x)

≤ G(M,T )

∫
B
R

|(u− v)L′
δ
(u− v)| |∆ζ

R,ε(x)| dx

+2εK(T )G(M,T )

∫
B
R

L′′
δ
(u− v)|u− v| dx

+2εM(T )G(M,T )

∫
|x|=R

e−ε
√
1+R2

dσ(x),

onde o último termo da desigualdade anterior vai a zero ao R → ∞ e o pe-

núltimo termo vai a zero ao δ → 0.

Passemos a estimar I3(t).

I3(t) ≤
∫
B
R

| f(x, t, u)− f(x, t, v)||∇ζ
R,ε(x)||L′

δ
(u− v)| dx

≤ Kf (M,T )

∫
B
R

|∇ζ
R,ε(x)|| (u− v)||L′

δ
(u− v)| dx.

Vamos, agora, estimar I4(t).

I4(t) ≤ 2K(T )

∫
B
R

| f(x, t, u)− f(x, t, v)|L′′
δ
(u− v) dx
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≤ 2K(T )Kf (M,T )

∫
B
R

| u− v|L′′
δ
(u− v) dx→ 0, ao δ → 0.

Agora vamos estimar I5(t).

I5(t) = − η2

∫
B
R

⟨ ∇(L
δ
(u(x, t)− v(x, t))), ∇ζ

R,ε(x) ⟩ dx

= − η2

∫
|x |=R

L
δ
(u(x, t)− v(x, t)) ⟨ ∇ζ

R,ε(x),
x

R
⟩ dσ(x)

+ η2

∫
B
R

L
δ
(u(x, t)− v(x, t)) ∆ζ

R,ε(x) dx

≤ η2

∫
|x |=R

L
δ
(u(x, t)− v(x, t)) |∇ζ

R,ε(x)| dσ(x)

+ η2

∫
B
R

L
δ
(u(x, t)− v(x, t)) ∆ζ

R,ε(x) dx.

Temos ainda que I6(t) ≤ 0 . Com isso, integrando em [t1, t2], usando as

estimativas obtidas acima e fazendo δ → 0, obtemos∫
B
R

ζ
R,ε(x) | u(x, t2)− v(x, t2) | dx−

∫
B
R

ζ
R,ε(x) | u(x, t1)− v(x, t1) | dx ≤

≤ G(M,T )

∫ t2

t1

∫
B
R

|u(x, t)− v(x, t)| |∆ζ
R,ε(x) | dx dt

+ 2εM(T )G(M,T )

∫ t2

t1

∫
|x|=R

e−ε
√
1+R2

dσ(x) dt

+ Kf (M,T )

∫ t2

t1

∫
B
R

|u(x, t)− v(x, t) | | ∇ζ
R,ε(x) | dx dt

+ η2

∫ t2

t1

∫
|x |=R

| u(x, t)− v(x, t) | | ∇ζ
R,ε(x) | dσ(x) dt

+ η2

∫ t2

t1

∫
B
R

|u(x, t)− v(x, t) | |∆ζ
R,ε(x) | dx dt.
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Agora, fazendo t1 → 0, obtemos∫
B
R

ζ
R,ε(x) | u(x, t2)− v(x, t2) | dx−

∫
B
R

ζ
R,ε(x) | u0(x)− v0(x) | dx ≤

≤ G(M,T )

∫ t2

0

∫
B
R

|u(x, t)− v(x, t)| |∆ζ
R,ε(x) | dx dt

+ 2εM(T )G(M,T )

∫ t2

0

∫
|x|=R

e−ε
√
1+R2

dσ(x) dt

+ Kf (M,T )

∫ t2

0

∫
B
R

|u(x, t)− v(x, t) | | ∇ζ
R,ε(x) | dx dt

+ η2

∫ t2

0

∫
|x |=R

| u(x, t)− v(x, t) | | ∇ζ
R,ε(x) | dσ(x) dt

+ η2

∫ t2

0

∫
B
R

|u(x, t)− v(x, t) | |∆ζ
R,ε(x) | dx dt,

já que u(·, t1) → u0, v(·, t1) → v0 em L1
loc
(Rn), ao t1 → 0.

Como |∇ζ
R,ε(x)| ≤ εe−ε

√
1+|x|2 e |∆ζ

R,ε(x)| ≤ 2nεe−ε
√

1+|x|2 , fazendo

R → ∞, obtemos∫
Rn

| u(x, t2)− v(x, t2) | Φε(x) dx ≤
∫
Rn

| u0(x)− v0(x) | Φε(x) dx +

+ ε C(T )

∫ t2

0

∫
Rn

| u(x, t)− v(x, t) |Φε(x) dx dt

para todo 0 < t2 ≤ T, e C(T ) é dado por

C(T ) = 2nG(M,T ) + nKf (M,T ) + nη2 + 2nη2,

e

Φε(x) := exp
{
− ε

√
1 + |x |2

}
, x ∈ Rn.
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Usando o Lema de Gronwall, obtemos (renomeando t2 por t)∫
Rn

| u(x, t)− v(x, t) |Φε(x) dx ≤ exp (ε C(T ) t)

∫
Rn

| u0(x)− v0(x) |Φε(x) dx

para todo 0 < t ≤ T . Fazendo ε→ 0, obtemos

∥u(·, t)− v(·, t) ∥
L1(Rn)

≤ ∥ u0 − v0 ∥L1(Rn)
∀ 0 < t ≤ T.

Teorema 3.2.3. Sejam u e v soluções de viscosidade do problema (3.12),

com valores iniciais u0, v0 ∈ L∞(Rn), respectivamente, tais que (u0 − v0) ∈
L1(Rn), u(·, t) → u0 e v(·, t) → v0, em L1

loc(Rn), quando t → 0. Se vale

(3.13) e u(·, t), v(·, t) estão ambas de�nidas para 0 < t ≤ T, então

∥u(·, t)− v(·, t) ∥
L1(Rn)

≤ ∥ u0 − v0 ∥L1(Rn)
, ∀ 0 < t ≤ T.

Demonstração. Seja η > 0. Consideremos a equação

ut + div f(x, t, u) = div((u2 + η2)α/2∇u) + η2∆u, x ∈ Rn, t > 0. (3.17)

Sejam u(η)(·, t) e v(η)(·, t) soluções da equação (3.17) com per�s inicias u0 e v0,

respectivamente. Neste caso, o Teorema 3.2.2 vale para u(η)(·, t) e v(η)(·, t),
ou seja,

∥u(η)(·, t)− v(η)(·, t) ∥
L1(Rn)

≤ ∥ u0 − v0 ∥
L1(Rn)

, ∀ 0 < t ≤ T.

Em particular, dado R > 0, temos

∥u(η)(·, t)− v(η)(·, t) ∥
L1(BR)

≤ ∥ u0 − v0 ∥L1(Rn)
, ∀ 0 < t ≤ T.
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Fazendo η → 0, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos

∥u(·, t)− v(·, t) ∥
L1(BR)

≤ ∥ u0 − v0 ∥L1(Rn)
, ∀ 0 < t ≤ T

já que a desigualdade acima vale uniformemente em η. Como R é arbitrário,

fazendo R → ∞, obtemos

∥u(·, t)− v(·, t) ∥
L1(Rn)

≤ ∥ u0 − v0 ∥L1(Rn)
, ∀ 0 < t ≤ T.

Isso mostra que a contratividade vale para duas soluções de viscosidade de

(3.12).

Teorema 3.2.4. Sejam u e v soluções clássicas do problema (3.11), ambas

de�nidas para 0 < t ≤ T , com condições iniciais u0, v0 ∈ L∞(Rn), respecti-

vamente. Se vale (3.13), u(·, t) → u0 e v(·, t) → v0, em L1
loc(Rn), ao t→ 0 e

ainda u0 − v0 ∈ L1(Rn), então u(·, t)− v(·, t) ∈ C0([0, T ], L1(Rn)) e∫
Rn

(
u(x, t)− v(x, t)

)
dx =

∫
Rn

(
u0(x)− v0(x)

)
dx, ∀ 0 < t ≤ T. (3.18)

Demonstração. Começaremos a prova deste teorema mostrando que

u(·, t)−v(·, t) ∈ C0([0, T ], L1(Rn)), onde u e v são soluções clássicas de (3.11).

Observando que u, v são contínuas em Rn× (0, T ] e u(·, t) → u0, v(·, t) → v0

em L1
loc
(Rn) ao t→ 0, temos que u(·, t)− v(·, t) ∈ C0([0, T ], L1

loc
(Rn)).

Para mostrar que u(·, t)− v(·, t) ∈ C0([0, T ], L1(Rn)), é su�ciente mos-

tar que, dado ε > 0 existe R = R(ε, T ) ≫ 1 su�cientemente grande tal que

∥u(·, t)− v(·, t) ∥L1( |x |>R )< ε, para todo 0 ≤ t ≤ T . Tomando ψ ∈ C2(R)
com 0 ≤ ψ ≤ 1 em toda parte e ψ(ξ) = 0 se ξ ≤ 0, ψ(ξ) = 1 se ξ ≥ 1, seja

ΨR,S ∈ C2(Rn) a função de corte de�nida por ΨR,S(x) = 0 se |x | ≤ R − 1,

ΨR,S(x) = ψ( |x | − R + 1) se R − 1 < |x | < R, e ΨR,S(x) = 1 se

R ≤ | x | ≤ R+ S, ΨR,S(x) = ψ(R+ S+1− | x |) se R+ S < | x | < R+ S+1,

ΨR,S(x) = 0 se |x | ≥ R + S + 1, para qualquer R > 1, S > 0. Note, que a

diferença θ(·, t) := u(·, t)− v(·, t) satisfaz
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θt + div [ f(x, t, u)− f(x, t, v) ] = ∆G(u, v) + η2∆θ, (3.19)

onde G(·, ·) é dado por

G(u, v) := −
∫

v

u

(w2 + η21)
α/2 dw, u, v ∈ R. (3.20)

Seja Lδ como no Teorema 3.2.2. Multiplicando (3.19) por L′
δ(θ(x, t)) ·

ΨR,S(x) e integrando em Rn× [ 0, t ], para 0 < t ≤ T , procedendo de forma

análoga à prova dos Teoremas 3.2.2 e 3.2.3, fazendo δ → 0 e S → ∞, obtemos

∥ θ(t) ∥
L1( |x |>R )

≤ ∥ u0 − v0 ∥L1( |x |>R−1)
+

+
[
Kf (M(T ), T )C1 + 2nG(M(T ),T ) + η2C2

]∫ T

0

∥ θ(τ) ∥
L1(R−1< |x |<R)

dτ

para todo 0 ≤ t ≤ T, como obtido no Teorema 3.2.3. Aqui, Kf é o obtido

assumindo a hipótese (3.13), C1, C2 dependem apenas de ψ, n (mas não de

R), e M(T ) = sup
0<t≤ T

{∥u(·, t)∥L∞(BR), ∥v(·, t)∥L∞(BR)}.

Aplicando o teorema anterior para θ, temos que θ ∈ L1(Rn× [ 0, T ]) e se-

gue que dado δ > 0, ∃R > 1 su�cientemente grande, tal que

∥ θ(t) ∥L1( |x |>R ) ≤ δ, para todo 0 ≤ t ≤ T . Assim, obtemos a continuidade.

Para mostrar a propriedade de conservação (3.18), vamos considerar

θ(·, t) = u(·, t) − v(·, t) e proceder analogamente. Tomando ϕ ∈ C2(Rn)

tal que ϕ(x) = 1 se | x | ≤ 1, ϕ(x) = 0 se | x | ≥ 2, e dado R > 0 de�nimos,

ΦR(x) := ϕ(x/R). Multiplicando (3.19) por ΦR(x) e integando em Rn× [ 0, T],

0 < t ≤ T, obtemos∫
Rn

θ(x, t) ΦR(x) dx =

∫
Rn

(u0(x)− v0(x)) ΦR(x) dx + IR(t), (3.21)

41



onde

IR(t) =

∫ t

0

∫
Rn

⟨ [ f(x, τ, u(x, τ))− f(x, τ, v(x, τ)) ],∇ΦR(x) ⟩ dx dτ +∫ t

0

∫
Rn

G(u(x, τ), v(x, τ)) ∆ΦR(x) dx dτ + η2

∫ t

0

∫
Rn

θ(x, τ) ∆ΦR(x) dx dτ ,

onde G(·, ·) é de�nida por (3.20). Por (3.13), temos

|IR(t)| ≤
[
Kf (M(T ), T )

Ĉ1

R
+G(M , T )

Ĉ2

R2
+ η2

Ĉ2

R2

]∫ T

0

∥θ(τ)∥
L1(R<|x|<2R)

para todo 0 ≤ t ≤ T, onde Ĉ1 = ∥ ∇ϕ ∥L∞(Rn), Ĉ2 = ∥∆ϕ ∥L∞(Rn) não

dependem de R > 0. Pelo teorema anterior, temos θ ∈ L1(Rn× [ 0, T ]), e

segue que IR(t) → 0, ao R → ∞.

Então, fazendo R → ∞ em (3.21) acima, obtemos (3.18), como queríamos.

Observação 3.2.5. De forma análoga a feita na demonstração do Teorema

3.2.3, e fazendo η1 → 0, obtemos o mesmo resultado do Teorema 3.2.4 para

soluções de viscosidade do problema (3.12).

Podemos re�nar um pouco o resultado do Teorema 3.2.4 como segue.

Teorema 3.2.6. Sejam u e v soluções clássicas da equação (3.11), com per�s

iniciais u0, v0 ∈ L∞(Rn), respectivamente, ambos de�nidos para 0 < t ≤ T e

limitados na faixa Rn× [ 0, T ].

(i) Se (u0 − v0)+ ∈ L1(Rn), então (u(·, t)− v(·, t))+ ∈ C0([ 0, T ], L1(Rn)), e

∥ (u(·, t)− v(·, t))+ ∥L1(Rn)
≤ ∥ (u0 − v0)+ ∥L1(Rn)

, ∀ 0 < t ≤ T. (3.22)

(ii) Se (u0 − v0)− ∈ L1(Rn), então (u(·, t)− v(·, t))− ∈ C0([ 0, T ], L1(Rn)), e

∥ (u(·, t)− v(·, t))− ∥L1(Rn)
≤ ∥ (u0 − v0)− ∥L1(Rn)

, ∀ 0 < t ≤ T, (3.23)
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onde u+ := ( |u |+ u )/2, u− := ( |u | − u )/2 denotam a parte positiva e parte

negativa de u ∈ R, respectivamente.

Demonstração. A demonstração é análoga a das provas do Teorema 3.2.2 e

da primeira parte do Teorema 3.2.4, mas usando (para o item (i)) a função

J
δ
(u) :=

∫
u

0

H(v/δ) dv, u ∈ R (3.24)

ao invés de Lδ(·), onde H ∈ C1(R) e H(u) = 0 para todo u ≤ 0, H(u) = 1

para todo u ≥ 1, com H ′(u) ≥ 0 em toda a parte. Uma vez provado (i), para

provarmos (ii) basta notar que θ− = (− θ )+ para θ ∈ R qualquer.

3.3 Teoremas de comparação

Uma consequência importante e imediata de (3.22) é o princípio de compa-

ração para soluções de (3.12). Lembre que precisamos da seguinte hipótese

para f .

| f(x, t, u)− f(x, t, v) | ≤ Kf (M, T ) | u− v | , ∀ x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T, (3.25)

Teorema 3.3.1. Sejam u(·, t), v(·, t) soluções da equação (3.11), com valo-

res iniciais u0, v0 ∈ L∞(Rn), respectivamente, ambas de�nidas para 0 < t ≤ T

e limitadas na faixa Rn× [ 0, T ]. Se vale (3.25), então

u0(x) ≤ v0(x) q.t.p. x ∈ Rn =⇒ u(x, t) ≤ v(x, t) ∀ x ∈ Rn,

para cada 0 < t ≤ T.

Demonstração. Sejam u0(x) ≤ v0(x). Temos, usando o Teorema 3.2.6, que∫
Rn

(u(x, t)− v(x, t))+ dx =

∫
Rn

(u0(x)− v0(x))+ dx = 0
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Logo u(x, t) ≤ v(x, t) q.t.p. x ∈ Rn para cada t ∈ (0, T ]. Mas como u e v

são contínuas, temos que u(x, t) ≤ v(x, t) x ∈ Rn para cada t ∈ (0, T ].

Observação 3.3.2. O Teorema 3.3.1 pode ser obtido diretamente como con-

sequência da contratividade da norma L1 e conservação de massa.∫
Rn

(u(x, t)− v(x, t))+ dx =
1

2

∫
Rn

|u(x, t)− v(x, t)| dx+ 1

2

∫
Rn

u(x, t)− v(x, t) dx

≤ 1

2

∫
Rn

|u0(x)− v0(x)| dx+
1

2

∫
Rn

u0(x)− v0(x) dx

=

∫
Rn

(u0(x)− v0(x))+ dx = 0.

Na desigualdade acima usamos a contractividade da norma L1 na primeira

integral e a conservação de massa na segunda integral.

Observação 3.3.3. Obtemos teorema análogo ao Teorema 3.3.1 para solu-

ções de viscosidade de (3.12) procedendo como no Teorema 3.2.3.

Em seguida vamos enunciar um segundo teorema de comparação. Para

tal, façamos algumas de�nições. Sejam F,G ∈ C0(Rn × [0,∞),R), com
F (x, t, w) ≤ G(x, t, w), ∀w ∈ R, ∀ x ∈ Rn,∀ 0 < t ≤ T . Sejam α, η1 > 0,

η2 ≥ 0 e p0 ≥ 1. Consideremos agora os problemas{
ut + div f(x, t, u) = div((u(x, t)2 + η21)

α/2∇u) + η2∆u+ F (x, t, u)

u(·, 0) = u0 ∈ Lp0(Rn) ∩ L∞(Rn).
(3.26)

e o problema{
ut + div f(x, t, u) = div((u(x, t)2 + η21)

α/2∇u) + η2∆u+G(x, t, u)

u(·, 0) = v0 ∈ Lp0(Rn) ∩ L∞(Rn).
(3.27)

ambos de�nidos para x ∈ Rn, t > 0.
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Para o próximo teorema vamos supor que

|F (x, t, w)−F (x, t, w̃)| ≤ KF |w−w̃|,∀ 0 < t ≤ T, ∀ x ∈ Rn, ∀w, w̃ ∈ [−M,M ].

(3.28)

Teorema 3.3.4. Sejam u(·, t) e v(·, t) soluções dos problemas (3.26) e

(3.27) com valores iniciais u0, v0 ∈ L∞(Rn), respectivamente, ambas de�nidas

para 0 < t ≤ T e limitadas na faixa Rn× [ 0, T ]. Se valem (3.13) e (3.28),

então

u0(x) ≤ v0(x) q.t.p. x ∈ Rn =⇒ u(x, t) ≤ v(x, t), ∀ x ∈ Rn,

para cada 0 < t ≤ T e para cada η1 > 0.

Demonstração. Seja H ∈ C1(R) crescente, tal que H(u) = 0 para u < 0 e

H(u) = 1 se u ≥ 1, e tomando δ > 0 , de�nimos J
δ
∈ C2(R) por

J
δ
(u) :=

∫ u

0

H(v/δ) dv, u ∈ R, (3.29)

assim, temos que H
δ
(u) → u+ ao δ → 0, uniformemente em u ∈ R, e

|u |H ′
δ
(u) ≤ C, ∀ u ∈ R ( ∀ δ > 0), (3.30)

onde C é constante positiva (que não depende de δ).

Seja Ψ(x, t) := ζ
R,ε(x)·Hδ

(u(x, t)− v(x, t)) para (x, t) ∈ Rn× [ 0, T ], onde

ζ
R,ε é a função de�nida em (3.5). Tomamos 0 < t1< t2 ≤ T arbitrários e in-

tegramos (ut − vt) ·Ψ(x, t) no cilindro B
R
× [ t1, t2 ], onde BR

denota a bola

B
R
= {x ∈ Rn : |x | < R}. Assim, obtemos pelo Teorema de Fubini,∫ t2

t1

∫
BR

(ut −vt)Ψ(x, t) dx dt =

∫
BR

ζ
R,ε(x)

∫ t2

t1

(ut − vt)Hδ
(u(x, t)− v(x, t)) dt dx =

=

∫
B
R

ζ
R,ε(x) Jδ(u(x, t2)− v(x, t2)) dx −

∫
B
R

ζ
R,ε(x) Jδ(u(x, t1)− v(x, t1)) dx.
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Por outro lado, usando as primeiras equações dos problemas (3.26), (3.27) e

o teorema da divergência, temos∫
B
R

(ut−vt)Ψ(x, t) dx = I1(t) + I2(t) + I3(t) + I4(t) + I5(t) + I6(t), (3.31)

onde

I1(t) = −
∫
B
R

⟨ (u2 + η21)
α/2∇u − (v2 + η21)

α/2∇v, ∇ζ
R,ε(x) ⟩Hδ

(u− v) dx,

I2(t) =−
∫
B
R

ζ
R,ε(x)⟨(u2 + η21)

α/2∇u− (v2 + η21)
α/2∇v,∇(u− v)⟩H ′

δ
(u− v) dx,

I3(t) =

∫
B
R

⟨f(x, t, u) − f(x, t, v), ∇ζ
R,ε(x) ⟩ Hδ

(u− v) dx,

I4(t) =

∫
B
R

ζ
R,ε(x) ⟨ f(x, t, u) − f(x, t, v), ∇(u− v) ⟩H ′

δ
(u− v) dx,

I5(t) = − η2

∫
B
R

⟨∇u − ∇v, ∇ζ
R,ε(x) ⟩H

δ
(u− v) dx,

I6(t) = − η2

∫
B
R

ζ
R,ε(x) |∇u − ∇v |2H ′

δ
(u− v) dx e

I7(t) =

∫
B
R

ζ
R,ε(x) (F (x, t, u)−G(x, t, v))H

δ
(u− v) dx.

Vamos estimar cada uma destas integrais acima. Para tal, de�nimos

M(T ) > 0 tal que max{|u(x, t) |, | v(x, t) |} ≤ M(T ), ∀x ∈ Rn e 0 < t ≤ T,

e K(T ) > 0 tal que max{|∇u(x, t) | , |∇v(x, t) | } ≤ K(T ), ∀ x ∈ BR e

0 < t ≤ T. Pondo φ(w) := (w2 + η21)
α/2, w ∈ R, temos que φ ∈ C1(R).
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Primeiramente vamos estimar I1(t).

I1(t) =−
∫
BR

⟨(u2 + η21)
α/2∇u− (v2 + η21)

α/2∇u ,∇ζR,εHδ(u− v)⟩ dx

−
∫
BR

⟨(v2 + η21)
α/2∇u− (v2 + η21)

α/2∇v ,∇ζR,εHδ(u− v)⟩ dx

≤
∫
BR

φ′(ξ)(u− v)|∇u| |∇ζR,ε| |Hδ(u− v)| dx

−
∫
BR

(v2 + η21)
α/2⟨Hδ(u− v)(∇u−∇v) ,∇ζR,ε⟩ dx

≤ Kφ(T )K(T )

∫
BR

(u(x, t)− v(x, t))+ |∇ζR,ε| dx

+

∣∣∣∣∫
BR

(M2(T ) + η21)
α/2⟨∇Jδ(u− v) ,∇ζR,ε⟩ dx

∣∣∣∣
≤ Kφ(T )K(T )

∫
BR

(u(x, t)− v(x, t))+ |∇ζR,ε| dx

+ (M2(T ) + η21)
α/2

∣∣∣∣∫
BR

Jδ(u− v)∆ζR,ε dx

∣∣∣∣
+ (M2(T ) + η21)

α/2

∣∣∣∣∫
|x|=R

Jδ(u− v) ⟨∇ζR,ε ,
x

R
⟩ dσ(x)

∣∣∣∣
≤ Kφ(T )K(T )

∫
BR

(u(x, t)− v(x, t))+ |∇ζR,ε| dx

+ (M2(T ) + η21)
α/2

∫
BR

|Jδ(u− v)| |∆ζR,ε| dx

+ (M2(T ) + η21)
α/2

∫
|x|=R

|Jδ(u− v)| |∇ζR,ε| dσ(x),

onde Kφ(T ) = Kφ(M(T ), T ) := sup
|ξ|≤M(T )

|φ′(ξ)| .
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Para I2(t), temos

I2(t) = −
∫
B
R

ζ
R,ε(x)(u(x, t)

2 + η21)
α/2H ′

δ
(u(x, t)− v(x, t))| ∇(u− v) |2 dx

−
∫
B
R

ζ
R,ε(x)

[
(u2 + η21)

α/2 − (v2 + η21)
α/2
]
H ′

δ
(u− v)⟨∇v, ∇(u− v) ⟩ dx.

Como
∫
B
R

ζ
R,ε(x)(u(x, t)

2 + η21)
α/2H ′

δ
(u(x, t) − v(x, t))|∇(u − v) |2 dx ≥ 0,

temos

I2(t) ≤−
∫
B
R

ζ
R,ε(x)

[
(u2 + η21)

α/2 − (v2 + η21)
α/2
]
H ′

δ
(u− v)⟨∇v, ∇(u− v) ⟩ dx

≤−
∫
B
R

ζ
R,ε(x)

[
(u2 + η21)

α/2 − (v2 + η21)
α/2
]
H ′

δ
(u− v)|∇v||∇(u− v)| dx

≤ 2K2(T )

∫
B
R

ζ
R,ε(x)

∣∣(u2 + η21)
α/2 − (v2 + η21)

α/2
∣∣H ′

δ
(u− v) dx

= 2K2(T )

∫
B
R

ζ
R,ε(x)

∣∣φ′(ξ)(u− v)
∣∣H ′

δ
(u− v) dx

≤ 2K2(T )

∫
B
R

ζ
R,ε(x)

∣∣φ′(ξ)
∣∣|u− v|H ′

δ
(u− v) dx

≤ 2K2(T )Kφ(T )

∫
B
R

ζ
R,ε(x)|u− v|H ′

δ
(u− v) dx,

onde, na última igualdade, usamos o Teorema do Valor Médio. Observe que

ξ = ξ(x, t), para cada (x, t) ∈ BR × [0, T ], pertence ao intervalo de extremos

u e v (nos casos onde u = v o integrando vale zero). Vamos, agora, estimar

I5(t).

I5(t) = − η2

∫
B
R

⟨ ∇J
δ
(u(x, t)− v(x, t)), ∇ζ

R,ε(x) ⟩ dx
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= − η2

∫
|x |=R

J
δ
(u(x, t)− v(x, t)) ⟨ ∇ζ

R,ε(x),
x

R
⟩ dσ(x)

+ η2

∫
B
R

J
δ
(u(x, t)− v(x, t)) ∆ζ

R,ε(x) dx.

Temos ainda que I6(t) ≤ 0 . Agora vamos estimar I7(t).

I7(t) =

∫
B
R

ζ
R,ε(x) (F (x, t, u)− F (x, t, v))H

δ
(u− v) dx

+

∫
B
R

ζ
R,ε(x) (F (x, t, v)−G(x, t, v))H

δ
(u− v) dx

≤
∫
B
R

ζ
R,ε(x) (F (x, t, u)− F (x, t, v))H

δ
(u− v) dx

≤ KF

∫
B
R

ζ
R,ε(x) |u− v|H

δ
(u− v) dx,

pois F (x, t, v) ≤ G(x, t, v) e F (x, t, u)− F (x, t, v) ≤ KF |u− v|.

Usando estas estimativas e fazendo δ → 0, obtemos

∫
B
R

ζ
R,ε(x) ( u(x, t2)− v(x, t2) )+ dx −

∫
B
R

ζ
R,ε(x) ( u(x, t1)− v(x, t1) )+ dx ≤

≤ Kφ(T )K(T )

∫ t2

t1

∫
B
R

(u(x, t)− v(x, t))+ |∇ζ
R,ε(x) | dx dt

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t2

t1

∫
B
R

(u(x, t)− v(x, t))+ |∆ζ
R,ε(x) | dx dt

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t2

t
1

∫
|x|=R

(u(x, t)− v(x, t))+ |∇ζ
R,ε(x) | dσ(x) dt

+ Kf (M(T ), T )

∫ t2

t1

∫
B
R

+(u(x, t)− v(x, t) )+ |∇ζ
R,ε(x) | dx dt
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+

∫ t2

t1

∫
|x |=R

η2 (u(x, t)− v(x, t) )+ |∇ζ
R,ε(x) | dσ(x) dt

+

∫ t2

t1

∫
B
R

η2 (u(x, t)− v(x, t) )+ |∆ζ
R,ε(x) | dx dt

+KF

∫ t
2

t1

∫
B
R

(u(x, t)− v(x, t) )+ | ζ
R,ε(x) | dx dt

por (3.13), (3.30) e o Teorema da Convergência Dominada. Agora, fazendo

t1 → 0, obtemos

∫
B
R

ζ
R,ε(x) ( u(x, t2)− v(x, t2) )+ dx −

∫
B
R

ζ
R,ε(x) ( u(x, 0)− v(x, 0) )+ dx ≤

≤ Kφ(T )K(T )

∫ t2

0

∫
B
R

(u(x, t)− v(x, t))+ |∇ζ
R,ε(x) | dx dt

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t
2

0

∫
B
R

(u(x, t)− v(x, t))+ |∆ζ
R,ε(x) | dx dt

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t2

0

∫
|x|=R

(u(x, t)− v(x, t))+ |∇ζ
R,ε(x) | dσ(x) dt

+ Kf (M(T ), T )

∫ t
2

0

∫
B
R

(u(x, t)− v(x, t) )+ |∇ζ
R,ε(x) | dx dt

+

∫ t2

0

∫
|x |=R

η2 (u(x, t)− v(x, t) )+ |∇ζ
R,ε(x) | dσ(x) dt

+

∫ t
2

0

∫
B
R

η2 (u(x, t)− v(x, t) )+ |∆ζ
R,ε(x) | dx dt

+KF

∫ t2

0

∫
B
R

(u(x, t)− v(x, t) )+ | ζ
R,ε(x) | dx dt,

50



já que u(·, t1) → u0 e v(·, t1) → v0 , ao t1 → 0. Fazendo R → ∞, obtemos∫
Rn

(u(x, t2)− v(x, t2))+Φε(x) dx ≤
∫
Rn

( u0(x)− v0(x) )+Φε(x) dx

+KF

∫ t2

0

∫
Rn

(u(x, t)− v(x, t) )+ Φε(x) dx dt

+ εC(T )

∫ t2

0

∫
Rn

(u(x, t)− v(x, t))+Φε(x) dx dt,

para todo 0 < t2 ≤ T, e C(T ) é dado por

C(T ) = (2n+ 1)(M(T ) + η1)
α + (2n+ 1)η2 +Kf (M(T ), T ) +Kφ(T )

e

Φε(x) := exp
{
− ε

√
1 + |x |2

}
, x ∈ Rn.

Usando o Lema de Gronwall, obtemos (renomeando t2 por t)∫
Rn

( u(x, t)− v(x, t) )+ Φε(x) dx ≤

≤ exp ((KF + ε C(T )) t)

∫
Rn

( u0(x)− v0(x) )+ Φε(x) dx = 0

para todo 0 < t ≤ T . Fazendo ε→ 0, obtemos∫
Rn

( u(x, t)− v(x, t) )+ dx = 0, ∀ 0 < t ≤ T.

O que implica u(x, t) ≤ v(x, t) q.t.p., mas como u e v são contínuas, temos

u(x, t) ≤ v(x, t) ∀ x ∈ Rn e ∀ 0 < t ≤ T.

Observação 3.3.5. Para soluções de viscosidade, consideremos

ut + div f(x, t, u) = div((u2 + η2)α/2∇u) + η2∆u, x ∈ Rn, t > 0. (3.32)

Sejam u(η)(·, t) e v(η)(·, t) soluções de (3.32) com per�s inicias u0 e v0 respec-

tivamente. Neste caso, o teorema anterior vale para u(η)(·, t) e v(η)(·, t), ou

51



seja,

u(η)(x, t) ≤ v(η)(x, t), ∀x ∈ Rn, ∀ 0 < t ≤ T.

Se a família {v(η)(·, t)}η é uniformemente limitada (veja condições no capí-

tulo cinco), então fazendo η → 0 obtemos, pelo teorema da convergência

dominada, que

u(x, t) ≤ v(x, t), ∀x ∈ Rn, ∀ 0 < t ≤ T.

Para o último teorema de comparação vamos considerar o problema de-

generado{
ut + div f(x, t, u) = div(|u |α∇u), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn)
(3.33)

e os problemas auxiliares{
ut + div f(x, t, u) = div(|u |α∇u), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = (u0)+ + v0
(3.34)

e {
ut + div f(x, t, u) = div(|u |α∇u), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = −(u0)− − v0,
(3.35)

onde v0(x) > 0, ∀ x ∈ Rn e v0 ∈ C0(Rn) ∩ L1(Rn) ∩ L∞(Rn). E ainda, as

funções (u0)+ e (u0)− são, respectivamente, as partes positivas e negativas

de u0.

Teorema 3.3.6. Sejam u,w e v soluções dos problemas (3.33), (3.34) e

(3.35) respectivamente, ambas de�nidas para 0 < t ≤ T e limitadas na faixa

Rn× [ 0, T ]. Então

v(x, t) ≤ u(x, t) ≤ w(x, t) ∀ x ∈ Rn, para cada 0 < t ≤ T.
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A prova deste teorema é análoga à prova do Teorema 3.3.4 e será omitida.

3.4 Limitação da norma Lq e estimativa básica

de energia

Nesta seção começamos obtendo estimativas para a norma Lq de soluções

do problema (3.36) abaixo. Estas estimativas serão importantes na obtenção

de uma limitação global para soluções do mesmo problema. Consideremos o

problema{
ut + div(b(x, t, u)u) = div(| u |α∇u) + η∆u, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn),
(3.36)

onde b satisfaz a hipótese (b1) abaixo.

(b1) ∃ k > 0 e B ∈ C0((0,∞)) tais que |b(x, t, u)|2 ≤ B(t)|u|k, onde | · |2
denota a norma euclidiana do Rn.

O primeiro passo será mostrar que, nessas condições, as normas Lq �cam

limitadas. Isso será feito em dois casos. Vejamos como esses casos aparecem

naturalmente ao tentarmos limitar a norma Lq.

Sejam 0 < ε ≤ 1 e ζR,ε a função de corte (escreveremos ζR,ε = ζR) de�nida

como na seção anterior. Sejam q ≥ 2 e Φδ(v) := Lq
δ(v), onde Lδ é de�nida

como em (3.4). Sejam 0 < t0 < t < T quaisquer. Seja u uma solução suave

e limitada de (3.36) em Rn × [0, T ] com u(·, t) → u0 ao t → 0 em L1
loc(Rn).

Multiplicando a primeira equação de (3.36) por Φ′
δ(u)ζR(x) e integrando em

Rn × [t0, t], obtemos pelo teorema de Fubini e pelo teorema da divergência
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que ∫
BR

Φδ(u(x, t))ζR(x) dx =

∫
BR

Φδ(u(x, t0))ζR(x) dx

+

∫ t

t0

∫
BR

Gδ(u)∆ζR(x) dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|=R

Gδ(u)
1

R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ

+

∫ t

t0

∫
BR

Φ′′
δ(u)u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ζR(x) dx dτ

+

∫ t

t0

∫
BR

Φ′
δ(u)u⟨b(x, τ, u) ,∇ζR(x)⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
BR

Φ′′
δ(u)|u|α|∇u|2ζR(x) dx dτ

− η

∫ t

t0

∫
BR

Φ′′
δ(u)|∇u|2ζR(x) dx dτ

+ η

∫ t

t0

∫
BR

Φδ(u)∆ζR(x) dx dτ

− η

∫ t

t0

∫
|x|=R

Φδ(u)
1

R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ,

onde

Gδ(u) :=

∫ u

0

Φ′
δ(v)|v|α dv

δ→0−→ q

∫ u

0

|v|q−1 sgn(v)|v|α dv =
q

q + α
|u(x, t)|q+α ≥ 0

e ∇Gδ(u) = Φ′
δ(u)|u|α∇u.

Fazendo δ → 0, temos L′′
δ(u)u→ 0. Logo,∫

BR

|u(x, t)|qζR(x) dx+ q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2+α|∇u|2ζR(x) dx dτ

+ηq(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2|∇u|2ζR(x) dx dτ =

∫
BR

|u(x, t0)|qζR(x) dx
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+
q

q + α

∫ t

t0

∫
BR

|u|q+α∆ζR(x) dx dτ

− q

q + α

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q+α 1

R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ

+ q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ζR(x) dx dτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

|u|q⟨b(x, τ, u) ,∇ζR(x)⟩ dx dτ

+ η

∫ t

t0

∫
BR

|u|q∆ζR(x) dx dτ

− η

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q 1
R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ. (3.37)

Vamos estimar o termo q(q−1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ζR(x) dx dτ a �m

de compará-lo com o termo q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2+α|∇u|2ζR(x) dx dτ.

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ζR(x) dx dτ ≤
∫ t

t0

B(τ)

∫
BR

|u|q−1+k|∇u|ζR(x) dx dτ

≤ 1

2

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2+α|∇u|2ζR(x) dx dτ +
1

2

∫ t

t0

B(τ)2
∫
BR

|u|q−α+2kζR(x) dx dτ.

Logo∫
BR

|u(x, t)|qζR(x) dx+
q(q − 1)

2

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2+α|∇u|2ζR(x) dx dτ

+ηq(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2|∇u|2ζR(x) dx dτ ≤
∫
BR

|u(x, t0)|qζR(x) dx

+
q

q + α

∫ t

t0

∫
BR

|u|q+α∆ζR(x) dx dτ

− q

q + α

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q+α 1

R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ
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+
q(q − 1)

2

∫ t

t0

B(τ)2
∫
BR

|u|q−α+2kζR(x) dx dτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

|u|q⟨b(x, τ, u) ,∇ζR(x)⟩ dx dτ

+ η

∫ t

t0

∫
BR

|u|q∆ζR(x) dx dτ

− η

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q 1
R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ. (3.38)

Observe que u(·, t) → u0 em Lq
loc(Rn) quando t → 0, já que u(·, t) → u0, em

L1
loc(Rn), ao t→ 0.

Assim, fazendo t0 → 0 e depois R → +∞, obtemos∫
Rn

|u(x, t)|qΨε(x) dx+
q(q − 1)

2

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2Ψε(x) dx dτ

+ηq(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2Ψε(x) dx dτ

≤ ∥u0∥qLq(Rn) +
q

q + α
2nε

∫ t

0

∫
Rn

|u|q+αΨε(x) dx dτ

+
q(q − 1)

2

∫ t

0

B(τ)2
∫
Rn

|u|q+γΨε(x) dx dτ

+qε

∫ t

0

B(τ)

∫
Rn

|u|q+kΨε(x) dx dτ

+2nηε

∫ t

0

∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ, (3.39)

onde ζR(x) → Ψε(x) := e−ε
√

1+|x|2 , ao R → ∞, e γ := 2k − α.

Deste ponto em diante é necessário saber se γ ≥ 0 ou se γ < 0, ou seja,

se k ≥ α/2 ou se k < α/2. Consideremos primeiro o caso k ≥ α/2.
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3.4.1 Caso k ≥ α/2

Teorema 3.4.1. Seja q ≥ 2. Se u(·, t) é solução suave e limitada em Rn ×
[0, T ] de (3.36), então u(·, t) ∈ Lq(Rn) para todo 0 ≤ t ≤ T.

Demonstração. Da equação (3.39), obtemos, em particular,∫
Rn

|u(x, t)|qΨε(x) dx ≤ ∥u0∥qLq(Rn) +
q

q + α
2nεMα(T )

∫ t

0

∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ

+
q(q − 1)

2
Mγ(T )

∫ t

0

B(τ)2
∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ

+ qεMk(T )

∫ t

0

B(τ)

∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ

+ 2nηε

∫ t

0

∫
BR

|u|qΨε(x) dx dτ,

onde M(T ) := sup{|u(x, t)| : (x, t) ∈ Rn × [0, T ]}. Pelo lema de Gronwall,

obtemos∫
Rn

|u(x, t)|qΨε(x) dx ≤ ∥u0∥qLq(Rn)
exp

(
K(T ) +

q(q − 1)

2
Mγ(T )

∫ t

0

B(τ)2 dτ

)
,

onde K(T )=
2qnεMα(T )

q + α
+ qεMk(T )

∫ T

0

B(τ) dτ + 2nηε.

Fazendo ε→ 0, obtemos

∥u(·, t)∥q
Lq(Rn)

≤ ∥u0∥qLq(Rn)
exp

(
q(q − 1)

2
Mγ(T )

∫ t

0

B(τ)2 dτ

)
,

ou seja, ∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

≤Mq(T ), ∀ 0 ≤ t ≤ T.

Corolário 3.4.2. Seja q ≥ 2. Se u(·, t) é solução suave e limitada em

Rn × [0, T ] de (3.36), então
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∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ < +∞ e

∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx dτ < +∞ .

Demonstração. De (3.39) mais o fato de que u(·, t) ∈ Lq(Rn) para todo

0 ≤ t ≤ T , obtemos, fazendo ε→ 0, que∫
Rn

|u(x, t)|q dx+ q(q − 1)

2

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ

+ ηq(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx dτ ≤ ∥u0(x)∥qLq(Rn)

+
q(q − 1)Mγ(T )

2

∫ t

0

B(τ)2
∫
BR

|u|q dx dτ < +∞.

Logo, fazendo t = T , obtemos em particular∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ < +∞ e
∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx dτ < +∞ .

Lema 3.4.3. Seja q ≥ 2. Se u(·, t) é solução suave e limitada em Rn× [0, T ]

de (3.36), então ∫ T

0

∫
Rn

|u|q−1+k|∇u| dx dτ < +∞ .

Demonstração. Pela desigualdade de Young temos que∫ T

0

∫
Rn

|u|q−1+k|∇u| dx dτ ≤ 1

2

(∫ T

0

∫
Rn

|u|q−α+2k dx dτ +

∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ
)

≤Mγ(T )

2

∫ T

0

∫
Rn

|u|q dx dτ +
∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ,

na última desigualdade temos que a primeira parcela é �nita pois u(·, t) ∈
Lq(Rn) para todo 0 ≤ t ≤ T e a segunda parcela é �nita pelo Corolário

3.4.2.

Teorema 3.4.4. Seja q ≥ 2. Se u(·, t) é solução suave e limitada em Rn ×
[0, T ] de (3.36), então existe Eq ⊂ [0, T ] com |Eq|1 = 0, tal que ∀ t ∈ [0, T ]\Eq
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tem-se

d

dt
∥u(·, t)∥q

Lq(Rn)
+ q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx+ ηq(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx

= q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2u⟨b(x, t, u) ,∇u⟩ dx.

Demonstração. De (3.37), temos que∫
BR

|u(x, t)|qζR(x) dx+ q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2+α|∇u|2ζR(x) dx dτ

+ ηq(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2|∇u|2ζR(x) dx dτ =

∫
BR

|u(x, t0)|qζR(x) dx

+
q

q + α

∫ t

t0

∫
BR

|u|q+α∆ζR(x) dx dτ

− q

q + α

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q+α 1

R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ

+ q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ζR(x) dx dτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

|u|q⟨b(x, τ, u) ,∇ζR(x)⟩ dx dτ

+ η

∫ t

t0

∫
BR

|u|q∆ζR(x) dx dτ

− η

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q 1
R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ. (3.40)

Como u(·, t) ∈ Lq(Rn) ∩ L∞(Rn) para todo 0 ≤ t ≤ T . Fazendo R → ∞,

ε→ 0 e t0 → 0 (nesta ordem), obtemos

∥u(·, t)∥q
Lq(Rn)

+ q(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2dxdτ + ηq(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2dxdτ

= ∥u0∥qLq(Rn)
+ q(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ dx dτ.
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Como todas as funções são absolutamente integráveis, temos, pelo teorema

da diferenciação de Lebesgue, que existe Eq ⊂ [0, T ] onde |Eq|1 = 0, tal que

∀ t ∈ [0, T ] \ Eq tem-se

d

dt
∥u(·, t)∥q

Lq(Rn)
+ q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2dx+ ηq(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2dx

= q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2u⟨b(x, t, u) ,∇u⟩ dx.

3.4.2 Caso 0 ≤ k < α/2

Teorema 3.4.5. Se u(·, t) é solução suave e limitada em Rn×[0, T ] de (3.36),

q ≥ 2 e q ≥ 1− 2k + α, então u(·, t) ∈ Lq(Rn) para todo 0 ≤ t ≤ T.

Demonstração. Da equação (3.39), obtemos, em particular,∫
Rn

|u(x, t)|qΨε(x) dx ≤ ∥u0(x)∥qLq(Rn) +
q

q + α
2nεMα(T )

∫ t

0

∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ

+
q(q − 1)

2

∫ t

0

B(τ)2
∫
Rn

|u|q+γΨε(x) dx dτ

+ qεMk(T )

∫ t

0

B(τ)

∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ

+ 2nηε

∫ t

0

∫
BR

|u|qΨε(x) dx dτ.

Note que, como q ≥ 1− γ, temos q + γ ≥ 1, e assim∫
Rn

|u|q+γΨε(x) dx =

∫
|u(x,t)|≤1

|u|q+γΨε(x) dx+

∫
|u(x,t)|>1

|u|q+γΨε(x) dx

≤
∫

|u(x,t)|≤1

|u|Ψε(x) dx+

∫
|u(x,t)|>1

|u|qΨε(x) dx

≤ ∥u0∥L1(Rn) +

∫
Rn

|u|qΨε(x) dx.
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Logo∫
Rn

|u(x, t)|qΨε(x) dx ≤ ∥u0(x)∥qLq(Rn) +
q

q
2nεMα(T )

∫ t

0

∫
Rn

|u|q+αΨε(x) dx dτ

+
q(q − 1)

2
∥u0∥L1(Rn)

∫ T

t0

B(τ)2 dτ

+
q(q − 1)

2

∫ t

t0

B(τ)2
∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ

+ qεMk(T )

∫ t

0

B(τ)

∫
Rn

|u|qΨε(x) dx dτ

+ 2nηε

∫ t

0

∫
BR

|u|qΨε(x) dx dτ.

Pelo lema de Gronwall, obtemos∫
Rn

|u(x, t)|qΨε(x) dx ≤
(
∥u0∥qLq(Rn) +

q(q − 1)

2
∥u0∥L1(Rn)

)
exp (K(T )) ,

onde

K(T ) =
2qnεMα(T )

q + α
+
q(q − 1)

2

∫ T

0

B(τ)2 dτ + qεMk(T )

∫ T

0

B(τ) dτ + 2nηε.

Fazendo ε→ 0, obtemos

∥u(·, t)∥q
Lq(Rn)

≤
(
∥u0∥qLq(Rn)

+
q(q − 1)

2
∥u0∥L1(Rn)

)
exp

(
q(q − 1)

2

∫ T

0

B(τ)2 dτ

)
,

ou seja, ∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

≤Mq(T ), ∀ 0 ≤ t ≤ T.

Note que aqui a constante Mq(T ) não depende de M(T ).

Corolário 3.4.6. Se u(·, t) é solução suave e limitada em Rn × [0, T ] de

(3.36), q ≥ 2 e q ≥ 1− 2k + α, então∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ < +∞ e

∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx dτ < +∞.

Demonstração. De (3.39) mais o fato de que u(·, t) ∈ Lq(Rn) para todo
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0 ≤ t ≤ T , obtemos, fazendo ε→ 0, que∫
Rn

|u(x, t)|q dx+ q(q − 1)

2

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ

+ ηq(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx dτ ≤ ∥u0(x)∥qLq(Rn)

+
q(q − 1)

2

∫ t

0

B(τ)2
∫
Rn

|u|q+γ dx dτ < +∞

já que γ < 0 e u(·, t) ∈ L1(Rn) ∩ Lq(Rn) implica , por interpolação, que

u(·, t) ∈ Lq+γ(Rn), já que q + γ ≥ 1. Logo, fazendo t = T , obtemos, em

particular,∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ < +∞ e
∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx dτ < +∞.

Lema 3.4.7. Seja q ≥ 2 e q ≥ 1 − γ. Se u(·, t) é solução suave e limitada

em Rn × [0, T ] de (3.36), então∫ T

0

∫
Rn

|u|q−1+k|∇u| dx dτ < +∞ .

Demonstração. Pela desigualdade de Young temos que∫ T

0

∫
Rn

|u|q−1+k|∇u| dx dτ ≤ 1

2

(∫ T

0

∫
Rn

|u|q−α+2k dx dτ +

∫ T

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx dτ
)
.

A segunda parcela é �nita pelo Corolário 3.4.6. A primeira parcela é �nita

pois γ < 0, q + γ ≥ 1 e u(·, t) ∈ L1(Rn) ∩ Lq(Rn) implica, por interpolação,

que u(·, t) ∈ Lq+γ(Rn).

Teorema 3.4.8. Seja q ≥ 2 e q ≥ 1 − γ. Se u(·, t) é solução suave e

limitada em Rn× [0, T ] de (3.36), então existe Eq ⊂ [0, T ] com |Eq|1 = 0, tal
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que ∀ t ∈ [0, T ] \ Eq tem-se

d

dt
∥u(·, t)∥q

Lq(Rn)
+ q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx+ηq(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2 dx

= q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2u⟨b(x, t, u) ,∇u⟩ dx.

Demonstração. De (3.37), temos que∫
BR

|u(x, t)|qζR(x) dx+ q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2+α|∇u|2ζR(x) dx dτ

+ ηq(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2|∇u|2ζR(x) dx dτ =

∫
BR

|u(x, t0)|qζR(x) dx

+
q

q + α

∫ t

t0

∫
BR

|u|q+α∆ζR(x) dx dτ

− q

q + α

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q+α 1

R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ

+ q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

|u|q−2u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ζR(x) dx dτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

|u|q⟨b(x, τ, u) ,∇ζR(x)⟩ dx dτ

+ η

∫ t

t0

∫
BR

|u|q∆ζR(x) dx dτ

− η

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u|q 1
R
⟨∇ζR(x) , x⟩ dσ(x) dτ. (3.41)

Como u(·, t) ∈ Lq(Rn) ∩ L∞(Rn) para todo 0 ≤ t ≤ T , fazendo R → ∞,

ε→ 0 e t0 → 0 (nesta ordem), obtemos

∥u(·, t)∥q
Lq(Rn)

+ q(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2dxdτ + ηq(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2dxdτ

= ∥u0∥qLq(Rn) + q(q − 1)

∫ t

0

∫
Rn

|u|q−2u⟨b(x, τ, u) ,∇u⟩ dx dτ.
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Como todas as funções são absolutamente integraveis, temos, pelo teorema

da diferenciação de Lebesgue, que existe Eq ⊂ [0, T ] onde |Eq|1 = 0, tal que

∀ t ∈ [0, T ] \ Eq tem-se

d

dt
∥u(·, t)∥q

Lq(Rn)
+ q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2dx+ ηq(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2|∇u|2dx

= q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2u⟨b(x, t, u) ,∇u⟩ dx.
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Capítulo 4

PME's com termos advectivos:

Caso semidissipativo

Neste capítulo vamos supor que
n∑

i=1

u(x, t)
∂fi
∂xi

(x, t, u) ≥ 0. Com esta hipó-

tese mostraremos que qualquer solução suave u(x, t) de

{
ut + div(f(x, t, u)) = div((u2 + η21)

α/2∇u) + η2∆u, x ∈ Rn, t > 0.

u(·, 0) = u0 ∈ Lp0(Rn) ∩ L∞(Rn).

(4.1)

onde α > 0, p0 ≥ 1, |f(x, t, u)| ≤ B(T )|u(x, t)|k+1, com k ≥ 0; satisfaz

∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

≤ ∥u0∥Lq(Rn)
, ∀ 0 ≤ t ≤ T, para cada 1 ≤ p0 ≤ q ≤ ∞.

Mais precisamente, temos que ∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

é decrescente em t.

Em seguida, obteremos uma estimativa para a velocidade de decaimento

destas soluções e, �nalmente, mostraremos que esta estimativa é consistente

com a mudança de escala.
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4.1 Decrescimento da norma Lq para soluções

suaves

Teorema 4.1.1. Seja u(x, t) ∈ L∞([0, T ], L∞(Rn)) solução do problema

(4.1) para algum T > 0. Se f,
∂f1
∂x1

, · · · , ∂fn
∂xn

são funções contínuas tais

que ∃B(T ) > 0 com |f(x, t, u)| ≤ B(T )|u|k+1,∀x ∈ Rn, t ≥ 0, u ∈ R, e
n∑

i=1

u(x, t)
∂fi
∂xi

(x, t, u) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ BR × (0, T ], então

∥u(·, t)∥Lq(Rn) ≤ ∥u(·, t0)∥Lq(Rn), ∀ 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T para cada p0 ≤ q ≤ ∞.

Demonstração. Sejam p0 ≤ q ≤ ∞, M(T ) := sup{∥u(·, τ)∥L∞(Rn) : 0 < τ <

T}, Kf (T ) := sup

{∣∣∣∣ ∂∂v [f(x, t, v)]
∣∣∣∣ : |v| ≤M(T )

}
e δ > 0. Escreveremos

∂

∂v
[f(x, t, v)] = f ′(v).

Multiplicando a primeira equação de (4.1) por Φ′
δ(u)ζR(x) e integrando em

Rn × [0, T ] para dado t0 arbitrário com 0 < t0 < t ≤ T, obtemos∫ t

t0

∫
|x|<R

Φ′
δ(u)ζR(x)uτ dx dτ +

∫ t

t0

∫
|x|<R

Φ′
δ(u)ζR(x) div(f) dx dτ =

=

∫ t

t0

∫
|x|<R

Φ′
δ(u)ζR(x)

[
div((u2 + η21)

α/2∇u) + η2∆u
]
dx dτ .

Sejam I1(t) =

∫ t

t0

∫
|x|<R

Φ′
δ(u)ζR(x)uτ dx dτ,

I2(t) = −
∫ t

t0

∫
|x|<R

Φ′
δ(u)ζR(x) div(f) dx dτ,

I3(t) =

∫ t

t0

∫
|x|<R

Φ′
δ(u)ζR(x) div((u

2 + η21)
α/2∇u) dx dτ e

66



I4(t) =

∫ t

t0

∫
|x|<R

η2Φ
′
δ(u)ζR(x)∆u dx dτ.

Vamos trabalhar primeiramente com I1(t). Aplicando o Teorema de Fu-

bini e integrando em τ , obtemos

I1(t) =

∫
|x|<R

ζR(x)

∫ t

t0

Φ′
δ(u)uτ dτ dx =

=

∫
|x|<R

ζR(x)Φδ(u(x, t)) dx−
∫
|x|<R

ζR(x)Φδ(u(x, t0)) dx.

Aplicando o teorema da Divergência para I2(t) temos,

I2(t) =

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , Φ′′
δ(u)∇u⟩ζR(x) dx dτ

+

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , ∇ζR(x)⟩Φ′
δ(u) dx dτ

= q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , Lq−2
δ (u)(L′

δ(u))
2∇u⟩ζR(x) dx dτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , Lq−1
δ (u)L′′

δ(u)∇u⟩ζR(x) dx dτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , ∇ζR(x)⟩Lq−1
δ (u)L′

δ(u) dx dτ

≤ q

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , ∇(Lq−1
δ (u))⟩L′

δ(u)ζR(x) dx dτ

+ qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

|u(x, t)|q+k−1|u(x, t)|L′′
δ(u)|∇u|ζR(x) dx dτ

+ qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

|u(x, t)|q+k|∇ζR(x)| dx dτ. (4.2)

Escrevendo I2,1(t) = q

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , ∇(Lq−1
δ (u))⟩L′

δ(u)ζR(x) dx dτ .

Novamente, pelo Teorema da Divergência, obtemos
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I2,1(t) = − q

∫ t

t0

∫
BR

div[f(x, t, u)L′
δ(u)ζR(x)]L

q−1
δ (u) dx dτ

= − q

∫ t

t0

∫
BR

div[f(x, t, u)]Lq−1
δ (u)L′

δ(u)ζR(x) dx dτ

− q

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , ∇u⟩Lq−1
δ (u)L′′

δ(u)ζR(x) dx dτ

− q

∫ t

t0

∫
BR

⟨f(x, t, u) , ∇ζR(x)⟩Lq−1
δ (u)L′

δ(u) dx dτ

≤ − q

∫ t

t0

∫
BR

n∑
j=1

∂fi
∂u

(x, t, u)uxj
Lq−1
δ (u)L′

δ(u)ζR(x) dx dτ

+ qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

|u(x, t)|q+k−1 |∇u||u(x, t)|L′′
δ(u)ζR(x) dx dτ

+ qB(T )Mk(T )

∫ t

t0

∫
BR

|u(x, t)|q |∇ζR(x)| dx dτ, (4.3)

já que −q
∫ t

t0

∫
BR

n∑
j=1

∂fj
∂xj

(x, t, u)Lq−1
δ (u)L′

δ(u)ζR(x) dx dτ ≤ 0.

Como |u(x, t)|L′′
δ(u) → 0 ao δ → 0, fazendo δ → 0 obtemos de (4.2) e (4.3)

I2(t) ≤ − q

∫ t

t0

∫
BR

n∑
j=1

∂fj
∂u

(x, t, u)|u(x, t)|q−2 uuxj
ζR(x) dx dτ +

+ 2qMk(T )B(T )

∫ t

t0

∫
BR

|u(x, t)|q|∇ζR(x)| dx dτ.

Podemos escrever

n∑
j=1

∂fj
∂u

(x, t, u) q |u(x, t)|q−2 uuxj
= div

(∫ u

0

∂fj
∂v

(x, t, v) q |v(x, t)|q−2 v d v

)
.

Assim,

I2(t) ≤
∫ t

t0

∫
BR

⟨
∫ u

0

∂f

∂v
(x, t, v) q |v(x, t)|q−2 v dv , ∇ζR(x)⟩ dx dτ +
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+ 2qB(T )Mk(T )

∫ t

t0

∫
BR

|u(x, t)|q|∇ζR(x)| dx dτ

≤ (Kf (T ) + 2qB(T )Mk(T ))

∫ t

t0

∫
BR

|u(x, t)|q |∇ζR(x)| dx dτ,

já que ∣∣∣∣∫ u

0

∂f

∂v
(x, t, v) q |v(x, t)|q−2 v dv

∣∣∣∣ ≤ Kf (T )

∫ u

0

q |v(x, t)|q−2 v dv

= Kf (T )|u(x, t)|q.

Agora vamos estimar I3(t) e I4(t). Pelo teorema da Divergência, obtemos

I3(t) + I4(t) =−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

⟨∇(Φ′
δ(u)ζR(x)), (u

2 + η21)
α/2∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

⟨∇(Φ′
δ(u)ζR(x)), η2∇u⟩ dx dτ

=−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

Φ′′
δ(u)ζR(x)(u

2 + η21)
α/2⟨∇u,∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

Φ′
δ(u)(u

2 + η21)
α/2⟨∇ζR(x),∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

Φ′′
δ(u)ζR(x)η2⟨∇u,∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

Φ′
δ(u)η2⟨∇ζR(x),∇u⟩ dx dτ

≤−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

Φ′
δ(u)(u

2 + η21)
α/2⟨∇ζR(x),∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

η2⟨∇ζR(x),Φ′
δ(u)∇u⟩ dx dτ,

já que

Φ′′
δ(u)ζR(x)(u

2 + η21)
α/2⟨∇u,∇u⟩ ≥ 0 , e η2Φ

′′
δζR(x)⟨∇u,∇u⟩ ≥ 0.

69



De�nindo Gδ(u) :=

∫ u

0

(w2 + η21)
α/2Φ′

δ(w) dw podemos reescrever a desi-

gualdade acima por

I3(t) + I4(t) ≤−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

⟨∇ζR(x),∇Gδ(u)⟩ dx dτ+

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

η2⟨∇ζR(x),Φ′
δ(u)∇u⟩ dx dτ.

(4.4)

Aplicando o teorema da Divergência nas duas primeiras integrais do lado

direito da desigualdade (4.4) acima, obtemos

I3(t) + I4(t) ≤
∫ t

t0

∫
|x|≤R

∆ζR(x)Gδ(u) dx dτ

+

∫ t

t0

∫
|x|=R

1

R
Gδ(u)⟨∇ζR(x), x⟩ dσ(x) dτ

+

∫ t

t0

∫
|x|≤R

η2∆ζR(x)Φδ(u) dx dτ

+

∫ t

t0

∫
|x|=R

η2
R
Φδ(u) ⟨∇ζR(x), x⟩ dσ(x) dτ.

Note que

Gδ(u) ≤
∫ u(x,t)

0

(M2(T ) + η21)
α/2Φ′

δ(w) dw ≤ (M2(T ) + η21)
α/2Φδ(u).

Usando esta estimativa e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

I3(t) + I4(t) ≤ (M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

∆ζR(x)Φδ(u(x, τ)) dx dτ

+ (M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|=R

Φδ(u)|∇ζR(x)| dσ(x) dτ

+ η2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

∆ζR(x)Φδ(u) dx dτ

+ η2

∫ t

t0

∫
|x|=R

Φδ(u)|∇ζR(x)| dσ(x) dτ.

70



Como I1(t) = I2(t)+I3(t)+I4(t), usando as estimativas anteriormente obtidas

e fazendo δ → 0, temos∫
|x|<R

ζR(x)|u(x, t)|q dx ≤
∫
|x|<R

ζR(x)|u(x, t0)|q dx

+Kf (T )

∫ t

t0

∫
BR

|∇ζR(x)| |u(x, τ)|q dx dτ

+ 2qB(T )Mk(T )

∫ t

t0

∫
BR

|∇ζR(x)| |u(x, τ)|q dx dτ

+ (M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
BR

∆ζR(x) |u(x, τ)|q dx dτ

+ (M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u(x, τ)|q |∇ζR(x)| dσ(x) dτ

+ η2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

∆ζR(x)|u(x, τ)|q dx dτ

+ η2

∫ t

t0

∫
|x|=R

|u(x, τ)|q|∇ζR(x)| dσ(x) dτ.

Usando a desigualdade triangular e as estimativas para |∇ζR(x)| e |∆ζR(x)|,
temos∫

|x|<R

|u(x, t)|qζR(x) dx ≤
∫
|x|<R

|u(x, t0)|qζR(x) dx

+ ξKf (T )

∫ t

0

∫
BR

|u(x, τ)|q e−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ 2qξB(T )Mk(T )

∫ t

0

∫
BR

|u(x, τ)|q e−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ nξ(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

0

∫
BR

|u(x, τ)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ ξ(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

0

∫
|x|=R

|u(x, τ)|q e−ξ
√
1+R2

dσ(x) dτ

+ nξη2

∫ t

0

∫
BR

|u(x, τ)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ ξη2

∫ t

0

∫
|x|=R

|u(x, τ)|q e−ξ
√
1+R2

dσ(x) dτ,
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ou, ainda∫
|x|<R

|u(x, t)|qζR(x) dx ≤
∫
|x|<R

|u(x, t0)|qζR(x) dx

+ ξKf (T )

∫ t

0

∫
BR

|u(x, τ)|q e−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ 2qξB(T )Mk(T )

∫ t

0

∫
BR

|u(x, τ)|q e−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ nξ(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

0

∫
BR

|u(x, τ)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ ξ(M2(T ) + η21)
α/2te−ξ

√
1+R2

Rn−1wn

+ nξη2

∫ t

0

∫
|x|≤R

|u(x, τ)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ ξη2M
q(T )te−ξ

√
1+R2

Rn−1wn.

Agora, fazendo R → ∞, obtemos∫
Rn

|u(x, t)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx ≤
∫
Rn

|u(x, t0)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx

+ ξKf (T )

∫ t

0

∫
Rn

|u(x, τ)|q e−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ 2qξB(T )Mk(T )

∫ t

0

∫
Rn

|u(x, τ)|q e−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ nξ(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

0

∫
Rn

|u(x, τ)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx dτ

+ nξη2

∫ t

0

∫
Rn

|u(x, τ)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx dτ.

Aplicando o lema de Gronwall, obtemos∫
Rn

|u(x, t)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx ≤
∫
Rn

|u(x, t0)|qe−ξ
√

1+|x|2 dx exp(S(ξ, T, t)),

onde S(ξ, T, t) =
(
nξ(M2(T ) + η21)

α/2 + nξη2 + 2qξB(T )Mk(T ) + ξKf (T )
)
t,
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e S(ξ, T, t) → 0 ao ξ → 0.

Fazendo ξ → 0, obtemos∫
Rn

|u(x, t)|q dx ≤
∫
Rn

|u(x, t0)|q dx <∞.

Ou ainda,

∥u(·, t)∥Lq(Rn) ≤ ∥u(·, t0)∥Lq(Rn) <∞.

Com isso mostramos que u(·, t) ∈ Lq(Rn) para cada 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T e para

cada p0 ≤ q ≤ ∞, já que se u0 ∈ Lp(Rn) ∩ L∞(Rn), então u0 ∈ Lq(Rn) ∀p ≤
q <∞ pela desigualdade de interpolação.

Observação 4.1.2. Para q = ∞ basta tomar um p ≤ q no Teorema 4.1.1, e

depois de obter o resultado, fazer q → ∞, obtendo

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ ∥u0∥L∞(Rn) <∞.
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4.2 Estimativas de decaimento das normas Lq

e L∞

Nesta seção vamos obter uma importante desigualdade de energia que será

fundamental na obtenção da velocidade de decaimento de uma solução suave

para o problema regularizado.

Teorema 4.2.1. Seja u(x, t) ∈ L∞([0, T ], L∞(Rn)) solução do problema

(4.1) para algum T > 0. Se f,
∂f1
∂x1

, · · · , ∂fn
∂xn

são funções contínuas tais

que ∃B(T ) > 0 com |f(x, t, u)| ≤ B(T )|u|k+1,∀x ∈ Rn, t ≥ 0, u ∈ R, e
n∑

i=1

u(x, t)
∂fi
∂xi

(x, t, u) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ BR × (0, T ], então

(t− t0)
γ∥u(·, t)∥qLq(Rn) + q(q − 1)

∫ t

t0

(τ − t0)
γ

∫
Rn

|u(x, τ)|q−2+α|∇u|2 dx dτ

≤ γ

∫ t

t0

(τ − t0)
γ−1∥u(·, τ)∥qLq(Rn) dτ.

Demonstração. SejamM(T ) := sup{∥u(·, τ)∥L∞(Rn) / 0 < τ < T} eKf (T ) :=

sup

{∣∣∣∣∂f∂u (v)
∣∣∣∣ : |v| ≤M(T )

}
. Seja ainda p0 ≤ p <∞ e δ > 0.

Multiplicando a primeira equação de (4.1) por (τ − t0)
γΦ′

δ(u)ζR(x) e inte-

grando em Rn × [t0, t] para dado t0 arbitrário com 0 < t0 < t ≤ T, obtemos∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ−t0)γΦ′
δ(u)ζR(x)uτ dx dτ+

∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ−t0)γΦ′
δ(u)ζR(x) div(f) dx dτ =

=

∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)ζR(x)
[
div((u2 + η21)

α/2∇u) + η2∆u
]
dx dτ .

Sejam I1(t) =

∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)ζR(x)uτ dx dτ,

I2(t) = −
∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)ζR(x) div(f) dx dτ,
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I3(t) =

∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)ζR(x) div((u
2 + η21)

α/2∇u) dx dτ, e

I4(t) =

∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ − t0)
γη2Φ

′
δ(u)ζR(x)∆u dx dτ.

Vamos trabalhar primeiramente com I1(t). Como∫ t

t0

d

dτ
[(τ − t0)

γΦδ(u)] dτ =

∫ t

t0

γ(τ − t0)
γ−1Φδ(u) + (τ − t0)

γΦ′
δ(u)uτ dτ,

aplicando o teorema de Fubini em I1(t), obtemos

I1(t) =

∫
|x|<R

ζR(x)

∫ t

t0

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)uτ dτ dx,

e então,

I1(t) =

∫
BR

ζR(x)(t−t0)γΦδ(u(x, t)) dx−γ
∫ t

t0

∫
BR

ζR(x)(τ−t0)γ−1Φδ(u(x, τ)) dx dτ.

(4.5)

Aplicando o teorema da Divergência para I2(t) temos,

I2(t) =

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u) , Φ′′

δ(u)∇u⟩ζR(x) dx dτ

+

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u) , ∇ζR(x)⟩Φ′

δ(u) dx dτ

= q(q − 1)

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u), Lq−2

δ (u)(L′
δ(u))

2∇u⟩ζR(x) dxdτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u) , Lq−1

δ (u)L′′
δ(u)∇u⟩ζR(x) dx dτ

+ q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u) , ∇ζR(x)⟩Lq−1

δ (u)L′
δ(u) dx dτ

≤ q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u) ,∇(Lq−1

δ (u))⟩L′
δ(u)ζR(x) dx dτ
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+ qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, t)|q+k−1|u(x, t)|L′′

δ(u)|∇u|ζR(x) dxdτ

+ qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, t)|q+k|∇ζR(x)| dx dτ. (4.6)

Escrevendo I2,1(t) = q

∫ t

t0

∫
BR

(τ−t0)γ⟨f(x, t, u) , ∇(Lq−1
δ (u))⟩L′

δ(u)ζR(x) dx dτ .

Novamente, pelo teorema da Divergência, obtemos

I2,1(t) = − q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ div[f(x, t, u)L′

δ(u)ζR(x)]L
q−1
δ (u) dx dτ

= − q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ div f(x, t, u)Lq−1

δ (u)L′
δ(u)ζR(x) dx dτ

− q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u) , ∇u⟩Lq−1

δ (u)L′′
δ(u)ζR(x) dx dτ

− q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨f(x, t, u) , ∇ζR(x)⟩Lq−1

δ (u)L′
δ(u) dx dτ

≤ − q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ

n∑
j=1

∂fj
∂u

(x, t, u)uxj
Lq−1

δ (u)L′
δ(u)ζR(x) dx dτ

+ qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, t)|q+k−1 |∇u||u(x, t)|L′′

δ(u)ζR(x) dx dτ

+ qB(T )Mk(T )

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, t)|q |∇ζR(x)| dx dτ,

(4.7)

já que −q
∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ

n∑
j=1

∂fj
∂xj

(x, t, u)Lq−1
δ (u)L′

δ(u)ζR(x) dx dτ ≤ 0.

Como |u(x, t)|L′′
δ(u) → 0, ao δ → 0, fazendo δ → 0, obtemos de (4.6) e (4.7)

I2(t) ≤ − q

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ

n∑
j=1

∂fj
∂u

(x, t, u)|u(x, t)|q−2 uuxj
ζR(x) dx dτ

+ 2qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, t)|q+k|∇ζR(x)| dx dτ.
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Podemos escrever

n∑
j=1

∂fj
∂u

(x, t, u) q |u(x, t)|q−2 uuxj
= div

(∫ u

0

∂f

∂v
(x, t, v) q |v(x, t)|q−2 v d v

)

e assim,

I2(t) ≤
∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ⟨
∫ u

0

∂f

∂v
(x, τ, v)q|v(x, τ)|q−2 v dv,∇ζR(x)⟩ dx dτ

+ 2qB(T )

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q+k |∇ζR(x)| dx dτ

≤ (Kf (T ) + 2qB(T )Mk(T ))

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q |∇ζR(x)| dxdτ,

(4.8)

já que ∣∣∣∣∫ u

0

∂f

∂v
(x, t, v) q |v(x, t)|q−2 v dv

∣∣∣∣ ≤ Kf (T )

∫ u

0

q |v(x, t)|q−2 v dv

= Kf (T )|u(x, t)|q.

Agora vamos estimar I3(t) e I4(t). Pelo teorema da Divergência, temos

I3(t) + I4(t) =−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ⟨∇(Φ′

δ(u)ζR(x)), (|u|2 + η21)
α/2∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ⟨∇(Φ′

δ(u)ζR(x)), η2∇u⟩ dx dτ

=−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γΦ′′

δ(u)ζR(x)(|u|+ η1)
α⟨∇u,∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)(|u|2 + η21)
α/2⟨∇ζR(x),∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γΦ′′

δ(u)ζR(x)η2⟨∇u,∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)η2⟨∇ζR(x),∇u⟩ dx dτ
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≤ −
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γΦ′

δ(u)(|u|2 + η21)
α/2⟨∇ζR(x),∇u⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γη2⟨∇ζR(x),Φ′

δ(u)∇u⟩ dx dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γLq−2

δ (u)(L′
δ(u))

2ζR(x)|u|α⟨∇u,∇u⟩ dx dτ,

já que

(τ−t0)γΦ′′
δ(u)ζR(x)(|u|+η1)α⟨∇u,∇u⟩ ≥ (τ−t0)γΦ′′

δ(u)ζR(x)|u|α⟨∇u,∇u⟩ ≥
≥ q(q−1)(τ−t0)γζR(x)⟨∇u,∇u⟩Lδ(u)

q−2(L′
δ(u))

2|u|α,

e η2(τ − t0)
γΦ′′

δ(u)ζR(x)⟨∇u,∇u⟩ ≥ 0.

De�nindo Gδ(u) :=

∫ u

0

(w2 + η21)
α/2Φ′

δ(w) dw, podemos reescrever a desi-

gualdade acima por

I3(t) + I4(t) ≤−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ⟨∇ζR(x),∇Gδ(u)⟩ dx dτ

−
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γη2⟨∇ζR(x),Φ′

δ(u)∇u⟩ dx dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γLδ(u)

q−2(L′
δ(u))

2ζR(x)|u|α|∇u|2 dx dτ.

Aplicando o Teorema da Divergência nas duas primeiras integrais do lado

direito da desigualdade acima, obtemos

I3(t) + I4(t) ≤
∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ∆ζR(x)Gδ(u) dx dτ

+

∫ t

t0

∫
|x|=R

1

R
(τ − t0)

γGδ(u)⟨∇ζR(x), x⟩ dσ(x) dτ

+

∫ t

t0

∫
|x|≤R

η2(τ − t0)
γ∆ζR(x)Φδ(u) dx dτ
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+

∫ t

t0

∫
|x|=R

η2
R
(τ − t0)

γΦδ(u) ⟨∇ζR(x), x⟩ dσ(x) dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γLδ(u)

q−2(L′
δ(u))

2ζR(x)|u|α|∇u|2 dx dτ.

Note que

Gδ(u) ≤ (M2(T ) + η21)
α/2

∫ u

0

Φ′
δ(w) dw = (M2(T ) + η21)

α/2Φδ(u). Usando

esta estimativa e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

I3(t) + I4(t) ≤ (M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γΦδ(u)∆ζR(x) dx dτ

+ (M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γΦδ(u)|∇ζR(x)| dσ(x) dτ

+ η2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ∆ζR(x)Φδ(u) dx dτ

+ η2

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γΦδ(u)|∇ζR(x)| dσ(x) dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γLδ(u)

q−2(L′
δ(u))

2ζR(x)|u|α|∇u|2 dx dτ.

Como I1(t) = I2(t) + I3(t) + I4(t), temos∫
|x|<R

ζR(x)(t− t0)
γΦδ(u(x, t)) dx ≤ γ

∫ t

t0

∫
|x|<R

ζR(x)(τ − t0)
γ−1Φδ(u(x, τ)) dx dτ

+(Kf (T ) + 2qB(T )Mk(T ))

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γΦδ(u(x, τ)) |∇ζR(x)| dxdτ

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γΦδ(u(x, τ))∆ζR(x) dx dτ

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γΦδ(u(x, τ))|∇ζR(x)| dσ(x) dτ

+η2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ∆ζR(x)Φδ(u) dx dτ
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+η2

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γΦδ(u)|∇ζR(x)| dσ(x) dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γLδ(u)

q−2(L′
δ(u))

2ζR(x)|u|α|∇u|2 dx dτ.

Fazendo δ → 0, obtemos∫
|x|<R

ζR(x)(t− t0)
γ|u(x, t)|q dx ≤ γ

∫ t

t0

∫
|x|<R

ζR(x)(τ − t0)
γ−1|u(x, τ)|q dx dτ

+(Kf (T ) + 2qB(T )Mk(T ))

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q |∇ζR(x)| dxdτ

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q∆ζR(x) dx dτ

+(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q|∇ζR(x)| dσ(x) dτ

+η2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ∆ζR(x)|u(x, τ)|q dx dτ

+η2

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q|∇ζR(x)| dσ(x) dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γζR(x)|u(x, τ)|q−2+α|∇u|2 dx dτ.

Usando a desigualdade triangular e as estimativas para |∇ζR(x)| e |∆ζR(x)|,
temos∫
|x|<R

(t− t0)
γ|u(x, t)|qζR(x) dx ≤ γ

∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ − t0)
γ−1|u(x, τ)|qζR(x) dx dτ

+ξ(Kf (T ) + 2qB(T )Mk(T ))

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+R2

dxdτ

+nξ(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ|u(x, t)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx dτ

+ξ(M2(T ) + η21)
α/2M q(T )

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γe−ξ

√
1+R2

dσ(x) dτ
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+nξη2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx dτ

+ξη2M
q(T )

∫ t

t0

∫
|x|=R

(τ − t0)
γe−ξ

√
1+R2

dσ(x) dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γζR(x)|u(x, τ)|q−2+α|∇u|2 dx dτ,

ou ainda,∫
|x|<R

(t− t0)
γ|u(x, t)|qζR(x) dx ≤ γ

∫ t

t0

∫
|x|<R

(τ − t0)
γ−1|u(x, τ)|qζR(x) dx dτ

+ξ(Kf (T ) + 2qB(T )Mk(T ))

∫ t

t0

∫
BR

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+R2

dxdτ

+nξ(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx dτ

+ξ(M2(T ) + η21)
α/2M q(T )e−ξ

√
1+R2

Rn−1wn

∫ t

t0

(τ − t0)
γ dτ

+nξη2

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx dτ

+ξη2M
q(T )e−ξ

√
1+R2

Rn−1wn

∫ t

t0

(τ − t0)
γ dτ

−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
|x|≤R

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q−2+αζR(x)|∇u|2 dx dτ.

Agora fazendo R → ∞, obtemos∫
Rn

(t− t0)
γ|u(x, t)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx ≤ γ

∫ t

t0

∫
Rn

(τ − t0)
γ−1|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx dτ

+nξ(M2(T ) + η21)
α/2

∫ t

t0

∫
Rn

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx dτ

+nξη2

∫ t

t0

∫
Rn

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|qe−ξ

√
1+|x|2 dx dτ
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−q(q − 1)

∫ t

t0

∫
Rn

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q−2+αe−ξ

√
1+|x|2 |∇u|2 dx dτ.

Como ∥u(·, t)∥Lq(Rn) <∞, fazendo ξ → 0, obtemos∫
Rn

(t− t0)
γ|u(x, t)|q dx+ q(q − 1)

∫ t

t0

∫
Rn

(τ − t0)
γ|u(x, τ)|q+α−2|∇u|2 dx dτ

≤ γ

∫ t

t0

∫
Rn

(τ − t0)
γ−1|u(x, τ)|q dx dτ,

ou seja,

(t− t0)
γ∥u(·, t)∥qLq(Rn) + q(q − 1)

∫ t

t0

(τ − t0)
γ

∫
Rn

|u(x, τ)|q+α−2|∇u|2 dx dτ

≤ γ

∫ t

t0

(τ − t0)
γ−1∥u(·, τ)∥qLq(Rn) dτ.

(4.9)

O próximo teorema mostra que a norma L∞(Rn) de u(·, t) �ca por baixo

de uma função positiva que é produto de uma constante e uma potência de

t com expoente negativo e menor do que −1, ou seja uma solução decresce

em relação a t. Dessa forma se a solução estiver de�nida ∀t, então a solução

tende a zero ao t→ +∞.

Teorema 4.2.2. Seja u(x, t) ∈ L∞([0, T ], L∞(Rn)) solução do problema

(4.1) para algum T > 0. Se f,
∂f1
∂x1

, · · · , ∂fn
∂xn

são funções contínuas tais

que ∃B(T ) > 0 com |f(x, t, u)| ≤ B(T )|u|k+1,∀x ∈ Rn, t ≥ 0, u ∈ R, e
n∑

i=1

u(x, t)
∂f

∂xi
(x, t, u) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ BR × (0, T ], então

∥u(·, t)∥Lq(Rn) ≤ Kq(n, α)∥u0∥δLq/2(Rn)(t− t0)
−κ, ∀ t ∈ (t0, T ], ∀ 2p0 ≤ q ≤ ∞,

onde δ =
2q + nα

2q + 2nα
e κ =

n

2q + 2nα
.
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Demonstração. Seja u(x, t) solução de (4.1). De�nimos w(·, t) ∈ L1(Rn) ∩
L∞(Rn) por w(x, t) := |u(x, t)| q+α

2 .

Assim de (4.9) da prova do Teorema 4.2.1, obtemos

(t− t0)
γ∥w(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

4q(q − 1)

(q + α)2

∫ t

t0

(τ − t0)
γ∥∇w(·, τ)∥2L2(Rn) dτ

≤ γ

∫ t

t0

(τ − t0)
γ−1∥w(·, τ)∥β

Lβ(Rn)
dτ,

onde β =
2q

q + α
. Pela desigualdade de interpolação de Niremberg-Gagliardo-

Sobolev, temos que ∃C > 0 (constante) tal que

∥w(·, t)∥Lβ(Rn) ≤ C∥w(·, t)∥1−θ
Lβ/2(Rn)

· ∥∇w(·, t)∥θL2(Rn),

onde
1

β
= θ

(
1

2
− 1

n

)
+ (1− θ)

2

β
o que nos dá θ =

n(q + α)

nq + 2q + 2nα
. Assim

(t− t0)
γ∥w(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

4q(q − 1)

(q + α)2

∫ t

t0

(τ − t0)
γ∥∇w(·, τ)∥2L2(Rn) dτ ≤

≤ γCβ

∫ t

t0

(τ − t0)
γ−1∥w(·, τ)∥(1−θ)β

Lβ/2(Rn)
· ∥∇w(·, t)∥θβL2(Rn) dτ

≤ γCβ∥u(·, t0)∥q(1−θ)

Lq/2(Rn)

∫ t

t0

(τ − t0)
γ−1∥∇w(·, t)∥θβL2(Rn) dτ,

já que ∥w(·, t)∥β/2
Lβ/2(Rn)

= ∥u(·, t)∥q/2
Lq/2(Rn)

≤ ∥u(·, t0)∥q/2Lq/2(Rn)
pelo Teorema

4.1.1.

Aplicando a desigualdade de Hölder e em seguida a desigualdade de

Young, ambas com p =
2

θβ
e q =

2

2− θβ
, obtemos

(t− t0)
γ∥w(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

4q(q − 1)

(q + α)2

∫ t

t0

(τ − t0)
γ∥∇w(·, τ)∥2L2(Rn) dτ
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≤ γCβ∥u(·, t0)∥q(1−θ)

Lq/2(Rn)
(t− t0)

2−θβ
2

(∫ t

t0

(τ − t0)
(γ−1) 2

θβ ∥∇w(·, t)∥2L2(Rn) dτ

)θβ
2

≤
(
γCβ∥u(·, t0)∥q(1−θ)

Lq/2(Rn)

) 2
2−θβ 2− θβ

2

(
θβ(q + α)2

4q(q − 1)

)θβ
2

2
2−θβ

(t− t0) +

+
2q(q − 1)

(q + α)2

∫ t

t0

(τ − t0)
γ∥∇w(·, τ)∥2L2(Rn) dτ,

onde na última desigualdade escolhemos γ de forma que (γ − 1) 2
θβ

= γ, ou

seja, γ = 2
2−θβ

. Daí
∫ t

0

τ γ−1 dτ <∞, já que γ − 1 > −1.

Então

(t− t0)
γ∥w(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

2q(q − 1)

(q + α)2

∫ t

t0

(τ − t0)
γ∥∇w(·, τ)∥2L2(Rn) dτ ≤

≤
(
γCβ∥u(·, t0)∥q(1−θ)

Lq/2(Rn)

) 2
2−θβ 2− θβ

2

(
θβ(q + α)2

4q(q − 1)

) θβ
2−θβ

(t− t0).

Em particular, escrevendo a desigualdade acima em termos de u, obtemos

∥u(·, t)∥qLq(Rn) ≤
(
γCβ∥u(·, t0)∥q(1−θ)

Lq/2(Rn)

) 2
2−θβ 2− θβ

2

(
θβ(q + α)2

4q(q − 1)

) θβ
2−θβ

(t−t0)1−γ,

que é equivalente a

∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

≤(Cβγ)
1
q

2
2−θβ

(
2− θβ

2

)1
q
(
θβ(q + α)2

4q(q − 1)

)1
q

θβ
2−θβ

∥u(·, t0)∥
2(1−θ)
2−θβ

Lq/2(Rn)
(t−t0)

1−γ
q .

Como
2(1− θ)

2− θβ
=

2q + nα

2q + 2nα
e
1− γ

q
=

−n
2q + 2nα

, obtemos

∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

≤ Kn∥u(·, t0)∥
2q+nα
2q+2nα

Lq/2(Rn)
(t− t0)

−n
2q+2nα ,

onde Kq = Kq(n, α) = (Cβγ)
1
q

2
2−θβ

(
2− θβ

2

)1
q
(
θβ(q + α)2

4q(q − 1)

)1
q

θβ
2−θβ

.

Teorema 4.2.3. Seja u(x, t) ∈ L∞([0, T ], L∞(Rn)) solução do problema

(4.1) para algum T > 0. Se f,
∂f1
∂x1

, · · · , ∂fn
∂xn

são funções contínuas tais
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que ∃B(T ) > 0 com |f(x, t, u)| ≤ B(T )|u|k+1,∀x ∈ Rn, t ≥ 0, u ∈ R, e
n∑

i=1

u(x, t)
∂fi
∂xi

(x, t, u) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ BR × (0, T ], então

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ Kn(α, q)∥u0∥δLq(Rn)(t− t0)
−κ, ∀ t ∈ (t0, T ], ∀ 2p0 ≤ q ≤ ∞,

onde δ =
2q

2q + nα
, κ =

n

2q + nα
e Kn(α, q) é constante.

Demonstração. Seja u(·, t) uma solução suave de (4.1). Temos, pelo Teorema

4.2.2 que

∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

≤ Kq∥u(·, t0)∥
2q+nα
2q+2nα

Lq/2(Rn)
(t− t0)

−n
2q+2nα ,

ondeKq(n, α) = C
1

q+α
nq+2q+2nα

q+nα

(
nq + 2q + 2nα

q + nα

)1
q

nq+4q+4nα
2q+2nα

(
(q + α)2

4q(q − 1)

) n
2q+2nα

,

já que γ =
2

2− θβ
, β =

2q

q + α
e θβ =

2qn

nq + 2q + 2nα
.

Dado m ∈ N com m ≥ 1, de�nimos t(m)
0 = 2−mt e t(m)

j = tm0 + (1 − 2−j)t

para todo 1 ≤ j ≤ m. Aplicando esta desigualdade, m vezes, para q = 2mq,

e t0 = t
(m)
m−1, q = 2m−1q, e t0 = t

(m−1)
m−2 , · · · , q = 2q e t0 = t

(1)
0 , obtemos

∥u(·, t(m)
m )∥

L2mq(Rn)
≤ Km∥u(·, t(m)

m−1)∥
2m2q+nα
2m2q+2nα

L2m−1q(Rn)
(t− t

(m)
m−1)

−n
2m2q+2nα

≤ KmK
2m2q+nα
2m2q+2nα

m−1 ∥u(·, t(m)
m−2)∥

2m−12q+nα

2m−12q+2nα

2m2q+nα
2m2q+2nα

L2m−2q(Rn)
(t(m)

m − t
(m)
m−1)

−n
2m2q+2nα ·

·(t(m)
m−1 − t

(m)
m−2)

−n

2m−12q+2nα

2m2q+nα
2m2q+2nα

...

≤ KmK
2m2q+nα
2m2q+2nα

m−1 · . . . ·KBm
1 ∥u(·, t(m)

0 )∥Am

Lq(Rn)
·

·(t(m)
m −t(m)

m−1)
−n

2m2q+2nα
B0(t

(m)
m−1−t

(m)
m−2)

−n
2m−12q+2nα

B1 · . . . ·(t(m)
1 −t(m)

0 )
−n

2m−12q+2nα
Bm−1 ,

onde, para 1 ≤ j ≤ m,

Kj = C
1

2jq+α

2jq(n+2)+2nα

2jq+nα

(
2jq(n+ 2) + 2nα

2jq + nα

)1

2jq

2jq(n+4)+4nα

2j2q+2nα
(

(2jq + α)2

2j4q(2jq − 1)

) n

2j2q+2nα

,
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Am =
m∏
j=1

2j2q + nα

2j2q + 2nα
=

1

2m

m∏
j=1

2j2q + nα

2j−12q + 2nα
=

1

2m
2m2q + nα

2q + nα
, B0 = 1 e

Bj =

j−1∏
k=0

2m−k2q + nα

2m−k2q + 2nα
=

1

2j
2m2q + nα

2m−j2q + nα
para 1 ≤ j ≤ m.

Como t
(m)
j − t

(m)
j−1 = 2−jt, para todo 1 ≤ j ≤ m, podemos reescrever a

desigualdade acima por

∥u(·, t(m)
m )∥

L2mq(Rn)
≤

m∏
j=1

[
K

Bm−j

j ∥u(·, t(m)
0 )∥Am

Lq(Rn)
(2−jt)

−n

2j2q+2nα
Bm−j

]
.

Agora vamos estimar, em separado,
m∏
j=1

K
Bm−j

j e
m∏
j=1

(2−jt)
−n

2j2q+2nα
Bm−j .

Note que
m∏
j=1

(2−jt)
−n

2j2q+2nα
Bm−j =

m∏
j=1

t
−n

2j2q+2nα
Bm−j

m∏
j=1

2
−j −n

2j2q+2nα
Bm−j .

Primeiramente, observemos que,

m∏
j=1

t
−n

2j2q+2nα
Bm−j = t

∑m
j=1

−n

2j2q+2nα
Bm−j , e que (trocando m− j por j), temos

m∑
j=1

−n
2j2q + 2nα

Bm−j =
m−1∑
j=0

−n
2m−j2q + 2nα

Bj

=
m−1∑
j=0

−n
2m−j2q + 2nα

1

2j
2m2q + nα

2m−j2q + nα

= −2n(2m2q + nα)
m−1∑
j=0

1

2m−j+12q + 2nα

2−j

2m−j2q + 2nα
.
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Pondo α̂ =
2m2q

2nα
, temos

m∑
j=1

−n
2j2q + 2nα

Bm−j = −2n(2m2q + nα)

α̂(2nα)2

m−1∑
j=0

1

α̂2−j+1 + 1

α̂2−j

α̂2−j + 1

= −2n(2m2q + nα)

α̂(2nα)2

m−1∑
j=0

1

α̂2−j + 1
− 1

α̂2−j+1 + 1

= −2n(2m2q + nα)

α̂(2nα)2

[
1

α̂2−m+1 + 1
− 1

2α̂ + 1

]
= −2n(2m2q + nα)

2m2q

[
1

4q + 2nα
− 1

2m4q + 2nα

]
= −

2n(2q + nα
2m

)

2q

[
1

4q + 2nα
− 1

2m4q + 2nα

]
.

Agora, fazendo m→ +∞, obtemos

∞∑
j=1

−n
2j2q + 2nα

Bm−j =
−2n

4q + 2nα
=

−n
2q + nα

, e ainda

lim
m→+∞

Am = lim
m→+∞

2q + nα
2m

2q + nα
=

2q

2q + nα
.

Assim, acabamos de mostrar que os expoentes são de fato γ =
2q

2q + nα
e

κ =
n

2q + nα
. Resta mostrar que a constante não vai a in�nito ao m→ ∞.

Notemos que

m∏
j=1

(2−j)
−n

2j2q+2nα
Bm−j = 2

∑m
j=1 j

n

2j2q+2nα
Bm−j .

Como Bj =
1

2j
2m2q + nα

2m−j2q + nα
≤ 2m2q + nα

2m2q
= 1 +

nα

2m2q
, ∀ 1 ≤ j ≤ m, temos

que
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m∏
j=1

(2−j)
−n

2j2q+2nα
Bm−j ≤ 2

n(1+nα
4q

)
∑m

j=1
j

2j2q+2nα ≤ 2
n
2q

(1+nα
4q

)
∑m

j=1
j

2j .

Logo, fazendo m→ ∞, obtemos

∞∏
j=1

(2−j)
−n

2j2q+2nα
Bm−j ≤ 2

n
2q

(1+nα
4q

)
∑∞

j=1
j

2j = 2
n
q
(1+nα

4q
).

Finalmente vamos estimar
m∏
j=1

K
Bm−j

j . Para tal, notemos que

Kj = C
1

2jq+α

2jq(n+2)+2nα

2jq+nα

(
2jq(n+ 2) + 2nα

2jq + nα

)1

2jq

2jq(n+4)+4nα

2j2q+2nα
(

(2jq + α)2

2j4q(2jq − 1)

) n

2j2q+2nα

≤ C
n+2

2j2q
+ 2nα

22jq

(
n+ 2 +

2nα

2jq

)n+4
2

+ 4nα

22j2q
(

(2jq + α)2

2j4q(2jq − 1)

) n

2j2q

.

Tomando j ≥ j0 de modo que
2nα

22jq
< 1,

α

2j(2q − 1)
< 1 e

α2

22j2q(2q − 1)
< 1,

temos

Kj ≤ C
n+2

2j2q
+ 2nα

22jq (n+ 3)
n+4
2

+1

(
(2jq + α)2

2j4q(2jq − 1)

) n

2j2q

≤ C
n+2

2j2q
+ 2nα

22jq (n+ 3)
n+6
2

(
22jq2 + 2j2qα + α2

22j2q(2q − 1)

) n

2j2q

≤ C
n+2

2j2q
+ 2nα

22jq (n+ 3)
n+6
2

(
q

2(2q − 1)
+

α

2j(2q − 1)
+

α2

22j2q(2q − 1)

) n

2j2q

≤ C
n+2

2j2q
+ 2nα

22jq (n+ 3)
n+6
2

(
q

2(2q − 1)
+ 2

) n

2j2q

.
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Assim

m∏
j=1

K
Bm−j

j ≤
m∏
j=1

[
C

n+2

2j2q
+ 2nα

22jq (n+ 3)
n+6
2

(
q

2(2q − 1)
+ 2

) n

2j2q

] 4q+nα
4q

=

(
j0−1∏
j=1

K
4q+nα

4q

j

)
(n+ 3)

n+6
2

4q+nα
4q C

4q+nα
4q

n+2
2q

(1−2−m)+ 2nα
q

( 1
3
−4−m)·

·
(

q

2(2q − 1)
+ 2

) 4q+nα
4q

n
2q

(1−2−m)

.

Agora, fazendo m→ +∞, obtemos

m∏
j=1

K
Bm−j

j ≤

(
j0−1∏
j=1

K
4q+nα

4q

j

)
(n+3)

n+6
2

4q+nα
4q C

4q+nα
4q

n+2
2q

+ 2nα
3q

(
q

2(2q − 1)
+ 2

)4q+nα
4q

n
2q

,

ou seja,
m∏
j=1

K
Bm−j

j <∞.

4.3 Análise de Escalas

Nesta seção vamos fazer a análise de escalas para checar a taxa de decai-

mento obtida na seção anterior para uma solução de (4.1). Para tal, vamos

considerar o problema não suavizado correspondente, isto é, o mesmo que

(4.1) com η1 = 0 e η2 = 0.

Consideremos

ut + div(f(x, t, u)) = div((|u(x, t)|)α∇u(x, t)).
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Esta equação pode ser reescrita por

ut = −
n∑

j=1

∂fi
∂xj

(x, t, u)−
n∑

j=1

∂fi
∂u

(x, t, u)uxj
(x, t)

+|u(x, t)|α∆u(x, t) + α|u(x, t)|α−1|∇u(x, t)|2.

Sejam θ > 0, L > 0 e λ > 0. De�nindo ũ(x, t) := λu(Lx, θt), temos

ũt(x, t) =
∂

∂t
[λu(Lx, θt)] = λθ ut(Lx, θt)

=λθ

[
−

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(Lx, θt, u)−
n∑

j=1

∂fi
∂u

(Lx, θt, u)uxj
(Lx, θt)

]
+ λθ

[
|u(Lx, θt)|α∆u(Lx, θt) + α|u(Lx, θt)|α−1|∇u(Lx, θt)|2

]
=λθ

[
−L−1

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(Lx, θt,
1

λ
λu)L

]

− λθ

[
L−1

λ

n∑
j=1

∂fi
∂u

(Lx, θt,
1

λ
λu)λuxj

(Lx, θt)L

]
+ λθ

[
λ−α|ũ(x, t)|α(λL2)−1∆ũ(x, t)

]
+ λθ

[
λ1−αα|ũ(x, t)|α−1|(λL)−2∇ũ(x, t)|2

]
.

De�nindo f̃(x, t, ũ(x, t)) =
λθ

L
f(Lx, θt, λ−1ũ(x, t)), temos

div f̃(x, t, ũ(x, t)) =λ θ

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(Lx, θt,
1

λ
ũ(x, t))

+ θ

n∑
j=1

∂fi
∂u

(Lx, θt,
1

λ
ũ(x, t))uxj

(Lx, θt).
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Assim podemos escrever

ũt(x, t) + div f̃(x, t, ũ) =
θλ−α

L2

[
|ũ(x, t)|α∆ũ(x, t) + |ũ(x, t)|α−1|∇ũ(x, t)|2

]
=
θλ−α

L2
div(|ũ(x, t)|α∇ũ(x, t)).

Queremos que ũ(x, t) satisfaça a mesma equação que u(x, t) satisfaz. Para

tal devemos exigir que
θλ−α

L2
= 1, e notar que f̃ satisfaz a mesma hipótese

de f , ou seja, que vale
n∑

i=1

u(x, t)
∂

∂xj
f̃i(x, t, u) ≥ 0.

Se ũ(x, t) satisfaz ut(x, t) + div f̃(x, t, u) = div(|u(x, t)|α∇u(x, t)), deve valer

∥ũ(·, t)∥L∞(Rn) ≤ K∥ũ0∥δLq(Rn)t
−γ.

Fazendo as mudanças de variável θt = t e Lx = x, a desigualdade acima é

reescrita como

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ Kλδ−1L
−nδ
q ∥u0∥δLq(Rn)t

−γθγ.

Como queremos
θλ−α

L2
= 1, ou equivalentemente, θ = L2λα, temos

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ Kλδ−1+αγL
−nδ
q

+2γ∥u0∥δLq(Rn)t
−γ.

Se δ > 1− αγ faz λ→ 0 e se δ < 1− αγ faz λ→ ∞, obtendo

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ 0 ∀t, o que implica u ≡ 0 que é o caso trivial.

Neste caso devemos ter δ − 1 + αγ = 0. Analogamente para L, obtemos
nδ

q
= 2γ. Juntando estas duas igualdades temos δ =

2q

nα + 2q
e γ =

n

nα + 2q
.

Assim

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ K∥u0∥
2q

nα+2q

Lq(Rn) t
− n

nα+2q .
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Este resultado é consistente com o obtido na seção 4.2. Se u0 ∈ L1(Rn) então

u(·, t) ∈ L1(Rn) para cada t ∈ (0,∞), e escolhendo q = 1, temos

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ K∥u0∥
2

nα+2

L1(Rn) t
− n

nα+2 .
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Capítulo 5

PME's com termos advectivos,

Limitação global

O objetivo inicial deste capítulo é obter uma estimativa para

lim sup
t→∞

∥u(·, t)∥L∞(Rn) que só dependa de α, k e p ; ou seja, mostrar que

uma solução u do problema regularizado (5.1) (abaixo) não tem blow up em

tempo �nito desde que a condição inicial seja limitada.{
ut + div(b(x, t, u)u) = div(|u |α∇u) + η∆u, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn).
(5.1)

onde b satisfaz a hipótese (b1) abaixo.

(b1) ∃ k > 0 e B ∈ C0((0,∞]) tais que |b(x, t, u)|2 ≤ B(t)|u|k, onde | · |2
denota a norma euclidiana do Rn.

Em um segundo momento usaremos o Teorema 3.3.6 para mostrar que se

uma solução do problema degenerado (idem a (5.1) mas η = 0), com condição

inicial limitada, está de�nida em um certo intervalo, então esta solução não

tem blow up em tempo �nito.
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Na primeira seção começamos obtendo uma estimativa de energia que será

fundamental para estimar normas Lq altas (q grande). Através da iteração

desta estimativa obtemos uma limitação global para soluções do problema

(5.1), mais especí�camente obtemos uma estimativa do tipo

∥u(·, t)∥L∞(Rn) ≤ Kmax{∥u0∥L∞(Rn); [B(0, t)]δ[Up(0, t)]
γ}.

Análise de escalas nos indica que se uma desigualdade desse tipo é válida,

então devemos ter p > n(k − α) e p ≥ 1. Nessas condições

δ =
n

n(α− k) + p
e γ =

p

n(α− k) + p
·

5.1 Estimativa de energia

Vamos de�nir uma função auxiliar com o intuito de facilitar as contas.

De�nimos

v(x, t) := |u(x, t)|
q+α
2 , ∀x ∈ Rn, t ∈ [0, T∗), (5.2)

assim, temos

∥v(·, t)∥β
Lβ(Rn)

=

∫
Rn

|u(x, t)|
q+α
2

βdx =

∫
Rn

|u(x, t)|qdx = ∥u(·, t)∥q
Lq(Rn)

<∞,

pois u(·, t) ∈ Lq(Rn) e β = 2q
q+α

∈ (0, 2).

Note que, para β ∈ (0, 1), Lβ(Ω) = {v : Ω → R / v mensurável em Ω ⊂
Rn, com

∫
|v|β dx < ∞} não é um espaço normado, porém para u, v ∈ Lβ,

a função d(u, v) :=

∫
Ω

|u − v|β dx de�ne uma métrica e este fato é su�-

ciente para nossas pretenções. Vamos denotar, mesmo para β ∈ (0, 1),

∥v(·, t)∥Lβ(Rn) :=

(∫
Rn

|v(·, t)|β dx
)1/β

.
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Como
q + α

2
> 1, já que q ≥ 2 e α > 0, temos

∇v(x, t) = ∇|u(x, t)|
q+α
2 =

q + α

2
| u(x, t)|

q+α
2

−1 sgn(u)∇u,

assim obtemos

4

(q + α)2
|∇v(x, t)|2 = |u(x, t)|q+α−2|∇u(x, t)|2,

e então

4

(q + α)2

∫
Rn

|∇v(x, t)|2 dx =

∫
Rn

|u(x, t)|q+α−2|∇u(x, t)|2 dx

Assim, do Teorema 3.4.4 (se γ ≥ 0) ou do Teorema 3.4.8 (se γ < 0 ), decorre

que ∃Eq ⊂ [0, T∗] tal que ∀ t ∈ [0, T∗) \ Eq,

d

dt
∥u(·, t)∥qLq(Rn)+q(q − 1)

∫
Rn

|u|q−2+α|∇u(·, t)|2 dx

≤ B(t)q(q − 1)

∫
Rn

|u(x, t)|q+k−1|∇u(x, t)| dx

≤ B(t)q(q − 1)

(∫
Rn

|u|q−2+α|∇u|2 dx
)1/2(∫

Rn

|u|q−α+2k dx

)1/2
,

onde na última desigualdade aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Esta última desigualde equivale,∀ t ∈ [0, T∗) \ Eq, a

d

dt
∥v(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

4q(q − 1)

(q + α)2
∥∇v(·, t)∥2L2(Rn)

≤ 2B(t)
q(q − 1)

q + α
∥∇v(·, t)∥

L2(Rn)
∥ v(·, t)∥β̃/2

Lβ̃(Rn)

, (5.3)

onde β̃ =
2

q + α
(q + 2k − α) =

2(q + γ)

q + α
> 0, pois q + γ ≥ 1.

Queremos usar a desigualdade de Sobolev-Niremberg-Gagliardo (SNG),
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veja em [15], que nos dá uma constanteK(n) tal queK(n) ≥ K(r, p, q, n), ∀ r ∈
[r0, r1] ⊂ (0,+∞); ∀ q ∈ [q0, q1] ⊂ [1,+∞) e ∀ p ∈ [p0, p1] ⊂ (0,+∞) tem-se

∥ v∥
Lr(Rn)

≤ K0∥ v∥1−θ
Lp(Rn)

∥∇v∥θ
Lq(Rn)

,

onde
1

r
= θ

(
1

q
− 1

n

)
+ (1− θ)

1

p
e 0 ≤ θ < 1. Como n é �xo denotaremos

K(n) simplesmente por K.

Aplicando SNG para β e β̃ obtemos K tal que

∥ v∥
Lβ̃(Rn)

≤ K∥ v∥1−θ

Lβ0 (Rn)
∥∇v∥θ

L2(Rn)

e assim, teremos
1

β̃
= θ

(
1

2
− 1

n

)
+ (1− θ)

1

β0
para um certo β0 ≤ β̃ e

devemos ter 0 ≤ θ < 1. Vamos tomar β0 da forma β0 =
β

σ
com σ > 1

para que tenhamos p σm → ∞ ao m → ∞. A condição β0 ≤ β̃, ∀ q ≥ p σ é

equivalente a σ ≥ 1 +
γ−
p
, onde γ− denota a parte negativa de γ. Com esta

condição satisfeita temos que

θ =

1
β0

− 1
β̃

1
n
+ 1

β0
− 1

2

=
q + α

q + γ
· n(σ − 1)q + nσγ

n(σ − 1)q + 2q + nσα
∈ [0, 1), (5.4)

já que θ < 1 ⇔ σp + k > (n − 1)(k − α), que é óbvio se n = 1 e vale para

n ≥ 2 desde que p > n(k − α).

Note que

1− θ =

1
n
+ 1

β̃
− 1

2

1
n
+ 1

β0
− 1

2

=
2q(q + k − (n− 1)(k − α))

(q + γ)(n(σ − 1)q + 2q + nσα
· (5.5)
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e que

(1− θ)
β̃

2
=

2q

q + α
· q + k − (n− 1)(k − α)

n(σ − 1)q + 2q + nσα
. (5.6)

Tomemos p > n(k−α) e �xemos σ qualquer desde que σ > max{1; 1+ γ−
p
; 2
p
}.

Escrever q = p σm nos será útil nos casos em que 1 ≤ n(k − α), onde

precisaremos tomar p > 1 tal que p > n(k − α). É conveniente notar que

esta condição não é uma limitação da técnica que estamos utilizando pois tal

restrição é exatamente a prevista em análise de escalas para a propriedade

que estamos querendo obter.

Aplicando a desigualdade de Sobolev-Niremberg-Gagliardo em (5.3) ob-

temos que ∀ t ∈ [0, T∗) \ Eq vale

d

dt
∥v(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

4q(q − 1)

(q + α)2
∥∇v(·, t)∥2L2(Rn) (5.7)

≤ 2B(t)
q(q − 1)

q + α
Kβ̃/2∥ v(·, t)∥(1−θ)β̃/2

Lβ0
(Rn) ∥∇v(·, t)∥

1+ θβ̃
2

L2(Rn)
.

Note que ∥v(·, t)∥β0

Lβ0 (Rn)
= ∥u(·, t)∥q/σ

Lq/σ(Rn)
<∞, para todo q ≥ p σ já que

u(·, t) ∈ L1(Rn) ∩ Lq(Rn).

A�m de comparar os termos ∥∇v(·, t)∥2L2(Rn) e ∥∇v(·, t)∥1+
θβ̃
2

L2(Rn)
, é essencial

que 1 +
θβ̃

2
≤ 2, ∀q ≥ p σ, mas vamos pedir um pouco mais, queremos

1 +
θβ̃

2
< 2, ∀ q ≥ p σ, ou seja, (tomando q = p σ) que

p σ

σ
= p > n(k − α), (5.8)
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já que

1 +
θβ̃

2
= 1 +

n(σ − 1)q + nσγ

n(σ − 1)q + 2q + nσα
=

2n(σ − 1)q + 2q + 2nσk

n(σ − 1)q + 2q + nσα
· (5.9)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.7) obtemos, ∀ q ≥ p σ,

d

dt
∥v(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

4q(q − 1)

(q + α)2
∥∇v(·, t)∥2L2(Rn)

≤ 2− θβ̃

4

2q(q − 1)

q + α

[
B(t)Kβ̃/2

] 4
2−θβ̃ ∥ v(·, t)∥

(1−θ) β̃
2

4
2−θβ̃

Lβ0 (Rn)

(
q + α

2

)2+θβ̃

2−θβ̃

+
2 + θβ̃

4

4q(q − 1)

(q + α)2
∥∇v(·, t)∥2

L2(Rn)
, (5.10)

onde

4

2− θβ̃
=
n(σ − 1) + 2q + nσα

q − nσ(k − α)
, (5.11)

já que

(
1 +

θβ̃

2

)
p′ = 2 e que

1

p′
+

1

q′
= 1. De (5.10) obtemos

d

dt
∥v(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

2− θβ̃

4

4q(q − 1)

(q + α)2
∥∇v(·, t)∥2L2(Rn)

≤ 2− θβ̃

4

2q(q − 1)

q + α

[
B(t)Kβ̃/2

] 4
2−θβ̃ ∥ v(·, t)∥

(1−θ) β̃
2

4
2−θβ̃

Lβ0 (Rn)

(
q + α

2

) 2+θβ̃

2−θβ̃

=
2− θβ̃

4

4q(q − 1)

(q + α)2

(
q + α

2

) 4
2−θβ̃

B(t)
4

2−θβ̃K
β̃
2

4
2−θβ̃ ∥ v(·, t)∥

(1−θ) β̃
2

4
2−θβ̃

Lβ0
(Rn) .

Podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. Seja p ≥ 1 e p > n(k − α). Se t̂ ∈ (0, T∗) \ Eq for tal que
d

dt
∥v(·, t̂)∥β

Lβ(Rn)
≥ 0, então ∀ q ≥ p σ temos
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(i) ∥∇v(·, t̂)∥
L2(Rn)

≤
(
q + α

2

) 2
2−θβ̃

B(t)
2

2−θβ̃K
β̃
2

2
2−θβ̃ ∥ v(·, t̂)∥

(1−θ) β̃
2

2
2−θβ̃

Lβ0
(Rn)

(ii) ∥v(·, t̂)∥
Lβ(Rn)

≤
(
q + α

2

) 2δ
2−θβ̃

B(t)
2δ

2−θβ̃ΓK
δβ̃

2−θβ̃ ∥ v(·, t̂)∥
(1−θ) δβ̃

2−θβ̃
+1−δ

Lβ0
(Rn)

onde 0 ≤ δ < 1 é tal que
1

β
= δ

(
1

2
− 1

n

)
+ (1− δ)

1

β0
.

(iii) ∥u(·, t̂)∥
Lq(Rn)

≤
(
q + α

2

)δq
B(t)δqΓ

2
q+αKρq∥u(·, t̂)∥γq

Lq/σ(Rn)

onde δq =
n(σ−1)

q−nσ(k−α)
, ρq =

q+γ
q+α

· n(σ−1)
q−nσ(k−α)

e γq =
q−n(k−α)
q−nσ(k−α)

.

Demonstração. O item (i) é obtido diretamente da desigualdade anterior ao

enunciado do teorema.

Para o item (ii) aplicamos em (i) a desigualdade de Sobolev-Niremberg-

Gagliardo obtendo Γ tal que

∥v∥Lβ(Rn) ≤ Γ∥v∥1−δ
Lβ0 (Rn)

∥∇v∥δL2(Rn),

onde,

δ =

1
β0

− 1
β

1
n
+ 1

β0
− 1

2

=
n(σ − 1)(q + α)

n(σ − 1)q + 2q + nσα
∈ (0, 1). (5.12)

Portanto, obtemos o desejado.

Passemos a prova do item (iii). Escrevendo (ii) em termos da função u,

obtemos

∥u(·, t̂)∥
Lq(Rn)

≤
(
q + α

2

)δq
B(t)δqΓ

2
q+αKρq∥u(·, t̂)∥γq

Lq/σ(Rn)
,

onde δq =
β
q

2δ
2−θβ̃

, ρq =
β
q

δβ̃

2−θβ̃
e γq = δ(1− θ) β̃

2−θβ̃
+ 1− δ.
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Resta escrever δq, ρq e γq em termos de q, n, k, α e de σ.

Para obter δq, usando (5.11) e (5.12), obtemos que

δq =
βδ

2q
· 4

2− θβ̃
=

1

q + α
· n(σ − 1)(q + α)

n(σ − 1)q + 2q + nσα
· n(σ − 1) + 2q + nσα

q − nσ(k − α)
,

ou seja,

δq =
n(σ − 1)

q − nσ(k − α)
· (5.13)

Passemos a ρq. Como ρq =
β̃δq
2

, por (5.13), temos que

ρq =
q + γ

q + α
· n(σ − 1)

q − nσ(k − α)
·

Passemos a γq. Temos que

1− δ =

1
n
+ 1

β
− 1

2

1
n
+ 1

β0
− 1

2

=
2q + nα

n(σ − 1)q + 2q + nσα
(5.14)

e então, usando (5.6), (5.11), (5.12), e (5.14), obtemos

1− δ + δ
q

q + α
· q + k − (n− 1)(k − α)

q − nσ(k − α)
=

2q + nα

n(σ − 1)q + 2q + nσα

+
n(σ − 1)q(q + k − (n− 1)(k − α))

(n(σ − 1)q + 2q + nσα)(q − nσ(k − α))

=
Qq − nαnσ(k − α)

[n(σ − 1)q + 2q + nσα][q − nσ(k − α)]
,

onde

Q =2q − 2nσ(k − α) + n(σ−1)q + n(σ−1)k − n(σ−1)(n− 1)(k − α) + nα

=n(σ − 1)q + 2q + nσα− 2nk + 2nα− n2(σ − 1)(k − α)
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= [n(σ − 1)q + 2q + nσα]− (k − α)[2n+ n2(σ − 1)]

= [n(σ − 1)q + 2q + nσα]− (k − α)[n(2 + n(σ − 1))],

então

Qq − nαnσ(k − α) = q[n(σ − 1)q + 2q + nσα]− (k − α)n[2q + n(σ − 1)q]

−(k − α)n(nσα)

= q[n(σ − 1)q + 2q + nσα]− (k − α)n[2q + n(σ − 1)q + nσα]

= [n(σ − 1)q + 2q + nσα][q − (k − α)n].

Portanto

1− δ + δ
q

q + α
· q + k − (n− 1)(k − α)

q − nσ(k − α)
=

q − (k − α)n

q − nσ(k − α)
,

o que completa a demonstração de (iii).

5.2 Estimativas para a norma L∞

Iniciamos esta seção fazendo algumas de�nições que serão úteis no que

segue.

De�nição 5.2.1. Para cada 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T∗, de�nimos

B(t0, t) := sup
t0≤τ≤t

B(τ), B(t0) := sup
t0≤τ

B(τ) e B := lim sup
t→∞

B(t).

De�nição 5.2.2. Para cada 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T∗ e cada q tal que 0 ≤ q ≤ ∞,

de�nimos

Uq(t0, t) := sup
t0≤τ≤t

∥u(·, τ)∥Lq(Rn), Uq(t0) := sup
t0≤τ

∥u(·, τ)∥Lq(Rn) e

Uq := lim sup
t→∞

∥u(·, t)∥Lq(Rn).
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Teorema 5.2.3. Seja p ≥ 1 e p > n(k−α). Dado 0 ≤ t0 < T∗, se para cada

t, com t0 ≤ t ≤ T , e u uma solução limitada de (5.1) tal que ∥u(·, t)∥
Lp(Rn)

<

Mp(T ), ∀ 0 ≤ t ≤ T , então, para cada q ≥ p σ e para cada 0 ≤ t ≤ T , pondo

λ(q) = K
q+γ
q+α

n(σ−1)q
q−nσ(k−α)Γ

2q
q+α

(
q + α

2

) n(σ−1)q
q−nσ(k−α)

, tem-se

∥u(·, t)∥
Lq(Rn)

≤ max
{
∥u(·, t0)∥Lq(Rn)

;λ(q)
1
qB(t0, t)

n(σ−1)
q−nσ(k−α)Uq/σ(t0; t)

q−n(k−α)
q−nσ(k−α)

}
,

ou seja,

Uq(t0; t)≤ max
{
∥u(·, t0)∥Lq(Rn)

;λ(q)
1
qB(t0, t)

n(σ−1)
q−nσ(k−α)Uq/σ(t0; t)

q−n(k−α)
q−nσ(k−α)

}
Demonstração. Pondo Λq := λ(q)1/qB(t0, t)

n(σ−1)
q−nσ(k−α)Uq/σ(t0; t)

q−n(k−α)
q−nσ(k−α) , va-

mos provar o resultado em três casos.

Caso I : ∥u(·, t0)∥Lq(Rn)
> Λq e ∥u(·, τ)∥

Lq(Rn)
> Λq , ∀ t0 < τ ≤ t.

Neste caso, temos que ter
d

dτ
∥u(·, τ)∥q

Lq(Rn)
< 0, ∀ τ ∈ (t0, t) \ Eq, pois se

d

dτ
∥u(·, τ)∥q

Lq(Rn)
≥ 0 para algum τ ∈ (t0, t)\Eq, teríamos, por (iii) do teorema

5.1.1, que

∥u(·, τ)∥
Lq(Rn)

< λ(q)1/qB(τ)
n(σ−1)

q−nσ(k−α)∥u(·, τ)∥
q−n(k−α)
q−nσ(k−α)

Lq/σ(Rn)
≤ Λq, ∀ τ ∈ [t0, t].

Assim, ∥u(·, τ)∥
Lq(Rn)

é estritamente decrescente em [t0, t] e então

∥u(·, τ)∥
Lq(Rn)

< ∥u(·, t0)∥Lq(Rn)
.

Caso II: ∥u(·, t0)∥Lq(R) > Λq e ∃ t1 ∈ (t0, t) tal que ∥u(·, t1)∥Lq(R) = Λq.

Seja t2 := inf
{
τ ∈ (t0, t) : ∥u(·, τ)∥Lq(Rn)

≤ Λq

}
. Então ∥u(·, τ)∥

Lq(Rn)
é estri-

tamente decrescente em [t0, t2] pelo primeiro caso.
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A�rmação: ∥u(·, τ)∥
Lq(Rn)

≤ Λq, ∀ τ ∈ [t2, t]. Se tal a�rmação não fosse ver-

dadeira, existiria t3 > t2 tal que ∥u(·, t3)∥ > Λq.

De�nindo t4 = inf
{
τ ∈ (t2, t3) : ∥u(·, s)∥Lq(Rn)

> Λq, ∀ s ∈ (τ, t3]
}
, tería-

mos que ∥u(·, τ)∥
Lq(Rn)

seria estritamente decrescente em [t4, t3] como no Caso

I. Contradição!

Caso III: ∥u(·, t0)∥Lq(R) ≤ Λq.

Neste caso temos que ter ∥u(·, τ)∥Lq(R) ≤ Λq, ∀τ ∈ [t0, t]. De fato, supo-

nhamos que ∃ t2 ∈ (t0, t] com ∥u(·, t2)∥Lq(R) > Λq. Tomamos t1 ∈ [t0, t2] tal

que

∥u(·, t1)∥Lq(R) = Λq e ∥u(·, τ)∥Lq(R) > Λq, ∀ τ ∈ (t1, t2]. (5.15)

Assim, existe t∗ ∈ (t1, t2] \ Eq onde
d

dτ
∥u(·, τ)∥qLq(R)

∣∣∣∣
t=t∗

≥ 0. Caso contrá-

rio teríamos
d

dτ
∥u(·, τ)∥qLq(R) < 0,∀ τ ∈ [t1, t2] \ Eq, e deste modo teríamos

∥u(·, τ)∥qLq(R) decrescente em [t1, t2] o que contradiria o item (iii) do Teorema

5.1.1, visto que t∗ ∈ (t1, t2].

Agora aplicaremos o Teorema 5.2.3 sucessivamente para q = σp, σ2p, · · · , σmp.

Lema 5.2.4. Seja p ≥ 1 e p > n(k− α). Seja u(·, t) ∈ L∞
loc ([0, T∗), L

∞(Rn))

solução do problema (5.1). Dados t0 e t quaisquer, tais que 0 ≤ t0 ≤ t < T∗,

temos

(i) Up σ(t0, t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σ(Rn);λ(pσ))B(t0, t)

n(σ−1)
pσ−aσ ∥u(·, t0)∥

pσ−a
pσ−σa

Lp(Rn)

}
,

e mais geralmente, para m ≥ 2,

(ii) Up σm(t0, t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σm

(Rn);
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C(l,m)B(t0, t)
σ−m−1∑m

j=l
(pσm−a)n(σ−1)

(pσj−a)(pσj−1−a)∥u0(·, t0)∥
pσm−a

pσm−σm−l+1a

Lp σl−1
(Rn)

, 2 ≤ l ≤ m ;

C(1,m)B(t0, t)
n(σ−1)

∑m
j=1

(pσm−a)

(pσm−j+1(pσj−a)(pσj−1−a)Up(t0, t)
pσm−a

pσm−σma

}
,

onde a := n(k−α), C(l,m) :=
m∏
j=l

λ(pσj)
p−aσ−m

p−aσ−j para cada 1 ≤ l ≤ m e λ(q)

é dado no Teorema 5.2.3.

Demonstração. Seja a = n(k − α) e λ(q) dado no Teorema 5.2.3. Va-

mos supor que Up ≥ 1, pois caso contrário u(·, t) é limitada para todo

t > 0. Provaremos por indução em m, aplicando o Teorema 5.2.3 para

q = pσ, pσ2, pσ3, · · · , pσm.

Fazendo m = 1 no Teorema 5.2.3 obtemos (i). Para m = 2, ou seja,

fazendo q = pσ2, obtemos

Up σ2(t0, t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σ2

(Rn);λ(pσ
2)B(t0, t)

n(σ−1)

pσ2−aσUp(t0, t)
pσ2−a

pσ2−σa

}
≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σ2 (Rn);λ(pσ

2)B(t0, t)
n(σ−1)

pσ2−aσ ∥u(·, t0)∥
pσ2−a

pσ2−σa

Lp σ(Rn);

λ(pσ2)λ(pσ)
pσ2−a

pσ2−σaB(t0, t)
n(σ−1)

pσ2−aσ
+

n(σ−1)(pσ2−a)

σ(pσ2−aσ)(pσ−aσ)Up(t0, t)
pσ2−a

pσ2−σ2a

}
= max

{
∥u(·, t0)∥Lp σ2

(Rn);λ(pσ
2)B(t0, t)

n(σ−1)(pσ2−a)

σ(pσ2−a)(pσ−a)∥u(·, t0)∥
pσ2−a

pσ2−σa

Lp σ(Rn);

λ(pσ2)λ(pσ)
pσ2−a

pσ2−σaB(t0, t)
n(σ−1)(pσ2−a)

σ(pσ2−a)(pσ−a)
+

n(σ−1)(pσ2−a)

σ2(pσ−a)(p−a)Up(t0, t)
pσ2−a

pσ2−σ2a

}
que, para m = 2, é o resultado desejado. Agora, tomando m = 3, temos

Upσ3(t0; t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σ3

(Rn);λ(pσ
3)B(t0, t)

n(σ−1)

pσ3−σaUpσ2(t0, t)
pσ3−a

pσ3−σa

}
.
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Observando que

1

pσ3 − σa
=

pσ3 − a

σ(pσ3 − a)(pσ2 − a)
,

pσ2 − a

σ(pσ2 − a)(pσ − a)

pσ3 − a

(pσ3 − σa)
=

pσ3 − a

σ2(pσ2 − a)(pσ − a)

e

pσ2 − a

σ2(pσ − a)(p− a)

pσ3 − a

pσ − σa
=

pσ3 − a

σ3(pσ − a)(p− a)
,

obtemos

Upσ3(t0; t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σ3 (Rn);λ(pσ

3)B(t0, t)
n(σ−1)(pσ3−a)

σ(pσ3−a)(pσ2−a) ·

·∥u(·, t0)∥
pσ3−a

pσ3−σa

Lp σ2
(Rn)

λ(pσ3)λ(pσ2)
pσ3−a

pσ3−σaB(t0, t)
n(σ−1)(pσ3−a)

σ(pσ3−a)(pσ2−a)
+

n(σ−1)(pσ3−a)

σ2(pσ2−a)(pσ−a) ·

·∥u(·, t0)∥
pσ3−a

pσ3−σ2a

Lp σ2
(Rn)

λ(pσ3)λ(pσ2)
pσ3−a

pσ3−σ2a ·

·B(t0, t)
n(σ−1)(pσ3−a)

σ(pσ3−a)(pσ2−a)
+

n(σ−1)(pσ3−a)

σ2(pσ2−a)(pσ−a)
+

n(σ−1)(pσ3−a)

σ3(pσ−a)(p−a)Up(t0, t)
pσ3−a

pσ3−σ3a

}

Supondo o resultado válido para todo k ≤ m− 1, temos que

Up σm−1(t0, t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σm−1 (Rn);

C(l,m−1)B(t0, t)
σ−m

∑m−1
j=l

(pσm−1−a)n(σ−1)

(pσj−a)(pσj−1−a)∥u0(·, t0)∥
pσm−1−a

pσm−1−σm−la

Lp σl−1
(Rn)

, 2≤l≤m−1;

C(1,m−1)B(t0, t)
n(σ−1)

∑m−1
j=1

(pσm−1−a)

(pσm−j(pσj−a)(pσj−1−a)Up(t0, t)
pσm−1−a

pσm−1−σm−1a

}
.
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O Teorema 5.2.3, para q = pσm, nos dá

Upσm(t0; t) ≤max
{
∥u(·, t0)∥Lpσm

(R);λ(pσ
m)B(t0; t)

n(σ−1)
pσm−aσUpσm−1(t0; t)

pσm−a
pσm−σa

}
.

Dessas duas últimas desigualdade, de forma análoga ao feito para k = 3,

segue o desejado para k = m.

Agora, nosso objetivo é obter expresões mais simples e estimativas para

as somas do Lema 5.2.4 a �m de tornar o resultado mais limpo e, ao mesmo

tempo, garantir que as somas são �nitas ao m → ∞. Mais precisamente,

queremos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.2.5. Sejam p ≥ p0 tal que p > n(k − α) e σ > 1 tal que

σ > max{1; 2
p
; 1 + γ−

p
}. Seja u ∈ L∞

loc([0, T ), L
∞(Rn)), e se γ < 0 assumimos

que u ∈ L∞
loc([0, T ), L

p(Rn)), uma solução clássica de (5.1). Então, para todo

0 ≤ t0 ≤ t < T∗, temos

U∞(t0, t) ≤ K∗ max
{
∥u(·, t0)∥L∞(Rn);B(t0, t)

n
p−n(k−α)Up(t0, t)

p
p−n(k−α)

}
,

onde K∗ = K∗(σ, p, α, k, n).

Demonstração. Ponha a := n(k − α). Fixa l, com 1 ≤ l ≤ m, e observe que

σj

(pσj − a)(pσj−1 − a)
=

[
1

pσj−1
− 1

pσj − a

]
σ

p(σ − 1)
.

Assim,

m∑
j=l

pσm − a

σm−j+1(pσj − a)(pσj−1 − a)
=

1

σ − 1

σ−l+1 − σ−m

p− aσ−+1
.

Logo, a parte (ii) do Lema 5.2.4 pode ser reescrita por

Up σm(t0, t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σm

(Rn);
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[
m∏
j=l

λ(pσj)
p−aσ−m

p−aσ−j

]
B(t0, t)

n(σ−l+1−σ−m)

p−aσ−l+1 ∥u0(·, t0)∥
p−aσ−m

p−aσ−l+1

Lp σl−1 (Rn)
, 2 ≤ l ≤ m ;[

m∏
j=1

λ(pσl)
pσm−a

pσm−aσm−j

]
B(t0, t)

n(1−σ−m)
p−a Up(t0, t)

p−aσ−m

p−a

}
.

Vamos, agora, estimar os termos intermediários (que correspondem a l,

para 1 ≤ l ≤ m), usando interpolação e desigualdade de Young. Para tal,

de�nimos

Jl ≡ C(l,m)B(t0, t)
n(σ−l+1−σ−m)

p−aσ−l+1 ∥u0(·, t0)∥
p−aσ−m

p−aσ−l+1

Lp σl−1 (Rn)
,

onde a = n(k − α) e C(l,m) ≡
m∏
j=l

λ(pσj)
p−aσ−m

p−aσ−j . Fixado 2 ≤ l ≤ m, por

interpolação, temos que

∥v∥
Lpσl−1 (Rn)

≤ ∥v∥
σ−l+1−σ−m

1−σ−m

Lp(Rn) ∥v∥
1−σ−l+1

1−σ−m

Lpσm
(Rn)

.

Então,

Jl ≤ C(l,m)B(t0, t)
n(σ−l+1−σ−m)

p−aσ−l+1 ∥u0(·, t0)∥
σ−l+1−σ−m

1−σ−m
p−aσ−m

p−aσ−l+1

Lp(Rn) ·

·∥u0(·, t0)∥
1−σ−l+1

1−σ−m
p−aσ−m

p−aσ−l+1

Lpσm (Rn)
,

ou, equivalentemente,

Jl ≤ C(l,m)
1
p′ ∥u0(·, t0)∥

1−σ−l+1

1−σ−m
p−aσ−m

p−aσ−l+1

Lpσm
(Rn)

C(l,m)
1
q′B(t0, t)

n(σ−l+1−σ−m)

p−aσ−l+1 ·

·∥u0(·, t0)∥
σ−l+1−σ−m

1−σ−m
p−aσ−m

p−aσ−l+1

Lp(Rn) ,
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que, por Young, nos dá

Jl ≤
1

p′
C(l,m)∥u0(·, t0)∥Lpσm (Rn)

+
1

q′
C(l,m)B(t0, t)

n(1−σ−m)
p−a ∥u0(·, t0)∥

σ−l+1−σ−m

1−σ−m
p−aσ−m

p−a

Lp(Rn)

≤ max

{
C(l,m)∥u0(·, t0)∥Lpσm

(Rn);C(l,m)B(t0, t)
n(1−σ−m)

p−a ∥u0(·, t0)∥
p−aσ−m

p−a

Lp(Rn)

}
,

já que
1

p′
+

1

q′
= 1. Dessa forma, pelo Lema 5.2.4, temos

Up σm(t0, t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σm (Rn);K1(m)B(t0, t)

n(1−σ−m)
p−a Up(t0, t)

p−aσ−m

p−a ;

C(1,m)B(t0, t)
n(1−σ−m)

p−a Up(t0, t)
p−aσ−m

p−a

}

= max

{
K2(m)∥u(·, t0)∥Lp σm (Rn);K3(m)B(t0, t)

n(1−σ−m)
p−a Up(t0, t)

p−aσ−m

p−a

}
,

onde K1(m) ≡ max
2≤l≤m

C(l,m), K2(m) ≡ max{1, K1(m)} e

K3(m) ≡ max{K1(m), C(1,m)}. Resta mostrar que K3(m) é uniformemente

limitado em m.

Fixado l, com 1 ≤ l ≤ m, temos

C(l,m) =
m∏
j=l

λ(pσj)
p−aσ−m

p−aσ−j

onde λ(pσj) = Γ
2

pσj+αK
pσj+γ

pσj+α

n(σ−1)

pσj−σa

(
pσj + α

2

) n(σ−1)

pσj−σa

.

Observe que pσj ≥ pσ + γ ≥ pσ + γ− = p
(
σ + γ−

p

)
≥ p > 0, ∀j ≥ 1.
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Dessa maneira, temos

C(l,m) = E1(l,m)E2(l,m)E3(l,m),

onde E1(l,m) = Γ
2
∑m

j=l
1

pσj+α

p−aσ−m

p−aσ−j ,

E2(l,m) = Kn(σ−1)
∑m

j=l
pσj+γ

(pσj+α)(pσj−aσ)

p−aσ−m

p−aσ−j e

E3(l,m) =

[
m∏
j=l

(
pσj + α

2

) 1

pσj−aσ

1

p−aσ−j

]n(σ−1)(p−aσ−j)

.

Queremos estimativas uniformes (em m) para estes termos. Começamos por

E1(l,m).

Se Γ ≤ 1, então E1(l,m) ≤ 1, ∀ 1 ≤ l ≤ m. Se Γ > 1, então

E1(l,m) = Γ
2
∑m

j=l
1

pσj+α

p−aσ−m

p−aσ−j ≤ Γ
2
∑m

j=l
1

pσj+α

p

p−aσ−1 ≤ Γ
2
∑m

j=l
1

pσj
p

p−aσ−1 .

Como
m∑
j=1

1

pσj
≤

∞∑
j=1

1

pσj
=

1

p(σ − 1)
e , temos

E1(l,m) ≤ max
{
1; Γ

2
p
(σ−1)−1 pσ

pσ−a

}
.

Estimemos agora E2(l,m). Se K ≤ 1, então E2(l,m) ≤ 1, ∀ 1 ≤ l ≤ m.

Se K > 1, então

E2(l,m) = Kn(σ−1)
∑m

j=l
pσj+γ

pσj+α

p−aσ−m

(pσj−aσ)(p−aσ−j) ≤ Kn(σ−1)
∑m

j=l
pσj+γ

pσj+α

p

(pσj−aσ)(p−aσ−j)

= Kn(σ−1)
∑m

j=l
pσj+γ

pσj+α

pσj

pσj−a

1

pσj−σa

E2(l,m) ≤ max

{
1;Kn(σ−1)

∑m
j=l

pσj+γ

pσj+α

pσj

pσj−a

1

pσj−σa

}
.

Note que
pσj + γ

pσj + α
≤ 1 se γ ≤ α (isto é k ≤ α) e
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pσj + γ

pσj + α
≤ γ

α
se γ ≥ α (isto é k ≥ α).

Note ainda que

pσj

(pσj − aσ)(pσj − a)
=

1

σ − 1

(
1

σj−1 − a
− 1

σj − a

)
e então

∞∑
j=l

pσj

(pσj − a)(pσj − aσ)
=

1

σ − 1

1

p− a
.

Assim, temos

∞∑
j=l

pσj + γ

pσj + α

pσj

pσj − a

1

pσj − σa
≤ max

{
1;
γ

α

} ∞∑
j=l

pσj

(pσj − a)(pσj − aσ)

≤ max
{
1;
γ

α

} 1

σ − 1

1

p− a
.

Logo

E2(l,m) ≤ max
{
1;K

n
p−a

max{1; γα}
}
.

Por último estimemos E3(l,m). Como
pσj + α

2
≥ pσ + α

2
≥ pσj

2
≥ 1,

pois σ ≥ 2
p
, temos então, para cada 1 ≤ l ≤ m, que

1 ≤
m∏
j=l

(
pσj + α

2

) 1

pσj−aσ

1

p−aσ−j

≤
∞∏
j=1

(
pσj + α

2

) 1

pσj−aσ

1

p−aσ−j

.

Assim

E3(l,m) ≤

[
∞∏
j=1

(
pσj + α

2

) 1

pσj−aσ

1

p−aσ−j

]n(σ−1)(p−aσ−m)

≤

[
∞∏
j=1

(
pσj + α

2

) 1

pσj−aσ

1

p−aσ−j

]n(σ−1)p)
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=

 ∞∏
j=1

(
pσj + α

2

) pσj

(pσj−aσ)(ppσj−a)

n(σ−1))

≡ T(σ, p, α, k, n) <∞.

De�nindo K∗(σ, p, α, k, n) ≡ K∗ por

K∗ ≡ T ·max

{
1;Kn(σ−1)

∑∞
j=1

pσj+γ

pσj+α

pσj

(pσj−aσ)(pσj−a)

}
max

{
1; Γ

2σp
pσ−a

∑∞
pσj+α

}
,

onde T ≡ T(σ, p, α, k, n), K e Γ são os mesmos das estimativas de E1(l,m),

E2(l,m) e E3(l,m). Assim, de

Up σm(t0, t) ≤ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σm

(Rn);K1(m)B(t0, t)
n(1−σ−m)

p−a Up(t0, t)
p−aσ−m

p−a ;

C(1,m)B(t0, t)
n(1−σ−m)

p−a Up(t0, t)
p−aσ−m

p−a

}

= max

{
K2(m)∥u(·, t0)∥Lp σm

(Rn);K3(m)B(t0, t)
n(1−σ−m)

p−a Up(t0, t)
p−aσ−m

p−a

}
,

obtemos, escrevendo K∗ ≡ K∗(σ, p, α, k, n),

Up σm(t0, t) ≤ K∗ max

{
∥u(·, t0)∥Lp σm

(Rn);B(t0, t)
n(1−σ−m)

p−a Up(t0, t)
p−aσ−m

p−a

}
.

Fazendo m → ∞ temos, para cada p0 ≤ p < ∞ satisfazendo p > n(k − α) e

para cada σ > max
{
1, 2

p
, 1 + γ−

p

}
, que

U∞(t0, t) ≤ K∗ max
{
∥u(·, t0)∥L∞(Rn);B(t0, t)

n
p−aUp(t0, t)

p
p−a

}
.

Assim obtivemos uma limitação uniforme para a norma do sup e provamos

o desejado.

111



5.3 Condições para existência global

Nesta última seção trazemos, como aplicação da limitação uniforme, um

teorema que nos dá condições su�cientes para existência global de soluções

de (5.1). Consideremos o problema{
ut + div(b(x, t, u)u) = div(| u |α∇u) + η∆u, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0 ∈ Lp0(Rn) ∩ L∞(Rn),
(5.16)

onde p0 ≥ 1, α > 0, η > 0 e b satisfaz a hipótese (b1) abaixo.

(b1) ∃ k > 0 e B ∈ C0((0,∞]) tais que |b(x, t, u)|2 ≤ B(t)|u|k, onde | · |2
denota a norma euclidiana do Rn.

Teorema 5.3.1. Dada u0 ∈ Lp0(Rn)∩L∞(Rn), com p0 ≥ 1. Sejam p ≥ p0 e

σ > 1 tal que σ > max{1; 2
p
; 1 + γ−

p
}. Seja u uma solução clássica de (5.16).

Se B(0;∞) <∞, então

(i) Se 0≤ k <
1

n
+α, então u está de�nida para todo t > 0 para qualquer u0.

(ii) Se k =
1

n
+ α, então as soluções são globais sempre que

∥u0∥L1(Rn)
≤

[
K

σ+γ
σ+α

2(σ + α)
B(0;∞)

]−n

. (5.17)

(iii) Se k >
1

n
+α, então as soluções são globais sempre que o dado inicial

satis�zer

∥u0∥L1(Rn)
∥u0∥n(k−α)−1

L∞(Rn)
≤

[
K

nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+αB(0;∞)

2(nσ(k − α) + α)

]−n

. (5.18)
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Demonstração. Para (i), fazemos t0 = 0 e p = 1, no Teorema 5.2.5, obtendo

U∞(0, t) ≤ K∗max

{
∥u0∥L∞(Rn);B(0, t)

n
1−n(k−α)∥u0∥

1
1−n(k−α)

L1(Rn)

}
<∞, ∀ t > 0,

já que ∥u(·, t)∥L1(Rn) ≤ ∥u0∥L1(Rn) <∞, ∥u0∥L∞(Rn) <∞ e B(0;∞) <∞.

Para provar (ii) e (iii), lembremos da desigualdade (5.7)

d

dt
∥v(·, t)∥β

Lβ(Rn)
+

4q(q − 1)

(q + α)2
∥∇v(·, t)∥2L2(Rn)

≤ 2B(t)
q(q − 1)

q + α
Kβ̃/2∥ v(·, t)∥(1−θ)β̃/2

Lβ0
(Rn) ∥∇v(·, t)∥

1+ θβ̃
2

L2(Rn)

que reescrita em termos de u, nos fornece

d

dt
∥u(·, t)∥q

Lq(Rn)
+ q(q − 1)

∫
Rn

|u(·, t)|q+α−2|∇u|2 dx

≤B(t)
2q(q − 1)

(q + α)
K

q+γ
q+α∥u(·, t)∥qc

Lq/σ(Rn)

[
(q + α)

4

2∫
Rn

|u(·, t)|q+α−2|∇u|2 dx

]1
2
+ θβ̃

4

onde c :=
q + k − (n− 1)(k − α)

nq(σ − 1) + 2q + nσα
.

Exigindo
1

2

(
1 +

θβ̃

2

)
= 1; ou seja, q = nσ(k − α), obtemos

d

dt
∥u(·, t)∥q

Lq(Rn)
+ q(q − 1)

∫
Rn

|u(·, t)|q+α−2|∇u|2 dx

≤ B(t)
q(q − 1)

2(q + α)
K

q+γ
q+α∥u(·, t)∥k−α

Ln(k−α)(Rn)

∫
Rn

|u(·, t)|q+α−2|∇u|2 dx, (5.19)

para todo t ∈ (0, t∗) \ Enσ(k−α). Note que nos casos (ii) e (iii) temos

nσ(k − α) ≥ 1. Assim ∥u(·, t)∥Lnσ(k−α)(Rn) é decrescente em [0, T ] sempre
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que tivermos

1

2(nσ(k − α) + α)
K

nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+αB(0;∞)∥u(·, t)∥k−α

Ln(k−α)(Rn)
≤1, ∀ t > 0. (5.20)

No caso (ii), esta condição se torna simplesmente

K
σ+γ
σ+α

2(σ + α)
B(0;∞)∥u(·, t)∥1/n

L1(Rn)
≤ 1, ∀ t > 0, (5.21)

que é satisfeita para todo t > 0 desde que valha para t = 0. Isto mostra que

∥u(·, t)∥Lσ(Rn) é monotonicamente decrescente em [0, T∗) caso valha (5.17).

Pelo Teorema 5.2.5, tomando p = σ, temos que ∥u(·, t)∥L∞(Rn) é controlada

por ∥u(·, t)∥Lσ(Rn) que é monotonicamente decrescente. Por interpolação te-

mos que u0 ∈ Lσ(Rn), já que u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn). Logo ∥u(·, t)∥L∞(Rn)

�ca limitada em qualquer intervalo limitado, e assim não pode ser T∗ <∞.

Para provar o caso (iii), observemos que

∥u(·, t)∥k−α

Ln(k−α)(Rn)
≤ ∥u(·, t)∥

1
2n−(k−α)−1

L1(Rn)
∥u(·, t)∥

2n(k−α)−2

2n−(k−α)−1

L2n(k−α)(Rn)
. (5.22)

Note que

∥u(·, t)∥2n(k−α)

L2n(k−α)(Rn)
=

∫
Rn

|u(x, t)|1|u(x, t)|2n(k−α)−1 dx

≤ ∥u(·, t)∥
L1(Rn)

∥u(·, t)∥2n(k−α)−1
L∞(Rn)

. (5.23)

Logo, de (5.23), decorre

∥u(·, t)∥
1

2n−(k−α)−1

L1(Rn)
∥u(·, t)∥

2n(k−α)−2

2n−(k−α)−1

L2n(k−α)(Rn)
≤ ∥u(·, t)∥1/n

L1(Rn)
∥u(·, t)∥k−α− 1

n
L∞(Rn)

, ∀t ∈ [0, T∗),

Assim, usando (5.22), obtemos

K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(t)∥u(·, t)∥k−α

Ln(k−α)(Rn)
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≤ K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u(·, t)∥1/n

L1(Rn)
∥u(·, t)∥(k−α)−1/n

L∞(Rn)
. (5.24)

De (5.18) e de (5.24), obtemos, para todo t ∈ [0, T∗) su�cientemente próximo

de zero, que

K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u(·, t)∥

1
2n−(k−α)−1

L1(Rn)
∥u(·, t)∥

2n(k−α)−2

2n−(k−α)−1

L2n(k−α)(Rn)
< 1. (5.25)

A�rmamos que (5.25) tem que ser verdadeira para todo t ∈ [0, T∗). De fato,

se não fosse, existiria T1 ∈ (0, T∗) tal que

K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u(·, t)∥

1
2n−(k−α)−1

L1(Rn)
∥u(·, t)∥

2n(k−α)−2

2n−(k−α)−1

L2n(k−α)(Rn)
< 1, ∀ t ∈ [0, T1),

enquanto que

K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u(·, T1)∥

1
2n−(k−α)−1

L1(Rn)
∥u(·, T1)∥

2n(k−α)−2

2n−(k−α)−1

L2n(k−α)(Rn)
= 1.

Por (5.22), teríamos que (5.20) seria satisfeita para T = T1, e então, por

(5.19), teríamos ∥u(·, t)∥
Lnσ(k−α)(Rn)

decrescente em [0, T1]. E neste caso,

1 =
K

nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u(·, T1)∥

1
2n−(k−α)−1

L1(Rn)
∥u(·, T1)∥

2n(k−α)−2

2n−(k−α)−1

L2n(k−α)(Rn)

≤ K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u0∥

1
2n−(k−α)−1

L1(Rn)
∥u0∥

2n(k−α)−2

2n−(k−α)−1

L2n(k−α)(Rn)

≤ K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u0∥1/n

L1(Rn)
∥u0∥k−1/n

L∞(Rn)
< 1.

Contradição! Logo, (5.25) é válida para todo 0 ≤ t < T∗. Se (5.25) é válida

para todo 0 ≤ t < T∗, então, por (5.22), temos
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K
nσ(k−α)+γ
nσ(k−α)+α

2(nσ(k − α) + α)
B(0;∞)∥u(·, t)∥k−α

Ln(k−α)(Rn)
< 1, ∀ t ∈ [0, T∗). (5.26)

Assim, pelo Teorema 5.2.5, tomando p = nσ(k−α), temos que ∥u(·, t)∥L∞(Rn)

é limitada em [0, T∗) e, de forma análoga ao caso (ii), obtemos que T∗ não

pode ser �nito.
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