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9ResumoA integra�~ao estruturada e onsistente de diversas espei�a�~oes (ou vis~oes ) deum sistema �e hoje uma quest~ao essenial na moderna abordagem para espei�a�~aoe desenvolvimento de software. Neste ontexto, preisamos de uma teoria que falesobre formalismos de espei�a�~ao e que ao mesmo tempo nos ofere�a oneitos eonstru�~oes para estabeleer-mos rela�~oes entre eles.Com este trabalho temos o objetivo de disutir no�~oes rigorosas para id�eia del�ogia, t�enias fundamentais para relaion�a-las e mostrar a utiliza�~ao destes onei-tos para abordar a quest~ao da interoperabilidade formal, espeialmente de provas.Como formaliza�~ao para id�eia de l�ogia utilizaremos as Institui�~oes de Goguen &Burstall e a extens~ao de Meseguer para General Logis. Como t�enia para rela-ionar l�ogias trabalharemos om os mapeamentos Plain e Simples de Meseguer.Aten�~ao espeial �e dada �a disuss~ao das propriedades destes mapeamentos om vis-ta �a reutiliza�~ao de omponentes l�ogios, espeialmente da rela�~ao de onsequêniaentre f�ormulas.Contribui�~oes desta disserta�~ao inluem um tratamento aess��vel para os on-eitos fundamentais neess�arios para estudar l�ogias e sua integra�~ao, uma expo-si�~ao uniforme e detalhada de uma fam��lia de sistemas l�ogios e uma apresenta�~aoateg�oria desta integra�~ao via mapeamentos.Palavras-have: Interoperabilidade L�ogia, Mapeamentos entre Institui�~oes, Es-pei�a�~ao Formal.



10TITLE: \LOGICAL INTEROPERABILITY VIA MAPS"AbstratThe integration in a sound and strutured way of several spei�ations (orviews) of a system is a key researh area in (modern) software spei�ation anddevelopment. In this ontext, we need a theory to speak not only about spei�ationlogis, but also one that an o�er us onepts and onstrutions to establish relationsbetween these formalisms.In this work we have the purpose of disussing rigorous notions for the idea oflogi, presenting fundamental tehniques to relate them, and introduing importantonstrutions to approah the problem of formal interoperability, most notably ofproofs. As a formalization of the informal idea of a logial system, we use Goguen &Burstall's onept of Institutions and Meseguer's further extension to General Logis.Meseguer's Plain and Simple Maps of Institutions are the tools we use to relate andmap logis. Besides, speial attention is given for the disussion of the essentialproperties of these maps onerning the borrowing of logial omponents, speiallyof onsequene relations.Contributions of this thesis inlude a smooth presentation of fundamentaltehniques to study and relate logis, an uniform and detailed exposition of a num-ber of logial systems, and a ategorial formalization of relations between theseformalisms by way of maps between institutions.Keywords: Maps between Institutions, Logial Interoperability, Formal Spei�a-tion.



111 Introdu�~ao1.1 Motiva�~aoA omplexidade dos sistemas de omputa�~ao tem resido onsideravelmentenos �ultimos anos. Os requisitos aumentam em esala e funionalidade. Desta manei-ra, o desenvolvimento de sistemas requer, ada vez mais, o suporte de metodologiasrigorosas.Neste sentido, salientamos a utiliza�~ao de m�etodos formais, que s~ao linguagens,t�enias e ferramentas para espei�ar e veri�ar sistemas, baseadas em fundamen-tos matem�atios [CLA 96℄. A utiliza�~ao de m�etodos formais visa prinipalmenteaumentar o entendimento dos sistemas, revelando inonsistênias, ambig�uidades efalhas que podem, aso ontr�ario, n~ao serem detetadas. Al�em disso, espei�a�~oesformais failitam a modulariza�~ao e o reuso na produ�~ao de software. Tamb�empropiiam r�apida prototipa�~ao e metodologias para veri�a�~ao formal.Devido a neessidade de apturar v�arios aspetos dos sistemas (i.e., aspetosalg�ebrios e operaionais, tratamento de dados, seguran�a e onorrênia) surgeuma diversidade de formalismos l�ogios para espei�a�~ao formal. Alguns exemplosl�assios de l�ogias para espei�a�~ao inluem: l�ogia de prediados e suas variantesinluindo l�ogia equaional multi-sortida e ordenada por sorts [GOG 92℄, l�ogia dereesrita [MES 90℄, CCS [MIL 80℄ e l�ogias temporais [ARR 96℄.No entanto, a existênia desses diversos formalismos, embora um sinal devitalidade e riatividade inteletual [MES 89℄, nos imp~oe ao mesmo tempo algumasdi�uldades. Primeiramente, n~ao temos omo omparar resultados e ferramentasdesenvolvidas em diferentes formalismos. Tamb�em, as linguagens de espei�a�~aos~ao, na maioria das vezes, utilizadas independentemente, sem a possibilidade de\integra�~ao" na solu�~ao de um mesmo problema.Neste ontexto, preisamos de uma teoria que fale sobre formalismos para espe-i�a�~ao e que ao mesmo tempo nos ofere�a oneitos e onstru�~oes para estabeleer-mos rela�~oes entre eles. Mais preisamente, neessitamos de uma \estrutura" queapture as propriedades b�asias de qualquer l�ogia para espei�a�~ao.Este disserta�~ao �e baseada no trabalho de Goguen & Burstall [GOG 92℄ sobreInstitui�~oes1 e na extens~ao desta teoria por Meseguer no l�assio General Logis[MES 89℄.As Institui�~oes foram introduzidas para axiomatizar a no�~ao informal del�ogia, onsistindo nos ingredientes m��nimos que qualquer formalismo deve ter, i.e.,a id�eia de sintaxe (linguagem), semântia (modelos/�algebras) e de satisfa�~ao. For-malmente, este oneito onsiste de uma ategoria de assinaturas, de dois funtores,um determinando o onjunto de senten�as e o outro a ategoria de modelos paraada assinatura, de uma rela�~ao de satisfa�~ao entre modelos e senten�as respeitandoos mor�smos entre assinaturas. Esta �e a vis~ao da l�ogia omo uma linguagem parafalar sobre modelos.Em [MES 89℄, �e introduzida uma abordagem uni�adora em que um sistemal�ogio integra aspetos dedutivos (dedu�~ao & provas) e semântios (modelos), i.e., �eformalizado omo uma l�ogia junto om um �alulo de provas, sendo que uma l�ogia�e de�nida omo uma institui�~ao juntamente om um sistema de onseq�uênia.1Do inglês institution



12Esta no�~ao �e neess�aria para abordar a quest~ao da interoperabilidade de re-la�~ao de onsequênia, i.e., de provas, omo ser�a mostrado adiante. Entretanto,os relaionamentos entre sistemas l�ogios s~ao apturados essenialmente no aspetosemântio de uma l�ogia, mais preisamente a n��vel de institui�~ao.Na literatura existem outras no�~oes interessantes para a id�eia de sistema l�ogio,entre elas podemos itar o oneito de Institui�~ao-� [FIA 87℄, em que a formaliza�~aode l�ogia �e de�nida em fun�~ao da rela�~ao de onseq�uênia. Desta forma, baseadaem uma abordagem dedutiva. Em [MES 89℄, essa no�~ao �e apresentada om o nomede sistema de onsequênia.Desta maneira, podemos onstruir espei�a�~oes om sistemas l�ogios arbi-tr�arios. Contudo, trabalhar om uma �unia l�ogia, n~ao �e su�iente em muitas si-tua�~oes. Como j�a menionado, normalmente preisamos de v�arios sistemas l�ogiosna mesma tarefa de espei�a�~ao e desenvolvimento (i.e., para apturar uma diver-sidade de aspetos dos sistemas).Essa neessidade de trabalhar om diversos formalismos l�ogios na mesmatarefa introduz a quest~ao da interoperabilidade l�ogia, ou seja, omo onetar deuma maneira matem�atia rigorosa as diferentes l�ogias para espei�a�~ao. Nesteontexto, esta quest~ao pode ser vista sob diversos aspetos, entre eles,� a neessidade de representar (ou \odi�ar") uma l�ogia L em outra, digamosU , normalmente entendida omo uma l�ogia universal, no sentido de que v�ariasl�ogias podem ser representadas nela de uma maneira natural (ver Figura 1.1);
L

L’’

L’

R(L)

R(L’)

R(L’’)

UFIGURA 1.1 { L�ogia Universal� a apaidade de utilizar de forma integrada, om um tratamento matem�atiorigoroso, as diferentes formaliza�~oes de um sistema e as diversas estruturas(softwares, provas, rela�~oes de satisfa�~ao e onseq�uênia) que suportam taisformaliza�~oes.Neste sentido, existem v�arias abordagens para tratar essa quest~ao. Uma ma-neira �e a onstru�~ao de novos m�etodos (sistemas l�ogios, ferramentas, linguagens)que reunam omo um todo, diferentes arater��stias de diferentes l�ogias. Exem-plos de linguagens que foram onstru��das englobando arater��stias de linguagens j�a



13existentes s~ao: Lotos (CCS + espei�a�~ao alg�ebria) [EIJ 89℄, RAISE [MIL 90℄, Z+ CSP [FIS 97℄. Entretanto, estamos ertos que, devido ao alto usto e o tempo gas-to no desenvolvimento de sistemas e na onstru�~ao de novos m�etodos, a reutiliza�~ao�e uma quest~ao essenial. Ent~ao torna-se lara a neessidade de uma metodologiaque possibilite onetar (reutilizar) as l�ogias j�a existentes, apaitando assim, autiliza�~ao de uma diversidade de sistemas l�ogios (independentes) na solu�~ao de ummesmo problema.Nesta disserta�~ao, disutimos oneitos que v~ao de enontro om esta aborda-gem (reutiliza�~ao), mais espei�amente apresentamos a onex~ao entre as l�ogias eseus omponentes apturada atrav�es de mapeamentos entre institui�~oes.Com base nessas id�eias (mapeamentos) existe uma s�erie de trabalhos que vemdesenvolvendo metodologias para tratar de diversas aplia�~oes. Cerioli & Mese-guer tem o objetivo de utilizar (reutilizar) omponentes (modelos, �alulos, siste-mas de provas, rela�~oes) de uma l�ogia em outra. Diaonesu [DIA 98, DIA 96℄busa a onex~ao entre l�ogias atrav�es de mapeamentos, para dar semântia para alinguagem CafeOBJ. Em [TAR 96℄, Tarleki prop~oe a utiliza�~ao de diferentes for-malismos em diferentes vis~oes do mesmo problema. Tamb�em, Martini, Wolter eHaeusler [MAR 2001℄, disutem a situa�~ao de onetar m�odulos de espei�a�~oes(om semântias possivelmente heterogêneas).Com isso, podemos dizer que o onte�udo presente aqui est�a inserido na �area deestudo de metodologiasmatem�atias para o relaionamento, integra�~ao e reutiliza�~aode l�ogias.1.2 Objetivos e Contribui�~oesOs objetivos deste trabalho inluem� disutir no�~oes rigorosas da id�eia de l�ogia e de l�ogia para espei�a�~ao, bemomo ompar�a-las. Espei�amente onentrando esta disserta�~ao nas insti-tui�~oes de Goguen & Burtall, omo formaliza�~ao modelo-te�oria para id�eia del�ogia para espei�a�~ao e no l�assio General Logis de Meseguer, tratando ooneito de sistema l�ogio omo uma abordagem uni�adora;� introduzir t�enias fundamentais para relaionar l�ogias, apresentando estaid�eia atrav�es de mapeamentos entre institui�~oes;� abordar esses oneitos para tratar a quest~ao da interoperabilidade formal,espeialmente de provas.Por exemplo, onsidere a Figura 1.2, onde temos a onex~ao de dois sistemas l�ogios(Institui�~ao + Sistema de Conseq�uênia + C�alulo) no n��vel de institui�~ao. O de-senho representa uma situa�~ao em que a rela�~ao de onseq�uênia �e transportadaatrav�es de mapeamentos entre institui�~oes. Mais preisamente, temos um reuso deprovas aonteendo atrav�es de um mapeamento junto om as rela�~oes internas dasl�ogias (ver setas pontilhadas). Note que o reuso disutido aqui �e a n��vel de dedu�~oes(� ` ', i.e., a f�ormula ' �e deriv�avel de um onjunto de f�ormulas �) n~ao onsiderandoo \esore" de prova (aplia�~oes das regras do �alulo para onstruir a prova). Maisespei�amente, onsidere por exemplo que para a l�ogia de primeira ordem temosdiversos �alulos de provas, i.e., Hilbert, �alulo de seq�uentes, dedu�~ao natural, ada



14um deles om uma no�~ao diferente de prova. Contudo, a rela�~ao de provabilidadeentre as f�ormulas ontinua a mesma.
Inst Inst’

L L’

’

’

’

Consq. Consq.

Calc. Calc.’

Sist.
Logico

Logica

FIGURA 1.2 { ReusoUm aminho normalmente perorrido para a interoperabilidade de provas podeser veri�ado no seguinte diagrama.� j= ' oo 2 //
OO 1
��

�(�) j=0 �(')
OO 3
��� ` ' �(�) `0 �(')Onde a seta 2, que representa o mapeamento entre institui�~oes, induz um mapea-mento entre a rela�~ao de onseq�uênia. Considerando que as provas nas duas l�ogiasest~ao nos nodos abaixo (`), ent~ao um mapeamento entre institui�~oes junto om asrela�~oes de ompletude e oerênia, representadas pelas equivalênias 1 e 3, possibi-lita o reuso.�E neste sentido que o t��tulo desse trabalho \Interoperabilidade L�ogia viaMapeamentos entre Institui�~oes" aborda a quest~ao da integra�~ao de formalismosl�ogios.Assim, ontribui�~oes desta disserta�~ao inluem um tratamento aess��vel paraoneitos fundamentais neess�arios para estudar l�ogias e sua integra�~ao, uma ex-posi�~ao detalhada de uma s�erie de sistemas l�ogios e uma apresenta�~ao ateg�oriadesta integra�~ao via mapeamentos.Al�em disso, �e interessante menionar que este trabalho est�a inserido no on-texto do projeto CNPq-NSF MEFIA: Mathematial and Engineering Foundationsfor Interoperability via Arhiteture.Na seq�uênia oloamos uma breve disuss~ao do material enontrado em adaap��tulo da disserta�~ao.



15Cap��tulo 2Disutimos sobre as no�~oes de l�ogia tradiional e l�ogia para espei�a�~ao. Apre-sentamos as duas abordagens de estudo da l�ogia, ou seja, modelo-te�oria (j=), queestuda a rela�~ao de satisfa�~ao de f�ormulas por modelos e a prova-te�oria (`) queenfatiza a rela�~ao de onseq�uênia entre um onjunto de f�ormulas e uma f�ormuladeriv�avel deste onjunto. Assim, o objetivo deste ap��tulo �e omparar essas duasno�~oes (tradiional & espei�a�~ao), analisando seus aspetos prinipais. Al�em dis-so, no �nal desta parte do texto apresentamos uma tabela omparativa (resumida)na qual pode ser veri�ada a prinipal diferen�a quando trabalhamos om espei�-a�~oes, i.e., a presen�a de assinaturas nas de�ni�~oes de l�ogia para espei�a�~ao. Omaterial desta parte do texto �e baseado prinipalmente no l�assio General Logis[MES 89℄ e tamb�em em outros trabalhos importantes omo [GOG 92℄ e [COU 97℄.Cap��tulo 3Apresentamos as institui�~oes omo uma formaliza�~ao modelo te�oria para a id�eiade l�ogia para espei�a�~ao. Primeiramente, temos uma disuss~ao informal sobreos ingredientes b�asios que s~ao apturados por essa id�eia. Neste sentido, salienta-mos que o oneito de institui�~oes nos permite onstruir estruturas om as quaispodemos esrever espei�a�~oes. A seguir, introduzimos a de�ni�~ao formal onsis-tindo de uma ategoria de assinaturas (Sign), de um funtor (Sen : Sign ! Set), deum funtor (Mod : Sign ! Set) e de uma rela�~ao de satisfa�~ao. O funtor Sen e ofuntor Mod determinam respetivamente, o onjunto de senten�as e a ategoria demodelos para ada assinatura. O oneito de satisfa�~ao entre modelos e senten�as,indexado por assinaturas, determina a invariânia da troa de nota�~ao. Um ob-serva�~ao importante que deve ser notada �e que o funtor Mod �e ontravariante, j�aque uma determinada rela�~ao entre dois objetos sint�atios determina essenialmenteuma tradu�~ao semântia no sentido oposto. Tamb�em, itamos diversos exemplos deinstitui�~oes. Al�em disso, esse ap��tulo possui algumas de�ni�~oes derivadas que ser~aoutilizadas no andamento do texto. Essas estruturas s~ao a no�~ao de onseq�uêniasemântia e alguns oneitos que envolvem teorias e seus modelos. Esta apresen-ta�~ao �e baseada em textos l�assios omo [GOG 92, GOG 84℄.Cap��tulo 4Apresentamos detalhadamente duas institui�~oes que s~ao mais relevantes para estetexto, i.e., l�ogia equaional multi sortida e l�ogia equaional ordenada por sorts.S~ao disutidos, partiularmente para a primeira l�ogia, os oneitos de assinaturase mor�smos entre assinaturas, bem omo a id�eia de �algebra e homomor�smos en-tre �algebras. Seguindo a de�ni�~ao de institui�~ao introduzimos em detalhes o funtorSen, o funtor Mod e a rela�~ao de satisfa�~ao indexada por assinaturas. Em rela�~aoao funtor Sen s~ao vistos os oneitos de termos e f�ormulas nessas l�ogias, bem omoa tradu�~ao destes induzida pelo mor�smo entre assinaturas. Na se�~ao respetivaao funtor Mod uidado espeial �e dado ao funtor esqueimento, que pode ser vistoomo uma seta entre as ategorias de modelos de assinaturas que est~ao relaio-nadas por mor�smos em Sign. Um oneito interessante que pode ser analisadonessa institui�~ao, s~ao as atribui�~oes orrespondentes, j�a que elas têm papel essenial



16para provar a rela�~ao de satisfa�~ao. Para a l�ogia equaional ordenada por sortsapresentamos somente a ategoria de assinaturas devido a similaridade dos demaisoneitos om a institui�~ao disutida anteriormente. Esses exemplos s~ao adaptadosprinipalmente de [MAR 99, WOL 94℄.Cap��tulo 5Temos uma apresenta�~ao detalhada da l�ogia Horn sem sorts (Prolog puro - on-jun�~ao e implia�~ao) vista omo uma institui�~ao. Tamb�em, disutimos minuiosa-mente a ategoria Sign, o funtor Sen, o funtor Mod e a rela�~ao de satisfa�~ao. Nainstitui�~ao Horn um ponto essenial a ser observado �e a id�eia que uma \l�ogia semsorts" pode ser entendida omo uma l�ogia om assinaturas que possuem um �uniosort. Desta forma este �unio sort pode ser pensado omo uma representa�~ao do uni-verso (dom��nio). Al�em disso, neste ap��tulo, os prediados s~ao tratados om maisaten�~ao, j�a que os outros oneitos s~ao similares ao ap��tulo anterior. Esta explia�~aobusa ser t~ao detalhada quanto poss��vel e tamb�em �e baseada em [MAR 99, WOL 94℄.Cap��tulo 6Analisamos dois tipos de mapeamentos entre institui�~oes, mais preisamente, ma-peamento Puro2 e mapeamento Simples3. Um mapeamento entre duas l�ogias �eessenialmente uma estrutura que traduz assinaturas e senten�as de L para L0 eque mapeia modelos de L0 para L. Como mapeamento plain temos uma seta querelaiona (representa) uma institui�~ao L em outra L0, tal que as assinaturas de Ls~ao mapeadas para assinaturas de L0. J�a um mapeamento simples traduz assina-turas de L para teorias de L0. Isto aontee pois a tradu�~ao da informa�~ao naassinatura da l�ogia origem pode requerer axiomas na l�ogia destino. Apresentamosdetalhadamente um mapeamento puro entre aMSEqtl e a OSEqtl e um mapeamentosimples entre a MSEqtl e a l�ogia Horn. Aten�~ao espeial �e dada para as proprie-dades l�ogias desses mapeamentos. Esses dois tipos de setas foram introduzidas em[MES 89℄. Este ap��tulo �e essenialmente inueniado por [MAR 99℄.Cap��tulo 7Apresentamos um estudo de aso: reutilizando um provador de teoremas atrav�esde mapeamentos entre institui�~oes. Esta parte da disserta�~ao tem omo objetivoutilizar mapeamentos entre institui�~oes omo abordagem para tratar um simplesaspeto da interoperabilidade l�ogia, ou seja, uma situa�~ao problema em que nosdeparamos om a neessidade de reutilizar o provador de teoremas OBJ [GOG 92a℄.Primeiramente introduzimos o problema, i.e., ao trabalharmos om espei�a�~oesem MSEqtl surgiu a neessidade de exeutarmos provas sob essas espei�a�~oes.Seguindo, disutimos a id�eia de utilizar o provador de teoremas OBJ para exeutartais provas, j�a que onheemos esse sistema e o temos instalado em nossas m�aquinas.Finalmente, mostramos ummapeamento puro entre as duas l�ogias em quest~ao omouma estrutura matem�atia adequada para modelar a situa�~ao. A exeu�~ao dasprovas na ferramenta OSEqtl �e poss��vel no sentido de que todos e, somente todos, os2Do inglês Plain3Do inglês Simple



17axiomas prov�aveis nas espei�a�~oes MSEqtl s~ao provados em OSEqtl. Temos essagarantia, pois esse mapeamento (MSEqtl ! OSEqtl) possui a propriedade l�ogia deser uma extens~ao onservativa. Tamb�em �e importante salientar que para o reusoaonteer �e neess�ario, al�em do mapeamento entre as institui�~oes, onsiderarmosas rela�~oes internas das l�ogias (ompletude e oerênia, ver Figura 1.2). Al�emdisso, busamos salientar que mesmo situa�~oes simples requerem um tratamentomatem�atio uidadoso (i.e., um mapeamento adequado e que tem a propriedade deser onservativo junto om rela�~oes internas das l�ogias).Cap��tulo 8Finalmente, disutimos as onlus~oes e dire�~oes de trabalhos futuros.Notas para o LeitorNa nota�~ao de teoria das ategorias utilizada neste texto onsideramos quej C j desreve uma lasse de objetos de uma ategoria C, agora, se o objeto A est�ana ategoria C temos A 2j C j. Se esrevemos f 2 C e f �e um mor�smo, signi�aque o mor�smo f est�a na ategoria C.Se A e B s~ao objetos em uma ategoria C, representamos um mapeamento mentre esses dois objetos omo A 7! B .Uma fun�~ao f om dom��nio em A e odom��nio em B �e esrita f : A! B .Funtores s~ao setas entre ategorias. Sejam C, D, E ategorias e F : C ! D,G : D ! E dois funtores. Representamos a omposi�~ao desses funtores por F; G :C! E.Uma transforma�~ao natural �e uma seta entre dois funtores. Sejam C e D duasategorias e F : C! D, G : C! D dois funtores. Ent~ao, uma transforma�~ao natural� entre esses dois funtores �e esrita � : F) G : C! D.Em teoria das ategorias, existem algumas ategorias espeiais. S~ao ategoriasbem onheidas que tem nomes espe���os. Nesta disserta�~ao, nos referimos a algu-mas dessas ategorias, e.g., Cat e Set. Em Cat, os objetos s~ao ategorias e as setass~ao funtores. Em Set, os objetos s~ao onjuntos e os mor�smos s~ao fun�~oes totais.Para as de�ni�~oes e proposi�~oes apresentadas neste trabalho utilizamos o se-guinte rit�erio: quando o oneito requer uma prova mais uidadosa ent~ao �e umaproposi�~ao seguida de prova, aso ontr�ario �e uma de�ni�~ao. Se a de�ni�~ao requeralguma veri�a�~ao, ent~ao essa �e inserida em uma nota.



182 L�ogia Tradiional & L�ogia para Espei�a�~aoH�a muito tempo a iênia da omputa�~ao tem enontrado na l�ogia verdadeirassolu�~oes para os seus problemas. Al�em de programa�~ao em l�ogia, provadores deteoremas, espei�a�~ao e veri�a�~ao de programas outras �areas têm uma interessanteintera�~ao om l�ogia, inluindo teoria dos tipos, onorrênia, inteligênia arti�ial,bano de dados, semântia operaional e ompiladores [MES 89℄.De qualquer forma, quando falamos sobre l�ogia, podemos pensar em duasabordagens: a modelo-te�oria (M j= '), preoupada om a rela�~ao de satisfa�~aoentre um modelo M e uma f�ormula ', e a prova-te�oria (� ` '), que axiomatiza arela�~ao de onseq�uênia entre um onjunto de senten�as � e uma senten�a ' deriv�avelde �. Tamb�em �e bom menionar que a l�ogia omo um instrumento matem�atiopode ser ompreendida sob no m��nimo dois aspetos. Um deles �e a vis~ao tradiionalda l�ogia omo uma linguagem de express~oes para falar sobre estruturas, sendo essaso universo que d�a signi�ado aos objetos dessa linguagem. O outro �e uma extens~aonatural deste primeiro que leva em onta a no�~ao de assinaturas e a rela�~ao entreassinaturas. Isto �e essenial sob o ponto de vista do uso da l�ogia omo linguagempara desri�~ao e espei�a�~ao de sistemas de forma modular e estruturada.O objetivo deste ap��tulo �e apresentar uma desri�~ao sistem�atia das estru-turas que omp~oem l�ogias. Na primeira se�~ao apresentamos isto sob uma vis~aotradiional. Na se�~ao seguinte adaptamos o material desenvolvido anteriormente,levando em onta assinaturas e seus relaionamentos.2.1 L�ogia - Uma Vis~ao TradiionalNormalmente, quando falamos em l�ogia temos em mente sintaxe e semântia.Neste ontexto, podemos estud�a-la essenialmente em seus aspetos semântios, ouseja, uma abordagem orientada �a teoria dos modelos (sistemas de satisfa�~ao). Poroutro lado, tamb�em podemos estudar l�ogia foalizando seus aspetos dedutivos,enfatizando a rela�~ao de onseq�uênia entre onjuntos de f�ormulas e f�ormulas. Noentanto, segundo Meseguer [MES 89℄, em muitos asos nenhuma dessas abordagens�e su�iente para forneer uma axiomatiza�~ao das linguagens l�ogias. Assim, v�ariosautores integram ambos aspetos semântios e dedutivos.�E interessante menionar tamb�em, que existem l�ogias formais somente omteoria de prova, sem semântia de�nida, e.g., LF (Edinburgh Logial Framework)[AVR 89℄, Isabelle [PAU 2001℄. Essas l�ogias s~ao geralmente utilizadas na �area deteoria de tipos de alta ordem.Al�em disso, om a evolu�~ao dos sistemas de omputa�~ao e prinipalmente omas dire�~oes de pesquisa em inteligênia arti�ial teve o surgimento de l�ogias moder-nas, que ainda n~ao tem semântia, i.e., l�ogias n~ao-monotônias, paraonsistentes.Nesta se�~ao apresentamos a l�ogia vista sob seu aspeto sint�atio (sistema deonseq�uênia) e seu aspeto semântio (sistema de satisfa�~ao). Tamb�em abordamosuma no�~ao que integra essas duas id�eias.



192.1.1 Sistema de Conseq�uêniaInformalmente, um sistema de onseq�uênia �e omposto por um onjunto def�ormulas e uma rela�~ao de onseq�uênia , entre onjuntos de f�ormulas e f�ormulas.Por exemplo, na l�ogia equaional multi sortida (daqui para frente simples-mente MSEqtl, veja se�~ao 3.1 e 4.1), usualmente temos uma assinatura onsistindobasiamente de s��mbolos de sorts e de s��mbolos de fun�~oes. Com base nesta assina-tura temos a no�~ao de f�ormulas da l�ogia MSEqtl.Sabendo que um onjunto � �e um onjunto de tais f�ormulas MSEqtl, ent~aoas regras de um �alulo de provas desta l�ogia espei�am a seguinte rela�~ao deonseq�uênia , � `MSEqtl 'Esta rela�~ao na MSEqtl (`MSEqtl) satisfaz três propriedades b�asias, que po-dem ser generalizadas omo as propriedades que toda rela�~ao de onseq�uênia devesatisfazer [MES 89℄. S~ao elas:� reexividade, i.e., se assumirmos uma senten�a sempre podemos prov�a-la;� monotoniidade, i.e., podemos provar om mais hip�oteses, o que j�a provamosom menos;� transitividade, i.e., se utilizarmos omo hip�otese adiional alguma oisa j�a pro-vada, n~ao deve ser poss��vel hegarmos �a mais onlus~oes que aquelas que po-der��amos hegar om a hip�otese original.Essas id�eias s~ao apturadas na seguinteDe�ni�~ao 2.1 (Sistema de Conseq�uênia ) Um sistema de onseq�uênia �e umadupla SC = hForm;`i tal que:� Form �e um onjunto de f�ormulas;� `� }(Form)� Form �e a rela�~ao de onseq�uênia tal que as seguintes propri-edades s~ao satisfeitas:{ reexividade: para qualquer ' 2 Form; f'g ` ';{ monotoniidade: se � ` ' e � � �0 ent~ao �0 ` ';{ transitividade: se � ` 'i , para i 2 I , e �[f'i j i 2 I g `  , ent~ao � `  .2.1.2 Sistema de Satisfa�~aoInformalmente, um sistema de satisfa�~ao �e omposto por um onjunto def�ormulas, uma lasse de modelos e uma rela�~ao de satisfa�~ao de f�ormulas por mode-los. Voltando ao exemplo da MSEqtl, dado um onjunto de f�ormulas, podemosassoiar uma lasse de modelosMMSEqtl a esse onjunto. Onde ada modeloM on-siste de um onjunto para ada s��mbolo de sort juntamente om uma interpreta�~aopara ada s��mbolo de fun�~ao.Desta maneira, dado um modeloM 2MMSEqtl e uma f�ormula ' 2 FormMSEqtl ,temos a no�~ao de satisfa�~ao de uma f�ormula ' por um modelo M , esrita M j= '.



20De�ni�~ao 2.2 (Sistema de Satisfa�~ao) Um sistema de satisfa�~ao �e uma triplaSS = hForm;M; j=i onde:� Form �e um onjunto de f�ormulas;� M �e uma lasse de modelos;� j=�M�Form �e a rela�~ao de satisfa�~ao.Um sistema de satisfa�~ao induz uma rela�~ao de onseq�uênia entre onjuntode f�ormulas e f�ormulas, que �e formalizada na seguinteDe�ni�~ao 2.3 (Conseq�uênia Semântia) Sejam SS = hForm;M; j=i um sis-tema de satisfa�~ao, � � Form um onjunto de f�ormulas e ' 2 Form uma f�ormula.Temos que ' �e onseq�uêniasemântia de �, esrita � j= ', se e somente se, paratodo M 2 M, o seguinte valeM j= �) M j= ':2.1.3 L�ogia = Sistema de Satisfa�~ao + Sistema de Conseq�uêniaEm muitos asos �e insu�iente entender uma l�ogia somente omo um sistemade satisfa�~ao ou omo um sistema de onsequênia.Geralmente, uma l�ogia tem essenialmente dois omponentes: um sistema deonseq�uênia e um sistema de satisfa�~ao.De�ni�~ao 2.4 (L�ogia) Uma l�ogia �e uma qu�adrupla L = hForm;M;`; j=i talque:� hForm;`i �e um sistema de onseq�uênia ;� hForm;M; j=i �e um sistema de satisfa�~ao.Uma l�ogia �e onsistente se � ` ' ) � j= '. Uma l�ogia �e ompleta se � j= ' )� ` ':2.2 L�ogia - Uma Vis~ao para Espei�a�~aoA id�eia disutida nesta se�~ao �e que podemos desejar troar de assinatura �(no aso da l�ogia MSEqtl, uma assinatura �e um par hS ;F i, onde S �e um onjuntode sorts e F �e uma fam��lia de s��mbolos de fun�~oes, ver de�ni�~ao 4.1) e mover parauma nova assinatura �0. Em alguns asos a assinatura �0 pode ser uma extens~aoda sintaxe original. Mas, por outro lado, �0 pode ser uma assinatura diferente,ontendo novos s��mbolos, sendo que os s��mbolos velhos foram traduzidos para essesnovos. Neste sentido, a id�eia geral �e podermos ter um mor�smo, � : � ! �0,entre assinaturas. Na MSEqtl, um mor�smo entre assinaturas onsiste de um par defun�~oes, uma para s��mbolos de sorts e outra, que preserva a aridade e o mapeamentode sorts, para s��mbolos de opera�~oes. Essas fun�~oes s~ao utilizadas para mapear oss��mbolos velhos para s��mbolos novos. Essas assinaturas formam uma ategoria quehamamos de Sign que tem assinaturas omo objetos e mor�smos entre assinaturasomo setas. Mais ainda, temos que mor�smos entre assinaturas induzem a uma



21tradu�~ao a n��vel de senten�as. Assim, podemos assoiar a ada senten�a ' relativaa � uma senten�a orrespondente relativa a �0, pela substitui�~ao dos velhos s��mbolospor novos de aordo om o mor�smo entre assinaturas. Isso pode ser expressado demaneira estrutural e ompata dizendo que o proesso que assoia a ada assinatura� seu onjunto de senten�as Sen(�) �e um funtor Sen : Sign! Set, om origem naategoria de assinaturas e destino na ategoria de onjuntos. Contudo, �e essenialque a rela�~ao de onseq�uênia seja est�avel sob a troa de nota�~ao pelo mor�smoentre assinaturas, ou seja: se podemos provar uma onlus~ao de alguns axiomas(senten�as na l�ogia), ent~ao, para qualquer tradu�~ao �, podemos provar a onlus~aotraduzida dos axiomas traduzidos.A observa�~ao ruial �e de que assinaturas nada mais s~ao do que onjuntos dedelara�~oes de s��mbolos n~ao l�ogios, omo �e normalmente introduzido em qualquerapresenta�~ao de um sistema l�ogio. A quest~ao essenial a ser entendida �e que quandofalamos em l�ogia para espei�a�~ao estamos interessados em onsiderar de uma vezs�o todos esses onjuntos e tamb�em as fun�~oes que os relaionam. Em outras palavraspreisamos reunir tudo isto em uma ategoria.Desta maneira, nesta se�~ao, apresentamos uma adapta�~ao do material desen-volvido na se�~ao anterior, onsiderando a indexa�~ao dos omponentes por assinatu-ras. Esta parte do trabalho �e essenialmente baseada no l�assio General Logis[MES 89℄.2.2.1 Sistema de Conseq�uêniaDe�ni�~ao 2.5 (Sistema de Conseq�uênia ) Um sistema de onseq�uênia �e umatripla SC = hSign; Sen;`i, onde Sign �e uma ategoria ujos objetos s~ao hamadosassinaturas, Sen um funtor Sen : Sign ! Set e ` uma fun�~ao assoiando a ada� 2 Sign uma rela�~ao bin�aria `�� } (Sen(�))� Sen(�) hamada �-onseq�uênia, tal que as seguintes propriedades s~ao satisfeitas:1. Reexividade: para qualquer ' 2 Sen(�); f'g `� ';2. Motoniidade: se � `� ' e � � �0 ent~ao �0 `� ';3. Transitividade: se � `� 'i , para i 2 I , e �[ f'i j i 2 I g `�  , ent~ao � `�  ;4. Tradu�~ao: se � `� ', ent~ao para qualquer � : � ! �0 2 Sign; Sen(�)(�) `�0Sen(�)(').2.2.2 Institui�~aoDe�ni�~ao 2.6 (Institui�~ao) Uma institui�~ao �e uma quadrupla hSign; Sen;Mod ;j=i, onde Sign �e uma ategoria ujos objetos s~ao hamados assinaturas, Sen umfuntor Sen : Sign ! Set, Mod um funtor Mod : Sign ! Cat e j= uma fun�~aoassoiando a ada assinatura � uma rela�~ao bin�aria j=��j Mod(�) j �Sen(�),hamada satisfa�~ao, tal que para qualquer M 0 2 Mod(�0), para qualquer � : �! �0e para todo ' 2 Sen(�), o seguinte valeM 0 j=�0 Sen(�)('), Mod(�)(M 0) j=� ('):Sabendo que a partir de uma institui�~ao podemos derivar um sistema de on-seq�uênia temos a seguinte



22Proposi�~ao 2.1 Um sistema de onseq�uênia derivado de uma institui�~ao �e umatripla hSign; Sen;`i, tal que `�=def j=�, para todo � 2j Sign j (segundo a de�ni�~ao3.2,1), onde j=�� } (Sen(�)� Sen(�)).Prova. Preisamos demonstrar as quatro ondi�~oes da de�ni�~ao 2.5.1. Reexividade: seja M 2j Mod(�) j. Ent~ao se M j=� f'g segue que M j=� '(pelo orol�ario 3.1,1, no pr�oximo ap��tulo), e estamos prontos.2. Monotoniidade: seja M 2j Mod(�) j, tal que M j=� �0. Mas pelo orol�ario3.1,1 temos que M j=� �, j�a que � � �0. Mas, pela premissa temos que seM j=� � ent~ao M j= ', que era o que tinha que ser provado.3. Transitividade: seja M 2j Mod(�) j, tal que M j=� �. Pelas premissas temosque M j=� � e M j=� 'i ; i 2 I , e al�em disso que se M j=� � [ f'i j i 2 I g,M j=�  . Pelo orol�ario 3.1,2 M j=� � [ f'i j i 2 I g se e somente seM j=� � e M j=� f'i j i 2 I g. Mas omo M j=� �, pela hip�otese, eM j=� �) M j=� 'i ; i 2 I , segue que M j=� � e M j=� 'i ; i 2 I . Por modusponens temos que M j=�  .4. Segue direto do lema 3.1 (monotoniidade de Sen(�)).2.2.3 L�ogia = Institui�~ao + Sistema de Conseq�uêniaUma l�ogia para espei�a�~ao pode ser axiomatizada em uma formaliza�~ao queenglobe ambos aspetos dedutivos quanto os modelo te�orios. Assim, uma l�ogiatem dois omponentes, que s~ao: um sistema de onseq�uênia e uma institui�~aoque ompartilham as mesmas assinaturas e senten�as. Tamb�em, a l�ogia deve seronsistente, i.e., � ` ') � j= '.Portanto, temos a seguinteDe�ni�~ao 2.7 (L�ogia) Uma l�ogia �e uma 5-upla L= hSign; Sen; Mod ;`; j=i, talque:1. hSign; Sen;`i �e um sistema de onseq�uênia ;2. hSign; Sen;Mod ; j=i �e uma institui�~ao, e3. a seguinte ondi�~ao de onsistênia (soundness) �e satisfeita: para qualquer� 2 Sign, � � Sen(�) e ' 2 Sen(�),temos que � `� ' ) � j=� '. Umal�ogia �e ompleta, se: � `� '( � j=� '.O oneito de institui�~ao junto om a no�~ao de sistema de onseq�uênia deri-vado induz a no�~ao de l�ogia derivada.Corol�ario 2.1 Dada uma institui�~ao I = hSign; Sen;Mod ; j=i e um sistema deonseq�uênia derivado hSign; Sen;`i podemos de�nir uma l�ogia LI = hSign; Sen;Mod ; j=;`i, tal que� `� ', � j=� ':



232.2.4 Sistema L�ogioNa de�ni�~ao de l�ogia vista at�e aqui, a estrutura (esore) das provas �e abs-traida. A �unia oisa que sabemos �e que a partir de um onjunto de senten�as �podemos derivar uma senten�a '. Nenhuma informa�~ao sobre a estrutura internade gera�~ao dessa deriva�~ao �e onheida. A essênia desta id�eia �e que a rela�~ao deonseq�uênia (`) permanee invariante sob os �alulos diferentes que podem serutilizados para uma l�ogia. Por exemplo, para MSEqtl temos diversos �alulos deprovas, i.e., Hilbert, �alulo de sequentes, dedu�~ao natural, ada um deles om umano�~ao diferente de prova. Contudo, a l�ogia MSEqtl sempre permanee a mesma,pois todo e qualquer �alulo produz a mesma rela�~ao de onseq�uênia (`). �E nestesentido que �e interessante termos uma de�ni�~ao de l�ogia sem a preoupa�~ao omum �alulo de provas partiular. Segundo Meseguer, esta id�eia �e diretamente rele-vante para a iênia da omputa�~ao, pois ela mostra que podemos troar a semântiaoperaional (�alulo de provas) de uma linguagem de programa�~ao sem alterar suasemântia matem�atia, no sentido que a nova e a velha semântia operaional têma mesma rela�~ao de onseq�uênia . No entanto, se preisamos esolher um �aluloespe���o para uma l�ogia temos a id�eia de sistema l�ogio, que �e axiomatizado o-mo uma l�ogia junto om um �alulo de provas. Mais espei�amente, omo umal�ogia L= hSign; Sen;Mod ;`; j=i juntamente om um �alulo que gera a rela�~ao deonseq�uênia `.Na tabela a seguir resumimos os omponentes de uma l�ogia de aordo om as duasvis~oes disutidas anteriormente.L�ogia Cl�assia & L�ogia para Espei�a�~aoL�ogia L�ogia para Espei�a�~aoSistema de Satisfa�~aohForm;M ; j=i 7! Institui�~aohSign; Sen;Mod ; j=iSistema de Conseq�uêniahForm;`i 7! Sistema de Conseq�uêniahSign; Sen;`iSist. de Conseq. derivadohForm; j=i 7! Sist. de Conseq. derivadohSign; Sen; j=iL�ogiahForm;`; j=;M i 7! L�ogiahSign; Sen;Mod ; j=;`i2.3 Notas Bibliogr�a�asNa abordagem modelo-te�oria, Goguen & Burstall [GOG 84℄ prop~oem umavis~ao uni�adora de l�ogia para espei�a�~ao om o oneito de Institui�~ao. EmMeseguer [MES 89℄ enontramos uma extens~ao desta teoria om objetivo de levarem onsidera�~ao outros omponentes importantes de uma l�ogia, omo por exemplodedu�~oes e provas. Em [COU 97℄ �e apresentado um estudo bastante detalhado sobrel�ogias e seus relaionamentos sem a indexa�~ao por assinaturas.



243 Institui�~oesEste ap��tulo onsiste basiamente na apresenta�~ao de institui�~oes omo umaformaliza�~ao modelo te�oria para a id�eia de l�ogia para espei�a�~ao. Primeiramen-te, temos uma disuss~ao informal sobre os ingredientes b�asios que s~ao apturadospor essa id�eia. Neste sentido, salientamos que o oneito de institui�~ao nos permiteonstruir estruturas om as quais podemos esrever espei�a�~oes. Seguindo, intro-duzimos a de�ni�~ao formal onsistindo de uma ategoria de assinaturas (Sign), deum funtor (Sen : Sign ! Set), de um funtor (Mod : Sign ! Set) e de uma rela�~aode satisfa�~ao entre modelos e senten�as indexada por assinaturas. Os funtores Sen eMod determinam respetivamente, o onjunto de senten�as e a ategoria de modelospara ada assinatura. Al�em de itarmos diversos exemplos de institui�~oes apresenta-mos, nesse ap��tulo, algumas de�ni�~oes derivadas que ser~ao utilizadas no andamentodo texto. Essas estruturas s~ao essenialmente a no�~ao de onseq�uênia semântia ealguns oneitos que envolvem teorias, i.e., ategoria de teorias -Th-, subategoriade modelos e funtor modelo generalizado. Os oneitos disutidos nesta parte dadisserta�~ao s~ao baseados em textos l�assios omo [GOG 92, GOG 84℄.3.1 De�ni�~oes B�asiasNa disuss~ao da parte introdut�oria deste trabalho veri�amos que as l�ogiaspara espei�a�~ao possuem arater��stias em omum, i.e., o oneito de sintaxe,semântia e a no�~ao de satisfa�~ao. Neste sentido, essas id�eias s~ao apturadas pelade�ni�~ao de institui�~ao.De forma a motivar a no�~ao de institui�~ao onsidere o seguinte esquema paran�umeros naturais na MSEqtl.�Nat1;MSEqtlSortsnatOpns0 :! nats : nat ! natplus : nat ; nat ! natFormalmente, temos o oneito de assinatura dos naturais om zero, suessor eadi�~ao. Agora, para esta assinatura temos a id�eia de �algebra, i.e., uma estruturaque interpreta ada s��mbolo de sort omo um onjunto e ada s��mbolo de opera�~aoomo uma fun�~ao. Assim, uma �algebra para esta assinatura MSEqtl, na nota�~aorepresentada pelo esquema abaixo[[ ℄℄;AlgFun�~oesDe�ni�~oespode ser uma estrutura que interpreta o s��mbolo de sort nat da assinatura omoo onjunto dos n�umeros naturais N , o s��mbolo de onstante 0 omo a onstante 0



25dos naturais, o s��mbolo de opera�~ao s omo a fun�~ao su e o s��mbolo plus omo afun�~ao sum de�nida no esquema abaixo[[Nat1;�℄℄;AlgConjuntosNFun0 : f�g ! Nsu : N ! Nsum : N � N ! Nsu(x ) = x + 1sum(x ; y) = x + yNote que o dom��nio para a fun�~ao onstante 0 �e um onjunto unit�ario. Maispreisamente, onsidere, por exemplo, que temos um onjunto om dois elementos(f0; 1g). Seja f�g um onjunto unit�ario �xo. Observe que �e poss��vel de�nir somenteduas fun�~oes de f�g para tal onjunto, uma que assoia o �unio elemento � �a ons-tante 0 e outra a onstante 1. Portanto, existem duas fun�~oes que orrespondemaos dois valores onstantes, i.e., 0 : f�g ! f0; 1g e 1 : f�g ! f0; 1g. Desta forma,temos uma maneira de apontar para o elemento desejado.Quando trabalhamos om espei�a�~oes, em muitos asos, preisamos moverde uma assinatura para outra adiionando ou removendo s��mbolos de sorts ou ope-ra�~oes. Ent~ao, preisamos da no�~ao de mor�smo entre assinaturas. Por exemplo,onsidere que desejamos enriqueer a assinatura MSEqtl dos naturais om o s��mbolode opera�~ao mult , i.e.,�Nat2;MSEqtlSortsnatOpns0 :! nats : nat ! natplus : nat ; nat ! natmult : nat ; nat ! natDesta maneira, um mor�smo (�) entre essas duas assinaturas pode ser pensadoomo uma fun�~ao que relaiona ada s��mbolo de sort e s��mbolos de opera�~oes daespei�a�~ao original om a nova. Neste exemplo, temos que todos os s��mbolos daprimeira assinatura s~ao mapeados para os mesmos na nova, visto que esta seta podeser pensada omo uma inlus~ao.Agora, observe uma �algebra para a nova assinatura no esquema abaixo. Noteque temos a mesma estrutura da assinatura original s�o que om uma fun�~ao parainterpretar o novo s��mbolo mult , que no aso �e visto omo a multiplia�~ao dosnaturais.



26[[Nat2;�℄℄;AlgConjuntosNFun0 : f�g ! Nsu : N ! Nsum : N � N ! Ntimes : N � N ! Nsu(x ) = x + 1sum(x ; y) = x + ytimes(x ; y) = x � yNeste sentido, temos um mor�smo entre as duas �algebras (Mod(�)) que �einduzido pelo mor�smo entre assinaturas (�). Contudo, observe no diagrama abaixoque esta seta traduz modelos no sentido ontr�ario, i.e., o onjunto e fun�~oes queinterpretam a nova assinatura s~ao, agora, a origem do mor�smo.hN ; 0; su; sum; timesi
_Mod (�)
��hN; 0; su; sumiAssim, uma seta entre as estruturas de interpreta�~ao traduz os modelos queinterpretam os s��mbolos mapeados pelo mor�smo entre as assinaturas, mais espe-i�amente, temos que a �algebra da assinatura destino �e tamb�em uma �algebra daassinatura origem do mor�smo entre assinaturas. Portanto, neste aso o funtorMod(�) esquee a fun�~ao times. Al�em disso, para ada assinatura temos a no�~ao desenten�as. Um mor�smo entre senten�as �e no mesmo sentido que �, relaionandosenten�as da assinatura origem om as da assinatura destino, de aordo tamb�emom �.Considere novamente a primeira assinatura MSEqtl de n�umeros naturais. Po-demos desejar mover para uma assinatura de n�umeros inteiros, tamb�em om 0,suessor e adi�~ao (ver esquema abaixo).�Int ;MSEqtlSortsintOpns0 :! ints : int ! intplus : int ; int ! intEnt~ao, um mor�smo (�) entre essas duas assinaturas traduz o s��mbolo de sortnat para int . Os nomes dos s��mbolos de opera�~oes s~ao mantidos os mesmos, noentanto seus sorts respetivos troam de nat para int .



27Uma �algebra para esta assinatura pode ser uma estrutura que interpreta os��mbolo de sort int omo o onjunto dos n�umeros inteiros Z, e os s��mbolos de ope-ra�~oes 0, s e plus omo a onstante inteira 0, omo a fun�~ao suessor em inteirossu e omo a fun�~ao adi�~ao em inteiros sum, respetivamente. Logo, temos essa�algebra no seguinte esquema.[[Int ;�℄℄;AlgConjuntosZFun0 : f�g ! Zsu : Z! Zsum : Z� Z! Zsu(x ) = x + 1sum(x ; y) = x + yUm mor�smo entre as estruturas de interpreta�~ao de assinaturas �e sempreontravariante, i.e., no sentido ontr�ario do mor�smo entre assinaturas. Observe atradu�~ao das �algebras, dessas duas assinaturas, no diagrama abaixo.hZ; 0; su; sumi
_Mod (�)
��hZ; 0; su; sumiNovamente, nesta tradu�~ao, transparee a id�eia de que um modelo da assina-tura destino (respetiva a �) �e tamb�em um modelo da assinatura origem. Partiu-larmente neste aso, a �algebra destino de Mod(�) �e exatamente a mesma origem.No primeiro exemplo apresentamos a id�eia de um mor�smo entre assinaturasque �e uma inlus~ao (inje�~ao), no segundo, o mor�smo pode ser pensado omo umabije�~ao, assim o pr�oximo exemplo que apresentaremos �e um mor�smo sobrejetor.Para isso, onsidere a seguinte assinatura MSEqtl de n�umeros naturais e valores eopera�~oes booleanas, no esquema a seguir.�NatB ;MSEqtlSortsnat ; boolOpns0 :! nattrue :! boolfalse :! bools : nat ! natnot : bool ! booland : bool ; bool ! boolplus : nat ; nat ! natAgora, queremos relaionar esta assinatura om uma assinatura somente devalores e opera�~oes booleanas, i.e.,



28�Bool ;MSEqtlSortsboolOpnstrue :! boolfalse :! boolnot : bool ! booland : bool ; bool ! boolDe�nimos o mor�smo � de �NatB para �Bool omo uma fun�~ao que relaionaambos s��mbolos de sort nat e bool da primeira assinatura om o �unio s��mbolo boolda segunda. Os s��mbolos de onstantes 0 e true s~ao tamb�em ambos mapeados paratrue e o s��mbolo false �e traduzido para false em �Bool . Os s��mbolos s e not v~aopara not na segunda assinatura. Finalmente, and e plus tem imagem and .Uma �algebra para �Bool , interpreta o s��mbolo de sort bool omo o onjunto devalores booleanos B tal que B = fTRUE ;FALSEg. Os s��mbolos de onstantes truee false s~ao as onstantes TRUE 2 B e FALSE 2 B , respetivamente. Os s��mbolos deopera�~oes not e and s~ao as usuais opera�~oes booleanas : (nega�~ao) e ^ (onjun�~ao)(ver esquema abaixo).[[Bool ;�℄℄;AlgConjuntosBFunTRUE : f�g ! BFALSE : f�g ! B: : B ! B^ : B � B ! BDesta forma, de aordo om o mor�smo entre assinaturas, o mor�smo Mod(�)entre as �algebras �e um mapeamento omo representado no diagrama abaixo.hB ;TRUE ;FALSE ;:;^i
_Mod (�)
��hB ; B ;TRUE ;TRUE ;FALSE ;:;:;^;^iNote, neste �ultimo exemplo, que o relaionamento entre modelos n~ao �e maisuma seta que esquee ou traduz o pr�oprio modelo, mas sim um mor�smo que dupliao arregador e algumas onstantes e opera�~oes. Esta duplia�~ao aontee de aordoom a tradu�~ao (�) dos s��mbolos da assinatura.�E interessante menionar que o mor�smo entre assinaturas (�) �e uma n-uplade fun�~oes, no aso de uma assinatura MSEqtl �e uma dupla de fun�~oes, uma quemapeia sorts e outra que traduz s��mbolos de opera�~oes preservando a aridade. Parailustrar esta situa�~ao onsidere que desejamos relaionar a �ultima assinatura devalores booleanos �Bool , apresentada aima, om a seguinte assinatura de n�umerosnaturais



29�Nat3;MSEqtlSortsnatOpns0 :! nats : nat ! natPodemos pensar no mor�smo � om uma fun�~ao que traduz o sort bool de�Bool para o sort nat de �Nat3, os s��mbolos de onstantes true e false para os��mbolo 0 de �Nat3 e not para s. At�e aqui tudo est�a de aordo, entretanto observeque na assinatura origem temos o s��mbolo de opera�~ao and , o qual tem aridade 2, eque na assinatura destino n~ao temos nenhum s��mbolo de opera�~ao om aridade iguala 2. Como desrito aima o mapeamento � para s��mbolo de opera�~oes �e uma fun�~aoque preserva a aridade ent~ao, neste aso n~ao �e poss��vel estabeleer um mor�smoentre essas duas assinaturas.Toda essa disuss~ao sobre relaionamentos entre assinaturas, �algebras e sen-ten�as veri�ada nos exemplos apresentados, pode ser formalizada pela seguinteDe�ni�~ao 3.1 (Institui�~ao) Uma institui�~ao �e uma qu�adrupla I = (Sign; Sen;Mod ; j=) onde,� Sign �e uma ategoria ujos objetos s~ao assinaturas � e as setas s~ao mor�smosentre assinaturas;� Sen : Sign! Set �e um funtor, assoiando �a ada assinatura � um onjunto desenten�as Sen(�);� Mod : Signop ! Cat �e um funtor, atribuindo para ada assinatura uma orres-pondente ategoria de modelos Mod(�) e� j= �e uma rela�~ao de satisfa�~ao indexada j=� � jMod(�)j � Sen(�), ondejMod(�)j denota a lasse de todos os objetos na ategoria Mod(�) tal quea seguinte propriedade vale para qualquer seta � : �1 ! �2 em Sign, paraqualquer M2 2 jMod(�2)j e para qualquer '1 2 Sen(�1):M2 j=�2 Sen(�)('1) () Mod(�)(M2) j=�1 '1 (Cond. de Satisfa�~ao) 2Esta rela�~ao pode ser observada no seguinte diagrama�1�
��

Mod(�1) oo
j=�1 // Sen(�1)Sen(�)

���2 Mod(�2) oo j=�2 //

Mod (�) OO Sen(�2)Considere agora a Figura 3.1. Ela �e omposta essenialmente por três �elulase setas que estabeleem relaionamentos entre elas. A �elula superior denota aategoria de assinaturas Sign. A �elula inferior �a esquerda representa a ategoria dasategorias Cat e a inferior �a direita a ategoria dos onjuntos Set. Temos duas setasque partem da �elula superior, a que tem destino na �elula inferior �a esquerda e aque hega na inferior �a direita. Esta primeira representa o funtor Mod : Sign! Cat
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FIGURA 3.1 { Institui�~aoe a segunda o funtor Sen : Sign ! Set. Em Cat, as duas sub�elulas denotam asategorias de modelos das respetivas assinaturas em Sign. J�a em Set, as sub�elulass~ao os onjuntos de senten�as dessas assinaturas. Note que a dire�~ao da seta entreas ategorias de modelos �e oposta a dire�~ao da seta que relaiona os onjuntos desenten�as, ilustrando a ontravariânia entre sintaxe e semântia. No entro dodesenho, o s��mbolo j= �e a rela�~ao de satisfa�~ao. Esta rela�~ao junto om as setaspontilhadas abaixo denotam a invariânia da rela�~ao de satisfa�~ao, i.e., a partir deum mor�smo entre assinaturas em Sign, a satisfa�~ao de f�ormulas por modelos �erespeitada oerentemente.A de�ni�~ao de institui�~ao �e t~ao geral quanto poss��vel, desrevendo as ara-ter��stias esseniais dos sistemas l�ogios usuais. Por exemplo, as seguintes l�ogiass~ao institui�~oes: l�ogia de primeira ordem e suas variantes [GOG 92℄, l�ogias tem-porais (linear, branhing) [ARR 96℄, l�ogias modais, �alulo lambda, l�ogia de altaordem [GOG 92℄, Lisp puro, Prolog puro [GOG 2001℄.Considerando, novamente, a primeira assinatura MSEqtl para os n�umeros na-turais (�Nat1), podemos onstruir a partir dela uma teoria (i.e., espei�a�~ao)aresentando os seguintes axiomas[x : nat ℄plus(x ; 0) = x : nat A1[x ; y : nat ℄plus(x ; s(y)) = s(plus(x ; y)) : nat A2Essa teoria, om � = onjunto de axiomas (equa�~oes), na nota�~ao do esquemaabaixo Th��pode ser veri�ada na sequênia



31ThNat1;MSEqtlSortsnatOpns0 :! nats : nat ! natplus : nat ; nat ! nat[x : nat ℄plus(x ; 0) = x : nat A1[x ; y : nat ℄plus(x ; s(y)) = s(plus(x ; y)) : nat A2Nesta espei�a�~ao, os nomes A1 e A2 no �nal de ada axioma s~ao r�otulosque utilizaremos a seguir, para identi�ar de qual axioma estamos falando. Observeque uma �algebra para esta teoria pode ser a mesma introduzida para a assinatura�Nat1, no in��io da se�~ao, j�a que ela n~ao �e somente uma �algebra da assinatura, mastamb�em uma �algebra da espei�a�~ao. Uma �algebra A de uma espei�a�~ao, �e uma�algebra A da assinatura que satisfaz todos os axiomas (neste aso equa�~oes) em �.Como tratamos de uma espei�a�~ao em MSEqtl temos equa�~oes omo axiomas,entretanto em outras l�ogias podemos ter tamb�em outros tipos de f�ormulas. Issomotiva o oneito de satisfa�~ao de um axioma em uma �algebra. Um axioma (nesteaso equa�~ao) �e satisfeito por uma �algebra A se e somente se a avalia�~ao dos ladosdireito e esquerdo da equa�~ao produz o mesmo resultado em A. Por exemplo, onsi-dere a sente�a A1 da espei�a�~ao ThNat1. Sejam AThNat1 a �algebra da espei�a�~aoe �nat : fxg ! N uma atribui�~ao �arbitr�aria. Para veri�ar que a senten�a A1 �e satis-feita pela �algebra AThNat1, temos que provar que: �nat(plus(x ; 0)) = �nat(x ), para aavalia�~ao � segundo a de�ni�~ao 4.13. Sabendo que a avalia�~ao �e um homomor�smo,temos:�nat(plus(x ; 0)) = sum(�nat(x ); �nat(0)) (de�ni�~ao 4:13)= �nat(x ) + 0 ( de�ni�~ao de sum)= �nat(x ) (de�ni�~ao de + )3.2 De�ni�~oes DerivadasAs estruturas derivadas apresentadas nesta se�~ao s~ao essenialmente a no�~aode onsequênia semântia e algumas de�ni�~oes que envolvem teorias. Na �area deespei�a�~ao alg�ebria teorias s~ao representadas omo espei�a�~oes, i.e., assinaturajunto om axiomas (ver ThNat1). Essas estruturas s~ao prinipalmente importantespara as aplia�~oes (ponto de vista do usu�ario), i.e., para onstruir espei�a�~oes.�E interessante salientar que existe um outro oneito de teoria sem a no�~ao derepresenta�~ao, que hamamos de teoria l�ogia que �e um onjunto de axiomas fehadosob a no�~ao de onsequênia l�ogia. A maioria dos oneitos apresentados nestase�~ao s~ao adaptados de [MAR 99℄.Em institui�~oes temos a no�~ao de satisfa�~ao, i.e., abordagem modelo-te�oria.Contudo, a partir de uma institui�~ao podemos derivar uma rela�~ao de onsequêniaentre um onjunto de f�ormulas � e uma f�ormula ', a qual hamamos de onsequêniasemântia, que pode ser formalizada na seguinteDe�ni�~ao 3.2 (Consequênia Semântia)



321. Um modelo M 2 jMod(�)j satisfaz um onjunto de senten�as � � Sen(�),esrito M j=� �, se e somente se 8' 2 � : M j=� �.2. Uma senten�a ' 2 Sen(�) �e uma onsequênia semântia de um onjunto desenten�as � 2 sen(�), esrita � j=� ', se e somente se, 8M 2 jMod(�)j :M j=� � =) M j=� '.3. Um onjunto de senten�as � � Sen(�) satisfaz a onsequênia semântia deum onjunto de senten�as � � Sen(�), esrito � j=� �, se e somente se8' 2 � : � j=� '.Corol�ario 3.11. Dados �;� � Sen(�) e � � �, temos que M j=� �) M j=� �.2. Dados �;� � Sen(�) e M 2j Mod(�) j, temos que M j=� � [�, M j=� �e M j=� �.3. Dados �1;�2;�3 � Sen(�), temos quese �1 j=� �2 e �2 j=� �3, ent~ao �1 j=� �3:Prova. Temos que provar as três a�rma�~oes do orol�ario. Come�amos om o item 1e na sequênia temos os itens 2 e 3.1. Seja M j=� � pela hip�otese. Ent~ao, pela de�ni�~ao 3.2,1, temos que 8' 2 � :M j=� '. Como � � �, segue que 8' 2 � : M j=� '. Novamente pelade�ni�~ao 3.2,1, temos que M j=�, o que era para ser mostrado.2. Primeiro, da esquerda para direita ()). Note que M j=� � [� ) M j=� �,pelo lema 3.1. Da mesma forma M j=� � [�) M j=� �. Logo, M j=� � eM j=� �.Seguindo a prova, da direita para a esquerda ((). Por hip�otese temos queM j=� � e M j=� �. Agora, note que se M j=� � [ � ent~ao 8' 2 � [ � :M j=� '. Pela de�ni�~ao de onjuntos temos que onsiderar dois asos, j�a que' 2 �[� ent~ao ' 2 � ou ' 2 � (ou ambos). Segue de ' 2 � e pela hip�oteseM j=� � que M j=� '. Logo, por vauidade M j=� '.3. Seja M 2j Mod(�) j um modelo arbitr�ario. Temos que mostrar que se M j=��1 ent~ao M j=� �3. Mas por hip�otese sabemos que se M j=� �1 ent~ao M j=��2. Novamente pela hip�otese, omo M j=� �2 ent~ao M j=� �3, o que onluia prova j�a que M �e arbitr�ario.Seguindo, apresentamos mais algumas estruturas sint�atias e semântias que s~aobaseadas em uma institui�~ao arbitr�aria I.Al�em da de�ni�~ao de teoria apresentamos o funtor modelo generalizado, quetem omo origem a ategoria de teorias e omo destino Cat. Contudo, preisamosprimeiramente de�nir um importante operador, que de�ne uma subategoria heiadeMod(�). Nesta subategoria vamos ter os �-modelos que satisfazem um onjuntode senten�as �.



33De�ni�~ao 3.3 (Subategoria de Modelos) Dada uma assinatura � 2j Sign j eum onjunto de senten�as � � Sen(�), de�nimos a ategoria mod(�)(�) omo asubategoria heia de Mod(�) determinada por aqueles modelosM 2j Mod(�) j quesatisfazem todas as senten�as em �, isto �e, a parte dos objetos �e de�nida omoj mod(�)(�) j=def fM 2j Mod(�) j j M j=� �g:A preserva�~ao de onsequênia l�ogia pelos mor�smo entre assinaturas �e represen-tada no seguinteLema 3.1 Sejam �1;�2 � Sen(�1) e � : � ! �2 um mor�smo entre assinaturasem Sign. Ent~ao o seguinte vale:�1 j=�1 �2 ) Sen(�)(�1) j=�2 Sen(�)(�2):Prova. Por duas aplia�~oes da ondi�~ao de satisfa�~ao e pela hip�otese, segue que,para todo M2 2j Mod(�2) j; M2 j=�2 Sen(�)(�1) , Mod(�)(M2) j=�1 �1 )Mod(�)(M2) j=�1 �2 , M2 j=�2 Sen(�)(�2):De�ni�~ao 3.4 (Teoria) Uma representa�~ao de uma teoria �e um par T = h�;�i,tal que � 2j Sign j; � � Sen(�).De�ni�~ao 3.5 (Categoria Th) A ategoria Th de teorias e mor�smos que preser-vam axiomas tem:� T = h�;�i omo objetos;� setas h�; j=i : h�;�i ! h�0;�0i, tal que � : � ! �0 �e um mor�smo entreassinaturas em Sign e �0 j=�0 Sen(�)(�);� o mor�smo identidade �e de�nido omo: id : hid�; j=i : h�;�i ! h�;�i, tal queid� : � ! � �e um mor�smo em Sign e � j=� Sen(id)(�). Como Sen �e umfuntor � j=� idSen(�) = �;� omposi�~ao: sejam h�; j=i : h�;�i ! h�0;�0i e h ; j=i : h�0;�0i ! h�00;�00isetas em Th, ent~ao temos que �0 j=�0 Sen(�)(�) e �00 j=�00 Sen( )(�0), tal quea omposi�~ao �e �00 j=�00 Sen( Æ �)(�).Nota 3.1 Temos que veri�ar se �00 j=�00 Sen( Æ �)(�) �e uma seta em Th. Sejam�0 j=�0 Sen(�)(�) e �00 j=�00 Sen( )(�0). Assim pelo lema 3.1 (monotoniidade deSen( ) em rela�~ao a j=), temos que Sen( )(�0) j=�00 Sen( )(Sen(�)(�)). Agora,pela transitividade de j=�00 (ver orol�ario 3.1.3), temos que �00 j=�00 Sen( )(�0) eSen( )(�0) j=�00 Sen( )(Sen(�)(�)) implia que �00 j=�00 Sen( )(Sen(�)(�)). Agorapela de�ni�~ao de omposi�~ao do funtor Sen temos �00 j=�00 Sen( Æ �)(�), que �e oque devia ser provado.Cada mor�smo entre teorias possui uma denota�~ao, que �e um funtor que ma-peia modelos da teoria destino para modelos da teoria origem. Devido a ondi�~aode satisfa�~ao de uma institui�~ao, podemos de�nir um funtor omo uma restri�~ao dorespetivo funtor que �e a denota�~ao do mor�smo entre assinaturas. Em detalhes,temos essa id�eia apturada pela seguinte



34Proposi�~ao 3.1 (Funtor Modelo Generalizado) Dada uma teoria h�;�i 2jTh j, a atribui�~ao Mod j=(h�;�i) =def mod(�)(�) determina um funtor Mod j= :Thop ! Cat, hamado funtor modelo generalizado.Nota 3.2 Para veri�ar a proposi�~ao aima onsideramos � : h�1;�1i ! h�2;�2ium mor�smo entre teorias em Th. Ent~ao, pela de�ni�~ao de mor�smo entre teorias,temos que �2 j=�2 Sen(�)(�1). Assim, para qualquer M2 2 Mod j=h�2;�2i), segueque M2 j=�2 Sen(�)(�1), e pela ondi�~ao de satisfa�~ao , temos que Mod(�)(M2) j=�1�1, isto �e Mod(�)(M2) 2j Mod j=(h�1;�1i) j. Isto signi�a que o funtorMod(�) : Mod(�2)! Mod(�1)se restringe ao funtor Mod j=(�) : Mod j=h�2;�2i ! Mod j=h�1;�1i).h�1;�1i�
��

Mod j=(h�1;�1i) �

� // Mod(�1)h�2;�2i Mod j=(h�2;�2i) �

� //

Mod (�)j=OO Mod(�2)Mod (�)OO

3.3 Notas Bibliogr�a�asA teoria das institui�~oes foi primeiramente introduzida por Goguen & Burstal[GOG 84℄, para desrever de uma maneira uniforme uma diversidade de sistemasl�ogios utilizados para espei�a�~ao. Esta id�eia foi essenial no trabalho om alinguagem de espei�a�~ao Clear [BUR 80℄, suportando modulariza�~ao e parametri-za�~ao para estruturar o reuso de espei�a�~oes formais. O trabalho em institui�~oesfoi posteriormente enriqueido por seus autores em [GOG 92℄, na �area de teoria abs-trata dos modelos. Al�em disso, essas id�eias têm tamb�em infueniado outros traba-lhos de autores diferentes, omo por exemplo: Foundations [POI 89℄, ��institutions[FIA 87℄, General Logis [MES 89℄. Uma interessante apresenta�~ao uni�ada desistemas l�ogios para espei�a�~ao pode ser enontrada em [WOL 94℄.



354 Institui�~oes INeste ap��tulo mostramos em detalhes duas institui�~oes que s~ao espeialmenterelevantes neste texto, i.e.,l�ogia equaional multi-sortida e l�ogia equaional orde-nada por sorts. Para a primeira l�ogia, introduzimos o funtor Sen, o funtor Mod e arela�~ao de satisfa�~ao indexada por assinaturas. Em rela�~ao ao funtor Sen s~ao vistosos oneitos de termos e f�ormulas nessas l�ogias, bem omo a tradu�~ao destes indu-zida pelo mor�smo entre assinaturas. Na se�~ao respetiva ao funtor Mod uidadoespeial �e dado ao funtor esqueimento, que pode ser visto omo uma seta entre asategorias de modelos de assinaturas que est~ao relaionadas por mor�smos em Sign.Uma id�eia interessante que pode ser analisada uidadosamente nessa institui�~ao �e ooneito de atribui�~oes orrespondentes, j�a que elas têm papel essenial para provara rela�~ao de satisfa�~ao. Para a l�ogia equaional ordenada por sorts apresentamossomente a ategoria de assinaturas devido a similaridade dos demais oneitos oma institui�~ao disutida anteriormente. Salientamos que as se�~oes s~ao estruturadasom uma disuss~ao informal sobre ada uma das l�ogias no primeiro momento, eent~ao seguindo, temos as de�ni�~oes formais.4.1 Institui�~ao da L�ogia Equaional Multi-SortidaDe forma a introduzir uma disuss~ao informal da institui�~ao da l�ogia equai-onal multi-sortida (daqui em diante, simplesmente MSEqtl), onsidere as seguintesespei�a�~oes.ThString ;MSEqtlSortsstring ; natOpns0 :! natvazia :! strings : nat ! natons : nat ; string ! string�rst : string ! natrest : string ! string[x : nat ;w : string ℄ �rst(ons(x w)) = x : nat A1[x : nat ;w : string ℄ rest(ons(x w)) = w : string A2Primeiramente, temos uma espei�a�~ao da estrutura de dados string de n�umerosnaturais, om string e nat omo s��mbolos de sorts. Observe que os �unios s��mbolosde opera�~oes sobre o sort nat s~ao 0 e s. O s��mbolo de opera�~ao ons espei�a oonstrutor para o sort string . Al�em disso, note que os axiomas sobre os s��mbolos�rst e rest espei�am o que deve fazer uma poss��vel fun�~ao que interpret�a-los.Os nomes A1 e A2 no �nal de ada equa�~ao, no esquema aima, s~ao r�otulos queser~ao utilizados a seguir para identi�ar de qual equa�~ao estamos falando. Agora,onsidere a seguinte espei�a�~ao de listas de n�umeros inteiros.



36ThList ;MSEqtlSortslist ; intOpns0 :! intempty :! lists : int ! intplus : int ; int ! inttail : list ! listhead : list ! intons : int ; list ! list[x : int ℄ plus(x ; 0) = x : int B1[x ; y : int ℄ plus(x ; s(y)) = s(plus(x ; y)) : int B2[x : int ; l : list ℄ head(on(x l)) = x : int B3[x : int ; l : list ℄ tail(on(x l)) = l : list B4Nesta teoria, para o sort int , al�em dos s��mbolos de opera�~oes 0 e s temos tamb�emplus. Novamente, o s��mbolo ons espei�a o onstrutor, s�o que agora para o sortlist . Note que empty �e o �unio s��mbolo de onstante para list . Novamente, maramosada equa�~ao om um r�otulo (B1;B2;B3;B4) para identi�a�~ao.Observando essas duas teorias, podemos desejar estabeleer um mor�smo (�)entre as assinaturas (�String ;�List) das duas espei�a�~oes. Note, nos esquemasapresentados, que a assinatura est�a antes do tra�o que mara o in��io das equa�~oes.Mais preisamente, um mapeamento entre assinaturas traduz sorts e s��mbolos defun�~oes de �String para �List . Ent~ao, temos as seguintes tradu�~oes�(string) = list�(nat) = int�(0) = 0�(vazia) = empty�(s) = s�(ons) = ons�(�rst) = head�(rest) = tailNeste ontexto, podemos pensar tamb�em em tradu�~oes de senten�as do on-junto de senten�as de ThString para o onjunto ThList . Assim, temos um �, quetroa os nomes de aordo om o mor�smo entre assinaturas (�), tal que:�([x : nat ; s : string ℄; �rst(ons(x w)) = x : nat) == ([x : int ; l : list ℄; head(ons(x l)) = x : int)�([x : nat ; s : string ℄; rest(ons(x w)) = w : string) == ([x : int ; l : list ℄; tail(ons(x l)) = l : list)Uma �algebra para espei�a�~ao ThString �e a seguinte estrutura,



37[[String ;MSEqtl ℄℄;AlgConjuntosN ;N �Fun0 : f�g ! N� : f�g ! N�su : N ! N:: : N � N� ! N�hd : N� ! Ntl : N� ! N�hd(n :: y) = ntl(n :: y) = yque interpreta o s��mbolo de sort nat omo o onjunto dos n�umeros naturais N , osort list omo palavras de naturais, o s��mbolo de opera�~ao 0 omo a onstante 0 dosnaturais, o s��mbolo vazia omo a palavra vazia de n�umeros naturais �, o s��mbolo deopera�~ao �rst omo a fun�~ao hd e �nalmente rest omo a fun�~ao tl .Como j�a menionado no ap��tulo anterior, quando trabalhamos om espei-�a�~oes e estruturas de interpreta�~ao para elas, temos o oneito de satisfa�~ao def�ormulas (da espei�a�~ao) pela �algebra. Logo, a satisfa�~ao de f�ormulas em ThString�e tal que: seja AString a estrutura de interpreta�~ao MSEqtl de�nida aima, e sejam�nat : fxg ! N�str : fwg ! N�atribui�~oes arbit�arias. Para provar que a senten�a A1 �e satisfeita pela �algebra,signi�a veri�ar que �str (�rst(ons(x w)) = �nat(x ), para a avalia�~ao � segundo ade�ni�~ao 4.13. Ent~ao, temos:�str(�rst(ons(x w)) = hd(�str(ons(x w))) (de�ni�~ao 4:13)= hd(�nat(x ) :: �str (w)) (de�ni�~ao 4:13)= �nat(x ) (de�ni�~ao de hd)Agora para a senten�a A2 �e preiso veri�ar que �str (rest(ons(x w))) =�str (w). Assim, temos:�str(rest(ons(x w)) = tl(�rest(ons(x w)) (de�ni�~ao 4:13)= tl(�nat(x ) :: �str(w)) (de�ni�~ao 4:13)= �str(w) (de�ni�~ao de tl)Na sequênia, onsidere a �algebra para espei�a�~ao ThList no seguinte es-quema.



38[[List ;MSEqtl ℄℄;AlgConjuntosZ;Z�Fun0 : f�g ! Z� : f�g ! Z�su : Z! Zsum : Z� Z! Zhd : Z�! Ztl : Z�! Z�:: : Z� Z�! Z�su(n) = n + 1sum(n;m) = n +mhd(n :: l) = ntl(n :: l) = lTemos que o s��mbolos de sorts int e list s~ao interpretados pelo onjunto dosn�umeros inteiros e por palavras de inteiros, respetivamente. Nesta estrutura deinterpreta�~ao, as fun�~oes 0 e su que denotam 0 e s s~ao de�nidas sob n�umerosinteiros, diferentes das de�nidas na �algebra anterior que eram sob naturais.Para este segundo exemplo, novamente temos a no�~ao de satisfa�~ao dos axio-mas da teoria ThList pela �algebra AList de�nida aima. Assim, sejam�nat : fx ; yg ! Z�list : flg ! Z�atribui�~oes arbit�arias. Para provar que a senten�a B1 �e satisfeita pela �algebra signi-�a veri�ar que �nat(plus(x ; 0)) = �nat(x ). Logo, temos:�nat(plus(x ; 0)) = sum(�nat(x ); �nat(0)) (de�ni�~ao 4:13)= �nat(x ) + �nat(0) (de�ni�~ao de sum)= �nat(x ) + 0 (de�ni�~ao 4:13)= �nat(x ) (de�ni�~ao de +)Para a senten�a B2 temos �nat(plus(x ; s(y))) = �nat(s(plus(x ; y))). Assim,�nat(plus (x ; s(y))) = sum(�nat(x ); �nat(s(y))) (de�ni�~ao 4:13)= �nat(x ) + �nat(s(y)) (de�ni�~ao de sum)= �nat(x ) + (su(�nat(y))) (de�ni�~ao 4:13)= �nat(x ) + �nat(y) + 1 (de�ni�~ao de su)Agora, para o lado direito de B2 temos:�nat(s(plus(x ; y))) = su(�nat(plus(x ; y))) (de�ni�~ao 4:13)= su(sum(�nat(x ); �nat(y)) (de�ni�~ao 4:13)= su(�nat(x ) + �nat(y)) (de�ni�~ao de sum)= �nat(x ) + �nat(y) + 1 (de�ni�~ao de su)que �e o que tinha que ser provado. Seguindo, para B3 temos �list(head(on(x l))) =�nat(x ). Assim,�list(head(on(x l))) = hd(�list(on(x l))) (de�ni�~ao 4:13)= hd(�nat(x ) :: �list(l)) (de�ni�~ao 4:13)= �nat(x ) (de�ni�~ao de hd)



39Finalmente, para B4, preisamos veri�ar que �list(tail(on(x l))) = �list(l). Ent~ao:�list(tail(on(x l))) = tl(�list(on(x l)) (de�ni�~ao 4:13)= tl(�nat(x ) :: �list(l)) (de�ni�~ao 4:13)= �list(l) (de�ni�~ao de tl)Desta maneira, provamos que essas duas �algebras s~ao modelos das respetivas espe-i�a�~oes.Agora, voltando �a id�eia iniial de relaionamento entre as espei�a�~oes, po-demos de�nir um mor�smo,Mod(�) : AList ! AString , (induzido pelo mor�smo entreassinaturas) entre essas duas �algebras que �e dado no sentido ontr�ario, i.e., de AListpara AString . Portanto, tratamos da seguinte tradu�~ao:AList = hZ;Z�; 0; �; su; :: ; sum; hd ; tli
_Mod (�)
��hZ;Z�; 0; �; su; :: ; hd ; tlionde a fun�~ao sum �e esqueida. �E importante notar que esta seta traduz os modelosde AList que satisfazem os axiomas relaionados por �.Contudo, �e essenial que a satisfa�~ao de f�ormulas por modelos seja est�avel soba troa de nota�~ao pelo mor�smo entre assinaturas, i.e., se temos que um modelosatisfaz os axiomas traduzidos, ent~ao, para qualquer tradu�~ao �, temos que o modelotraduzido satisfaz os axiomas origem. Assim, na tradu�~ao das espei�a�~oes aimatemos: AList j=�List Sen(�)('), Mod(�)(AList) j=�String 'Esta disuss~ao motiva pensarmos em assinaturas omo objetos em uma ate-goria e mor�smos entre assinaturas omo setas nesta ategoria. Tamb�em, podemosexpressar de maneira estruturada, o proesso que assoia ada assinatura om seuonjunto de f�ormulas e om sua lasse de modelos, i.e., atrav�es de dois funtores. Osdois om origem na ategoria de assinaturas e om destino em Set e Cat, respeti-vamente.Isto tudo pode ser formalizado nas de�ni�~oes apresentadas nesta se�~ao.4.1.1 Categoria SignMSEqtl de AssinaturasA ategoria de assinaturas MSEqtl, tem assinaturas MSEqtl omo objetos emor�smos entre assinaturas omo setas. Uma assinaturaMSEqtl onsiste de um on-junto om nomes de sorts e de uma fam��lia de onjuntos om s��mbolos de opera�~oesindexada pela aridade e sort odom��nio desses s��mbolos. Neste sentido, aridade podeser pensada omo uma palavra de sorts. Essa id�eia pode ser veri�ada em detalhesna seguinteDe�ni�~ao 4.1 (Assinatura) Uma assinatura MSEqtl (equaional) �e um par � =hS ;F i, onde:



40� S �e um onjunto de nomes de sorts,� F �e um fam��lia de onjuntos de nomes de operadores, indexada por S � � S .Assim, F = hFw ;s j w 2 S �; s 2 S i. Um operador f 2 Fw ;s om aridade w esort s �e esrito f : w ! s.Um mor�smo entre tais assinaturasMSEqtl onsiste de uma fun�~ao que traduzs��mbolos de sorts e uma fam��lia de fun�~oes que mapeia s��mbolos de opera�~oes. Maispreisamente, este mor�smo d�a para ada sort e para ada s��mbolo de opera�~ao daassinatura origem um respetivo na assinatura destino.De�ni�~ao 4.2 (Mor�smo entre Assinaturas MSEqtl) Dadas duas assinaturas�1 = hS1;F1i e �2 = hS2;F2i. Um mor�smo � : �1 ! �2 �e um par h�S ; �F i, onde:� �S �e um mapeamento �S : S1 ! S2 de sorts� �F �e uma fam��lia de mapeamentos de s��mbolos de fun�~oes indexada por S ��S ,tal que: �F = h�w ;s : F1;w ;s ! F2;��(w);�(s)i, onde �� �e a extens~ao de �S : S ! Spara palavras de S �, isto �e, ��(s1 : : : sn) = �(s1) : : : �(sn) para todo s1 : : : sn 2S �, lembrando que ��(�) = �Nota 4.1 Para a nota�~ao �ar mais lara, esrevemos �(s) no lugar de �S(s), �(f )no lugar de �F (f ) e f : s1 : : : sn ! s omo f : w ! s se w = s1 : : : sn .Tendo os oneitos de assinaturas e mor�smo entre assinaturas MSEqtl pode-mos de�nir ent~ao o primeiro ingrediente da institui�~ao desta l�ogia, i.e., ategoriaSignMSEqtl .De�ni�~ao 4.3 (Categoria SignMSEqtl) A ategoria SignMSEqtl tem:� assinaturas equaionais (hS ;F i) (segundo a de�ni�~ao 4.1) omo objetos,� mor�smos entre assinaturas omo mor�smos,� a omposi�~ao dos mor�smos �e a omposi�~ao dos mapeamentos nos omponen-tes, i.e., sejam� : �1 ! �2 = h�S ; �F i e  : �2 ! �3 = h S ;  F imor�smos em Sign, onde�S : S1 ! S2 e �F : F1 ! F2que �e de�nida omo:�F = h�w ;s : F1;w ;s ! F2;��(w);�(s)ipara todo w 2 S �1 e s 2 S1, onde �� : S �1 ! S �2 . Igualmente para o mor�smo , temos S : S2 ! S3 e  F : F2 ! F3que �e de�nida omo: F = h w ;s : F2;w ;s ! F3; �(w); (s)i



41para todo w 2 S �2 e s 2 S2, onde  � : S �2 ! S �3 . Ent~ao, a omposi�~ao dessesmapeamentos �e tal que: Æ � : �1 ! �3 =Def ( S Æ �S ;  F Æ �F )de�nida para ada omponente dos mor�smos. Assim, a de�ni�~ao da ompo-si�~ao para a omponente S �e( S Æ �S )(s) =  (�(s)) 2 S3para todo s 2 S1, e para a omponente F �e( F Æ �F )w ;s =Def ( ��(w);�(s) Æ �w ;s):Note que, pela de�ni�~ao da omposi�~ao na omponente F , temos que:( F Æ �F )w ;s : F1;w ;s ! F3; �(��(w)); (�(s)) :Isto pode ser veri�ado nos seguintes diagramas. Onde, para �, temosS1�
��

S �1 � S1����
��

F1;w1;s1�w1;s1
��S2 S �2 � S2 F2;��(w1);�(s1)para  temos S2 

��

S �2 � S2 �� 
��

F2;w ;s w2;s2
��S3 S �3 � S3 F3; �(w2); (s2)�nalmente, para omposi�~ao ( Æ �)S1( Æ�)

��

S �1 � S1( Æ�)��( Æ�)
��

F1;w1;s1 ��(w1);�(s1)Æ�w1;s1
��S3 S �3 � S3 F3; �(��(w1)); (�(s1))� os mor�smos identidade id� : �1 ! �1 s~ao pares de mapeamentos identidadesid� = hidS ; idF i. Assim, sejamid� : �1 ! �1 = hidS ; idF i e � : �1 ! �2 = h�S ; �F i



42mor�smos em Sign, ondeidS : S1 ! S1 e idF : F1 ! F1que �e de�nida omo:idF = hidFw ;s : F1;w ;s ! F1;id�(w);id(s)ipara todo w 2 S �1 e s 2 S1, onde id� : S �1 ! S �1 . Igualmente para o mor�smo�, temos�S : S1 ! S2 e �F : F1 ! F2que �e de�nida omo:�F = h�Fw ;s : F1;w ;s ! F2;��(w);�(s)ipara todo w 2 S �1 e s 2 S1, onde �� : S �1 ! S �2 . Ent~ao, temos que a omposi�~aodesses mor�smos �e de�nida omo:� Æ id� : �1 ! �2 =def h�S Æ idS ; �F Æ idF ii.e., para ada omponente dos mor�smos. Logo, a de�ni�~ao da omposi�~aopara a omponente S �e(�S Æ idS )s = �S (idS)s = �spara todo s 2 S1. Finalmente, para a omponente F temos:(�F Æ idF )w ;s =def (�id�(w);id(s) Æ idw ;s) = �w ;s :Novamente, temos os diagramas representativos, tal que para id�, temos:S1id
��

S �1 � S1id��id
��

F1;w1;s1idw1;s1
��S1 S �1 � S1 F1;id�(w1);id(s1)O diagrama de � pode ser observado no ��tem aima. Ent~ao, a omposi�~ao �eS1(�Æid)

��

S �1 � S1(�Æid)��(�Æid)
��

F1;w1;s1�id�(w1);ids1 Æidw1;s1
��S2 S �2 � S2 F2;��(id�(w1));�(id(s1))que pode ser simpli�ada omo:S1(�Æid)

��

S �1 � S1(�Æid)��(�Æid)
��

F1;w1;s1�w1;s1
��S2 S �2 � S2 F2;��(w1);�(s1)Seguindo a de�ni�~ao de institui�~ao, apresentamos agora, o segundo ingredienteda l�ogia MSEqtl, i.e., funtor modelo (ModMSEqtl).



434.1.2 Funtor Modelo ModMSEqtl : SignopMSEqtl ! CatO funtor ModMSEqtl (daqui em diante, representado simpli�adamente Mod)atribui para ada assinatura � 2j SignMSEqtl j uma ategoria de �-�algebras omo ob-jetos e homomor�smos entre �-�algebras omo mor�smos. No aso da l�ogia MSEqtlos modelos s~ao �algebras ent~ao, esrevemos �-�algebras no lugar de �-modelos .Uma �-�algebra interpreta ada s��mbolo de sort da assinatura omo um on-junto e ada s��mbolo de opera�~ao omo uma fun�~ao.De�ni�~ao 4.4 (�-�algebra) Seja � = hS ;F i uma assinatura. Uma �-�algebra A =hA(S );A(F )i �e dada por:� A(S ) = hAs j s 2 S i que �e uma fam��lia de onjuntos indexada por S , os quaiss~ao hamados \arregadores".� A(F ) = hA(F )w ;s j w 2 S �; s 2 S i �e uma fam��lia de fun�~oes indexada porS � � S , om uma fun�~ao Af ;w ;s : Aw ! Aspara ada s��mbolo de opera�~ao f : w ! s 2 F , onde A(s1 : : : sn) = As1 � : : :� Asnno aso de w = s1 : : : snComo visto na de�ni�~ao aima, �-�algebras em geral têm v�arios onjuntosarregadores. Ent~ao uma fam��lia de mapeamentos entre esses onjuntos �e hamadahomomor�smo entre �-�algebras, se os mapeamentos s~ao ompat��veis om todas asonstantes e fun�~oes da �algebra. Assim, essa id�eia �e apturada na seguinteDe�ni�~ao 4.5 (�- Homomor�smo) Dadas duas �-�algebras A e B , um �- homo-mor�smo h : A! B �e uma fam��lia de mapeamentos indexada por S .h = hhs : As ! Bs j s 2 S i,tal que h �e ompat��vel om as opera�~oes, isto �e,hs(Af (a1; : : : ; an)) = Bf (hs1(a1); : : : ; hsn (an))Aw hw //Af ;w;s
��

BwBf ;w;s
��As hs // Bspara ada s��mbolo de opera�~ao n-�ario f : s1 : : : sn ! s 2 F e todo a1 2 As1 ; : : : ; an 2Asn .Nota 4.2 Denotamos (hs1(a1); : : : ; hsn (an)) omo hw(a) om a 2 Aw . Assim, pode-mos esrever, simpli�adamente, a ondi�~ao de homor�smo: hs Æ Af = Bf Æ hwA de�ni�~ao do funtorMod em objetos atribui para ada assinatura � 2 j Sign juma ategoria de �-�algebras.



44Proposi�~ao 4.1 (Categoria ModMSEqtl) Dada um assinatura �. A ategoria Mod(�)MSEqtlonsiste de: �-�algebras omo objetos e �-homomor�smos entre as �algebras omomor�smos.Prova. Temos que provar que os homor�smos entre as �algebras preservam identidadee omposi�~ao. Primeiramente, o homomor�smo identidade (mapeamento identidadenos arregadores) �e realmente a identidade, pois a de�ni�~ao �e baseada em mapeamen-tos. Segundamente, a omposi�~ao de homomor�smos deve ser um homomor�smo.Sejam h = (hs : As ! Bs j s 2 S ) e g = (gs : Bs ! Cs j s 2 S ) dois homo-mor�smos, de�nimos a omposi�~ao desses �-homomor�smos omo a omposi�~ao demapeamentos em Set, isto �e:h(g Æ h)s j s 2 S i = (gs Æ hs : As ! Cs j s 2 S )Assim, temos que provar que a omposi�~ao �e ompat��vel om as opera�~oes. Ent~ao,sejam os dois homomor�smos h e g de�nidos aima, temos que o seguinte diagramaomuta: Aw hw //Af ;w;s
��

BwBf ;w;s
��

gw // CwCf ;w;s
��As hs // Bs gs // Csou seja,(g Æ h)s Æ Af = (gs Æ hs) Æ Af (pela de�ni�~ao de omposi�~ao)= gs Æ Bf Æ hw (h �e um homomor�smo)= Cf Æ gw Æ hw (g �e um homomor�smo)= Cf Æ (g Æ h)w (pela de�ni�~ao de omposi�~ao)para todo s 2 S e f : w ! s 2 F e w = s1 : : : snAgora, pela de�ni�~ao do funtorMod em setas, temos para ada mor�smo entreassinaturas �, um funtorMod(�), entre as ategorias das �-�algebras relaionadas por�. Contudo, se o mor�smo entre assinaturas �e de � para �0, ent~ao o funtor Mod(�)�e da ategoria de �0-�algebras para a de �-�algebras. Nos exemplos apresentadosno in��io do ap��tulo podemos observar a ontravariânia desse funtor. ChamamosMod(�) de funtor esqueimento, que �e mostrado em detalhes, na seq�uênia. Nestetrabalho, utilizamos o nome funtor esqueimento que �e uma heran�a dos estudos em�Algebra Universal, entretanto a terminologia funtor restri�~ao tamb�em �e adequada.De�ni�~ao 4.6 (Funtor Esqueimento (forgetful)Mod(�)MSEqtl) Dado ummor-�smo entre assinaturas � : �1 ! �2 em Sign, de�nimos um funtor esqueimentoMod(�) : Mod(�2)! Mod(�1) em �2-�algebras e �2-homomor�smos.1. Para toda �2-�algebra A2 temos um �1-�algebra Mod(�)(A2), ondeMod(�)(A2)s1 =Def A2;�(s1) para todo s1 2 S1 eMod(�)(A2)f1 =Def A2;�(f1) para todo f1 2 F12. Para todo �2-homomor�smo h2 : A2 ! B2 obtemos um �1-homomor�smo



45Mod(�)(h2) : Mod(�)(A2)! Mod(�)(B2) de�nido porMod(�)(h2)s1 =Def h2;�(s1) para todo s1 2 S1O diagrama seguinte representa a de�ni�~ao do funtor esqueimento em objetose setas. (A2)s1 A2;�(s1)�

Mod (�)oo(A2)f1 A2;�(f1)�

Mod (�)oo(h2)s1 h2;�(s1)�

Mod (�)ooNota 4.3 Preisamos veri�ar se o mapeamento preserva as identidades e �e om-pat��vel om a omposi�~ao, ou seja, �e um funtor.1. Mod(�) preserva as identidades. Seja A2 uma �2-�algebra que tem omo iden-tidades idA2 : A2 ! A2. Para todo s1 2 S1, temos:Mod(�)(idA2)s1 = idA2;�(s1) (pela de�ni�~ao 4.6,1)= idMod (�)(A2)s1 (pela de�ni�~ao 4.6,1 )2. Mod(�) �e ompat��vel om a omposi�~ao de homomor�smos. Dados dois �2-homor�smos h2 : A2 ! B2 e g2 : B2 ! C2 para todo s1 2 S1, temos:Mod(�)(g2 Æ h2)s1 = (g2 Æ h2)�(s1) (pela def. 4.6,2)= g2;�(s1) Æ h2;�(s1) (omp. em Set)= Mod(�)(g2)s1 ÆMod(�)(h2)s1 (pela def. 4.6,2)Finalmente, o funtorMod , que onsiste essenialmente nos omponentes semântiosda institui�~ao MSEqtl �e formalizado abaixo.Proposi�~ao 4.2 (Funtor ModMSEqtl) Podemos de�nir ModMSEqtl omo um fun-tor ModMSEqtl : SignopMSEqtl ! Cat, tal que,� Para toda assinatura � 2j Sign j, Mod(�) �e a ategoria de todas as �-�algebrassegundo a proposi�~ao 4.1 .� Para todo mor�smo entre assinaturas � : �1 ! �2 em Sign, Mod(�) : Mod(�2)!Mod(�1) �e o funtor \esqueimento" omo de�nido em 4.6.Prova. Preisamos provar que o funtor ModMSEqtl preserva o mor�smo identidade ea omposi�~ao.1. Para veri�ar seModMSEqtl �e ompat��vel om a omposi�~ao, sendo � : �1 ! �2e  : �2 ! �3 dois mor�smos em Sign, temos que provar que os seguintesmor�smos em Cat s~ao iguais:
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Mod(�3)Mod ( Æ�)

��

Mod(�3)Mod ( )
��Mod(�2)Mod (�)
��Mod(�1) Mod(�1)Para todo s 2 S e para toda �3-�algebra A3, temos que: Mod( Æ�)(A3)s =DefA3; (�(s)), ent~ao:Mod( Æ �)(A3)s = A3; (�(s)) (pela de�ni�~ao aima)= (Mod( )(A3))�(s) (pela def. 4.6)= Mod(�)(Mod( )(A3))s (pela def. 4.6)= (Mod(�) ÆMod( ))(A3)s (pela omp. em Set)2. Da mesma maneira, para veri�ar se ModMSEqtl preserva as identidades, sendo� : �1 ! �2 e id1 : �1 ! �1 mor�smos em Sign, temos que provar que osseguintes mor�smos em Cat s~ao iguais:Mod(�2)Mod (�)

��

Mod(�2)Mod (�)
��Mod(�1)Mod (id1)
��Mod(�1) Mod(�1)Para todo �2-modelo A2 e s 2 S , pela de�ni�~ao de omposi�~ao aima, temosque (Mod(id1) ÆMod(�))(A2)s = A2;�(id1(s)) = A2;�(s), ent~ao:(Mod(id1) ÆMod(�))(A2)s = A2;�(id1(s)) (def. de omp. de Mod)= A2;�(s) (def. de identidade)= Mod(�)(A2)s (def. 4.6)O tereiro ingrediente da institui�~ao �e o funtor Sen, que atribui para adaassinatura em Sign um onjunto de senten�as.4.1.3 O Funtor Senten�a SenMSEqtl : SignMSEqtl ! SetNesta se�~ao, apresentamos o funtor SenMSEqtl , que de�ne termos e senten�assobre uma assinatura, onde as senten�as s~ao equa�~oes. Este funtor de�ne mor�smos(tradu�~oes) entre essas equa�~oes (em Set), que s~ao induzidos pelos mor�smos entreassinaturas (em Sign).Um sistema de vari�aveis �e uma fam��lia de onjuntos de vari�aveis indexada porsorts, om a restri�~ao de que os nomes das vari�aveis n~ao se repetem. Por exemplo,



47seja [x : nat ; y : list ; l : list ℄head(ons(x :: l)) = x : nat uma equa�~ao om seusistema de vari�aveis. Assim, n~ao pode oorrer uma situa�~ao tal que [x : nat ; y :nat ; y : list ; l : list ℄head(ons(x :: l)) = x : nat , pois o nome de vari�avel y apareerepetido, representando uma mesma vari�avel om dois sorts.De�ni�~ao 4.7 (�-Sistema de Vari�aveis) Sejam � = hS ;F i uma assinatura. Um�-sistema de vari�aveis X �e uma fam��lia de onjuntos indexada por S , i.e.,hXs j s 2 S i, oms1 6= s2 =) Xs1 \ Xs2 = ? para todo s1 e s2 2 S .A Figura 4.1 pode ser vista omo uma denota�~ao de um sistema de vari�aveis,dado um onjunto s de sorts.
s1

s2

S

Xs1

Xs2

XFIGURA 4.1 { Sistema de Vari�aveisOs termos de uma assinatura s~ao de�nidos para ada sort s do onjunto desorts.De�ni�~ao 4.8 (Termos de uma Assinatura) Sejam � = hS ;F i uma assinaturae X um �-sistema de vari�aveis.T (�;X ) = hT (�;X )s j s 2 S i�e hamada fam��lia de �-termos sobre X e �e de�nida para ada s 2 S omoonjunto T (�;X )s , para o qual vale:� Xs � T (�;X )s ,� f 2 T (�;X )s para todo f : �! s 2 F ,� f (t1; : : : ; tn) 2 T (�;X )s para todo f : s1 : : : sn ! s 2 F e todo t1 2 T (�;X )s1 ;: : : tn 2 T (�;X )sn .As senten�as da l�ogiaMSEqtl s~ao equa�~oes. A id�eia de uma equa�~ao �e semprearregar o seu ontexto, i.e., sistema de vari�aveis. Por exemplo, onsidere as seguin-tes senten�as [x : int ℄ plus(x ; 0) = x : int e [x ; y : int ; l : list ℄ plus(x ; 0) = x : int .Elas s~ao vistas omo equa�~oes diferentes, j�a que seus sistemas de vari�aveis n~ao s~aoos mesmos. Neste sentido, podemos pensar que ada equa�~ao tem uma tag, i.e., seuontexto (delara�~ao de vari�aveis �e loal). Desta forma, o onjunto de equa�~oes deuma assinatura s~ao todas as equa�~oes om seus poss��veis sistemas de vari�aveis. Essaid�eia �e oloada em detalhes na seguinte



48De�ni�~ao 4.9 (�-Equa�~oes) Sejam � = hS ;F i uma assinatura e X um �-sistemade vari�aveis. Uma �-equa�~ao �e esrita (X ` t = t 0), onde t e t 0 2 T (�;X )s ; s 2 S .Sendo que Eq(�;X ) denota o onjunto de todas as �-equa�~oes sobre X e Eq(�) �e oonjunto de todas as equa�~oes para uma assinatura, isto �e:Eq(�) =Def SfEq(�;X ) j X �e um �-sistema de vari�aveis.gO funtor Sen �e de�nido em setas atribuindo para ada mor�smo entre assi-naturas (�) um mapeamento entre os onjuntos de senten�as dessas assinaturas.Assim, para ada termo da assinatura origem de � temos um respetivo na assina-tura destino. A tradu�~ao destes termos segue a sua estrutura, i.e., �e de�nida paravari�aveis, para onstantes e para termos ompostos.De�ni�~ao 4.10 (Tradu�~ao de Termos) Dadas duas assinaturas �1 = hS1;F1i;�2 = hS2;F2i, um mor�smo entre assinaturas � : �1 ! �2 e X1 um �1-sistema devari�aveis. De�nimos X2 omo �2-sistema de vari�aveis porX2;s2 =Def SfX1;s1 j �(s1) = s2gpara todo s1 2 S1. Ou seja, X1;s1 �

� // X1;�(s1)Assim, a tradu�~ao � : T (�1;X1) ! T (�2;X2) de �1-termos �e dada por umafam��lia de mapeamentos �s1 : T (�1;X1)s1 ! T (�2;X2)�(s1) indexada por S1, om� �s1(x1) =Def x1(2 X2;�(s1)) para todo x1 2 X1;s1� �s1(f1) =Def �(f1) para todo f1 : �! s1 2 F1� �s1(f1(t1; : : : ; tn)) =Def �(f1)(�s1(t1); : : : ; �sn (tn)) para todo f1 : w1 ! s1 2 F1 etodo t1 2 T (�1;X1)s1; : : : tn 2 T (�1;X1)sn .para todo s1 2 S1 e para todo w1 = s1 : : : sn 2 S �1 . A tradu�~ao de termos pode serveri�ada nos seguintes diagramas.x1 �

�s1 // x1 2 X2;�(s1)f1 �

�s1 // �(f1) 2 F2;�(s1)f1(t1; : : : ; tn) �

�s1 // �(f1)(�s1(t1); : : : ; �sn (tn)) 2 F2;��(w1);�(s1)



49Em rela�~ao �a tradu�~ao de vari�aveis, onsidere o seguinte exemplo do in��io dase�~ao.�([x : nat ; s : string ℄; �rst(ons(x w)) = x : nat) == ([x : int ; l : list ℄; head(on(x l)) = x : int)�([x : nat ; s : string ℄; rest(ons(x w)) = w : string) == ([x : int ; l : list ℄; tail(on(x l)) = l : list)Temos uma tradu�~ao de senten�as entre assinaturas MSEqtl. Nos sistemas devari�aveis que aompanham as equa�~oes, a �unia mudan�a na tradu�~ao de vari�aveis�e respetiva ao sort. Os nomes das vari�aveis permaneem os mesmos.O funtor SenMSEqtl : SignMSEqtl ! Set leva ada assinatura ao onjunto detodas as equa�~oes sobre esta assinatura e ada mor�smo entre assinaturas para ummor�smo que traduz equa�~oes das respetivas assinaturas.De�ni�~ao 4.11 (Funtor Senten�a SenMSEqtl) O funtor SenMSEqtl : Sign!Set (daqui em diante simplesmente Sen) �e de�nido:1. Sobre assinaturas: Sen(�) =def Eq(�)2. Sobre mor�smos entre assinaturas: Sen(� : �1 ! �2) = Sen(�) : Eq(�1) !Eq(�2), onde Sen(�)(X ` t = t 0) =Def (�(X1) ` �(t) = �(t 0)), para t ; t 0 2T (�1;X1)Nota 4.4 Preisamos veri�ar que Sen realmente �e um funtor, isto �e, preservaidentidades e omposi�~ao.Para veri�ar se Sen �e ompat��vel om a omposi�~ao, sendo � : �1 ! �2 e : �2 ! �3 dois mor�smos em Sign, temos que provar que os seguintes mor�smosem Set s~ao iguais: Eq(�1)Sen( Æ�)
��

Eq(�1)Sen(�)
��Eq(�2)Sen( )
��Eq(�3) Eq(�3)Para toda (X1 ` t = t 0) �1-equa�~ao, temos que: Sen( Æ �)(X1 ` t = t 0) =def( (�(X1)) `  (�(t)) =  (�(t 0))), ent~ao;(Sen( ) Æ Sen(�))(X1 ` t = t 0) = Sen( )(Sen(�)(X1 ` t = t 0))(omp. em Set)= Sen( )(�(X1) ` �(t) = �(t 0))(def. 4.11,2)= ( (�(X1)) `  (�(t)) =  (�(t 0)))(def. 4.11,2)= Sen( Æ �)(X1 ` t = t 0)(def. aima)



50Da mesma maneira, para veri�ar se Sen preserva as identidades, sendo � : �1 ! �2e id1 : �1 ! �1 dois mor�smos em Sign, temos que provar que os seguintes mor�smosem Set s~ao iguais : Eq(�1)Sen(�)
��

Eq(�1)Sen(id1)
��Eq(�1)Sen(�)
��Eq(�2) Eq(�2)Para toda (X1 ` t = t 0) �1-equa�~ao, temos que Sen(� Æ id1)(X1 ` t = t 0) =def(�(id1(X1)) ` �(id1(t)) = �(id1(t 0))) que pode ser simpli�ada para (�(X1) ` �(t) =�(t 0)), ent~ao:(Sen(�) Æ Sen(id1))(X1 ` t = t 0) = (�(id1(X1)) ` �(id1(t)) = �(id1(t 0)))(omposi�~ao)= (�(X1) ` �(t) = �(t 0))(de�ni�~ao aima)= Sen(�)(X1 ` t = t 0)(de�ni�~ao 4.11)4.1.4 Condi�~ao de Satisfa�~aoNesta se�~ao apresentamos a rela�~ao de satisfa�~ao e as de�ni�~oes importantespara provarmos que os omponentes sint�atios s~ao ompat��veis om os omponentessemântios.Uma atribui�~ao de vari�aveis �e uma fam��lia de fun�~oes indexada por sorts, talque para ada vari�avel de sort s �e dado um valor na �algebra no respetivo onjuntobase deste sort.De�ni�~ao 4.12 (Atribui�~ao de Vari�aveis) Sejam A uma �-�algebra e X um �-sistema de vari�aveis. Uma atribui�~ao � : X ! A �e uma fam��lia de mapeamentosindexada por S � = (�s : Xs ! As j s 2 S )Na Figura 4.2 temos a fam��lia de atribui�~oes (indexada por S).A avalia�~ao de termos �e tamb�em uma fam��lia de mapeamentos indexada porsort, que interpreta ada termo da assinatura � em uma �-�algebra. A de�ni�~ao deavalia�~ao �e dada de aordo om a estrutura de termos, i.e., para vari�aveis (ou seja,a pr�opria atribui�~ao), para onstantes e para termos omplexos.De�ni�~ao 4.13 (Avalia�~ao de �-Termos) Para uma �-�algebra A, para um on-junto de termos T (�;X ) e para uma atribui�~ao � : X ! A, a avalia�~ao de termos� : T (�;X )! A �e uma fam��lia de mapeamentos indexada por S� = h�s : T (�;X )s ! As j s 2 S i
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s1

s
X 2

X

s2

AX

A

A
s1

FIGURA 4.2 { Atribui�~aode�nida para todo s 2 S omo segue:� �s(x ) =Def �s(x ) para todo x 2 Xs ,� �s(f ) =Def Af para todo f : �! s 2 F ,� �s(f (t1; : : : ; tn)) =Def Af (�w (t1; : : : ; tn)), onde para todo f : w ! s 2 F etodo t1 2 T (�;X )s1 ; : : : ; tn 2 T (�;X )sn sendo w = s1 : : : sn .Podemos analisar a avalia�~ao de termos no diagrama abaixo.x �

�s // �s(x )f �

�s // Aff (t1; : : : ; tn) �

�s // Af (�w (t1; : : : ; tn))Como menionado no ��niio desta se�~ao, dada uma assinatura � e uma �-�algebra temos o oneito de satisfa�~ao de �-senten�as nesta �algebra.De�ni�~ao 4.14 (Satisfa�~ao de uma equa�~ao em uma atribui�~ao) Sejam �= hS ;F i uma assinatura, ' = (X ` t = t 0) uma equa�~ao sobre �, uma �-�algebraA = hA(S );A(F )i e � : X ! A uma atribui�~ao. Ent~ao A satisfaz ' em � : X ! A,esrita A; � j=� ', se e somente se �(t) = �(t 0).De�ni�~ao 4.15 (Satisfa�~ao de uma equa�~ao) Sejam � = hS ;F i uma assinatu-ra, ' = (X ` t = t 0) uma equa�~ao sobre �, uma �-�algebra A = hA(S );A(F )i. Ent~aoA satisfaz ', esrita A j=� ', se e somente se A; � j=� ', para todo � : X ! A.Nota 4.5 Ent~ao, podemos dizer que uma �algebra satisfaz um onjunto de equa�~oes,se e somente se as avalia�~oes dos lados direito e esquerdo da equa�~ao produzem omesmo resultado em A, sendo A uma �-�algebra, para toda atribui�~ao � : X ! A.Considere � um mor�smo entre duas assinaturas. Para toda a atribui�~ao devari�aveis para valores da �algebra da assinatura origem temos uma semelhante nadestino e vie-versa.



52De�ni�~ao 4.16 (Atribui�~oes Correspondentes) Dado um mor�smo entre assi-naturas � : �1 ! �2, uma �2-�algebra A2, um �1-sistema de vari�aveis X1 e um�2-sistema de vari�aveis �(X1). Para toda atribui�~ao �1;s1 : X1;s1 ! Mod(�)(A2)s1existe uma atribui�~ao �2;s2 : �(X1)s2 ! A2;s2 , de�nida por:�2;s2(x ) =Def �1;s1(x )para todo s2 2 S2, onde �(s1) = s2 e x 2 X1;s1 � �(X1)s2.Da mesma maneira, para toda atribui�~ao �2;s2 : �(X1)s2 ! A2;s2 existe umaatribui�~ao �1;s1 : X1;s1 ! Mod(�)(A2)s1 , dada por:�1;s1(x ) =Def �2;�(s1)(x )para s1 2 S1 onde x 2 X1;s1 � �(X1)�(s1). Neste aso, hamamos (�1; �2) omo parde atribui�~oes orrespondentes, que pode ser veri�ado no seguinte diagrama:Mod(�)(A2)s1 = A2;�(s1)
X1;s1�1;s1 OO

� �(X1)�(s1)�2;�(s1) OO

Note que a igualdade na parte superior do diagrama �e garantida pela arater��stiaque Mod(�) tem de n~ao mudar os arregadores, e, porque � n~ao muda os nomes dasvari�aveis temos a rela�~ao �.Na de�ni�~ao aima, observamos que temos atribui�~oes orrespondentes, as-sim �e de�nida a mesma rela�~ao para avalia�~oes. Mais espei�amente, dada umaavalia�~ao de um termo da assinatura origem (de �) temos uma orrespondente naassinatura destino, para o termo traduzido.Proposi�~ao 4.3 (Avalia�~oes Correspondentes) Sejam � : �1 ! �2 um mor-�smo em Sign, uma �2-�algebra A2, e um �1-sistema de vari�aveis X1. Para toda atri-bui�~ao �1 : X1 ! Mod(�)(A2), temos a orrespondente atribui�~ao �2 : �(X1) ! A2e vie-versa, tal que: �1;s1(t) = �2;�(s1)(�s1(t))para todo s1 2 S1, t 2 T (�1;X1)s1.Prova. A prova de orrespondênia entre as fun�~oes de avalia�~ao �e feita por indu�~aoestrutural sobre a onstru�~ao de termos. Para todo s1 2 S1 e todo t 2 T (�1;X1)s1 ,temos:1. Para todas as vari�aveis x , om x 2 X1;s1 :�1;s1(x ) = �1;s1(x ) (def. de �1)= �2;�(s1)(x ) (def. de �2)= �2;�(s1)(x ) (def. de �2)= �2;�(s1)(�s1(x )) (def. de �)



532. Para onstantes f1, om f1 : �! s1:�1;s1(f1) = Mod(�)(A2)f1 (def. de �1)= A2;�(f1) (def. de Mod(�))= �2;�(s1)(�(f1)) (def. de �2)= �2;�(s1)(�s1(f1)) (def. de �)3. Para termos ompostos f1(t1; : : : ; tn), om f1 : w ! s1 e t1 2 T (�1;X1)s1; : : : ; tn 2T (�1;X1)sn , onde w = s1 : : : sn :�1;s1(f1(t1; : : : tn)) = Mod(�)(A2)f1(�1;s1(t1); : : : �1;sn (tn))(def. de �1)= Mod(�)(A2)f1(�2;�(s1)(�s1(t1)); : : : �2;�(sn )(�sn (tn)))(indu�~ao)= A2;�(f1)(�2;�(s1)(�s1(t1)); : : : �2;�(sn)(�sn (tn )))(def. de Mod(�))= �2;�(s1)(�(f1)(�s1(t1); : : : �sn (tn)))(def. de �2)= �2;�(s1)(�s1(f1)(t1; : : : tn)))(def. de �)A ondi�~ao de satisfa�~ao �e tal que, quando mudamos de assinatura, atrav�es deum mor�smo �, a satisfa�~ao de senten�as por modelos muda oerentemente. Ent~ao,os modelos da assinatura destino satisfazem as senten�as traduzidas se e somentese os modelos traduzidos satisfazem as senten�as originais.Teorema 4.1 (Condi�~ao de Satisfa�~ao) Para todo mor�smo entre assinatu-ras � : �1 ! �2, e toda �1-equa�~ao ' = (X ` t = t 0) e toda �2-�algebra A2, oseguinte vale: A2 j=�2 Sen(�)('), Mod(�)(A2) j=�1 'Prova. Pela proposi�~ao 4.3 sabemos que a avalia�~ao dos termos em ambas as �algebrasproduz o mesmo valor, ent~ao, para todo �2;�(s1) : �(X1)�(s1) ! (A2)�(s1); s1 2 S1:A2 j=�2 Sen(�)('), A2 j=�2 (�(X ) ` �(t) = �(t 0)) (def. de '), �2;�(s1)(�s1(t)) = �2;�(s1)(�s1(t 0)) (pela def. 4:15), �1;s1(t) = �1;s1(t 0) (pela prop. 4:3), Mod(�)(A2) j=�1 (X ` t = t 0) (pela def. 4:15), Mod(�)(A2) j=�1 ' (def de ')4.2 Institui�~ao da l�ogia Equaional Ordenada por SortsPrimeiramente, introduzimos omo motiva�~ao, uma disuss~ao informal de es-pei�a�~oes na l�ogia OSEqtl.Assim, observe as seguintes teorias nesta l�ogia.



54ThTriv ;OSEqtlSortsElem:Opns� :! ElemTh Lista[X :: TRIV ℄;OSEqtlSortsLista;NvLista:SubsortsElem < NvLista < Lista:Opns:: : Lista;Lista ! Lista::: : NvLista;Lista ! Lista:hd : NvLista ! Lista:tl : NvLista ! Lista:[x : Elem; l : Lista℄ hd(x :: l) = x : Lista:[x : Elem; l : Lista℄ tl(x :: l) = l : Lista:A primeira, �e uma espei�a�~ao que requer um sort e um elemento deste sort(representado por�). A segunda �e uma espei�a�~ao de listas. Nesta teoria, anota�~ao Lista[X :: TRIV ℄, pode ser entendida omo uma importa�~ao, i.e., que aespei�a�~ao Triv �e inlu��da na Lista. Neste ontexto, podemos pensar que entreessas duas espei�a�~oes (Triv e Lista) existe uma seta, mais preisamente ummor�smo que inlui Triv em Lista. Ent~ao, esta situa�~ao pode ser apturada porum mor�smo entre assinaturas OSEqtl (ver �gura 4.3).
Triv

List[Triv]

incFIGURA 4.3 { Seta entre assinaturas OSEqtlOutra quest~ao que deve ser observada �e que na espei�a�~ao Lista temos aid�eia de subsorts, i.e., uma ordem parial no onjunto de sorts. Sendo que, para osmodelos dessas espei�a�~oes isto signi�a que, se temos a seguinte rela�~ao entre ossorts s < s 0, ent~ao o onjunto arregador de s �e subonjunto do arregador de s 0.Assim, em Lista, um elemento �e tamb�em um lista.A seguir, apresentamos a institui�~ao da OSEqtl. Esta institui�~ao pode serpensada omo uma \extens~ao" onservativa ou, melhor ainda, que MSEqtl �e umasubl�ogia da OSEqtl (ver proposi�~ao 6.3). Esta id�eia �e disutida em detalhes noap��tulo 6. Desta maneira, apresentaremos os prinipais oneitos que diferem dal�ogia equaional multi sortida. Todas as provas e demais de�ni�~oes podem severi�adas na se�~ao 4.1.



554.2.1 Categoria SignOSEqtlA ategoria SignOSEqtl tem assinaturas OSEqtl omo objetos e mor�smos entreassinaturas omo setas.Uma assinaturaOSEqtl pode ser entendida omo uma assinaturaMSEqtl juntoom uma ordem parial no onjunto de sorts. Al�em disso, os s��mbolos de opera�~oesna OSEqtl s~ao monotônios, i.e., a ordem parial na aridade (dom��nio) implia napreserva�~ao desta ordem nos sorts odom��nio. Por exemplo, onsidere que temosum onjunto de sorts fnat ; intg, tal que nat < int . Ent~ao, um s��mbolo de opera�~aoplus 2 Fnat;nat;nat \ Fint;int;int e nat ; nat < int ; int implia na restri�~ao nat < int .Neste sentido, esta l�ogia, assim omo a MSEqtl, permite overloading para s��mbolosde opera�~oes. Entretanto, aqui temos um overloading om uma no�~ao de extens~ao,no sentido que o oneito de subsort transporta as fun�~oes que interpretam oss��mbolos de opera�~oes. Por exemplo, a fun�~ao que interpreta plus : nat ; nat ! nat�e uma restri�~ao de fun�~ao que interpreta plus : int ; int ! int . Isso tudo, est�a emdetalhes na seguinteDe�ni�~ao 4.17 (Assinatura OSEqtl) Uma assinatura OSEqtl �e uma tupla � =hS ;F ; <i onde:� hS ;F i �e uma assinatura MSEqtl ;� hS ; <i �e uma ordem parial, tal que os s��mbolos de opera�~ao f 2 F satisfazema seguinte ondi�~ao de motoniidade f 2 Fw ;s \ Fw 0;s0 e w < w 0 ) s < s 0Um mor�smo entre assinaturas OSEqtl �e similar a um mor�smo entre assina-turasMSEqtl, tal que a ordem parial no onjunto de sorts �e preservada na tradu�~ao.De�ni�~ao 4.18 (Mor�smo entre Assinaturas OSEqtl) Sejam �1 = hS1;F1;<1i e �2 = hS2;F2; <2i duas assinaturas OSEqtl. Um mor�smo � : �1 ! �2 �ede�nido omo:� um mor�smo � = h�S ; �F i omo na assinaturaMSEqtl, sendo que �S : S1 ! S2�e tal que s1 <�1 s2 ) �S(s1) <�2 �S(s2).Uma �algebra OSEqtl �e uma �algebra MSEqtl, sendo que uma ordem parial noonjunto de sorts implia na rela�~ao de subonjuntos entre os arregadores. Al�emdisso, as fun�~oes respeitam a seguinte ondi�~ao: onsidere o s��mbolo de opera�~aoplus 2 Fnat;nat;nat \ Fint;int;int tal que nat ; nat < int ; int . Assim, + : N � N ! N �e arestri�~ao + : Z� Z! Z.De�ni�~ao 4.19 (�- �Algebra OSEqtl) Dada uma assinaturaOSEqtl � = hS ;F ; <i, uma �-�algebraOSEqtl A = hA(S );A(F );�i �e uma �algebraMSEqtl A = hA(S );A(F )i,tal que a seguinte ondi�~ao de motoniidade vale:� s � s 0 implia que As � As0 e� f 2 Fw ;s \Fw 0;s0 e w � w 0 implia que Af : Aw ! As �e igual a Af : Aw 0 ! As0 .De maneira an�aloga aos outros omponentes, um homomor�smo entre �-�algebras OSEqtl �e omo um homomor�smo em �-�algebras MSEqtl, tal que a se-guinte ondi�~ao �e respeitada: onsidere nat < int , a rela�~ao de ordem parial entreos sorts vista aima, e 3 2 N , um valor no onjunto base de nat . Ent~ao, temos quehnat(3) = hint(3).



56De�ni�~ao 4.20 (Homomor�smo entre �-�algebras OSEqtl) Seja � = hS ;F ;<i uma assinaturaOSEqtl e A e B duas �algebrasOSEqtl. Ent~ao um �-homomor�smoh : A! B �e um hS ;F i-homomor�smo, omo de�nido na institui�~ao MSEqtl, satis-fazendo a seguinte ondi�~ao:s � s 0 e a 2 As implia que hs(a) = hs0(a).Como j�a menionado as demais de�ni�~oes e provas podem ser veri�ados nainstitui�~ao MSEqtl.



575 Institui�~oes IINeste ap��tulo, temos uma apresenta�~ao detalhada da l�ogia Horn sem sorts(Prolog puro - onjun�~ao e implia�~ao). Nesta l�ogia, um ponto essenial a serobservado �e a id�eia que uma \l�ogia sem sorts" pode ser entendida omo uma l�ogiaom assinaturas que possuem um �unio sort. Desta forma este �unio sort pode serpensado omo uma representa�~ao do universo (dom��nio). Al�em disso, neste ap��tulo,os prediados s~ao tratados om mais aten�~ao, j�a que os outros oneitos s~ao similaresao ap��tulo anterior.5.1 Institui�~ao da L�ogia Horn Sem SortsPrimeiramente, temos uma disuss~ao informal da institui�~ao para L�ogia Hornsem sorts (daqui para frente, simplesmente l�ogia Horn).Neste sentido, onsidere a seguinte espei�a�~ao do tipo de dado pilha nal�ogia Horn.ThPilha;HornSortuPredalfabeto; pilha : uOpnsk1; : : : ; kn :! uvazia :! uons : u; u ! utopo : u ! upe : u ! u[x ; p : u℄ alfabeto(x ); pilha(p)) pe(ons(x ; p)) = p[x ; p : u℄ alfabeto(x ); pilha(p)) topo(ons(x ; p)) = x[ ℄ pe(vazia) = vaziaaxiomas[x ; p : u℄ alfabeto(x ); pilha(p)) pilha(ons(x ; p))[x ; p : u℄ alfabeto(x ); pilha(p)) pilha(pe(ons(x ; p)))[x ; p : u℄ alfabeto(x ); pilha(p)) alfabeto(topo(ons(x ; p)))Note que espei�amos neste esquema uma pilha om as opera�~oes topo, queproduz omo sa��da o elemento do topo da pilha, e pe, que retira o elemento dotopo e d�a o resto da pilha omo resultado. Observe tamb�em, que a impossibilidadede delarar v�arios sorts nesta l�ogia requer, na espei�a�~ao, prediados de tipos eaxiomas adiionais.Assim, uma estrutura de interpreta�~ao para esta apresenta�~ao de teoria podeser da seguinte forma



58fPilha;Horng;ModConjuntosU = N ℄ N� ℄ f?gFuna1; : : : ; an : f�g ! U� : f�g ! U:: : U � U ! Utop : U ! Ufoot : U ! Ux :: w = (xw) se x 2 N ;w 2 N�= ? aso ontr�ariofoot(xw) = w se x 2 N ;w 2 N�= ? aso ontr�ariofoot(�) = �top(xw) = x se x 2 N ;w 2 N�= ? aso ontr�arioObserve que as fun�~oes s~ao ondiionais. Desta maneira, produzem um resul-tado desejado somente se apliadas aos argumentos ertos. O papel do elemento? neste modelo �e fazer om que as fun�~oes sejam totais. De maneira an�aloga asse�~oes anteriores temos o oneito de satisfa�~ao de senten�as da espei�a�~ao poresta estrutura de interpreta�~ao.5.1.1 Categoria SignHorn de AssinaturasPrimeiramente, introduziremos a ategoria de assinaturas Horn, que tem as-sinaturas omo objetos e mor�smos entre essas assinaturas omo setas.Uma assinatura Horn pode ser pensada omo uma assinatura MSEqtl om um�unio sort junto om uma fam��lia de onjuntos de s��mbolos de prediados indexadapor palavras de sort. Essa id�eia �e mostrada em detalhes na seguinteDe�ni�~ao 5.1 (Assinatura Horn) Uma assinatura Horn � = hfug;F ;Pi onsiste de:� um onjunto unit�ario fug ,� uma fam��lia de onjuntos de nomes de operadores F , indexada por fug��fug.Assim, F = hFun ;u j n 2 Ni. Um operador f 2 Fun ;u om aridade un e sort u�e esrito f : un ! u.� uma fam��lia de onjuntos de s��mbolos de prediados P , indexada por fug�.Ent~ao P = hPun j n 2 Ni.tal que F \ P = ?Nota 5.1 Para representar o dom��nio e o odom��nio dos s��mbolos de opera�~oes(f 2 F ) utilizaremos a seguinte nota�~ao: f : un ! u. Similarmente para representara aridade dos s��mbolos de prediados p 2 P , esreveremos p : un .



59Note que na espei�a�~ao ThPilha a nota�~ao utilizada para os sorts dos s��mbolosde opera�~oes �e um pouo diferente, e.g., o s��mbolo ons : u; u ! u na nota�~ao apre-sentada na de�ni�~ao �e ons : u2 ! u.Uma assinatura para esta l�ogia normalmente poderia ser apresentada omohF ;P ; arF : F ! N ; arP : P ! Ni. Assim, esta nota�~ao pode ser adaptada para aapresentada aima, j�a que temos um �unio s��mbolo para sort. Como arF (un) = nou j un j= n, j u j= 1 e o s��mbolo �e sempre o mesmo, ent~ao o essenial em rela�~ao aaridade �e o tamanho da palavra. Logo, f : un ! u pode ser onsiderada f : n ! 1.Um mor�smo entre assinaturas Horn onsiste de uma fun�~ao que traduz o�unio sort, e de duas fam��lias de fun�~oes que mapeiam s��mbolos de opera�~oes es��mbolos de prediados. Essas fam��lias de fun�~oes preservam o tamanho da aridade.De�ni�~ao 5.2 (Mor�smo entre Assinaturas Horn) Sejam �1 = hfu1g;F1;P1ie �2 = hfu2g;F2;P2i duas assinaturas Horn. Um mor�smo entre essas assinaturas� : �1 ! �2 �e uma tripla h�u ; �F ; �Pi de fun�~oes, onde:� �u : fu1g ! fu2g,� �F �e uma fam��lia de mapeamentos de s��mbolos de opera�~oes indexada porfu1g��fu1g, tal que �F = h�un ;u : F1;un ;u ! F2;��(un );�(u)i, onde �� �e a extens~aode �u : fu1g ! fu2g para palavras de fug�, tal que �� : fu1g� ! fu2g�,� �P �e uma fam��lia de mapeamentos de s��mbolos de prediados indexada porfu1g�, tal que �P = h�un : P1;un ! P2;��(un )i, onde �� �e a �u extendidade�nida aima.Nota 5.2 Para a nota�~ao �ar mais lara, esrevemos �(u) no lugar de �u(u). Afun�~ao f : un ! u poderia ser esrita omo f : w ! u se w = un 2 fug� e pun omopw se w = un 2 fug�.Na sequênia, temos em detahes a ategoria de assinaturas que �e o primeiroomponente da institui�~ao da l�ogia Horn.De�ni�~ao 5.3 (Categoria SignHorn) A ategoria SignHorn onsiste de:� assinaturas Horn hfug;F ;Pi omo objetos,� mor�smos entre assinaturas Horn omo mor�smos,� a omposi�~ao dos mor�smos �e a omposi�~ao dos mapeamentos nas omponen-tes S e F omo de�nida na institui�~ao da MSEqtl (ver def.4.3), adiionandoa omposi�~ao na omponente P (dos s��mbolos de prediados). Ent~ao, sejamdois mor�smos� : �1 ! �2 = h�u ; �F ; �Pi e  : �2 ! �3 = h u ;  F ;  Piem Sign, onde �P : P1 ! P2, de�nida omo�P = h�Pun : P1;un ! P2;��(un )i



60para todo un 2 fu1g� e �� : fu1g� ! fu2g�. Da mesma maneira para omor�smo  , temos que  P : P2 ! P3, que �e de�nido omo P = h Pun : P2;un ! P3; �(un )ipara todo un 2 fu2g� e  � : fu2g� ! fu3g�. Assim, a de�ni�~ao da omposi�~aopara a omponente P �e( Æ �)un =Def ( ��(un ) Æ �un ):Pela de�ni�~ao da omposi�~ao nesta omponente, temos que:( Æ �)un : P1;un ! P3; �(��(un )):Note a omposi�~ao nos diagramas abaixo.fu1g�u
��

fu1g���
��

P1;un1�un1
��fu2g fu2g� P2;��(un1 )para  fu2g u

��

fu2g� �
��

P2;un2 un2
��fu3g fu3g� P3; �(un2 )�nalmente, para omposi�~ao ( Æ �)fu1g( Æ�)

��

fu1g�( Æ�)�
��

P1;un1 ��(un1 )Æ�un1
��fu3g fu3g� P3; �(��(un1 ))� os mor�smos identidade id� : �1 ! �1 s~ao triplas de mapeamentos identidadesid� = (idu ; idF ; idP). Assim, sejamid� : �1 ! �1 = hidu ; idF ; idPi e � : �1 ! �2 = h�u ; �F�Pimor�smos em Sign, onde �P : P1 ! P2, de�nida omo:�P = h�Pun : P1;un ! P2;��(un )i



61para todo un 2 fu1g� e �� : fu1g� ! fu2g�. Igualmente para o mor�smoidentidade idP : P1 ! P1, de�nida omoidP = hidPun : P1;un ! P1;id�(un )ipara todo un 2 fu1g� e id� : fu1g� ! fu1g�. Ent~ao, temos que a omposi�~aodesses mor�smos na omponente P �e de�nida omo(� Æ id)un =Def (�Pid�(un ) Æ idPun ) = �Pun :Assim, pela de�ni�~ao aima, temos que(� Æ id)un : P1;un ! P2;��(un ):Observe a seguir, os diagramas para identidade.fu1gid
��

fu1g�id�
��

P1;un1idun1
��fu1g fu1g� P1;id�(un1 )O diagrama de � pode ser observado no ��tem aima. Logo, temos que aomposi�~ao �e fu1g(�Æid)

��

fu1g�(�Æid)�
��

P1;un�id�(un1 )Æidun1
��fu2g fu2g� P2;��(id�(un1 ))que pode ser simpli�ada omo:fu1g(�Æid)

��

fu1g�(�Æid)�
��

P1;un�un
��fu2g fu2g� P2;��(un1 )O segundo ingrediente da institui�~ao Horn �e o funtor modelo (Mod).5.1.2 Funtor Modelo ModHorn : SignopHorn ! CatO Funtor modelo de�ne uma ategoria de modelos para ada assinatura Horne homomor�smos entre os modelos Horn para ada seta entre assinaturas em Sign.De�ni�~ao 5.4 (Modelo Horn) Seja uma assinatura � = hfug;F ;Pi 2 j SignHorn j,de�nimos um �-modelo A = hA(u);A(F );A(P)i omo segue:



62� A(u) = Au �e um onjunto, hamado arregador de u,� A(F ) = hA(F )un ;u j n 2 Ni �e uma fam��lia de fun�~oes indexada por fug��fug,om Af ;un ;u : Aun ! Au� A(P) = hA(P)un j n 2 Ni �e uma fam��lia de rela�~oes indexada por fug�(subonjuntos do apropriado produto artesiano Aun ), omAp;un � AunNota 5.3 (Modelo Horn) Aun �e a abrevia�~ao para o produto artesiano Au �: : : � Au (n vezes). Como u �e um sort �unio, Aun poderia ser esrita Anu = Au �: : :� Au .Uma fun�~ao entre os onjuntos arregadores de duas �-estruturas de interpre-ta�~ao �e hamado homomor�smo entre �-estruturas de interpreta�~ao, se a fun�~ao �eompat��vel om todas as onstantes, fun�~oes e rela�~oes da estrutura. Essa id�eia �eapturada na seguinteDe�ni�~ao 5.5 (Homomor�smo entre Modelos Horn) Sejam uma assinaturaHorn � 2 j SignHorm j e dois �-modelos Horn A;B . Uma fun�~aoh = hhu : Au ! Bui�e hamado homomor�smo h : A! B , se para qualquer f : un ! u 2 F ; p : un 2P as seguintes ondi�~oes de ompatibilidade valem:1. hu Æ Af = Bf Æ hun Aun hun //Af ;un ;u
��

BunBf ;un ;u
��Au hun // Bu2. hun Æ Ap � Bp (� Bun )hun denota a extens~ao da fun�~ao em onjuntos para a fun�~ao no produto artesianode onjuntos, isto �e, a aplia�~ao paralela.O funtor Mod : SignOSEqtl ! Cat �e de�nido em objetos, atribuindo para adaassinatura � Horn sua ategoria de modelos.Proposi�~ao 5.1 (Categoria Mod(�)Horn) Seja � 2 j SignHorn j uma assinaturaent~ao podemos de�nir a ategoria de �-modelos Horn Mod(�)Horn , que possuia lasse de todos os �-modelos Horn omo objetos e homomor�smos entre essesmodelos omo setas.



63Prova. Primeiramente, o homomor�smo identidade no onjunto arregador �e re-almente o homomor�smo identidade, pois esta prova vem de Set: Segundamen-te, a omposi�~ao de homomor�smos deve ser um homomor�smo: Dados três �-modelos Horn A;B ;C , e dois homomor�smos h : A ! B ; g : B ! C , de�nimosg Æ h : A ! C omo omposi�~ao de mapeamentos em Set. Assim, para fun�~oes,temos que o diagrana abaixo omuta:Aun hun //Af ;un ;u
��

BunBf ;un ;u
��

gun // CunCf ;un ;u
��Au hu // Bu gu // Cui.e, (i) (g Æ h)u ÆAf = gu Æ (hu Æ Af ) (pela de�ni�~ao de omposi�~ao)= gu Æ (Bu Æ hun ) (h �e um homomor�smo)= Cf Æ gun Æ hun (g �e um homomor�smo)= Cf Æ (g Æ h)un (pela de�ni�~ao de omposi�~ao)(ii) (g Æ h)un Æ Ap � gun Æ (hun ÆAp) (g �e um homomor�smo)� gun Æ Bp (h �e um homomor�smo)� Cp (g �e um homomor�smo)para qualquer f : un ! u 2 F e p : un 2 PA de�ni�~ao do funtor Mod em setas atribui para ada mor�smo entre assina-turas em Sign um funtor entre ategorias de modelos das assinaturas.De�ni�~ao 5.6 (Funtor Esqueimento Mod(�)Horn) Seja � : �1 ! �2 um mor-�smo entre assinaturas Horn em Sign, de�nimos o funtor esqueimentoMod(�)Horn : Mod(�2)Horn ! Mod(�1)Horn (daqui em diante, simplesmenteMod(�))entre as ategorias de modelos das orrespondentes assinaturas Horn (em dire�~aooposta) omo segue:1. em objetos (isto �e, em modelos Horn): seja A2 um �2-modelo Horn, de�ni-mos um �1-modelo Horn Mod(�)(A2)u1 = A2;�(u1) onstitu��do dos seguinteselementos: um onjunto arregador, opera�~oes e rela�~oes, i.e.,(a) para o onjunto unit�ario fu1g de �1 : Mod(�)(A2)u1 =Def A2;�(u1)(b) para todo s��mbolo de opera�~ao f1 2 F1 : Mod(�)(A2)f1 =Def A2;�(f1)() para todo s��mbolo de prediado p1 2 P1 : Mod(�)(A2)p1 =Def A2;�(p1)2. em mor�smos (isto �e, em homomor�smos entre modelos Horn): dado umhomomor�smo h2 : A2 ! B2 entre dois �2 modelos Horn, de�nimos um �1homomor�smo omo segue:Mod(�)(h2) : Mod(�)(A2)! Mod(�)(B2)sendo que: Mod(�)(h2)u1 =Def h2;�(u1)



64Nos diagramas abaixo temos a representa�~ao da de�ni�~ao do funtor esquei-mento em objetos e setas. (A2)u1 A2;�(u1)�

Mod (�)oo(A2)f1 A2;�(f1)�

Mod (�)oo(A2)p1 A2;�(p1)�

Mod (�)oo(h2)u1 h2;�(u1)�

Mod (�)ooNota 5.4 (Funtor Esqueimento) Para simpli�ar a leitura, muitas vezes esta-mos utilizando simplesmente � no lugar �u ; �F e �P . Esta onsidera�~ao �e importante,pois � �e dependente do tipo argumentos.Preisamos veri�ar se o funtor preserva as identidades e omposi�~ao. Em geral,preservar as identidades quer dizer: F (idA) = idF (A). Dado um �2-modelo HornA2 e seus orrespondentes homomor�smos identidades idA2 : A2 ! A2, podemosonluir que:Mod(�)(idA2)u1 = idA2;�(u1) (pela de�ni�~ao aima)= idMod (�)(A2)u1 (pela de�ni�~ao aima)Finalmente, o funtor deve ser ompat��vel om as omposi�~oes: F (gÆh) = F (g)ÆF (h).Dados dois �2-homomor�smos h2 : A2 ! B2, g2 : B2 ! C2 induzindo a omposi�~aog2 Æ h2 : A2 ! C2, podemos onluir que:Mod(�)(g2 Æ h2)u1 = (g2 Æ h2)�(u1) (omo de�nido aima)= g2;�(u1) Æ h2;�u(u1) ( omposi�~ao em Set)= Mod(�)(g2)u1 ÆMod(�)(h2)u1 (omo de�nido aima)Assim, o funtor Mod �e de�nido em objetos e setas na seguinteProposi�~ao 5.2 (Funtor Modelo ModHorn) De�nimos o funtor modelo ModHorn :SignopHorn ! Cat omo um funtor mapeando ada:� � assinatura Horn para Mod(�)Horn , a ategoria de modelos Horn de aordoom a proposi�~ao 5.1.� mor�smo entre assinaturas Horn � : �1 ! �2 para Mod(�)Horn , o funtoresqueimento de aordo om a de�ni�~ao 5.6.Prova. A prova que ModHorn �e realmente um funtor �e a mesma do funtor ModMSEqtlapresentada na institui�~ao daMSEqtl (ver prova da de�ni�~ao 4.2 ). Esta prova deixalaro a ontravariânia do funtor modelo. Assim, quando trabalhamos a n��vel demodelos, que est~ao relaionados pelo mor�smo entre assinaturas em Sign, os mor�s-mos s~ao tratados no sentido ontr�ario, utilizando apenas as estruturas neess�arias,do modelo da assinatura destino (no mor�smo entre assinaturas), para satisfazer asestruturas da assinatura origem.



655.1.3 O Funtor Senten�a SenHorn : SignHorn ! SetNesta se�~ao, introduzimos o tereiro elemento da institui�~ao, i.e., o funtorsenten�a (Sen). O funtor Sen \relaiona" ada assinatura em Sign om seu onjuntode senten�as em Set e ada mor�smo entre assinaturas om um mor�smo entre osonjuntos de senten�as das respetivas assinaturas.Iniialmente, onsideramos algumas de�ni�~oes importantes que inluem, ter-mos de uma assinatura, f�ormulas atômias e f�ormula Horn universal, a seguir apre-sentamos a tradu�~ao destas de�ni�~oes.Um sistema de vari�aveis �e um onjunto de vari�aveis, tal que nenhum nome devari�aveis �e igual a um s��mbolo de opera�~ao ou s��mbolo de prediado.De�ni�~ao 5.7 (Vari�aveis e Sistema de Vari�aveis) Os s��mbolos de vari�aveis est~aonum onjunto ont�avel representado pelo s��mbolo �, que para ada assinatura Horn� = hfug;F ;Pi, admite esolher um subonjunto Xu � �. Para simpli�ar, daquipara frente usaremos simplesmente X . Chamamos o onjunto X de �-sistema devari�aveis, tal que X \ (F [ P) = ?.Novamente, para a l�ogia Horn o onjunto de termos �e formado de maneira es-trutural inluindo vari�aveis, s��mbolos de onstantes e s��mbolos de opera�~oes (termosompostos).De�ni�~ao 5.8 (Termos de uma assinatura) Sejam � = hfug;F ;Pi uma assi-natura Horn e X um �-sistema de vari�aveis. ChamamosT (�;X ) =def T (�;X )ude onjuntos de termos sobre X , de�nido da seguinte maneira:� Xu � T (�;X )u (toda vari�avel �e um termo)� Para ada f : � ! u 2 F temos que f 2 T (�;X )u (toda onstante �e umtermo)� Para todo f : un ! u 2 F e para todo termo t1 2 T (�;X )u ; : : : ; tn 2T (�;X )u temos que f (t1; : : : ; tn) 2 T (�;X )u (termos ompostos)As f�ormulas atômias desta l�ogia s~ao onstitu��das de equa�~oes e prediados.Em detalhes, onsidere a seguinteDe�ni�~ao 5.9 (F�ormulas Atômias) Sejam � uma assinatura Horn e X um �-sistema de vari�aveis. De�nimos duas formas de �-f�ormulas atômias sobre X :1. Assumimos que o s��mbolo equaional ` = ' n~ao est�a inlu��do em P . Sejamt ; t 0 2 T (�;X )u , dois �-termos. Ent~ao:t = t 0�e uma �-f�ormula atômia sobre X hamada equa�~ao.2. Dado um s��mbolo de prediado pun 2 P e termos t1 2 T (�;X )u ; : : : ; tn 2T (�;X )u . Ent~ao,



66p(t1; : : : ; tn)�e uma �-f�ormula atômia sobre X .�-f�ormulas atômias podem ser hamadas de �atomos.Nota 5.5 (F�ormulas Atômias) Para indiar que uma f�ormula atômia �e base-ada em um sistema de vari�aveis X esreveremos (X ` ').Um f�ormula Horn universal �e uma implia�~ao da forma apturada na pr�oximaDe�ni�~ao 5.10 (F�ormula Horn Universal) Sejam � uma assinatura Horn, Xum �-sistema de vari�aveis e '1; : : : ; 'n ; ' �-f�ormulas atômias sobre X de aordoom a de�ni�~ao 5.9. Chamamos� = h'1; : : : ; 'n ) 'ide f�ormula Horn universal sobre � e X .Nota 5.6 A de�ni�~ao aima requer que qualquer s��mbolo de vari�avel usado emalgum 'i ; ' esteja inlu��do em X . Novamente, enfatizando o tratamento de vari�aveis(ver nota 5.5), se queremos expressar uma f�ormula atômia omo uma f�ormula bemformada, devemos us�a-la da maneira espei�ada aima, isto �e, temos que refereniaro sistema de vari�aveis.Dado um mor�smo entre assinaturas em Sign. O funtor Sen �e de�nido em setasomo uma tradu�~ao entre as senten�as dessas assinaturas. Assim, para todo sistemade vari�aveis na assinatura origem temos um respetivo na assinatura destino.De�ni�~ao 5.11 (Sistema de Vari�aveis Induzido) Sejam �1, �2 assinaturas Horn,� : �1 ! �2 um mor�smo entre assinaturas Horn e X1 um �1-sistema de vari�aveis.Chamamos �(X1) = (�(X1)u2)de �2-sistema de vari�aveis induzido por �, tal que:�(X1)u2 = hX1;u1 j �(u1) = u2iIsto �e, X1;u1 �

� // X1;�(u1)Desta forma, para ada termo da assinatura origem de � temos um respetivona assinatura destino.De�ni�~ao 5.12 (Tradu�~ao de Termos) Sejam �1, �2 duas assinaturas, � : �1 !�2 um mor�smo entre essas assinaturas e um �1-termo t1 2 T (�1;X1)u1 . De�nimosa tradu�~ao de t1, esrita �u1(t1) 2 T (�2; �(X1))�(u1)



67reursivamente sobre a de�ni�~ao de termos, da seguinte maneira:(i) �u1(x1) = x1(2 �(X1)) para todo x1 2 X1;u1 ( sobre vari�aveis )(ii) �u1(f1) = �(f1) para todo f1 : �! u1 2 F1 (sobre onstantes)(iii) �u1(f1(t1; : : : ; tn)) = �(f1)(�un (t1; : : : ; tn)) para todo f1(t1; : : : ; tn) omf1 : w ! u1 2 F1 e t1 2 T (�1;X1)u ; : : : ; tn 2 T (�1;X1)u :Nota 5.7 (Tradu�~ao de Termos) A fun�~ao extendida � que faz a tradu�~ao determos �e da seguinte forma: �u1 : T (�1;X1)u1 ! T (�2; �(X1))�(u1). �E importanteveri�ar que os nomes das vari�aveis permaneem os mesmo, o que muda �e o sort.O funtor Sen traduz f�ormulas atômias, i.e., equa�~oes e prediados da assina-tura origem em � para a destino, para todo � em Sign.De�ni�~ao 5.13 (Tradu�~ao de F�ormulas Atômias) Sejam �1, �2 assinaturasHorn, � : �1 ! �2 um mor�smos entre essas assinaturas e uma �1-f�ormula atômia'. De�nimos a tradu�~ao de �('), de aordo om a estrutura da de�ni�~ao de f�ormulasatômias (de�ni�~ao 5.9 ), omo segue:(i) para ' � (X ` t = t 0) omo �(') =def (�(X ) ` �u1(t) = �u1(t 0)), omt ; t 0 2 T (�1;X1)u1(ii) para ' � (X ` p(t1; : : : ; tn)); omo�(') =def (�(X ) ` �(p)(�un (t1) : : : ; �un (tn)));om t1 2 T (�1;X1)u ; : : : ; tn 2 T (�1;X1)u para todo pun 2 P1:utilizando a tradu�~ao de termos de�nida aima (de�ni�~ao 5.12). A de�ni�~ao detradu�~ao de f�ormulas atômias �e representada pelos diagramas que seguem.(X ` t = t 0) � // (�(X ) ` �u1(t) = �u1(t 0))(X ` p(t1; : : : ; tn)) � // (�(X ) ` �(p)(�un (t1); : : : ; �un (tn)))Assim, podemos de�nir a tradu�~ao de f�ormulas Horn Universais.De�ni�~ao 5.14 (Tradu�~ao de F�ormulas Horn Universais) Sejam �1, �2 as-sinaturas Horn, � : �1 ! �2 um mor�smo entre assinaturas, X1 um �1-sistema devari�aveis e uma f�ormula Horn universal � = (X1 ` '1; : : : ; 'n ) ') sobre �1 e X1,de�nimos a tradu�~ao de � omo:�(�) = (�(X1) ` �('1); : : : ; �('n)) �('))Utilizando a de�ni�~ao de tradu�~ao do sistema de vari�aveis (de�ni�~ao 5.11) e a de�-ni�~ao aima de tradu�~ao de f�ormula atômias. Desta maneira, temos:(X1 ` '1; : : : ; 'n ) ') � // (�(X1) ` �('1); : : : ; �('n)) �('))Apresentamos a seguir o tereiro ingrediente da institui�~ao Horn, i.e., o funtorSen.



68De�ni�~ao 5.15 (O Funtor Senten�a SenHorn : SignHorn ! Set) De�nimos ofuntor senten�a para l�ogia Horn, esrito SenHorn : SignHorn ! Set (daqui em diantesimplesmente Sen) por:� Sen(�) que �e o onjunto de todas as f�ormulas Horn universais sobre �.� Sen(�) = � : Sen(�1)! Sen(�2) que �e a tradu�~ao de f�ormulas Horn universaispara qualquer dado � : �1 ! �2.Nota 5.8 A veri�a�~ao de que SenHorn : SignHorn ! Set �e realmente um funtorsegue o mesmo prin��pio da nota 4.4 mostrada na institui�~ao da l�ogia equaionalmulti sortida para o funtor SenMSEqtl .5.1.4 Condi�~ao de Satisfa�~aoNesta se�~ao, apresentamos a ondi�~ao de satisfa�~ao de f�ormulas por modelos,omo �ultimo ��tem desta l�ogia.Uma atribui�~ao de vari�aveis �e uma fun�~ao, tal que para ada vari�avel no sis-tema de vari�aveis �e dado um valor no onjunto arregador da estrutura de interpre-ta�~ao.De�ni�~ao 5.16 (Atribui�~ao de Vari�aveis) Dada uma assinatura Horn � 2 SignHorn ,um �-modelo Horn A 2j Mod(�)Horn j e um �-sistema de vari�aveis X . Uma atri-bui�~ao de um s��mbolo de vari�avel em X para valores em A:� : X ! A = h�u : Xu ! Aui�e um onjunto de fun�~oes, que atribui para ada s��mbolo de vari�avel x um valor�(x ) no modelo (veja Figura 5.1)
x a

x

1 1

a 22

X AuFIGURA 5.1 { Atribui�~ao HornA de�ni�~ao de avalia�~ao de termos �e dada de aordo om a estrutura de termos,i.e., para vari�aveis (ou seja, a pr�opria atribui�~ao), para onstantes e para termosomplexos.De�ni�~ao 5.17 (Avalia�~ao de Termos) Sejam � 2j SignHorn j uma assinatura,A 2 Mod(�) um �-modelo e X um �-sistema de vari�aveis, uma atribui�~ao � : X !A e um �-termo t 2 T (�;X )u . A avalia�~ao de t sob �:� : T (�;X )! A; � = �u



69�e de�nida reursivamente, de aordo om a de�ni�~ao de termos (de�ni�~ao 5.8 ):(i) �u(x ) =def �u(x ) para todo x 2 Xu(ii) �u(f ) =def Af para todo f : �! u 2 F(iii) �u(f (t1; : : : ; tn)) =def Af (�un (t1); : : : ; �un (tn))) para todof : un ! u 2 F e t1 2 T (�;X )u ; : : : ; tn 2 T (�;X )u :Nota 5.9 (Avalia�~ao de Termos) Quando utilizamos t 2 T (�;X ), signi�a queX �e o onjunto m�aximo de s��mbolos que podem ser usados para onstruir t . �un �ea extens~ao de �u para palavras de fug�.Da mesma maneira que para termos, temos tamb�em a avalia�~ao de f�ormulasatômias, que �e apturada pela seguinteDe�ni�~ao 5.18 (Avalia�~ao de f�ormulas atômias) Sejam � = hfug;F ;Pi umaassinatura Horn, A = hA(u);A(F );A(P)i um modelo, X um sistema de vari�aveis,� : X ! A uma atribui�~ao e ' uma f�ormula atômia Horn, segundo a de�ni�~ao5.9. A avalia�~ao de f�ormulas ' �e de�nida omo segue:� �u(t) = �u(t 0), i.e., a avalia�~ao dos termos t ; t 0 produz o mesmo resultado emA;� �u(p(t1; : : : ; tn)) =def (�u1(t1); : : : ; �un (tn)) 2 A(P), i.e., a avalia�~ao da termotupla t1 2 T (�;X )u ; : : : ; tn 2 T (�;X )u em A produz um elemento da rela�~aoA(P).Como menionado no ��niio desta se�~ao, dada uma assinatura � e uma �-estrutura de interpreta�~ao temos o oneito de satisfa�~ao de �-senten�as nesta es-trutura.De�ni�~ao 5.19 (Satisfa�~ao de uma f�ormula atômia em uma atribui�~ao)� Caso 1: Sejam ' = (X ` t ; t 0) uma equa�~ao sobre �, A = hA(u);A(F );A(P)ium modelo Horn e � : X ! A uma atribui�~ao. Ent~ao A satisfaz ' em� : X ! A, esrita A; � j=� ', se e somente se �(t) = �(t 0).� Caso 2: Sejam ' = (X ` p(t)) um prediado sobre �, A = hA(u);A(F );A(P)ium modelo Horn e � : X ! A uma atribui�~ao. Ent~ao A satisfaz ' em� : X ! A, esrita A; � j=� ', se e somente se �(t) 2 A(P).O oneito de satisfa�~ao de uma senten�a em um modelo vale se, e somentese, a satisfa�~ao vale para toda atribui�~ao.De�ni�~ao 5.20 (Satisfa�~ao de uma f�ormula atômia em um modelo)� Caso 1: Sejam ' = (X ` t = t 0) uma equa�~ao sobre � e A = hA(u);A(F );A(P)ium modelo Horn. Ent~ao, A satisfaz ', esrita, A j=� ' se e, somente se,A; � j=� ' para toda atribui�~ao � : X ! A.� Caso 2: Sejam ' = (X ` p(t1; : : : ; tn)) um prediado sobre � e A = hA(u);A(F ),A(P)i um modelo Horn. Ent~ao, A satisfaz ', esrita, A j=� ' se e, somentese, A; � j=� ' para toda atribui�~ao � : X ! A.



70Da mesma maneira que para f�ormulas atômias, segue a satisfa�~ao de f�ormulasHorn universais em uma atribui�~ao.De�ni�~ao 5.21 (Satisfa�~ao de uma f�ormula Horn em uma atribui�~ao)Seja � = hX ` '1; : : : ; 'n ) 'i uma f�ormula Horn sobre �, A = hA(u);A(F );A(P)i um �-modelo e � : X ! A uma atribui�~ao. Ent~ao A satisfaz � em �, esrita,A; � j=� �, se e somente se, sempre que A; � j=� '1; : : : ;A; � j=� 'n temos queA; � j=� '.De�ni�~ao 5.22 (Satisfa�~ao de uma f�ormula Horn em um modelo)Seja � = hX ` '1; : : : ; 'n ) 'i uma f�ormula Horn sobre � e A = hA(u);A(F );A(P)i um �-modelo. Ent~ao A satisfaz �, esrita A j=� �, se e somente se, sempre queA; � j=� '1; : : : ;A; � j=� 'n temos que A; � j=� ' para toda atribui�~ao � : X ! A.A ondi�~ao de satisfa�~ao em uma institui�~ao �e tal que, quando mapeamos umaassinatura para outra, ent~ao a satisfa�~ao de f�ormulas pelos modelos (ver de�ni�~ao5.22), muda oerentemente. Neste ontexto, os nomes n~ao s~ao importantes, noentanto as estruturas devem ser preservadas.Sabemos que, na tradu�~ao de termos, os nomes das vari�aveis n~ao mudam.Assim, toda a atribui�~ao de vari�aveis para valores da �algebra da assinatura origemtemos uma semelhante na destino e vie-versa.De�ni�~ao 5.23 (Atribui�~oes Correspondentes) Sejam � : �1 ! �2 um mor-�smo entre assinaturas Horn, X1 um �1-sistema de vari�aveis e A2 um �2 modeloHorn.1. Dada uma atribui�~ao �2 : �(X1)! A2, om �(X1) um �2 sistema de vari�aveisinduzido de aordo om a de�ni�~ao 5.11, hamamos �1 : X ! Mod(�)(A2) deatribui�~ao orrespondente, de�nida omo:�1;u1(x ) =Def �2;�(u1)(x )para todo x1 2 X1;u12. Dada uma atribui�~ao �1 : X1 ! Mod(�)(A2), hamamos �2 : �(X1) ! A2 deatribui�~ao orrespondente, de�nida omo:�2;u2(x ) =Def �1;u1(x )para todo x 2 �(X1), tal que u2 = �(u1).Agora, preisamos de�nir atribui�~oes estendidas para termos, �atomos e f�ormulas,isto �e, dado um par de atribui�~oes orrespondentes, podemos extender ambas pro-duzindo a no�~ao de avalia�~oes orrespondentes.Proposi�~ao 5.3 (Avalia�~oes Correspondentes) Seja� Horn � : �1 ! �2 um mor�smo entre assinaturas Horn;� X1 um �1- sistema de vari�aveis;



71� A2 2j Mod(�2) j um �2-modelo Horn e� as atribui�~oes orrespondentes, omo de�nidas em 5.23.Ent~ao, temos as seguintes avalia�~oes orrespondentes:�1 : T (�1;X1)! Mod(�)(A2)�2 : T (�2; �(X1))! A2Tal que, para todo t 2 T (�1;X1)u1, a seguinte propriedade vale:�1;u1(t) = �2;�(u1)(�u1(t))Prova. Prova an�aloga a proposi�~ao 4.3.Lema 5.1 (Condi�~ao de Satisfa�~ao para �Atomos) Sejam � : �1 ! �2 ummor�smo entre assinaturas, A2 um �2-modelo , X1 um �1-sistema de vari�aveis euma ' �1-f�ormula atômia sobre X1, segundo a de�ni�~ao 5.9. Para toda atribui�~ao�2 : �(X1)! A temos que:A2 j=�2 Sen(�)('), Mod(�)(A2) j=�1 'Prova. O lema ont�em uma proposi�~ao sobre �1 �atomos ' sobre X1. Isto �e, temosque prov�a-lo de aordo om a estrutura de �atomos, seguindo a de�ni�~ao 5.9. Aprova para equa�~oes �e an�alogo a prova apresentada no teorema 4.1. Segue abaixo aprova para prediados. Seja ' = hX ` p1(t1; : : : ; tn)i para t1 2 T (�1;X1)u ; : : : ; tn 2T (�1;X1)u e p1;w 2 P1A2 j=�2 Sen(�)('), A2 j=�2 (�u(X1) ` �u(p1)(�u(t1); : : : ; �u(tn)) (def. de '), A2 j=�2 �u(p1)(�u(t1) : : : ; �u(tn)) (def. de 5:13), �2;�(u)(�u(t1)); : : : ; �2;�(u)(�u(tn)) 2 A2;�(p) (def. 5:20), �1;u(t1; : : : ; tn) 2 A2;�(p) (prop. 5:3), �1;u(t1; : : : ; tn) 2 Mod(�)(A2)p (def. 5:6), Mod(�)(A2) j=�1 p1(t1; : : : ; tn) (def. 5:20), Mod(�)(A2) j=�1 ' (def. ')Corol�ario 5.1 (Condi�~ao de Satisfa�~ao) Dada um mor�smo entre assinatu-ras Horn � : �1 ! �2, um �2 modelo Horn A2, um �1-sistema de vari�aveis X1 euma f�ormula Horn universal � = hX1 ` '1; : : : ; 'n ) 'i, a seguinte ondi�~ao desatisfa�~ao vale: A2 j=�2 Sen(�)(�), Mod(�)(A2) j=�1 �Prova. Este orol�ario tem uma proposi�~ao sobre f�ormulas Horn universais, ent~ao te-mos que provar de aordo om sua estrutura (ver de�ni�~ao 5.10). Seja �2 : �(X )!A2 uma atribui�~ao. Temos para toda f�ormula � = hX1 ` '1; : : : ; 'n ) 'i aseguinte prova. Por hip�otese temos que A2 j=�2 Sen(�)(�). Agora, temos queA2 j=�2 Sen(�)(�) �e equivalente a A2 j=�2 (�(X ) ` �('1); : : : ; �('n) ) �(')) pelade�ni�~ao de �. Mas temos que isto �e equivalente a A2; �2 j=�2 �('1); : : : ;A2; �2 j=�2�('n) ) A2; �2 j=�2 �(') pela de�ni�~ao 5.22. Assim, segue Mod(�)(A2); �1 j=�1'1; : : : ;Mod(�)(A2); �1 j=�1 'n ) Mod(�)(A2); �1 j=�1 ' pela de�ni�~ao 5.23. Nova-mente, isto �e equivalente a Mod(�)(A2) j=�1 (X1 ` '1; : : : ; 'n ) '), pela de�ni�~ao5.22. Finalmente, segue Mod(�)(A2) j=�1 � pela de�ni�~ao de �, que era o que tinhaque ser provado.



726 MapeamentosNeste ap��tulo, apresentamos dois tipos de mapeamentos entre institui�~oes,mais preisamente, mapeamento Puro e mapeamento Simples, que foram introduzi-dos em [MES 89℄. Um mapeamento Puro entre duas l�ogias �e essenialmente umaestrutura que traduz assinaturas e senten�as de L para L0 e que mapeia modelos deL0 para L. Como mapeamento puro temos uma seta que relaiona (representa) umainstitui�~ao L em outra L0, tal que as assinaturas de L s~ao mapeadas para assinatu-ras de L0. J�a um mapeamento simples traduz assinaturas de L para teorias de L0.Isto aontee pois a tradu�~ao da informa�~ao na assinatura da l�ogia origem poderequerer axiomas na l�ogia destino. Como exemplos, mostramos detalhadamenteum mapeamento puro entre a MSEqtl e a OSEqtl e um mapeamento simples entrea MSEqtl e a l�ogia Horn. Tamb�em, aten�~ao espeial �e dada para as propriedadesl�ogias desses mapeamentos.6.1 Mapeamento PuroDe forma a motivar a de�ni�~ao de mapeamento Puro onsidere as duas espe-i�a�~oes de listas nas l�ogias MSEqtl e OSEqtl apresentadas abaixo.ThList ;MSEqtlSortsnat ; listOpnsempty :! listhead : list ! nattail : list ! listons : nat ; list ! list[x : nat ; l : list ℄head(ons(x ; l)) = x : nat[x : nat ; l : list ℄tail(ons(x ; l)) = l : list[ ℄tail(empty) = emptyThList ;OSEqtlSortsnat ; listSubsortsnat < nat ; list < listOpnsempty :! listhead : list ! nattail : list ! listons : nat ; list ! list[x : nat ; l : list ℄head(ons(x ; l)) = x : nat[x : nat ; l : list ℄tail(ons(x ; l)) = l : list[ ℄tail(empty) = empty



73O ponto essenial a ser observado nessas espei�a�~oes �e a maneira omoa espei�a�~ao de listas em MSEqtl pode ser \representada" em OSEqtl. Maispreisamente, note que isto foi poss��vel atrav�es da inlus~ao da rela�~ao de ordemparial identidade no onjunto de sorts, representada por <. Desta maneira, oque est�a aonteendo �e que uma assinatura MSEqtl pode ser odi�ada em umaassinatura OSEqtl om a inlus~ao da rela�~ao < no onjunto de sorts. Entretanto,podemos veri�ar que as senten�as permaneem iguais nas duas espei�a�~oes.Como ada uma dessas espei�a�~oes �e denotada por uma lasse de mode-los (�algebras) ent~ao, elas tamb�em est~ao relaionadas semantiamente. Contudo, osmodelos que interpretam as estruturas sint�atias dessas dessas duas l�ogias s~ao es-senialmente diferentes, i.e., na OSEqtl, as estruturas de interpreta�~ao requerem umarela�~ao de ordem parial nos onjuntos, que n~ao existe para as estruturas que inter-pretam MSEqtl. No entanto, podemos pensar em �algebras MSEqtl omo �algebrasOSEqtl om uma rela�~ao de ordem parial identidade nos onjuntos arregadores.Desta forma, temos uma maneira de relaionar os modelos das duas espei�a�~oesapresentadas aima, i.e., omo esta rela�~ao �e a identidade podemos \traduzir" a�algebra que interpreta listas em OSEqtl para uma �algebra que denota listas emMSEqtl.Esta id�eia de representar uma l�ogiaL em uma outra l�ogiaL0 est�a formalizadana seguinteDe�ni�~ao 6.1 (Mapeamento puro de institui�~oes) Sejam duas institui�~oes L =(Sign; Sen;Mod ; j=) e L0 = (Sign0; Sen 0;Mod 0; j=0). Um mapeamento puro (�; �; �) :L ! L0 onsiste de� um funtor � : Sign! Sign0;� uma transforma�~ao natural � : Sen ) �; Sen 0 : Sign! Set e� uma transforma�~ao natural � : �op ; Mod 0 ) Mod : Signop ! Cattal que para ada � 2j Sign j; ' 2 Sen(�) e M 0 2 jMod 0(�(�))j a seguinte proprie-dade vale:�(�)(M 0) j=� ', M 0 j=0�(�) �(�)(') (Condi�~ao Pura)Sign�
��

Mod(�) j=�oo // Sen(�)�(�)
��Sign0 Mod 0(�(�))�(�) OO j=0�(�)oo // Sen 0(�(�))Considere agora a Figura 6.1, Onde os dois irulos maiores representam duasl�ogias (institui�~oes). Note que, a seta pontilhada no topo �e o funtor � : Sign! Sign0e a seta s�olida inferior �e a transforma�~ao natural �. J�a tradu�~ao pontilhada inferiordenota a transforma�~ao �. Podemos observar, que � relaiona os modelos das l�ogiasno sentido ontr�ario de � (em Cat), e que � ralaiona as f�ormulas das l�ogias nomesmo sentido de � (em Set). Finalmente, o s�imbolo j= no entro do desenho apareeomo a ondi�~ao pura. Essa ondi�~ao diz que os modelos da l�ogia destino (de �)satisfazem os axiomas traduzidos por � se e somente se os modelos traduzidos por� satisfazem os axiomas da l�ogia origem.
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FIGURA 6.1 { Mapeamento Puro6.1.1 ExemploNesta se�~ao, disutimos mais detalhadamente o mapeamento puro j�a introdu-zido no in��io desta se�~ao, i.e., entre a l�ogia MSEqtl e a l�ogia OSEqtl.Exemplo 6.1 (Mapeamento Puro MSEqtl! OSEqtl) Um mapeamentopuro (�; �; �) : LMSEqtl ! LOSEqtl �e de�nido omo segue:� para ada assinatura � = hS ;F i 2j SignMSEqtl j temos uma � = hS ;F ; <i 2 SignOSEqtl , ou seja, �hS ;F i =def hS ;F ; <i, onde < �e a ordem parialidentidade no onjunto de sorts S .� para ada � = hS ;F i 2j SignMSEqtl j e para ada equa�~ao hX ` t = t 0i 2SenMSEqtlhS ;F i temos uma equa�~ao ordenada por sorts hX ` t = t 0i 2SenOSEqtl(�(hS ;F i)).� para ada � = hS ;F i 2 SignMSEqtl e para ada modelo ordenado por sortsM 0 = hAs j s 2 S ;Af j f 2 F ;=i 2j Mod 0OSEqtl(�(hS ;F i)) j temos uma �algebramulti sortida �(�)(M 0) = hAs j s 2 S ;Af j f 2 F i 2j ModMSEqtl(hS ;F i) j,onde a ordem parial nos arregadores �e esqueida.Al�em disso, a partir dessas informa�~oes temos, para todo ' 2 SenMSEqtl(�) e paratodo M 0 2j Mod 0OSEqtl(�(hS ;F i)) j que:�(�)(M 0) j=�MSEqtl ', M 0 j=�OSEqtl �(�)(')que �e a ondi�~ao pura do mapeamento.Na sequênia mostramos que as de�ni�~oes dadas aima satisfazem os requisitospara serem ummapeamento puro, i.e., que globalmente elas de�nem respetivamentefuntores entre assinaturas e transforma�~oes naturais entre senten�as e modelos.Proposi�~ao 6.1 As de�ni�~oes apresentadas no exemplo 6.1 de�nem um mapea-mento Puro (�; �; �) : LMSEqtl ! LOSEqtl .



75Prova. A proposi�~ao aima requer que veri�quemos uma diversidade de itens.1. Come�amos om o funtor � : SignMSEqtl ! SignOSEqtl . Pela de�ni�~ao temosque para todo � : �1 ! �2 2 SignMSEqtl existe um �(�) : �(�1) ! �(�2) 2SignOSEqtl tal que �(�) = �, i. e.,hS1;F1i � //�
��

hS1;F1; <i�(�)=�
��hS2;F2i � // hS2;F2; <iTemos que investigar se o funtor � �e ompat��vel om a omposi�~ao e identi-dade.� Composi�~ao, i.e., sejam � : �1 ! �2; �0 : �2 ! �3 mor�smos emSignMSEqtl temos que onstatar se �(�0 Æ �) = �(�0) Æ �(�). Esta provapode ser resumida no diagrama abaixo:

�0Æ�
��

hS1;F1ioo �
��

hS1;F1; <i�=�(�)
��

//

�(�0)Æ�(�)
��

� //hS2;F2i�0
��

hS2;F2; <i�0=�(�0)
��

� //

// hS3;F3i hS3;F3; <i oo�(�0 Æ �) = �0 Æ � (de�ni�~ao de �)= �(�0) Æ �(�) (de�ni�~ao de �)� Identidade, ou seja, �(id�) = id�(�), ent~ao:�(idhS ;F i) = �(hS ;F i) (de�ni�~ao de id)= hS ;F ; <i (de�ni�~ao de �)= idhS ;F ;<i (de�ni�~ao de id)= id�(hS ;F i) (de�ni�~ao de �)2. Para a transforma�~ao natural � : SenMSEqtl ) �; SenOSEqtl : Sign ! Set,temos que, para qualquer � : hS1;F1i ! hS2;F2i 2 SignMSEqtl , o seguintediagrama omuta:
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SenhS1;F1i�

��

��1 // Sen(�hS1;F1i)�(�)
��

(X ` t = t 0) � //
_

��

(X ` t = t 0)
_

��(�(X ) ` �(t) = �(t 0)) � // (�(X ) ` �(t) = �(t 0))SenhS2;F2i ��2 // Sen(�hS2;F2i)3. Finalmente, para a transforma�~ao natural � : �op ; Mod 0OSEqtl ) ModMSEqtl :SignopMSEqtl ! Cat de�nida omo �(hA(S );A(F );=i) = hA(S );A(F )i, temosque, para qualquer � : �1 ! �2 2 SignMSEqtl , o seguinte diagrama omuta:ModhS1;F1i Mod 0(hS1;F1;=i)��1oo hA2;�(s1);A2;�(f1)i hA2;�(s1);A2;�(f1);=i�oohA2;s2;A2;f 2i_

OO hA2;s2;A2;f 2;=i_

OO

�ooModhS2;F2i
Mod (�) OO

Mod 0(hS2;F2;=i)
Mod 0(�)OO

��2ooA prova da ondi�~ao pura �e omo a prova da satisfa�~ao em institui�~ao. Con-tudo, as atribui�~oes orrespondentes s~ao entre duas institui�~oes diferentes.Al�em disso, a transforma�~ao natural � �e uma ole�~ao de setas em Cat. Assim,temos que � �e um funtor.De�ni�~ao 6.2 (Funtor �) O funtor � : �op ; ModOSEqtl ! ModMSEqtl �e de�nidoda seguinte maneira:� em objetos: sejam � = hS ;F i uma assinatura MSEqtl, � : SignMSEqtl !SignOSEqtl um funtor, tal que �(hS ;F i) = hS ;F ; <i e Mod 0 : SignopOSEqtl ! Cat,ent~ao � �e de�nido em objetos , para todo hA�(s);A�(f );=i 2 j Mod 0(hS ;F ; <i) j, omo: �(hA�(s);A�(f );=i) =def hA�(s);A�(f )iesqueendo a rela�~ao de ordem parial identidade nos arregadores.� em setas: para todo Mod 0(�(�)) : Mod 0(�(�2))! Mod 0(�(�1)) 2 ModOSEqtltemos que �(Mod 0(�)) : �(Mod 0(S2;F2;=))! �(Mod 0(S1;F1;=)) 2 ModMSEqtl ,de�nido omo:



77�(Mod 0(�)) =def Mod(�)hA2;�(s1);A2;�(f 1);=i ��1 // hA2;�(s1);A2;�(f1)i
hA2;s2;A2;f 2;=i ��2 //

Mod 0(�) OO

hA2;s2;A2;f 2iMod (�)OO

Nota 6.1 Temos que veri�ar se o funtor preserva omposi�~ao e identidade. Pri-meiramente para a omposi�~ao, sejam � : �1 ! �2 e �0 : �2 ! �3 dois mor�s-mos em SignMSEqtl , Mod 0(�) : Mod 0(�(hS2;F2i)) ! Mod 0(�(hS1;F1i)) e Mod 0(�0) :Mod 0(�(hS3;F3i))! Mod 0(�(hS2;F2i)) temos que provar, para todo hA3;s3;A3;f 3;=i 2 j ModOSEqtl(hS3;F3; <i) j, �(Mod 0(�) ÆMod 0(�0)) = �(Mod 0(�)) Æ �(Mod 0(�0)).Assim, isso �e fato mostrado no seguinte diagrama:
// hA3;�0(�(s1));A3;�0(�(f 1));=i hA3;�0(�(s1));A3;�0(�(f 1))i oo� //hA3;�0(s2);A3;�0(f2);=iMod 0(�) OO

hA3;�0(s2);A3;�0(f 2)iMod (�)OO

� //

omp:
OO

hA3;s3;A3;f 3;=ioo

Mod 0(�0) OO

hA3;s3;A3;f 3iMod (�0)OO

//

omp:
OO

�(Mod 0(�) ÆMod 0(�0)) = Mod(�) ÆMod(�0) (de�ni�~ao de �)= �(Mod 0(�)) Æ �(Mod 0(�0)) (de�ni�~ao de �)Agora para identidade, seja idMod 0(�(�)) : Mod 0(�(�))! Mod 0(�(�)) um mor�smoem Mod 0OSEqtl . Ent~ao�(idMod 0(�(�))) = idMod (�) (de�ni�~ao de �)= id�(Mod 0(�(�))) (de�ni�~ao de �)6.1.2 Propriedades L�ogiasSeguem nesta se�~ao as propriedades l�ogias preservadas pelo mapeamento pu-ro. Em aplia�~oes dos mapeamentos, normalmente trabalhamos om no�~ao dededu�~ao (rela�~ao de onsequênia) das l�ogias relaionadas. Com rela�~ao a essaid�eia, o mapeamento puro preserva onsequênia semântia.



78Proposi�~ao 6.2 (Preserva�~ao de Consequênia Semântia) O mapeamen-to Puro (�; �; �) : L ! L0 preserva onsequênia semântia, i.e., para todo � 2 jSign j, para todo � 2 Sen(�), e para todo ' 2 Sen(�), temos que� j=� ') �(�)(�) j=0�(�) �(�)('):Prova. Seja M 0 2 j Mod 0OSEqtl(�(�)) j, ent~ao temos:M 0 j=0�(�) �(�)(�), 8' 2 � : M 0 j=0�(�) �(�)(') (def. de j=), 8' 2 � : �(�)(M 0) j=� ' (ondi�~ao pura)) �(�)(M 0) j=� ' (assump�~ao), M 0 j=�(�) �(�)(') (ondi�~ao pura)Corol�ario 6.1 O mapeamento Puro (�; �; �) : L ! L0 om � sobrejetor preservae reete onsequêia semântia, i.e., para qualquer � 2 Sen(�), e para qualquer' 2 Sen(�), temos que� j=� ', �(�)(�) j=0�(�) �(�)('):Prova. A preserva�~ao foi provada aima. Assim segue para reex~ao: seja M 2j Mod(�) j. Pela sobrejetividade de � existe um M 0 2 j Mod 0(�(�)) j, tal que�(�)(M 0) = M . Ent~ao temosM j=� �) �(�)(M 0) j=� � (� sobrejetor), 8  2 � : �(�)(M 0) j=�  (def. de j=), 8  2 � : M 0 j=0�(�) �(�)() (ondi�~ao pura), M 0 j=0�(�) �(�)(�) (def. de j=)) M 0 j=0�(�) �(�)(') (hip�otese), �(�)(M 0) j=� ' (ondi�~ao pura)) M j=� ' (de�ni�~ao de �)Como esse trabalho onsidera uma l�ogia partindo do oneito de Institui�~oes,para relatar a no�~ao de subl�ogia temos a id�eia de subinstitui�~ao.De�ni�~ao 6.3 (Subinstitui�~ao) Uma subinstitui�~ao �e ummapeamento puro (�; �; �) :L ! L0, om � injetivo em objetos e � um isomor�smo natural.Proposi�~ao 6.3 A institui�~ao MSEqtl �e uma subinstitui�~ao da OSEqtl.Prova. Preisamos veri�ar que o funtor � : SignMSEqtl ! SignOSEqtl �e injetivo e quea transforma�~ao natural � : �op ; Mod 0OSEqtl ) ModMSEqtl : SignopMSEqtl ! Cat �e umisomor�smo natural.Primeiramente, para o funtor � temos que veri�ar que ele �e injetivo. Sejam� = hS ;F i e �0 = hS 0;F 0i assinaturas em j SignMSEqtl j. Como o funtor � n~aoaltera o objeto, a menos da ordem parial nos sorts, se temos que � 6= �0 ent~ao�(�) 6= �(�0).Seguindo, para veri�ar se � �e um isomor�smo, temos que provar que ��1� Æ�� =idMod 0(�(�)) e �� Æ ��1� = idMod (�).Seja ��1� um funtor ��1 : ModMSEqtl ! ModOSEqtl de�nido da seguinte maneira:



79� em objetos: seja M = hAs j s 2 S ; Af j f 2 F i 2 j ModMSEqtl(�) j��1(hAs j s 2 S ; Af j f 2 F i) = hAs j s 2 S ; Af j f 2 F ;=ionde = �e a rela�~ao de ordem parial identidade nos arregadores.� em setas: para todo Mod(�) : Mod(�2) ! Mod(�1) 2 ModMSEqtl temos que��1(Mod(�)) : ��1(Mod(�2))! ��1(Mod(�1)) �e de�nido omo :��1(Mod(�)) =def Mod 0(�)Assim, segue a prova. Sejam M 0 = hAs j s 2 S ; Af j f 2 F ;=i 2 jMod 0(�(�)) j e M = hAs j s 2 S ; Af j f 2 F i 2 j Mod(�) j. Primeiramente,temos:(��1� Æ ��)(M 0) = ��1� (��(M 0)) (omposi�~ao)= ��1� (M ) (def. de ��)= M 0 (def. de ��1� )= idMod 0(�(�))(M 0) (def. de id)Segundamente, temos:(�� Æ ��1� )(M ) = ��(��1� (M )) (omposi�~ao)= ��(M 0) (def. de ��1� )= M (def. de ��)= idMod (�)(M ) (def. de idMod (�))6.2 Mapeamento SimplesNesta se�~ao apresentamos outro tipo de seta entre institui�~oes, mais espei�-amente, mapeamento Simples. Este mapeamento traduz assinaturas de L (l�ogiaorigem ) para teorias de L0 (l�ogia destino). Isto aontee, quanto a tradu�~ao dainforma�~ao na assinatura da l�ogia origem requer axiomas na l�ogia destino, ou seja,somente a assinatura de L0 n~ao �e su�iente para expressar toda a informa�~ao quevem de L.Como motiva�~ao para este oneito onsidere as espei�a�~oes de listas nosesquemas que seguem.ThList ;MSEqtlSortsnat ; listOpnsempty :! listhead : list ! nattail : list ! listons : nat ; list ! list[x : nat ; l : list ℄head(ons(x ; l)) = x : nat[x : nat ; l : list ℄tail(ons(x ; l)) = l : list[ ℄tail(empty) = empty : list



80ThList ;HornSortuPrednat ; list : uOpnsempty :! uhead : u ! utail : u ! uons : u; u ! u[x ; l : u℄nat(x ); list(l)) head(ons(x ; l)) = x[x ; l : u℄nat(x ); list(l)) tail(ons(x ; l)) = l[ ℄tail(empty) = emptyAxiomasempty : u ) list(empty)[x ; l : u℄nat(x ); list(y)) list(ons(x ; l))[x ; l : u℄nat(x ); list(l)) nat(head(ons(x ; l)))[x ; l : u℄nat(x ); list(l)) list(tail(ons(x ; l)))Observe que temos duas espei�a�~oes de listas, uma na MSEqtl (ver se�~ao4.1) e a outra na l�ogia Horn (ver ap��tulo 5). Destaamos que na segunda espe-i�a�~ao existem alguns axiomas adiionais. Essas senten�as est~ao presentes paraser poss��vel representar toda a informa�~ao sobre listas que �e representada na es-pei�a�~ao MSEqtl. Assim, em um mapeamento entre essas duas espei�a�~oes, aassinatura de listas em MSEqtl �e relaionada om uma teoria (assinaturas mais axi-omas) na l�ogia Horn. Isto aontee, pois na MSEqtl temos sorts e opera�~oes omseus respetivos sorts e esta id�eia preisa de alguma maneira ser representada nal�ogia Horn sem sorts. Portanto, uma seta entre essas duas espei�a�~oes traduzos s��mbolos de sorts para prediados na l�ogia Horn e os axiomas adiionais s~aoutilizados para garantir o \tipo" das opera�~oes e de seus argumentos.Semantiamente, esses prediados de tipos podem ser vistos omo \�ltros"que restrigem os modelos da l�ogia Horn a �algebras MSEqtl totais. Novamente, atradu�~ao de modelos �e dada no sentido ontr�ario (Horn ! MSEqtl), i.e., s~ao traduzi-das as �algebras que s~ao extra��das (pelos prediados) das estruturas de interpreta�~aoHorn.Um mapeamento simples �e formalizado na seguinteDe�ni�~ao 6.4 (Mapeamento simples de institui�~oes) Sejam duas institui�~oesL = (Sign; Sen;Mod ; j=) e L0 = (Sign0; Sen 0;Mod 0; j=0). Um mapeamento simples(�;	; �; �) : L ! L0 onsiste de:� um funtor � : Sign! Sign0;� um funtor 	 : Sign! Th0, tal que 	(�) = h�(�);?0�i;� uma transforma�~ao natural � : Sen ) �; Sen 0 : Sign! Set e de� uma transforma�~ao natural � : 	op ; Mod 0j= ) Mod : Signop ! Cat,



81tal que para ada � 2 Sign; ' 2 Sen(�) e M 0 2 jMod 0j=(	(�))j a seguinte proprie-dade vale:�(�)(M 0) j=� ', M 0 j=0�(�) �(�)(') (Condi�~ao Simples) 2Sign	
��

Mod(�) j=�oo // Sen(�)�(�)
��Th0 Mod 0j=(	(�))�(�) OO j=0�(�)oo // Sen 0(�(�))Na Figura 6.2 este mapeamento pode ser analisado mais informalmente. A expli-a�~ao �e similiar a disutida na Figura 6.1. O detalhe adiional �e que agora temos aseta traejada mais espessa representa o funtor 	 : Sign ! Th0. Podemos observarque os modelos que s~ao traduzidos de L0 para L s~ao os modelos das teorias queont�em as informa�~oes da assinatura L. A ondi�~ao simples representada por j= noentro do desenho signi�a que os modelos das teorias de L0 (dadas por  ) satisfazemos axiomas traduzidos por � (em �0) se, e somente se, esses modelos traduzidos por� satisfazem os axiomas da l�ogia origem, i.e., em �.
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FIGURA 6.2 { Mapeamento Simples6.2.1 ExemploNovamente, apresentaremos um mapeamento onforme a disuss~ao apresenta-da no in��io desta se�~ao, i.e., um mapeamento entre a MSEqtl e a l�ogia Horn.Exemplo 6.2 (Mapeamento Simples MSEqtl! Horn) Ummapeamento sim-ples entre essas l�ogias (�;	; �; �) �e de�nido da seguinte forma:� para ada assinatura � = hS ;F i 2j SignMSEqtl j temos uma assinatura emSignHorn . Tal que �hS ;F i =def hfug;FHorn ;Pi. Note que para todo f :s1; : : : ; sn ! s 2 F assoia-se um f : un ! u 2 FHorn , sendo que a arida-de de f 2 F �e preservada e P = hps j s 2 S i;



82� para ada assinatura � = hS ;F i 2j SignHorn j temos uma teoria em ThHorn, ouseja, 	(hS ;F i) = h�(hS ;F i);?0�i, tal que?0� = h8 x1; : : : ; xn : ps1(x1); : : : ; psn (xn)) ps(f (x1; : : : ; xn)) j f 2 F iObserve que os s�imbolos de prediados nas senten�as Horn garantem o tipo ea aridade dos s��mbolos de opera�~oes.� para ada � = hS ;F i 2j SignMSEqtl j e para qualquer equa�~ao ' = hX `t = t 0i 2 SenMSEqtl(�), onde X �e uma fam��lia de onjuntos de vari�aveisindexada por S , temos uma equa�~ao equivalente sem sorts h8 x1; : : : ; xn :ps1(x1); : : : ; psn (xn)) t = t 0i 2 SenHorn(hfug;F ;Pi);� para ada � = hS ;F i 2j SignMSEqtl j e para qualquer estrutura de interpreta�~aoHorn M = hM (fug);M (F );M (P)i temos uma �-�algebraA = hA(S );A(F )i =def hAs j s 2 S ;Af j f 2 F ionde As =def fm j Mps = mg e Af : As1 � : : :�Asn ! As �e a restri�~ao de Mf :M � : : :�M ! M . Em geral, as Af obtidas atrav�es deste proedimento s~aoopera�~oes pariais, pois temos que restringir �a tradu�~ao aquelas hfug;F ;Pi-estruturas de interpreta�~ao M que satisfazem os axiomas adiionais vindos dofuntor 	, i. e.,?� = h8 x1; : : : ; xn : ps1(x1) : : :psn (xn)) ps(f (x1; : : : ; xn)) j f 2 F iAssim, temos que as �algebras A s~ao aquelas estruturas M dadas pelo funtormodelo generalizado ModHorn;j=(�(�);?0�) (ver de�ni�~ao 3.1).Finalmente, a partir dessas informa�~oes temos, para todo ' 2 SenMSEqtl(�) e paratodo M 0 2j ModHorn;j=(	(�)) j que:�(�)(M 0) j=�MSEqtl ', M 0 j=�Horn �(�)(')que �e a ondi�~ao simples do mapeamento.Proposi�~ao 6.4 As de�ni�~oes apresentadas no exemplo 6.2 de�nem um mapea-mento Simples (�;	�; �) : LMSEqtl ! LHorn .Prova. Esta prova �e similar a da proposi�~ao 6.1.6.2.2 Propriedades L�ogiasA preserva�~ao de onsequênia semântia para o mapemanto simples �e baseadana no�~ao de teorias. Para o mapeamento puro t��nhamos a seguinte quanti�a�~ao nainstitui�~ao destino j=0�(�), ontudo para o simples temos j=0	(�). Assim, preisamosintroduzir uma no�~ao de onsequênia semântia mais exivel, baseada n~ao somenteem assinaturas, mas tamb�em em teorias.De�ni�~ao 6.5 (Consequênia Semântia Extendida) Seja � 2 j Sign j, ' 2Sen(�);�;� � Sen(�). Ent~ao, � j=h�;�i ' =def � [ � j=� '.



83Proposi�~ao 6.5 Mapeamentos Simples (�;	; �; �) : I ! I 0 preservam onsequêniasemântia, i.e., para todo � 2 j Sign j, para todo ' 2 Sen(�) e para todo� � Sen(�), temos que:� j=� ') �(�)(�) j=0	(�) �(�)('):Prova. Seja � 2 j Sign j, 	(�) =def h�(�);?0�i e M 0 2 j Mod 0j=(	(�)) j. Pelade�ni�~ao temos que �(�)(�) j=0	(�) �(�)(�) [?0� j=0�(�) �(�)('). Ent~ao, podemosonluir que:M 0 j=�(�) ?0� [ �(�)(�)) M 0 j=0�(�) �(�)(�) (assump�~ao em M 0), 8  2 � : M 0 j=0�(�) �(�)() (por de�ni�~ao), 8  2 � : �(�)(M 0) j=�  (ondi�~ao simples), �(�)(M 0) j=� � (por de�ni�~ao)) �(�)(M 0) j=� ' (pela assump�~ao), M 0 j=0�(�) �(�)(') (ondi�~ao simples)) M 0 j=0�(�) ?0� [ �(�)(') (hip�otese em M'), M 0 j=0	(�) �(�)(') (por de�ni�~ao)6.3 Notas Bibliogr�a�asOs mapeamentos entre institui�~oes foram primeiramente introduzidos em[GOG 92℄. Ap�os, outros tipos de mapeamentos, mais poderosos foram apresentadosno l�assio General Logis [MES 89℄.Na literatura, existem interessantes trabalhos que utilizammapeamentos entrel�ogias omo fundamento matem�atio para implementar situa�~oes onde a integra�~aode sistemas l�ogios faz-se neess�aria. Cerioli & Meseguer [CER 97℄ busam a onex~aoentre l�ogias om o objetivo de utilizar (reutilizar) omponentes de uma l�ogia emoutra, por exemplo: modelos, �alulos, sistemas de provas. Outro aspeto, trata-do por Martini & Wolter [MAR 99, WOL 97, MAR 97, MAR 99a℄, �e a desri�~ao ean�alise do relaionamento entre l�ogias via mapeamentos. Tarleki [TAR 96℄ explo-ra esta quest~ao, no sentido de utilizar diferentes formalismos em diferentes vis~oesdo mesmo problema. Tamb�em, Martini, Wolter & Haeusler [MAR 2001℄, tratama situa�~ao de onetar m�odulos de espei�a�~oes (om semântias possivelmenteheterogêneas) atrav�es da de�ni�~ao de pontes.



847 Estudo de Caso - Reutilizando um Provadorde Teoremas atrav�es de Mapeamentos entre Ins-titui�~oesNeste ap��tulo apresentamos um estudo de aso: reutilizando um provador deteoremas atrav�es de mapeamentos entre institui�~oes. Esta parte da disserta�~ao temomo objetivo utilizar mapeamentos entre institui�~oes omo abordagem para tratarum simples aspeto da interoperabilidade l�ogia, ou seja, uma situa�~ao problemaem que nos deparamos om a neessidade de reutilizar o provador de teoremas OBJ[GOG 92a℄. OBJ �e uma linguagem funional de primeira ordem que �e rigorosamentebaseada em OSEqtl e programa�~ao parametrizada, suportando um estilo delarati-vo que failita veri�a�~ao e possibilita o OBJ ser utilizado omo um provador deteoremas.Primeiramente introduzimos o problema, i.e., ao trabalharmos om espei�-a�~oes em MSEqtl surgiu a neessidade de exeutarmos provas (testes) sob essasespei�a�~oes. Seguindo, disutimos a id�eia de utilizar o provador de teoremas OBJpara exeutar tais provas, j�a que onheemos esse sistema e o temos instalado emnossas m�aquinas. Apresentamos algumas espei�a�~oes em MSEqtl junto om aexeu�~ao de uma s�erie de provas sobre essas espei�a�~oes, no OBJ.Finalmente, mostramos omo um mapeamento Puro entre MSEqtl e OSEqtl�e uma estrutura matem�atia adequada para modelar tal situa�~ao. A exeu�~ao dasprovas na ferramenta OSEqtl �e poss��vel no sentido de que todos e, somente todos,os teoremas prov�aveis nas espei�a�~oes MSEqtl s~ao provados em OSEqtl. Temosessa garantia, pois esse mapeamento (MSEqtl ! OSEqtl) possui a propriedadel�ogia de ser uma extens~ao onservativa. Tamb�em �e importante salientar que parao reuso aonteer �e neess�ario, al�em do mapeamento entre institui�~oes, a existêniade rela�~oes internas das l�ogias (ompletude e oerênia).7.1 Espei�a�~ao do ProblemaEm um momento de desenvolvimento desta disserta�~ao est�avamos onstruin-do uma s�erie de espei�a�~oes alg�ebrias na l�ogia MSEqtl. A id�eia era sobresreveralgumas propriedades funionais (propriedades que vem da de�ni�~ao) em espei�-a�~oes e testar os efeitos dessa a�~ao, ou seja, veri�ar omo a reesrita de termosagia sobre ertas propriedades atribu��das �as espei�a�~oes de opera�~oes.Contudo, para a exeu�~ao desses testes preis�avamos de um provador de teo-remas que implementasse um sistema de reesrita. O sistema OBJ (uma implemen-ta�~ao de OSEqtl via reesrita de termos) estava a disposi�~ao, instalado em nossasm�aquinas, pois j�a o hav��amos utilizado anteriormente. Ent~ao surgiu a quest~ao: es-te software pode ser reutilizado om a ondi�~ao de que todos e, somente todos, osteoremas prov�aveis nas espei�a�~oes MSEqtl ser~ao provados no OBJ (OSEqtl)?O objetivo deste ap��tulo �e demonstrar omo mapeamentos entre institui�~oess~ao uma estrutura matem�atia adequada para o tratamento dessa situa�~ao. Destamaneira, �e su�iente onseguirmos um mapeamento entre as institui�~oes MSEqtl eOSEqtl que preserve e reita a no�~ao de onseq�uênia semântia. Esta situa�~ao �eilustrada pela Figura 7.1.
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SPEC
MSEqtl

OBJ

Provar axiomas

Utilizar o software
para executar as
provas.FIGURA 7.1 { Situa�~ao em quest~aoComo j�a menionado, o provador de teoremas OBJ �e uma implementa�~ao do�alulo equaional (OSEqtl) via reesrita de termos. Portanto, disutimos no textoque segue uma no�~ao geral de omo pode ser visto o trabalho de um sistema dereesrita. Para isso, �e neess�ario introduzir as seguintes onven�~oes, onsiderandoT (�;X ) o onjunto de termos para uma assinatura MSEqtl segundo a de�ni�~ao 4.8.Seja a reesrita baseada na substitui�~ao de igual para igual. Ent~ao, se ome�amosom um termo t0 (sobre uma dada assinatura �) e a partir dele apliamos equa�~oes,ada passo produzir�a novos termos (t1; t2; : : : ; tn), sendo que ada um deles �e iguala todos os termos anteriores. Por exemplo, se as equa�~oes apliadas s~ao: e1; : : : ; en ,temos: t0= fe1gt1= fe2g: : := fengAl�em disso, para enterdermos a id�eia de reesrita preisamos dos seguintes oneitos.De�ni�~ao 7.1 (Regra de reesrita) Uma equa�~ao da forma [ ℄t = t 0 (om t ; t 0 2T (�;X )s , para algum sort s) �e hamada regra de reesrita se e somente se, o on-junto de vari�aveis que aontee em t 0 �e subonjunto daquelas que oorrem em t . Umonjunto �nito de regras de reesrita sobre uma assinatura � �e hamado �-sistemade reesrita de termos.De�ni�~ao 7.2 (Reesrita) Dada uma regra de reesrita da forma t = t 0 omt ; t 0 2 T (�;X )s e um termo t0 2 T (�)s , sendo z uma vari�avel livre, i.e., um s��mbolotal que z 62 �[X . Ent~ao, dizemos que um termo t 00 2 T (�) �e um subtermo de t0 see somente se t0 = (z  t 00) para algum termo  2 T (�; z ) hamado de ontexto,e dizemos que o math de e para t0 onsiste de um subtermo t 00 de t0, o qual �emath direto de e, i.e., tal que t 00 = �(t) para alguma substitui�~ao � : X ! T (�).Neste aso, dizemos que o termo t1 = (z  �(t 0)) �e o resultado de apliar e �a t0 nosubtermo t 00 utilizando a substitui�~ao �, assim podemos esrever t0 ) t1, que �e umpasso de reesrita.



86Por exemplo, onsidere a seguinte espei�a�~ao dos n�umeros naturais emMSEqtl. ThNAT ;MSEqtlSortsnatOpns0 :! nat 1 :! nat 2 :! nat s : nat ; nat ! nat+ : nat ; nat ! nat� : nat ; nat ! nat[ ℄1 = s0 : nat (C1) [ ℄2 = s1 : nat (C2) [ ℄3 = s2 : nat (C3)[m; n : nat ℄m + sn = s(m + n) : nat (C4)[m : nat ℄m � 0 = 0 : nat (C5)[m : nat ℄0 +m = m : nat (C6)[m : nat ℄s0 �m = m (C7)[m; n : nat ℄n � sm = n �m + n : nat (C8)[m; n : nat ℄sm � n = n �m + n : nat (C 08)Seja  o termo s0 + z , seja o �-sistema de vari�aveis X = fmg e �(m) = s0.Ent~ao s0 + (s0 � s0) reesreve para s0 + s0 omo resultado de apliar a regra [m :nat ℄s0 � m = m (C7) ao subtermo (s0 � s0) om a substitui�~ao �. Isto tudo, podeser simpli�ado no seguinte diagrama:s0 � s0
_

��

zoo //

��

s0
��s0 + (s0 � s0)

��

s0 + zoo // s0 + s0
//

OOAgora, provando a equa�~ao: n � 1 = n na teoria ThNat , atrav�es de aplia�~oesde regras de reesrita, temos:n � 1 = n � s0 (por C1)= n � 0 + n (por C8)= 0 + n (por C5)= n (por C6)Mais detalhadamente, ada passo de reesrita �e mostrado a seguir.1. seja  o termo n � z , [ ℄1 = s0 : nat (C1) a regra e, ent~ao o termo (t0) n � 1reesreve para n � s0 omo resultado de apliar a regra ao subtermo 1 : nat .Assim, temos o seguinte diagrama:1
_

��

zoo //

��

s0
��n � 1

��

n � zoo // n � s0
//

OO



872. seja  o termo z , [n;m : nat ℄n �sm = n �m+n : nat (C8) a regra e e �(m) = 0a atribui�~ao, ent~ao o termo n � s0 reesreve para n � 0 + n omo resultado deapliar a regra ao termo (subtermo) n � s0. Novamente, temos o diagrama aseguir: n � s0
_

��

zoo //

��

n � 0 + n
��n � s0

��

zoo // n � 0 + n
//

OO3. seja  o termo z + n, [n : nat ℄n � 0 = 0 : nat (C5) a regra e. Ent~ao, o termon � 0 + n reesreve para 0 + n omo resultado de apliar a regra ao subtermon � 0, i.e., n � 0
_

��

zoo //

��

0
��n � 0 + n

��

z + noo // 0 + n
//

OO4. seja  o termo z , [n : nat ℄n +0 = n : nat (C6) a regra e. Ent~ao, o termo n +0reesreve para n omo resultado de apliar a regra ao termo n + 0, i.e.,n + 0
_

��

zoo //

��

n
��n + 0

��

z + noo // n
//

OONa sequênia, provamos, tamb�em om reesrita de termos, a equa�~ao 0+(s0�0) = 0 em ThNat . Assim,0 + (s0 � 0) = s0 � 0 (por C6)= (0 + 0) + 0 (por C 08)= 0 + 0 (por C5)= 0 (por C6)Detalhadamente, segue ada passo de reesrita.1. Seja  o termo z , [m : nat ℄0 + m = m : nat (C6) a regra e e a substitui�~ao�(m) = s0�0. Ent~ao, o termo 0+(s0�0) reesreve para s0�0 omo resultadode apliar a regra e ao termo 0 + (s0 � 0), i.e.,0 + s0 � 0
_

��

zoo //

��

s0 � 0
��0 + s0 � 0

��

zoo // s0 � 0
//

OO



882. seja  o termo z , [m; n : nat ℄sm � n = n � m + n : nat (C 08) a regra e e asatribui�~oes �(m) = 0 e �(n) = 0. Ent~ao o termo s0�0 reesreve para (0�0)+0omo resultado de apliar a regra e ao termo s0 � 0, i.e.,s0 � 0
_

��

zoo //

��

0 � 0 + 0
��s0 � 0

��

zoo // (0 � 0) + 0
//

OO3. seja  o termo z + 0, [m : nat ℄m � 0 = 0 : nat (C5) e a atribui�~ao �(m) = 0.Ent~ao, o termo (0 � 0) + 0 reesreve para 0 + 0 omo resultado de apliar aregra e ao subtermo (0 � 0), i.e.,0 � 0
_

��

zoo //

��

0
��(0 � 0) + 0

��

z + 0oo // 0 + 0
//

OO4. seja  o termo z , [m : nat ℄0 + m = m : nat (C6) a regra e e a substitui�~ao�(m) = 0. Ent~ao, o termo 0 + 0 reesreve para 0 omo resultado de apliar aregra e ao termo 0 + 0, i.e., 0 + 0
_

��

zoo //

��

0
��0 + 0

��

zoo // 0
//

OOVisto essa id�eia sobre reesrita de termos podemos ent~ao disutir sobre asespei�a�~oes de opera�~oes om ertas propriedades atribu��das e sobre os testes queforam exeutados no OBJ. Para isto onsidere a seguinte teoria em MSEqtl.ThDATA1;MSEqtlSortsdataOpns0 :! data� : data ! datafun : data; data ! data[m; n : data℄m fun n = �m : dataNote, que temos uma espei�a�~ao de um tipo de dado (data) om o s��mbolode onstante 0, om um s��mbolo de opera�~ao �, que pode ser pensado om um ons-trutor, e om um s��mbolo de fun�~ao fun que espei�a uma opera�~ao que, pelo �unioaxioma, n~ao tem a propriedade assoiativa, i.e., (0 fun 0) fun 0 6= 0 fun (0 fun 0).



89Agora, onsidere que desejamos atribuir a propriedade assoiativa na espei�-a�~ao do s��mbolo fun aima. Assim, temos o seguinte esquema.ThDATA2;MSEqtlSortsdataOpns0 :! data� : data ! datafun : data; data ! data[m; n : data℄m fun n = �m : data[m; n; r : data℄(m fun n)fun r = m fun(n fun r)Onde, a assoiatividade �e dada pelo �ultimo axioma.Dadas essas duas teorias (ThDATA1 e ThDATA2), a id�eia ent~ao era testar oefeito do ar�esimo do axioma da assoiatividade a um s��mbolo de opera�~ao, quepelo primeiro axioma (de�ni�~ao) n~ao �e assoiativo. Ent~ao utilizamos o provador deteoremas OBJ para exeutar os testes mostrados abaixo.
OBJ> red in DATA2 : 0 fun 0 fun 0 == 0 fun 0 fun 0 .redue in DATA2 : 0 fun 0 fun 0 == 0 fun 0 fun 0*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0 fun 0M:Data --> 00 fun 0 fun 0 ---> * 0*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0 fun 0M:Data --> 00 fun 0 fun 0 ---> * 0*********** rulebeq XU == YU = (obj_bool$oere_to_bool(term$equational_equal xu yu))YU:Universal --> * 0XU:Universal --> * 0* 0 == * 0 ---> truerewrites: 3result Bool: trueOBJ>Iniialmente, introduzimos uma redu�~ao no prompt do OBJ, respetiva a espe-i�a�~ao ThDATA2. Na primeira linha, temos a veri�a�~ao se a f�ormula (0 fun 0 fun 0)



90�e equivalente (==) a ela mesma. Como pode ser observado, no rastro de exeu�~ao,foi dado um �unio parser para avalia�~ao da f�ormula e ela resultou em uma verdade.Agora, para testar a diferen�a de ter ou n~ao o axioma da assoiatividade,exeutamos a mesma redu�~ao s�o que em ThDATA1, onde fun n~ao possui o atributode assoiatividade. Na sequênia temos o teste.
OBJ> red in DATA1 : 0 fun 0 fun 0 == 0 fun 0 fun 0 .Ambiguous term, two parses are:0 fun (0 fun 0) == (0 fun 0) fun 0 -versus-0 fun (0 fun 0) == 0 fun (0 fun 0)differenes are:_fun_: Data Data->Data.DATA -versus- 0:->Data.DATAin 0 fun 0 -versus-00:->Data.DATA -versus- _fun_: Data Data->Data.DATAin 0 -versus-0 fun 0Arbitrarily taking the first as orret.redue in DATA1 : 0 fun (0 fun 0) == (0 fun 0) fun 0*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0 fun 0M:Data --> 00 fun (0 fun 0) ---> * 0*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0M:Data --> 0 fun 0(0 fun 0) fun 0 ---> * (0 fun 0)*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0M:Data --> 00 fun 0 ---> * 0*********** rulebeq XU == YU = (obj_bool$oere_to_bool(term$equational_equal xu yu))YU:Universal --> * (* 0)XU:Universal --> * 0* 0 == * (* 0) ---> falserewrites: 4result Bool: falseOBJ>Note, na �ultima linha, que o resultado agora �e falso. O que aonteeu foi que osistema ausou ter dois parsers para avalia�~ao (ambig�uidade). Isto india que para



91reduzirmos uma equa�~ao em DATA1 �e neess�ario oloarmos parênteses. Assim,podemos onluir que na verdade a inlus~ao do axioma assoiativo (m fun n)fun r =m fun(n fun r) sintatiamente dispensa a oloa�~ao de parênteses para reduzir aequa�~ao 0 fun 0 fun 0. Mais espei�amente, om o atributo assoiativo temos quetanto faz esrevermos 0 fun 0 fun 0 ou 0 fun(0 fun 0). Por exemplo, veja as duasseguintes redu�~oes.
OBJ> red in DATA2 : 0 fun 0 fun 0 == 0 fun (0 fun 0) .redue in DATA2 : 0 fun 0 fun 0 == 0 fun 0 fun 0*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0 fun 0M:Data --> 00 fun 0 fun 0 ---> * 0*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0 fun 0M:Data --> 00 fun 0 fun 0 ---> * 0*********** rulebeq XU == YU = (obj_bool$oere_to_bool(term$equational_equal xu yu))YU:Universal --> * 0XU:Universal --> * 0* 0 == * 0 ---> truerewrites: 3result Bool: trueOBJ>Esta redu�~ao referenia o objeto DATA2 no qual �e de�nda a propriedade as-soiativa para fun. Observe na �ultima linha que o resultado da redu�~ao �e true.Entrentanto, note a diferen�a do mesmo teste mas agora no m�odulo n~ao assoiativo(ThDATA1).
OBJ> red in DATA1 : 0 fun 0 fun 0 == 0 fun (0 fun 0) .Ambiguous term, two parses are:0 fun (0 fun 0) == 0 fun (0 fun 0) -versus-(0 fun 0) fun 0 == 0 fun (0 fun 0)differenes are:
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0:->Data.DATA1 -versus- _fun_: Data Data->Data.DATA1 in0 -versus- 0 fun 0_fun_: Data Data->Data.DATA1 -versus- 0:->Data.DATA1 in0 fun 0 -versus- 0Arbitrarily taking the first as orret.redue in DATA1 : 0 fun (0 fun 0) == 0 fun (0 fun 0)*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0 fun 0M:Data --> 00 fun (0 fun 0) ---> * 0*********** ruleeq M fun N = * MN:Data --> 0 fun 0M:Data --> 00 fun (0 fun 0) ---> * 0*********** rulebeq XU == YU = (obj_bool$oere_to_bool(term$equational_equal xu yu))YU:Universal --> * 0XU:Universal --> * 0* 0 == * 0 ---> truerewrites: 3result Bool: trueOBJ>Novamente, temos uma ambig�uidade no parser de ThDATA1. Esta ambig�uida-de india que o parser requer parênteses para de�ni�~ao da ordem de avalia�~ao. Destaforma, essas duas �ultimas redu�~oes temos que realmente o axioma assoiativo dis-pensa os parênteses para 0 fun 0 fun 0.7.2 Mapeamentos & Situa�~ao ProblemaNa se�~ao anterior mostramos o uso do OBJ (OSEqtl) para fazer provas sob asespei�a�~oes em MSEqtl (ver ThDATA1 e ThDATA2). No entanto, agora resta-nossaber se provamos somente o desejado e nada mais que o desejado para as teoriasMSEqtl.Para termos essa garantia preisamos de um mapeamento Puro entre as l�ogiasMSEqtl e OSEqtl, que pode ser veri�ado em detalhes na se�~ao 6.1, que tenha apropriedade l�ogia de ser uma extens~ao onservativa.Entretanto, al�em desse mapeamento, a situa�~ao requer uma aten�~ao mais es-peial. Os mapeamentos entre institui�~oes onetam duas l�ogias semantiamenteonsiderando a rela�~ao de satisfa�~ao, mas as provas (dedu�~oes) s~ao no n��vel sint�atioonsiderando a rela�~ao de onsequênia. Por esse motivo, para o reuso do prova-



93dor de teoremas OBJ aonteer preisamos de um mapeamento Puro entre MSEqtle OSEqtl (onservativo) junto om as rela�~oes internas (ompletude e oerênia)dessas duas l�ogias.Com esse mapeamento Puro a l�ogia MSEqtl �e odi�ada na OSEqtl, i.e., umamaneira de representar espei�a�~oes em MSEqtl na l�ogia OSEqtl. �E interessantesalientar que este mapeamento al�em de ser uma extens~ao onservativa \mostra" quea l�ogia das espei�a�~oes �e uma subl�ogia da l�ogia do OBJ (ver proposi�~ao 6.3).Como mostrado no exemplo 6.1, um mapeamento Puro traduz, atrav�es do fun-tor �, as estruturas sint�atias da l�ogia MSEqtl para a l�ogia OSEqtl. Por exemplo,onsidere a espei�a�~ao ThDATA1 traduzida para OSEqtl.ThDATA1;MSEqtlSortsdataSubsortsdata < dataOpns0 :! data� : data ! datafun : data; data ! data[m; n : data℄m fun n = �m : dataNote que a �unia diferen�a sint�atia �e a introdu�~ao do s��mbolo < representadoa ordem parial identidade no onjunto de sorts.Como j�a menionado, todos e, somente todos, os axiomas provados nas es-pei�a�~oes originais devem ser poss��veis de ser provados ap�os a tradu�~ao, i.e., omapeamento neessariamente deve ser uma extens~ao onservativa.Garantindo que � indexado por � �e um funtor e que para ada �� temos um��1� : ModMSEqtl ! ModOSEqtl tal que ��1� Æ �� = idModOSEqtl (�(�)) e �� Æ ��1� =idModMSEqtl (�), temos o seguinteLema 7.1 A transforma�~ao natural � �e um isomor�smo natural.Prova. Este lema segue da prova 6.1.2.O lema 7.1 garante que ao utilizarmos o sistema de provas OBJ provamostodos e somente todos os axiomas prov�aveis nas espei�a�~oes.Desta maneira, o mapeamento (�; �; �) : MSEqtl ! OSEqtl �e uma extens~aoonservativa, no seguinte sentido:� j=�MSEqtl ', �(�) j=0�(�) �(')A veri�a�~ao da a�rma�~ao aima, i.e, que o mapeamento puro tem a propriedadel�ogia de ser uma extens~ao onservativa pode ser analisada na prova 6.1.2.O seguinte diagrama demostra o aminho perorrido, partindo de espei�-a�~oes em MSEqtl at�e as provas exeutadas no OBJ.Note que temos uma situa�~ao em que a rela�~ao de onsequênia �e transportadaatrav�es de mapeamentos entre institui�~oes (seta 2). Ou seja, temos um reuso deprovas aonteendo atrav�es de um mapeamento junto om as rela�~oes internas dasl�ogias (equivalênias 1 e 3). O reuso disutido aqui �e a n��vel de provas (� ` ', i.e., a



94f�ormula ' �e deriv�avel de um onjunto de f�ormulas �) n~ao onsiderando a \estrutura"da prova (aplia�~oes das regras do �alulo para onstruir a prova). No sentido deque diferentes �alulos podem ser utilizados, mas a rela�~ao de onsequênia gerada�e sempre a mesma.� j=MSEqtl ' oo 2 //
OO 1
��

�(�) j=OSEqtl �(')OO 3
��� `MSEqtl ' �(�) `OSEqtl �(')OO 4
��OBJMais espei�amente, as extremidades � `MSEqtl ' e �(�) `OSEqtl �(') repre-sentam a rela�~ao de onsequênia (derivada de uma institui�~ao, ver proposi�~ao 2.1)entre um onjunto de senten�as e uma senten�a derivada deste onjunto (ver ap��tulo1). Temos a seta n�umero 1, pela de�ni�~ao de l�ogia MSEqtl (� `� ' , � j=� ',ver de�ni�~ao 2.7). A n�umero 2 �e a extens~ao onservativa desrita aima. Novamente,a partir de�ni�~ao de l�ogia OSEqtl temos a equivalênia 3. Finalmente, a n�umero4 representa a rela�~ao de onsequênia gerada via reesrita (OBJ), que no aso �eequivalente a qualquer outra gerada por qualquer outro �alulo.

1 2

1 2

FIGURA 7.2 { Reuso de satisfa�~ao e onsequêniaNeste sentido, a reutiliza�~ao de sistemas l�ogios na omponente rela�~ao de on-sequênia, mas atrav�es de um mapeamento na omponente semântia (institui�~ao)Isto pode ser analisado na Figura 7.2. Podemos dizer que o mapeamento horizon-tal abaixo (tradu�~ao de onsequênia) �e derivado do mapeamento horizontal aima(tradu�~ao entre institui�~oes).



958 Conlus~oes e Trabalhos FuturosNa �area de espei�a�~ao formal, devido a neessidade de apturar v�arios as-petos dos sistemas, preisamos trabalhar om diversos formalismos l�ogios paraespei�a�~ao. Desta forma, o objetivo prinipal deste trabalho foi o de investigarfundamentos matem�atios e metodologias para tratar da integra�~ao onsistente del�ogias para espei�a�~ao.Primeiramente disutimos no�~oes rigorosas da id�eia de l�ogia e de l�ogia paraespei�a�~ao. Neste sentido, apresentamos um eslareimento sobre a estrutura�~aodas de�ni�~oes de l�ogia sob essas duas perspetivas. Aten�~ao espeial foi dada parautiliza�~ao desses oneitos na �area de espei�a�~ao formal, que om a neessidadede ompor sistemas requer assinaturas e mor�smos entre assinaturas nas de�ni�~oesde l�ogia.De maneira mais espe���a, trabalhamos om uma no�~ao bastante geral dooneito de l�ogia, i.e., que engloba aspetos semântios, dedutivos e de provabi-lidade. Entretanto a integra�~ao entre l�ogias foi realizada atrav�es de no�~oes demapeamentos os quais onsideram apenas os aspetos semântios dessas mesmasl�ogias.Mostramos tamb�em, no nosso estudo de aso, reutiliza�~ao de provas, queum problema pr�atio aparentemente simples e ingênuo requer um tratamento ma-tem�atio uidadoso e ao mesmo tempo um onjunto de ferramentas (matem�atias)so�stiadas para ser soluionado.Como trabalhos futuros propomos investigar os oneitos disutidos nesta dis-serta�~ao para tratar da integra�~ao de m�etodos e linguagens para sistemas onorren-tes e reativos. Neste ontexto, temos a inten�~ao de tratar da integra�~ao de linguagensde proessos (omo CCS, CSP), que s~ao usuais para tratar aspetos de onorrênia,om l�ogias neess�arias para espei�ar tipos de dados, omo por exemplo l�ogia deprimeira ordem ou l�ogias utilizadas em espei�a�~ao alg�ebria.Outro aspeto interessante �e abordar essas id�eias para onex~ao de m�etodos na�area de veri�a�~ao formal.�E importante observar que n~ao tratamos de uma s�erie de outros tipos demapeamentos entre l�ogias, os quais apesar da sua importânia, est~ao fora do esopodeste trabalho.Finalmente, esperamos que essa disserta�~ao sirva de motiva�~ao para que outrospesquisadores possam se interessar pelo fasinante mundo dos sistemas l�ogios, deseus relaionamentos e de sua aplia�~ao na �area de iênia da omputa�~ao.
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