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RESUMO

Esta pesquisa tem a finalidade de apresentar uma atividade de Ensino de Fungoes,
usando para isso, as diferentes taxas de variacdo envolvidas. Essa atividade baseia-
se no uso de problemas que possam ser formulados de modo a levar ao
aprendizado de Func®es: afim, quadratica e exponencial. A proposta traz a tona as
idéias de pensadores no campo do aprendizado via uso de problemas em sala de
aula, destacando-se entre eles os estudiosos: Geogia Polya, Juan Ignacio Pozo e
Maria Del Puy Pérez Echeverria, sobre os quais esta embasado este trabalho. Com
base nesses estudiosos e outros pesquisadores, procurou-se enfatizar o valor que o
ensino com problemas contextualizados pode ter no aprimoramento do aprendizado
dos alunos. A pesquisa foi desenvolvida na Fundacdo Escola Técnica Liberato
Salzano Vieira da Cunha com alunos do 1° ano do Ensino Médio do curso de
Técnico em Eletrénica. Foi aplicada uma sequéncia didatica envolvendo problemas
de matematica, fisica e do campo da eletrdnica, que podiam ser solucionados sob o
enfoque de taxas de variacdo, e a partir dai, o estudo das func¢des envolvidas. As
atividades tinham o intuito de mostrar aos alunos um novo formato de conhecimento,
que aproximava o conteudo de matematica estudado em sala de aula, daquele
praticado no curso de técnico em eletrbnica. A fim de avaliar os resultados da
sequéncia didatica, foram aplicados um teste inicial e um teste final em duas turmas,
sendo uma delas (a turma 4123) a de aplicacdo da proposta, e a outra (a turma
4124) a de controle, a fim de estabelecer um comparativo entre ambas. Desta forma,
foi possivel estimar efeito da proposta, no aprendizado dos alunos. Por fim,
realizamos uma andlise dos resultados, bem como uma avaliag¢ao critica da proposta
de Ensino, e concluimos que a atividade tinha atingido em boa parte o seu objetivo
inicial, que era ensinar a partir das taxas de variacdo envolvidas em alguns

problemas, para depois construir as funcdes que desejamos estudar.

Palavras-Chave: Func¢les, Taxas de Variacao, Aprendizado via Problemas.



ABSTRACT

This work aims to propose a Function Teaching activity, starting from the
different rates of change involved. This activity is based on the use of practical
problems which may be formulated so as to lead to learning functions: affine,
quadratic and exponential. The proposal brings up the thinkers of ideas in the
learning field via use of problems in the classroom, standing out among them the
researchers: Geogia Polya, Juan Ignacio Pozo and Maria Del Puy Pérez Echeverria,
on which is grounded this work. By presenting the ideas of these and other
researchers, we tried to emphasize the value that teaching through contextualized
problems can have on student learning improvement, making their knowledge more
significant. The research was conducted at the Foundation Technical School Liberato
Salzano Vieira da Cunha with students of the 1st year of high school of the Technical
Course in Electronics. A didactic sequence based on math, physics and electronics
problems was applied, which could be solved starting from the rates of change
involved, and then, the study of the functions was carried out. The activities were
intended to show to our students a new knowledge format, bringing mathematics
closer to the content practiced in the electronics technical course. In order to
evaluate the results of the didactic sequence, an initial test and a final test were
applied in two groups, one of which (class 4123) where the proposal was
implemented, and the other (class 4124) was a control group, in order to make a
comparison between both forms of teaching functions. So, it was possible to estimate
the actual effect of the proposal on the student learning. Finally, we conducted an
analysis of the results as well as a critical evaluation of the Teaching proposal and
concluded that the activity had reached in good part its initial goal, which was to
teach starting from the rates of change involved in some problems and then build the

functions we want to study.

Keywords: Functions, Rates of change, Learning through Problems.
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INTRODUCAO

A presente pesquisa, na area de Ensino de Matemética, busca apresentar
uma proposta de Ensino de Func¢des (Afim, Quadréatica, Exponencial) a partir do
estudo das taxas de variacdo envolvidas.

O uso de FungbBes em aulas de Matematica € sempre assunto recorrente,
uma vez que tal contetdo é visto e revisitado em varias oportunidades ao longo dos
trés anos do Ensino Médio. Por outro lado, a busca por novas metodologias de
Ensino que possam auxiliar os alunos nos seus saberes deve ser um ato continuo
por parte dos professores. Neste contexto, propor atividades alternativas para o
ensino de Fungdes, adotando uma abordagem relacionada com taxas de variagao e
demonstrando a sua aplicabilidade em problemas cotidianos, constitui a atividade
principal desse trabalho.

A proposta consiste em identificar diversos problemas matematicos, ou de
outras disciplinas (Fisica, Quimica, Biologia, Eletrbnica, etc.), a partir dos quais
possamos analisar como variam as taxas de variacdo das suas variaveis
dependentes em relacdo as suas Vvariaveis independentes; adicionalmente,
enfatizamos o quanto é relevante, em um problema, fazer a analise dimensional, isto
é, verificar as unidades de medida envolvidas nas diversas atividades relativas ao
problema em questdo. Dessa forma, buscou-se apresentar uma forma de ensino,
gue inserisse o conhecimento das aulas de matematica na realidade do aluno.

O embasamento tedrico deste estudo situa-se em trabalhos de estudiosos e
educadores que tiveram um envolvimento com estudos de problemas, tanto no
campo matematico, quanto no campo educacional. Destacamos aqui pensadores
como: Pérez Echeverria e Pozo (1998) e Polya (1995) por suas concepc¢des sobre
0 ensino via problemas. Nos referimos a outros pensadores e artigos, que também
abordam a solucédo de problemas em aulas de matematica, seja corroborando
idéias, ou ainda trazendo novos questionamentos acerca do assunto.

Essa proposta de Ensino foi aplicada entre os meses de junho e novembro de
2014, na Fundacdo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha, em duas
turmas de 1° ano do Ensino Médio do Curso de Técnico em Eletronica. Ao longo da
atividade foram desenvolvidos materiais, listas de problemas e estudos que
envolviam atividades que visavam aplicar diferentes tépicos relacionados com taxas

de variagdo, a saber: taxa de variacdo constante, taxa de variacdo média, taxa de



10

variacdo instantdnea e taxa de variacdo percentual constante, bem como as
diferentes funcdes com estas relacionadas. Foram aplicados testes iniciais e finais
nas duas turmas, sendo a turma 4123 a de aplicacéo da proposta e a turma 4124 a
turma controle. Para apresentar com mais detalhe o efeito da nossa proposta de
ensino, no aprendizado dos alunos, foram reproduzidas neste trabalho, as respostas
de dois alunos para cada aspecto questionado.

O trabalho foi estruturado em quatro capitulos, como especificado a seguir.

Apoés apresentar, no capitulo 1, os referenciais teéricos que embasaram a
pesquisa, o segundo capitulo contém o desenvolvimento da pesquisa, que envolveu
a aplicacéo de listas de problemas sobre o estudo dos diversos tipos de taxas de
variacdo que nos propusemos a enfocar, bem como as funcbes correspondentes.,
Para cada problema proposto, escolhemos duas respostas de alunos, as quais estéao
incluidas neste trabalho, a fim de ilustrar o seu aprendizado sobre os assuntos
abordados.

No capitulo seguinte, nos reportamos aos testes iniciais e finais que foram
aplicados durante a realizacdo da proposta, tanto na turma 4123, na qual aplicamos
nossa proposta de ensino, quanto na turma 4124, de controle. Para uma melhor
conclusédo sobre os resultados desta pesquisa didatica, apresentamos no final deste
capitulo, o teste estatistico de veracidade, para os resultados da comparagéo entre
estes testes.

Por fim, reservamos o ultimo capitulo para a discussao sobre os resultados da
proposta de Ensino por nds experimentada, bem como sugestdes de pesquisas
subsequentes.
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CAPITULO 1 FUNDAMENTACAO TEORICA
1.1 O USO DE PROBLEMAS COMO ATIVIDADE DE APRENDIZADO ESCOLAR

A escola deve ser um grande espaco de aprendizado continuo e permanente, e
sendo assim, os seus diferentes ambientes, conteudos e disciplinas devem
proporcionar situacdes que possam envolver, tanto alunos quanto professores, em
atividades que estejam direcionadas ao aprendizado.

A busca por metodologias de ensino que venham a tornar o aprendizado mais
prazeroso e de melhor aceitacdo pelos alunos tem levado diferentes estudiosos a
elaborar teses e argumentacdes acerca do desenvolvimento do saber na sala de
aula. Parte desses pensadores, dos quais podemos citar Clement e Terrazzan
(2011), Sousa (2005), Reitz e Contreras (2012), Pérez Echeverria e Pozo (1998) e
Polya (1995), tem concentrado seus esforcos na elaboracdo e estudo do
aprendizado via problemas..

O estudo matematico via problemas em sala de aula pode melhorar a
compreensdo do aluno sobre componentes do conteldo, tais como: linguagem
matematica, visualizacédo de figuras geométricas, utilizacdo de formulas e equacdes.
A validacdo da estratégia de propor atividades visando melhorar o aprendizado dos
alunos e, por consequéncia, o seu interesse por matematica, € bem ilustrada por
Sousa (2005, p. 3):

A resolucdo de problemas é uma importante contribuicdo para 0 processo
de ensino e aprendizagem da Matematica, criando no aluno a capacidade
de desenvolver o pensamento matematico, ndo se restringindo a exercicios
rotineiros desinteressantes que valorizam o aprendizado por reproducdo ou
imitacao.

A resolucdo de problemas € uma parte importante do aprendizado dos alunos,
pois propde atividades que os desafiem de tal forma que os mesmos sejam capazes
de motivar-se ao extremo para resolvé-los. Pérez Echeverria e Pozo (1998)
debrucam-se sobre o assunto como poucos, avaliando as diferentes caracteristicas
de cada area do conhecimento. Estes autores acreditam que aulas ndo sO de
matematica, mas também de ciéncias (fisica, quimica, bologia), de ciéncias
humanas e de outras areas, podem apresentar atividades que envolvam e

desenvolvam nos alunos argumentos e técnicas de resolucdo de problemas.
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Eles fazem, entretanto, uma clara distincdo entre problemas e exercicios de

fixacdo, com podemos perceber em:

Em outras palavras, sem compreensdo da tarefa os problemas se
transformam em pseudoproblemas, em meros exercicios de aplicacao de
rotinas aprendidas por repeticdo e automatizadas, sem que o aluno saiba
discernir o sentido do que esta fazendo e, por conseguinte, sem que possa
transferi-lo ou generaliza-lo de forma autbnoma a situa¢cdes novas, sejam
cotidianas ou escolares. (PEREZ ECHEVERRIA; POZ0,1998, p. 15).

Os autores defendem situagcbes-problema em que os alunos possam construir,
compreender, desenvolver e realizar uma estratégia de resolucdo de atividades,
sendo que essa estratégia pode ser realizada de forma diferente por outro colega,
isto &, desenvolvimentos diferentes que podem levar a solugdes iguais, o que nesse
caso torna a atividade ainda mais interessante para o aluno.

De acordo com Pérez Echeverria e Pozo (1998) a apresentacdo de problemas
em sala de aula deve estar relacionada com atividades que ja foram trabalhadas em
algum espectro do conteudo: “[...] um problema €, de certa forma, uma situacdo
nova ou diferente do que ja foi aprendido, que requer a utilizacdo estratégica de
técnicas ja conhecidas”. (PEREZ ECHEVERRIA; POZO, 1998, p.16).

Pérez Echeverria e Pozo (1998) afirmam que a realizacdo de exercicios de
repeticdo € uma atividade que melhora e aperfeicoa a utilizacdo de técnicas na
resolucao de problemas, uma vez que sdo necessarios conhecimentos prévios para
a tomada de decisbes e estratégias no caminho da resolu¢cdo de um problema.
Assim, ao realizar alguns exercicios de mera repeti¢cdo, o aluno estara aprimorando,
ou estabelecendo um novo conhecimento sobre determinado contetdo, sendo que
esse saber Ihe sera util ao se deparar frente a um problema. O autor ilustra muito

bem essa argumentagcédo na seguinte passagem:

O aluno que enfrenta pela primeira vez o problema de decidir qual das duas
equipes de basquete € mais eficaz no arremesso deve recorrer a uma
estratégia baseada na utilizacdo de uma técnica (a comparacdo de duas
razbes através de um calculo proporcional) previamente exercitada. Se o
aluno desconhecer a técnica instrumental bésica, ndo sera capaz de utiliza-la
para resolver um problema novo. (PEREZ ECHEVERRIA; POZ0,1998. p. 17).

Além disso, mesmo um problema quando repetido algumas vezes, iratornar-se
um exercicio, uma vez que néo representara um desafio novo, mas sim apenas uma

repeticdo de dados anteriormente trabalhados. Por fim, os autores argumentam que

a linha que liga um exercicio a um problema forma “[...] um continuum educacional
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[...]"” (PEREZ ECHEVERRIA; POZO, 1998, p. 17) sendo que ndo sdo claras as
limitagGes entre ambas, o0 que torna ainda mais fundamental a relagéo entre elas.

N&o existe uma regra especifica para delimitar o que é exercicio e o que é um
problema, mas esta distincdo é diretamente ligada aos saberes ja existentes. Assim,
pode um individuo ter conhecimentos prévios que tornem uma atividade um mero
exercicio de reproducdo; caso, por exemplo, de um mecéanico de automdveis ao
realizar um conserto de um motor veicular. Por outro lado, mesmo tendo um
conhecimento de mecéanica, 0 mesmo individuo pode estar diante de um problema,
ao realizar tal tarefa em um aeroplano, por exemplo.

Clement e Terrazzan (2011) também tratam da relagdo entre problemas e
exercicios, e afirmam que varios professores que dizem trabalhar em sala de aula
com problemas estdo, na verdade, trabalhando com exercicios de fixacdo. Os
autores vao mais além ao afirmarem que uma proposta via solu¢do de problemas
deve ser de tal forma desenvolvida que o seu aprendizado ndo deve estar restrito
aos bancos escolares, mas deve encontrar-se no contexto do aluno.

Pérez Echeverria e Pozo (1998) fazem uso da expressao “sobreaprendidas” ao
se referir a resolucdo de exercicios e atividades de fixagcdo. As técnicas
“sobreaprendidas” sao situagbes rotineiras que sdo resolvidas com praticas
continuas dessas atividades. Nesse caso, sempre que se estiver frente a uma
situacdo na qual o conhecimento prévio sirva para elucidar a situacéo, ou sempre
gue a atividade em questéo for uma mera repeticdo de um saber ja formado, se esta

usando esse conhecimento “sobreaprendido”:

[...] responder a uma ‘defesa siciliana’ pode ser um problema para um
jogador de xadrez inexperiente, mas constitui um exercicio para um jogador
suficientemente experiente, que ja automatizou as aberturas mais comuns.
Consertar um circuito elétrico é um simples exercicio para algumas
pessoas, mas um problema complexo e trabalhoso para outras. (PEREZ
ECHEVERRIA; POZ0,1998, p. 16).

Pérez Echeverria e Pozo (1998) também faz uma defesa do uso de situacdes
problema que venham, ou possam apresentar atividades de conhecimento real dos
alunos. Nesse caso, ao se buscar trabalhar com problemas que apresentam
situagcfes mais concretas e reais aos alunos, professores e orientadores estao
buscando atividades que possam ser utilizadas tanto em uma situacao de estudo de

um determinado conteudo de Matematica (Funcdes Afim, Quadratica, Exponencial,
Modular, etc.) ou algum contetdo de Fisica (Movimento Retilineo Uniformemente
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Variado, Movimento Retilineo Uniforme, Movimento de Queda Livre), quanto em
uma situacéo préatica em que tal atividade se aplique (gastos no mercado, distancia
percorrida até a sua casa, energia gasta no més, consumo de energia elétrica, etc.).

O importante no ensino a partir de problemas, em sala de aula, € a possibilidade
de fortalecer atividades que possam gerar nos estudantes um aprofundamento do
conhecimento que lhes é proposto na escola, bem como despertar neles uma
curiosidade de saber, que pode se dar através de situacdes envolvendo problemas.
Um bom exemplo de tal fato sdo problemas que podem ser solucionados em uma
determinada disciplina (Matematica, Fisica, etc.) com um formato de resolucao
especifico, e cuja solugdo em outra disciplina (Economia, Quimica, etc.) pode ser
bastante distinta da anterior. Ou seja, um problema de Funcdo em Matematica pode
constituir uma modelacdo do mercado de capitais ha Economia, assim como um
exercicio de sistemas algébricos em Matemética pode ser utilizado para modelar um
balanceamento quimico. Porém, o aluno pode usar saberes anteriores em uma
resolucao, e entdo aperfeicoa-los, melhora-los e reutiliza-los em outros problemas.

Pérez Echeverria e Pozo (1998) afirmam que os problemas podem ser
classificados de diferentes formas, sendo que uma dessas classificacdes classicas
foi desenvolvida por um grupo de psicologos da Alemanha denominados Gestalt.
Esse grupo apresentava suas idéias a partir do que as pessoas iriam desenvolver
para realizar uma tarefa, distinguindo entre pensamento produtivo e pensamento
reprodutivo. O pensamento produtivo consiste na resolucéo do problema através de
uma organizacao ou reorganiza¢do dos conhecimentos envolvidos no problema; ja o
pensamento reprodutivo consiste na mera aplicacdo de saberes que séao
previamente conhecidos. E interessante perceber que esta classificacdo do
pensamento (em produtivo e reprodutivo) é muito proxima da diferenca ja enfatizada
entre exercicios e problemas.

Outra classificacdo citada pelos autores refere-se diretamente a formulacédo de
problemas; estes podem ser bem definidos ou mal definidos. Um problema bem
definido esta ligado diretamente ao comego da atividade (pergunta objetiva, por
exemplo: "Qual o valor de x na equacao?"), seu caminho é desenvolvido ao longo do
percurso de realizacdo da tarefa (as operacgdes realizadas ao longo da resolucéo da
atividade), e sua solugcédo € unica (uma Unica resposta para o problema). Um bom

exemplo de tal atividade sdo os problemas de matematica, cujo enunciado define
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uma situacao objetiva a ser buscada; o método de resolucao podera usar operagdes
matematicas na sua resolucao e a resposta final ser4 um unico valor.

Por outro lado, problemas mal definidos (ou mal estruturados) sdo aqueles cujo
percurso de realizacdo da atividade ndo € bem definido (cada individuo pode propor
um caminho distinto na resolucdo do problema), o que pode levar a diferentes tipos
de solucao da atividade; um exemplo de tal atividade poderia ser a pergunta: "Qual a
melhor solugcédo para o crescimento do Brasil no curto prazo?" Observe que, nesse
caso, cada individuo podera apresentar diferentes solu¢cées do problema, ou seja a
resposta poderé ser: reduzir juros, ou reduzir o desemprego, ou ainda aumentar a
cadeia produtiva.

Ao resolver problemas, especialistas e principiantes atuam de formas diferentes,
uma vez que os especialistas estdo mais familiarizados, ambientados com situacées
corriqueiras e possuem um bom dominio de suas éareas; e isto lhes facilita na
escolha da estratégia a ser tomada. Além disso, dependendo da forma como a
atividade se coloca para um especialista, tal tarefa pode tornar-se um mero
exercicio: “Poderiamos dizer que a pericia normalmente permite reduzir aquilo que
para um principiante constitui um problema a um simples exercicio de aplicagédo de
rotinas automatizadas.” (PEREZ ECHEVERRIA; POZO, 1998, p. 33).

Por outro lado, um principiante, ao tentar solucionar um problema, precisa buscar
informacBes no enunciado, que possam indicar uma rota que o direcione até a
solucdo. Desta forma, o principiante busca a cada novo problema usar estratégias
que lhe sejam o mais cabivel na solucdo das atividades, enquanto o especialista
esta mais interessado na resposta final, ndo se concentrando tanto no roteiro de
solucéo.

O aprendizado via solucéo de problemas pode levar o aluno a identificar diversas
situacdes de atividades que precisam ser resolvidas. Assim, sera possivel criar um
conhecimento novo a cada nova experiéncia de contato com saberes inusitados.
Além disso, o aluno e o professor devem estar preparados para nao reduzir essa
nova busca a uma mera fragmentagdo de saberes ja trabalhados em aula. Em
particular, problemas de Fisica e de Quimica ndo podem ficar restritos apenas a
informacbes matematicas que sdo dominadas pelos alunos. Por exemplo, todo o
conhecimento que envolver for¢ca (Fisica), ou balanceamento quimico (Quimica) nao
deve ficar restrito apenas aos calculos ja estudados, mas sim sobre todo o saber

desenvolvido sobre esses conteudos.
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Uma grande parte do desenvolvimento de conhecimento via a realizacéo e a
solugcéao de problemas requer um passo a passo, um pequeno entendimento do que
pode ser ou ndo individualizado. Pérez Echeverria e Pozo (1998) apresentam um
roteiro que foi bastante difundido pelo pesquisador Polya (1995) na area de solucao
de problemas matematicos. Segundo Polya (1995), os problemas devem ser
resolvidos de tal forma que o individuo seja capaz de verificar em que situacéo ele
esta e para qual situacao deseja ir; assim, através desse prévio conhecimento, sera
capaz de montar uma estratégia para a resolucdo das atividades que se

apresentam.

1.2 CONHECENDO UM PROBLEMA DE MATEMATICA

O conteudo desenvolvido em matematica nas escolas necessita ser sempre
desenvolvido de tal forma que os alunos aprendam néo s6 a partir do conhecimento
que lhe é apresentado em aula, mas também a partir dos problemas para a
resolucdo dos quais esse aprendizado pode ser aplicado. Uma boa definicdo desse
formato de atividades encontra-se nos Parédmetros Curriculares Nacionais de

Matematica para o Ensino Médio:

[...] a resolugdo de problemas ndo é uma atividade para ser desenvolvida
em paralelo ou como aplicagéo da aprendizagem, mas uma orientacdo para
a aprendizagem, pois proporciona o contexto em que se pode apreender
conceitos, procedimentos e atitudes matematicas. (BRASIL, 1997, p. 44).

A busca por situacdes de atividades em sala de aula, que tenham por objetivo
estimular um aluno mais independente, mais critico, mas auto-suficiente quanto ao
seu aprendizado, tem sido uma grande tarefa de estudo por especialistas da area de
matematica, uma vez que nesse conteddo o uso de problemas € constante. Um
grande estudioso dessas situacdes-problema envolvendo a matemética, e de como
essas atividades podem melhorar a compreensao dos alunos, é Polya (1995), que ja
citamos no subitem anterior.

Esse especialista estudou sobre o uso de problemas matematicos como formato
de ensino em sala de aula, durante boa parte da sua vida académica. Polya (1995)
defendia que o uso de problemas na area da matematica ndo sé pode aumentar o

aprendizado dos alunos, mas também ira produzir nos alunos a busca por novos
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conhecimentos, novos horizontes, novos aprendizados matematicos. E possivel

notar esta énfase do autor no seguinte trecho:

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre uma
pitada de descoberta na resolucdo de qualquer problema. O problema pode ser
modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades
inventivas, quem o resolver por seus proprios meios experimentara a tensdo e
gozard o triunfo da descoberta. Experiéncias tais, nhuma idade susceptivel,
poderdo gerar 0 gosto pelo trabalho mental e deixar, por toda a vida, a sua
marca na mente e no carater. (POLYA, 1995, p. 5).

Polya (1995) entendia que o foco do aprendizado nas aulas precisa estar
totalmente direcionado aos alunos, e que sobretudo a curiosidade deles se situe no
centro dessas atividades de aula. Além disso, cada atividade que Ihes for proposta
devera ser sempre estimulada no sentido de que eles possam desenvolver ao
maximo as suas aptidées de conhecimento. Por isso, 0s problemas que vierem a ser
usados para tratar determinado conteddo matemético devem buscar aproveitar ao
maximo todas as ramificacBes nas quais tais conteudos possam estar inseridos, bem
como as diferentes associacfes entre eles existentes.

Desta forma, um problema sobre Fungdo Afim ou sobre Funcdo Exponencial
deve explorar diversas situagdes contextuais, ou ndo, mas que tenham por objetivo
manter o aluno o mais estimulado possivel, a fim de que a sua curiosidade sobre 0
problema seja sempre num sentido dindmico e ndo estatico. No caso da funcao
exponencial, especificamente, a atividade deve levar o aluno a associa-la ao estudo
da potenciagao.

Nessa tarefa de melhor estimular o aprendizado dos alunos, entra o Professor,
gue ndo pode ser uma figura meramente decorativa em aula. O professor dos alunos
deve sempre estar atento para sugerir, argumentar, propor e elaborar com os alunos
roteiros do tipo que avaliem o enunciado, tracem planos de acdo para solucionar 0s
problemas e usem conhecimentos anteriormente trabalhados. Entretanto, o
professor deve estar atento a ndo produzir intervengcbes excessivas que possam
desestimular o aluno, diminuindo assim sua capacidade de independéncia, no
sentido de buscar os seus proprios caminhos.

Pérez Echeverria (1998) faz uma analise comportamental do professor de
matematica frente a atividades de solu¢do de problemas. Ao estabelecer tal relato a
autora faz uso das informacbes propostas por Schoenfeld (apud PEREZ

ECHEVERRIA, 1998) sobre o assunto.
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Schoenfeld (apud PEREZ ECHEVERRIA, 1998) afirma que, em muitas vezes
por puro conhecimento das técnicas de resolucdo de uma atividade, o professor em
sala de aula simplesmente esquece de informar aos alunos quais estratégias tomou
para obter a resposta; por outro lado, ndo define explicitamente 0 seu passo a passo
de resolucdo, 0 que nesse caso pode vir a prejudicar a analise de sua resolucéo
pelo estudante, devido ao fato de que o aluno ainda ndo possui todo o saber
necessario para a resolucéo da atividade.

Ainda citando Schoenfeld (apud PEREZ ECHEVERRIA, 1998), a autora
expde duas idéias centrais, na sua O6tica sobre o comportamento do professor de
Matematica, a saber: o professor deve ser um “treinador” em sala de aula, e
também, o professor deve ser um "examinador" das diferentes solu¢cdes propostas
pelos alunos.

O professor "treinador" estd focado em ajudar o aluno a obter uma melhor
estratégia de resolucdo do problema, ou seja, o professor podera auxiliar os alunos
com diversas orientacdes que possam lhe ajudar a solucionar a atividade.

Por outro lado, o professor "examinador' deve, em sala de aula, estar
bastante atento as diferentes estratégias de resolucdo do problema, que forem
propostas pelos alunos. Desta forma, os alunos poderdo através da troca de
experiéncias melhorar o seu rol de aprendizado, e utilizar algumas das sugestbes
dos colegas em novos problemas que venham a aparecer.

Além disso, Pérez Echeverria (1998) avalia que o professor deve estar
bastante atento aos erros cometidos pelos seus alunos, pois ao avalid-los o
educador podera encontrar explicagcbes que possam ajudar o aluno em processos
futuros. Sempre que achar necessario, o professor podera retomar conhecimentos,
através de novos e antigos problemas, como podemos verificar na seguinte citacao:
“‘Nesse sentido, os erros ndo devem ser tratados como fracassos, mas como fonte
de informacdo para o professor ‘treinador e para a auto-avaliagdo do aluno”.
(PEREZ ECHEVERRIA, 1998, p. 65).

Ja para Reitz e Contreras (2012), o professor deve exercer um papel de
"organizador, mediador e orientador” das atividades que serdo desenvolvidas. Nesse
sentido, os autores propdem que o educador possa tanto intervir, como produzir
guestionamentos aos alunos, bem como permitir que todos os estudantes facam

interferéncias as solucdes obtidas pelos colegas. Além disso, os autores dao grande
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énfase ao fato do professor poder controlar a tarefa quanto ao tempo, e aos

objetivos que quer transmitir aos alunos. Segundo os autores:

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), atribui-se ao professor o
papel de incentivador da aprendizagem pelo estimulo a cooperacao entre os
alunos, na interacdo professor-aluno, aluno-aluno, e demais profissionais,
aluno e pessoas do seu convivio, pelo confronto das ideias numa
aprendizagem produtiva. (REITZ; CONTRERAS, 2012, p. 54).

Para Clement e Terrazzan (2011), que visam uma participacdo ativa dos
alunos, o ensino deve ser proposto por "investigacdo”. Tal concep¢do de ensino é
encontrada no construtivismo. Nesse caso, o foco do aprendizado ndo sera a
metodologia de Ensino, mas sim os processos de aprendizado. Assim, sempre que 0
aluno se deparar com um problema, o mesmo serd levado a investiga-lo,
apropriando-se de suas idéias principais e estabelecendo caminhos para resolvé-lo.

Também fazendo uma andlise do professor em sala de aula, Polya (1995)
afirma que o educador sempre é levado a apresentar argumentacdes repetidas, no
sentido de auxiliar o seu aluno; estas repeticdes séo descritas pelo autor da seguinte
forma: “Qual a incégnita? Do que se precisa? O que é que se quer? O que é que se
deve fazer?” (POLYA, 1995, p. 1). Tais questionamentos podem aparecer de forma
mais direta como: “Considere a incégnita” (POLYA, 1995, p. 1). E possivel perceber
que, tanto em questionamentos mais abertos, quanto em questionamentos mais
diretos, o objetivo do professor é sempre ajudar o aluno.

O autor estabelece que tais situacfes podem ser agrupadas, a fim de que
possam auxiliar os alunos na atividade de resolucéo de problemas.

Para isso, 0 autor busca expressar as argumentacfes dos professores de
forma mais generalista, como por exemplo: “Qual é a incognita? Quais sdo 0s
dados? Qual é a condicionante?” (POLYA, 1995, p. 2). Assim, a atividade de
estimulo do pensar do aluno fica mais geral, podendo ser aplicada a problemas de
algebra, geometria, etc., problemas cientificos, ou néo.

Cabe aqui ressaltar que a incégnita a qual o autor se refere ndo é
necessariamente o valor de “x”, “y”, ou “a”, mas o principal questionamento do
enunciado; para uma melhor compreensdo sobre a importancia da incéognita
podemos observar o seguinte problema, ja com as respostas das perguntas (em

italico):
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Calcular a diagonal de um paralelepipedo retangulo do qual sdo conhecidos
0 comprimento, a largura e a altura.

-Qual é a incégnita?

-O comprimento da diagonal de um paralelepipedo.

-Quais séo os dados?

-O comprimento, a largura e a altura do paralelepipedo.

-Adote uma notacao adequada. Qual a letra que deve detonar a incognita?
-X

-Quais as letras que escolheria para o comprimento, a largura e a altura?
-a,bec.

-Qual a condicionante que relaciona a, b e c com x?

- X é a diagonal do paralelepipedo no qual a, b e c séo, respectivamente, o
comprimento, a largura e a altura. (POLYA, 1997, p. 5, grifo do autor).

A medida que o professor for usando tais indagacdes na aula, o aluno
percebera que de fato tais questionamentos podem ser usados na resolucdo das
atividades que Ihe sdo propostas, 0 que levara o estudante a apropriar-se de tais
perguntas sobre a incognita, o condicionante, e a buscar a melhor linguagem para a
resolucao do problema.

Sempre que o professor for solucionar um problema em aula, devera enfatizar
junto ao aluno a parte da explicacdo a qual este deverd estar mais atento. Além, é
claro, de reforcar com a turma questionamentos que eles devem buscar fazer, ao
realizar uma atividade.

O professor deve buscar agir sempre com bom senso, apresentando
situacdes-problema em que o conteddo trabalhado esteja de fato inserido no
ambiente de aprendizado do aluno. O professor ndo deve, por exemplo, propor
problemas de niumeros complexos a alunos do 6° ano do fundamental, pois precisa
estabelecer em aula atividades que possam usar conhecimentos passados
anteriormente.

O professor deve estar sempre buscando aperfeicoar com o aluno um roteiro
de resolucéo, a fim de que 0 mesmo possa encontrar prazer, ndo sé ao solucionar o

problema, mas também ao fomentar um aprendizado novo.
1.3 FASES DE RESOLU(;AO DE UM PROBLEMA DE MATEMATICA

Ao realizar a atividade de resolugéo de problemas, um estudante pode iniciar
por determinado caminho, pensando que essa seja a melhor deciséo para solucionar
o problema. Entretanto, Polya (1995) argumenta que essa atividade pode por vezes
ser refeita, reavaliada e que a idéia inicial pode ser totalmente posta de lado,

tomando nesse caso, outro caminho para solucionar o problema.
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Nessa busca de solucionar o problema avaliando suas diferentes etapas,
Polya (1995) apresenta-nos uma lista composta de quatro fases, que podem servir
de auxilio para a resolucdo do problema. Essas quatro fases séo discriminadas
como: primeira fase, compreensdo de um problema; segunda fase, inter-relacéo
entre os diversos itens do problema; terceira fase, execugcéo do plano de resolucéo
do problema; quarta fase, retrospecto do problema.

E possivel que um aluno nédo siga estas fases, e seja capaz de solucionar
perfeitamente o problema, ou que deixe de lado uma das fases e enfrente sérias
dificuldades de resolucao, ou pior, que saia realizando calculos desenfreados, sem
qualquer critério.

A primeira fase consiste em compreender o problema. Essa atividade de
entendimento do problema deve ser muito bem orientada pelo professor, sendo que
ele deve estar atento em sugerir atividades que sejam compreendidas e
interessantes aos alunos. Caso o aluno ndo se sinta estimulado e instigado a
solucionar um problema, a atividade proposta sera inutil, uma vez que o estudante
estara desinteressado em relacdo ao problema.

Ao ler um enunciado, o aluno precisa compreender, entender e apropriar-se
das principais idéias contidas nele, e estes argumentos podem vir de situacdes que
ja foram trabalhadas anteriormente, ou através de questionamentos de seu
professor, do tipo: “Qual é a incognita? Quais sdo os dados? Qual é a
condicionante?” (POLYA, 1995, p. 4).

O estudante deve estar atento para caracterizar bem um problema, pois,
guanto melhor for essa caracterizacdo, melhores serdo 0s percursos na sua
resolucdo. O aluno precisa compreender quem € o condicionante da atividade; caso
exista uma figura geométrica no enunciado, devera procurar representa-la, e, se for
necessario, adotar uma notacdo adequada para a sua resolucéo.

A segunda fase é o estabelecimento de um plano. Polya (1995) nos informa
gue estabelecer um plano consiste em entender que calculos podem ser utilizados
em sua resolucdo, e que figuras geométricas se assemelham aos desenhos do
problema. O percurso que um aluno estabelece desde a compreensao do problema
até a sua resolucdo pode ser por vezes bastante dificil. Nesse caso, o professor
pode colocar-se na situacao do aluno e desta forma servir de guia, indicando-lhe um

caminho mais apropriado na tarefa de planejamento.
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Ao estabelecer um roteiro de etapas que possam auxiliar na tarefa de
solucionar um problema, o estudante ndo deve descartar qualquer conhecimento
que ja lhe tenha sido ensinado em outros conteudos matematicos, porém deve estar
atento a ndo produzir conhecimentos repetidos sem sentido algum. Assim, a fim de
utilizar melhor esse conhecimento, Polya (1995) sugere que o aluno inicie a
montagem do plano através do seguinte questionamento: “Conhece algum problema
correlato?” (POLYA, 1995, p. 6).

Uma dificuldade que os alunos podem encontrar ao estabelecer tal indagacéo
consiste em encontrar diversos problemas que tem pontos em comum com a
atividade na qual estdo trabalhando. Nesse caso, qual problema auxiliar devera ser
escolhido? Novamente Polya (1995) propde uma solucao para tal questionamento,
com a seguinte sugestdo: “Considere a incognita! E procure pensar num problema
conhecido que tenha a mesma incognita ou outra semelhante” (POLYA, 1995, p. 6).

Por fim, ao se buscar problemas correlatos deve-se estar bastante atento
para ndo permitir uma fuga do foco central do problema; ou seja, o plano principal a
ser montado é direcionado a resolver o problema especifico no qual se esta
trabalhando. Logo, para verificar se o plano n&o se distanciou do seu objetivo
principal, o autor defende que se faca uma verificacdo se todos os dados e
condicionantes foram utilizados.

A terceira fase consiste na execuc¢do do plano. A idéia de resolver um
problema é algo que requer um bom conhecimento anterior, uma boa concentracao
mental e foco no objetivo final que é a solugcao. Ao conceber um plano para obter a
solucdo de um problema, o aluno esta simplesmente tomando um direcionamento
central. Entretanto, € preciso estar bastante atento a todos os detalhes, de tal forma
gue néo figue nenhuma duavida, ou argumentacédo sem esclarecimento.

Polya (1995) sugere que na atividade de implementacao e formacéo do plano,
o estudante ndo sofra tantas interferéncias do seu professor, uma vez que 0 excesso
de interferéncias pode desestimular o aluno, ou até mesmo confundi-lo. O autor
também avalia que intervengdes devem ocorrer sempre que houver necessidade e
com o intuito de auxiliar no aprendizado do aluno.

Ao executar as etapas do plano, o aluno deve estar sempre satisfeito com os
resultados obtidos; caso entenda que algum dos passos se mostra imperfeito, pode

retoma-lo, ou refazé-lo até que o resultado se mostre satisfatério.



23

A guarta fase envolve o retrospecto do problema. Essa retomada é de suma
importancia para o aluno, uma vez que ele pode reavaliar seu passo a passo. Além
disso, o professor deve argumentar que um problema nédo se esgota com a resposta
e gue novos questionamentos podem surgir.

O professor precisa sempre passar aos seus alunos a informacédo da
interligagéo entre problemas e de como a atividade de retomada do aprendizado de
solucionar o problema pode ser significativo para o seu conhecimento. Ao avaliar as
diferentes etapas da resolucdo, o estudante pode ser levado a tomar novos
direcionamentos, frente a algumas das etapas que foram desenvolvidas,
aperfeicoando assim o seu aprendizado.

Por fim, o estudante deve se questionar se pode reutilizar conhecimentos
desenvolvidos nesses problemas na resolucéo de outros problemas, ou se as etapas
dessa atividade podem ser melhor elaboradas em outras atividades correlatas.

Polya (1995) informa nos seus escritos que abordagens diferentes podem ser
desenvolvidas e que, mesmo com solu¢cdes comuns, os estudantes podem trilhar
caminhos distintos. Além disso, o autor sugere que o professor utilize listas de
exercicios sucintas que possam manter o aluno bem focado; listas de exercicios
excessivamente grandes tendem a dispersar os alunos.

Nesse aspecto de introduzir fases para solucionar um problema matematico
Pérez Echeverria (1998) traz para o debate as idéias de Meyer (apud PEREZ
ECHEVERRIA,1998). Enquanto Polya (1995) divide em quatro fases as etapas de
solucionar um problema (Compreender o Problema, Conceber um Plano, Executar o
Plano, Elaborar uma visdo retrospectiva) Meyer (apud PEREZ ECHEVERRIA,1998)
avalia que de fato s6 existem duas, que séo: traducéo e solucéo.

A traducdo de um problema consiste em avaliar, compreender e apoderar-se
do que se esta tratando. Nesse caso, 0 aluno precisa entender bem a informacéo
contida no problema. Além disso, o estudante necessita usar expressoes e simbolos
matematicos que possam lhe ajudar nessa resolugao.

A solucéo é buscada a medida que o estudante define uma metodologia, ou
uma estratégia para resolver diversas submetas que se procuram solucionar. Por
fim, ao chegar a solucdo, o aluno deve ser capaz de fazer uma interpretacdo dos
dados obtidos a fim de reafirma-los, ou de reposiciona-los.

Quando analisamos esses dois campos encontramos neles um conjunto de

fatores muito proximos aos trés grandes eixos da matematica que s&o: “[...]
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utilizacdo de diferentes linguagens, utilizagdo de algoritmos e utlizagdo de
habilidades”. (PEREZ ECHEVERRIA, 1998, p. 51).

Nesse caso, a utilizacdo de diferentes linguagens encontra-se na traducao
para compreender a linguagem matematica que circunda o problema; num segundo
momento, a utilizacdo de roteiros e habilidades de compreensédo e solugédo do
problema que se ligam diretamente a solucdo, segundo Meyer (apud PEREZ
ECHEVERRIA,1998).

Para fazer uma traducdo do problema é preciso compreender os métodos
linguisticos, semanticos e esquematicos que envolvem o enunciado do problema. J&
na questdo da solucdo, é necessario avaliar os procedimentos, as metas que se

buscam e quais sdo 0s meios para conquista-las.

1.4 USANDO PROBLEMAS E CONHECIMENTOS ANTERIORES PARA
RESOLVER NOVOS PROBLEMAS

Situacdes de analogia entre problemas de matematica podem facilitar a
solucdo de problemas correlatos. Cada vez que o estudante se deparar com um
novo problema, ele deverd observar as situacfes ja vivenciadas direta ou
indiretamente relacionadas com o problema no qual estad trabalhando, visando
estabelecer uma reutilizacéo dos seus conhecimentos anteriores.

Ao se deparar frente a um problema, o aluno sempre podera verificar se tem
conhecimento de alguma atividade correlata (parecida, semelhante, igual). Polya
(1995) descreve que é dificil encontrar-se problemas novos; em geral, tem-se uma
grande chance de se achar problemas que ja foram solucionados e utilizar alguma
dessas situacbes na solucdo do problema em questdo. Por exemplo, em um
problema de MRUV (Movimento Retilineo Uniformemente Variado) cuja equacéo do
movimento seja S(t)=t2-5t-6, a pergunta: “Em que instante o objeto atingiu a altura
maxima?”; poderia ser diretamente relacionada com um problema de Funcao
Quadratica, considerando a funcao f(x)=x2-5x-6 no qual a pergunta fosse: “Quanto
vale o x, ( o valor de x do vértice) ?”.

E perceptivel que os exercicios tratam de assuntos diferentes, entretanto a
sua resolucédo é bem parecida diferenciando-se apenas no contexto aplicado. Polya
(1995) acredita que sempre que o aluno puder estabelecer relacbes desse tipo,

estara ndo s6 compreendendo melhor a atividade de solucionar problemas, mas
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também estara tendo um aumento de aprendizado significativo. Uma boa percepc¢éo
de tal fato pode ser encontrada na seguinte passagem:

J& viu antes? E possivel que ja tenhamos resolvido antes o mesmo
problema que ora nos é apresentado, ou ouvido falar dele, ou encontrado
um problema muito semelhante. Estas séo possibilidades que ndo devemos
deixar de examinar. Tentemos lembrar do que ocorreu. J& o viu antes? Ou
ja o viu sob uma forma ligeiramente diferente? Mesmo que as respostas
sejam negativas, tais indagacdes podem dar inicio & mobilizacdo de
conhecimentos uteis. (POLYA, 1995, p. 96)

Ao se deparar com um problema, o aluno deve estar sempre focado em
considerar a incégnita (principal pergunta do problema), uma vez que esta é a sua
meta principal. Depois disso, procurar novas alternativas de resolugdo, usar
conhecimentos outrora feitos, buscar conhecimento em situacdo analoga e correlata
sera de grande valia.

Se o0 estudante se mantiver na trilha do seu objetivo, poderd mudar de rota,
fazer novos caminhos, buscar alternativas em outras atividades, mas, mesmo que
erre, ndo se desvirtuara do seu foco inicial que é o de encontrar o valor da incognita,

ou da solucéo, ou da resposta.
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CAPITULO 2 DESENVOLVIMENTO

2.1 TRABALHANDO COM TAXAS DE VARIAGAO EM PROBLEMAS APLICADOS

Os problemas de aplicacdo que foram trabalhados durante a proposta de
ensino buscavam trazer uma relacdo com o curso de técnico em eletrénica, turma
4123 do 1° ano do ensino médio. A proposta de ensino foi aplicada, ao longo de 28
periodos de aula de 50 minutos cada um. As atividades foram baseadas no plano
curricular do 1° ano do Ensino Médio do curso de técnico em eletronica da Fundacéo
Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha. Assim, buscou-se dar énfase a
situacdes que pudessem ser analisadas e posteriormente aplicadas como atividades
de ensino e aprendizado.

A escolha da turma 4123 foi feita pelo professor a partir da avaliagdo e do
comprometimento dos alunos ao longo do 1° semestre do ano letivo de 2014.

Os exemplos e exercicios usados buscavam tratar diversas situacdes
envolvendo as taxas de variacdes tanto com valores positivos quanto com valores
negativos, a fim de que o aluno pudesse evidenciar a diferenca entre ambas. A
sequéncia didatica dessa proposta esta dividida em 5 etapas, conforme a tabela a
seqguir.

Tabela 1 - Cronograma das Atividades Desenvolvidas na Turma 4123.

- , ~ Periodos de aula
Etapa Taxa de Variagao Tipo de Funcéo de 50 minutos.
12 Taxa de Variagéo Func&o Afim 4
Constante
Taxa de Variacdo Média ~
e Funcao
a Ati
2 Taxa de Variagao Quadratica 9
Instantédnea
3a Taxa de variacao Funcao 6
Percentual Constante Exponencial
Taxa de variacao I
Funcéo Linear
a constante e taxa de ~
4 S e Funcao 4
variagao percentual ;
Exponencial
constante
Funcao
5a Taxa de variagéo exponencial de 4
percentual continua base "e"
(neperiana)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A primeira etapa da sequéncia didatica foi dedicada ao estudo dos
problemas com taxas de variacdo constantes, caracteristica das Funcgfes Afim
(demos maior destaque para situacdes que envolviam o caso de funcédo Afim do tipo
funcdo Linear). Foram trabalhados problemas de aplicacdo matematica envolvendo
tabelas, graficos da funcéo f(x) em funcéo de x e férmulas matematicas.

Posteriormente, foram trabalhados exercicios de aplicagdo de taxas de
variacdo constante que constam no plano curricular do 1° ano do Ensino Médio do
curso de técnico em eletrénica da Fundacao Escola Técnica Liberato Salzano Vieira
da Cunha, tais como: movimento retilineo uniforme estudando o comportamento da
posicdo em funcdo do tempo, ou movimento retilineo uniformemente variado
estudando o comportamento da velocidade em funcdo do tempo, ou ainda
problemas envolvendo o estudo da diferenca de potencial em funcao da corrente. Ao
fim foram desenvolvidos exercicios de aplicacdo envolvendo juros simples e também
problemas de dinamica populacional.

A finalidade foi que, enquanto fossem sendo desenvolvidas as tarefas, os
alunos pudessem compreender e interpretar a taxa de variacdo constante envolvida
na funcdo Afim estudada e sua relagdo com a varidvel independente. Enfatizamos
também a analise dimensional de cada problema, isto é, a andlise das unidades de
cada variavel e de cada parametro do problema.

Na segunda etapa de aplicacdo foram realizadas atividades envolvendo
taxas de variacdo média e taxa de variacdo instantanea em funcfes Quadraticas.
Nesse caso, foram feitas atividades que pudessem ilustrar ambas as taxas de
variacdo, bem como o comportamento da variavel dependente da funcéo, tanto no
caso em gue a taxa de variacdo € positiva, quanto no caso em que € negativa. Para
uma boa compreenséo da tarefa, estes conceitos foram aplicados a problemas que
envolviam o movimento retilineo uniformemente variado, em problemas de aplicacédo
de custo e ainda em problemas envolvendo a poténcia elétrica em funcdo da
corrente. Desta forma, buscdvamos evidenciar situacbes problemas nas quais
poderiamos ilustrar a taxa de variacdo média, bem como a taxa de variacdo
instantanea.

Nessa etapa buscamos desenvolver junto aos alunos atividades nas quais
eles pudessem aprender, compreender e distinguir entre taxa de variagdo média e

taxa de variagdo instantanea. Depois disso, 0s alunos avaliaram situa¢des-problema
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modeladas através de func¢des quadraticas que estivessem inseridas nos conteudos
especificos do curso.

A terceira etapa foi o desenvolvimento da taxa de variacdo percentual,
reconhecendo que esta é constante em funcées exponenciais. Para melhor ilustrar a
visualizagédo desta taxa de variacao, iniciamos com o uso de problemas com tabelas
que envolviam acumulo de renda, salario e beneficios. Com os dados dessas
tabelas, mostramos ao aluno a existéncia de uma taxa de variacdo percentual
constante.

Num segundo momento foram apresentadas atividades de aplicacdo com
exercicios sobre crescimento populacional, que também envolviam uma taxa de
crescimento percentual constante. Complementamos ainda com atividades
envolvendo o decaimento da carga elétrica armazenada em um capacitor em funcéo
do tempo, bem como problemas de tensdo elétrica (voltagem) em um indutor em
funcdo da corrente. Na quarta etapa, abordamos problemas que pudessem
estabelecer um comparativo entre este dois tipos de comportamento: taxa de
variacdo constante e taxa de variacdo percentual constante. Para isso, trabalhamos
com graficos e tabelas envolvendo juros simples e compostos, condutores ou
resistores (Ohmicos e Ndo Ohmicos).

Na etapa final (5a. etapa) foi apresentado o nimero “e”, bem como a taxa de
variacdo continua. Para tal apresentacdo foram trabalhados problemas e graficos
envolvendo funcdes do tipo f(x)=ae, tais como problemas de decaimento com taxa
de variacdo percentual continua, e enfatizamos a diferengca entre taxa de

crescimento percentual anual (discreto) e taxa de crescimento percentual continuo.
2.2 COLETA DOS DADOS

As coletas das informacdes para a posterior avaliacdo dos dados sobre a
aplicacdo da atividade proposta foram feitas com: gravacdo das aulas em audio,
fotografias das atividades realizadas durante o periodo de aula, coleta e avaliacédo
das atividades que foram realizadas durante a proposta de ensino, portfélio de cada
atividade. Além disso, foram realizados testes antes e depois de cada atividade de
ensino, a fim de verificar o aprendizado dos alunos. Cada teste tinha duracéo de

25minutos e foi constituido por trés questdes sobre o conteudo trabalhado.
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A coleta de informacdes também utilizou uma turma controle, onde o
contetdo desenvolvido estava de acordo com o encontrado nos livros didaticos e no
plano curricular do curso de técnico em eletrénica, ndo sendo formalizado nenhum
estudo aprofundado de questdes envolvendo taxas de variacdo. Nessa turma foram
aplicados os mesmos testes que na turma de aplicacdo da proposta. Assim, buscou-
se avaliar se a proposta didatica por nés produzida aprimorou de fato o aprendizado

dos alunos.

2.3 TAXA DE VARIACAO CONSTANTE EM FUNCOES AFIM (4 PERIODOS DE 50
MIN DISTRIBUIDOS EM DUAS AULAS.)

A funcéo afim foi introduzida, a partir de um problema que evidenciava uma
taxa de variacdo constante. Assim, buscavamos que o aluno tirasse conclusfes
acerca do comportamento da funcdo envolvida, de tal forma que pudesse melhor
entender o seu significado. Além disso, trabalhavamos a questao da interpretacéo e
compreensao das unidades, a fim de que o aluno pudesse analisar as informacdes
obtidas a partir do fato de que a taxa de variacdo era constante e o que elas

indicavam sobre os dados dos problemas.
2.3.1 Aula Namero 1

Nesta aula procuramos introduzir o estudo da taxa de variagdo constante em
funcdes lineares, de forma que os alunos pudessem compreender o funcionamento
e a metodologia de calculo de uma taxa de variacao, e como se verificava que neste
caso era constante. Os alunos, entdo, tiveram a oportunidade de analisar e realizar
experiéncias com tabelas, gréficos e formulas podendo, desta forma, ter uma

compreensao ampla de diferentes situacgoes.
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Atividade 1

A populacdo de uma cidade de 30.000 habitantes cresce a uma taxa de
2.000 pessoas a cada ano. Como a populacado, P, esta crescendo a uma taxa
constante de 2.000 pessoas por ano, P é uma funcao linear do tempo, t, em
anos.

a) Qual a taxa média de variacdo de P em qualquer intervalo de tempo?

b) Faca uma tabela que forneca a populacéo da cidade a cada cinco anos,

durante um periodo de 20 anos. Esboce o gréfico da populagéo.

c) Determine uma férmula para P como uma funcéo de t.

Com esse problema, apresentamos a taxa de variacdo constante. Enfatizamos
junto aos alunos que essa constante podia trazer informacdes sobre o
comportamento da varidvel dependente, e que isso seria aplicado em diversos
problemas que estudariamos mais tarde, como por exemplo: o comportamento da
diferenca de potencial em funcdo da corrente ou o comportamento da velocidade em
funcdo do tempo, se o movimento for uniformemente variado.

Assim, trabalhamos a Atividade 1, no sentido de verificar que, para qualquer
razao entre variacao de populacao e intervalo de tempo correspondente, o resultado

pz_pl:k ps_pz_k ps_pl_

t, —t, t-t, o t-t

seria 0 mesmo: -1, -t

, assim como e (onde k é uma
constante). Ou seja, indiferente dos valores serem subseqientes ou ndo, em uma
tabela, a taxa de variacao era constante, isto é, o valor era 0 mesmo.

Num segundo momento foram trabalhadas questdes relativas a taxa ser positiva,
ou negativa, e como isso influenciava no comportamento dos graficos e das tabelas.
Por fim, analisou-se conjuntamente as informacdes contidas nas unidades obtidas

na constante k, bem como que informagdes essas unidades nos trouxeram.
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Atividade 2

Uma laranja é lancada para o ar. Sua velocidade, v, € uma funcéo de t, o tempo a
partir do seu lancamento. Uma velocidade positiva indica que a laranja esta subindo
e uma velocidade negativa indica que ela est4 descendo. Verifique se os dados na
Tabela 1 correspondem a uma funcéo linear. Determine uma formula para v em

termos de t, supondo que v seja uma funcéo linear de t.

Tabela 1. Velocidade de uma laranja, t segundos apos ter sido lancada ao

ar
t, tempo
1 2 3 4
(s)
Vv,
velocidade 48 16 -16 -48
(pésls)

O que nos indica a taxa de variagdo constante nesse problema? O que podemos

afirmar com relacdo ao comportamento das unidades?

Nessa atividade, desenvolvemos junto aos alunos questdes relativas a
verificacdo de qual é o valor da taxa de variacdo constante, se esse valor era
positivo, ou negativo. Caso fosse negativo, qual seria o seu efeito na variavel
dependente da funcdo, e como este fato seria observado no grafico. Também

encontramos uma férmula para representar tal comportamento.
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Atividade 3

A figura 1 mostra o consumo de oxigénio como uma funcéo da freqiiéncia
dos batimentos cardiacos para duas pessoas.
a) Supondo linearidade, determine formulas para estas duas funcgdes.
b) Interprete a inclinacdo de cada grafico, em termos do consumo de
Y,consumo de
oxigénio

(litros)

) B
5 (160:16)

/ D
, (100:) (160;1)

o

(100:0.6)

X,

frequéncia

Através dessa atividade, queriamos trabalhar a taxa de variagdo com 0 uso
do grafico, assim como interpretar as respostas aos diversos questionamentos
evidenciando as funcgdes lineares envolvidas no problema. Além disso, fizemos uma
analise dimensional do problema, a fim de que o aluno pudesse perceber que a
unidade da constante obtida estava prestando informacbes sobre os dados
envolvidos no problema; assim o aluno seria capaz de apropriar-se desses dados

para obter uma melhor compreenséo sobre o problema.
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2.3.2 Aula NUmero 2

Na aula numero 2 trabalhamos com atividades mais voltadas ao curso de
técnico em eletrénica; desta forma procuramos aproximar o conteudo de aula das

atividades praticas do curso.

Atividade 4

Este grafico representa a diferenca de potencial numa bateria em
funcdo da corrente que a atravessa. Determine sua forca eletromotriz e

sua resisténcia interna.

4

Uiv)

i(A)

A taxa de variacdo nesse exercicio nos indica o qué, em relacdo a
diferenca de Potencial? Que informacdo podemos tirar ao analisarmos as

unidades obtidas na constante, que referéncia tais unidades nos explicam

Essa atividade apresentava uma contextualizagdo do exercicio que podia ser
utilizado pelos alunos do curso de técnico em eletronica; assim, o aluno poderia
visualizar uma situacdo pratica do uso das taxas de variacdo constantes, quando

existentes.
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Atividade 5
Usando sistema de Juros simples, uma pessoa aplicou R$ 2000,00, a taxa de

3% ao més, durante 4 meses. No final do periodo fez uma retirada de R$ 1000,00
e aplicou o restante a 2,5% ao més, durante 3 meses. Qual € o montante ao final
de 7 meses?

Quais informacdes podem tirar da taxa de variacdo constante em ambos 0s

casos?

Durante esse problema, construimos uma relacdo para o montante envolvendo
duas taxas de variacdo distintas. A partir disso verificamos o efeito que cada uma
produzia no capital inicial, bem como estudamos a evolu¢do do comportamento do
montante ao longo do tempo. Além disso, estabelecemos um quadro comparativo
entre ambas as taxas envolvidas no problema (3% a.m. e 2.5% a.m.). Dessa forma,
os alunos tiveram a oportunidade de buscar explicacbes para o comportamento do

montante, para ambos 0s juros, e as correspondentes taxas de variagdo constantes.

Atividade 6

Um resistor apresenta esta curva caracteristica.

Uiv)

iA)

a) Calcule a sua resisténcia elétrica para U= 60 V.

b) Identifique se ele & ou ndo um resistor 6hmico e Justifiqgue sua resposta.

c) Calcule a intensidade da corrente elétrica que circulara por ele quando
submetido a uma d.d.p. de 120 V.
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Durante a aplicacdo dos exercicios evidenciou-se uma situacdo de aplicacdo
no curso de técnico em eletrdnica; assim aproximamos 0s problemas de matematica

gue envolviam taxa de variacdo constante das atividades aplicadas no curso.

Comentarios

Ao final dessa atividade queriamos que os alunos fossem capazes de verificar
a importancia de reconhecer e encontrar, se existir, a taxa de variacdo constante
envolvida, assim como Vverificassem o comportamento das variaveis
correspondentes, em problemas de aplicacdo que envolviam o seu cotidiano. Além
disso, que fossem capazes de, através da taxa de variacdo constante, compreender
e realizar uma andlise dimensional do problema. Foi aplicado um teste final que
envolvia situacdes de problemas de funcgéo linear, incluindo alguns aplicados ao
curso de técnico em eletrbnica.

Assim, gqueriamos verificar se o aluno era capaz de compreender quais
informacBes podiam ser obtidas, ao se identificar uma taxa de variacdo constante,
bem como as unidades envolvidas, e quais referéncias elas nos davam sobre os

dados dos problemas.

2.3.3 Comentério sobre a Aula NUmero 1

A aula numero 1 foi ministrada no dia 26 de Agosto de 2014, e teve duracao
de dois periodos de aula de 50 minutos cada. Participaram ao todo 27 alunos.

A aula foi iniciada introduzindo uma situacdo problema de Populacdo (ver
Exemplo 1 do Anexo A) envolvendo fungdo Afim e taxa de variagdo constante
positiva; com este problema, procuramos integrar o aluno ao conceito de taxa de
variagdo constante. Para uma boa compreensao por parte do aluno, o problema
escolhido trazia no seu desenvolvimento o uso de tabela e de grafico, aléem da
construcdo de uma férmula. Desta forma, esperavamos que o aluno fosse capaz de
se ambientar com a atividade que seria desenvolvida logo a seguir.

Num segundo momento, foi trabalhado com os alunos um problema
envolvendo funcdo Afim e taxa de variagdo constante negativa (ver Exemplo 2 do
Anexo A). Nessa atividade de introducéo, apresentamos aos alunos um problema de

fisica envolvendo variagdo de velocidade em fungédo do tempo, que fosse descrita
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por uma fungédo Afim; assim, nossa intencao foi de que os alunos compreendessem
a ligacéo interdisciplinar entre as disciplinas de matematica e fisica.

Durante o desenvolvimento da explicacdo dos problemas introdutorios,
ocorreram questionamentos pertinentes por parte dos alunos, tais como: “A
aceleracdo € uma taxa de variagdo constante”; “A posicdo em fungdo do tempo da
uma constante que é a velocidade”, “A variacdo da populacdo sobre a variagao do
tempo sempre da a mesma taxa de variacdo constante“, “As unidades da taxa de
variacdo pessoas por ano indicam o comportamento do y“. Entretanto, uma
observacdo de um aluno foi importante para a compreensao dos demais, a saber: “A
taxa de variacdo constante é o “a” da funcdo Afim (f(x) =ax+b), ou seja, o aluno
associou e compreendeu de fato o que vem a ser a taxa de variacao na funcao Afim;
tal comentério foi de grande valia para a compreensao dos seus demais colegas.

Uma vez encontrada a taxa de variacdo constante, partimos para a analise
dimensional do problema. Nesse caso, procuravamos entender e compreender o
comportamento da variavel dependente a partir do valor, juntamente com as
unidades encontradas, da taxa de variacao e assim interpretar o comportamento das
variaveis envolvidas.

Apbs a apresentacdo e correcao dos problemas introdutérios, passamos a
desenvolver a atividade de exercicios. Cada aluno participante recebeu uma tarefa a
ser respondida individualmente, constituida por trés questbes que envolviam
problemas de Funcéo Afim (Atividade 1, 2 e 3 especificadas acima). As questbes
propostas envolviam a busca da taxa de variacdo constante, bem como a

interpretagéo do seu valor juntamente com as unidades pertinentes.

ATIVIDADE 1

e Ao analisarmos as respostas dos alunos ao problema 1l1.a, duas das quais

citamos abaixo, temos:

1.A populacdo de uma cidade de 30.000 habitantes cresce a uma taxa de 2.000
pessoas a cada ano. Como a populacdo, P, estd crescendo a uma taxa constante de 2.000
pessoas por ano, P é uma func¢do linear do tempo, t, em anos.

a) Qual a taxa média de variocdo de P em qualquer intervalo de tempo?

o b\ d r )
}»’zt;,? - Y {o i

Figura 1: Atividade do aluno F.
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1.A populagdo de uma cidade de 30.000 habitantes cresce a uma taxa de 2.000
pessoas a cada ano. Como a populacdo, P, estd crescendo a uma taxa constante de 2.000
pessoas por ano, P é uma fungdo linear do tempo, t, em anos.

a) Qual a taxa média de variagéo de P em qualquer intervalo de tempo?

P Y TR
{E—’ﬁ "}.i?_l ’—-‘OJJ(‘“: g o "0 rexd 2oy

- =
& -9 Ne} 2

Figura 2: Atividade do aluno R.

Foi possivel perceber que ambos os alunos compreenderam e encontraram a
resposta do exercicio. Além disso, ambos procuraram representar as unidades do
problema, o que demonstra a preocupacao deles em responder de forma completa,
0 que perguntamos a respeito da taxa de variacdo constante encontrada. Entretanto,
0s alunos usaram apenas os dados do primeiro intervalo de tempo. N&o mostraram
a preocupacdo em verificar se a taxa se mantinha a mesma para outros intervalos
de tempo. Por fim, nenhum desses dois alunos, apesar de terem feito a

interpretacdo correta do comportamento de P em funcéo de t, escreveu formalmente

AP
com a notacdo apropriada de At .

e Ao analisarmos as respostas dos alunos ao problema 1.b, duas das quais

citamos abaixo, temos:

b) Faga uma tabela que forneca a populacdo da cidade a cada cinco angs, dyrante um

periodo de 20 anos. Esboce o grdfico da populagcdo o /
f:‘ \ 7 > | N L ; i3 ’ yidd § 7

A
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3

Figura 3: Atividade do aluno M.H.B.
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b) Faga uma tabela que fornega a populagGo da cidade a cada cinco anos, durante um
pe&'odo de 20 anos. Esboce o grdfico da gyopulagﬁo

1! § bl
B (w@m&ﬁ }@(’Mﬂﬁu’ (D
. 0 | 304000
5 | Yocoo
10 ‘ Se.000
15 | COo0n )
20 B (Y566

70\(@0 ‘”/

Figura 4: Atividade do aluno S.

Os alunos aqui demonstraram estarem atentos tanto na construgéo da tabela
como do grafico, pois em ambos os casos tiveram o cuidado de trabalhar com as
unidades envolvidas de forma correta. Ao construirem o grafico, tiveram a
preocupacao de informar que a populacédo estava em unidades de mil habitantes. O
aluno M.H.B. ndo fez menc¢éo alguma a taxa de variacao constante; por outro lado, o
aluno S. ndo s6 fez, como também produziu uma adaptacédo para o tempo de cinco
anos como informado no destaque.

Apesar de a atividade nao pedir diretamente a taxa de variacdo constante, nem
solicitar que o aluno a usasse na resolucéo, os problemas introdutérios traziam, bem
claramente a sua importancia na resolugdo do problema. Ao analisarmos as

respostas dos alunos ao problema 1.c, duas das quais citamos abaixo, temos:

c} Determine uma formulfa para P como uma funcdo de t.

| 24¢ = f/’ O E X 0 OO0

Figura 5: Atividade desenvolvida pela aluna G.P.B.

¢) Determine uma formc

a para P como uma fungdo de t.
P20 g |

Figura 6: Atividade desenvolvida pela aluna Y.G.
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A aluna G.P.B. apresentou de forma correta a férmula da funcdo afim,
inclusive informando como € que a populacao € calculada em funcdo do tempo. Ja a
aluna Y.G. também fez de forma correta a transcricdo da férmula, porém procurou
enfatizar a unidade da taxa de variacao constante, 0 que demonstra a compreensao
do que ela representa no comportamento davariavel dependente, nesse caso a
Populacéo; além disso, evidencia que essa formula vale para t em anos.

Apesar de ambas as respostas trazerem os 30.000 habitantes, nenhuma das
respostas informava o que vinha a ser esses 30.000 habitantes, ou seja, a
populacao da cidade no instante de tempo zero.

Nesse caso, mesmo que o exercicio ndo solicitasse a informagdo, o aluno
poderia ter informado, ou apresentado tal conhecimento, pois isso tinha sido

trabalhado pelo professor.

ATIVIDADE 2

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 2.a, duas das quais

citamos abaixo, temos.

Uma laranja é lancada para o ar. Sua velocidade, v, é uma funcédo de t, o tempo a partir
do seu lancamento. Uma velocidade positiva indica que a laranja estd subindo e uma
velocidade negativa indica que ela estd descendo. Verifique se os dados na Tabela 1
correspondem a uma funcéo linear. Determine uma foérmula para v em termos de t.

v(9)-ve) - {6-Ud = 9 ) (%‘");’i‘l

I, 1 ‘ v(d): =324 +80

Figura 7: Atividade desenvolvida pelo aluno G.B.

Uma laranja € lancada para o ar. Sua velocidade, v, é uma funcéo de t, o tempo a partir
do seu langamento. Uma velocidade positiva indica que a laranja estd subindo e uma
velocidade negativa indica gue ela estd descendo. Verifique se os dados na Tabela 1
Tespondem a uma fungdo linear:

&\:l@gdf@ 20:=b |
d)=-Z2thl vid-Rut®
! =-32.0:®

Figura 8: Atividade desenvolvida pela aluna S.

termine uma formula para v em termos de t.
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As respostas encontram-se bem desenvolvidas, porém nenhum dos alunos
verificou que se tratava de uma funcgdo linear. Além disso, ambos os alunos
apresentaram desenvolvimentos para a obtencédo da taxa de variacdo no intervalo
[1, 2], que é o primeiro intervalo, ja pressupondo que ela fosse uma constante.
Ambos compreenderam de que forma a velocidade variava com o tempo. Porém, a
aluna S. teve a preocupacdo de calcular o termo independente da funcdo Afim
(coeficiente Linear); foi possivel verificar que a mesma utilizou o tempo no instante 0O,
para elaborar esta argumentacdo. O aluno G.P.B também trouxe esta afirmativa,
entretanto ndo apresentou o calculo.

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 2.b, duas das quais

citamos abaixo, temos.

O que nos indica a taxa de variacdo constante nesse problema? O que podemos
afirmar com relagdo ao comportamento das unidades?
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Figura 9: Atividade desenvolvida pelo aluno L.F.S.

0 que nos indica a taxa de variagiio constante nesse problema? O que podemos

afirmar com relagdo ao comportamento das unidades?
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FiguralO: Atividade desenvolvida pelo aluno P.M.

Nessas respostas foi possivel perceber que ambos os alunos conseguiram
compreender o papel exercido pela taxa de variagdo no problema, uma vez que ao
ser calculada a taxa de variagao constante, constatou-se que seu sinal era negativo,
0 que indicaria uma funcdo decrescente, como foi possivel observar na escrita do
aluno P.M. Nesse caso, os alunos compreenderam o comportamento da variavel

dependente e a analisaram, a partir das unidades da taxa de variagcao constante.
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ATIVIDADE 3

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 3.a, duas das quais

citamos abaixo, temos:

3. A figura 1 mostra o consumo de oxigénio como uma fungéo da freqiéncia dos

batimentos cardiacos para duas pessoas.
a) Supondo linearidade, determine férmulas para estas duas fungdes.
i 1 4

A0 - 100 - 99 _ 4o¢ L{(X)=MVOX 4

U ] VU = —e

Figura 11: Atividade do aluno M.H.B.

3. A figura 1 mostra o consumo de oxigénio como uma fungdo da fregiiéncia dos
batimentos cardiacos para duas pessoas.

a) Supondo linearidade, determine férmulas para estas duas funcdes.

Figura 12: Atividade da aluna S.K.M.

Os alunos fizeram uso da taxa de variacdo constante para buscar uma
solucdo para o problema. A formatacdo de S.K.M. esta muito boa, pois o aluno
conseguiu trabalhar com a variavel dependente (Y, consumo de oxigénio) em funcao
da variavel independente (x, frequéncia cardiaca), porém S.K.M. nao buscou
evidenciar a féormula que modela o problema, contentando-se em apenas calcular a
taxa de variacdo constante.

O aluno M.H.B. apresentou um pequeno erro ao trocar a posicdo das
variaveis, assim o aluno ndo apresentou uma resolucdo correta do problema,
mesmo tendo compreendido e usado a taxa de variagdo constante. Porém, M.H.B.
procurou apresentar, mesmo que incorreta, uma formula para modelar o problema

usando uma representacéo de funcéo Afim.
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e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 3.b, duas das quais

citamos abaixo, temos:

b) Interprete a inclinacdo de cada grdfico, em termos do consumo de oxigénio.
\ \
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Figural3: Atividade do aluno G.S.

b) Interprete a inclinagdo de cada grdfico, em termos do consumo de oxigénio.

Figural4: Atividade do aluno P.M.

Neste item, os dois alunos responderam, ou totalmente, ou da forma mais
completa possivel. Tanto, G.S. quanto P.M. procuraram enfatizar o que acontecia no
problema, a medida que se aumentava a frequéncia cardiaca. Nesse caso, G.S. fez
uma analise com os dados do grafico, sem avaliar a taxa de variacdo constante e a
sua unidade.

Ja o aluno P.M. fez uma andlise da atividade, a partir das taxas de variacado
de ambas as pessoas envolvidas no problema. Além disso, P.M. demonstrou uma
melhor compreensdo das unidades da taxa de variacdo e de seu efeito na variavel

dependente (Y,consumo de oxigénio).

2.3.4 Comentéarios sobre a Aula Nimero 2

A aula foi ministrada dia 27/08/2014, sendo desenvolvida ao longo de dois
periodos de 50 minutos. Participaram da realizagdo dessas atividades, 29 alunos.

Essa tarefa de aula buscava ampliar os exercicios desenvolvidos anteriormente,
a fim de que os alunos pudessem melhor compreender, interpretar e relacionar a
importancia do conhecimento da taxa de variacdo constante em funcdes Afim.
Assim, de forma a desenvolver um aprendizado melhor por parte dos alunos,
optamos por trabalhar problemas que estivessem mais ligados ao curso de técnico

em Eletronica.
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O primeiro problema envolvia diferenca de potencial, célculo de forca eletromotriz
e sua resisténcia interna. Além disso, foram feitos questionamentos acerca da
diferenca de potencial envolvida, bem como de sua unidade obtida e que

informacdes podiam ser retiradas a partir da sua compreensao.

ATIVIDADE 4

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 4, duas das quais

citamos abaixo, temos:

A taxa de variacdo nesse exercicio nos indica o qué, em relacdo a diferenga de
Potencial? Que informag¢do podemos tirar ao analisarmos as unidades obtidas na
constante, que referéncia tais unidades nos explica sobre os dados do problema?

[ J AL O J
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Figural5: Atividade do aluno P.M.

A taxa de variacdo nesse exercicio nos indica o qué, em relacdo a diferenca de
Potencial? Que informac¢do podemos tirar ao analisarmos as unidades obtidas na
constante, que referéncia tais unidades nos explica sobre os dados do problema?
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Figura 16: Atividade do Aluno L.F.

O aluno P.M. fez uma andlise do comportamento da taxa de variacdo
constante; foi possivel perceber na sua escrita, a preocupacao em descrever o efeito
da taxa de variacdo constante na variavel dependente. Além disso, P.M. encontra a

7

resisténcia interna que nesse caso € a taxa de variacdo constante do problema,
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. . 101 ,
entretanto o aluno efetuou um calculo incorreto, pois Z # EO que caracteriza um erro

do aluno.

O aluno L.F. procurou utilizar os conhecimentos de funcao Afim na resolucao
do problema; assim, pudemos perceber que L.F. encontrou dois pontos distintos e
passou a resolver o problema a partir deles. L.F. avanca um pouco mais do que
P.M., uma vez que apresenta um formato de funcdo Afim que modela o problema.
Entretanto, L.F. cometeu um pequeno erro de interpretacdo por ndo compreender o
modelo de uma bateria, e assim, errou ao avaliar que a cada unidade de acréscimo
da corrente, corresponderia um decréscimo de 0,5 na resisténcia; na verdade, o que
sofre decréscimo de 0,5 é a d.d.p. Ambos os alunos ndo encontraram a f.e.m. que
foi solicitada no problema; talvez tal atividade ainda néo tivesse sido trabalhada no

curso de técnico em eletronica.
ATIVIDADE 5

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 5, duas das quais

citamos abaixo, temos:

2.Usando sistema de Juros simples, uma pessoa aplicou RS 2000,00, & taxa de 3% ao més,
durante 4 meses. No final do periodo fez uma retirada de RS 1000,00 e aplicou o restante a
2,5% ao més, durante 3 meses. Qual é o montante ao final de 7 meses?

Qual informagdo podemos tirar da taxa de variag&o constante em ambos os casos?
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Figura 17: Atividade da aluna G.P.B.
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2.Usando sistema de Juros simples, uma pessoa aplicou RS 2000,00, a taxa de 3% oo més,
durante 4 meses. No final do periodo fez uma retirada de RS 1000,00 e apllcou o restante a
2,5% ao més, durante 3 meses. Qual é o montante ao final de 7 meses? { >« 17270

Qual informacgd@o podemos tirar da taxa de variagdo constante em ambos os casos?

g4 AO)=gh3o90- RS 3909 | phau0 _ RECO casia.
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Figura 18: Atividade do aluno J.F.

A aluna G.P.B. demonstrou que de fato dominava bem o contetdo trabalhado,
e argumentou suas respostas com a utilizacdo de uma tabela. Além disso, a aluna
procurou fazer uma minuciosa descricdo de como variava o montante, na situacao
do problema em questdo. Ja o aluno J.F. apresentou calculos das duas taxas de

variacao utilizando valores para A(4) e A(7), que ele ndo explica de onde vieram.

ATIVIDADE 6

Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 6.a, duas das quais

citamos abaixo, temos:

a) Calcule a sua resisténcia elétrica para U=60V.

AT 28

Figura 19: Atividade do aluno J.F.

e ~e

a) Calcule a sua resisténcia elétrica para U=60V.
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Figura 20: Atividade do aluno P.M.
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O aluno J.F. tentou resolver o problema utilizando uma férmula conhecida no

\Y ~ .
seu curso R =—. O mesmo optou por ndo desenvolver a atividade trabalhando com

taxas de variagcao constantes, apesar de ter obtido a resposta; porém J.F. utilizou as

unidades de diferenca de potencial (volts) e de corrente (amperes), para apresentar

a unidade de resisténcia (ohms). O aluno P.M. fez o seu calculo através da razao

entre a variagdo em V e a variagdo em i; ele ja estava pressupondo que essa taxa

de variacdo era constante.

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 6.b, duas das quais

citamos abaixo, temos:

b) Identifique se ele é ou ndo um resistor 6hmico e Justifique sua resposta.

{ i = 0\
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Figura 21: Atividade do aluno A.M.C

b) Identifique se ele é ou ndo um resistor 6hmico e Justifique sua resposta.
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Figura 22: Atividade do aluno A.E.B.

Nas escritas dos alunos A.M.C. e A.E.B., foi possivel visualizar a presenca da

taxa de variagdo constante e de sua importancia na aplicacdo da classificacao de

um resistor em 6hmico e ndo 6hmico. Nesse caso, ambos os alunos demonstraram

conhecimento acerca da presenca de uma constante para caracterizar a existéncia

de um resistor 6hmico.

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 6.c, duas das quais

citamos abaixo, temos:

c) Calcule a intensidade da corrente elétrica que circylara por ele quando submetido
o A \
auma ddp de 120V. [/ 7
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Figura 23: Atividade do aluno A.E.M
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c) Calcule a intensidade da corrente elétrica que circulara por ele quande submetido

a uma ddp de 120V.
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Figura 24: Atividade do aluno J.F.

Ambas as respostas apresentaram em sua resolucdo o uso da taxa de
variagcdo constante. Entretanto, o aluno J.F. fez uso da explicagcdo de taxas de
variacdo constantes para produzir seus argumentos de resposta. Enquanto que, o
aluno A.E.M., apesar de ter feito um erro de calculo ao escrever 8A em vez de 6A,
apresentou a informacdo de que a taxa de variacdo era constante e que valia 20
V/A. Os alunos também procuraram representar as unidades que foram utilizadas no
grafico, ao apresenta-las conjuntamente com a taxa de variacdo constante

encontrada.

2.4 TAXA DE VARIACAO MEDIA E INSTANTANEA EM FUNCOES QUADRATICAS
(9 PERIODOS DE AULA DE 50 MIN.)

Iniciamos o estudo da funcéo quadratica, assim como introduzimos a taxa de
variagdo média, bem como fizemos um estudo acerca do comportamento da mesma.
Para este estudo, trabalhamos atividades que podiam ilustrar com exemplos
contextualizados tais situacdes. Assim, desenvolvemos este estudo, de forma que
os alunos pudessem compreender e aplicar o seu conhecimento nos diferentes
problemas trabalhados. A atividade foi desenvolvida em duas aulas. Na primeira
aula foram usados dois periodos de 50 minutos e na segunda aula um periodo de

50 minutos cada.
2.4.1 Aula Nimero 1

Atividade 1

Se f(x)=x2.Determine a taxa média de variagdo de f sobre intervalos de

comprimento 2, entre x=-4 e x=4. O que estas taxas querem dizer, a respeito

da concavidade do grafico de f(x)?
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Através dessa atividade queriamos que os alunos verificassem o valor da taxa
média de variacdo, e que fossem capazes de interpretar a relacdo entre a taxa

meédia de variacdo e a concavidade da parabola.

Atividade 2

Um mergulhador salta de um trampolim a 10 metros de altura. Para h

em metros e t em segundos apoés a largada do trampolim, sua altura acima
da agua esta ilustrada na figura 2 e € dada por
h=f(t)= -4,9t2+8t +10.
a) Determine e interprete o dominio e a imagem da funcdo e as
intersecdes do gréfico.

b) Identifiqgue a concavidade.

h (metros)

15

(1
10 7

o

L L {(segundos)
1 2 3

Altura de um mergulhador como uma fungao do tempo

Sobre os intervalos de comprimento 1, entre t=0 e t=2, 0 que as taxas de

variacdo querem dizer? Que informac¢des obtemos analisando as unidades
envolvidas nessas taxas?

Com esse problema podiamos estabelecer uma relagdo com o problema anterior,
pois, desta forma, verificamos a taxa meédia de variagdo e a sua relacdo com a

concavidade da parabola. Além disso, podiamos realizar uma analise dimensional
do problema.



49

2.4.2 Aula NUmero 2

Atividade 3

O percentual de escolas que possuiam leitores de videoteca interativos, entre
1992 e 1996, é apresentado na tabela 2. Se x é dado em anos desde 1992,
mostre que estes dados podem ser aproximados pela fungéo quadrética p(x)=

-0,8x2+8,8x+7,2. O que este modelo prevé para o ano de 2004? Quéao
apropriado € este modelo para fazer previsdes futuras?

Tabela 2
Ano 1992 1993 1994 1995 1996
Percentagem 8 14 21 29,1 29,3

Essa taxa de variagdo ndo é constante se ela fosse deveria ser qual fungéo?

Atividade aplicada de funcdo quadratica envolvendo tabelas. O que

pretendiamos com este problema era verificar 0 comportamento das taxas médias
com o uso de tabelas.

Atividade 4

Um jogador de beisebol “rebate” uma bola verticalmente para cima. A altura da
bola acima do solo é dada pela funcdo y=f(t)= -16t2+64t+3, onde t € o tempo em
segundos, apds a bola ser rebatida, e y estd em pés. Assim, pergunta-se:

a) Qual sera altura maxima da bola?

b) A concavidade da parabola € para cima ou para baixo?

c) Calcule a taxa média de variagdo ente t=3s t=5s, em intervalos de tempo de
0,5em 0,5s..

d) Construa o gréfico dessa fungao.

Este foi um exercicio de funcdo quadratica, aplicado ao estudo de altura em

funcdo do tempo, em movimentos perpendiculares ao solo, através do qual
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queriamos demonstrar aos alunos um exercicio com taxa média de variacdo

negativa.

Atividade 5

A poténcia elétrica lancada por um gerador € expressa por: P=12.i-2.i2
unidades de medida do S.I. Calcule:
a) a poténcia maxima que o gerador elétrico pode disponibilizar;
b) aintensidade da corrente de curto-circuito do gerador;
c) a intensidade da corrente no gerador quando estiver produzindo 10 W de
poténcia.
d) usando um intervalo de comprimento de 1 unidade analise o intervalo de

i=0 até i=6, que informacdes podemos obter da taxa de variacdo média.

O exercicio enfatiza uma situacdo problema de aplicabilidade ao curso de
técnico em eletrdnica, assim como uma aproximacdo do aprendizado de sala de

aula com a prética do curso de técnico em eletronica.

2.4.3 Comentéarios sobre a Aula Nimero 1

A aula sobre taxa de variacdo média foi realizada nos dias 16 e 17 de
setembro de 2014, com a participacdo de 30 alunos. A duracao inicialmente prevista
de 3 periodos de 50 minutos foi estendida para 4 periodos de 50 minutos, para que
os alunos pudessem realizar de forma tranquila e gradual o desenvolvimento dos
exercicios propostos.

A introducdo desse conteudo foi iniciada com uma situacdo problema (ver
Exemplo 1 do Apéndice A) envolvendo fungédo quadratica e a apresentacdo da taxa
de variacdo média nessa funcédo. A fim de que o aluno pudesse melhor compreender
tal comportamento foi desenvolvida uma tabela de valores para os quais x variava
entre -2 e 3, em subintervalos de comprimento igual a 1. A tabela utilizada era
composta de trés colunas uma para x, outra para f(x)=x2 e mais uma para o valor da
variavel dependente y(x), da fungcdo afim com taxa de variagdo constante igual a
taxa de variagdo média de f(x) calculada em [-2, 3]. Observou-se dai que esta
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funcdo afim y(x) leva do valor de y(-2) = f(-2), para o valor de y(3) = f(3), ndo sendo
iguais entretanto os valores de y(x) e de f(x), nos valores intermediérios de X.

Desta forma, o aluno podia verificar, a partir da montagem da tabela
associada ao grafico que fora obtido, o que vem a ser a taxa de variacdo média em
uma fungcdo quadrética, e interpretar a informacdo nela obtida. Surgiram alguns
questionamentos, como: “A variacdo nao € constante”, “As taxas de variagcdo sao
iguais, porém com o sinal trocado”, “Quando ligamos dois pontos obtemos uma

L1

reta”, “E possivel obter essa reta”.

Por fim, o professor enfatizou que, se fosse uma fungéo Afim (era uma funcéo
quadratica f(x)=x?), sairiamos do mesmo ponto inicial e chegariamos ao mesmo
ponto final utilizando a taxa de variacdo obtida; também foi mostrado graficamente a
reta obtida, assim como a sua férmula, de forma que o aluno percebesse o que
estava ocorrendo com as informagdes do problema.

O segundo problema (ver Exemplo 2 do Apéndice A) introdutério foi utilizado
com uma situacdo contextual envolvendo velocidade média. Para evidenciar tal
relacdo, o professor propds uma situacdo real de problema que envolvesse um
percurso ja conhecido (distancia entre Porto Alegre e Canela, com uma parada em
Sao Leopoldo) e a determinacdo da velocidade média nesse deslocamento. Ao
trabalhar com esta atividade, ficou bem ilustrado que a velocidade média obtida néo
representava realmente a situacdo proposta pelo problema, uma vez que fora
percorrido uma distancia diferente em tempos iguais.

O problema serviu para apresentar aos alunos uma situacao de aplicacéo real
envolvendo este conteddo. Foram construidas duas tabelas, uma que envolvia os
termos propostos no problema real e outra caso fosse uma funcédo Afim, com ambos
os dados saindo de Porto Alegre (Ponto Inicial) e chegando a Canela (Ponto Final).

Alguns questionamentos dos alunos durante a realizagdo do problema foram
interessantes tais como: “A velocidade média € 60km/h, quer dizer que a cada 1
hora andamos 60 km, porém tal dado ndo bate com o problema”, “Se a velocidade
média é de 60 km/h, as 15 horas andamos 60 km, mas o problema fala em 30km,
como?”, “Esse 60 km/h seria a taxa de variagdo constante da fungao Afim?”.

O terceiro problema (ver Exemplo 3 do Apéndice A) envolveu uma atividade
de queda livre de um objeto a partir de uma altura determinada. Nesse problema o

professor procurou misturar as duas primeiras atividades de introdugdo. Assim
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buscou-se trabalhar com uma situacdo que complementasse tanto a parte
matematica como a de um problema contextualizado.

Nesse problema, sugerimos aos alunos que tentassem resolver o exemplo,
sendo depois corrigido conjuntamente.

Durante a realizacéo dos problemas, apareceram alguns questionamentos por
parte dos alunos como: “A taxa média de variagao é negativa, por que o objeto esta
caindo”, “A taxa obtida é -10m/s, isso indica que a cada segundo descemos dez
metros”, “Professor, o fato da taxa de variagdo média ser negativa indica que a
parabola é voltada para baixo”; “Se usarmos a taxa como se fosse uma fungao Afim
temos que no 1° segundo descemos 10m e no 2° segundo estamos no chao”. Ao
final dos problemas de introducéo, passamos a trabalhar em aula com as atividades
abordando a taxa de variacdo média.

Ao final da aula, os alunos passaram a perceber que a taxa média de
variacao tinha uma interpretacéo diferente da taxa de variacdo constante, apesar de
ambas estarem ligadas a uma reta. Enquanto a taxa de variacdo constante
informava se um problema era, ou ndo, de funcdo Afim, a taxa média de variacao
informava que, se saissemos de um mesmo ponto inicial, chegariamos a um mesmo
ponto final usando um valor constante para a taxa de variagao.

Apbs a apresentacdo e correcdo dos problemas introdutérios, passamos a
desenvolver a atividade de exercicios. Cada aluno participante recebeu uma tarefa a
ser respondida individualmente, constituida por seis questdes que envolviam
problemas de Func¢éo quadratica (Atividade 1, 2, 3, 4, 5 e 6 especificadas acima). As
questdes propostas envolviam a busca da taxa de variagdo média, e também a

interpretacdo do seu valor, juntamente com as unidades pertinentes.

Atividade 1
e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 1, duas das quais

citamos abaixo, temos:

Se f{x)=x*. Determine a taxa média de varia¢io de f sobre o intervalo de comprimento

2, entre x=-4 e x=4. O que estas taxas querem dizer, a respeito da concavidade do gréfico
de f? T I e i = { ,VU( ) g Aty S
_/7;, Dy _(‘—, =) (,‘ i\ f -5 : Q_‘M 4 ’{MW/‘A{/\%MM 7 /AX/ byt ¥
b L ( 4 ot / ! 4

Al ; o alf 14 ,y/f.’é“y\/’tu‘}/l' ¢ Pl /, { v

Figura 25: Atividade do aluno G.C.
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Se f(x)=x%. Determine a taxa média de variac@o de f sobre o intervalo de comprimento
2, entre x=-4 e x=4. O que estas taxas querem dizer, a respeito da concavidade do grafico
de f?

Figura 26: Atividade da aluna T.L.M

Os dois alunos calcularam e compreenderam O que O exercicio estava
propondo. Ambos verificaram que a taxa de variagdo média primeiro decrescia e
depois crescia em moédulo e que tais valores indicavam o comportamento da
concavidade da parabola; nesse caso, uma parabola de concavidade para cima.
Além disso, eles procuraram demonstrar graficamente tal comportamento.

O aluno G.C. preocupou-se em evidenciar os formatos de ambas as
parabolas a de concavidade para cima e a de concavidade para baixo, além de
apresentar o respectivo comportamento da taxa de variacdo média, ora decrescendo
ora crescendo em moddulo, e sua influéncia na concavidade da parabola. Entretanto,
o aluno apresentou valores errados de célculo dos intervalos.

A aluna T.L.M. construiu um grafico com os valores obtidos pela funcéo
indicada, apresentando uma conclusdo a respeito dos valores envolvidos. Nesse
caso, os valores decresciam até zero em médulo e posteriormente cresciam em
moédulo, o que é possivel perceber em seu grafico. No entanto, ela ndo calculou

nenhuma taxa de variacao.

Atividade 2

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 2, duas das quais

citamos abaixo, temos:
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Um merguthador salta de um trampolim a 10 metros de altura. Para h em metros e t
em segundos apds a largada do trampolim, sua altura acima da agua estd ilustrada na
figura 2 e é dada por

h=f(t)=-4,9t>+8t +10. _a.3 J -Obis

a) Determine e interprete o dominio e a imagem da funcdo e as intersec¢des do grafico. W LA Mo ©

Qi k AL

b) lIdentifique a concavidade.
XoMWnsLAWAY Jpasty JsGuead P S

Figura 27: Atividade da aluna G.P.

Um mergulhador salta de um trampolim a 10 metros de altura. Para hem metrose t
em segundos apds a largada do trampolim, sua altura acima da dgua estd ilustrada na
figura 2 e é dada por

h=f(t)=-4,9t*>+8t +10.

a) Determine e interprete o dominio e a imagem da funcdo e as intersecdes do gréfico.
\ \ p \ ) 3 B

nTersectar oo @ xo 7 & 0 Ponte de Sxido e o
b) Identifique a concavidade. x , < YT e Pe e Povtou  OFe que ele
N Corcovidode € potor IpY2 x < )
s 5 O \ D) Y
Do % QO BN
,r__\r'-,-( 1l X &
ele A :

Figura 28: Atividade do aluno G.S.

O aluno G.P. apresenta a intersec¢do com o eixo x de forma correta, porém a
interseccdo com 0 eixo y e a interpretacdo de dominio e imagem ndo estdo
desenvolvidas na tarefa. J4 para a concavidade, a resposta estd correta, mas o
aluno ndo utilizou a taxa de variacdo média para tal identificacdo, utilizando apenas
o valor do parametro “a” e o fato de 0 mesmo ser positivo.

O aluno G.S. fez uma anélise dos valores de intersec¢cdo com 0sS €ixos y e x
de forma correta, mesmo sem utilizar nUmeros. Além disso, sua interpretacdo do
dominio esta boa, porém incompleta, e a andlise da imagem estd bastante
equivocada. Por fim, G.S. fez uma interpretacdo de concavidade utilizando o valor
do x, quando de fato poderia utilizar o parametro “a”, ou utilizar a taxa de variacao
média.

E possivel que os alunos n&o tenham compreendido a atividade, uma vez que
ela ndo se apresenta desenvolvida em seu todo, o que demonstra que a atividade de

dominio e imagem necessita ser retomada. Além disso, nem um dos alunos se
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utilizou da taxa de variagcdo média para verificar a concavidade da parabola, uma
vez que tal assunto fora trabalhado nos problemas introdutérios do conteudo.

2.4.4 Comentarios sobre a Aula Nimero 2

Atividade 3

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 3, duas das quais

citamos abaixo, temos

O percentual de escolas que possuiam leitores de videoteca interativos, entre 1992 e 1996,
é apresentado na tabela 2. Se x é dado em anos desde 1992, mostre que estes dados
podem ser aproximados pela fungdo quadratica p(x)= -0, 8x2+8,8x+7,2. O que este modelo
preve par? o ang,de 2004? Quao apropnado e este modelo para fazer previsdes futuras?

{ (O T3 g 2coH): 19 .63 e Pl2004y- %4 ¢
Tabela2 R gruta < do 446 o o vl pagdonn @ Jonge P Lo
:‘b\u-ﬁm MY & Qg IynSls GYNRIRC IAGTUE AU e DT 7 SN0 Rl
Ano 1992 1993 ¢ 1994 1995 1996
Percentagem | 8 14 21, 29,1 29,3

Essa taxa de variagdo ndo é constante se ela fosse devena ser qual fungao7

2e 3 Nz o= 1989) 6.3+
LYguce I, ;.«&';L.u:’ QAL il X )2 WK A} ¥ {

Y ¢
X %

Figura 29: Atividade da aluna V.L.

O percentual de escolas que possuiam leitores de videoteca interativos, entre 1992 e 1996,
€ apresentado na tabela 2. Se x é dado em anos desde 1992, mostre que estes dados
podem ser aproximados pela fungio quadratica p(x)= -0,8x*+8,8x+7,2. O que este modelo
prevé para o ano de 2004? Quio apropriado é este modelo para fazer previsdes futuras?

) i a 4n 41 ao w D § 0 94 2.8 0y

Tabelaz 0= 1999 c 17,4 08 197 0R.1247,29) <3,
a——

i

Ano 1992 1993 1994 1995 1996
Percentagem | 8 14 2k 29,1 29,3

‘\ 1
M L9 vm Moy VM, Mk ,LMJ A J“//UM»—/’ ,w(w,u\x/ e ]

Essa taxa de variacdo ndo é constante se ela fosse deveria ser qual funcdo?

()/x/v/;n 4 n {“_r.:

Figura 30: Atividade do aluno G.C.L.
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A aluna V.L. apresentou conclusdes erradas sobre a tarefa. V.L procurou
utilizar a informagdo de taxa média de variacdo, porém utilizando apenas os dados
da tabela. Ela ndo procurou verificar o comportamento do problema para anos
futuros, pois nesse caso verificaria que a taxa de variacdo deveria ser negativa e
nao positiva como ela obteve. Entretanto, se ficar apenas com as informagdes
provenientes da tabela, suas conclusdes sédo bastante relevantes e apropriadas,
uma vez que ela encontra a taxa de variacdo média e estabelece com esta uma
relacdo de funcdo Afim. Assim, ela realiza a atividade concluindo que, caso fosse
uma fungao, essa fungéo seria uma funcéo Afim.

O aluno G.C.L. procurou, ao contrario da aluna V.L., verificar o
comportamento da variavel y no ano de 2004; assim, ele fez o célculo da variavel
dependente y para x=12, pois de 1992 até 2004 sdo decorridos 12 anos. G.C.L.
trouxe uma conclusao a respeito de a funcdo ser boa para calculos futuros, a partir
da obtenc&o do valor obtido em 2004. Por fim, ele trouxe a concluséo de que se
caso fosse uma taxa de variacdo essa taxa seria de uma funcdo Afim. Apesar de
fazer calculos e conclus@es corretas, o aluno ndo utiliza taxa de variacdo média para
realizar nenhum dos seus célculos, o que nesse caso poderia melhor embasar a sua

atividade.

Atividade 4

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 4, duas das quais

citamos abaixo, temos:
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Um jogador de beisebol “ rebate” uma bola verticalmente para cimsa. A altura da bola
acima do solo é dada pela funcdo y=f{t)= -161>+64t+3, onde t é o tempo em segundos, apds

a bola ser rebatida, e y estd em pés. Assim, pergunta-se:

a) Qual sera altura mdxima da bola?

€7 @es
b} A concavida£da parabola é para cima ou para baixc?
ore  beiwe
c) Calcule a taxa média de variacio ente t=3s t=5s, em intervalos de tempo de 0,5 em

0,5s.. J(b; \ ;. ’5‘/ s 7__5’(__,_%1_;_.5._.“.-.
d) Construa o grafico dessa funcio. Aw ;7 (| 7 1-13] ~:}Jr{"
9 | y | ) J,_7
< —to = rﬁ«)"
Yo - 56

d)

Figura 31: Atividade do aluno G.B.M.

Atividade.4

Um jogador de beisebol “ rebate” uma bola verticalmente para cima. A altura da bola
acima do solo é dada pela fungio y=Ff(t)= -16t2+64t+3, onde t ¢ o tempo em segundos, apos

a bola ser rebatida, e y estd em pés. Assim, pergunta-se:

. o D& ,'_’?"‘ v -4z X -
a) Qual serd altura méxima da bola? 0= ¢ A ‘)){,‘\Y ’E//_ﬂ T~ %
he -G A2 464-2%D=2 6F peo ¥
b) A concavidade da pardbola é para cima ou para baixo?
Gien,  Qofque D40
c) Calcule a taxa média de variagdo ente t=3s t=5s, em intervalos de tempo de 0,5 em
0,55.. 5(Pes' g
d) Construa o grafico dessa fungdo. ,:; 43
ro] TR T M s ,‘,(: K\
i 4‘\%
o 55 Rl ol

o 17
Tole

Figura 32: Atividade do aluno G.S.
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Os alunos tiveram boa compreenséo sobre a atividade que lhes foi proposta,
ambos responderam a todos os itens, demonstrando boa interpretacdo e
aprendizado.

O aluno G.B.M. usou conhecimentos ja trabalhados em aula, sobre o valor de
x do ponto do ponto de vértice para responder ao item sobre a altura maxima
atingida pela bola, enquanto que o aluno G.S. utilizou o conhecimento do x vértice
para encontrar tal altura.

No item sobre concavidade eles usaram o fato de que o sinal do parametro
“a" era negativo, para afirmar que a concavidade da parébola seria para baixo, como
€ possivel perceber em ambos os graficos.

No item sobre taxa média de variacédo, os alunos simplesmente calcularam os
intervalos que lhes foram solicitados, sem verificar que informacdo essas taxas
traziam sobre o problema, nem 0 que essas taxas podiam informar sobre o
comportamento da concavidade da parabola. Assim, mesmo os itens sendo
respondidos corretamente, a atividade sobre a taxa média de variacdo caracterizou-

se apenas como atividade de célculo, sem foco de interpretacéo.

Atividade 5

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 5, duas das quais

citamos abaixo, temos:

A poténcia elétrica lancada por um gerador é expressa por : P=12.i-2.i* unidades de
medida do S.I. Calcule: P

a) a poténcia maxima que o gerador elétrico pode disponibilizar;

I 2w
b) aintensidade da corrente de curto-circuito do gerador;
o A J A4A =0
c) aintensidade da corrente no gerador quando estiver produzindo 10 W de poténcia.
i A
1/
usando v intervalo de ccmprimento de I unidade andlise o intervalo de =0 @€ i=§

que informagdes podemos obter da taxa de variagdo média.

= b \

Figura 33: Atividade do aluno M.H.B.



59

Atividade 5.

A poténcia elétrica langada por um gerador é expressa por : P=12.i-2.i* unidades de
medida do S.1. Calcule:

a) a poténcia maxima que o gerador elétrico pode disponibilizar; <% (B

b) aintensidade da corrente de curto-circuito do gerador; /

c) aintensidade da corrente no gerador quando estiver produzindo 10 W de poténcia. < /
d) usando um intervalo de ccmprimento de 1 'n:#!age andlic- ¢ intervalo de i=0 até i=6,
- que informagBes podemos obter da taxa de variagdo média. - 4

AT X 79X UL

Figura 34: Atividade da aluna G.P.B.

Os alunos M.H.B. e G.P.B. fizeram gréficos, indicando neles a poténcia
maxima atingida, quando da corrente igual a 3A.

No item b, o aluno M.H.B. fez a interpretacdo correta da atividade, sendo
também encontrada tal argumentacao em seu grafico, onde aparecem os pontos de
interseccdo com o eixo i, enquanto que a aluna G.P.B. ndo desenvolveu a atividade
completamente, tendo apresentado resultados sem mostrar as contas
intermediarias.

No item c, a aluna G.P.B. escreveu a igualdade, encontrando os valores
corretos para a resposta, porém a construcdo do seu grafico apresentou-se de forma
equivocada em relacdo aos valores de intersec¢cdo com o eixo i. Ja o aluno M.H.B.
obteve apenas uma das respostas, apresentando apenas um formato de conta sem
desenvolvimento.

No item d, que envolvia taxa de variacdo meédia, ambos procuraram
apresentar a construcdo de uma tabela. O aluno M.H.B. utilizou-se dela para
evidenciar o comportamento da taxa, sendo visivel em seus calculos o seu
comportamento ndo constante. Ele, porém, ndo apresentou quaisquer conclusoes
sobre os valores encontrados na taxa.

A aluna G.P.B. fez afirmagbes sobre o comportamento da taxa de variagédo
média, a partir da construcdo de uma tabela. Além disso, buscou interpretar a

informacdo proveniente dessa taxa e de sua respectiva importdncia no
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desenvolvimento, analisando o comportamento da poténcia com relacdo a corrente.
Entretanto, a constru¢do do seu gréfico esta feita de forma equivocada, ndo quanto

a concavidade, mas quanto a interseccdo com o €ixo i.

2.4.5 Aula Niumero 3

ApoOs termos estudado, nas aulas numero 1 e numero 2, a taxa de variacdo
média em fungdo quadratica, a aula numero 3, que detalharemos abaixo, foi
dedicada ao estudo da taxa de variacdo instantanea em funcdes quadraticas.

Ao contrario da taxa de variacdo média, que buscava valores meéedios em
intervalos, como no exemplo nimero 1 da atividade anterior, a taxa de variacao
instantdnea busca valores em um determinado instante. Nesse caso, seria possivel
verificar, por exemplo: a velocidade de um modvel no instante 3s, ou a populacédo de
uma determinada espécie em um tempo t qualquer. Para essa atividade comecamos
com uma fala a respeito das retas secantes e tangentes, bem como da importancia
das mesmas no estudo de taxas de variagdo média e instantanea.

Através do tracado das tangentes a curva y = f(t), no plano ty, pode-se alcancar o
conceito de derivada instantanea. Além disso, usamos as informacfes da taxa
média de variacdo para encontrarmos uma representacdo para taxa de variacdo

instantanea. A duracao dessa atividade foi de trés periodos de 50 minutos cada.

Atividade 1

Obtenha a taxa de variagao de f(x)=4x2 no ponto x=3. Como vocé interpreta o

valor obtido?

Com esse problema introduzimos a taxa de variacdo instantanea, bem como a
sua relacdo com a reta tangente. Estabelecemos também uma anélise dimensional

do problema.

Atividade 2

Um ponto material se move com movimento uniformemente variado. A

7

funcdo horaria do espaco € S=10+t+1,2t2. Encontre a taxa de variacao

instantanea no t=4s e t=6s. Com vocé interpreta os valores obtidos?
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Nesse caso, 0 aluno poderia estabelecer uma relacdo da taxa de variacéo

instantanea com a velocidade, e posteriormente da velocidade com a aceleragéo.

Atividade 3

A gquantidade de agua em um tanque t minutos apos ele comecar a ser
esvaziado € dado por W=100(t-15)2 Gal.

a) Com que taxa a agua esta fluindo no final de 5 minutos?

b) Qual é a taxa média segundo a qual a agua flui durante os 5 primeiros

minutos?

Nesta atividade, tanto a taxa de variacdo instantdnea quanto a taxa de
variagdo média foram abordadas. Além disso, fizemos um estudo sobre as
informacdes da variavel dependente da funcdo, com relagcdo a cada uma destas
taxas.

Atividade 4

A resisténcia elétrica R de certo fio € dada por R=k/r2, onde k é uma constante

e r o raio do fio. Supondo que o raio tenha um erro possivel de 5% use

diferencial para estimar o erro percentual em R (supondo k exato).

Este foi um problema de aplicacdo de taxa de variacdo instantanea, envolvendo
uma situacédo ligada ao curso técnico de eletrbnica. Assim, o aluno visualizaria uma

situacdo contextual.

Comentarios

Nosso objetivo era de que, ao final dessa atividade, o aluno pudesse identificar a
diferenca entre taxa de variagcdo média e taxa de variacdo instantanea. Além disso,
procuramos relacionar a taxa de variacdo instantanea com atividades

contextualizadas que fossem facilmente identificadas pelos alunos.
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2.4.6 Comentarios sobre a Aula Nimero 3

As aulas sobre funcdo quadratica envolvendo taxa de variagdo instantanea
foram ministradas nos dias 07, 08 e 14 de outubro de 2014, com duracao total de 6
periodos, cada um deles de 50 minutos, tendo participado um total de 28 alunos.

No dia 07/10/2014, introduzimos um exemplo genérico (ver exemplo 3 do
Anexo A) através do qual os alunos poderiam compreender o que vem a ser uma
taxa de variagao instantanea. A atividade procurava ilustrar aos alunos a definigcao
tanto geométrica como através de calculos, do que vem a ser a taxa de variacéo
instantanea e da importancia do seu estudo. Posteriormente, foi apresentado aos
alunos a terminologia de derivada e sua simbologia usual, assim como a sua relagcéo
direta com a taxa de variagao instantanea.

O exemplo (ver exemplo 4 do Anexo A) seguinte tratava de encontrar a
derivada de uma funcdo em um ponto preciso: buscava-se a derivada da funcédo
f(x)=x3 no ponto xo=2. Nesse exemplo, procuramos analisar conjuntamente com 0s
alunos o que vinha a ser a taxa de variacdo instantanea no ponto xp,=2, a partir da
funcdo proposta. Assim apareceram algumas contribuicbes a aula por parte dos
alunos, bastante interessantes, como: “A medida que x; se aproxima de Xo O
intervalo se aproxima de zero”, outra “A medida que nos deslocamos de x; para Xo,
f(x,1) desloca-se para f (Xo).

Apesar de os alunos estarem bastante atentos aos desenvolvimentos dos
calculos e fazerem bons questionamentos na aula, a manipulacéo via uso de limites
mostrou-se bastante complexa por parte dos alunos, o que poderia desmobiliza-los
em relacdo ao seu aprendizado.

A fim de facilitar o aprendizado dessa atividade e das subsequentes, foi
desenvolvido com os alunos a definicAo da derivada da fungdo poténcia com
expoente natural (ver exemplo 1 do Anexo B): f(x)=x", ne N. Nesse caso, o objetivo
era facilitar o aprendizado dos alunos e mostrar-lhes uma ferramenta importante
para o calculo de funcdes derivadas. Para a analise dos alunos foram sugeridos dois
exemplos (ver exemplos 5 e 6 do Anexo A), sendo o primeiro realizado pelo
professor e o segundo realizado pelos alunos, sdo eles: f(x)=x° entdo f(x)=6x;

f(x)=x2, entao f'(x)=2x.
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Outro exemplo trabalhado em aula envolvia um exercicio de fisica (ver
exemplo 7 do Anexo A) através da equacédo horaria S(t)=t2-2t +5, onde era solicitado
a velocidade do ponto material no instante to=2s.

Apoés as explicacdes sobre a derivada da poténcia, os alunos conseguiram
realizar conjuntamente com o professor o exercicio solicitado. Além disso, os alunos
trouxeram bons argumentos durante o desenvolvimento da atividade, como: “A
derivada da posicao é a velocidade”, outro: “Se a derivada da posicdo é a
velocidade, entdo a derivada da velocidade € a aceleragao”.

Por fim, foi trabalhado com os alunos a interpretacdo Geométrica da derivada
(ver exemplo 8 do Anexo A). Assim, a fim de se obter uma melhor compreensao por
parte dos alunos, foram trabalhadas atividades genéricas que apresentavam a
equacdao da reta com o uso da derivada em determinado ponto.

Ao realizarmos esta tarefa em aula, nosso objetivo foi o de trabalhar com
exemplos que pudessem apresentar aos alunos atividades de facil visualizacdo e
obtencéo da equacéo da reta com o uso das derivadas.

No decorrer da atividade os alunos trouxeram algumas contribuicdes bastante
interessantes tais como: “A derivada de f(x)= x2 no ponto Xo=1 produz uma equacao
de reta y=2x-1, onde o0 2 é a taxa de variacao constante”, outro: “Quando fazemos
iSso no exemplo anterior de posi¢cédo, obtemos a reta da velocidade naquele instante
de tempo informado”. Logo, ao encerrar a parte introdutdria, foi possivel verificar o
aluno fazendo relacdo com atividades ja estudadas.

Atividade 1

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 1, duas das quais

citamos abaixo, temos

Obtenha a taxa de variagdo de f(x)=4x* no ponto x=3. Como vocé interpreta o

valor obtido? Yo &4 X Al mntoieoty

), Qu OO0y O "UUILLOOANS

Figura 35: Atividade da aluna G.P.B.




Obtenha a taxa de variacdo de f(x)=4x*> no ponto x=3. Como vocé interpreta o
valor obtido? | | | — { A B

X \$ AL G

Figura 36: Atividade do aluno A.M.C.
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Tanto a aluna G.P.B. quanto o aluno A.M.C. utilizaram a derivada da poténcia

para encontrar o valor da derivada no instante x=3, o que demonstra boa

compreensao da técnica. Entretanto, € possivel verificar na escrita da aluna G.P.B. a

preocupacdo em apresentar a simbologia correta da derivada, enquanto o aluno

A.M.C. apresenta apenas o formato da funcao ja derivada.

Atividade 2

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 2, duas das quais

citamos abaixo, temos:
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Figura 37: Atividade da aluna T.L.M.



65

Um ponto material se move com movimento uniformemente variado. A func¢do
horaria do espaco é S=10+t+1,2t%. Encontre a taxa de varia¢do instantdnea no t=4s e t=6s.
Com vocé interpreta os valores obtidos? )

ol Leod=9,an
NG \l { “;'1» "J‘Eb tt/?’“

"Oso 40

Figura 38: Atividade do aluno J.F.

Os alunos nesse exercicio demonstraram uma boa compreensédo sobre a taxa
de variacdo instantanea, pois ambos encontram a taxa de variacdo instantanea nos
tempos requisitados e ambos informam que essa taxa de variacdo instantanea € a
velocidade obtida para os tempos informados.

A aluna T.L.M. apresentou uma excelente interpretacdo do que vem a ser a
taxa de variacdo instantdnea nos instantes de tempo propostos, e é possivel
observar que ela interpreta corretamente a taxa de variacao instantanea como sendo
a velocidade nesse instante. Além disso, a aluna buscou ir além do que lhe era
proposto, informando a aceleracdo do ponto material entre os instantes t=4s e t=6s.
Entretanto, faltou a aluna uma melhor resposta sobre a derivada obtida, pois até o
final da primeira parte do exercicio ela escreveu S(t), enquanto o correto seria
S’(t)=V(t), como foi trabalhado nos exemplos de aula.

O aluno J.F. apesar de usar muito bem a ferramenta da derivada da poténcia
para a resolucdo do exercicio, e de informar corretamente a velocidade nesses
tempos, como sendo a taxa de variagdo instantanea, fez uma interpretagcéo
equivocada ao final da atividade, pois ele afirma que a taxa de variacdo é a

aceleracdo do ponto material.

Atividade 3
e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 3, duas das quais

citamos abaixo, temos:
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A quantidade de dgua em um tanque t mmutos apos ele comecgar a ser esvazmdo é
dado por W=100(t-15)? Gal. son 1 \(?C,Cj 11500
4@@71 3000 JW
2013000

Com que taxaa agua esta ﬂumjo no final de 5 minutos?
206530005 2000 md/moim,

Figura 39: Atividade do aluno A.G.D.

A quantidade de dgua em um tanque t minutos apds ele comegar a ser 'es_vazhdo é-
dado por W=100(t-15)* Gal.

Com que taxa a agua esta fluindo no final de 5 minutos?

a : 3 >
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Figura 40: Atividade da aluna E.M.S

O aluno A.G.D. fez uso da derivada da poténcia para a resolucdo do
exercicio, e além disso ele encontrou a taxa de variacao instantanea no tempo de 5
minutos, conforme solicitado no enunciado.

A.G.D tem a preocupacdo de enfatizar em sua resolugdo as unidades
trabalhadas no exercicio, porém nao as interpreta ao final, avaliando o que esta
ocorrendo no tanque. A.G.D. também nao apresenta a variavel dependente ao longo
da sua resolugéo, bem como nao fez o uso formal da derivada no desenvolvimento
do exercicio.

A aluna E.M.S. comecou a resolver o seu exercicio fazendo o
desenvolvimento do produto notavel que ali se apresentava, e posteriormente
utilizando a derivada da poténcia. Na sua resolucéo, a aluna trouxe uma tabela com
pontos entre x=1 e x=5. Nesse caso, a aluna encontrou as taxas de variagado
instantanea em todos esses pontos. Apesar de ndo formalizar corretamente o0 uso
simbdlico da derivada, a aluna teve a preocupacdo de apresentar uma funcéo f(x)

para o instante 5 minutos.
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Atividade 4

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 4, duas das quais

citamos abaixo, temos:

A resisténcia elétrica R de certo fio é dada por R=k/r?, onde k é uma constante e r o

: ; ; 5 + 59 ; ;
raio do fio. Supondo que o raio tenha um erro possivel de — SA’, use diferencial para

estimar o erro percentual em R(supondo k exato).
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Figura 41: Atividade do aluno G.S.

A resisténcia elétrica R de certo fio & dada por R=k/r?, onde k é uma constante e r o

. . s P o, . .
raio do fio. Supondo que o raio tenha um erro possivel de 1_5/0, use diferencial para
estimar o erro percentual em R(supondo k exato). [y

Figura 42: Atividade do aluno R. A.

Tanto o aluno G.S. quanto o aluno R.A. desenvolveram corretamente esta
atividade. Ambos procuraram utilizar a derivada da poténcia em suas resolugdes, e
ambos fizeram o desenvolvimento algébrico muito bom, com substituicdo de
variaveis corretamente.

Ao final, os alunos trouxeram a mesma resposta, porém nao evidenciaram
qualquer interpretacdo a respeito da mesma, o que deixou a atividade um tanto

vaga, tornando-a meramente matematica e ndo contextual ao curso.
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2.5. TAXA DE VARIACAO PERCENTUAL CONSTANTE (6 PERIODOS DE AULA
DE 50 MIN.)

As funcbes exponenciais que aqui foram estudadas sdo sobre a taxa de
variacdo percentual constante. Para a compreensdo dessa taxa foram apresentados
problemas que envolvem tabelas, gréaficos e formulas. Além disso, foram trabalhadas
atividades que envolviam exercicios contextualizados direcionadas ao curso de
Técnico em Eletrbnica, tais como situacdes envolvendo capacitores em carga e
descarga. A atividade teve a duracao de seis periodos de 50 minutos.

Os problemas foram desenvolvidos de tal forma que os alunos pudessem
aprender a identificar uma taxa percentual constante, assim como efetuar uma
analise dimensional do problema e a partir de tal analise obter informacfes sobre a

constante obtida e sua influéncia na variavel dependente.
2.5.1 Aula Numero 1

Atividade 1

Apés graduar-se na faculdade, vocé ira, provavelmente, procurar um
trabalho. Suponha que vocé receba uma oferta de trabalho com um salario
Inicial de R$ 40.000 por ano Para reforcar a oferta, a empresa promete
aumentos anuais de 6% durante pelos menos 0s primeiros cinco anos.

a) Monte uma tabela dos cinco primeiros anos to= 0 até t;= 4. Analise as

informacdes, verifigue se é possivel encontrar alguma taxa constante?
Que taxa é essa?
b) Monte um grafico a partir da tabela. Faca uma analise dimensional do

problema.

c) Que informacéo podemos obter coma taxa percentual constante.

Esse problema trouxe a nocdo de taxa percentual constante, e mostrou a
diferenca entre esta e a taxa de variacdo constante. Além disso, ao montar o grafico,

o aluno percebeu que nao teriamos uma reta, mas sim uma curva.
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Atividade 2

A partir de 2000, a populacdo do México cresceu a uma taxa percentual
constante de 2 % ao ano. (Em 2000, a populacdo do México era de 100
milhdes)

a) Monte um tabela para os 5 primeiros anos de t,=0 até t,=4 e a partir dela
determine a taxa percentual constante.
b) Encontre uma férmula para essa questdo e faca uma analise dimensional

do problema.

¢) Qual sera a populagédo do México em 20207?

Nessa tarefa trabalhou-se a questdo da composicdo de uma formula geral

para a familia das funcdes exponenciais.

Atividade 3

Em 2005, o nimero de pessoas infectadas por um certo virus era Po. Em
virtude de uma nova vacina, o numero de pessoas infectadas decresceu 20 %
a cada ano, desde 2005. Em outras palavras, a cada ano foram infectadas
apenas 80% do numero de pessoas no ano anterior. Determine a formula para
P=f(n), o numero de pessoas infectadas em “n” anos apos 2005. Desenhe o
grafico de f(n). Faca uma analise dimensional do problema, interpretando as

informacdes contidas nas taxas de variagao

Nesse caso temos um problema sobre taxa de decrescimento percentual

constante. Com isso, buscavamos evidenciar a influéncia da taxa percentual

constante na variavel dependente, quando ocorre uma funcéo decrescente.
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2.5.2 Aula NUmero 2

Atividade 4

O capacitor € o componente de um circuito elétrico que pode armazenar carga
elétrica. A quantidade de carga armazenada decai exponencialmente com o
tempo. Se o circuito permitir Amplificadores estereofonicos constituem um
exemplo familiar: Quando um amplificador é desligado, as luzes do painel
enfraguecem lentamente porque leva algum tempo para o0s capacitores
descarregarem. Se t € o numero de segundos apds o circuito ter sido desligado,
suponha que a quantidade de carga armazenada (em microcoulombs) seja dada
por:

Q=200(0,9), t>0,

a) Descreva em palavras como a carga armazenada varia com o tempo.

b) Que quantidade de carga permanece apos 10 segundos? 20 segundos? 30

segundos? 1 minuto? 2 minutos? 3 minutos?

c) Desenhe o grafico da carga durante o primeiro minuto. O que a assintota

Exercicio de aplicacdo envolvendo um problema com capacitores, diretamente
ligado ao curso de técnico em eletrbnica. Demonstragéo, verificacdo e compreensao

da taxa percentual constante numa situagéo real.
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Atividade 5

A Figura 1 apresenta a voltagem, V(t), de um elemento de um circuito

elétrico, no instante de tempo t segundos. Para t<0, a voltagem é constante, de

80 volts; para t= 0, a voltagem decai exponencialmente.
a) Determine uma férmula por partes para V(t).
b) Para que valor de t ir4 a voltagem alcancar o valor 0,17
c) Qual a taxa percentual constante obtida? Faca uma analise das
unidades envolvidas, bem como interprete as informagdes contidas na

mesma.

o (0, 80)

V(t)

Figura 1

Contextualizacdo de uma situacdo préatica envolvendo taxa de variacdo
percentual constante em fungcbes Exponenciais, incluindo atividades que serdo

utilizadas no curso de técnico em Eletrbnica.

Atividade 6

O is6topo gélio-67 radioativo decai para Galiol,48% a cada hora;(nédo
radioativo) considere que se tem, inicialmente, 100 miligramas da substancia
numa substéncia.

a) Determine uma formula para a quantidade de is6topo galio-67

remanescente na amostra apos t horas.

b) Quantos miligramas permanecem apos 24 horas? E apos 1 semana?

Nesse problema temos mais um exercicio de contextualizagdo, que envolve
substancias quimicas. Além disso, o formato desse exercicio se aplica a diversas

situagdes como decaimento radioativo, de medicamentos, e outros.
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2.5.3 Comentérios sobre a Aula Nimero 1

Das atividades realizadas nos dias 22 de Outubro, 04 e 05 de novembro, com
duracéo total de 6 periodos, cada um deles de 50 minutos, participaram 30 alunos.
No dia 22 de Outubro foram realizadas as atividades de introducdo do conteudo,
envolvendo taxa de variagédo percentual constante em fungdes Exponenciais.

O primeiro problema (ver exemplo 4 do Apéndice A) de introdugéo trabalhado
pelo professor envolvia um exercicio de aumento salarial. Com esse problema,
procuramos apresentar aos alunos uma situacao que envolvia a taxa de variacao
percentual constante em fun¢des exponenciais. Foi construida uma tabela, bem
como um gréafico, para representar a funcdo exponencial obtida; também foi
calculada a taxa de variacdo percentual no problema e construida uma formula
representando o problema.

Alguns alunos trouxeram um questionamento acerca da atividade, como: “A
taxa é constante para quaisquer intervalos”, “Por que aparece o niumero 1 antes da
virgula”, “o valor do aumento nao é constante para intervalos diferentes”.

O segundo problema (ver exemplo 5 do Apéndice A) envolvia uma situacao
de decaimento radioativo de uma amostra. Nesse caso, procuramos mostrar aos
alunos uma situacédo envolvendo a taxa de variagcdo percentual constante em uma
funcdo exponencial decrescente. Novamente, construiu-se uma tabela, o gréafico e
uma férmula representando o problema.

Ao longo da construcdo da tabela encontravamos a taxa de variacado
percentual constante que caracterizava o problema. Novamente apareceram boas
contribuigdes dos alunos, como: “Quando o valor decimal é menor que 1 a funcdo
exponencial é decrescente”, outra contribuicao: “Se tiramos de 100% a taxa
envolvida no problema temos a taxa de variagao percentual constante”.

O terceiro problema (ver exemplo 9 do Anexo A) envolvia um exercicio sobre
investimentos que rendiam juros anuais. Através dessa situacado problema, o
professor procurou apresentar aos alunos a situacdo de aplicacdo envolvendo taxa
de variagdo percentual constante. A fim de verificar como estava ocorrendo o
aprendizado, solicitamos aos alunos que eles fizessem o exercicio. Quase todos 0s
alunos acertaram a atividade e analisaram conjuntamente com o professor as duas

perguntas que eram propostas no problema.
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O quarto problema (ver exemplo 10 do Anexo A) envolvia uma atividade de
decaimento. Esse exercicio tinha como enunciado o consumo de uma xicara de café
e de como ocorria a metabolizacdo desse café no organismo. Novamente,
solicitamos aos alunos que realizassem a atividade.

Todos os alunos presentes acertaram a atividade, tendo um dos alunos
apresentado o0 seguinte questionamento (para o item b do exercicio): “Professor
essa curva exponencial decrescente tende a zero”. Assim, o professor fez a
explicacdo acerca desse questionamento retomando o0s outros problemas que ja
haviam sido realizados para que os alunos pudessem compreender a explicagao
feita acerca do valor tender a zero.

Na aula seguinte, cada aluno recebeu individualmente uma lista com seis

exercicios para trabalharem durante a aula.

Atividade 1

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 1, duas das quais

citamos abaixo, temos:

Ap6s graduar-se na faculdade, vocé ird, provavelmente, procurar um trabalho.
Suponha que vocé receba uma oferta de trabalho com um saldrio Inicial de RS 40.000 por
ano Para reforcar a oferta, a empresa promete aumentos anuais de 6% durante pelos
menos Os primeiros cinco anos. '

a} Monte uma tabela dos cinco primeiros anos to=0 até t,=4. Analise as informacdes, é
possivel encontrar alguma taxa constante? Que taxa é essa?

b) Monte um grafico a partir da tabela. Faca uma analise dimensional do problema.

c) Que informagdo podemos obter coma taxa percentual constante.

-4

Figura 43: Atividade da aluna T.L.M.
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Ap6s graduar-se na faculdade, vocé ird, provavelmente, procurar um trabalho.
Suponha que vocé receba uma oferta de trabalho com um salério Inicial de RS 40.000 por
ano Para reforcar a oferta, a empresa promete aumentos anuais de 6% durante pelos

menos os primeiros cinco anos.

a) Monte uma tabela dos cinco primeiros anos t=0 até t,=4. Andlise as informacdes, &
possivel encontrar alguma taxa constante? Que taxa é essa?

b) Monte um gréfico a partir da tabela. Faca uma anélise dimensional do problema.

c) Que informacdo podemos obter coma taxa percentual constante.

Figura 44: Atividade do aluno G.S.

No item “@” da atividade numero 1, ambos os alunos apresentaram o
preenchimento correto da tabela. A aluna T.L.M. apresentou também o valor do
aumento salarial por ano, o que caracterizou um bom aprendizado do conteudo.
Além disso, vé-se que ambos calcularam corretamente o valor da taxa percentual
constante, utilizando para isso os valores obtidos na tabela.

No item “b”, ambos os alunos construiram o gréafico de forma correta. Apesar
de estarem fora de escala foi possivel verificar a construcdo de um grafico de funcéo
exponencial crescente.

No item “c”, o aluno G.S. e a aluna T.L.M. apresentaram respostas de formas
diferentes, mas ambas corretas, pois em ambos 0s casos 0s alunos enfatizaram o
aumento do salario em 6% em relacdo ao valor do ano anterior. Novamente, eles

fizeram uso da taxa percentual constante para apresentar tal resposta.

Atividade 2

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 2, duas das quais

citamos abaixo, temos:
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A partir de 2000, a populacio do México cresceu a uma taxa percentual constante de
L4 . 1
2 % ao ano. “* o0 pmdlz

a) Monte um tabela para os 5 primeiros anos de =0 até t4=4 e a partis dela determm
taxa percentual constante. ; o QO‘
IS oda M
b) Enlcontre uma fo(r'mul pa{a essa questdo e faca uma analise dimensional do problema
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Figura 45: Atividade do aluno A.M.C.

A partxr de 2000, a popula;ao do México cresceu a uma taxa percentual constante de
2 %aoano. M L pU lo. Qw0 4o Mixico ¢ 40U mil Noew,

- e D
a) Monte um tabela para os 5 primeiros anos de =0 até ts=4 e a partis dela determine a

taxa percentual constante. ¢ DY 8 1) ";} } fu
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b) Encontre uma férmula para essa questdo e faga uma analise dimensional do problema

c) Qual sera a populacdo do México em 2020? ~
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Figura 46: Atividade da aluna G.P.B.
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No item “@” da atividade 2, os alunos construiram corretamente a tabela;
porém, a aluna G.P.B. apresentou na sua tabela o aumento populacional por ano,
bem como evidenciou na sua tabela o valor obtido para a taxa percentual constante
do problema. Assim, a aluna fez uso da taxa percentual constante ao apresentar a
sua resposta.

No item “b” da atividade 2, ambos os alunos apresentaram a formula correta
para o problema proposto; novamente, foi possivel notar o uso da taxa percentual
constante para responder ao item. Ao fazerem a analise dimensional do problema,
ambos apresentaram argumentos muito parecidos para as unidades envolvidas e
fizeram uso da taxa para esclarecer as suas respostas.

No item “c”, a aluna G.P.B. trouxe o desenvolvimento passo a passo da sua
atividade, e fez uso da férmula obtida no item “b,” apresentando uma boa
compreensao da substituicdo dos termos do problema e das unidades envolvidas no
mesmo. Por outro lado, o aluno A.M.C. apenas apresentou a resposta final, sem

enfatizar as etapas envolvidas, apresentando apenas um ndamero sem unidade.

Atividade 3

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 3, duas das quais

citamos abaixo, temos:

Em 2005, o nimero de pessoas infectadas por um certo virus era Po. Em virtude de
uma nova vacina, o nimero de pessoas infectadas decresceu 20 % a cada ano, desde 2005.
Em outras palavras, a cada ano foram infectadas apenas 80% do nimero de pessoas no
ano anterior. Determine a férmula para P=f(n), o nimero de pessoas infectadas n anos
D ap6s 2005. Desenhe o gréfico de f(n). Faga uma andlise dimensional do problema,
A1 ‘.\.n:v interpretando as informac@es contidas nas taxas de variagao :

V. (
E

Figura 47: Atividade do aluno A.E.B.
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Em 2005, o nimero de pessoas infectadas por um certo virus era Po. Em virtude de
uma nova vacina, o nimero de pessoas infectadas decresceu 20 % a cada ano, desde 2005.
Em outras palavras, a cada ano foram infectadas apenas 80% do nimero de pessoas no
ano anterior. Determine a férmula para P=f(n), o nimero de pessoas infectadas n anos
ap6s 2005. Desenhe o grafico de f(n). Faca uma andlise dimensional do problema,
interpretando as informacGes contidas nas taxas de variacio '
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Figura 48: Atividade da aluna V.I.

A aluna V.L. ndo apresentou uma férmula para a atividade, porém ela buscou
construir uma tabela para solucionar o problema. Foi possivel verificar na sua escrita
a apresentacao de uma Populacgéo inicial de 100% e que com o decorrer dos anos
essa populacéo apresentava uma reducdo de 20% de pessoas infectadas por ano.

V.L. apresentou um grafico bem proximo do formato do grafico de uma
funcdo exponencial decrescente, conforme seria o grafico para esse problema.
Porém, ao interpretar o comportamento das variaveis do problema, a aluna
confundiu a taxa de decaimento fornecida no problema, que era de 20%, com o fator
de crescimento que nesse problema era de 0,8. Como o fator de crescimento é
menor que 1, indicava que a populacédo infectada estava decrescendo. Assim, V.L.
afirmou que 80% das pessoas ndo estavam infectadas; mas o que na verdade se
tinha era que 20% da populacdo ndo estava mais infectada, em relacdo ao ano
anterior.

O aluno A.E.B. apresentou na sua resolucdo a formula, bem como utilizou
essa formula para construir o seu gréafico; assim era possivel verificar através da sua
escrita o comportamento da populacéo de infectados nos anos 0, 1, 2, 3, 4, onde o
tempo t = O corresponderia ao ano de 2005. Entretanto, apesar de ter uma
demonstracao correta da atividade, o aluno ndo fez nenhuma interpretagéo sobre as
variaveis envolvidas no problema, o que poderia ter sido feito utilizando o seu

gréfico.
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2.5.4 Comentérios sobre a Aula Nimero 2
Atividade 4

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 4, duas das quais

citamos abaixo, temos:

O capacitor é a parte de um circuito elétrico que armazena carga elétrica. A
quantidade de carga armazenada decai exponencialmente com o tempo. Amplificadores
estereofénicos constituem um exemplo familiar: Quando um amplificador é desligado, as
luzes do painel enfraguecem lentamente porque leva algum tempo para os capacitores
descarregarem. Se t é o nimero de segundos apés o circuito ter sido desligado, suponha

que a quantidade de carga armazenada (em microcoulombs) seja dada por:
Q=200(0,9)%, t>0,
Descreva em palavras como a carga armazenada varia com o tempo. v

§ {~
K ) ' g N NI i 900678, (X0 {®47
J)tit, umelyp Qs L pubbo . L GOV MO

a)
G Mﬂg A j ]

b) Que quantidade de carga permanece apds 10 segundos? 20 segundos? 30 segundos? 1

minuto? 2 minutos? 3 minutos?

c) Desenhe o gréfico da carga durante o primeiro minuto. O que a assintota indica a

respeito da carga?
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Figura 49: Atividade da aluna T.L.M.
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O capacitor é a parte de um circuito elétrico que armazena carga elétrica. A
quantidade de carga armazenada decai exponencialmente com o tempo. Amplificadores
estereofbnicos constituem um exemplo familiar: Quando um amplificador é desligado, as
luzes do painel enfraquecem lentamente porque leva algum tempo para os capacitores
descarregarem. Se t é o nimero de segundos apds o circuito ter sido desligado, suponha
que a quantidade de carga armazenada (em microcoulombs) seja dada por:

Q=200(0,9)%, t=>0,
a) Descreva em palavras como a carga armazenada varia com o tempo.

fx (o QAQ, ‘“Ef’uvr)“ DS ‘!ux“ en ffo QUE C €0 ’)\J(:/
b) Que quantidade de cargﬁ permanece apds 10 segundos? 20 segundos? 30 segundos? 1

minuto? 2 minutos? 3 minutos?

c) Desenhe o gréfico da carga durante o primeiro minuto. O que a assintota indica a
respeito da carga?
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Figura 50: Atividade do aluno G.S.

No item “a” da atividade 4, a aluna T.L.M. fez corretamente a andlise da

atividade, uma vez que ela interpretou o exercicio a partir da formula fornecida no
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problema. Assim, ao verificar o valor do fator de crescimento de 0,9 a aluna concluiu
que a carga decresce 10% a cada segundo.

O aluno G.S. fez uma interpretacéo incorreta, pois analisou a taxa percentual
constante como se ela indicasse o valor ao qual a carga decaia, ou seja, afirmou
que a carga decaia 90% em um segundo.

No item “b”, ambos os alunos chegaram a resposta corretamente. Entretanto,
o aluno G.S. fez todo o desenvolvimento passo a passo apresentando boa
compreensao sobre o conteudo; além disso, percebe-se na sua escrita um bom
dominio das variaveis envolvidas no problema. A aluna T.L.M. também fez uso da
férmula para a resolucdo da atividade, porém construiu suas respostas, de forma
incompleta.

No item “c”, ambos os alunos fizeram a construcdo correta do gréafico. Foi
possivel analisar pela escrita de ambos que o formato do grafico é o de uma funcao
decrescente. Isso vai ao encontro da taxa percentual constante obtida para o

exercicio, pois como seu valor € inferior a 1 temos entdo uma funcéo decrescente.

Atividade 5

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 5, duas das quais

citamos abaixo, temos:

A figura 1 apresenta a voltagem, V(t), de um elemento de um circuito elétrico,

no instante de tempo t segundos. Para t<0, a voltagem é constante, de 80 volts; para 20 )
t
60,0761 Y}

a voltagem decai exponencialmente.
[«“_,i;:";i O o

a) Determine uma férmula por partes para V(t).

|

} T o
“b) Para que valor de t ir4 a voltagem alcangar o valor 0,12 ¢C « ©,6 7= 0,1 .
(b)(t U v op Fole
c) Qual a taxa percentual constante obtida? Faca uma anélise das unidades envolvidas,

begg\ como interprete as informag6es contidas na mesma.

e T (6 80)

{10, 15)

T

Figura 51: Atividade da aluna V.L.
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A figura 1 apresenta a voltagem, V(t), de um elemento de um circuito elétrico,

no instante de tempo t segundos. Para <0, a voltagem é constante, de 80 volts; para =0 s
a voltagem decai exponencialmente.

a) Determme uma férmula por partes para V(t).
kc L g\ 4 “’t
b) Para que valor cfe t iraa voltagE{n hlcangar ovalor0,1? 4
J m,i';,w = -;j;-\_*w’ cpri’\ /:.,b{,_,,a'&d / ‘4"‘7
) Qual ataxa perceﬁtual constante’ obtlda? raca 'uma anélise das unidades ehvolvidas,

bem como interprete as informagdes contidas na mesma " )
& JU’)V*\ \f"‘*ﬁzfim o }4 Wz%wAnw% o SN 5/5”‘) P fdéa\\ J[ O
femo o ~ollogen duca L4l (0, 80) |
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Figura 52: Atividade do aluno A.M.C.

No item “a”, a aluna V.L. fez a constru¢do da formula a partir de uma tabela;
porém, ao construir a sua tabela, ela trocou o par ordenado (10,15) pelo par
ordenado (15,10). Assim, ao construir a sua tabela, ela determinou a taxa percentual
constante de forma incorreta, uma vez que os valores usados estavam incorretos.

O aluno A.M.C. usou a expressdo que representa o problema (V(t)=Vo.(X)")
para encontrar o valor da taxa percentual constante. Ao contrario da aluna V.L., o
aluno A.M.C. fez o uso correto do par ordenado, ao determinar a taxa percentual
constante do problema.

No item “b”, mesmo tendo encontrado, e usado a férmula incorreta, a aluna
V.L. apresentou um desenvolvimento de substituicdo das variaveis envolvidas no
problema. Ja o aluno A.M.C procurou usar também a substituicdo das variaveis
envolvidas no problema e, para a resolucdo do mesmo, ele utilizou conceitos de
equacdes exponenciais apresentando a resposta correta para este item.

No item “c”, apesar de informar corretamente a taxa percentual constante, o
aluno A.M.C. afirmou que a tensdo decaia a uma taxa de 84,6%, quando na verdade

a taxa de decaimento era de 15,4%, ou seja, 0 aluno confundiu fator de decaimento
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com taxa percentual constante. Quanto a analise das unidades, o aluno fez uma boa
interpretacdo das unidades envolvidas, inclusive afirmando que a tensdo ia
diminuindo com o passar do tempo.

A aluna V.L. fez uma boa avaliagcdo das unidades, ao informar que com o
passar do tempo a tensdo tenderia a zero, porém a aluna ndo fez qualquer
referéncia a taxa percentual constante nem sobre a informacdo que poderiamos

retirar dela.

Atividade 6

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 6, duas das quais

citamos abaixo, temos:

O gdlio-67 radioativo decai 1,48% a cada hora; h3, inicialmente, 100 miligramas da
substéncia.

Determine uma férmula para a quantidade de gdlio-67 remanescente ap6s t horas.

OO0y
HY P
C((UII\E = 4C0.{ 0,6¢) T

Figura 53: Atividade da aluna S.

0O gélio-67 radioativo decai 1,48% a cada hora; hd, inicialmente, 100 miligramas da

substancia.

Determine uma férmula para a quantidade de gélio-67 remanescente apds t horas.

h ; [ L
GLY) - GO oo S » (1 iolzla%\}

Figura 54: Atividade do aluno G.S.
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O aluno G.S. fez uma interpretacdo incorreta, ao usar a taxa de decaimento
de 1,48% como se ela fosse a taxa percentual constante, além disso, por ser uma
taxa de decaimento, deveria ter uma taxa percentual com um valor menor que 1 e
nao superior a 1 como fez o aluno.

A aluna S. fez uso de uma tabela, para determinar a taxa percentual
constante; foi possivel observar na sua tabela a reducdo dos valores em 1,48%
conforme o enunciado. Além disso, a aluna obteve essa taxa em dois intervalos

constantes, obtendo assim a formula correta para o problema.

2.6 COMPARANDO FUNCOES LINEARES E FUNCOES EXPONENCIAIS (4
PERIODOS DE AULA DE 50 MIN.)

Neste tépico trabalhamos com os alunos a questao da comparacao entre taxa
de variacdo percentual constante e taxa de variacdo constante, bem como entre as

férmulas para as fungfes correspondentes.

2.6.1 Aula Nimero 1

Atividade 1
A tabela 3 fornece valores de uma funcédo linear e de uma funcao
exponencial.
X 29 25 30 35 40 45
f(x) 30 45 60 75 90 105
a(x) 1.000 1.200 1.440 1.728 2.073,6 | 2.488,32

a) Determine as taxas de variacao e percentual.
b) Determine uma foérmula pra f(x) e g(x). Construa um grafico com ambas as
funcdes

c) Faca um estudo comparativo entre ambas.

Com este problema, trouxemos uma situacédo na qual o aluno podia verificava o
comportamento de ambas as taxas e estabelecia uma conclusdo acerca das

mesmas.
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Atividade 2
No instante t=0 ano, um espécie de tartaruga € solta em um banhado.

Quando t=4 anos, um bidlogo estima que haja 300 tartarugas no banhado.
Trés anos mais tarde, o bi6logo estima que haja 450 tartarugas. Seja P o
tamanho da populacédo de tartarugas no ano t.

a) Determine uma formula para P=f(t), supondo crescimento linear.
Interprete a inclinacdo e a interseccdo com o eixo do P de sua férmula
em termos da populacao de tartarugas.

b) Determine uma foérmula para P=g(t), supondo um crescimento
exponencial. Interprete os parametros de sua férmula em termos da
populacao de tartarugas.

c) No ano t=12, o bidlogo estima que haja 900 tartarugas no banhado. O

O problema estabeleceu um quadro comparativo entre taxas de variacdo e
percentual, assim como buscou apresentar aos alunos o comportamento de ambas.
Além disso, mostrou que o modelo exponencial sempre supera o modelo linear a

partir de um determinado instante.

2.6.2 Aula NUmero 2

Atividade 3

A populacédo de um pais é inicialmente de 2 milhdes de habitantes e esta
crescendo a uma taxa de 4% ao ano. O suprimento anual de alimentos deste
pais, inicialmente adequado para 4 milhdes de habitantes, esta crescendo a uma
taxa constante adequada para um adicional de 0,5 milhdo de habitantes ao ano?

a) Baseado nestas suposicfes, em que ano, aproximadamente, ira este

pais experimentar o primeiro desabastecimento .

b) Se o pais duplicar a sua oferta inicial de alimentos, ira ainda ocorrer

este desabastecimento? Em caso afirmativo, quando?

c) Se o pais duplicar a taxa na qual o suprimento de alimento cresce,

além de duplicar sua oferta inicial de alimentos, ainda ira ocorrer

desabastecimento? Em caso afirmativo, quando?
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Novamente, nesse problema procurdvamos enfatizar que o modelo
exponencial superard o modelo linear em algum instante. Além disso, o aluno o

modelo Malthusiano, como atividade de aplicacdo no contexto historico.

Atividade 4.

A tabela abaixo apresenta os resultados obtidos com medidas de

intensidade de corrente elétrica e d.d.p. em dois condutores diferentes.

Condutor 1 Condutor 2
i(A) U(V) i(A) U
0 0 0 0
0,5 2,18 0,5 3,70
1,0 4,36 1,0 6,18

2,0 8,72 2,0 9,16
4,0 17,44 4,0 11,44

Com base na tabela, verifique se os condutores sdo ou ndo 6hmicos.

2.6.3 Comentéarios sobre a Aula Nimero 1

Da atividade realizada nos dias 11 e 12 de novembro com duracédo de 4
periodos, participaram 31 alunos. No dia 11 de Novembro foram realizadas as
atividades de introducdo do conteudo envolvendo problemas que comparassem a
taxa de variacdo constante em funcdes Afim e a taxa de variacdo percentual
constante em fungbes Exponenciais.

No primeiro problema (ver exemplo 11 do Anexo A) que trabalhamos em aula,
apresentamos duas tabelas de cada uma das func¢des (Afim, Exponencial) com duas

colunas uma para a variavel independente “x” e outra para a variavel dependente

“y N

y”.

Nesse caso, nosso objetivo era verificar quais funcdes eram fornecidas pelas
tabelas e qual taxa de variagdo constante obteriamos em ambas as tabelas. Desta
forma, o problema buscava apresentar aos alunos situacdes nas quais eles
pudessem visualizar a importancia de conhecer tais taxas e de como elas sao
importantes para a identificagcdo da fungdo envolvida, nesse caso, Afim ou

Exponencial.
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Alguns alunos trouxeram bons comentarios para a atividade, tais como: “ As
duas tabelas ndo podem representar funcdes Afim, pois a segunda tabela nao
mantém o valor constante para intervalos diferentes”; outra contribuicéo: “E possivel
obter férmula para ambas as tabelas, por que podemos obter as taxas de variacao
em ambas”.

O segundo problema (ver exemplo 12 do Anexo A) que apresentamos em
aula, como atividade de introducéo, envolvia a aplicacdo da formula de Montante a
Juros simples e a férmula de Montante a juros compostos. Nesse problema,
procuramos explorar as duas taxas de variacdo: tanto a constante, quanto a
percentual constante. O problema aplicava o0 mesmo capital inicial a juros simples e
a juros compostos. Assim, ao montar a tabela, foi possivel verificar qual dos juros
tinha taxa de variacdo constante, ou taxa de variagcdo percentual constante; desta
forma, o aluno podia verificar qual dos juros estava relacionado a uma Funcao Afim
e qual se referia a uma fungao Exponencial.

Novamente, apareceram boas contribuicbes dos alunos para a atividade, tais
como: “A aplicagao a Juros compostos vai sempre superar a de juros simples”; outro
questionamento de um aluno: “E possivel encontrar o valor de encontro entre as
aplicacoes a juros simples e a juros compostos”.

O terceiro problema (ver exemplo 13 do Anexo A) envolvia uma situacao de
depreciacdo de um carro; este exercicio procurava apresentar tanto uma
depreciacdo exponencial, quanto uma depreciacao linear.

A finalizacdo da atividade se dava com uma comparacdo, e a partir dai a
conclusao a respeito da depreciacdo do carro ao final de 4 anos: por uma taxa de
variacdo percentual constante representando uma funcdo exponencial, ou por uma
taxa de variacdo constante representado uma func¢éo Linear?

O dultimo problema (ver exemplo 14 do Anexo A) introdutério do conteudo
referia-se a um condutor 6hmico e ndo 6hmico. Assim, procuramos explorar uma
situacdo contextual envolvendo o curso de técnico em eletrénica. Desta forma, foi
possivel apresentar um conhecimento pratico da utilizacdo da taxa de variacdo
constante, aplicada a um exercicio pratico envolvendo condutores.

A atividade foi bem recebida pelos alunos, uma vez que estava diretamente
ligada ao seu curso. Foi possivel verificar que o problema foi solucionado facilmente
pelos alunos, pois 0s mesmos ja dominavam o contetudo. Além disso, um aluno

trouxe uma excelente contribuicdo que foi: “Se a taxa de variagado é constante entao
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temos um condutor 6hmico, porém se o condutor ndo € 6hmico a sua taxa nao

precisa ser necessariamente percentual constante”.
Na aula seguinte cada aluno recebeu individualmente uma lista com quatro

exercicios para trabalharem durante a aula.

Atividade 1
e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 1, duas das quais
citamos abaixo, temos:
A tabela 3 fornece valores de uma funcdo linear e de uma fung¢do exponencial.
x |28 25 30 35 40 45
f(x) 30 | 60 75 190 105
A= As 7= 7] 4 Lo
g(x) 1.000 00 1.440 1.728 2.073,6 2.488,32
S Mo — e D e el
A, 2 A, L 4,2 A2 j.-(
a} Determine as taxas de variagdo e percentual.
b) Determine uma férmula pra f(x) e g(x). Construa um gréfico com-ambas as funcgdes
c) Faga um estudo comparativo entre ambas. , 22
tﬂ[ x ) <@ e -g«w&m.@ Qi 2 % el e, “'jA.V"XW“’
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Figura 55: Atividade do aluno F.B.
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A tabela 3 fornece valores de uma fungdo linear e de uma fungdo exponencial.

X 120~ [25 30 [3s5 a0  [45 ‘
* | = X |
(x) T3o | 45 60 | 75 90 [ 105
. N ! ol e
gx) “ 1.000 | 1200 1.440 1728 20736 | 2.48832

) (R IS, SR S—

b) Determine uma férmula pra f(x) e g(x). Construa' um gréfico conr-ambas as funces ]

¥ A Xt ’v J i
c) Faga um estudo comparativo éntre ambas. 2. T 7

Figura 56: Atividade do aluno L.F.

Na atividade numero l1l.a, o aluno F.B. apresentou o calculo da taxa

percentual constante corretamente na funcdo g(x); porém a taxa de variacdo

: . . ~ ~ A
constante f(x) foi calculada incorretamente, pois o aluno n&o fez uso da razao 2y

AX

utilizando apenas a variacdo Ay . J& o aluno L.F. encontrou corretamente o valor da

taxa de variacao constante em f(x) e também encontrou a taxa percentual constante
em g(x).

Na atividade numero 1.b, ambos os alunos trouxeram um formato de grafico
muito parecido com o que representa as funcées f(x) (funcdo Afim) e g(x) (funcdo
Exponencial). Entretanto, o aluno F.B. apresentou um equivoco na constru¢cdo do
grafico de f(x), uma vez que inseriu no seu grafico o par ordenado (0,30), quando o
correto deveria ser (20,30).

Na parte da apresentacdo das férmulas, ambos os alunos encontraram
férmulas incorretas para as funcgdes f(x) e g(x). O aluno F.B., apesar de encontrar a
taxa de variacdo percentual constante correta, fez uso do valor inicial incorreto para
construir a formula. O aluno L.F. confundiu taxa de variacdo percentual constante
com taxa de variagcdo constante que, que ele usou incorretamente na atividade. Na
construgcdo da Formula de f(x) o aluno L.F. usou a taxa correta, porém o valor inicial
estava incorreto; ja o aluno F.B. usou a taxa incorreta e o valor inicial também estava
incorreto.

A atividade 1.c foi respondida corretamente pelo aluno F.B. Ele afirmou que

f(x) representava uma funcdo Afim, o que de fato estava correto, uma vez que se
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obteve uma taxa de variacdo constante, apesar de que o valor da taxa encontrada

pelo aluno estava incorreto.
O aluno L.F. esqueceu de mencionar que ambas as taxas eram constantes,

informando apenas que f(x) era constante, enquanto que g(x) era percentual;
entretanto, na escrita de L.F. foi possivel encontrar o significado correto na sua

interpretacéo acerca das taxas envolvidas no problema.

Atividade 2

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 2, duas das quais

citamos abaixo, temos:

No instante t=0 ano, um espécie de tartaruga é solta em um banhado. Quando t=4
anos, um bi6logo estima que haja 300 tartarugas no banhado. Trés anos mais tarde, o
bidlogo estima que haja 450 tartarugas. Seja P o tamanho da populagdo de tartarugas no

WO -

ano t. ,\\ &D - h‘/— .»(QO
- — .

a) Determine uma férmula para P=f(t}, supondo crescimento linear, Interprete a

inclinagdo e a intersecgdo com o eixo do P de sua formufa em termos da populacio de

artarugas. | \
tartarug '{Y{&IEC\(\{X{\IOC (Z)ﬁogj% —

b) Determine uma férmula para P= g(t), supondo um crescimento exponencial. Interprete

lW"} Ao

os par egos de sua formula em te!mos da populag de tartarugas.
o blo!ogo bstitha que haja 900 taﬂ:ar gas no banhado. O que isso indica a

c) NG anot=
respeito dos dois mode'os popuiacrmals?

\2“4 An W\“ﬁ: /‘(")'@ @M'\wlﬂj&d\!“‘& (AL W“u& L/\‘XC‘H‘NW\j\J» .,
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Figura 57: Atividade do aluno A.M.C.
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No instante t=0 ano, um espécie de tartaruga é solta em um banhado. Quando t=4
anos, um bidlogo estima que haja 300 tartarugas no banhado. Trés anos mais tarde, o
bidlogo estima que haja 450 tartarugas. Seja P o tamanho da populagdo de tartarugas no
anot.

a) Determine uma férmula para P=f(t), supondo crescimento linear. Interprete a
inclinacdo e a intersecgdo com o eixo do P de sua formula em termos da populagdo de

\ " : Pl B (v & 3503 S5
tartarugas. &4 D 200 A Lb w0 =320 20% 50
o) z R~ i 3
Py = f)o.*' + (oo
b) Determine uma férmula para P=g(t), supondo um crescimento exponencial. Interprete

os parametros de sua férmula em termos da populacdo de tartarugas.
W o R |
c} Noano t=12, o hidlogo estima que haja 900 tartarugas no banhado. O que isso indica a
% ”y v"{_d‘\\' “.‘ 3
respeito dos dois modelos populacionais? (0, o Funcss N Cypcig ne Bwa
.
o L \ o Yo -
259 Tém L0 dn N Goc i { -
AL TWA Y

\ tj % 6 8

Figura 58: Atividade do aluno M.L.

A atividade 2.a foi resolvida de forma correta por ambos os alunos. Foi possivel

. . ~ ~ A ~
perceber nas suas escritas a utilizacdo da razéo A_y para a obtencdo da taxa de
X

variacao constante.

Na parte de apresentacdo de uma foérmula que representasse 0 crescimento
linear, ambos os alunos obtiveram a mesma resposta; nas suas escritas, eles
informam corretamente na formula o valor da populacao inicial, o0 que demonstra boa
compreensao do enunciado. Na obtencéo da populacéo inicial, o aluno A.M.C., usou
uma interpretacdo grafica localizando a populacéo inicial interceptando corretamente
o eixo P= f(t). Além disso, A.M.C. fez uma andlise correta do comportamento da
variavel dependente P=f(t) com relacdo a taxa de variacdo constante.

Na atividade 2.b, o aluno A.M.C. obteve corretamente o valor da taxa de variagéo
percentual constante, e ele utilizou essa taxa para identificar corretamente a
populacao inicial. Além disso, A.M.C. trouxe um grafico evidenciando o crescimento
da populagdo ano a ano, utilizando para tal argumentagcdo a taxa de variagao
percentual constante. O aluno M.L. cometeu um equivoco no exercicio ao informar
incorretamente a taxa de variacao percentual constante. Ele simplesmente dividiu

450 por 300, esquecendo de observar que o tempo passava de 4 anos para 7 anos.
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Na atividade 2.c, o aluno M.L. fez uma boa andlise com relacdo ao
crescimento linear (funcéo Afim); porém o seu valor deveria ser de 700 tartarugas
e nao de 600; além disso, ele ndo trouxe qualquer argumentacdo sobre o
crescimento exponencial.

O aluno A.M.C. resolveu a atividade de forma um pouco equivocada, pois de
fato nenhum dos valores levaria a 900 tartarugas em 12 anos; porém, a formula

exponencial aproxima-se bastante desse valor.

2.6.4 Comentarios sobre a Aula Nimero 2

Atividade 3

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 3, duas das quais

citamos abaixo, temos:

A populacdo de um pais ¢ inicialmente de 2 milhdes de habitantes e est3 crescendo a
uma taxa de 4% ao ano. O suprimento anual de alimentos deste pais, inicialmente
adequado para 4 milhGes de habitantes, estd crescendo a uma taxa constante adequada
para um adicional de 0,5 milhdo de habitantes aoc ano?

a) Baseado nestas suposicBes, em que ano, aproximadamente, ird este pais

experimentar 9 primeira dPsabastecimento AN t ) QKD mi VS S R
Q9 W Qe ™ U @ g PN reninli D0 L)oo .
b) Se o pals duphcar a sua ofer‘[a mlctal de ahmentos ira amda ocorrer este
desabastecrment(ﬂ Em caso afirmativo, quando? iy, o ) O Oy YR U
JDoulogoe orna, 409,05 cer NI Y NufPlendnten [ o ot
c) Se o pals duphcar a taxa na qual o suprlmento de ahmem‘o cresce além de dup'mar N
sua oferta inicial de ahmentos ainda ird ocorrer desabqstec'mento? Em caso y
afirmativo, quando? X710 A 4 M R ) 1Y eSS

4. MH

3 o Q

Figura 59: Atividade da aluna G.P.B.
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A populagdo de um pais é inicialimente de 2 mithdes de habitantes e estd crescendo a
uma taxa de 4% ao ano. O suprimento anual de alimentos deste pais, inicialmente
adequado para 4 mithSes de habitantes, estd crescendo a uma taxa constante adequada
para um adicional de 0,5 milhdo de habitantes ac ano?

a) Baseado nestas suposicdes, em que ano, aproximadamente, ird este pais

experimentar o primeiro desabastecimento .

b) Se o pais duplicar a sua oferta inicial de alimentos, ird ainda ocorrer este

desabastecimento? Em caso afirmativo, quando?

c) Se o pais duplicar a taxa na qual o suprimento de alimento cresce, além de duplicar
sua oferta inicial de alimentos, ainda ird ocorrer desabastecimento? Em caso

afirmativo, quando?

Figura 60: Atividade do Aluno M.H.B.

No item 3.a, ambos os alunos apresentaram uma formatacdo de resposta
proxima da correta (a resposta correta deveria ser 78 anos), pois ambos obtiveram a
populacao inicial, a partir do enunciado do problema. Além disso, ambos construiram
suas férmulas, com as respectivas taxas informadas também no enunciado do
problema.

Outra caracteristica que se percebe do que os alunos escreveram, € o fato de
que ambos apresentaram excelente dominio do que € uma taxa de variacao
percentual constante (funcdo Exponencial) e uma taxa de variacdo constante
(fung@o Afim). Aléem de se utilizar do enunciado, o aluno M.H.B. fez uso de uma
tabela para a obtencéo da taxa de variagdo percentual constante que satisfizesse os
valores ali registrados.

Na atividade 3.b, o aluno M.H.B. fez uma afirmagdo incorreta, pois faltara

alimentacdo. Além disso, o aluno n&do apresentou qualquer argumento para a
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mesma. A aluna G.P.B. apresentou uma argumentac&o incorreta para a resposta.
Na sua escrita, a aluna utilizou a formula da fungdo Exponencial, quando deveria na
verdade usar a formula da funcéo Afim, trocando o valor inicial.

Ao analisarmos a atividade 3.c, podemos perceber que a aluna G.P.B. usou a
formula da funcdo Exponencial, quando na verdade deveria utilizar a férmula da
fungcé@o Afim, trocando o valor da taxa de variagdo constante. O aluno G.H.B. trouxe
novamente uma informacgéo incorreta sem apresentar maiores argumentacfes para

a mesma.
Atividade 4

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 4, duas das quais

citamos abaixo, temos:

A tabela abaixo apresenta os resultados obtidos com medidas de intensidade
de corrente elétrica e ddp em dois condutores diferentes.

4 %{mq\‘ Condutor 1 Condutor2 - v @/w

By 0 0=y
At 05| 370 1, (7
o 10 618

) 50 1 o1 1Y

oo 40 d1rag V12
Yo L K€ ARG
gl g rial J@cj“\ﬁz‘

Com base na tabela, verifique se os condutores s30 ou ndo 6hmicos.

Figura 61: Atividade do aluno G.C.L.

A tabela abaixo apresenta os resultados obtidos com medidas de intensidade
de corrente elétrica e ddp em dois condutores diferentes.

Condutor 1 gt;&--.xd;uj;gq =g =) 2208 °- 6,54 -y
0 0 0 0 . - .

: ; U328 = 908 - |

0,5 2,18 0.5 3,70 = 2ATH
~05 ¢z

1,0 4,36 1,0 6,18
2,0 8,72 20 9,16
40 1744 40 1144

Com base na tabela, verifique se os condutores s3o ou nao S6hmicos.

Q . i 5= ] /
= LW | o S

deill ;

- A U /7

Figura 62: Atividade do aluno R.A.
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Ao analisarmos a atividade 4, verificamos de ambos os alunos um bom
dominio sobre o conteudo da atividade, uma vez que ambos os alunos fizeram uso
da taxa de variacdo constante para concluirem que o condutor 1 era 6hmico. O
aluno G.C.L. fez uso do calculo de taxas para afirmar que o condutor 2 ndo era
O0hmico, enquanto que o aluno R.A. fez uso das leis de Ohm para apresentar esta

mesma conclusao.

2.7 TAXA DE CRESCIMENTO CONTINUO E O NUMERO E (4 PERIODOS DE
AULA DE 50 MIN)

A taxa de crescimento continuo esta relacionada diretamente com o ndmero
e=2,71828182.... Podemos fazer uma troca a partir de uma base positiva b,
reescrevendo-a como uma poténcia de e, como segue:

Com b=e¥ temos que, se b>1, entdo k é positiva; se O<b<1, entdo k é
negativa. Assim podemos reescrever Q=ab' em termos de e, pois

Q=ab'=a(e")'= ae. A constante k é denominada taxa de crescimento
continuo.

O objetivo aqui foi o de apresentar a constante de Euler, assim como buscar

situacdes problemas que eram trabalhadas com taxas de crescimento continuo.
2.7.1 Aula Numero 1

Atividade 1

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancaria que rende 100% de
Juros uma vez ao ano, entdo, supondo que nenhum outro depdsito ou saque
sejam realizados, ap6s um ano teremos:

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancaria que rende 50% de Juros
duas vezes ao ano, teremos:

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancéria que rende 25% de Juros
guatro vezes ao ano, teremos:

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancéria que rende 10% de Juros
doze vezes ao ano, teremos:

Como sera o comportamento diariamente, a cada hora, a cada minuto,

cada segundo?
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Neste problema procuramos apresentar uma situacao de problema real, com
a formacdo do numero e=2,71828182.... Também salientamos aos alunos que a

base e é denominada base natural.

Atividade 2

Obtenha a taxa de crescimento continuo para cada uma das seguintes
funcdes e desenhe o grafico de cada funcao:
p=5e%2 (=53 R=502

Através desses problemas buscamos analisar o comportamento da taxa de

crescimento continuo, bem como identificar caracteristicas do grafico das mesmas.

2.7.2 Aula Niumero 2

Atividade 3

A cafeina é liberada do corpo a uma taxa continua de 17% por hora. Qual
a quantidade de cafeina que permanece no corpo 8 horas apds ter-se ingerido

uma xicara de café contendo 100mg de cafeina?

Problema que envolve a contextualizacdo da taxa continua; assim,

procuramos dar visibilidade a tarefa desenvolvida na atividade anterior.

Atividade 4

Em novembro de 2005, o Banco Wells fargo ofereceu juros a uma taxa

continua de 2,323% ao ano. Determine a taxa anual equivalente.

Esta atividade possibilitou que ilustrassemos de forma pratica a taxa continua
e a relacionassemos com a taxa equivalente, apresentando uma aplicabilidade real

da taxa continua.
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2.7.3 Comentérios sobre a Aula NUmero 1

Das duas aulas sobre taxa de variagcdo continua, realizadas nos dias 18 e 19
de Novembro, participaram 31 alunos. No dia 18 de Novembro, ao longo de 2
periodos de 50 minutos, foram realizadas as atividades de introducdo do conteudo,
apresentando problemas que envolviam este tipo de taxa de variagdo. Assim
formalizamos com os alunos o aprendizado do que vinha a ser esta taxa, bem como
sua relacdo com a funcao exponencial.

A aula teve inicio com um problema de introducéo (ver exemplo 15 do Anexo
A), com a finalidade de obter-se a constante de Euler; assim, procuramos familiarizar
o aluno com o numero “e”. Com esse mesmo problema introdutério, apresentamos a
funcéo exponencial f(x)=e*, exponencial de base e, cujo grafico comparamos com os
de outras fungGes exponenciais, como f(x)=2"e f(x)=10".

O segundo problema (ver atividade 16 do Anexo A) foi uma atividade de
demonstracdo que envolvia a funcdo exponencial Q=ab'; ao trocarmos b por e
obtivemos, Q=ae"' onde k é a taxa de crescimento continuo. A partir dai, no caso
em que “a” for positivo, verificamos que

e Se k>0, entdo Q é crescente.

e Se k<0, entdo Q é decrescente.

Assim, ao final do segundo problema, o aluno estava familiarizado com a taxa
de crescimento continuo.

No terceiro problema (ver atividade 6 do Apéndice A) o professor explorou
algumas funcdes especificas, tais como P=4e’*, P=4e%*, p=5e¢** analisando o seu
comportamento bem como construindo os gréaficos correspondentes.

O quarto problema (ver atividade 17 do Anexo A) envolveu uma aplicacéo da
taxa de crescimento continuo, a uma substancia radioativa que decaia. Nesse caso
os alunos verificaram uma situacao contextual da aplicacdo da taxa de crescimento
continuo, que envolvia uma fungdo decrescente. No decorrer dessa atividade,
surgiram questionamentos dos alunos sobre a diferenca entra a taxa de variacao
percentual constante e a taxa de crescimento continuo. Assim o professor estimulou
os alunos a apresentarem algumas relagbes que embasassem seus argumentos
acerca das conclusdes que estavam tirando.

Uma boa argumentagdo de um aluno foi: “Bom, na taxa de variacao

percentual constante para ser crescente devemos ter um valor superior a 1,



97

enquanto que na taxa de crescimento continuo basta o valor estar ente 0 e 1 e ser
positivo”. Outro aluno: “Bom, os valores variam entre O e 1, por que estao
aumentando entre 0 e 100%, o contrario também é valido” .

Por fim, foi trabalhado com os alunos um problema envolvendo uma taxa de
crescimento anual e continuo. Assim o professor procurou apresentar aos alunos
situagbes que poderiam ser contextualizadas no seu cotidiano. Além disso, os
alunos puderam verificar via comparacdo que a taxa de crescimento continuo é
sempre menor que a taxa de crescimento anual equivalente, porém quando
aplicadas a um valor Py geram 0 mesmo crescimento em P.

Na aula seguinte, cada aluno recebeu individualmente uma lista com quatro

exercicios para trabalharem durante a aula.

Atividade 1

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 1, duas das quais

citamos abaixo, temos:

Se RS 1,00 for investido em uma conta bancéria que rende 100% de Juros uma
vez ao ano, entdo, supondo que nenhum outro depdsito ou saque sejam realizados,
2 Dl 4. A Bivrd
ap6s um ano teremos: W'/ Vit e ‘
pltlo Y«  HE)2
I/ X/ BY

4 ")

¢
YA\ /¢

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancéria que rende 50% de Juros duas vezes ao

a1 W W 5 L L | / ! AC)

ano, teremos: e\ Y Oy i@ ) o L r ? =

Se RS 1,00 for investido em uma conta bancéria que rende 25% de Juros quafro vezes

J ) ~ WIS A Q0 N
ao ano, teremos: bt OU Ay i § K AN %03 ¢ {
Se RS 1,00 for investido em uma conta bancaria que rende 10% de Juros doze Vezes ao
ano, teremos: % | A ) N~ D P 2x )3 f R JAL |

. )OO H G VLA
Como sera o comportamento diariamente, a cada hora, a cada minuto, cada segundo?

" Que conclus3o podemos tirar?
(WY LI 0 WL INE a‘J,“A’ LY U % | 9./ )

JA Oy QuUNYUMAT LS UrlanmOu2

Figura 63: Atividade da aluna G.P.B.
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Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancéria que rende 100% de Juros uma

vez ao ano, entdo, supondo que nenhum outro depédsito ou saque sejam realizados,

ap6s um ano teremos: —

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancaria que rende 50% de Juros duas vezes aP ;

ano, teremos: D () A wiC2N O(4)= 1 C2Y) D(1) = 2 e

Se RS 1,00 for investido em uma conta bancdria que rende 25% de Juros quatro vezes

”
—~ \ R s T 4 .= 2 G X
ao ano, teremos: (¥ z 4 U" ) T2 )= 4 (1%} v (2 )z &\ &5 i
iz
Se RS 1,00 for investido em uma conta bancaria que rende 10% de Juros doze vezes ao <+
/ ano, teremos: o) =4, (hzaY Ol = - (2o D) : 2, 44 enis
- ( o o ey {az = 0490 - ~N- a4 Aa .
(N F\‘\-‘-‘-‘-,‘_' L 4\\"\]‘ A ) | (",.\J Y L1 )= ) ‘\%‘ (el
Como sera o comportamento dlarlamente a cada hora, a cada mmuto, cada segundo? 5
DViaxionrrmente : 0,08 16 cexis . , 4| coda> Mmoo
Que conclusdo podemos tlrar? O «10'.:' S Nalo: D61 \ & 5= A0 °@ o .
WD Oy

- 2

Figura 64: Atividade do aluno G.S.

Ambos os alunos tiveram dificuldade em concluir a atividade, envolvendo o
valor da constante de Euler, sendo que eles apresentavam respostas corretas até a
aplicacdo quadrimestral. Porém, ambos traziam respostas incorretas aos itens que
se referiam ao investimento anual, diario, por hora, por minuto e por segundo o que

dificultou a conclusdo do problema de forma correta.

Atividade 2

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 2, duas das quais

citamos abaixo, temos:

Obtenha a taxa de crescimento continuo para cada uma das seguintes funcées
e desenhe o grafico de cada funcao:

P:SEO’Zt, Q:580’3t, R=5e—0,2t "

Através desses problemas buscaremos analisar o comportamento da taxa de
crescimento continuo, bem como identificar caracteristicas do grafico das mesmas.

- ‘ o3\% Ok i i
l P_ ? Q= 5" R he 0. M o e Py CL‘ ‘l; P
§ e~ 0,3k :
@07 (ﬂ.()f«rJLf V- NP5 €5k 2 g O Bl L
0,3. {oo=30y . /Pi=%H e’ O *1"" Lo QR )
‘ y | UCUoNCY )\,\\_ . -C R ¢ £ ,_wa;;,’bu’
e leer e % ¥ - ice WaR=8Be L«
[S ol L) ¢ LT S
~—— ?3:_"« < Ay

Figura 65: Atividade da aluna S.
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Obtenha a taxa de crescimento continuo para cada uma das seguintes funcdes
e desenhe o gréfico de cada funcao:

P:5e0,2t Q=580'3t ste—O,Zt "

Através desses problemas buscaremos analisar o comportamento da taxa de
crescimento continuo, bem como identificar caracteristicas do gréfico das mesmas.

P X ¥ C 2 L ‘
92 = € | A ( 1
—— C = '1.‘] 7 Y _ A4 Y \ \ \
3 I( ’ 3 ) 5 ;(4\ k- { g 220, ‘ \
| ~ , - £
, (o, 41 ) D
j | 7 | 2 oL - > > X v D) (
5 \ = i 5, \
N A S
{
¢ : “4
=l = =
\ k < 4 2(
/ { ‘\ | € O LW -1 =G
o a s fi e
" 14 -Li, N // > O 7
= (42 2% 20~
| a4, |
|
o \ \‘.r S
| = N
A\ ) (7,08 % o 2 O, e 7
\ i y O, 8 :
31 \ f%f%E % P& A
> ( A Vi
. 2T
v Q
" 4 <
”J ALT ®
"" i { =
0+ +
L
G - =
) ¥
+— ! \
1 o !
3
5%
\

Figura 66: Atividade da aluna V.L.

Nessa atividade a aluna S. apresentou as taxas de forma correta

apresentando-as tanto em valor decimal como percentual, e concluiu corretamente a
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respeito das funcdes serem crescentes ou decrescentes. Por fim, é possivel verificar
através da escrita da aluna um bom conhecimento do problema, uma vez que seu
gréfico interceptou de forma correta o eixo y no ponto (0,5).

A aluna V.L. apresentou explanacéo inicial de qual era o valor da taxa de
variacdo continua no problema, e de quais desses valores correspondiam a fungbes
crescentes ou decrescentes. Apesar de cometer alguns equivocos, com relacdo a
comparacao da taxa com a funcao, a aluna mostrou bom entendimento do contetdo.

V.L. realizou alguns equivocos na montagem das tabelas, pois notou-se
através da sua escrita uma confuséo entre a taxa de variagdo percentual constante e
a taxa de variacdo continua. Assim, a aluna comprometeu o célculo da taxa de
variacdo continua, principalmente na abordagem envolvendo percentuais, o que por

consequUéncia comprometeu a realizacéo correta dos seus graficos.

2.7.4 Comentérios sobre a Aula Nimero 2

Atividade 3
e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 3, duas das quais

citamos abaixo, temos:

A cafeina é liberada do corpo a uma taxa continua de 17% por hora. Q
quantidade de cafeina que permanece no corpo 8 horas apds ter-se ingerido
xicara de café contendo 100mg de cafeina? _-

NS ~0 //“\’ I A 4NEN / = L e N 5 A
fﬁ /‘ J s k";\ ) s — t (;/ J (,_ 3 _I‘\ 'Itv \) -~ o~ 3 & ~ -' [,l/\.' \(\,"f

Figura 67: Atividade do aluno S.K.M.

A cafeina é liberada do corpo a uma taxa | contmua de 17% por hora: Qual a
guantidade de cafeina que permanece no corpo 8 “horas apods-ter-se ingerido uma

xicara de café contlengo 100mg de cafe!\na?

e ‘”'7
foo.(¢ VT I00. (e Y ¢ =20 Tm &

Figura 68: Atividade do aluno A.M.C
Os dois alunos responderam corretamente ao problema, e apresentaram ter
aprendido o contetdo trabalhado, incluindo desta vez uma taxa de variagdo continua

negativa.. Além disso, observou-se a preocupacdo de ambos em formalizar a
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resposta passo a passo, esclarecendo cada etapa envolvida na resolucdo. Além
disso, ambos apresentaram corretamente o valor numérico solicitado, acompanhado

da respectiva unidade.

Atividade 4

e Ao analisarmos as respostas dos alunos a Atividade 4, duas das quais

citamos abaixo, temos:

Em novembro de 2005, o Banco Wells fargo ofereceu juros a uma taxa

continua de.2,323% ao ano. Determine a taxa anual equivalente. Coni - S0 )
2 S Vi)
1A\ Q0N LY
JONEE ,‘.,t\-)u‘ Qp ¥ 2 '
N A0 7R
L - N
\ { 4 .
QLo \%‘s., . YR
X b
i | L: ) ,fA
1 S AL 9 I X O
QLIC SO 5B g lg e {(4 >
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Figura 69: Atividade da aluna G.P.B.

Em novembro de 2005, o Banco Wells fargo ofereceu juros a uma taxa

Figura 70: Atividade do aluno G.S.
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Ambos os alunos resolveram o problema usando tanto a taxa anual como a
taxa continua. Os aluno G.S. e G.P.B. usaram um valor de aplicacéo inicial de R$
100,00 e de R$ 150,00, respectivamente. Ambos os alunos apresentaram 0s
calculos da taxa equivalente anual a partir da taxa continua. Além disso, G.S.
preocupou-se em apresentar a taxa anual em valores percentuais, o que nao
ocorreu com a aluna G.P.B.

Nas conclusdes sobre as taxas encontradas, a aluna G.P.B. apesar de afirmar
gue a taxa anual foi maior que a taxa continua apresentou um pegueno equivoco na
sua resposta, pois afirmou que a taxa continua produzia uma rentabilidade melhor
gue a taxa anual ao final de um ano. Nesse caso, a aluna ndo observou que a sua
resposta, tanto para a taxa continua quanto para a taxa anual, eram iguais ao final
de um ano. O aluno G.S. também fez uma afirmacéo correta em relacédo a qual taxa
foi maior, afirmando que a taxa anual foi maior que a continua. Porém cometeu o
mesmo equivoco que a aluna G.P.B., pois afirmou que a aplicacdo ao final de 10

anos foi melhor em taxa continua, quando o valor seria 0 mesmao.
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CAPITULO 3 ANALISE DOS TESTES INICIAL E FINAL VISANDO AVALIAR O
ESTUDO DE CADA UMA DAS TAXAS DE VARIACAO EM FUNCOES

Com o intuito de verificar se de fato as atividades envolvendo a proposta de
Ensino desenvolvida no capitulo anterior estava surtindo efeito no aprendizado dos
alunos. Foi aplicado sempre antes e depois de cada atividade de ensino um teste
avaliativo que envolvia diretamente o conteldo aplicado na proposta. Assim, ao
longo da proposta realizaram-se trés testes iniciais e trés testes finais, sobre: Taxa
de variacdo constante em funcdo Afim (primeiro teste), taxa de variacdo média e
instantdnea em funcdo Quadratica (segundo teste) e taxa de variacdo percentual
constante e taxa de variacao continua (terceiro teste).

Cada um dos testes envolviam trés atividades ligadas diretamente ao
conteudo estudado. Sempre antes da aplicacdo do teste inicial, o professor
apresentava brevemente o conteddo. Ap6s a aplicacdo desse teste inicial o
professor desenvolvia a proposta de ensino a partir das taxas de variacao, de forma
mais aprofundada na turma 4123 (ver atividades desenvolvidas no capitulo anterior).
Quando a atividade de ensino se dava por encerrada, o professor aplicava
novamente um teste, a fim de avaliar o ganho de aprendizado dos alunos; a esse,
denominamos teste final.

Foi estabelecida com a turma 4123 (turma da proposta de ensino) uma
comparacao com outra turma 4124 (turma controle) que ndo estava diretamente
ligada ao desenvolvimento da atividade, servindo apenas como parametro de
comparacao. Nesse caso, queriamos verificar comparativamente se a proposta de
ensino de fungbes, via estudo das taxas de variacdo envolvidas, melhorava a
compreensao dos alunos sobre problemas envolvendo funcdes.

Para uma melhor compreensdo dos dados recolhidos, foi elaborada uma
tabela para cada turma com os respectivos resultados dos testes aplicados. Nessa
tabela foram registradas, para cada questédo proposta, a quantidade de alunos que a
responderam correta e incorretamente. Além disso, para cada atividade também foi
feito um grafico de barras, onde a barra de cor vermelha representava as respostas
incorretas e a barra de cor azul as respostas corretas. Assim, apos cada coleta de
dados referentes aos testes, envolvendo o estudo de uma das taxas, foi realizado
um estudo comparativo para verificar em quais itens ocorreu um ganho de

aprendizado pelos alunos.
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A fim de, validar os resultados aplicou-se o Teste Estatistico (abaixo) para a
diferenca entre duas proporcoes.

NOssoO interesse sera em testar 0s seguintes casos:
Ho: P1:P2
Hi: P1# Py, onde

Hipotese Nula (Hp): € aquela que simplesmente afirma que nao existe
diferenca entre os grupos estudados.

Hipbtese Alternativa (Hy): € aquela que afirma que existe diferenca entre os
grupos estudados.

A formula a ser utilizada para tal comparacéao é:

Z= - . onde temos:
RA-P) PR@-P)
nl n2
P1 :L , P2:X—
nl nZ

Onde, X; e X, sdo numero de sucessos na amostra 1 e na amostra 2

respectivamente.

nl e n2 sao de itens na amostra 1 e na amostra 2 respectivamente.

Sendo usado no teste o valor de significancia de 5% e -1,96< Z<1,96 (valor

tabelado)

Nesse caso, foram comparados os testes iniciais e finais de ambas as turmas.
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3.1 ANALISES DOS TESTES INICIAL E FINAL SOBRE TAXA DE VARIACAO
CONSTANTE EM FUNCOES AFIM TURMAS 4123 (APLICACAO DA PROPOSTA
DE ENSINO ATRAVES DAS TAXAS DE VARIACAO) E TURMA 4124 (TURMA

CONTROLE)
Respostas | Respostas
corretas | incorretas
item 1.a 15 15
item 1.b 10 20
item 1.c 10 20
item 2.a 24 6
item 2.b 7 23
item 2.c 1 29
item 3.a 8 22
item 3.b 1 29
Total 76 164
Percentual | 31,70% 68,30%

Respostas | Respostas

Corretas Incorretas
item l.a 10 19
item 1.b 8 21
item 2.a 28 1
item2.b 13 16
item 3.a 26 3
item 3.b 14 15
item 3.c 24 5
Total 123 80

Percentual| 60,60% 39, 40%

Respostas ao Teste Incial

35
30

25

20 +
15 +
10 -

N

9 Y
'\:‘Q\" 2.0

B Respostas corretas

B Respostas
incorretas

D0 a0 09
PPN

,,\& ‘{@ .{@ ,{& ,\@ 'i@ ,,\@ ,@Qa

Fonte: Proprio Autor

(@)

30

Respostas ao Teste Final

25

20

15

10

M Respostas Corretas

M Respostas Incorretas

Fonte: Proprio Autor

(b)

Figura 1- Respostas sobre taxa de variagdo constante em Funcgéo Afim

na turma (4123) da Proposta de Ensino: a) Teste Inicial (Exemplo 1 do ANEXO
C) b) Teste Final (Exemplo 2 do ANEXO C)
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Respostas | Respostas

Corretas | Incorretas
item l.a 4 24
item 1.b 3 25
item 2.a 24 4
item2.b 22 6
item 3.a 28 0
item 3.b 25 3
item 3.c 23 5
Total 129 67

Percentual | 65,82% 34,18%

Respostas | Respostas
Corretas Incorretas
item l.a 19 10
item 1.b 6 23
item 1.c 7 22
item 2.a 26 3
item 2.b 7 22
item 2.c 0 29
item 3.a 5 22
item 3.b 2 27
Total 72 158
Percentual 31,30% 68,70%
Respostas ao Teste Incial
35
30
- L |
ig 1 I I I B Respostas Corretas
<L 11

5
0

i
© NG, 0

R SN
NN AT AT AT DTy
RN

. {@ . {@ %

M Respostas
Incorretas

Respostas ao Teste Final

30
25

20
15
10

1 Respostas Corretas

W Respostas Incorretas

Fonte: Préprio Autor

(@)

Fonte: Préprio Autor

(b)

Figura 2- Respostas sobre taxa de variagdo constante em Funcgédo Afim
na turma (4124) Controle: a) Teste Inicial (Exemplo 1 do ANEXO C) b) Teste
Final (Exemplo 2 do ANEXO C)

3.2 COMENTARIO SOBRE OS RESULTADOS ENVOLVENDO OS TESTES
INICIAL E FINAL SOBRE TAXA DE VARIACAO CONSTANTE EM FUNCAO AFIM

A analise dos resultados envolvendo o teste inicial (ver figura 1.a e figura 2.a)

de ambas as turmas (4123 e 4124) nos apresentou um valor maior de respostas

incorretas frente ao numero de respostas corretas. O que pode estar ligado ao fato

de na maioria dos exercicios haver questdes sobre analise e interpretacdo da taxa
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de variagao constante em fungbes Afim. Nesse caso, ficou evidente que um contato
apenas breve com o contetildo ndo acrescentou um aprendizado aos alunos.

Quando fizemos uma analise mais individualizada dos resultados percebemos
que o item 2.a (figura 1. a) apresentou mais respostas corretas do que incorretas e 0
item 1l.a (figura 1. a) apresentou um valor igual de respostas corretas e incorretas
para a turma 4123. Ja a turma 4124 apresentou dois itens onde os alunos tiveram
mais respostas corretas do que incorretas, sao eles: o item l.a (figura 2.a) e o item
2.a (figura 2.a).

O item l1l.a era um mero teste de calculo da taxa de variagdo constante na
funcao linear. Nesse caso, apesar de a turma 4123 ter apresentado valores iguais de
respostas corretas e incorretas o item pareceu ser ter sido bem compreendido por
ambas as turmas. Uma vez que, as duas apresentaram um bom desempenho no
teste

No item 2.a foi preciso uma reflexdo acerca dos dados: Por que o item 2.a
(ver figura 1.a e figura 2.a) foi respondido pela maioria das turmas de forma correta?
Quando analisavamos o item, verificamos que tratava-se de uma situacdo bastante
corriqueira no curso de técnico em eletrdnica, uma vez que podia ser resolvido
através de uma foérmula de célculo de resisténcia. Isso entdo justificou um melhor
desempenho dos alunos, uma vez que tal atividade ja deveria ter sido trabalhada em
outra disciplina do curso, o que facilitou a compreensao e a resolucéo da atividade.

Aplicando o teste de Hipétese para a diferenca de duas proporcdes no teste
Inicial.

Queremos testar as seguintes hipoteses:

H,:P, =P,
H,:P #P,

Fixamos o nivel de significancia « =0,05

Assim, temos sobe a hipétese nula:
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~ 0,317-0,313
\/ 0317.(1-0,317)  0,313.(1-0,313)
240 230
_ 0,004 _ 0,09
0,043

Como resultado, temos: —-196<Z =0,09<196, ndo ha evidéncia para se

rejeitar a hipotese nula, ou seja, a diferenca observada poderia ter ocorrido por
acaso. Portanto ndo é possivel se concluir que uma turma tenha tido um resultado
melhor do que a outra, aprendido mais do que a outra.

Ao analisarmos os resultados do teste final (ver figura 1.b e figura 2.b)
verificamos que os alunos (turmas 4123 e 4124) apresentaram mais itens
respondidos de forma correta do que incorreta. Observamos que na turma 4123 0s
itens l.a, 1.b e 2.b (figura 2.a) ainda tiveram mais respostas incorretas do que
corretas, mas na turma 4124 os itens 1l.a e 1.b (figura 2.b) constam com respostas
incorretas em maior nimero que as corretas.

Ao interpretarmos tais respostas verificamos que o item 1l.a e 1.b (ver figura
1.b e figura 2.b) apresentavam atividades de interpretacdo de dados de uma tabela.
Nesse caso, podemos avaliar que, por ser uma questdo interpretativa, gerou nos
alunos certa davida acerca do seu desenvolvimento. Uma vez que, era necessario
gue o aluno avancasse no seu aprendizado, a fim de que pudessem compreender e
melhor solucionar o problema.

No item 2.b (figura 2.b) a turma 4123 apresenta novamente mais itens
incorretos do que corretos. Aqui podemos novamente perceber que os alunos
tiveram dificuldade de interpretacdo do item, pois ao analisarmos as respostas da
atividade percebemos que boa parte deles informou que V (diferenca de potencial)
dividido por i (corrente) gerava uma resisténcia. Observemos que os alunos
compreendem o assunto do problema, porém tiveram dificuldade em respondé-lo,
pois essa resisténcia era constante em quaisquer intervalos o que caracterizava um
resistor 6hmico. Ja na turma 4124 (ver figura 2.b), boa parte dos alunos associou
esse valor de resisténcia constante, indiferente do intervalo, com o fato de ser um

resistor 6hmico.

Aplicando o teste de Hipodtese para a diferenca de duas proporc¢des no teste
Final.



Queremos testar as seguintes hipoteses:

Hy P, =P,
H, P, #P,

Fixamos o nivel de significAncia « =0,05

Assim, temos sobe a hipotese nula:

0,606 -0,658
\/0,606.(1— 0,606) N 0,658.(1—0,658)
203 196

7 _ —0,052 _ 108
0,048

109

Como resultado, temos: -196<Z =-108<196, ndo ha evidéncia para se

rejeitar a hipétese nula, ou seja, a diferenca observada poderia ter ocorrido por

acaso. Portanto ndo é possivel se concluir que uma turma tenha tido um resultado

melhor do que a outra, aprendido mais do que a outra.
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3.3 ANALISES DOS TESTES INICIAL E FINAL SOBRE TAXA DE VARIACAO
MEDIA E INSTANTANEA EM FUNCOES QUADRATICAS NA TURMA 4123
(APLICACAO DA PROPOSTA DE ENSINO ATRAVES DAS TAXAS DE VARIACAO)
E TURMA 4124 (TURMA CONTROLE)

Respostas | Respostas Respostas | Respostas
corretas |incorretas corretas | incorretas
item 1 15 11 item 1.a 25 5
item 2. a 8 18 item 1. b 7 23
item 2. b ’ 19 item 1. ¢ 4 26
item 2 .c 9 17 item 2 .a 16 14
item 2. d > 21 item 2. b 14 16
item 3 item 3.a 23 7
(aceleragéo item 3.b 22 8
) 19 7 item 3.c 25 5
item 3 item 3.d 24 6
(velocidade) 15 11 Total 160 110
Total 8 104 Percentual | 76,19% 23,81%
Percentual 42.86% 57,14
Respostas ao Teste Final
Respostas ao Teste Inicial
% 30
20 25
i, L
15 I I
10 ” i ] B Respostas corretas
W Respostas corretas 10 I I M Respostas incorretas
5
B Respostas incorretas B
0
Qg}(‘\ éo’lc'» q‘é\'b“o z@’]’p @'\r'b ,bab\ _‘bab‘a ’ IR I A
¥ ¥ ¢ ¢ &\% P>0(‘ .{@6\_,@4‘&"@&1@&?@@?@@ (@{Q .{@6\,\@0
A\q}@ A\Jb\\\ N AN < N

Fonte: Préprio Autor Fonte: Préprio Autor

(a) (b)
Figura 3- Respostas sobre taxa de variagdo média e instantanea em
Funcdo Quadrética na turma (4123) da Proposta de Ensino: a) Teste Inicial (
Exemplo 3 do ANEXO C) b) Teste Final (Exemplo 4 do ANEXO C)
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Respostas| Respostas
corretas | incorretas
item 1 16 9
item 2. A 15 10
item 2. B 8 17
item 2 .c 4 21
item 2. D 5 20
item 3
(aceleracao) 6 19
item 3
(velocidade) 3 22
Total 57 118
Percentual 32,57% 67,43%
Respostas ao Teste Inicial
25
20
15
10
. W Respostas corretas
B Respostas incorretas
0
.@“N 6&_ zq:o éom_u P’@Tb 0@\ . @
& &G
&

Respostas| Respostas
corretas incorretas
item 1.a 7 22
item 1. b 1 28
item 1. c 4 25
item 2 .a 0 29
item 2. b 1 28
item 3.a 20 9
item 3.b 22 7
item 3.c 23 6
item 3.d 8 21
Total 86 175
Percentual| 39,95% 60,05%
Respostas ao Teste Final
35
30
25
20 B
15 I
I M Respostas corretas
1 :'_. lRespostasmcorretas
5 111
o 1
SIS ES

Fonte: Préprio Autor

(@)

Figura 4- Respostas sobre taxa de variagdo média e instantanea em

Fonte: Préprio Autor

(b)

Funcdo Quadratica na turma (4124) Controle: a) Teste Inicial (Exemplo 3 do
ANEXO C) b) Teste Final (Exemplo 4 do ANEXO C)
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3.4 COMENTARIO SOBRE OS RESULTADOS ENVOLVENDO OS TESTES
INICIAL E FINAL SOBRE A TAXA DE VARIACAO MEDIA E INSTANTANEA EM
FUNCAO QUADRATICA

Ao analisarmos os itens do Teste inicial (ver figura 3.a e figura 4. a) de ambas
as turmas (4123 e 4124) verificamos que o numero de respostas incorretas foi
superior ao de respostas corretas, o que nos leva a crer que, mesmo com uma
introducéo inicial, os alunos ndo conseguiram captar totalmente o conteudo.

Quando observamos os itens, percebemos que o item 1(ver figura 3.a e figura
4.a) apresentou um numero maior de respostas corretas, frente ao de incorretas, em
ambas as turmas (4123 e 4124). Isto pode ter sido influenciado pela possibilidade de
resolver o problema, sem usar o conceito de taxa de variagdo média. No item 2.a
(figura 4.a) a turma 4124 teve um numero de respostas corretas superior ao de
respostas incorretas o que identificou que a turma apresentou boa compreensao do
problema, usando caracteristicas de conteddos encontrados no curso de técnico em
eletrbnica para resolvé-los.

A turma 4123 apresentou mais respostas corretas do que incorretas para o
item 3 (figura 3.a) que envolvia velocidade e aceleracdo de um mével. Nesse caso,
percebeu-se que a turma fez uso de conteudos de fisica conjuntamente com
conhecimentos de matematica para tal resolucdo. Além disso, percebeu-se que os
alunos utilizaram mesmo que de forma superficial os seus conhecimentos a respeito
de taxa de variacdo média e taxa de variag¢do instantanea para a resolucéo do teste.
O que nos demonstrou que mesmo o conteddo ainda ndo sendo trabalhado de
forma aprofundada, surtiu efeito no aprendizado dos alunos.

Aplicando o teste de Hipétese para a diferenca de duas proporcdes no teste
Inicial.

Queremos testas as seguintes hipoteses:
H,:P, =P,
H, :P, #P,

Fixamos o nivel de significancia « =0,05

Assim, temos sobe a hipotese nula:
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_ 0,429-0,326
\/ 0,429.(1-0,429)  0,326.(1-0,326)
182 175
_ 0108 2,019
0,051

Como resultado, temos: Comparando os dois grupos através do Teste
estatistico, obtivemos Z=2,109> 1,96 . Nesse caso, observamos diferenca
significativa nos resultados obtidos com aplicacdo da metodologia de ensino.

Na andlise dos resultados do Teste Final (ver figura 3.b e figura 4.b) podemos
verificar que a turma 4123 apresentou mais respostas corretas do que incorretas; o
gue pode ter sido influenciado pelo conhecimento mais aprofundado do contetdo de
taxas de variagdo média e instantanea em fun¢des quadraticas.

Ao analisarmos os itens percebemos que a turma 4123 apresentou mais
respostas incorretas do que corretas nos itens 1.b, 1.c, 2.b (figura 3.b). Nesse caso,
podemos verificar que o item 1.b e 1.c (figura 3.b) eram atividades de interpretacao
gue deveriam ser feitas a partir de uma analise mais aprofundada da tabela, mas tal
qual o item 1l.a (figura 3.b) poderiam ser resolvidas através do uso de taxa de
variagdo media nos respectivos intervalos informados. Ja o item 2.b (figura 3.b)
estava diretamente ligado ao item 2.a (figura 3.b), envolvendo a taxa de variacdo
instantanea; verificamos ai um pequeno decréscimo de respostas corretas do item
2.a para o item 2.b o que indica que os alunos possuiram certa dificuldade de
interpretacéo do problema 2.b.

A turma 4124 apresentou mais respostas incorretas do que corretas para 0s
itens 1.a, 1.b, 2.a, 2.b e 3.d (figura 4.b). Nesse caso, verificamos que sao os itens
diretamente ligados a taxa de variacdo média e instantanea em fun¢des quadraticas
0 que pode ter influenciado tal dado. Porém, os itens 1,a, 1.b e 3.d (figura 3.b)
poderiam ser resolvidos diretamente através da observagcdo e interpretacdo dos
assuntos especificos envolvidos nos problemas.

Aplicando o teste de Hipdtese para a diferenca de duas proporgdes no teste
Inicial.

Queremos testas as seguintes hipoteses:

H,:P, =P,
H,:P, #P,
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Fixamos o nivel de significAncia « =0,05

Assim, temos sobe a hipotese nula:

0,762 0,399
\/ 0,762.(1-0,762)  0,326.(1-0,762)
270 261

Z= 0363 9,308
0,039

Como resultado, temos: Comparando os dois grupos através do Teste
estatistico, obtivemos Z7=9,308> 1,96 . Nesse caso, observamos diferenca
significativa nos resultados obtidos com aplicacdo da metodologia de ensino.
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3.5 ANALISES DOS TESTES INICIAL E FINAL SOBRE TAXA DE VARIACAO
PERCENTUAL CONSTANTE E TAXA DE VARIACAO CONTINUA EM FUNCOES
EXPONENCIAIS TURMAS 4123 (APLICACAO DA PROPOSTA DE ENSINO
ATRAVES DAS TAXAS DE VARIACAO) E TURMA 4124 (TURMA CONTROLE)

Fonte: Préprio Autor

(@)

Respostas [ Respostas Respostas [ Respostas
corretas |incorretas corretas |incorretas
item 1.a 27 1 item 1.a 22 7
item 1.b 19 9 item 1.b 22 7
item 1.c 21 7 item 2.a 25 4
item 2.a 28 0 item 2.b 20 9
item 2.b 24 4 item 3.a 2 27
item 3 8 20 item 3.b 2 27
Total 127 41 item 3.c 5 24
Percentual | 75,60% 24,2 Total 98 105
Percentual | 48,30% 51,70%
Respostas ao Teste
Inicial Respost:f\s ao Teste
Final
30
25
20 30
15 I B Respostas 2
10 I corretas 20
15 M Respostas
5 B Respostas 10 corretas
0 U incorretas (5) W Respostas
’_D 0 b ’b ‘0 q) incorretas

Fonte: Préprio Autor

(b)

Figura 5- Respostas sobre taxa de variacdo percentual constante e taxa
de variacdo continua na turma (4123: a) Teste Inicial (Exemplo 5 do ANEXO C)
b) Teste Final (Exemplo 6 do ANEXO C)
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Respostas |Respostas Respostas | Respostas
corretas |incorretas corretas |incorretas
item l.a 17 9 item l.a 17 11
item 1.b 7 19 item 1.b 12 16
item 1.c 17 9 item 2.a 25 3
item 2.a 25 1 item 2.b 9 19
item 2.b 17 9 item 3.a 0 28
item 3 3 23 item 3.b 0 28
Total 86 70 item 3.c 5 23
Percentual | 55,10% 44,90% Total 68 128
Percentual | 34,70% 65,3
Respostas ao Teste
Incial Respostas ao Teste Final
30
25
ig 0 I
20 15 | - W Respostas corretas
15 B Respostas 10 I
10 corretas B Respostas
5 5 incorretas
: g 0 1
SEELEE

Fonte: Préprio Autor

(@)

Fonte: Préprio Autor

(b)

Figura 6- Respostas sobre taxa de variacdo percentual constante e taxa

de variacdo continua na turma (4124) Controle: a) Teste Inicial (Exemplo 5 do
ANEXO C) b) Teste Final (Exemplo 6 do ANEXO C)

3.6 COMENTARIOS SOBRE OS RESULTADOS ENVOLVENDO OS TESTES
INICIAL E FINAL SOBRE A TAXA DE VARIACAO PERCENTUAL CONSTANTE
E TAXA DE VARIACAO CONTINUA EM FUNCOES EXPONENCIAIS

Ao analisarmos os resultados dos dados referentes ao teste inicial (ver figura

5.a e figura 6.a) de ambas as turmas (4123 e 4124), verificamos que houve um

namero maior de acertos do que de erros cometidos nos testes aplicados. Além
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disso, percebemos atraves dos dados que a turma 4123 apresentou somente o item
3 (figura 5.a) com o numero de respostas incorretas superior ao de respostas
corretas. Ja a turma 4124, apresentou mais respostas incorretas do que corretas
para os itens 1.b e o item 3 (figura 6.a). No item 1.b temos uma atividade
interpretativa o que pode ter dificultado um pouco a compreensao por parte dos
alunos da turma 4124, uma vez que se solicitava uma prévia analise de dados. Ja
para o item 3, temos uma atividade diretamente ligada ao célculo de taxa de
variacdo continua, o que pode sugerir que os alunos tiveram dificuldade na
compreensao dessa taxa, ou que a confundiram com a taxa de variagao percentual
constante.

Outro fato bastante relativo esta associado ao item 2.a (figura 6. a) com todos
os alunos da turma 4123 respondendo de forma correta. Nesse caso, podemos
verificar que mesmo se tratando de um teste inicial os alunos compreenderam e
associaram os conhecimentos que ja haviam obtido no estudo das taxas de variacédo
constante, taxa de variagdo média e instantanea e mesmo que de forma superficial
as de taxa de variacdo percentual constante e taxa de variacdo continua para
resolver os problemas.

Foi possivel notar pelo teste inicial da turma 4123 que o numero de respostas
corretas foi bem superior ao de respostas incorretas (com excec¢ao do item 3) o que
pode estar diretamente ligado ao fato dos alunos ja terem previamente resolvido
problemas e desenvolvido atividades que envolviam diretamente o uso das taxas
(constante, média e instantdnea foram estudas anteriormente). Além disso, ja
possuiam um dominio prévio de tdpicos importantes do estudo de Funcbes (Afim e
Quadratica). Por outro lado, os problemas propostos mostraram-se de facil
compreensao pelos alunos, o0 que nesse caso demonstra que o aluno esta de fato se
integrando ao conteudo estudado.

Aplicando o teste de Hipodtese para a diferenca de duas propor¢cdes no teste
Inicial.

Queremos testas as seguintes hipoteses:
H,:P, =P,
H,:P,#P,
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Fixamos o nivel de significAncia « =0,05

Assim, temos sobe a hip6tese nula:

~ 0,756 — 0,551
\/ 0,756.(1-0,756)  0,55L.(1-0,551)
168 156
729205 44,
0,052

Como resultado, temos: Comparando os dois grupos através do Teste
estatistico, obtivemos Z=3,94> 196 . Nesse caso, observamos diferenca

significativa nos resultados obtidos com aplicacdo da metodologia de ensino.

Ao analisarmos as respostas do teste final (ver figura 5.b e figura 6.b)
verificamos que a turma 4123 teve um namero de respostas corretas superior ao de
repostas incorretas, e, por outro lado, a turma 4124 teve um numero de respostas
incorretas maior que o de corretas. Nesse caso, podemos associar tal desempenho
com o fato da turma 4123 ter se aprofundado mais nos conteddos de taxas de
variagdo percentual constante e taxa de variacdo continua, ou seja, vé-se o efeito
positivo da nossa proposta de ensino.

Quando partimos para uma analise por itens, percebemos que a turma 4123
apresenta o numero de respostas corretas superior ao de respostas incorretas para
os itens 1 e 2 (figura 5.b). Nesse caso, verificamos que 0s assuntos que envolviam
taxa de variacdo percentual constante (item 1) e comparacdo entre taxas (item 2)
mostraram um bom aprendizado pelos alunos, uma vez que o nimero de respostas
corretas nesses itens é bem superior ao de respostas incorretas. Entretanto, ao
analisarmos o item 3 (figura 5.b) percebemos que os alunos da turma 4123 tiveram
bastante dificuldade na compreensdo do assunto tratado no teste (taxa de variagao
continua), pois boa parte deles tentou resolver o item via taxa de variagao percentual
constante 0 que demonstra certa confusédo por parte dos alunos com relacdo as
definicbes desses assuntos. Desta forma, poderiamos ter explorado melhor ambos
0s conceitos de taxa de variagdo percentual constante e taxa de variagdo continua,
bem como proposto mais problemas que pudessem apresentar de forma mais clara

aos alunos quais caracteristicas cada uma dessas taxas possui; assim, poderiamos
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levar o aluno a compreender qual a diferenca entre ambas, bem como associar
melhor 0 que essas taxas possuem de comum, visto que ambas estdo ligadas a
Funcdo Exponencial.

A turma 4124 apresentou somente dois itens com respostas corretas superior
ao de incorretas que foram os testes l.a e 2.a (figura 6.b). Ao analisarmos isso
verificamos que os alunos conseguiram responder aos itens que envolviam célculo
direto de taxas, mas quando o0s testes requeriam um conhecimento mais
interpretativo de tais situacdes os alunos apresentaram certa dificuldade na
elaboracdo de suas respostas, uma vez que com estes alunos ndo foram
aprofundados maiores conhecimentos sobre taxas de variagéo.

Aplicando o teste de Hipétese para a diferenca de duas proporcdes no teste
Final.

Queremos testas as seguintes hipoteses:

H,:P, =P,
H,:P,#P,

Fixamos o nivel de significancia « =0,05

Assim, temos sobe a hip6tese nula:

0,483-0,347
\/ 0,483.(1-0483) 0,347.(1-0,347)
203 196

Z= 0136 =2,78
0,049

Como resultado, temos: Comparando os dois grupos através do Teste
estatistico, obtivemos Z=2,78> 1,96 . Nesse caso, observamos diferengca

significativa nos resultados obtidos com aplicacdo da metodologia de ensino.
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CAPITULO 4 CONSIDERACOES FINAIS

Consideramos que nossa proposta de Ensino de Func¢Bes Afim, Quadratica e
Exponencial a partir das Taxas de Variagcdo entre as suas variaveis (Taxa de
variacdo constante, média, instantanea, Percentual constante e continua) foi muito
boa, uma vez que os alunos conseguiram na maioria das vezes resolver as
atividades que lhes foram propostas. Além disso, foi possivel perceber que
problemas mais ligados a realidade dos alunos aumentam seu interesse pelos
conteudos, mantendo neles um espirito investigador.

A parte de estudo da taxa de variagdo constante em Funcdo Afim foi bem
compreendida pelos alunos, pois boa parte deles respondeu de forma correta, ou
parcialmente correta a todos os itens. Entretanto, boa parte dos alunos que
participaram das atividades, ndo se preocupou em verificar em mais intervalos se a
taxa se mantinha sempre constante. Nesse caso era preciso realizar tal verificacao,
uma vez que essa é a principal caracteristica da taxa de variacdo constante em
funcdes Afim.

O resultado acima mostra a necessidade de retomadas de explicacbes acerca
desse item, tdo importante para manter o aprendizado fortalecido e correto.

Quanto aos problemas aplicados diretamente ao curso de técnico em
eletrdnica, foi possivel verificar a compreensao dos alunos e de que forma o seu
conhecimento sobre taxa de variacdo constante lhes seria Util nessa realizacao.
Além de poderem visualizar problemas de matematica, os estudantes também
puderam verificar que a taxa de variacdo constante é aplicavel a problemas de
resisténcia, velocidade, aceleracdo, resistores 6hmicos, entre outras atividades
envolvendo Funcao Afim.

JA o0 estudo de Funcdo Quadratica, com as taxas de variacdo média e
instantanea, foi bem satisfatorio com relagédo ao aprendizado dos alunos. Como os
alunos estavam bastante ambientados com o0s conceitos de taxa de variacao
constante, o estudo de taxa de variacdo média foi relativamente facil.

Além disso, os problemas de Fisica que utilizavam velocidade média tornaram
a compreensdo da taxa de variacdo média em Funcdo quadratica bem mais
significativa. No estudo sobre taxa de variacdo instantanea, os alunos puderam
utilizar a derivada da fung¢éo Poténcia, o que nesse caso foi um grande acerto desse

trabalho, pois o objetivo sempre € tornar o aprendizado dos alunos mais produtivo e
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facil para eles. Ao utilizar o ensino de derivadas, pudemos constatar que os alunos
aprimoraram conhecimentos tanto de exercicios de Fisica, como exercicios que
envolviam conhecimentos de resisténcia e poténcia. Além disso, foi perceptivel as
analises que eles produziram nos exercicios enfatizando linguagem correta, bem
como demonstracdes de resolucdes passo a passo. Por fim, foi a atividade em que
todos os alunos apresentaram um desempenho bem acima dos demais conteddos
trabalhados em aula, o que so refor¢cou o seu aprendizado.

A taxa de variacdo percentual constante em Fung¢do exponencial tornou-se
uma atividade de facil compreenséo pelos alunos, pois boa parte deles associou o
contelido a taxa de variacdo constante da Funcdo Afim. Isso fica bastante evidente
nos exercicios que envolviam diretamente tabelas, para determinarem que tipo de
Funcao era satisfeita pelos dados da tabela. Nesse caso, pudemos verificar que boa
parte dos alunos identificou-as corretamente, a partir das taxas de variacao
envolvidas.

Outro aspecto bem significativo foi que os estudantes puderam aplicar seu
conhecimento de taxa de variacdo percentual constante em problemas sobre:
crescimento populacional, juros, carga armazenada em capacitores, voltagem, entre
outros. O que na verdade da énfase ao uso de taxas, € o fato de que, desta forma,
pode-se trabalhar com os alunos atividades envolvidas diretamente com seus
interesses e mais proximas a sua realidade.

Ha também que se ressaltar o fato de os alunos estabelecerem excelentes
quadros comparativos entre a taxa de variagcdo constante e a taxa de variagcao
percentual constante. Nesse caso, foi nitido através das suas escritas a
compreensao que faziam de uma e da outra, além de apresentarem argumentos
muito solidos para visualizar o comportamento de ambas, quando eram crescente ou
decrescente.

A taxa de variagdo continua com certeza foi a de maior dificuldade de
compreensao pelos alunos, pois boa parte deles ndo soube diferencia-la em relacao
a taxa de variacdo percentual constante. Além disso, os alunos ndo compreenderam
que os problemas indicavam qual taxa deveriam utilizar, pois aqueles que envolviam
taxa de variagcdo continua traziam em seus enunciados a palavra “continua’.

Outro aspecto que deve ser levado em consideracdo € que foram
desenvolvidas poucas atividades desse conteddo em sala de aula, o que pode ter

comprometido o aprendizado dos alunos sobre o assunto. Nesse caso, a atividade
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precisard ser melhor repensada, com a utilizacdo de mais atividades que possam
deixar claro aos alunos a diferenca entre ambas as taxas, bem como a caracteristica
individual de cada uma.

Quando avaliamos os testes iniciais e finais, eles reforcaram a idéia que aqui
foi desenvolvida, apesar de na taxa de variacdo constante os indices de aprendizado
ndo terem se mostrado significativos. No que se refere a taxa meédia, taxa de
variacdo instantanea, taxa de variacdo percentual constante e taxa de variacao
continua, a avaliagdo dos resultados mostrou um aprendizado bem melhor da turma
4123, o que reforga a proposta em tais atividades.

Quando analisamos os resultados dos testes finais e iniciais, verificamos que
a proposta produz o efeito desejado, pois em sua quase maioria o resultado mostrou
gue o desempenho da turma 4123 foi muito bom do ponto de vista do aprendizado.

Por fim, € preciso frisar o fato de termos realizado atividades com problemas
contextualizados. Essa forma de ensino via problemas talvez tenha sido o grande
achado da proposta, pois foi possivel visualizar em aula o comprometimento dos
alunos com as tarefas, além de manté-los sempre interessados em discutir,
argumentar e tentar compreender os problemas, comprovando o seu real interesse

Nos assuntos.
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APENDICE A - PROBLEMAS CONTEXTUALIZADOS

Exemplo 1.

f: R—>R é a funcéo definida por f(x)=x2.

A partir desses dados, construir:

a) Uma tabela com variacdo de uma unidade no intervalo de [-2,3]

b) Determine a taxa de variacdo média saindo de x=-2 e chegando em x=3
c) Que conclusdes podemos tirar sobre a taxa de variacdo média.

d) Construa o grafico dessa funcéo com a taxa de variacdo média do item b.

Exemplo 2.

Um automOvel ao sair de Porto Alegre passa pela placa indicando Km 20
exatamente as 14 horas percorre 30 km e chega ao municipio de Sao Leopoldo as
15 horas. Mantém seu trajeto percorrendo mais 90 km até o seu destino final o
municipio de Canela chegando la as 16 horas. Qual foi a velocidade média do
automoével. Construa uma tabela para melhor visualizar os dados. Quais conclusdes
podemos tirar sobre a taxa de variagdo média?

Exemplo 3.

Um corpo € solto com velocidade inicial nula e com a aceleracao valendo

10m/s?, conforme ilustra a figura.

A h(m)
20
15

0 1 é t=(s)

A partir da observacéao:

a) Calcule a velocidade média de descida?

b) Construa uma tabela que evidéncia o comportamento da taxa de variacéo
média em tal problema.

c) A partir da taxa de variagdo média apresente conclusbées sobre o

comportamento das unidades envolvidas no problema.
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Exemplo 4.

Uma empresa paga a um de seus Funcionarios um salario anual de R$
20.000,00 por ano. Com o intuito de garantir que o funcionario permaneca na
empresa, 0os donos prometeram a esse funcionario aumentos de 8% durante pelo
menos 0s proximos 5 anos. A partir desses dados, determine:

a) Uma tabela do comportamento do salario do funcionario nos 5 primeiros anos.
b) Uma férmula que represente o salario (S) em funcao do tempo (t) em anos.
c) Que conclusdes podemos tirar a respeito da taxa de variacdo percentual

constante?

Exemplo 5

Sabendo que o Carbono-14 radioativo decai a uma taxa de 11,4% a cada
1.000 anos, determine a quantidade de carbono-14 remanescente, em uma amostra

de 2009 de carbono-14, apos 1.000, 2.000 e 3.000 anos. Além disso, construa

também um grafico e uma férmula que ilustre tal problema.

Exemplo 6.

Obtenha a taxa de crescimento continuo para cada uma das seguintes
funcdes e desenhe o grafico de cada funcéo:
a) P=4e**,
b) P=4e"*,

c) P=5e%%
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ANEXO A - PROBLEMAS DE LIVROS

Exemplo 1. (CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.23)

Em 2006, a populacdo de uma cidade era de 18.310 pessoas e seu
crescimento era de 58 pessoas por ano. Determine:
a) Uma tabela que forneca a populagéo da cidade a cada ano, durante um
periodo de 10 anos a contar de 2006. Esboce o grafico dessa Populacéo.
b) Qual é a taxa média de variacdo da Populacdo em qualquer intervalo de
tempo?
c) Determine uma férmula para P (populacdo) como uma funcdo de t

(tempo).

Exemplo 2. (Chiquetto, 2000, p.28)

Um carrinho foi lancado de baixo para cima num plano inclinado. A tabela

fornece as velocidades do carrinho em varios instantes.

v(m/is) |10 7,5 5 2,5 0 25 5

1(s) 0 1 2 3 4 5 6

a) Faca um diagrama da velocidade em fun¢éo do tempo.
b) Escreva a equacao horaria da velocidade.
c) Qual é o valor da taxa de variacéo constante? O que podemos concluir acerca

das suas unidades?
Exemplo 3. (Dante, 1999, p.278)
Se a variavel independente € o tempo t e S é 0 espaco percorrido por um

ponto moével nesse tempo, temos que S é funcdo de t e escrevemos S=S(t), que é

equacao horéaria do ponto material em movimento.
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S(ta)

S(to)

v

to_> t1

Entre os instantes t, e t;, 0 ponto material se desloca de S(tp) até S(t;). A
variacdo média da funcdo S nesse trecho ou a velocidade média com que o ponto
material se desloca entre tp e t; € dada por:

vin = 1) =S (t)
tl_tO

Observemos que, fixando Xq, a variacdo média da funcéo, relativamente a
variacdo da variavel, ndo é constante e depende de x;. Assim, tomando varios X
cada vez mais proximos de Xo € possivel (mas nem sempre) que essa variacao
média tenda a um determinado valor. Ocorrendo isso, no limite, quando x; tende a
Xp, @ variacdo média tende a um valor que serd chamado de taxa de variacéo
instantanea no ponto xo. A taxa de varia¢do instantanea da funcdo no ponto X
chamamos derivada da funcdo f em relagdo a variavel x no ponto Xo €

representamos por:
f'(xo)
Exemplo 4. (Dante,1999,p.279)
Qual é a derivada da funcao f(X)=x3 no ponto xo= 27?

Exemplo 5. (Dante,1999,p.281)

Se f(x)=x°, entdo f'(x)=6x

Exemplo 6. (Dante, 1999,p.290)

Se f(x)=x2, entdo f'(x)=2x
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Exemplo 7. (Dante, 1999, p.281)

Um ponto material se move sobre uma trajetoria qualquer segundo a equacéao
horaria S(t)=t2-2t+5, em que S € dado em metros (m) e t é dado em segundos (s).
Determine a velocidade do ponto material no instante to=2s.

Exemplo 8. (Dante, 1999, p.284)

Determine a equacao da reta tangente ao grafico da funcao:

a) f(x)=x2 no ponto xp=1,; b) f(x)=x3 no ponto xp=2.

Exemplo 9. (Adaptado. CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.101)

O valor, V, de um investimento de R$ 100.000 que recebe 3% de Juros
anualmente é dado por V=f(t), sendo que t estd em anos. De quanto serd o lucro do
investimento em 3 anos? O que podemos observar sobre a taxa de variagao

percentual constante?

Exemplo 10. (CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.101)

Uma xicara de café contém cerca de 100mg de cafeina;, a cada hora,
aproximadamente 16% da quantidade de cafeina no corpo é metabolizada e
eliminada.

a) Escreva C, a quantidade de cafeina presente no corpo, em mg, como uma

funcdo do numero, t, de horas desde que o café foi consumido.

b) Qual a quantidade de cafeina presente no corpo apés 5 horas?

Exemplo 11. (Adpatado. CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.108)

As tabelas abaixo contém valores de uma funcéo exponencial ou de uma funcao
linear. Em cada problema:
a) Decida se a funcéo é linear ou exponencial.

b) Determine uma formula possivel para cada funcéo e desenhe o grafico.
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R 1 3 7 15 31
p(n 13 19 31 55 103
X 6 9 12 18 24
q(x) 100 110 121 146,41 177,16

Exemplo 12. (Adaptado. Dante, 1999, p.303)

Em qual situacdo a aplicacdo de R$ 4.000,00 terd maior rendimento e de

guanto a mais:

e No sistema de Juros Simples, a taxa de 3% ao més, durante 2 meses?

¢ No sistema de juros Compostos, a taxa de 2% ao més, durante 3 meses?

a) Construa uma tabela identificando ambos os Juros.

b) Construa um grafico com ambos os Juros

c) Determine uma férmula para cada um dos Juros.

d) O que podemos identificar através das taxas envolvidas na atividade?

Exemplo 13. (CONNALLY, Eric et.al., 2009, p.109)

Um automovel Lexus, ano 2006, custa US$ 61.055 e deprecia 46% durante

0S primeiros 7 anos.

a) Suponho que a depreciacao seja exponencial. Determine uma férmula para o

valor do carro em um instante t.

b) Suponha, em vez disso, que a depreciacdo seja linear. Determine uma

férmula para o valor do carro em um instante t.

Exemplo 14. (Adaptado. Biscuola, Boas, Doca, 2013, p.116)

No grafico a seguir esta representada a curva caracteristica de um resistor

mantido em temperatura constante.
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Analise as seguintes afirmacoes:

l. O resistor em questao é 6hmico.

Il. A resisténcia elétrica é igual a 5Q e isso significa que sdo necessarios 5
volts para produzir nele 1 ampere de corrente.

lll. A intensidade de corrente i, indicada no diagrama € igual a 62.

JUV)
30
10
0|2 i) i(A)

Quais afirmacbes sdo corretas? Qual a influéncia das taxas num resistor

6hmico?

Exemplo 15. (Dante, 1999, p.1997)

n

[1+}jl,(1+lj2 ,(1+EJ3 ,...,(l+i)m,...,(1+ij100,...,(1+1jn
1 2 3 10 100 n
v v ¥ v

\
2,000 2,250 2,370 2,594 2,705

Vamos considerar a expressao (1+£) com n e{1,2,34,..}

e « 1Y
Quando n aumenta indefinidamente, a expresséo (1+—j tende ao
n

namero

Irracional e=2 ,7182818284...

Uma funcdo exponenical muito importante em matematica € aquele cuja
base é e:

f(x)= e*
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Exemplo 16. (CONNALLY, Eric et.al, 2009, p. 117)

Qualquer base positiva b pode ser escrita como uma poténcia de e:
b=e*

Se b>1, entdo k é positivo; se 0<b<1l, entdo k é negativo. A funcdo Q=ab'
pode ser reescrita em termos de e:

Q= ab' =a(e")'=ae".

A constante K € denominada taxa de crescimento continuo. Em geral:

Para a funcéo exponencial Q= ab', a taxa de crescimento continuo, k, é obtida
resolvendo e*=b.

Logo

Q= ae“,

Se a for positivo,

o Se k>0, entdo Q é crescente.

o Se k<0, entdo Q é decrescente.
Exemplo 17. (CONNALLY, Eric et.al., 2009, p.120)

Uma substancia radioativa decai a uma taxa continua de 14% ao ano, e 50
mg desta substancia esta presente no ano 2000.

a) Escreva uma férmula para a quantidade presente, A (em mg), t anos apés
2000.

b) Que quantidade desta substancia estara presente no ano 2010?

c¢) Estime quando a quantidade cai abaixo de 5 mg.
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ANEXO B - DEFINICAO

(Dante, 1999, p.289)

Derivada da Func¢éo poténcia com expoente natural:
f(x)=x", neN.
Consideramos a funcéo f:R —R definida por f(x)= x", neN. A derivada de f é

dada por:

P(x)= |![T01 f(x+hr)]_f(X):|im (x+h)"—x"

h—0 h

Usando o desenvolvimento do binbmio de Newton, temos:

ocrh)=[ " x| et T ez s T x| e =
0 1 2 n-1 n

=x"+nhx"1+ (2)h2x"2 ot (: 1Jh”lx +h"

Logo:

[x" +nhx"‘1+(n]h2x“‘2 +...+(n jh”‘lx+h”]—xn
) ; 2 n-1
0= lim - -

h—0

=|im [nx"™* J{gjhxn‘z +...+(: 1Jh”‘2x+ h"*]=nx""

h—0
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ANEXO C - TESTES INICIAIS E FINAIS

Exemplo 1

FUNDACAO ESCOLA TECNICA LIBERATO SALZANO VIEIRA DA CUNHA

NOME:
TURMA:

DATA:
PROFESSOR:

TESTE INICIAL (Taxa de Variacdo Constante)

(Adaptado. Dante, 1999, p.53)

1. Uma maquina fabrica 2m de corda por minuto. A tabela descreve a producéo

dessa maquina em funcéo do tempo.

Tempo (min)

Producéo(m)

2

4

6

8

G WIN|F

10

a) Determine a taxa de variacao da Producdo em fungéo do tempo.

b) Qual a influéncia dessa taxa na variavel dependente?

c) Qual informacdo podemos obter a partir da analise das unidades dessa

constante?

(Adaptado. Yamamoto e Fuke, 2013, p.117)

2. A curva caracteristica de um resistor 6hmico esta representada no diagrama.

Determine:
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a) A resisténcia elétrica do resistor;

b) Essa resisténcia é a taxa de variagdo constante? Justifique.

c)

b)

Qual informacao obtemos analisando a unidade dessa constante?

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.27)

Temos US$24 para gastar em refrigerantes e batatas fritas para uma festa.
Uma embalagem com seis garrafas de refrigerante custa US$3 e um saco de
batatas fritas custa US$2. O numero de embalagens de seis garrafas que
podemos comprar,y, € uma funcdo do namero, x, de sacos de batatas fritas
gue decidimos comprar.

Determine uma equacao relacionando x e y.

Desenhe o grafico da equacao. Interprete as interseccdes e a inclinacdo, no
contexto da festa.
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o FUNDAGAO ESCOLA TECNICA LIBERATO SALZANO VIEIRA DA CUNHA

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.20)

NOME:
TURMA:

DATA:
PROFESSOR:

TESTE FINAL (Taxa de Variagao Constante)

1. A antiga Republica da lugoslavia exportou para os EUA, entre 1985 e 1989,

carros denominados Yugos. O carro é agora item de colecionador. A tabela 1

mostra a quantidade de Yugos vendidos, Q, e 0 preco, p, para cada ano

desde 1985 até 1988.

a) Usando a Tabela 1, explique por que Q poderia ser uma funcéo linear de p.

b) O que a taxa de variacdo desta fungéo indica a respeito dos yugos?

Tabela 1 Preco e vendas de Yugos nos EUA.

Ano Preco em US$, p NUimero
vendido, Q
1985 3990 49.000
1986 4110 43.000
1987 4200 38.500
1988 4330 32.000

(Bonjorno, Roberto José et al , 2013, p.95)

2. A partir de um experimento, um grupo de alunos registrou os valores da

corrente (i) para as correspondentes ddp (V) nos terminais de uma lampada,

obtendo a tabela:

Corrente (i) e Medida Medida Medida Medida
Diferenca de 1 2 3 4
Potencial (V)
i(A) 1,0 2,0 3,0 4,0
V(V) 10 20 30 40
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Construa o gréfico Vxi num sistema cartesiano.

O resistor da lampada é 6hmico? Explique.

( Organizadora Edi¢des Sim, 2013, p.60)

Um resistor apresenta esta curva caracteristica.

>
>

i (A

B dlamadn oy e s I

Calcule sua resisténcia elétrica para U=60 V.
Identifique se ele € ou ndo um resistor 6hmico e justifique sua resposta.
Calcule a intensidade da corrente elétrica que circularda por ele quando

submetido a uma ddp de 120 V.
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Exemplo 3

FUNDACAO ESCOLA TECNICA LIBERATO SALZANO VIEIRA DA CUNHA

NOME: DATA:
TURMA: PROFESSOR:

TESTE INICIAL (Taxa de Variacdo Média e Instantanea)

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.84)
1. Determine a concavidade do grafico de f(x)=4-x2 entre x=-1 e x=5, calculando

as taxas médias de variagdo em intervalos de comprimento 2.

(Bonjorno, Roberto José et al, 2013, p.127)

2. (UFJF-MG) Uma bateria de automovel tem uma forca eletromotriz £ =12V e
resisténcia interna r desconhecida. Essa bateria é necessaria para garantir o
funcionamento de véarios componentes elétricos embarcados no automovel.
Na figura a seguir, € mostrado o grafico da poténcia util P em funcdo da

corrente i para essa bateria, quando ligada a um circuito elétrico externo.

P (W) A

8360 +——————————==

1
|
|
1

I

1

i

75[ GIO 120 i (A)

a) Determine a corrente de curto-circuito da bateria e a corrente na condi¢ao
de poténcia util maxima. Justifique a sua resposta

b) Calcule a resisténcia interna r da bateria.
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c) Calcule a resisténcia R do circuito externo nas condigbes de poténcia
maxima.

d) Determine a taxa de variacdo média de da corrente entre 0 e 60 e entre 60
e 120, indicando as unidades. Faca uma interpretacdo das unidades

envolvidas.

(Ferruzi e Francisco, 2010, p.15)

) L ~ 2
. Um movel se desloca numa trajetéria de equacdo S=5t" | S em metros et
em segundos, determine a velocidade e a aceleracdo instantdnea do

movel para t=3s.
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Exemplo 4.

FUNDACAO ESCOLA TECNICA LIBERATO SALZANO VIEIRA DA CUNHA

NOME: DATA:
TURMA: PROFESSOR:

TESTE FINAL (Taxa de Variacdo Média e Instantanea)

(HUGHES-HALLET, Deborah et al., p.82)
1. A tabela a seguir fornece o percentual da populacdo dos Estados Unidos

morando em areas urbanas em fungéo do ano.

Ano 1800 1830 1860 1890 1920
Percentual 6,0 9,0 19,8 35,1 51,2
Ano 1950 1980 1990 2000
Percentual 64,0 73,7 75,2 79,0

a) Determine a taxa de variacdo média do percentual da populacdo que mora
em areas urbanas entre 1890 e 1990.

b) Estime a taxa percentual de crescimento no ano 1990.

c) Estime a taxa de variacdo desta funcdo em 1830 e explique o que isso

significa.

(Ferruzi e Francisco, 2010, p.15)
2. A voltagem de um certo circuito elétrico € de 100 volts. Se a corrente ( em
100
amperes) € | e a resisténcia (em ohms) € r, entéo, pela lei de Ohms, R .seR
esta aumentando, ache a taxa instantanea de variacéo de | em relagdo a R em:
a) qualquer resisténcia R.

b Juma resisténcia de 20 ohms.
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(Adaptado. Dante, 1999, p.288)
3.Seja V()= t2-4t+4, a velocidade de um objeto em metros por segundo.
a) Qual a velocidade inicial do objeto?
b) Quando é que o objeto esta em repouso?
¢) Identifique a concavidade do gréfico da velocidade.
d) Encontre a aceleracao no instante t=2s.
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Exemplo 5
FUNDACAO ESCOLA TECNICA LIBERATO SALZANO VIEIRA DA CUNHA
NOME: DATA:
TURMA: PROFESSOR:
TESTE INICIAL
(Taxa de Variacdo Percentual Constante, Taxa de Variacdo Continua e

Comparacéo entre taxas)

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.108)

1. A tabela 1 informa o numero aproximado de assinantes, A, de telefones

celulares, no mundo inteiro.

Ano 1995 1996 1997 1998 1999 2000
Assinantes
(milhdes) 91 138 210 320 485 738
a) Expligue como é possivel saber que uma fungdo exponencial se ajusta aos
dados. Determine uma foérmula para A em termos de numero de anos, t, apés
1995
b) Interprete a taxa de crescimento em termos do numero de assinantes de
telefone celulares.
c) Em 2004, havia 1.340 milhdes de assinantes. Isto se ajusta ao padrao.
(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.107)
2. As tabelas do problema 2 contém valores de uma funcdo exponencial ou de
uma funcgéo linear. Em cada problema:
a) Decida se a funcéo € linear ou exponencial
b) Determine uma férmula possivel para cada funcao e desenhe o seu gréfico.
X f(x)
0 12,5
1 13,75
2 15,125
3 16,638
4 18,301
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NwlNk|lo|x
oo~ N o=

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.119)
3. Quanto tempo levara para que um investimento t duplique seu valor, se ele

cresce de acordo com a férmula V=537 e%"* ? Suponha t em anos.
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Exemplo 6.

FUNDACAO ESCOLA TECNICA LIBERATO SALZANO VIEIRA DA
CUNHA

NOME: DATA:
TURMA:
PROFESSOR:
TESTE FINAL
(Taxa de Variacdo Percentual Constante, Taxa de Variacdo Continua e

Comparacéo entre taxas)

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.101)

1) Vocé deve US$ 2.000 ao cartdo de crédito. O cartdo cobra 1,5% de juros ao
més sobre o saldo devedor e exige um pagamento minimo mensal de 2,5 %
deste saldo devedor. Todas as transagbes ( pagamento e juros) sao
debitadas no final do més. Vocé paga apenas o minimo e ndo sofre nenhum

débito adicional.

a) Complete a tabela 1 para um periodo de 12 meses.
b) Qual o seu saldo devedor ap6s um ano? Naquela ocasido, quanto do seu

débito vocé saldou? Quanto vocé pagou de juros aos seus credores?

Més Saldo (US$) Juros (US$) Pagamento
Minimo (US$)
0 2.000 30,00 50,00
1 1.980 29,70 49,50
2 1.960,20

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.107)
2. As tabelas do problema 2 contém valores de uma funcéo exponencial ou de
uma fungéo linear. Em cada problema:

a) Decida se a funcéo € linear ou exponencial



145

b) Determine uma férmula possivel para cada funcao e desenhe o seu gréfico.

fx)

14

12,6

11,34

10,206

ANwN|k|lo|x

9,185

fx)

18

14

10

6

ANwlNk|lo|x

2

(CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.120)
3) Uma substancia radioativa decai a uma taxa continua de 14% ao ano, e
50 mg desta substancia esta presente no ano 2000.
a) Escreva uma formula para a quantidade presente, A (em mg), t anos
apos 2000.
b) Que quantidade desta substéancia estara presente no ano 2010.

c) Estime quando a quantidade cai abaixo de 5mg.
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ANEXO D - SEQUENCIA DIDATICA

1.TAXA DE VARIACAO CONSTANTE NA FUNCAO AFIM.

Aplicar os problemas introdutérios do assunto explicando a importancia de o
aluno conhecer, calcular e aplicar a taxa de Variagao Constante.

Enfatizar ao aluno o fato de esta taxa de variacdo ser sempre constante para

P, — P, k ps_pz k p3_p1

quaisquer intervalos tomados. -t , como ;-1 e L
(onde k € uma constante). Ou seja, que indiferente dos valores serem subseqlentes

ou ndo, a taxa de variacdo se mantera constante.

Problemas de Introducao sobre Taxa de Variacdo Constante.
Com esses problemas o Professor podera reforcar a definicdo de taxa
de variacdo constante, bem como aplicar as definicdes das mesmas para diferentes

intervalos.
Exemplo 1.

1. Em 2006, a populacdo de uma cidade era de 18.310 pessoas e seu
crescimento era de 58 pessoas por ano. Determine:

a) Uma tabela que forneca a populacdo da cidade a cada ano, durante um
periodo de 10 anos a contar de 2006. Esboce o grafico dessa Populacéo.

b) Qual é a taxa média de variacdo da Populacdo em qualquer intervalo de
tempo?

c) Determine uma férmula para P (populagdo) como uma funcao de t (tempo).
Exemplo 2.

Um carrinho foi langcado de baixo para cima num plano inclinado. A tabela

fornece as velocidades do carrinho em varios instantes.

v(m/s) 10 7,5 5 2,5 0 25 5

(s) 0 1 2 3 4 5 6
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a) Faca um diagrama da velocidade em fung¢ao do tempo.
b) Escreva a equacao horaria da velocidade.
c) Qual é o valor da taxa de variacao constante? O que podemos concluir acerca

das suas unidades?

Lista de Exercicios sobre Taxa de Variacdo Constante em Funcao Afim.
Atividade 1

A populacéo de uma cidade de 30.000 habitantes cresce a uma taxa de 2.000
pessoas a cada ano. Como a populacao, P, esta crescendo a uma taxa constante de
2.000 pessoas por ano, P é uma funcéo linear do tempo, t, em anos.

a) Qual a taxa média de variacdo de P em qualquer intervalo de tempo?

b) Faca uma tabela que forneca a populacdo da cidade a cada cinco anos,

durante um periodo de 20 anos. Esboce o gréfico da populagéo.

c) Determine uma férmula para P como uma funcéo de t.

Com esse problema o professor podera apresentar a taxa de variagcado constante,
enfatizando junto aos alunos que essa constante pode trazer informacdes sobre o
comportamento da variavel dependente, como por exemplo: o comportamento da
diferenca de Potencial em funcéo da corrente, o comportamento da velocidade em

fungéo do tempo.

Atividade 2

Uma laranja é lancada para o ar. Sua velocidade, v, € uma funcéo de t, o tempo
a partir do seu lancamento. Uma velocidade positiva indica que a laranja esta
subindo e uma velocidade negativa indica que ela est4 descendo. Verifique se os
dados na Tabela 1 correspondem a uma funcao linear. Determine uma férmula para
v em termos de t. Assumindo que V e funcao Linear de t.
Tabela 1. Velocidade de uma laranja, t segundos apos ter sido langada

ao ar
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t, tempo (s) 1 3 4
v, velocidade
12 -4 -12
(m/s)

O que nos indica a taxa de variagao constante nesse problema? O que podemos

afirmar com relacdo ao comportamento das unidades?

Nessa atividade o professor pode desenvolver junto aos alunos questdes

relativas a verificacdo de qual € o valor da taxa de variagdo constante, se esse valor

€ positivo, ou negativo. Caso fosse negativo qual seria o seu efeito na variavel

dependente da fungdo, assim como qual seria o seu efeito no grafico.

Atividade 3

A figura 1 mostra o consumo de oxigénio como uma funcao da freqiéncia dos

batimentos cardiacos para duas pessoas.

a) Supondo linearidade, determine formulas para estas duas funcgdes.

b) Interprete a inclinacdo de cada grafico, em termos do consumo de oxigénio.

Y, consumo

de oxigénio

(100:1)

(100:0.8)

(160:1,6)

(160:0)

]

X, frequéncia
cardiaca
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Através desse problema pode-se trabalhar a taxa de variagdo com o uso do
grafico, assim como interpretar as respostas evidenciando a relacdo com o
problema. Além disso, é possivel fazer uma analise dimensional (analise das
unidades) do problema, afim de que o aluno perceba que a unidade da constante
obtida estava em consonancia com os dados envolvidos no problema; assim o
aluno sera capaz de apropriar-se desses dados para obter uma melhor

compreensao sobre o problema.

Atividade 4

Este grafico representa a diferenca de potencial numa bateria em funcao da
corrente que a atravessa. Determine sua forca eletromotriz e sua resisténcia

interna.

Uiv)

i(A)

A taxa de variacdo nesse exercicio nos indica o qué, em relacéo a diferenca de
Potencial? Que informacdo podemos tirar ao analisarmos as unidades obtidas na
constante, que referéncia tais unidades nos explicam sobre os dados do problema?

Essa atividade apresentava uma contextualizacdo do exercicio que pode ser
utilizado pelos alunos tanto em matematica, como em Fisica. Assim, o aluno podera

visualizar uma situacao pratica do uso das taxas de variagcdo constante.
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Atividade 5

Usando sistema de Juros simples, uma pessoa aplicou R$ 2000,00, a taxa de 3%
ao més, durante 4 meses. No final do periodo fez uma retirada de R$ 1000,00 e
aplicou o restante a 2,5% ao més, durante 3 meses. Qual € o montante ao final de 7
meses?

Quais informacdes podem tirar da taxa de variagdo constante em ambos o0s
casos?

O objetivo deste exercicio é o de construir uma relacdio com o Montante
envolvendo duas taxas de variagdo. A partir disso sera possivel verificar o efeito que
cada uma produz no Capital inicial, bem como estudar a evolucdo do
comportamento desse capital ao longo do tempo. Além disso, sera possivel
estabelecer um gquadro comparativo entre ambas as taxas envolvidas no problema
(3%a.m. e 2.5% a.m.), de modo que, o aluno possa buscar explicacbes para o
comportamento de ambos os Juros em fungcao das taxas de variagdo constantes.

Atividade 6

Um resistor apresenta esta curva caracteristica.

Ufv)

H
&)

a) Calcule a sua resisténcia elétrica para U= 60 V.

b) Identifique se ele € ou ndo um resistor 6hmico e Justifique sua resposta.
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c) Calcule a intensidade da corrente elétrica que circulara por ele quando
submetido a uma d.d.p. de 120 V.
Durante a aplicagdo dos exercicios evidenciou-se a importancia das
aplicacdes contextuais. Assim, o professor podia aproximar os problemas de
matematica que envolviam taxa de variacdo constante, das atividades aplicadas em

outros campos do conhecimento

2 TAXA DE VARIACAO MEDIA

No estudo da fungcdo quadratica sera explorada a taxa de variacdo média,
bem como um estudo acerca do comportamento da mesma. Para tal estudo o
professor podera trabalhar atividades que possam ilustrar com exemplos
contextualizados tais situagdes.

Cabe aqui o professor utilizar a definicdo de taxa Média de Variacdo

%(m L

Figura 1: Definicdo da Taxa

A declividade da reta é a taxa Média tg «
Se tivermos y=f(x), calculamos a taxa média de variacao de y (variacdo média
de y por unidade de x) ,quando x (no intervalo de [X1, X2]) tem um incremento de x;

para X, atraves de:
Ay _ F(x)— (%)
AX X, — %
e Cabe ao professor ressaltar com o aluno que na taxa de Variacao
Constante da Fungdo Afim o valor € sempre constante, enquanto que na

taxa média esse valor podera variar.
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Problemas de Introducédo do Conteudo.

Apoés a definicdo, o professor podera utilizar os problemas de introducéo do
conteudo para reforcar as diferencas e similaridades entre as taxas de variacao
constante e a taxa de variagdo média, bem como construir ambas as definicdes.

Exemplo 1.

f: R—>R é a funcéo definida por f(xX)=x2.

A partir desses dados, construir:
a) Uma tabela com variacdo de uma unidade no intervalo de [-2,3]
b) Determine a taxa de variacdo média saindo de x=-2 e chegando em x=3
c) Que conclusbes podemos tirar sobre a taxa de variacdo média.

d) Construa o grafico dessa funcéo com a taxa de variacdo média do item b.

Exemplo 2.

Um automovel ao sair de Porto Alegre passa pela placa indicando Km 20
exatamente as 14 horas percorre 30 km e chega ao municipio de Sdo Leopoldo as
15 horas. Mantém seu trajeto percorrendo mais 90 km até o seu destino final o
municipio de Canela chegando la as 16 horas. Qual foi a velocidade média do
automovel. Construa uma tabela para melhor visualizar os dados. Quais conclusdes

podemos tirar sobre a taxa de variagdo média

Exemplo 3.

Um corpo € solto com velocidade inicial nula e com a aceleracdo valendo

10m/s?, conforme ilustra a figura.

A h(m)
20
15

0 1 PR
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A partir da observacéao:

a) Calcule a velocidade média de descida?

b) Construa uma tabela que evidéncia o comportamento da taxa de variacédo
média em tal problema.

c) A partir da taxa de variagdo média apresente conclusdes sobre o

comportamento das unidades envolvidas no problema.

Lista de problemas para o aluno.

Atividade 1

Se f(x)=x2.Determine a taxa média de variacdo de f sobre intervalos de
comprimento 2, entre x=-4 e x=4. O que estas taxas querem dizer, a respeito da
concavidade do grafico de f(x)?

Através dessa atividade gostariamos que os alunos verificassem o valor da
taxa média de variacdo. Assim como fossem capazes de interpretar a relacédo
entre a taxa média de variacdo e a concavidade da parabola.

Atividade 2

Um mergulhador salta de um trampolim a 10 metros de altura. Para h em
metros e t em segundos apés a largada do trampolim, sua altura acima da agua
estd ilustrada na figura 2 e é dada por

h=f(t)= -4,9t2+8t +10.
a) Determine e interprete o dominio e a imagem da funcao e as intersecfes do
gréfico.

b) Identifique a concavidade.
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h (metros)
15

sl o

o

L L ¢ (segundos)

Altura de um mergulhador como uma fungao do tempo

Sobre os intervalos de comprimento 1, entre t=0 e t=2, 0 que as taxas de
variagdo querem dizer? Que informacdes obtemos analisando as unidades
envolvidas nessas taxas?

Com esse problema podemos estabelecer uma relacdo com o problema anterior,
pois, desta forma, verificamos a taxa média de variagdo e a sua relacdo com a
concavidade da parabola. Além disso, podemos realizar uma analise dimensional do

problema
Atividade. 3

O percentual de escolas que possuiam leitores de videoteca interativos, entre
1992 e 1996, é apresentado na tabela 2. Se x € dado em anos desde 1992, mostre
gque estes dados podem ser aproximados pela funcdo quadratica p(x)= -
0,8x2+8,8x+7,2. O que este modelo prevé para o ano de 2004? Quéao apropriado é

este modelo para fazer previsdes futuras?

Tabela 2

Ano 1992 1993 1994 1995 1996

Percentagem 8 14 21 29,1 29,3
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Essa taxa de variagdo néo € constante se ela fosse deveria ser qual fungdo?
Atividade aplicada de funcéo quadratica envolvendo tabelas. O que se pretende
com tal problema é verificar o comportamento das taxas médias com o uso de

tabelas.

Atividade 4.

Um jogador de beisebol “rebate” uma bola verticalmente para cima. A altura da
bola acima do solo é dada pela funcdo y=f(t)= -16t2+64t+3, onde t € o tempo em
segundos, apdés a bola ser rebatida, e y esta em metros. Assim, pergunta-se:

a) Qual sera altura maxima da bola?

b) A concavidade da parabola é para cima ou para baixo?

c) Calcule a taxa média de variacdo ente t=3s t=5s, em intervalos de tempo de

0,5em 0,5s..

d) Construa o grafico dessa funcéo.

Exercicio de fungcdo quadrética aplicado ao estudo de altura em funcdo do

tempo. Demonstrar aos alunos um exercicio com taxa média de variacao negativa.

Atividade 5.
A poténcia elétrica lancada por um gerador é expressa por: P=12.i-2.i2
unidades de medida do S.I. Calcule:
a) a poténcia maxima que o gerador elétrico pode disponibilizar;
b) aintensidade da corrente de curto-circuito do gerador;
c) a intensidade da corrente no gerador quando estiver produzindo 10 W de
poténcia.
d) usando um intervalo de comprimento de 1 unidade analise o intervalo de i=0
até i=6, que informac6es podemos obter da taxa de variagdo meédia.
O exercicio enfatiza uma situacao problema de aplicabilidade em Fisica. Trata-
se de uma aproximacao do aprendizado de sala de aula com a préatica do curso de

técnico em eletrénica.
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3.TAXA DE VARIACAO INSTANTANEA EM FUNCOES QUADRATICAS

Ao contrario da taxa média de variacdo que buscava valores meédios em
intervalos como no exemplo nimero 1 da atividade anterior, a taxa de variacao
instantdnea busca valores em um determinado instante. Nesse caso, seria possivel
verificar, por exemplo: a velocidade de um mével no instante 3s, ou a populacao de
uma determinada espécie em um tempo t qualquer. Para essa atividade o professor
pode introduzir o conteldo conversando com os alunos sobre das retas secantes e
tangentes, bem como a importancia das mesmas em taxas de variacdo média e
instantanea.

Através do tracado das tangentes a f(t), pode-se alcancar o conceito de derivada
instantanea. Além disso, usamos as informacdes da taxa média de variacdo para
encontrarmos uma representagao para taxa de variagdo instantanea.

A fim de tornar a atividade mais facil para o aprendizado dos alunos sugerimos
gue o professor apresente aos alunos a derivada da funcéo poténcia, uma vez que

essa ferramenta sera bastante utilizada pelos alunos.
Problemas de introducéo do contetdo.

Aqui nesses problemas, o professor podera trabalhar a derivada da

funcdo Poténcia, que servira bastante para os alunos solucionarem os problemas.
Exemplo 1. (Dante,1999,p.279)
Qual é a derivada da funcao f(X)=x3 no ponto xo= 2?
Exemplo 2. (Dante,1999,p.281)
Se f(x)=x°, entao f'(x)=6x>
Exemplo 3. (Dante, 1999,p.290)

Se f(x)=x2, entao f'(x)=2x
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Exemplo 4. (Dante, 1999, p.281)

Um ponto material se move sobre uma trajetéria qualquer segundo a
equacao horaria S(t)=t2-2t+5, em que S € dado em metros (m) e t é dado em

segundos (s). Determine a velocidade do ponto material no instante tp=2s.

Exemplo 5. (Dante, 1999, p.284)

Determine a equacao da reta tangente ao grafico da funcao:
b) f(x)=x2 no ponto xp=1; b) f(X)=x3 no ponto xp=2.

Lista para os alunos

Atividade 1

Obtenha a taxa de variacdo de f(X)=4x2 no ponto x=3. Como vocé interpreta o
valor obtido?

Com esse problema sera trabalhada a taxa de variacéo instantanea, bem como
faremos a sua relacdo com a reta tangente, e estabeleceremos uma analise

dimensional do problema.

Atividade 2

Um ponto material se move com movimento uniformemente variado. A funcao
horéria do espaco é S=10+t+1,2t2. Encontre a taxa de variacdo instantanea no t=4s
e t=6s. Com vocé interpreta os valores obtidos?

Nesse caso, 0 aluno podera estabelecer uma relacdo da taxa de variacédo
instantanea com a velocidade, e posteriormente da velocidade com aceleracao.

Atividade 3

A quantidade de agua em um tanque t minutos apds ele comecar a ser
esvaziado € dado por W=100(t-15)2 litros.
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a) Com que taxa a 4gua esté fluindo no final de 5 minutos?

b) Qual é a taxa média segundo a qual a 4gua flui durante os 5 primeiros

minutos?

Trabalhamos nesse topico a taxa instantanea e média. Além disso, pode ser
feito um estudo sobre as informacgdes da variavel dependente da funcdo com relacéo
a cada taxa de variacgao.

Atividade 4.

A resisténcia elétrica R de certo fio € dada por R=k/r2, onde k € uma constante e r

o raio do fio. Supondo que o raio tenha um erro possivel de £5% use diferencial
para estimar o erro percentual em R(supondo k exato).

Problema de aplicacdo de taxa de variacdo instantanea envolvendo situacao
contextual. Assim, o aluno visualizaria uma aplicacdo da taxa de variacao

instantanea.

4TAXA DE VARIACAO PERCENTUAL CONSTANTE EM FUNCAO
EXPONENCIAL.

Para a compreensao dessa taxa serdo apresentados problemas que envolvem
tabelas, gréaficos e formulas. Além disso, serdo trabalhadas atividades que envolvam
exercicios contextualizados.

Os problemas foram desenvolvidos de tal forma que os alunos pudessem
aprender a identificar uma taxa percentual constante, assim como efetuar uma
analise dimensional do problema, e a partir de tal analise obter informacgdes sobre a
constante obtida e sua influéncia na variavel dependente.

Cabe ao professor introduzir a definicdo de taxa de Variacdo Percentual
constante e sua relagdo com a Funcgao exponencial, que pode assim ser definida:

e A razao entre os valores consecutivos da variavel dependente sdo sempre
constantes.
Uma funcdo Exponencial Q=f(t), tem a férmula f(t)=a.b', onde a é o valor inicial
Q (t=0) e a base b € o fator de crescimento.
b> 1, indica crescimento exponencial.

0<b<1, indica decaimento exponencial.
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b=1+r,
r € a representacao decimal da taxa percentual de variacao.

a e b va Ae MO M moades ~11(\,L(\ v elaon da ‘%H,\q(f(_
eYLPvfh emacl . l
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Figura 2: Graficos da Funcéao Exponencial

Problemas de Introducéo do contetdo

Com esses problemas o professor podera apresentar aos alunos a taxa de
variacdo percentual constante, assim como trabalhar com eles diferentes situacdes

de aplicacao desta taxa.

Exemplo 1. (Dante, 1999, p.284)

Determine a equac¢do da reta tangente ao grafico da funcao:

c) f(x)=x2no ponto xp=1; b) f(X)=x3 no ponto xp=2.

Exemplo 2. (Adaptado. CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.101)

O valor, V, de um investimento de R$ 100.000 que recebe 3% de Juros
anualmente é dado por V=f(t), sendo que t esta em anos. De quanto sera o lucro do
investimento em 3 anos? O que podemos observar sobre a taxa de variagcéo

percentual constante?
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Exemplo 3. (CONNALLY, Eric et.al, 2009, p.101)

Uma xicara de café contém cerca de 100mg de cafeina; a cada hora,
aproximadamente 16% da quantidade de cafeina no corpo € metabolizada e
eliminada.

a) Escreva C, a quantidade de cafeina presente no corpo, em mg, como uma

funcdo do numero, t, de horas desde que o café foi consumido.

b) Qual a quantidade de cafeina presente no corpo apds 5 horas?

Lista para os alunos.

Atividade 1

Apoés graduar-se na faculdade, vocé ira, provavelmente, procurar um trabalho.
Suponha que vocé receba uma oferta de trabalho com um salario Inicial de R$
40.000 por ano Para reforcar a oferta, a empresa promete aumentos anuais de 6%
durante pelos menos 0s primeiros cinco anos.

a) Monte uma tabela dos cinco primeiros anos to= 0 até t,= 4. Analise as
informacdes, verifigue se é possivel encontrar alguma taxa constante? Que
taxa é essa?

b) Monte um grafico a partir da tabela. Faca uma andlise dimensional do
problema.

c) Que informacdo podemos obter coma taxa percentual constante.

Esse problema traz a nocdo de taxa percentual constante, bem como mostra a

diferenca da mesma em relacdo a taxa de variacdo constante. Além disso, o aluno
pode montar o Gréfico e sera capaz de perceber que ndo teriamos uma reta, mas

sim uma curva.

Atividade 2

A partir de 2000, a populacdo do México cresceu a uma taxa percentual

constante de 2 % ao ano. (Em 2000, a populacdo do México era de 100 milhdes)
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a) Monte um tabela para os 5 primeiros anos de t,=0 até t,=4 e a partir dela
determine a taxa percentual constante.

b) Encontre uma formula para essa questédo e faca uma analise dimensional do
problema.

¢) Qual sera a populagcédo do México em 2020?
Nessa tarefa trabalhamos a questdo da composicdo de uma férmula geral

para a familia das fun¢des exponenciais.

Atividade 3

Em 2005, o nimero de pessoas infectadas por um certo virus era Po. Em virtude
de uma nova vacina, o numero de pessoas infectadas decresceu 20 % a cada ano,
desde 2005. Em outras palavras, a cada ano foram infectadas apenas 80% do
namero de pessoas no ano anterior. Determine a formula para P=f(n), o nimero de
pessoas infectadas em “n” anos apds 2005. Desenhe o grafico de f(n). Faca uma
analise dimensional do problema, interpretando as informacdes contidas nas taxas
de variacao

Nesse caso temos um exercicio sobre taxa de decrescimento percentual
constante, bem como podemos observar um grafico com taxa percentual de
decaimento. Com isso, buscamos evidenciar a influéncia da taxa percentual

constante na variavel dependente, quando ocorre uma fungéo decrescente.

Atividade 4

O capacitor é o componente de um circuito elétrico que pode armazenar carga
elétrica. A quantidade de carga armazenada decai exponencialmente com o tempo.
Se o circuito permitir Amplificadores estereofonicos constituem um exemplo familiar:
Quando um amplificador € desligado, as luzes do painel enfraquecem lentamente
porque leva algum tempo para os capacitores descarregarem. Se t € o0 numero de
segundos apods o circuito ter sido desligado, suponha que a quantidade de carga
armazenada (em microcoulombs) seja dada por:

Q=200(0,9)", t>0,
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a) Descreva em palavras como a carga armazenada varia com o tempo.
b) Que quantidade de carga permanece apds 10 segundos? 20 segundos? 30
segundos? 1 minuto? 2 minutos? 3 minutos?
c) Desenhe o gréfico da carga durante o primeiro minuto. O que a assintota
indica a respeito da carga?
Exercicio de aplicacédo envolvendo um problema com capacitores. Nesse caso, 0
aluno podera demonstrar, verificar e compreender o uso da taxa percentual

constante numa situacao real.
Atividade 5.

A figura 1 apresenta a voltagem, V(t), de um elemento de um circuito elétrico, no

instante de tempo t segundos. Para t<0, a voltagem € constante, de 80 volts; para

t=0 a voltagem decai exponencialmente.
a) Determine uma férmula por partes para V(t).
b) Para que valor de t ir4 a voltagem alcancar o valor 0,1?
c) Qual a taxa percentual constante obtida? Faca uma analise das unidades

envolvidas, bem como interprete as informacdes contidas na mesma.

o (0 80)

Contextualizacdo de uma situacdo pratica envolvendo taxa de variacdo
percentual constante em funcdes Exponenciais e que envolviam atividades que

serdo utilizadas também na disciplina de fisica.
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Atividade 6.

O isoOtopo gélio-67 radioativo decai para Galiol,48% a cada hora;(ndo
radioativo) considere que se tem, inicialmente, 100 miligramas da substancia
numa substancia.

a) Determine uma férmula para a quantidade de is6topo gélio-67 remanescente
na amostra apoés t horas.
b) Quantos miligramas permanecem apos 24 horas? E apds 1 semana?

Nesse problema temos mais um exercicio de contextualizacdo que envolve

substancias quimicas. Além disso, o formato desse exercicio se aplica a diversas

situagdes como decaimento radioativo, de medicamentos, entre outros.

5.COMPARANDO FUNCOES EXPONENCIAIS E FUNCOES LINEARES

Neste topico o professor podera trabalhar com os alunos a questdao da
comparacao entre taxas percentual constante e taxa de variacdo constante, bem
como procuravamos encontrar e modelar féormulas para ambas as funcdes.

Cabe ao professor, se achar necessario, retomar as caracteristicas de
Taxa de variacdo constante na Funcdo Afim e da Taxa de variacdo percentual

constante na Funcédo Exponencial.

Problemas de Introducéo do conteudo.

Nesse caso, o professor podera reforcar com os alunos as definicdes de taxa
de variacdo constante e da taxa de variacdo percentual constante, bem como

evidenciar com os alunos as principais caracteristicas de cada uma.

Exemplo 1. (Adpatado. Connaly, Hughes-Hallett, Gleason, et al, 2009, p.108)

As tabelas abaixo contém valores de uma funcéo exponencial ou de uma funcao
linear. Em cada problema:
a) Decida se a funcéo é linear ou exponencial.

b) Determine uma formula possivel para cada funcéo e desenhe o grafico.
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15

31

p(r)

13

19

31

55

103

12

18

24

a(x)

100

110

121

146,41

177,16

Exemplo 2. (Adaptado. Dante, 1999, p.303)

Em qual situacdo a aplicacdo de R$ 4.000,00 terd maior rendimento e de

guanto a mais:

a) Construa uma tabela identificando ambos os Juros.

b) Construa um grafico com ambos os Juros

c) Determine uma férmula para cada um dos Juros.

d) O que podemos identificar através das taxas envolvidas na atividade?

Exemplo 3. (CONNALLY, Eric et.al., 2009, p.109)

durante os primeiros 7 anos.

No sistema de Juros Simples, a taxa de 3% ao més, durante 2 meses?

No sistema de juros Compostos, a taxa de 2% ao més, durante 3 meses?

Um automovel Lexus, ano 2006, custa US$ 61.055 e deprecia 46%

a) Suponho que a depreciacéo seja exponencial. Determine uma formula para o

valor do carro em um instante t.

b) Suponha, em vez disso, que a depreciacdo seja linear. Determine uma

férmula para o valor do carro em um instante t.
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Exemplo 4. (Adaptado. Biscuola, Boas, Doca, 2013, p.116)

No grafico a seguir esta representada a curva caracteristica de um resistor
mantido em temperatura constante.
Analise as seguintes afirmacoes:
I. O resistor em questao é dhmico.
II. A resisténcia elétrica € igual a 5Q e isso significa que s&o
necessarios 5 volts para produzir nele 1 ampeére de corrente.
lll. A intensidade de corrente i, indicada no diagrama € igual a 62.
\U(V)
30

10

v

0| 2 i i(A)

Quais afirmacbes sdo corretas? Qual a influéncia das taxas num resistor

6hmico?

Lista de Exercicios dos alunos.

Atividade 1

A tabela 3 fornece valores de uma funcédo linear e de uma funcgéo

exponencial.
X 29 25 30 35 40 45
f(x) 30 45 60 75 90 105
a(x) 1.000 1.200 1.440 1.728 2.073,6 | 2.488,32

a) Determine as taxas de variacao e percentual.

b) Determine uma férmula pra f(x) e g(x). Construa um grafico com ambas as
funcdes

c) Faca um estudo comparativo entre ambas.
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Com esse problema, trouxemos uma situacdo na qual o aluno verificara o
comportamento de ambas as taxas e estabelecera uma conclusdo acerca das

mesmas.

Atividade 2

No instante t=0 ano, um espécie de tartaruga é solta em um banhado.
Quando t=4 anos, um bidlogo estima que haja 300 tartarugas no banhado. Trés
anos mais tarde, o bidlogo estima que haja 450 tartarugas. Seja P o tamanho da
populacao de tartarugas no ano t.

a) Determine uma férmula para P=f(t), supondo crescimento linear. Interprete a
inclinacdo e a interseccdo com o eixo do P de sua formula em termos da
populacao de tartarugas.

b) Determine uma férmula para P=g(t), supondo um crescimento exponencial.
Interprete os parametros de sua formula em termos da populacdo de
tartarugas.

c) No ano t=12, o biélogo estima que haja 900 tartarugas no banhado. O que
isso indica a respeito dos dois modelos populacionais?

O problema estabelece um quadro comparativo entre taxas de variacdo e

percentual, assim como busca apresentar aos alunos o comportamento de ambas.
Além disso, mostra que, a partir de um determinado instante, o comportamento

exponencial sempre supera o comportamento linear.

Atividade 3

A populagdo de um pais é inicialmente de 2 milh6es de habitantes e esta
crescendo a uma taxa de 4% ao ano. O suprimento anual de alimentos deste pais,
inicialmente adequado para 4 milhdes de habitantes, esta crescendo a uma taxa
constante adequada para um adicional de 0,5 milhdo de habitantes ao ano?

a) Baseado nestas suposi¢cdes, em que ano, aproximadamente, ird este pais

experimentar o primeiro desabastecimento .

b) Se o pais duplicar a sua oferta inicial de alimentos, ira ainda ocorrer este

desabastecimento? Em caso afirmativo, quando?
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c) Se o pais duplicar a taxa na qual o suprimento de alimento cresce, além de
duplicar sua oferta inicial de alimentos, ainda ira ocorrer desabastecimento?
Em caso afirmativo, quando?

Novamente, nesse problema procura-se enfatizar que o modelo exponencial
superara 0 modelo linear em algum instante. Além disso, o aluno podera
observar e compreender o modelo de Malthus como atividade de aplicacdo no

contexto histérico.

Atividade 4.

A tabela abaixo apresenta os resultados obtidos com medidas de intensidade

de corrente elétrica e d.d.p. em dois condutores diferentes.

Condutor 1 Condutor 2
i(A) U i(A) Uuw
0 0 0 0
0,5 2,18 0,5 3,70
1,0 4,36 1,0 6,18

2,0 8,72 2,0 9,16
4,0 17,44 4,0 11,44
Com base na tabela, verifique se os condutores sdo ou ndo éhmicos.
A atividade busca trazer um exercicio ligado a disciplina de Fisica, o que

mostra uma aplicabilidade das taxas em outras disciplinas.

6. TAXA DE CRESCIMENTO CONTINUO E O NUMERO “e”.

A taxa de crescimento continuo envolve uma relacdo direta com numero
e=2,71828182.... .Nesse caso, fazemos uma troca da base positiva b e a
reescrevemos com uma poténcia de e, observe:

Cabe ao professor apresentar a definicdo da Taxa de Variagdo Continua na
Funcdo Exponencial, como:

Funcgdes exponenciais com base “e”, representam crescimentos continuas
(taxa de crescimento aplicada continuamente).

Se b=e*. Se b>1, entdo k é positiva; se 0<b<l, entdo k é negativo. Assim

podemos reescrever Q=ab' em termos de e,
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Q=ab'=a(e")'= ae". A constante k é denominada taxa de crescimento
continuo.
O objetivo aqui e apresentar a constante de Euler, assim como buscar

situacdes problemas que sao trabalhadas com taxas de crescimento continuo.

-\O v P
dudan brit =5 K36  om po
R ——
i~ ;
DR . <i (,Uoil <=y K<o
\ > 2 X
% y K g3 f//.f;\ che c o ente

Figura 3: Gréfico da Taxa de Variacdo continua.
Problemas de Introducédo do Conteudo.
Nesses problemas o professor poderd enfatizar com os alunos
situacdes de aplicacdo da taxa de variagdo continua, bem como da troca de base
b=eX. Desta forma, podera estabelecer uma relacdo entre taxa de variacdo

percentual constante e taxa de variagdo continua.

Exemplol

Vamos considerar a  expressao (1+lj com n €{1,2,3,4,...}:

n
1 2 3 10 100 n
[l+1j (1+ij (1+1j (1+i) [1+i (1+1j
1 2 3 10 100 n
v v v v
2,000 2,250 2,370 2,594 2,705

o ~ 1Y .
Quando n aumenta indefinidamente, a expressao (1+—j tende ao numero
n

Irracional e=2 ,7182818284...
Uma funcéo exponenical muito importante em matematica € aquele cuja base
é e:

f(x)= e*



169

Exemplo 2. (CONNALLY, Eric et.al, p. 117)

Qualqguer base positiva b pode ser escrita como uma poténcia de e:
b=e*
Se b>1, entdo k é positivo; se 0<b<1l, entdo k é negativo. A funcdo Q=ab'
pode ser reescrita em termos de e:
Q= ab' =a(e")'=ae"".
A constante K € denominada taxa de crescimento continuo. Em geral:
Para a funcéo exponencial Q= ab', a taxa de crescimento continuo, k, é obtida
resolvendo e*=b.
Logo
Q= ae“,
Se a for positivo,
o Se k>0, entdo Q é crescente.

o Se k<0, entédo Q é decrescente.
Exemplo 3. (CONNALLY, Eric et.al 2009, p.120)

Uma substancia radioativa decai a uma taxa continua de 14% ao ano, e 50
mg desta substancia esta presente no ano 2000.
a) Escreva uma férmula para a quantidade presente, A (em mg), t anos
apos 2000.
b) Que quantidade desta substancia estara presente no ano 2010?
c¢) Estime quando a quantidade cai abaixo de 5 mg.

Lista de Exercicios para os alunos.

Atividade 1

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancaria que rende 100% de Juros
uma vez ao ano, entdo, supondo que nenhum outro depdsito ou saque sejam
realizados, apds um ano teremos:

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancéaria que rende 50% de Juros

duas vezes ao ano, teremos:
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Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancéaria que rende 25% de Juros
quatro vezes ao ano, teremos:

Se R$ 1,00 for investido em uma conta bancaria que rende 10% de Juros
doze vezes ao ano, teremos:

Como sera o comportamento diariamente, a cada hora, a cada minuto, cada
segundo?

Que concluséao podemos tirar?

Tal problema procurou apresentar uma situacéo de problema real a formacéo
do numero e=2,71828182..... O professor também pode salientar aos alunos que a

base “e“é denominada base natural.

Atividade 2

Obtenha a taxa de crescimento continuo para cada uma das seguintes
funcdes e desenhe o grafico de cada funcao:

p=5g02 Q:5e0’3t R=5e 02

Através desses problemas buscamos analisar o comportamento da taxa de

crescimento continuo, bem como identificar caracteristicas do gréafico das mesmas.

Atividade 3

A cafeina é liberada do corpo a uma taxa continua de 17% por hora. Qual a
guantidade de cafeina que permanece no corpo 8 horas ap0s ter-se ingerido uma
xicara de café contendo 100mg de cafeina?

Problema que envolve a contextualizacdo da taxa continua, assim,
procuramos dar visibilidade a tarefa desenvolvida na atividade anterior.

Atividade 4

Em novembro de 2005, o Banco Wells fargo ofereceu juros a uma taxa
continua de 2,323% ao ano. Determine a taxa anual equivalente.
Mostra o comportamento pratico da taxa continua em relacdo a taxa

equivalente, e apresenta uma aplicabilidade real da taxa continua.



