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RESUMO 

O o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  é o d i m e n s i o n a m e n t o  de p i - ,  

i lares  e s b e l t o s  de c o n c r e t o  armado, s o b  cargas de curta  e l o n g a  

: duração, b a s e a d o  numa a n ã l i s e  r e a l i s t i c a  das deforma~óes  do 

mesmo. A p r e s e n t a - s e  t r ê s  a l g o r i t m o s  numéricos p a r a  a o b t e n c ã o  

d a s  relações momento f l e  t o r - e s f o r ç o  normal-curvatura de uma s e  - 

çáo arbitrária de c o n c r e t o  a r m a d o ,  s o b  f lexo-compressão normal.  
I ~ c l u e - s e  as deformações e s p e c i f i c a s  de f l u ê n c i a  e r e t r a ç ã o  d o  

c o n c r e t o  na a n ã l i s e ,  a t r a v é s  de uma alteração nas  r e f e r i d a s  r e  - 

A p r e s e n t a - s e  a l g u n s  c r i  ter i  o s  de normas , rel  a t i  v o s  

ao d i m e n s i o n a m e n t o  de p i l a r e s  e s b e l t o s  de c o n c r e t o  armado e 

uma comparação dos m e s m o s ,  e n t r e  s i  e com o a l g o r i  t m o  numerico 

d e s e n v o l v i d o .  Considerações  d a  N B - 1 / 7 8  r e l a t i v a s  a o  p r o j e t o  
de pilares s ã o  analisadas, v e r i f i c a n d o  o n i v e l  d a  p r e c i s ã o  o b -  

t i d a .  Um procedimento s i m p l i f i c a d o  p a r a  a i n c l u s ã o  d a  f luên- 

c i a  d o  conc re to  no di rnens ionamento ,  p r o p o s t o  p e l o  C E B ,  6 t e s t a  - 

d o  e uma s o l u ç ã o  para p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado c o m  e n g a s t a -  

mento e l á s t i c o  s i m é t r i c o  é a p r e s e n t a d a ,  p a r a  v e r i f i c a r  o n i v e l  

: do e r r o  cometido ao se estender o c o n c e i t o  de compr imen to  d e  

flambagem a p i l a r e s  de c o n c r e t o  a rmado .  Uma s é r i e  de e x e m p l o s  

experimentais s ã o  a p r e s e n t a d o s ,  o n d e  a solução numér ica  para o 

dimensionarnento tem s u a  precisão v e r i f i c a d a .  

D i v e r s a s  t a b e l a s  f o r a m  d e s e n v o l v i  d a s  p a r a  o dimensio 
namento d e  p i  I ares e s b e l t o s  com secão  t r a n s v e r s a l  r e t a n g u l a r  e 

armadura s i m e t r i c a .  Todo o e s t u d o  é r e s t r i t o  ao  c a s o  de f l e x o  - 
compressão normal .  



S U M M A R Y  

The o b j e c t  o f  t h i s  t h e s i s  i s  t o  d i m e n s i o n  s l ender  . 
RC columns u n d e r  short- term a n d  s u s t a i n e d  I o a d s ,  b a s e d  an  a 

r ea l  i s t i  c a n a l y s i  s o f  t h e  s t r a i n s  p r e s e n t .  Three numerical  

a l g o r i  t h m s  a r e  p r e s e n t e d  t o  o b t a i n  t h e  b e n d i n g  moment-normal 

f o r c e - c u r v a t u r e  r e l a t i o n s  f o r  an a r b i t r a r y  R C  s e c t i o n  under 
n o r m a l  bending-compression. S p e c i f i c  s t r a i n s  due t o  creep a n d  
s h r i n k a g e  o f  t h e  c o n c r e t e  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  a n a l y s i s  t h r o u g h  

an a l t e r a t i o n  i n  the above r e l a t i o n s .  
Cri t e r i o n s  f o r  d i m e n s i o n i n g  s l e n d e r  R C  colurnns a r e  

p re sen ted  t o g e t h e r  w i t h  a c o m p a r i s o n  be tween themseives  a n d  

w i  t h  t h e  numerical a t g o r i  thm d e v e l o p e d .  The code o f  p r a c t i c e  
N B -  1 / 7 8  r e l a t i  v e  t o  t h e  d e s i g n  o f  co lumns  i s a n a l y s e d ,  verifying 

t h e  degree  o f  p r e c i s i o n .  A s i m p l i f i e d  p r o c e e d u r e  f o r  the 

inclusion o f  c r e e p  o f  c o n c r e t e  i n  t h e  d i m e n ç i o n i  n g ,  p r o p o s e d  

by the C E B ,  is t e s t e d  a n d  a s o l u t i o n  f o r  R C  c o l u m n s  w i t h  a 

syrnrnetric e l a s t i c  r e s t r a i n t  is p r e s e n t e d  t o  v e r i f y  t h e  e r r o r  
commi t t e d  on e x t e n d i n g  t h e  concep t  o f  b u c k l i n g  l e n g t h  t o  R C  

cof umns. A ç e r i e s  o f  exper imenta l  examples a r e  presented 
where t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  dimensions i s  v e r i f i e d .  

Severa1 t a b e l s  were d e v e l o p e d  f o r  d i m e n s i o n i n g  

s l e n d e r  columns w i t h  r e c t a n g u l a r  s e c t i o n  a n d  symmetri c 

reenforcment.  T h e  s tudy  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  c a s e  o f  normal 
b e n d i n g  - compression. 



1 ,  I N T R o D U Ç A O  

O primeiro e s t u d o  dos e f e i t o s  n á o - l i n e a r e s  geomét r i -  

c o s  na e s t a b i  I i d a d e  de  barras e s b e l t a s  c a r r e g a d a s  a x i  a lmente ,  . 

f o i  reali  zado p o r  Leona rd  Euler ( 3 8 )  em meados do s 6 c u l o  d e z o i -  

t o .  A n a l i s a n d o  uma b a r r a  c o n s t i  t u ? d a  p o r  um m a t e r i a l  e l á s t i c o  

l i n e a r ,  s u b m e t i d a  a uma c a r g a  a x i a l  d e  compressão, Euler c o n -  
c l u i u  que, p a r a  v a l o r e s  d a  c a r g a  a b a i x o  de u m  c e r t o  l i r n i  t e ,  o 

e q u i l í b r i o  da b a r r a  e r a  e s t á j ~ e l  e ,  além d e s s e  l i m i t e  o e q u i l i  

b r i o  e r a  i n s t ã v e l .  
A d m i t i n d o  a kip6tese de pequenos des locamentos  e ,  c o  - 

mo consequência ,  a d o t a n d o  a exp res são  s i m p l i f i c a d a  p a r a  a c u r -  

v a t u r a ,  o e q u i l í b r i o  de uma barra e l ã s t i c a  l i n e a r  s u b m e t i d a  a 

carga a x i a l  c o n s t a n t e  e carregamento t r a n s v e r s a l  g e n é r i c o ,  fi- 

ca g a r a n t i  d o  a t r a v g s  d e  uma e q u a ç ã o  d i  f e r e n c i  a1  l i n e a r  não-ho-  

mogênea de q u a r t a  ordem ( 1 3 8 9 3 9 ) .  Se a r i g i d e z  à f l e x á o  da b a r  - 

r a  6 c o n s t a n t e ,  a solução da equação  d i f e r e n c i a l  p a r a  uma dada  
d i s t r i b u i  ção  da c a r g a  t r a n s v e r s a l  , pode s e r  f a c i  l m e n t e  e n c o n -  

t r a d a .  

D e v i d o  aos d e s l o c a m e n t o s  t r a n s v e r s a i s ,  o momento f 7 e  - 
ter s o l i c i  t a n t e  numa s e c ã o  g e n é r i c a  da  b a r r a  d e f o r m a d a  f i c 3  a i  
mentado e m  relação ao momento n a  barra i n d k f o r m a d a .  Conclui- 

- s e  e n t ã o  que o s  e s f o r c o s  s o l i c i t a n t e s  f i c a m  m o d i f i c a d o s  em 

função da alteração n a  geometr ia  da  b a r r a .  I s t o  g e r a  um t i p o  
de n ã o - l i n e a r i d a d e  q u e  é d e n o m i n a d a  N Ã O - L I N E A R I D A D E  GEOMETRICA, 

! e a t e o r i a  que i n c l u i  t a i s  e f e i t o s  é comumente m e n c i o n a d a  como i 

/ T E O R I A  DE SEGUNDA O R D E M ,  sendo a t e o r i a  q u e  e s t u d a  o equi  l i b r i o  
! no s i s t e m a  indeforrnado, T E O R I A  DE P R I M E I R A  O R D E M .  
1 

f N a  t e o r i a  de segunda  ordem n ã o  s e  a p l i c a  o P R T N C ~ P I O  
Í o& S U P E R P O S I Ç A O  ( 4 0 ) ,  o u  s e j a ,  n ã o  se p o d e  s o m a r  o s  deslocarnen-  
! ~ U S  d e v i d o s  a c a r r e g a m e n t o s  d i f e r e n t e s ,  p a r a  s e  o b t e r  o s  d e s l o  - 
! 1 Camentos d e v i d o s  a u m  c a r r e g a m e n t o  t o t a l  i g u a l  à soma dos a n t e  
! 

i r i o r e s .  

i Ana1 i s a n d o  uma b a r r a  com c a r r e r j a m e n t o  t r a n s v e r s a l  ge - 
i ngri c o ,  o b s e r v a - s e  que p a r a  valores  c rescen tes  da c a r g a  a x i a l  

i 



de compressão, e x i  s t e  sempre  uma c o n f i  g ~ r a ç ã o  deformada  de 

e q u i l í b r i o  e s t á v e l ,  a t é  q u e  a t i n g i d o  uni c e r t o  v a l o r  c r i t i c o  da 
c a r g a  a x i a l ,  o s  deslocamentos t r a n s v e r s a i s  t o r n a m - s e  i n f i n i t a -  

m e n t e  g r a n d e s  e o equi l i b r i o  i n s l ã v e l .  O fenomeno 6 c o n h e c i d o  

de forma g e n é r i c a  p o r  I N S T A B I L I D A D E  D O  E Q U Z L T B R I O .  
A d m i t i n d o  a g o r a  que a b a r r a  só e s t e j a  c a r r e g a d a  com a 

carga a x i a l ,  a e q u a g á o  d i f e r e n c i a l  de e q u i  l í b r i o  r e d u z - s e  a uma 

equação d i f e r e n c i  a1 h o m o g g n e a .  P a r a  va lo res  d a  c a r g a  a x i  a i  de  

compressão a b a i x o  d o  v a l o r  c r T t i c o ,  a b a r r a  i n i c i a l m e n t e  r e t a ,  

p e r m a n e c e  nessa c o n f i g u r a ç ã o  e o e q u i l í b r i o  é estável. ? a r a  v a  - 
l o r e s  d a  c a r g a  m a i o r e s  que a c a r g a  c r r t i c a  e x i s t e m  d u a s  c o n f i g u  - 

r a ções  possíveis de e q u i l 7 b r i o ;  uma r e t a  i n s t á v e l  e o u t r a  d e f o r  

mada es tãve l  . O fenômeno 6 c o n h e c i  do p o r  F L A M B A G E M ,  s e n d o  o 

mesmo um c a s o  p a r t i c u l a r  de i n s t a b i l i d a d e  do e q u i l í b r i o  p a r a  

b a r r a s  s u b m e t i d a s  a p e n a s  a c a r g a s  a x i a i s  de c o m p r e s s ã o .  A c a r -  

ga  p a r a  a q u a l  ocorre a i n s t a b i  l i d a d e  do e q u i  l i b r i o  e também a 

f l a m b a g e m  é, p a r a  uma b a r r a  b i - r o t u 7 a d a ,  c o n h e c i d a  como c a r g a  

de Euler .  

Se a b a r r a  f o r  c o n s t i  t u i d a  p o r  um m a t e r i a l  não-linear, 

e l á s t i c o  ou n ã o ,  a e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  de e q u i  l i b r i o  d e d u z i d a  

p a r a  o c a s o  l i n e a r ,  p e r m a n e c e  v á l i d a ,  d e s d e  q u e  a r i g i d e z  ã f i e  - 

xão possa  ser  c o r r e t a m e n t e  a v a l i a d a .  O c o n c r e t o  a r m a d o  é um m a  - 
t e r i a 1  nessas  c o n d i ç õ e ç ,  i s t o  5, não  e x i s t e  l i n e a r i d a d e  e n t ~ e  

tensões  e d e f o r m a ç õ e s ,  uma v e z  que o a ç o  e, o c o n c r e t o  apresen-  

tam comportamentos não-1  i n e a r e s .  A e s s e  t i p o  de não-1 i n e a r i  d a -  
de denomina-se N A O - L I N E A R I D A D E  FTSICA.  

A g r a n d e  d i f i c u l d a d e  em s e  r e s o l v e r  a equação  d i f e r e n  - 
c !  a1  p a r a  o c o n c r e t o  a r m a d o ,  c o n s i s t e  n a  determi  n a c ã o  d a  r i g i -  

dez  f l e x ã o .  D i  versos p a r i m e i r o s ,  c o m o  o c o m p o r t a m e n t o  mecãni -. 

c o  dos  m a t e r i a i s ,  as p r o p r i e d a d e s  r e o l õ g i  c a s  d o  c o n c r e t o  e o 

g r a u  de s o l i c i t a ç ã o ,  i n f l u e n c i a m  n a  r i g i d e z  e n ã o  se consegue 

c o r r e l a c i o n ã - I a  de forma a n a l í t i c a  com o ç  m e s m o s .  

O d i  a g r a m a  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  do c o n c r e t o  o b t i  do e x p e -  

r i m e n t a l m e n t e ,  depende d e  v ã r i o s  f a t o r e s  ( 3 3 ) ,  e n t r e  o s  p r i n c i -  

p a i s ,  a r e s i s t ê n c i a  d o  c o n c r e t o ,  s u a  i d a d e  q u a n d o  d o  carregamen - 
t o ,  modo de c o l o c a ç ã o  da  c a r g a ,  d u r a ç ã o  d o  c a r r e g a m e n t o ,  f o r m a  

da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  e p o s i c a o  d a  l i n h a  n e u t r a .  



A g r a n d e  v a r i a b i l i d a d e  n a  f o r m a  d e s s e  d i a g r a m a ,  im- 

põe a necessidade da adoçáo  de curvas s i m p l i f i c a d a s  c a p a z e s  de 

r e p r e s e n t a r .  a o  menos de f o r m a  a p r o x i m a d a ,  o c o m p o r t a m e n t o  d o  

concreto .  D i v e r s o s  diagramas  t ensão-deformação  para o c o n c r e t o  

t ê m  s i d o  s u g e r i d o s  em normas  e em t r a b a l h o s  de pesquisa.  A s s i m  

é que a Norma Brasileira p a r a  P r o j e t o  e E x e c u c ã o  d e  Obras de 

Concre to  Armado - N B - 1  / 7 8 [  4, a d o t a  o d i  agrarna p a r á b o i a - r e t d n g u -  

10 e a norma a l e m ã  D I A  1045 ' 2 2 )  a d m i t e ,  além desse ,  um d i a g r a m a  

b i  l i n e a r .  D e s a y i  e K r i s h n a n  ( 2 6 )  prop6em um d i a g r a m a  com m ó d u l o  

de deformação n a  o r i g e m  p r é - f i x a d o ,  e n q u a n t o  a c u r v a  de 

S a e n z  ( 2 6 )  perrni t e  a l i v r e  e s c o l h a  d o  v a l o r  desse  rnõdu lo ,  ambos 
0 s  diagramas  i n c l u i n d o  a descarga  que Ocorre no c o n c r e t o  a p ó s  

se t e r  a t i n g i d o  a m ã x i m a  t e n s ã o .  

P a r a  o a ç o ,  em g e r a l ,  admi  t e - s e  p a r a  c a r r e g a m e n t o  mo- 
n 5 t o n o  c r e s c e n t e ,  um comportamento e 7 a s t o p l ã s  t i  c 0  p e r f e i  t o ,  l l ã o  

e x i  ç t i  ndo grandes v a r i  a c õ e s  desse  m o d e l o .  

O c o n c r e t o  c o n t i d o  e n t r e  as  fissuras d a  zona t r a c i o n a  
da  de um p i l a r  d e  c o n c r e t o  a r m a d o ,  c o n t r i b u i  p a r a  o aumento  d a  

r i g i d e z  à f lexão. Um p r o c e d i m e n t o  t e õ r i  co -empi r i  c o  p a r a  i n -  

c l u i r  e s s a  c o n t r i b u i ç ã o  é s u g e r i d o  p o r  Rao e S u b r a h m a n y a m  ( 2 9 1 .  

A redução d a  resistzncia do c o n c r e t o  s o b  cargas  perma - 
n e n t e m e n t e  a p l i c a d a s ,  E F E I T O  RUSCH (30931), a f l u ê n c i a  e a r e t r a  - 
ção (26s27'37), a1  terarn a r i g i  dez  d a  b a r r a  e ,  c o n s e q 8 e n t e m e n t e ,  

a a n ã l i  se p a r a  c a r g a s  de l o n g a  d u r a ç ã o .  A r i g i d e z  depende a i n -  

da da q u a n t i d a d e  de a rmação  e do  p r õ p r i o  g r a u  de s o l i c i t a ç ã o .  
P a r a  um dado v a l o r  do e s f o r ç o  n o r m a l .  a r i g i d e z  é t a n t o  menor 
q u a n t o  m a i o r  f o r  o momento f l e t o r .  

Urna o u t r a  d i f i c u l d a d e  que surge ,  é que  a equação d i -  

f e r e n c i a l  an t e r io rmen te  c i  t a d a ,  é d e d u z i  d a  admi  t i  ndo-se u m  ma- 
t e r i a l  i d e a l  que tem um comportamento e l á s t i c o  'linear p e r f e i t o ,  

i s t o  6 ,  n ã o  e x i s t e  l i m i t a ç ã o  p a r a  as deformaçües do m a t e r i a l .  

O c o n c r e t o  e o a ç o  a p r e s e n t a m , a o  c o n t r ã r i o ,  um v a l o r  limite p a  - 
r a  a deformação,  a part i  r do q u a l  oco r re  a r u p t u r a .  A s s i m ,  pc 
de a c o n t e c e r  que um p i l a r  de c o n c r e t o  armado a t i n j a  a r u í n a  
p o r  r u p t u r a ,  p a r a  uma c a r g a  menor  do que a q u e l a  que c o r r e s p o n -  

der ia  t e o r i c a m e n t e  à i n s t a b i l i d a d e .  A p r i n c í p i o  n ã o  se  pode 
d i z e r  se a r u í n a  o c o r r e r á  p o r  r u p t u r a  o u  p o r  i n s t a b i l i d a d e ,  uma 



vez  que vár ios  parárnetros i n f l u e n c i a m  no t i p o  de r u ~ n a ( ' ~ ) ,  c2  
30 as  c a r a c t e r i s t i c a s  m e c â n i c a s  e reo7Ógicas d o s  m a t e r i a i s ,  a 

o u a n t i  d a d e  de armação, o ca r r egamen to ,  a e s b e l t e z ,  a geornetr i  a 

do p i l a r  e a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .  M a n t i d o s  c o n s t a n t e s  t o -  

dos o s  d e m a i s  parãmetros, pode -se  d i z e r ,  em g e r a l ,  que um p i -  

l a r  esbelto e n t r a  em ruTna por i n s t a b i l i d a d e  e um p i l a r  c u r t o  
p o r  r u p t u r a .  E n t r e t a n t o ,  d e v i d o  a o  g r a n d e  numero de f a t o r e s  
que i n f l u e n c i a m  a a n á l i s e ,  n ã o  se  t e m  um l i m i t e  de e s b e l t e z  fi- 

x a d o  capar de d e f i n i r  o t i p o  de r u í n a .  

Vale a i n d a  r e s s a l t a r  que o fenõmeno de f l a m b a g e m ,  c o -  

mo c o n c e i t u a d o  a n t e r i o r m e n t e ,  não  ocorre em um p i l a r  de c o n c r e -  
t o  a r m a d o ,  uma v e z  que mesmo que a c a r g a  a x i a l  s e j a  p e r f e i t a m e n  - 

t e  c e n t r a d a ,  h ã  n e c e s s i d a d e  d a  c o n s i d e r a ç ã o  de uma e x c e n t r i c i d a  - 

de a c i  dental(4), p a r a  l e v a r  em c a n t a  a i n c e r t e z a  d a  l o c a l i z a c ã o  

d a  f o r ç a  n o r m a l  e o poss?vel  d e s v i o  d o  2 i x o  d a  p e ç a  d u r a n t e  a 

c o n s t r u ç ã o ,  em r e l a ç ã o  ã 3 o s i ç ã o  ? r e v i s t a  no p r o j e t o .  Assim, o 
que  o c o r r e  6 a i n s t a b i l i d a d e  d o  e q u i l i b r i o ,  sendo  u s u a l  encon-  
t r a r - s e  n o s  t e x t o s  s o b r e  c o n c r e t o  a r m a d o  a Senor i i i nação  f l a m b a -  

gem, apesar  de concei t u a l m e n t e  e r r a d a .  

T e n d o  em v i s t a  t o d o s  os  f a t o r e s  envolvi dos  no cornpor- 

t a m e n t o  do concre to  armado ,  u m a  solucão d i r e t a  d a  equação d i f e -  

r e n c i a l  de e q u i l i b r i o  t o r n a - s e  i n v i ã v e l .  D e v i d o  a t a i s  d i f i c u l  - 
d a d e s ,  d u r a n t e  m u i t o  t e m p o  o p r o b l e m a  d a  v e r i f i c a ç ã o  d a  e s t a b i -  
l i d a d e  de p i l a r e s  esbeltos de c o n c r e t o  a rmado,  f o i  r e s o l v i d o  
através de fórmulas ernp7ri c a s  , sem uma anã1 i s e  t e õ r i  ca  r a c i o n a l  

dos e f e i t o s  não-lineares. 

Com o a d v e n t o  dos computadores  d i g i t a i s  2 do rnêtodo 

dos elementos f i r i i t ~ s ( ~ ~ ) ,  um g r a n d e  a v a n ç a  s e  deu na a n ã l i s e  

não -  l i near. Di versos a1 g a r i  t m o s  numéri cos  têm s i  do e s t u d a d o s  ; 

: i t e r a t i  v o s ,  i ncrementais o u  a combinação  de ambos .  Processos 
i t e r a t i v o s  e incrementais s ã o  aplicados i g u a l m e n t e  p a r a  o s  d o i s  

t i p o s  de n ã o - 1  i n e a r i  dades , embora  q u a n d o  as e q u a ç õ e s  cons t i  t u t i  - 
v m 3 s  são d a d a s  em f o r m a  i ncrementa?  , e ç  t e s  Ú l  t i m o s  tornam-se i n-  

E m  se  t r a t a n d o  de p i l a r e s  h i p e r e s t ã t i c o s ,  o metodo 

d o s  e l e m e n t o s  f i  ni t o s  c o n s t i  t u i  um i n s t r u m e n t o  e x t r e m a m e n t e  - 
u t j l  na a n á l i s e .  Um e s t u d o  de p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado com 

s e c ã o  t r a n s v e r s a l  e d i s t r i  buicão d a  a r m a d u r a  a r b i  t r ã r i a s ,  v a r i ã  - 



# 

v e i  s ao l o n g o  do e i x o  e ,  com condições  d e  c o n t o r n o  genéricas ,  e 

apresentado p o r  Campos F. ( 6 ) .  A s o l u ~ ã o  é o b t i d a  através d o  mé 

t o d o  d o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  e m p r e g a n d o  um algoritmo que usa  a m a  - 
t r i z  de r i g i d e z  t a n g e n t e  e o u t r o  que usa  a m a t r i z  de r i o i d e z  se-  

c a n t e .  Bi gnon ( ) a p r e s e n t a  uma solução n u m é r i c a  p a r a  p õ r t i c o s  

p l a n o s  de c o n c r e t o  a r m a d o ,  que  p o d e  também s e r  u s a d a  p a r a  p i l a -  

r es  e s b e l t o s .  

P a r a  p i l a r e s  i s o s t ã t i c o s ,  a solução t o r n a - s e  menos com - 

p l e x a ,  uma v e z  que os e s f o r ç o s  s o i i c i t a n t e s  em c a d a  s eção  t r a n s -  

versal  são  c o n h e c i d o s  p a r a  uma c e r t a  c o n f i  g u r a ç ã o  de fo rmada  d o  

mesmo. Um proces so  i t e r a t i  v o  de a p r o x i m a ç õ e s  s u c e s s i v a s  pode 
s e r  uti 1 i z a d o  p a r a  v e r i  fi c a r  a e s t a b i  1 i d a d e  ( 1 9 g 3 6 )  e ,  a s s o c i a n d o  

- s e  a o  mesmo um p r o c e d i m e n t o  i n c r e m e n t a l  , pode-se  determinar  a 
c u r v a  c a r g a - d e s l  o c a m e n t o  p a r a  o p i  1 a r .  Neste procedimento a a n ã  - 
l i s e  5 f e i t a  tomando-se v á r i a s  seções a o  l o n g o  do e i x o  do p i l a r  

e ,  em c a d a  i t e r a ç ã o ,  c a l c u l a n d o - s e  a c u r v a t u r a  d a s  seções p a r a  
v a l o r e s  conhecidos  do momento  f l e t o r  e d o  e s f o r c o  n o r m a l .  Urna 

d u p l a  i n t e g r a ç ã o  das  c u r v a t u r a s ,  r e s u l t a  nos deslocamentos trans - 
v e r s a i s  do e i x o  d o  p i l a r ,  a l t e r a n d o  o s  momentos f l e t o r e s ,  e o 
p r o c e s s o  é r e p e t i d o  a t é  a c o n v e r g e n c i a  d o s  d e s l o c a m e n t o s .  A i n s  - 

tabi l i  d a d e  do e q u i  I ? b r i o  f i  c a  d e t e c t a d a  q u a n d o  i l e r a ç õ e s  suces s i  - 
v a s  m o s t r a r e m  uma d i v e r g e n c i  a nos d e s l o c a m e n t o s .  A g r a n d e  v a n t a  
gem d o  a l g o r i t m o  6 que o c a r r e g a m e n t o  pode s e r  genér ico  e a se- 

ç ã o  transversal do p i l a r  p o d e  v a r i a r  d e  fo rma  q u a l q u e r  a o  l o n g o  

d o  seu e i x o ,  i n c l u s i v e  a armadura .  

A d e t e r m i n a ç ã o  d a  c u r v a t u r a  de uma s e ç ã o  d e  c o n c r e t o  
armado n a  p r e s e n ç a  de um momento f l e t o r  a s s o c i a d o  a um e s f o r ç o  

normal, p a r a  a utilização n o  p r o c e d i m e n t o  de a p r o x i m a ç õ e s  suces-  
s i v a s ,  é realizada i t e r a t i v a m e n t e .  Diversos algoritmos t e m  s i d o  

utilizados p a r a  e n c o n t r a r  a c u r v a t u r a  da seção  que satisfaz o 
equ i  l i b r i o  e n t r e  os e s f o r ç o s  sol i c i  t a n t e s  e os e s f o r c o s  res i  s t e n  - 
t e s  ( 1 3 * 1 8 * 2 3 9 2 5 ) .  A r u p t u r a  d a  s e ç ã o  f i c a  c a r a c t e r i z a d a  q u a n d o ,  
p a r a  um dado v a l o r  d o  momento f l e t o r  e e s f o r ç o  n o r m a l ,  n ã o  se 
c o n s e g u e  uma d i s t r i b u i ç ã o  d e  t e n s õ e s  c a p a z  de g a r a n t i  r o  e q u i  17- 
b r i o .  A i n c l u s ã o  d a s  de fo r rnaç i j es  d i f e r i d a s  do c o n c r e t o  p o d e  ser  

f e i  t a  em a1 t e r n a t i  v a s  d i  f e r e n t e s  . V á r i o s  a l g o r i  t m o s  c o n s i  deran -  
do a t e o r i a  l i n e a r  ou  não-linear da f l u ê n c i a  ( 9 , 1 2 , 1 7 , 2 0 , 2 4 )  

s i d o  t e s t a d o s  com b o n s  r e s u l t a d o s .  



E n f i m ,  apesar de t o d a  a complexidade da  m a t e r i a l ,  com 

a u t i l i z a ç ã o  de p roces sos  n u m é r i c o s  consegue-se de forma b a s t a n  
t e  p r e c i s a ,  a n a l i s a r  um p i l a r  d e  c o n c r e t o  armado i n c l u i n d o  a s  

duas não-linearidades, a f i s i c a  e a geomet r ica .  A c o m p a r a c ã o  

d o s  resu l tados  o b t i d o s  numericamente com d a d o s  e x p e r i m e n t a i s  

d i s p o n i v e i s ,  m o s t r a  s e r  a a n ã l i s e  não-linear o caminho  que d e v e  

çer  s e g u i d o  no e s t u d o  de e s t r u t u r a s  de c o n c r e t o  armado.  
P o r  o u t r o  l a d o ,  a p e s a r  de se d i s p o r  h o j e  de proces sos  

n u m é r i c o s  de a n a l i s e  relativamente p r e c i s o s ,  o s  métodos u t i l i z a  - 
dos no d i m e n s i o n a m e n t o  de p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado não seguem, 

em g e r a l ,  a mesma regra.  A g r a n d e  d i f i c u l d a d e  em se  i n c l u i r  no 

dimensionamento as d u a s  não-linearidades, decor re  do f a t o  de 
ex i s t i rem m a i s  i n c ó g n i t a s  que  e q u a ç õ e s  d i s p o n f v e i s .  No p r o b l e -  

ma de a n á l i s e ,  o n ú m e r o  de i n c õ g n i  t a s  i g u a l  a o  numero de e q u a  - 

ções d i s p o n i v e i s  p a r a  g a r a n t i r  o e q u i f ? b r i o  e n t r e  o s  e s f o r ç o s  
s o l i c i t a n t e s  e os e s f o r ç o s  r e s i s t e n t e s .  I s t o  s e  d ã ,  porque t o -  

da  a geomet r ia  de  uma seção gené r i ca  d o  p i l a r  e c o n h e c i d a  " a  

p r i o r i " .  No p r o b l e m a  de dimensionamenio surge m a i s  uma i n c õ g n í  - 
t a ,  a a rmadura  n e c e s s á r i a  p a r a  que o e q u i l l b r i o  s e j a  p o s s i v e 7 .  

Os a t u a i s  c r i  t e r i o s  de d i m e n s i o n a m e n t o  e x i g e m  que o 

c a r r e g a m e n t o  de p r o j e t o  s e j a  um car regamento  Ú l t i m o  p a r a  a e s -  

trutura, a d m i t i n d o  que o s  rnateri a i s  t r a b a f  hem c o m  uma r e s i  s t e n -  

c i a  minorada com o o b j e t i v o  de l i m i t a r  a t e n s ã o  nos  m e s m o s .  A s  - 

s i m  sendo ,  deve -se  e n c o n t r a r  uma a r m a d u r a  de t a l  f o r m a  que a s  

c a r g a s  de p r o j e t o  c o i n c i d a m  com o c a r r e g a m e n t o  d e  r u r n a .  

A maior  d i f i c u l d a d e  c o n s i s t e  n a  i n c l u s ã o  da não-linea 

r i d a d e  g e o m é t r i c a .  A não-linearidade f i s i c a  pode s e r ,  de uma 

f o rma  razoave lmente  p r e c i s a ,  i n c l u i d a  no  p roces so  d e  dimensiona - 
mento ,  desde  q u e  a não-linearidade g e o m g l r i c a  não e s t e j a  p r e s e n  - 

t e .  . . -Assim c que o d i m e n s i o n a m e n t o  de seções d e  c o n c r e t o  armado 

s u b m e t i d a s  a f l exo-compressão  já r e s o l v i d o  h ã  b a s t a n t e  tempo 

p o r  v ã r i o s  p r o c e d i m e n t o s  ( 2 1 9 3 3 ) .  Dentre as  diversos  p r o c e s s o s  

P a r a  e s s e  d i m e n s i o n a m e n t o ,  o m a i s  notãvel 6 sein duvida o de S i 1  - 

:la 3r .  (35) , que f e z  t o d o  o desenvo7v i r nen to  p a r a  seções r e t a n g u -  

i a r e s  e c i r c u l a r e s .  Modesto dos S a n t o s  ( 3 3 )  e s t e n d e u  o e s t u d o  a 

seções  de f o r m a  q u a l q u e r ,  a p r e s e n t a n d o  i n c l  u s i v e  inúmeras t a b e -  
; a s  p a r a  o d i m e n s i o n a m e n t o .  

E n t r e t a n t o .  quando  s e  t e n t a  i n c l u i r  a n ã o - l i n e a r i d a d e  



g e o m é t r i c a  simultaneamente à f í s i c a ,  o problema fica i n d e t e r m i -  
nado, p o i s  não se pode calcular o s  deslocamentos t ransversa i s  

do e i x o  do p i l a r ,  s e  não se conhece  sua armadura. A s s i m ,  suroi  d -  . 
ram p r o c e s s o s  simplificados que t e n t a m  resolver  o problema em 

duas e t a p a s .  Inicialmente e l imina-se  a não-linearidade f í s i c a  
e o problema é r e s o l v i d o  como se o m a t e r i a l  f o s s e  e l ã s t i c o  l i -  . 

near ( 3 4  . Resultam e n t ã o  o s  d e s l o c a m e n t o s  transversais do e i x o  

do p i l a r  que serão consi derados como e x c e n t r i  c i d a d e s  a d i c i o n a i s  

de segunda ordem.  E s s a s  e x c e n t r i c i  d a d e s  i rão majorar as momen- 

t o s  f l e t o r e s  de pr imei ra  ordem d e v i d o  3 p r e s e n ç a  d a  carga  a x i a l  

e ,  com os e s f o r ç o s  r na jo rados ,  f a z - s e  o dimensionamento ã f l e x o -  

-compressão u t i  l i  t a n d o  o s  d i a g r a m a s  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  para o s  
materi  a i s .  

D o i s  g r a n d e s  problemas s u r g e m  nos p r o c e s s o s  s i m p l  ifi- 

c a d o s .  O primeiro deles  6 que p a r a  se  c a l c u l a r  o s  deslocamen- 

t o s  transversais do p i l a r ,  é n e c e s s ã r i o  c o n h e c e r  a r i g i d e z  ã 
f l e x ã o  de cada secão ao l o n g o  do seu e i x o  e ,  se a i n d a  não s e  co 

nhece a a r m a d u r a ,  não p o s s í v e l  de te rmina r  t a l  r i g i d e z .  

d i s s o ,  a r i g i d e z  v a r i a  ao  longo do e i x o  d o  p i l a r  e ,  n o  cãlculo 

e l á s t i c o  linear e f e t u a d o ,  e a d m i t i d o  que a mesma 5 cons tan te .  

O segundo problema é que quando se  t r a n s f e r e  a so lução  para d i -  

m e n s i o n a m e n t o  à f lexo-compressão, i m p õ e - s e  sempre a c o n d i ç ã o  de 

r u h a  por r u p t u r a ,  que pode não s e r  o c a s o .  

D i v e r s o s  processos  s i m p l i f i c a d o s  p r o p o s t o s  p o r  a u t o -  

res e mesmo em normas ,  p a r a  i n c l u i r  a n ã o - l i n e a r i d a d e  geornétr i  
ca, encontram-se a m p l a m e n t e  d i v u l g a d o s  n a  1 i t e r a t u r a  (14,15,32,47) 

N e s t e  trabalho apresenta-se  uma sistematização para o 

dimens ionamento  de pilares e s b e l t o s  de c o n c r e t o  a r m a d o ,  i n c l u i n  - 
do a s  duas não-l i n e a r i  dades  s i m u l t a n e a m e n t e ,  a l é m  d a s  deforma-  

ções d i  f e r i  das do concreto. 

O processo i t e r a t i v o  de aproximações s u c e s s i v a s  para  
a a n á l i s e  de p i l a r e s  e s b e l t o s  de c o n c r e t o  armado,  6 descri t o  p a  - 
ra uma s i t u a ç ã o  gera?  de c a r r e g a m e n t o  e g e o m e t r i a  do p i l a r .  
Três algoritmos são utilizados p a r a  a o b t e n ç ã o  d a s  re lações  mo- 

mento f l  e t o r - e s f o r ç o  n o r m a l  - c u r v a t u r a  de u m a  seção a r b i  t r ã r i  a 

de conc re to  a r m a d o ,  p o r é m  com um e i x o  de s i m e t r i a ,  c o n t i d o  n o  
P l a n o  de c a r g a ,  uma vez  que o trabalho ê restrito ao caso  de 
f l e x ã o  normal. A p r e s e n t a - s e  também, a formulação p a r a  o cá lcu -  



10 das deformações d i f e r i d a s  do c o n c r e t o ,  segundo o C E B i 7 8  e um 

a l g o r i t m o  p a r a  a i n c l u s ã o  das mesmas na anãlise. 

Faz-se uma a n á l i s e  d a  v a r i a ç ã o  de p a r ã m e t r o s  para de-  

terminar a i n f l u ê n c i a  que cer tos  f a t o r e s  t e m  na armadura. Com- 
p a r a - s e  a i n d a ,  o s  processos s i m p l i f i c a d o s  de dimensionamento de 

a l g u m a s  normas, com o s  resul tados  o b t i d o s  numericamente. Um , 

p r o c e d i m e n t o  aproximado p a r a  a i n c l u s ã o  da  f l u ê n c i a  do concreto 

é t e s t a d o ,  e uma s o l u ç ã o  s impl i  fi c a d a  para p i  lares  com engas ta -  

mento  e l á s t i c o  u t i l i z a d a  p a r a  v e r i f i c a r  o nivel do e r ro  come- 

t i d o  ao se e s t e n d e r  o c o n c e i t o  de comprimento d e  f lambagem a p i  -, 

lares de c o n c r e t o  armado.  Apresen ta -se  a i n d a  uma s é r i e  de re- 
sul t a d o s  e x p e r i m e n t a i s ,  onde a solução numérica tem s u a  prec i  - 
s ã o  c o n s t a t a d a .  E m  anexo, e n c o n t r a m - s e  t a b e l a s  p a r a  o d imens io  - 

namento de p i l a r e s  com seção t r a n s v e r s a l  r e t a n g u l a r .  



I 2 - A  N A L I S E  DE P I L A R E S  E S B E L T O S  DE C O N C R E T O  ARMADO 

I 2 . 7 .  Considerações g e r a i s  
i 

A a n á l i s e  d e  p i l a r e s  e s b e l t o s  de c o n c r e t o  armado,  com 

! a i n c l u s ã o  d a s  n ã o - l i n e a r i d a d e s  f í s i c a  e geomé t r i ca ,  r e q u e r  um 

i g r a n d e  número de c ã l c u l o s  numéricos e s ó  v i á v e l  através  da 

u t i l i z a ç ã o  de compu tadores  d i g i t a i s .  As p r o p r i e d a d e s  p a r t i c u l a  - 
res do c o n c r e t o ,  como a f i s s u r a ç ã o ,  a f l u ê n c i a  e a r e t r a ç ã o ,  

i b e m  como as equações c o n s t i t u t i v a s  p a r a  o c o n c r e t o  e o a ç o ,  nem 
t s e r ~ p r e  t ã o  s imples ,  aumentam a complexidade da  anãlise. O sur- 1 g i m e n t o  do t e m p o  como urna nova v a r i á v e l  quando se  e s t e n d e  a a n ã  - 
1 
: l i s e  a c a r g a s  de l o n g a  d u r a ç ã o  e ,  a p r ó p r i a  c a r a c t e r í s t i c a  dos  
f 

f p r o c e s s o s  de a n á l i s e ,  i t e r a t i  v o s  e i n c r e r n e n t a i s  - arnpl i am c a d a  
i 

i v e r  m a i s  o t r a b a l h o  c o m p u t a c i o n a l  r e q u e r i d o .  

t Neste t r a b a l h o  r e s t r i n g e - s e  o  e s t u d o  a p i  l a r e s  i s o s t ã  - 

1 t i c o s ,  com s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  p o s s u i n d o  u m  e i x o  d e  s i m e t r i a  c o i n  
c i d e n t e  com o p l a n o  da f l e x ã o ,  ou s e j a ,  a n a l i s a - s e  a p e n a s  o c a -  r so  de f l e x ã o  n o r m a l .  A s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  pode,  de m a n e i r a  ge- 

r a l ,  var iar  ao longo do e i x o  d o  p i l a r  e o c a r r e g a m e n t o  pode s e r  
qualquer, desde que s e j a  m a n t i d a  a c o n d i ç ã o  de f 7 e x ã o  n o r m a l .  O 

c a r r e g a m e n t o  pode v a r i a r  ao l o n g o  do t empo ,  p o r é m  de fo rma  monÓ - 
tona a f i m  de s e  g a r a n t i r  a co i ld i ção  de car regamento  e s t ã t i c o .  I A náo-linearidade f í s i c a  d a  estrutura  i n c l u i d a  a t r a v é s  d o s  d i a  

gramas  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  n ã o - l i n e a r e s  p a r a  o a ç o  e o c o n c r e  
t o ,  e a não-linearidade geomét r ica  a t r a v e s  de um p r o c e s s o  i t e r a  - 
t i v o  de a p r o x i m a ç õ e s  s u c e s s i v a ç ,  onde em c a d a  i t e r a ç ã o  os d e s l o  - 
camentas transversa is  do e i x o  do p i l a r  s ã o  c a l c u l a d o s .  A s  de- 
formações e s p e c í f i  c a s  de f 1 u e n c i  a e r e t r a ç ã o  s ã o  c a l  cul adas  co; 

forme procedimento do C E B / ~ ~ ( " ~ .  As deformaqGes p o r  c i s a l h a m e n  - 
t o  s ã o  d e s p r e z a d a s ,  de modo que a ú n i c a  deformação a s e  c o n s i d e  - 

6 a q u e l a  no  s e n t i  d o  l o n g i t u d i n a l  da  p e ç a .  

C o m o o o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  6 o d i m e n s i o n a m e n t o  d e  



p j  l a r e s .  a d o t a - s e  para  o s  m a t e r i a i s  d o i s  d i a g r a m a s  t e n s ã o - d e f o r  - 
naçáo ,  um c a r a c t e r í s t i c o  e o u t r o  de c á l c u l o .  Q u a n d o  se  d e s e j a  

c a l c u l a r  os d e s l o c a m e n t o s  t r a n s v e r s a i s  do e i x o  d o  p i  l ar  t r a b a -  

l h a - s e  com o s  d i a g r a m a s  c a r a c t e r í s t i c o s ,  r e s u l t a n d o  d a i  d e s l o c a  - 
mentes c a r a c t e r í s  t i  c o s .  P a r a  a veri f i  caçáo  d a  r u p t u r a  da s e c ã o  

m a i s  s o l i c i t a d a  utiliza-se o s  d i a g r a m a s  de c á l c u l o ,  que s ã o  da  . 

mesma f o r m a  que os c a r a c t e r í s  t i  cos . apenas  com a s  r e s i s  t z n c i  a s '  
dos m a t e r i a i s  r e d u z i d a s ,  ou s e j a ,  com a s  r e s i s t ê n c i a s  de cá l cu -  

l o .  A s s i m ,  impóe-se  a condição  que a máxima t e n s ã o  n o s  materi  a i s  

não s e j a  super ior  às  r e s i s t ê n c i a s  de c á l c u l o .  J ã  p a r a  o c á l c u l o  

dos deslocamentos, t r a b a l h a - s e  com r e s i s t ê n c i a s  c a r a c t e r r s  t i  c a s  

e não  com r e s i s t ê n c i a s  de c ã l c u l o ,  p o i s  s e  a s s i m  s e  f i z e s s e ,  re-  
su l t a r iam d e s l o c a m e n t o s  majorados  e os momentos  f l e t o r e s  de se- 

gunda ordem f i c a r i a m  rna jorados  duas  v e z e s ,  j á  que a s  c a r g a s  

a - í i a i s  s ã o ,  como a s  d e m a i s ,  c a r g a s  de p r o j e t o .  

2 . 3 .  H i p ó t e s e s  f u n d a m e n t a i s  

As p r i n c i p a i s  h i p ó t e s e s  a d m i t i d a s  n a  a n ã 1  i s e  podem s e r  
resumi  das n a  segu in te  f o r m a :  

1 - Hipótese das  seç6es p l a n a s  

Admite-se que as s e ç õ e s  transversais ao e i x o  d o  p i l a r ,  

i n i c i a l m e n t e  p l a n a s ,  permanecem p l a n a s  e normais ao e i x o  deforma 

do e que e s s a  c o n d i ç ã o  é cumprida a t é  a r u p t u r a ,  desprezando-se 
consequentemente a s  deformações par c isalhamento.  

2 - ~ d e r ê n c i a  e n t r e  o conc re to  e o aço  

E x i s t e  a d e r ê n c i a  p e r f e i t a  e n t r e  o c o n c r e t o  e o a ç o  a t e  
as p r o x i m i d a d e s  da ruptura,  de f o r m a  que a s  a r m a d u r a s  e x p e r i m e n -  

t am a s  mesmas deformações que o conc re to  que l h e s  é a d j a c e n t e .  

3 - C o n t r i b u i ç ã o  do c o n c r e t o  n o s  e s f o r ç o s  de t r a ç ã o  

A colaboração d o  concre to  t r a c i o n a d o  na r e s i s t ê n c i a  da 

Peça, p a r a  cargas de s e r v i ç o ,  pode s e r  de i m p o r t â n c i a  s i g n i f i c a -  
t i v a .  A d m i t e - s e  porém, q u e  a r e s i s t ê n c i a  ã t r a ç ã o  d o  c o n c r e t o  é 
n u l a  e desp reza - se  também a c o n t r i b u i ç ã o  do c o n c r e t o  e n t r e  fissi 
ras ,  de f o r m a  que todo)  o e s f o r ç o  d e  t r a ç ã o  é a b s o r v i d o  pelas  a r -  

/ 

m a d u r a s .  Na s i t u a ç ã o  de r u p t u r a ,  e s s a  h i p õ t e s e  não  t r a z  e r r o s  



, i g n i f i c a t i v o s ,  conforme c o m p a r a ç ã o  com resultados e x p e r i m e n -  

t a i  S .  

4 - E n c u r t a m e n t o s  p e r m i t i d o s  ao  c o n c r e t o  
A d m i t e - s e  que a r u p t u r a  s e j a  a l c a n c a d a  quando  o encur  - 

tamen t o  e s p e c í f i  co  máximo em seções p a r c i  a i m e n t e  c o m p r i m i  d a s  

a t i n j a  3,5%0. E m  s e ç õ e s  t o t a l m e n t e  c o m p r i m i d a s ,  a r u p t u r a  f i c h  

c a r a c t e r i z a d a  q u a n d o  a d e f o r m a ç ã o  n a  f i b r a  s i t u a d a  a uma d i s t â n  - 
tia de 3 / 7  d a  a l t u r a  t o t a l  d a  s e ç ã o  da  p e c a ,  m e d i d a  5 p a r t i r  d a  

b o r d a  m a i s  c o m p r i m i d a ,  a t i n g e  o v a l o r  2x0, 

5 - A longamen to  p e r m i t i d o  a o  a ç o  

O a l o n g a m e n t o  e s p e c i f i c o  mãxirno p e r m i t i d o  2 s  armadu- 

r a s  de t r a ç ã o  G de 10°/oo, a f im de s e  p r e v e n i  r c o n t r a  de fo rma-  

~ Õ e s  p l á s t i c a s  excessivas. P a r a  a s  a r a a d u r a s  de c o m p r e s s ã o  o 

e n c u r t a m e n t o  espec7 f i  c o  f i  c a  l i m i t a d o  a o  m á x i m o  p a r a  o c o n c r e t o  
que I h e s  é a d j a c e n t e .  

- Pequenos d e s l o c a m e n t o s  

Admi te -se  que o s  deslocamentos t r a n s v e r s a i s  W do e i x o  

do p i l a r  s e j a m  pequenos em r e l a ç ã o  ao  seu  compr imen to  E e a s  

c a r g a s  s ã o  c o n s e r v a t i v a s .  S e n d o  a s s i m ,  a c u r v a t u r a  m é d i a  x das 

seções d o  p i l a r  pode s e r  c a l c u l a d a  p e l a  e x p r e s s ã o  a p r o x i m a d a  
{ 2 . 2 . 1 ) ,  onde x 6 medido ao l o n g o  d o  e i x o  inde formado,  e o e s f o r  - 
~o normal ç e  m a n t é m  p r a t i c a m e n t e  c o n s t a n t e ,  i n d e p e n d e n t e  d a s  d e  - 
formações do p i l a r .  

d x "  

! 2 . 3 .  D i a g r a m a s  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  d o s  materiais 

2 . 3 . 1 .  C o n c r e t o  ã c o m p r e s s ã o  

A d o t a - s e  p a r a  o c o n c r e t o  em c o m p r e s s ã o  o d i a g r a m a  p a  - 
rábola-retângulo p r o p o s t o  p e l a  ~ 8 - 1 / 7 8 ( ~ ) .  E s t e  d i a g r a m a  é 
c o m p o s t o  de uma parãbola d o  s e g u n d o  g r a u  que p a s s a  p e l a  origem 

. e t e m  s e u  v g r t i c e  n o  p o n t o  de a b c i s s a  2%oe de uma r e t a  e n t r e  



a s  deformações 2Ym e 3,5'/,, t a n g e n t e  à parãbo la  e p a r a l e l a  ao 

e i x o  das  a b c i s s a s .  A o r d e n a d a  mãxima do d i a g r a m a  é i g u a l  a 

n,85fck se se  t r a t a  do c á l c u l o  de d e s l o c a m e n t o s  d o  p i l a r  e 

0,85fCd se s e t r a t a  d a  v e r i f i c a ç ã o  da r u p t u r a .  A e q u a ç ã o  da  p a  - 

r ã b o l a  é dada p o r  ( 2 . 3 . 1 )  onde fc  será i g u a l  a f C k  O U  f c d  d e p e n  - 
dendo do o b j e t i v o .  

F I G U R A  2 . 3 .  i - D i a g r a m a s  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  d o  c o n c r e t o  à corn- 

pres são .  a )  d i a g r a m a  p a r a  o c ã l c u l o  de d e s l o c a -  

mentos ;  b )  d i a g r a m a  p a r a  a v e r i f i c a ç ã o  da r u p t u  - 
ra.  

O f a t o r  0,85 r e p r e s e n t a  a redução da resistgrlcia de 
I t concreto  sob  cargas  de l o n g a  d u r a ç ã o ,  E f e i t o  R(lsch ( 3 1 ) *  

A res istência  de c á l c u l o  f c d  e o b t i d a  da r e s i s t e n c i a  

I 
carac ter í s  t i  c a  f C k  através de 

t 



O mõdulo de deformação l o n g i t u d i n a l  d o  c o n c r e t o  6 da- 

d o ,  em função da r e s i s t ê n c i a  m é d i a  à compressão f c j  na i d a d e  j 

d i a s ,  par 

MPa 

onde 

2 . 3 . 2 .  Di a g r a m a s  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  do  a ç o  

O d i a g r a m a  t ensão-de fo rmação  p a r a  os aços  c l a s s e  A ,  

a d o t a d o  p e l a  N B - 1 / 7 8  é o d i a g r a m a  t í p i c o  de um m a t e r i a l  e1 a s t o -  

- p l ã s t i c o  p e r f e i t o ,  como na  f i g u r a  2 . 3 . 2  

F I G U R A  2.3.2 - Diagramas t ensão-de fo rmação  d o  aço classe A .  

a )  d i a g r a m a  p a r a  o c ã l c u l o  de deslocamentos; 
b )  d i a g r a m a  p a r a  a v e r i f i c a ç ã o  da ruptura. 



O a l o n g a m e n t o  e s p e c i f i c o  mãxirno p e r m i t i d o  E de 

para e v i t a r  deformações p l á s t i c a s  e x c e s s i v a s ,  enquan to  o encur- 
tamento e s p e c í f i c o  máximo é de 3,5'/00, por s e r  e s t e  o m á x i m o  p e r  - 

1 . i t i d o  p a r a  o c o n c r e t o  e m  compressâo. 
Se o o b j e t i v o  é c a l c u l a r  o s  deslocamentos t r ansver -  

sais  do e i x o  do p i l a r ,  utiliza-se o d i a g r a m a  a ,  enquan to  p a r a  a'  

v e r i f i c a ç ã o  da r u p t u r a  o d i a g r a m a  usado o b .  

Na ausência  de resul tados  experimentais do aço à com- 

pressão ,  a N B - 1  permite que  s e  a d o t e  f 
Y c k  = f y k *  

As resistências de c á l c u l o  f e f 
y d  ycd  s ã o  o b t i d a s  d a s  

r e s i s t 6 n c i a s  c a r a c t e r i s t i c a s  f e f ~k yck 'Or 

A s  d e f o r m a ç 0 e s  e s p e c í f i c a s  de escoamen to  syd e E 
Y S  

sao d a d a s  por (2.3.6) onde o mÓdulo de e l a s t i c i d a d e  d o  a ç o  e 
5 

€ 5  
= 2 , l  x 10 MPa.  

P a r a  o s  a ç o s  c l a s s e  0 ,  a N b - l  propõe o diagrama d a  f i  - 
g u r a  2 . 3 . 3 ,  sendo  u s a d o  o diagrama a para o c ã l c u l o  de d e s l o c a -  

mentos e o b p a r a  a v e r i f i c a ç ã o  da ruptura.  
A equação do t r e c h o  curvo dos d i a g r a m a s ,  no c a s o  de 

t r a ç ã o ,  é dada p o r  (2.3.7) onde f y  será i g u a l  a f se  se  tra-  
y d  

t a r  da v e r i f i c a ç ã o  da ruptura e i g u a l  a f p a r a  o c ã l c u l o  dos 
yk 

d e s l o c a m e n t o s .  P a r a  o c a s o  de compressão a equação  é a mesma, 

apenas  devendo-se t r a b a l  h a r  com valores  a b s o l u t o s  das  t e n s õ e s ,  

resultando o v a l o r  a b s o l u t o  das  d e f o r m a ç õ e s .  

As deformações  e s p e c r f i  cas  de e s c o a m e n t o  s ã o  dadas 
P o r  (2.3.6) acresc idas  do v a l o r  Z0/w. 

A s  demais o b s e r v a ç õ e s  s ã o  i d ê n t i c a s  ã ç  f e i t a s  p a r a  o 

aço c l a s s e  A .  



0.7 f yek /j&CJ;;;*; 

F I G U R A  2 . 3 . 3  - D i a g r a m a s  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  p a r a  o a ç o  c l a s s e  0. 

2 . 4 .  E s t a d o  l i m i t e  u l t imo-  

Uma es trutura  de c o n c r e t o  armado p o d e  a t i n g i  r a r u í n a  
de duas maneiras d i f e r e n t e s ,  dependendo d a  g e o m e t r i a  e do carre  
gamento  a p l i c a d o .  A r u i n a  pode se  d a r  por e s g o t a m e n t o  d a  c a p a -  

c i d a d e  r e s i s t e n t e ,  denominada r u í n a  por r u p t u r a ,  o u  pode se dar 
por i n s  t a b i  l i  dade d o  equ i  l i b r i o .  

2 . 4 . 1 .  R u i n a  Dor r u a t u r a  de uma secão 

A ruptura de uma s e ç ã o  transversa l  ao e i x o  d o  p i l a r  é 
a l c a n ç a d a ,  q u a n d o  p a r a  um d a d o  par d e  e s fo rços  s o l i c i t a n t e s ,  mo - 
mente f l e t o r  e e s f o r ç o  normal, n ã o  s e  consegue encontrar uma 

d i s t r i b u i ç ã o  d e  t e n s õ e s  capaz  de g a r a n t i r  o e q u i l í b r i o  e n t r e  0s 
esforços s o l  i c i  t a n t e s  e os  es forços  r e s i s t e n t e s .  A ruptura  p 0 -  

de ocorrer t a n t o  p e l o  esmagamento do c o n c r e t o ,  como, por u m a  de- 
fo rmação  c o n s i d e r a d a  e x c e s s i v a  da  armadura. Esse  é o t i p o  de 
r u i n a  c a r a c t e r i s t i  c o  de p i  1 ares  cu r t o s .  



A c u r v a  relacionando uma c a r g a  a x i a 1  e x c ê n t r i c a  P a t u  
a n t e  sobre um pilar c u r t o  com o deslocamento transversal W numa 

seção ao  l ongo  do seu  e i x o ,  é m o s t r a d a  n a  f i g u r a  2.4.1. 

A ruptura de uma seção t r a n s v e r s a l  de c o n c r e t o  armado 
s u b m e t i d a  a um momento f l e t o r  e um e s f o r ç o  normal, se d á ,  de 
acordo com a N B - 1 ,  quando a d i s t r i b u i ç ã o  de de fo rmações  na  mes; 

ma se  enquadrar em um dos dominios da f i g u r a  2 . 4 . 2 .  

F I G U R A  2 , 4 . 7  - C u r v a  carga-deslocamento p a r a  um p i l a r  curto .  

r e t a  a - t r aqão  un i  forme; 

domTnio 1 - t r a ç ã o  não uniforme, sem compressão; 

domTnio 2 - f l e x ã o  s i m p l e s  o u  composta,  sem r u p t u r a  ã compres- 
s ã o  do c o n c r e t o ;  

domTnio 3 - f l e x ã o  s i m p l e s  o u  c o m p o s t a  com ruptura à compressão 

do concreto e com escoamento do a ç o ;  

d o m i n i o  4 - f l e x ã o  s i m p l e s  ou  c o m p o s t a  com r u p t u r a  ã c o m p r e s s ã o  

d o m i n i  o 4 a  - f 1 e x ã o  c o m p o s t a  com a r m a d u r a s  comprimi das ; 

- c o m p r e s s ã o  uniforme. 

Os domínios  s ã o  d e f i n i d o s  na forma s e g u i n t e :  
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FIGURA 2 .4 .2  - Domin i  o s  de dimensionamento. 

2 . 4 . 2 .  Instabilidade do equilíbrio 

E s t e  t i p o  de r u i n a  é c a r a c t e r í s t i c o  de p i l a r e s  e s b e l -  
' t o s .  Acrescentando carga  ao p i  1 a r ,  as deslocamentos transver- 

s a i s  do seu e i x o  crescem a t é  que ,  a t i n g i d o  um v a l o r  c r i t i c o  da 
carga ,  o equilibrio t o r n a - s e  i n s t ã v e l .  Na f i g u r a  2 . 4 . 3  m o s t r a  - 
-se uma c u r v a  r e l a c i o n a n d o  a carga a x i a l  e x c ê n t r i c a  P com o 
deslocamento transversal W em uma seção ao longo do e i x o  do p l  
l a r .  O b s e r v a - s e  que a t i n g i d a  a c a r g a  c r í t i c a ,  o e q u i  l i b r i o  S Ó  

6 possível se houver uma redução na mesma, o que carac ter i za  o 
trecho de e q u i l y b r i o  i n s t á v e l  da  curva. 

A t i n g e - s e  a i n s t a b i i i d a d e  s e m  h a v e r  o e s g o t a m e n t o  da 
c a p a c i d a d e  r e s i s t e n t e  da seção.  A seção a i n d a  6 capaz  de a b s o r  

ver e s f o r ç o s ,  porém a t a x a  de c r e s c i m e n t o  d o s  e s f o r ç o s  r e s i s t e n  - 
t e s  é menor que a t a x a  de crescimento dos es forços  s o l i c i t a n t e s .  

, E v i d e n t e m e n t e  que com o crescimento dos d e s l o c a m e n t o s  transver- 
i sais crecem tarnbêtn os momentos f l e tores  de segunda ordem e, 

I após a i n s t a b i l i d a d e ,  ocorrerã a r u p t u r a  da secão.  Porém o es- 

i 
t 

t a d o  l i m i t e  f o i  a lcançado p o r  i n s t a b i l i d a d e  do equilíbrio e não 

i Por r u p t u r a .  1 



F I G U R A  2 . 4 . 3  - E s t a d o  l i m i t e  p o r  i n s t a b i l i d a d e  do e q u i l í b r i o .  

2.5,  R e l a ç õ e s  momento f l e t o r - e s f o r ç o  n o r m a l - c u r v a t u r a  

2 . 5 . 1 .  Solicitações i n t e r n a s  e e x t e r n a s  

P a r a  o c a l c u l o  dos  deslocamentos t r a n s v e r s a i s  ao  e i -  

xo d o  p i l a r ,  n e c e s s i t a - s e  c o n h e c e r  a c u r v a t u r a  X de uma s e ç ã o  

t r a n s v e r s a 1  g e n é r i c a  do m e s m o ,  para  um d a d o  p a r  de e s f o r c o  n o r  - 

m a l  N d  e momento f l e t o r  M d  que s o l i c i t a m  a s e c i o .  P a r a  i s t o  

necess i  t a - s e  c o n h e c e r  a s  r e l  ar;ões momento f l e t o r - e s f o r ç o  normal -. 

- c u r v a t u r a ,  a b r e v i a d a m e n t e  r e l ações  M - N - x  p a r a  um t i p o  d a d o  de 
seção.  A g e o m e t r i g  d a  s e ç ã o ,  bem como a disposição e q u a n t i d a -  

de de armadura s ã o  c o n h e c i d a s  " a  p r i o r i " .  

Deduz-se a q u i  e s s a s  re lações  p a r a  uma s e ç ã o  de forma 
qualquer. porém apresentando u m  e i x o  de s i m e t r i a  c o i n c i d e n t e  

com o p ' l ano  de a t u a ç ã o  d o  momento f l e t o r ,  como na f i g u r a  2.5.1. 

A seção em e s t u d o  p o s s u i  n '  camadas  de armadura d i s -  

Postas s i m e t r i  c a m e n t e  em relação ao p l a n o  de a t u a ç ã o  d o  momen- 

t o  f l e t o r .  As c a m a d a s  s ã o  numeradas a p a r t i r  d a  camada m a i s  

p r õ x i r n a  d a  b o r d a  t r a c i o n a d a  p e l a  a p l  i cacão  e x c l u s i v a  do momen- 

t o  f l e t o r .  Na f i g u r a  2 . 5 . 1 ,  n '  é a camada mais  p r ó x i m a  da b o r  - 
da  m a i s  e n c u r t a d a .  
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FIGURA 2.5.1 - Seção genérica de concreto armado, com um eixo

de simetria.

Com a aplicação do momento fletor Md e do esforçono~

mal Nd' a distribuição de deformações na seçãoé a linear mos-
trada na figura 2.5.2, onde x é a distância da borda mais com-

primida ã linha neutra. Convenciona-se como sendo positivas as

deformações de compressão.
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FIGURA 2.5.2 - Distribuição linear de deformações na seçao
transversal.



A c u r v a t u r a  x d a  s e ç ã o  5 d a d a  por 

Conhecidas x e x ,  a s  deformações em t o d a  a s e ç ã o  f i  -. . 
cam p e r f e i  tamente d e t e r m i n a d a s .  N a  f i g u r a  2 . 5 . 3  mostra-se a 

deformação E em uma f i b r a  gener ica  s i t u a d a  a u m a  d i s t a n c i a  y 

d a  l i n h a  neutra. 

F I G U R A  2 . 5 . 3  - D e f o r m a ç ã o  em uma f i b r a  g e n é r i c a  da  seção .  

P e l a  f i g u r a  v e r i f i c a - s e  que 

E 
E 

E 
2 - - = -  1 - -  

Y X x-h 

e i n t r o d u z i n d o  a d e f i n i ç ã o  d a  c u r v a t u r a  x dada em ( 2 . 5 . 1 1 ,  r5  
u f  t a  f i n a l m e n t e  



O b s e r v a - s e  que a d e f o r m a ç ã o  dada  por ( 2 . 5 , 4 )  d e p e n -  

de de X e x p o i s  necessita-se c o n h e c e r  x p a r a  s e  m e d i r  y a 
part i r  da l i n h a  n e u t r a .  

P a r a  uma camada g e n é r i c a  de armadura ,  f i g u r a  2 .5 .2 ,  - 
a deformação e 

.I.- --L,---.-.L --.- 

Integrando-se  a s  tensões  na s e ç ã o ,  o b t e m - s  

s u l t a n t e s  de tensões no  c o n c r e t o ,  R c c  e n a s  d i v e r s a s  

de armadura, genericamente R S i  para a camada i. Uma 

as  deformações dependem de x e X ,  e s s a s  resu l tantes  
s ã o  funções de x e X. 

d - a r e a  de aço na camada g e n é r i c a  i; 

- t e n s ã o  n a  armadura da  camada i. 

Na f i g u r a  2 . 5 . 4  a p r e s e n t a - s e  a s  resu l tante  
S O E S  bem como o momento f l e t o r  Md e o e s f o r ç o  normal 
a t u a  n o  c e n t r o  de g r a v i d a d e  d a  seção  de c o n c r e t o .  

C o m  a s  deformações e o s  d i a g r a m a s  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  

dos m a t e r i a i s ,  encon t r a - se  as tensões  n a s  d i v e r s a s  f i b r a s  de 

concreto e n a s  camadas de armadura d a  s e ç ã o .  E i m p o r t a n t e  

o b s e r v a r  que d e v e - s e  u s a r  o s  diagramas t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  c a -  

r a c t e r í s t i c o s  p a r a  o s  materiais, uma v e z  que a c u r v a t u r a  x se - 

rã u t i l i z a d a  p a r a  o c ~ l c u l o  dos d e s l o c a m e n t o s  t r a n s v e r s a i s  do 
g i  l a r .  

e a s  re-  
camadas 

vez que 

tamb6m 

s de ten 

N d  que 



F I G U R A  2 . 5 . 4  - R e s u l t a n t e  de tensões  e solicitacões e x t e r n a s .  

A d i s t â n c i a  z da r e s u l t a n t e  de compressão no c o n c r e  - 

t o  ã b o r d a  menos  comprimida da s e ç ã o ,  também e f u n ç ã o  de x e 

X, ou s e j a  

As deformações d a  s e ~ ã o ,  carac ter i zadas  pe las  incÓq 

n i t a s  x e X, devem s e r  t a i s  que h a j a  e q u i l í b r i o  e n t r e  as s o i i  - 

c i  t a ç õ e s  e o s  esforços  r e s i  s t e n t e s .  

A p l i c a n d o  a s  duas equações de e q u i l i b r i o  d a  e s t á t i -  

ca vem 

a - soma de forças  i g u a l  a zero 

( x ,  X )  = O N d  - R c c  ( x '  X) - 
i = I  

b - soma de momentos i g u a l  a zero 

n ' 
",j = R. (x, X) z ( x ,  X )  + L ASi (h  - di) osi (x ,  X) - Nd c2 . (2.5.10) 

i =l 

As e q u a ç õ e s  ( 2 . 5 . 9 )  e ( 2 .5 .10 )  c o n s t i t u e m  um s i s t e -  



ma de duas equações a l g é b r i c a s  não-lineares a duas i n c õ g n i -  

t a s ,  x e X, A s o l u ç ã o  do sistema é real i zada i t e r a t i  vamente,  

uma vez que não se  consegue uma e x p r e s s ã o  a n a l í t i c a  p a r a  a s  
i n c õ g n i t a s ,  devido ã complexidade d a s  f u n ç õ e s  n ã o - l i n e a r e s .  

P a r a  seções u s u a i s  como a retangular e a c i r c u l a r ,  

as equações (2.5.9) e (2 .5 .10 )  podem s e r  c o l o c a d a s  em forma 
adimensional através da d e f i n i ç ã o  de momento f l e t o r  e e s f o r ç o '  
normal  r e d u z i  dos. No a p ê n d i c e  a p r e s e n t a - s e  e s s e  desenvolvi - 
mento p a r a  seções r e t a n g u l a r e s .  

D i v e r s o s  algoritmos têm s i d o  u t i l i z a d o s  para r e s o l -  
ver o sistema não-linear. Apresenta-se  a s e g u i r  t r e s  a l g o r i t  -- 
mos capazes de resolver  o p r o b l e m a .  

2.5.2. A l g o r i t m o s  p a r a  reso lver  o sistema de equacões não-li- 
n e a r e s  

2.5.2.1. A l g o r i t m o  com r i g i d e z  c o n s t a n t e  

Para  um va lor  f i x a d o  de x ,  a equação  ( 2 . 5 . 1 0 )  r e l a -  
c i o n a  diretamente o momento f l e t o r  Md com a curvatura  X da se  - 
ç ã o ,  na p r e s e n ç a  de um e s f o r ç o  n o r m a l  c o n s t a n t e  Nd .  E s s a  re -  

lação entre  momento f l e t o r  e curvatura p a r a  e s f o r ç o  n o r m a l  

c o n s t a n t e ,  tem a forma a p r e s e n t a d a  na f i g u r a  2 . 5 . 5 .  A re la -  
ção 6 não-linear e a r u p t u r a  da seção  ocorre no p o n t o  (x , .MU)  

quando é e s g o t a d a  a c a p a c i d a d e  da seção  de absorver  momento 

f l e t o r ,  na p r e s e n ç a  do e s f o r ç o  normal Nd.  

Os tres  a l g o r i  tmos aqui  a p r e s e n t a d o s  c o n s i s t e m  b a s i  - 
camente no mesmo procedimento de s o l u ç ã o ,  v a r i a n d o  apenas o  
nÜmero de i t e r a ç õ e s  necessár i  a s  à c o n v e r g é n c i  a. Neles neces- 
s i t a - s e  c o n h e c e r  um v a l o r  prs-es tabelec ido  da c u r v a t u r a  com o 

q u a l  a equação 2 . 5 .  f o r n e c e  a i n c ó g n i t a  x e a equação 
( 2 . 5 . 1 0 )  , uma primeira a p r o x i m a ç ã o  do momento f l e t o r .  Inc re -  
menta-se a c u r v a t u r a  e r e p e t e - s e  o p r o c e s s o  a t é  a j u s t a r  a equ; 

Ç ~ O  ( 2 . 5 . 1 0 )  d e n t r o  de urna ordem de precisão f i x a d a .  Com i s -  
$ 0  impo6-se a c o n d i ç ã o  de e s forço  n o r m a l  solicitante i g u a l  a 0  

@ s f o r ~ o  normal r e s i s t e n t e  p o r  ( 2 . 5 . 9 )  e ,  analogamente, p a r a  o 
momento f l e t o r  por ( 2 . 5 . 1 0 ) .  A cond ição  de ruptura s e r ã  v e r -  
f i  cada  n a  s e ç ã o  s e g u i n t e .  



F I G U R A  2 . 5 . 5  - Relação momento f l e t o r - c u r v a t u r a  p a r a  e s f o r ç o  

normal c o n s t a n t e .  

Ma f i g u r a  2 . 5 . 6  apresenta -se  a relação momento f l e -  
tor-curvatura para e s f o r ç o  normal c o n s t a n t e  N d ,  onde Md é o 

momento f l e t o r  s o l i c i t a n t e  na seção.  

F IGURA 2.5.6 - Algoritmo com r i g i d e z  c o n s t a n t e .  



I n i c i a l i z a - s e  o processo com a r i g i d e z  à f l e x ã o  K 1  

da seção não f i s s u r a d a  de c o n c r e t o  a r m a d o  

onde 

- m 6 d u l o  de d e f o r m a ç ã o  l o n g i t u d i n a l  do c o n c r e t o ,  na 

o r i  gem do d i  agrama tensão-  deformação ; 

I ,  - momento de i n é r c i a  da s e ç ã o  de c o n c r e t o  em relação 
a o  b a r i c e n t r o  da s e s ã o  h o ~ q q e n e i z a d a ;  

E, - mõdulo de e l a s t i c i d a d e  d o  aqo;  

I S i  - momento de i n é r c i a  d a  camada g e n é r i c a  i de armadu- 
r a ,  em r e l a ç ã o  a o  b a r i c e n t r o  da s e ç ã o  homoseneiza-  

d a .  

Com a r i g i d e z  K 1  d e t e r m i n a - s e  a primeira a p r o x i m a -  

ç z o  para a c u r v a t u r a  X, dada p o r ,  

Conhec ida  X,, a equação (2.5.9) é uma funqão f ( x )  
de uma ú n i c a  v a r i á v e l  x ,  para a q u a l  d e s e j a - s e  e n c o n t r a r  a 
r a i z .  Pode-se resolver e s s e  p r o b l e m a  p e l o  a l g o r i  tmo  da b i s s g  
c a n t e ,  desde que se  conheça  um i n t e r v a l o  [xi. xS] no q u a l  s e  

e n c o n t r a  a ra i  2 .  N a  f i g u r a  2 . 5 . 7  apresenta-se o processo d a  

bissecante, onde f i  e f, s ã o  o s  v a l o r e s  da f u n ç ã o  f(x), equa- 

ç ã o  ( 2 . 5 . 9 ) ,  n o s  extremos do intervalo. 

D e t e r m i n a - s e  a pr ime i ra  a p r o x i m a ç ã o  x l  a p a r t i r  d a  
i n t e r s e ç ã o  da reta que une o s  p o n t o s  ( x i ,  f i )  e ( x ~ ,  f S )  com 
o e i x o  das a b c i s s a s  e c a l c u l a - s e  f, = f ( x l ) .  R e p e t e - s e  0 

I processo com o n o v o  i n t e r v a l o  x ,  x S ]  p a r a  d e t e r m i n a r  a se-  
/ 
I Bunda aproximacão  x 2  e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e ,  a t é  que em uma 
' i t e r a ~ ã o  g e n é r i c a  j o v a l o r  absoluto de f j  s e j a  menor que uma 

t 



to l erânc ia  e s t i p u l a d a .  A d o t a - s e  o v a l o r  de x o b t i d o  n e ç t a  

i t e r a ç ã o  como um v a l o r  a p r o x i m a d o  da r a i z .  

F I G U R A  2 . 5 . 7  - Algor i tmo  d a  b i s s e c a n t e .  

Os l i n i  t e s  xi e x S  do i n t e r v a l o  s ã o  o b t i d o s  da s e -  

gui n t e  mane i ra :  

1 - l i m i t e  xi 

Na determinação de x i ,  deve-se  l i m i t a r  a d e f o r m a ç ã o  

na  a rmadura  mais t r a c i o n a d a  em 10'/0o . 

FIGURA 2.5 .8  - ~ e t e r r n i n a ç á o  de x i .  

d b s e r v a n d o  a f i g u r a  2 . 5 . 8  e a e q u a ç ã o  ( 2 , 5 . 4 ) ,  v e r i  - 
f i c a - s e  que 



Impondo a c o n d i ç ã o  E,] - 10x0 r e s u l t a  

Dependendo do v a l o r  de x I ,  o segundo termo da d e s i -  

g u a l d a d e  ( 2 . 5 . 1 4 )  pode s e r  n e g a t i v o .  A s s i m ,  o l i m i t e  xi deve  . 

ser o maior dos valores  

2 - l imite  x, 
P a r a  a d e t e r m i n a ç ã o  de x,, a deformação no c o n c r e t o  

deve ser l i m i t a d a .  Podem ocorrer d o i s  casos d i s t i n t o s  depen- 

dendo do v a l o r  da c u r v a t u r a  X 1 .  No l i m i t e  e n t r e  esses d o i s  

casos,  a deformação d a  b o r d a  menos c o m p r i m i d a  da seção 6 n u l a ,  
i s t o  é, l i m i t e  e n t r e  o s  d o m i n i o s  4 a  e 5 da  f i g u r a  2.4-.2,. A s i  - 
tuação é a p r e s e n t a d a  na f i g u r a  2 . 5 . 9 .  

De a c o r d o  com a f i g u r a  2.5.9 e a equação ( 2 . 5 . 1 ) ,  a 

curvatura x l i m  correspondente pode s e r  determinada p o r  

F I G U R A  2.5.9 - L i m i t e  e n t r e  o s  dora in ios  4a  e 5 .  

E n t ã o  s e  x 1  x l i m  deve-se  l i m i t a r  a d e f o r m a ç ã o  n a  

m a i s  c o m p r i m i d a  em 3 ,S0 / ,  e ,  se X l  c X l i m s  a deformação 
na f i b r a  s i  t u a d a  a 3 / 7  da a1  t u r a  d a  s e ç ã o ,  m e d i  d a  p a r t i  r d a  



borda  mais comprimida da  mesma, deve  ser  l i m i t a d a  em 20 j rn  . 

A de formação  na  b o r d a  mais comprimida é, como é 
mostrado n a  f i g u r a  2 . 5 . 3  e n a  equação ( 2 . 5 . 4 1 ,  

I m p o n d o  a c o n d i ç ã o  c 2  ( 3,5'ho r e s u l t a  

c a s o  b )  X, < Xlim 

N e s s e  c a s o  a de fo rmação  na f i b r a  a 3 / 7  d a  a l tura  da  
s e ç ã o ,  medida  2 p a r t i r  d a  b o r d a  m a i s  c o m p r i m i d a ,  deve  s e r  l imi  

t a d a  em 2°/00 . 

F I G U R A  2 . 5 . 1 0  - Deformação  na f i b r a  a 3h /7  da b o r d a  m a i s  

e n c u r t a d a .  

P e l a  f i g u r a  2 . 5 . 1 0  v e r i f i c a - s e  que 

@ s u b s t i t u i n d o  y g  em ( 2 . 5 . 4 ,  a d e f o r m a c ã o  E é d a d a  p o r  O 



Fazendo 2'/00 resulta 

Finalmente o l i m i t e  x S  s e r ã ,  conforme o c a s o :  

Encontrada a i ncÓgn i  t a  x c o r r e s p o n d e n t e  p r i m e i  ra 
a p r o x i m a ç ã o  X, da c u r v a t u r a ,  calcula-se d i r e t amen te  de 
( 2 . 5 . 1 0 )  o momento M 1  e f i c a  determinado o primeiro pon to  na  

curva momento f l e t o r - c u r v a t u r a  da  f i g u r a  2 . 5 . 6 .  

Em s e g u i d a  d e t e r n i n a - s e  a n o v a  a p r o x i m a ç ã o  x2 p a r a  
a c u r v a t u r a ,  f i g u r a  2 . 5 . 6 ,  como 

Com x2 repe te-se  o p r o c e s s o  p a r a  se d e t e r m i n a r  MZ e 
0 segundo p o n t o  na c u r v a  momento f l e t o r - c u r v a t u r a .  A c o n v e r -  
g ê n c i a  f i n a l  será s a t i s f e i t a  quando em uma i t e r a ç ã o  j, f i c a -  

rem a t e n d i  das  as c o n d i ç õ e s  



Esse  algoritmo em geral requer um ncmero grande  de 

i teraçÕes, pr inc ipa lmen te  se  o momento f l e t o r  sol i c i  tante é 
próximo do momento de ruptura da s e ç ã o  e com i s t o ,  o tempo 
de processamento c o m p u t a c i o n a l  pode ser  m u i t o  a1 t o .  Dos tres 

a l g o r i t m o s  apresentados n e s t a  seção,  e s s e  é o menos e f i c i e n t e  
sob t a l  p o n t o  de v i s t a ,  porém a c o n v e r g ê n c i a  é razoavelmente 

segura, sem problemas de instabilidade numér ica .  

2 . 5 . 2 . 2 .  Algoritmo com r i g i d e z  s e c a n t e  

O fundamento  do processo é o mesmo d o  a l g o r i t m o  an-  

ter ior .  Incrernenta-se a c u r v a t u r a  da  s e ç ã o ,  e n c o n t r a - s e  a 

r a i z  d a  equação ( 2 . 5 . 9 )  e c a l c u l a - s e  p o r  ( 2 . 5 . 1 0 )  o momento 
f f e t o r  correspondente. A d i f e r e n ç a  c o n s i s t e  no  grau de avan-  

ço n o  i n t e r a t i v o  cor respondente  à c u r v a t u r a  x d a  seqão. A r i  

g i d e z  é a l t e r a d a  em cada i t e r a ç ã o  através d a  s e c a n t e  ã c u r v a  
momento f l e t o r - c u r v a t u r a  para e s f o r ç o  normal c o n s t a n t e ,  como é 
mostrado na f i g u r a  2 .5 .11 -  

FIGURA 2 . 5 . 1 1  - A l g o r i  tmo com r i g i d e z  secan te  



f n i c i a l i z a - s e  o p r o c e s s o  com a mesma r i g i d e z  K 1 d a  

seF;o não f i s s u r a d a ,  dada p o r  ( 2 . 5 . 1 1 ) ,  e determina-se o p r i -  

m e i r o  p o n t o  (x,, M 1 )  c u r v a .  A r i g i d e z  K 2  p a r a  a p r ó x i m a  

i t e r a ç ã o  será d e t e r m i n a d a  p e l a  secan te  à c u r v a  l i g a n d o  a o r i  - 
gem ao p o n t o  ( X1 .  M1 C o m o  

A c u r v a t u r a  x2 n e s s a  i t e r a ç ã o  será d a d a  por 
(2.5.27) e no  r e s t a n t e  o p r o c e s s o  é i d ê n t i c o  ao anter ior .  

E s s e  a l g o r i t m o  requer em gera l  um menor  número de 
i teraçães  que o a n t e r i o r ,  r e d u z i n d o  com i s t o ,  o tempo de p r o -  
cessamento c o m p u t a c i o n a l  e n ã o  a p r e s e n t a  problemas de i ns t a b l  -. 

l idade  n u m e r i c a .  Se o momento f l e t o r  é p r õ x i m o  do momento de 
ruptura da  s e ç ã o ,  e s s e  a l g o r i t m o ,  como o a n t e r i o r ,  m o s t r a - s e  

i n e f i c i e n t e  por e x i g i r  um número s i g n i f i c a t i v o  de i teraçoes 
a t é  a c o n v e r g ê n c i a .  

2 . 5 . 2 . 3 .  Algori  tmo com r i g i d e z  t a n g e n t e  

A d i  f e r e n ç a  d e s s e  p a r a  o a l g a r i  tmo de r i g i d e z  secan - 
t e  é que aqui  procura-se a c o m p a n h a r  a c u r v a  momento f l e t o r -  

'curvatura,  d e t e r m i n a n d o - s e  va lores  a p r o x i m a d o s  d a  t a n g e n t e  ã 
Sma nos d i v e r s o s  p o n t o s .  N a  f i g u r a  2 . 5 . 1 2  e n c o n t r a - s e  i n d i  - 

cada a d e t e r m i n a ç ã o  da r i g i d e z  t a n g e n t e .  

E m  d u a s  i te rações  s u c e s s i v a s  tem-se determinados os 
P o n t o s  ( x ~ _ ~ ,  Mj-,) e ( x j ,  H.) n a  curva momento f le tor-curva-  

3 t u r a *  A r i g i d e z  K j + l  n a  i i t e a ç ã o  seguinte  ê determinada p e l a  

que l i g a  e s s e s  pontos, a q u a l  corresponde a u m a  p a r a l e l a  
a tangente 2 c u r v a  em um p o n t o  i n t e r m e d i á r i o  como 



F I G U R A  2 . 5 . 1 2  - A l g o r i t m o  com r i g i d e z  t a n g e n t e .  

A a p r o x i m a ç ã o  s e g u i n t e  para a curvatura  x j + ,  será,  

No r e s t a n t e ,  o p r o c e s s a  é i d ê n t i c o  aos anter iores ,  
apresentando porém, uma redução sensrvel no numero de i t e r a -  
~ Õ e s  requeridas p a r a  a c o n v e r g ê n c i a .  Esse algoritmo n o  e n t a n  - 
t o ,  apresenta problemas de i n s t a b i l i d a d e  numér ica  quando  o mo - 
mente f l e t o r  s o l i c i t a n t e  p r õ x i m o  do momento de ruptura.  Pg 
de ocorrer que n a s  prox imidades  da  ruptura,  a curva momento 
f l e r o r - c u r v a t u r a  t e n d e  a f i c a r  p a r a l e l a  ao  e i x o  das curvatu-  
ras. e, com i s t o ,  a r i g i d e z  t a n g e n t e  K j , l  c a l c u l a d a  em 



(2.5.28), m u i t o  próxima de ze ro .  R e s u l t a  e n t ã o ,  em (2.5.291, 

um problema numérico que a n t e s  i n e x i s t i a .  Na f i g u r a  2 . 5 . 1 3  

apresenta-se o c a s o  e m  q u e s t ã o .  

Nd = constante 

F I G U R A  2 . 5 . 1 3  - C u r v a  momento f l e t o r - c u r v a t u r a  p a r a  e s f o r ç o  

n o r m a l  c o n s t a n t e ,  com r i g i d e z  t a n g e n t e  a p r o x i  -. 

madamen t e  n u l a  n a s  p r o x i m i  dades d a  ruptura. 

P a r a  se e v i t a r  o p r o b l e m a  n u m e r i c o  m e n c i o n a d o ,  b a s -  

t a  l i m i t a r  a r i g i d e z  Kj+, a um v a i  or minimo de s e g u r a n ç a .  

A r u p t u r a  da  s e ç ã o  da f i g u r a  2.5.1 deve  s e r  determi - 
nada ,  como v i s t o ,  u t i l i z a n d o - s e  o s  d i a g r a m a s  tensão-deforma-  

Ç ~ O  de cálculo p a r a  o s  m a t e r i a i s .  Interessa s a b e r  s e ,  p a r a  

Um dado  p a r  de es forços  s o ' l i c i t a n t e s ,  a seção  e n t r a  o u  não em 
r u p t u r a  com as r e s i s t ê n c i a s  de c ã l c u l o  d o s  materiais. M a i s  
Preci sarnente, neceçsi  t a - s e  conhecer o m a i o r  momento f l e t o r  que 

se pode a p l i c a r  à s e ç ã o ,  n a  p r e s e n ç a  de um e s f o r ç o  normal cons  - 
t a n t e ,  sem que a mesma e n t r e  em ruptura. 

A seção  d a  f i g u r a  2.5.1 e n t r a r ã  em ruptura com i n f i  -. 

p a r e s  de e s f o r ç o  normal e momento f l e t o r .  Isto pode 

Ser v i s u a l i z a d o  a t r a v é s  de um d i a g r a m a  de i n t e r a ç ã o ,  como n a  

f i g u r a  2.5.14. 



F I G U R A  2.5 .14 - Diagrama d e  i n t e r a ç ã o  momento f l e t o r - e s f o r ç o  
normal  Ú l  t i rnos.  

P o n t o s  s i t u a d o s  n a  reg ião  A do d i a g r a m a ,  c a r a c t e r i -  

zam uma s i t u a ç ã o  e q u i l i b r a d a  entre  o s  esforços  s o l i c í t a n t e s  e 
o s  e s f o r ç o s  r e s i s t e n t e s .  P o n t o s  na  r eg ião  B representam s o l i  - 

c i t a ç õ e s  a s  q u a i s  a s e ç ã o  n ã o  é c a p a z  de s u p o r t a r .  A c u r v a  

l i m i t e  e n t r e  a s  duas regiões  co r r e sponde  a o s  i n f i n i t o s  p a r e s  

de esforços solicitantes que l evam a seção ã ruina. 
A d e t e r m i n a q ã o  do momento f l e l o r  de r u i n a  p a r a  um 

valor f i  xado do e s f o r ç o  normal  , também é f e i t a  a t r a v g s  d a s  

equações ( 2 . 5 . 9 )  e ( 2 . 5 . 1 0 ) ,  porém adotando-se  o s  d i a g r a m a s  

t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  d e  c á l c u l o  p a r a  o s  materiais e ,  com o p r o c e  - 
d imen to  que se segue. 

Com a equação  ( 2 . 5 . 9 )  d e s e j a - s e  e n c o n t r a r  a i n c õ g n i  - 
t a  x t a l  que o e s f o r ç o  normal s o l i c i t a n t e  fld e s t e j a  e q u i l i b r a  - 
do pe lo  e s f o r ç o  normal resistente, p o r é m  na ruptura.  A r u p t u  - 
ra se d á  q u a n d o  a s  de formações  da seção  se  enquadrarem em um 

dos d o m i n i o s  de d imens iona rnen to  da f i g u r a  2 . 4 . 2 .  Como e s t e  

t r a b a l h o  t r a t a  de flexo-compressão, o d o m i n i o  1 deve s e r  e l i -  

minado.  E n t ã o  d e s e j a - s e  e n c o n t r a r  a i n c õ g n i t a  x em um dos do - 
minios, do 2 ao 5 ,  de forma que h a j a  equilíbrio do e s f o r ç o  

P a r a  i s t o ,  pode-se utilizar o proces so  d a  b i s s e c a n t e ,  

a d m i t i n d o  que o i n t e r v a l o  no q u a l  e n c o n t r a - s e  a solução x é 
O .  U t i l i z a - s e  o a l g o r i t m o  mostrado na f i g u r a  2 . 5 . 7 .  A 

c u r v a t u r a  X da  s e ç ã o  p a r a  um v a l o r  de x é c o n h e c i d a ,  p o i s  no 

d i a g r a m a  da f i g u r a  2 . 4 . 2 ,  e x i s t e  sempre uma deformaçao f i x a d a  

Para t a d a  dominio. A c u r v a t u r a  x d a  s e ç ã o  n a  r u p t u r a  depende, 



p o r t a n t o ,  apenas  de x .  C a s o  a soluçáo x não  s e j a  e n c o n t r a d a  

no processo d a  bissecante, s i g n i f i c a  que a s e ç ã o  não é capaz  

de a b s o r v e r  o e s f o r ç o  normal  N d ,  o que c a r a c t e r i z a  a ruptura.  
Encontrada a r a i z  x da equação  ( 2 . 5 . 9 ) -  a equação 

( 2 . 5 . 1 0 )  fo rnece  diretamente o momento f l e t o r  de ruptura M, 

da sesão.  

2 . 6 .  Cãlculo de deslocamentos em p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado 

A a n á l i s e  c o m p l e t a  de um p i l a r  e s b e l t o  de c o n c r e t o  

armado requer o cãlculo d o s  deslocamentos t r a n s v e r s a i s  do seu 

e i x o ,  uma vez que e s s e s  deslocamentos alteram o s  momentos  f l e  - 
teres solicitantes nas d i v e r s a s  seqões  d o  p i l a r  e ,  consequen- 
temente, sua  c a p a c i d a d e  de c a r g a ,  E s s a  alteração no v a l o r  

dos esforços  solicitantes em f u n ç ã o  dos d e s l o c a m e n t o s  é o que 

é denominada  n ã o - l i  n e a r i  dade geométri c a .  A não-1 inearidade 
f i s i c a  concernente ao  material c o n c r e t o  a r m a d o ,  f o i  c o n s i d e r a  - 
da anter iormente  q u a n d o  d a  adoção  de d i a g r a m a s  tensão-deforma - 
ção não-lineares p a r a  o c o n c r e t o  e p a r a  o aço .  Uma v e z  que 

e s s e s  d i a g r a m a s  s ã o  u t i l i z a d o s  n a  o b t e n ç ã o  das r e l a ç õ e s  momen - 
t o  f l e t o r - e s f o r ç o  normal-curvatura, a não -1  i n e a r i  d a d e  f i s i  ca 

f i c a  i n c l u i d a  f i n a l m e n t e  nessas re lações .  E l a s  serão utiliza - 
d a s  p a r a  o c á l c u l o  dos d e s l o c a m e n t o s  t r a n s v e r s a i s  do e i x o  do 
p i l a r ,  através  de um p r o c e d i m e n t o  i t e r a t i  vo  de aproximações 
s u c e s s i v a s  d e s s e s  deslocamentos. O aumento d o s  momentos f l e -  

tores d e v i d o  a o s  deslocamentos t ransversa i s  e x i g e  a comparação  

dos momentos s o l i c i t a n t e s  com o momento de ruptura da seção.  
Com i s s o  f i c a m  r e s p e i t a d a s  a s  deformações l i m i t e s  p a r a  o a ç o  

e para  o c o n c r e t o  e o c r i t é r i o  de r u p t u r a ,  através  d o s  domy- 

n i o s  de d i m e n s i o n a m e n t o  d a  N B - 1 .  O e s t a d o  l i m i t e  ú l t i m o  p o r  

r u p t u r a  5 c a r a c t e r i z a d o  q u a n d o ,  em uma seção t r a n s v e r s a l  do 
P i l a r ,  o momento f l e t o r  s o l i c i t a n t e  a t i n g e  o momento de r u p t u  
ra . 

N a  f i g u r a  2 . 6 . 1  m o s t r a - s e  um p i l a r  i s o s t ã t i c o  sob 
f l e x ã o  normal, s u b m e t i d o  a um carregamento g e n é r i c o .  



F I G U R A  2.6.1 - P i l a r  c o m  c a r r e g a m e n t o  g e n ê r i c o .  

P a r a  s e  proceder a o  cãlculo dos d e s l o c a m e n t o s ,  d i v i  - 

de-se o compr imen to  .2 do p i l a r  em um nirnero n de s e g m e n t o s ,  

de comprimentos i g u a i s  o u  n ã o ,  a t r a v é s  das n + l  seções trans-  
versa is  m o s t r a d a s  na f i g u r a  2.6,2-a. Uma vez que o p i l a r  é 
i s o s l ã t i c o ,  as  momentos  f l e t o r e s  e e ç f o r c o ç  n o r m a i s  n a s  d i v e r  - 
s a ç  seções podem s e r  o b t i d o s  d i r e t a m e n t e  p o r  s imples  a p l i c a -  

ção d a s  equaçÕesdeequi lTbr io  d a  e s t á t i c a .  E s s e s  s ã o  e s f o r -  
ços solicitantes de pr ime i ra  o r d e m ,  uma v e z  que foram o b t i d o s  

n a  c o n f i g u r a ç ã o  i n d e f o r m a d a  d a  e s t r u t u r a .  Os e s f o r ç o s  c o r t a n  
t e s  nas  d i v e r s a s  seções  n ã o  i n f l u e n c i a m  n a  a n ã l i s e ,  j ã  que se  

e s t ã  desprezando a s  deformações p o r  c i s a l h a r n e n t o .  N a  f i g u r a  

2 . 6 . 2 - b  apresen ta - se  o d i a g r a m a  de momentos  f l e t o r e s  de p r i -  
meira ordem, de uma forma s i m b Õ 7 i  c a ,  p a r a  um c a s o  g e r a l .  

a - seções  t r a n s v e r s a i s  ao 
e i x o  do p i l a r  

b - momentos f l e t o r e s  de 
p r i m e i  r a  ordem 

FIGURA 2.6.2 - 5eçGes t r ~ n s v e r s a i s  a o  e i x o  d o  pilar e momentos 

f l e t o r e s  de p r i m e i r a  ordem, 



- - - - 

A p a r t i r  dos momentos f l e t o r e s  de primeira ordem e 

es fo rços  n o r m a i s  nas d i v e r s a s  seções transversais,  pode-se 
ca l cu lar  as c u r v a t u r a s  d e s t a s  s e ç õ e s  através das relações mo- 
mento f l e t o r - e s f o r ç o  normal -curvatura .  Com a h i p ó t e s e  de pe- 

quenos deslocamentos e a expressão a p r o x i m a d a  para a c u r v a t u -  

r a ,  equacão ( 2 . 2 .  I ) ,  v e r i f i c a - s e  que o s  des locamentos  t r a n s -  

versais W do e i x o  do p i  l a r ,  podem s e r  ca l cu lados  p o r  uma du- 

p l a  i n t e g r a ç ã o  das c u r v a t u r a s  ao longo d e s t e  e i x o  e a aplica- 

~ ã o  p o s t e r i o r  das c o n d i ç õ e s  g e o m é t r i c a s  de contorno. M a  f i g u  - 
ra 2 . 6 . 3 ,  encontra-se  i n d i c a d o  o d i a g r a m a  de curvaturas d e v i -  

do aos esforços  de primeira ordem e o s  d e s l o c a m e n t o s  corres-  
ponden t e s .  

a - curvaturas 

FIGURA 2.6.3 - Curvaturas e deslocamentos d e v i d o s  aos esfor-  
ç o s  de primeira ordem. 

Para  o caso do p i l a r  b i - r o t u l a d o  da  f i g u r a  2.6.1, 

a s  condições g e o m é t r i  c a s  de c o n t o r n o  resumem-se em W, = 0 e 
W n + l  = O .  

A i n t e g r a ç ã o  das curvaturas  para o cãlculo dos des- 
l o c a m e n t o s  pode s e r  f e i t a  ajustando-se  uma c u r v a ,  a n a l i t i c a -  
mente e x p r e s s a ,  ao d i a g r a m a  de c u r v a t u r a s  da f i g u r a  2.6.3-a. 

A j u s t e s  p o l i n o m i a i s  podem, em g e r a l ,  s e r  usados  com r e l a t i v a  
Q u a n d o ,  porém,  o c o r r e  uma descont inu idade  no  

b - deslocamentos 



diagrama de curvaturas ,  d e v i d a  à e x i s t ê n c i a  de momentos ou 

cargas a x i a i s  c o n c e n t r a d a s  a o  l o n g o  do e i x o  do p i l a r ,  ou d e v i  - 
da a uma v a r i a ç ã o  b r u s c a  na g e o m e t r i a ,  o m a i s  i n d i c a d o  E uti- 

l i z a r - s e  da a n a l o g i a  de Mohr p a r a  o c ã l c u l o  dos deslocamentos 
I n i  c i  almente inverte-se o d l  agrama de curvaturas e 

a d o t a - s e  o mesmo como um carregamento f i c t l c i o .  Car rega-se  o 

p i l a r  com o carregamento f i c t í c i o  e o s  momentos f l e t o r e s  c a l - '  
c u l a d o s  p a r a  e s t e  s i s t e m a ,  s e r ã o  o s  deslocamentos t r a n s v e r -  

s a i s  do p i l a r .  

F I G U R A  2 . 6 . 4  - Carregamento f i c t í c i o  da  a n a l o g i a  de Mohr. 

Devi  do aos des 1 o c a m e n t o s  transversa is  n a s  d i  v e r s a s  

seções do p i l a r .  o s  momentos f l e t o r e s  f i c a m  aumentados.  Recal - 
cula-se  o s  n o v o s  momentos p a r a  e s t a  c o n f i g u r a ç ã o  d e f o r m a d a ,  o s  

q u a i s  s ã o  a soma dos momentos de primeira e segunda ordem.  De - 
t e r m i n a - s e  a s  c u r v a t u r a s  p a r a  o s  novos  momentos e p r o c e d e - s e  a 

o u t r a  i n t e g r a ç ã o  p a r a  e n c o n t r a r  o s  deslocamentos e a s s i m  s u c e s  - 
s iva rnen te  a t g  a c o n v e r g e n c i a ,  A c o n v e r g ê n c i a  dos d e s l o c a m e n -  

# 

t o s  admi t i  d a  quando em duas i t e r a ç o e s  s u c e s s i v a s ,  j - 1  e j , e 

s a t i  ç f e i  t a  a d e s i g u a l d a d e  ( 2 , 6 . 1 )  g a r a  t o d a s  a s  s e ç õ e s .  

A i n s t a b i l i d a d e  e s t r u t u r a l  E d e t e c t a d a  quando,  em 



uma seção de re ferenc ia ,  t rés  i t erações  s u c e s s i v a s  mostram a 

d i v e r g ê n c i a  dos d e s l o c a m e n t o s ,  ou s e j a ,  quando é atendida a 
desigualdade (2.6.2). 

Com e s t a  análise pode-se v e r i f i c a r  se um p i l a r  é es - 
tável ou não sob a a ç ã o  de um carregamento d a d o .  A convergên 

tia d o s  deslocamentos i n d i c a  a e s t a b i l i d a d e  ou,  em o u t r a s  p a -  

l a v r a s ,  o p i l a r  r e s i s t e  a o  c a r r e g a m e n t o  d a d o .  A i n s t a b i  l i d a -  

de estrutural ou a r u p t u r a  s i g n i f i c a m  que o p i l a r  n ã o  r e s i s t e  
ao carregamento dado .  E n t r e t a n t o  não f i c a  c a r a c t e r i z a d o  o 

carregamento  de ruTna do p i l a r .  Uin p r o c e d i m e n t o  incremental 

pode ser empregado, juntamente com e s s a  a n á l i s e  i t e r a t i v a ,  p a  

ra se  o b t e r  a curva c a r g a - d e s l o c a m e n t o  e o carregamento de 

r u i n a  do p i l a r .  Divide-se  o c a r r e g a m e n t o  da f i g u r a  2 . 6 . 7  por 
um f a t o r  i n t e i r o  m, de f o r m a  que t o d a s  a s  c a r g a s  guardem e n -  

t r e  s i  a mesma r e l a ç ã o  de proporcionalidade. 

O car regamento  f r a c i o n a t i o  m o s t r a n d o  o perfil do car - 
regamento real é a p r e s e n t a d o  na f i g u r a  2.6.5. 

F I G U R A  2.6.5 - P e r f i l  do carregamento. 

Numa primeira e t a p a  d e  c a r g a  aplica-se a o  p i l a r ,  na 
c o n f i g u r a g ã o  i n d e f o r m a d a ,  o c a r r e g a m e n t o  d a  f i g u r a  2 . 6 . 5  e 

Procede-se à análise i t e r a t i v a  a t é  a c o n v e r g ê n c i a  dos des loca  - 
mentes. Numa segunda e t a p a  de c a r g a  a p l i c a - s e  s o b r e  o p i l a r  



já d e f o r m a d o ,  um incremento de carga  i g u a l  a o  c a r r e g a m e n t o  da 

f i g u r a  2.6.5. A s s i m ,  n e s t a  e t a p a ,  o p i l a r  e s t a r ã  com duas ve - 
Z ~ Ç  o carregamento da f i g u r a  2 .6 .5 .  R e p e t e - s e  5 análise i t e -  

r a t i v a  a t é  a c o n v e r g ê n c i a  dos des locamen tos  e a s s i m  s u c e s s i v a  

mente,  a t é  que em d e t e r m i n a d o  n 7 v e l  de c a r g a ,  o c o r r a  a r u 7 n a  
do p i l a r .  

2 .7 .  f l u ê n c i a  segundo o C E B / 7 8  

2 . 7 . 1 .  H i p õ t e s e s  e d e f i n i ç õ e s  b á s i c a s  

Apresenta-se a q u i  a formulação p a r a  o c ã f  c u l o  d a  de - 
formação e s p e c i f i c a  de f l u s n c i a  d o  c o n c r e t o ,  s egundo  o Anexo 

e ,  do B o l e t i m  de Informação no 1 2 4 / 1 2 5  do CE5/78 ( 1 0 , 1 1 )  

N a  f a i x a  r ia;  tensões  de s e r v i ç o ,  a s  deformaqões de 
f luênc ia  d e v i d a s  a incrementos de tensões  aplicados em i n s t a n  - 
t e s  d i f e r e n t e s ,  são c o n s i d e r a d a s  a d i  t i v a s ,  h i p ó t e s e  da s u p e r -  

posição. Resu l t a  d a 7  que a deformação de f l u e n c i a  sob t e n s ã o  

c o n s t a n t e  6 p r o p o r c i o n a l  a e s s a  t e n s ã o .  

A deformação de f l u ê n c i a  ( t ,  t o )  e d e f i n i d a  pe- 
l a  r e l a ç ã o  

& C C  
( t , t O )  - defo rmação  de f l u e n c i a  no i n s t a n t e  t p a r a  

t e n s ã o  a p l i c a d a  n o  i n s t a n t e  to; 

- t e n s ã o  c o n s t a n t e  a p l i c a d a  no i n s t a n t e  to; o 

' c 2 8  - módulo de deformação  i n i c i a l  do c o n c r e t o  aos 

2 8  d i a s  de i d a d e ;  

4 (t,tO) - c o e f i c i e n t e  de f l u z n c i a .  

A defo rmação  t o t a l  no  i n s t a n t e  t s o b  t e n s ã o  c o n s t a n  - 
te  no 6 dada  p o r  



$ ( t .  to) 
E t o t  ( L  to)  = O 0  [A- + 

E c ( t o )  E c 2 8  

com E, ( tO) ,  sendo o módulo de deformação i n i c i a l  na idade  t o .  

Segundo o CEB/78 ,  Ec(tO) pode ser tomado i g u a l  a 

= 1 9 2 5  E,, , 

onde 

E c, - módulo s e c a n t e ,  determinado em f u n ç ã o  d a  r e s i s t ê n -  

c i a  média  fcm(tO) do c o n c r e t o  na i d a d e  to, corr ig i  - 
da conforme a seção 2.7.3. 

A r e s i s t e n c i a  média fm(tO) pode s e r  e s t i m a d a  desde 
que s e j a  conhecida  numa i d a d e  q u a l q u e r ,  em geral  aos 2 8  d i a s .  
Na f i g u r a  2 . 7 . 1  i n d i c a - s e  a v a r i a ç ã o  d a  r e s i s t ê n c i a  d o  concre  - 
t o  com a i d a d e .  O módulo s e c a n t e  Em pode s e r  determinado em 

função da resistência m é d i a  f,, na  f o r m a  

2 2 sendo E,, em K N / m m  e f ,, em N / m m  . 
A f u n ç ã o  

U 7 ( t ,  to)  = -I- + 
E c ( t o )  'c28 

6 chamada f u n q ã o  de fluência. 

De ( 2 . 7 . 2 )  e ( 2 . 7 . 5 )  r e s u l t a  que 

2 . 7 . 2 .  C o e f i c i e n t e  de f l u ê n c i a  

O c o e f i c i e n t e  de f l u ê n c i a  ( t ,  to)  é d e t e r m i n a d o ,  

ESCOLA DE ENGENHAR,~ 
CtCf i " .T?r  A 



segundo o C E B / 7 8 ,  p e l a  e x p r e s s ã o  

com 

onde a r e l a ç ã o  f,[tO)/fcm, v a r i a ç ã o  da r e s i s  t e n c i  a do concre- 
t o  com a i d a d e ,  é d a d a  n a  f i g u r a  2 . 7 .  I ,  e 

$ d  - c o e f i c i e n t e  de e l a s t i c i d a d e  d i f e r i d a ,  t o m a d o  i g u a l  

a 0,4; 

O f  = $ f l  @ f 2  - c o e f i c i e n t e  de p l a s t i c i d a d e  d i f e r i d a ;  

Q f l  - depende do meia a m b i e n t e ,  T a b e l a  2 . 1 ,  c o l u n a  3 ;  

4 f  2 - depende d a  espessura f i c t í c i a  h * ,  f i g u r a  2 . 7 . 2 .  

Define-se espessura f i c t i c i a  da peça  de c o n c r e t o  por 

onde 

X - c o e f i c i e n t e  dependen te  d o  m e i o  a m b i e n t e ,  T a b e l a  2.1,  

co luna  5;  

*c - á r e a  d a  seção de c o n c r e t o ;  

u - perimetro em c o n t a t o  com a a t m o s f e r a .  

Além d i s s o ,  

B d  - funçáo  c o r r e s p o n d e n t e  a o  d e s e n v o l v i m e n t o  a o  l o n g o  

do  tempo d a  de fo rmação  @ l ã s  t i  c a  d i f e r i d a ,  f i g u r a  

2.7.3; 

f - f u n ç ã o  ca r r e s p o n d e n t e  a o  desenvol v i m e n t o  a o  l ongo  

do t e m p o  d a  p l a s t i c i d a d e  d i f e r i d a ,  f i g u r a  2 . 7 . 4 ,  de - 



pendente  d a  e s p e s s u r a  f i c t i c i a  h ; O 

t - i d a d e  do c o n c r e t o  no  i n s t a n t e  c o n s i d e r a d o ,  c o r r i g i -  
da de acordo com 2.7.3; 

- i d a d e  do c o n c r e t o  no i n s t a n t e  de a p l i c a ç ã o  da carga,  
corr ig ida  de acordo com 2.7.3. 

2 . 7 . 3 .  I d a d e  corr ig ida  

P a r a  levar em c o n t a  os  e f e i t o s  do t i p o  de cimento  e 

da temperatura a m b i e n t e  ao l o n g o  do  endurecimento do c o n c r e t o ,  

se e l a  é s e n s i v e l m e n t e  di ferente  de 20°c,  a i d a d e  real do con - 
ereto deve  s e r  c o r r i g i d a .  

Considerando cada p e r r o d o  de t e m p o  r e a l  A t , ,  ao  lo f i  

go do q u a l  a temperatura  m é d i a  d i ã r i a  se  m a n t e m  c o n s t a n t e  e 

i g u a l  a T, a i d a d e  real t, é s u b s t i t u í d a  p e l a  i d a d e  c o r r i g i d a  
t dada por 

onde 

1 ,  p a r a  o s  c imentos  de endurecimento normal e l e n t o ;  
2 ,  p a r a  os c i m e n t o s  de e n d u r e c i m e n t o  r ã p i d o ;  

3 ,  p a r a  os cimentos de endurecimento r á p i d o  e de a 1  - 
t a  r e s i s t ê n c i a .  

T - t e m p e r a t u r a  d i á r i a  do concreto em graus centigrados; 

At,- número de d i a s  em que a t empe ra tu r a  m é d i a  d i á r i a  se 

manteve i g u a l  a T. 



TABELA 2 .1  - C o e f i c i e n t e s  b ã s i c o s  de f i u e n c i a  e r e t r a q ã o  - 
C E B / 7 8  

a) n e g a t i v o  - inchamento no l u g a r  de r e t r a ç ã o .  

1 

MEIO A M B I E N T E  

na água 
atmosfera m u i t o  Ú m i d a  
e x t e r i o r ,  em geral  

atmosfera  mui t o  s e c a  
I I 

b )  Os valores  indicados p a r a  Opl  e E referem-se a concretos s 1 
de c o n s i s t e n c i a  p l ã s t i c a .  E l e s  devem s e r  reduzidos  ou au- 

mentados de 2 5 % ,  c a s o  t r a t e - s e  de c o n c r e t o s  de c o n s i s t ê n -  

c i a  f i r m e  ou mole ,  respectivamente. 

FIGURA 2 . 7 . 1  - Variasão da r e s i s t ê n c i a  do c o n c r e t o  com a idade. 

2 

UMIDADE 

R E L A T I V A  

90% 

70% 

40% 
1 

5 

C O E F I C I E N T E  
X 

30 

5 

1 9 5  

1 
I 

I 

3 1 4 
'OEF1 

E 
s 1 I 

0,8 

1 ,O 

2,O 

3 , O  

-0,00010 

+0,00013 

+0,00032 

+0,00052 
I L 



F I G U R A  2 . 7 . 2  - C o e f i c i e n t e  Q f 2  - ~ n f l u ê n c i a  da e s p e s s u r a  f i c -  
t i c i a  h o  na  f l u ê n c i a .  

F I G U R A  2.7.3 - Função ~ ~ ( t - t ~ )  - Desenvolvimento ao  l o n g o  d o  

t empo  da de fo rmação  e l â s t i c a  d i f e r i d a ,  



FIGURA 2.7.4 - Fun-%o O f ( t )  - Desenvolvimento ao l o n g o  do tem - 
po d a  deformação p lã s  t i  c a  d i  f e r i d a .  

T. v a n  Langendonck e A ,  Bugan ( 3 3 )  a jus t a r a m  funqões 

ãs curvas das f i g u r a s  2 . 7 . 7  a 2 . 7 . 4 ,  que são a p r e s e n t a d a s  pe- 

las  equações ( 2 . 7 . 1 1 )  a ( 2 . 7 . 1 5 )  

f,(tO) 9 t 0  ( t o  + 4 2 )  - - - , to em d i a s .  
f 
C 

( 9 t o  + 40) ( to + 6 1 )  

h em cm. o 

, t e to em d i a s .  

t 2  + A t  t B 
B f ( t )  = , t e m d i a s  e t > 3 

t2 + Ct + D 
- 

sendo ,  

A = 

B = 

C = 

O = 

h. 



onde h. é a espessura f i c t í c i a  em m e t r o s .  

2 .8 .  Retração segundo o CEB/78 

O p r o c e d i m e n t o  p a r a  o c ã l c u l o  d a  deformação especí -  
f i c a  de r e t r a ç ã o  apresentado a q u i ,  tambem é o s u g e r i d o  no Ane 

xo e, do B o l e t i m  de Informação no 1 2 4 / 1 2 5  d o  C E B / 7 8 .  

A de formação  r e l a t i v a  de r e t r a ç ã o  que se  d e s e n v o l v e  

num i n t e r v a l o  de t e m p o  ( t - t o )  é dada p o r  

o n d e  

E (t , tO) - deformação e s p e c í f i c a  de r e t r a ç ã o  no interva 
C S  

I a  de tempo t - to;  

+. 

- 50  = E E sl s2 - c o e f i c i e n t e  b ã s i  co  da re tração ,  sendo 

& S I  
- dependente  do m e i o  ambiente, T a b e i a 2 . 1 ,  c o l u n a  4 ;  

- 
=s2 - dependente da espessura f i c t í c i a  h o ,  f i g u r a  2 .8 .1 ;  

8, - funcão correspondente a o  desenvolvimento da retra- 
ç ã o  ao l o n g o  do t empo,  f i g u r a  2 . 8 . 2 ;  

t - i d a d e  do concreto no in s tante  c o n s i d e r a d o ,  c o r r i g i  -- 
da segundo 2.7.3, com a = 1 em t o d o s  o s  c a s o s ;  

to - i d a d e  do conc re to  no  i n s t a n t e  a p a r t i r  do qua l  a 

i n f l u ê n c i a  da r e t r a ç ã o  se  f a z  s e n t i r ,  c o r r i g i d a  de 
a c o r d o  com 2.7.3,  com a = 1 em t o d o s  o s  c a s o s .  

A s  funções m a t e m ã t i  cas  p a r a  a s  cu rvas  das f i g u r a s  

2 .8 .1  e 2 . 8 . 2 ,  também d e s e n v o l v i d a s  p o r  Langendonck e Bu- 
g a r ~ ( ~ ~ ) ,  são dadas p o r  ( 2 . 8 . 2 )  e ( 2 . 8 . 3 ) .  



F I G U R A  2 . 8 . 1  - C o e f i c i e n t e  c g 2  - I n f l u ê n c i a  d a  espessura f i c -  

t i c i a  h o  na  r e t r a ç ã o .  

F I G U R A  2.8.2 - Fungão B 5 ( t )  - Desenvolvimento da  r @ t r a ~ ã o  a o  

longo do tempo.  



t 2 t + 40 (-1 + B (--) 
1 O0 1 O0 , t em d i a s  ( 2 . 8 . 3 )  
t + E  + c (--I + D (---I e t 2 3  ; 

1 o0 I O0 

3 2 B = 1 1 6  h. - 282 h. + 220 h. - 4 9 8  

C = 2 , 5  h03 - 8,8 h. + 40 ,7  

D = - 7 5  h 0 3  + 5 8 5  hO2 + 496 h. - 6 ,8  

3 E = 2030 h O 5  - 4940 h O 4  + 2880 h. - 14 ,8  h. 2 

+ 10,7 h *  - 0,52 

i 
sendo h. a espessura f i c t í c i a  em metros. 

2 . 9 .  Implementação c o m p u t a c i o n a I  para  as deformações  d i f e r i -  
das do concreto 

2 . 9 . 1 .  I n c l u s ã o  da f l u ê n c i a  

i P a r a  a i n c l u s ã o  da  f l u ê n c i a  do c o n c r e t o  no a l g o r i t -  
mo de a n ã l i s e  d e s c r i t o  n a  s e ç ã o  2.6, s e g u i u - s e  a o r i e n t a ç ã o  

de F l a m b a g e m  do C E B  e d e  o u t r o s  autores  ( 1 6 , 1 7 1  

ração da  f l u ê n c i a  c o n s i s t e  simplesmente em s e  p r o c e -  

a l t e r a ç ã o  no d i a g r a m a  tensão-deformação do c o n c r e -  

t o ,  através de urna t r a n s f o r m a ç ã o  a f i m  de razão g ( t  , t o ) .  para 

I lelamente ao e i x o  d a s  deformaçóes .  O n o v o  d i a g r a m a  tensão-de - 
formação é mostrado na f i g u r a  2 . 9 . 1 ,  o n d e  f c  é tomado i g u a l  a 

fck  OU f c d  caso t r a t e - s e  d o  c á l c u l o  dos deslocamentos t r a n s -  

o e i x o  do p i l a r  o u  da v e r i f i c a ç ã o  da ruptura-  respec - 

A equação do t r e c h o  p a r a b ó l i c o  e n t r e  a o r i g e m  e a 

2 0 i 0 ,  dada p o r  ( 2 . 9 . 1 ) ,  onde $ é o v a l o r  do coef i  - 
f l u ê n c i a  4 ( t ,  to) p a r a  um d e t e r m i n a d o  i n s t a n t e  t. 

e 



F I G U R A  2 .9 .1  - Diagrama t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  do c o n c r e t o  no tem- 
p o .  C o n s i d e r a ç ã o  da f l u ê n c i  a.  

Dev i  do ã a1 t e r a ç ã o  p r o c e d i  d a  no d i a g r a m a  t e n s ã o - d e -  

f o r m a ç ã o  do c o n c r e t o ,  há a n e c e s s i d a d e  de se a l t e r a r  o s  domí- 

n i o s  d e  dirnensionamento da  f i g u r a  2 - 4 . 2 ,  uma v e z  que a s  d e f o r  - 
mações U l t i m a s  p a r a  o  c o n c r e t o  f o r a m  a l t e r a d a s  p e l a  i n t r o d u -  

ção  do f a t o r  1 + $. Os d o m T n i o s  m o d i f i c a d o s  p a r a  a inclusão 

da f l u ê n c i a  d o  c o n c r e t o  s ã o  ap re sen t ados  na  f i g u r a  2 . 9 . 2 .  

Com o n o v o  d i a g r a m a  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  p a r a  o c o n c r e  

t o ,  função do  tempo,  pode-se  o b t e r  as r e l a ç ã e s  momento f t e t o r  - 
- e s f o r ç o  n o r m a l - c u r v a t u r a  p a r a  a s e ç ã o  em e s t u d o ,  em c a d a  ins - 
t a n t e  t, utilizando o mesmo p r o c e d i m e n t o  j á  descri  t o .  A rup- 
t u r a  da s e ç ã o  também e d e t e r m i n a d a  como a n t e r i o r m e n t e ,  apenas 

com a utilização d o s  d o m í n i o s  de dimensionamento da f i g u r a  
2.9.2. 



O 

encurtamento 

F I G U R A  2 . 9 . 2  - Domlnios d e  d i m e n  

r a ç ã o  d a  f l u ê n c i a  

2.9 .2 .  I n c l u s ã o  d a  r e t r a ç ã o  

A r e t r a ç ã o  é i n c l u i d a  

derando-se  que a deformação t o t a  

é composta  de uma p a r c e l a  mecàni 

p e c i f i c a  de r e t r a ç ã o  no  i n s t a n t e  

cânica será  

. s i  onamen 

do conc  

no  a l g o r  

1 d o  con 

ca ,  E cme 
em ques 

t o  no t e m p o .  

r e t o .  

i tmo de anã1 

c r e t o ,  d a d a  

C' 
e da d e f o  

t ã o .  A d e f o  

E - = x y E C S  ( t >  to)  - cmec 

i s e ,  c o n s i  - 
p o r  ( 2 . 5 . 4 ) ,  
rmação e s -  

rmação me- 

Com a s  de formações  m e c â n i c a s  e o d i a g r a m a  tensão-de-  

fo rmação  p a r a  o c o n c r e t o ,  obtém-se, por integraçâo n a  seção 

t r a n s v e r s a l ,  a r e s u l t a n t e  de compressão e s u a  p o s i ç ã o .  A re-  
sultante de c o m p r e s s ã o  no c o n c r e t o  R=,, p o d e  s e r  v i s t a  como 

cons t i  t u T d a  de duas parcelas 

onde 

%cx - parcela da  r e s u l t a n t e  d e v i d a  ã c u r v a t u r a x :  

- d e p e n d e n t e  de  x e da r e t r a ç ã o  E ~ ~ .  



Em ambas a s  p a r c e l a s  f i c a m  i n c 7 u T d o s  o s  e f e i t o s  da  

f l u ê n c i a  do c o n c r e t o ,  porém a r e t r a ç ã o  só a p a r e c e  na parcela  

Rccs 
. Analogamente ,  a pos i ção  da resultante c o m p o s t a  de 

duas parcelas d i s t i n t a s .  No a p ê n d i c e ,  e s t a s  e x p r e s s õ e s  encon - 
t r a m - s e  deduzi  das p a r a  seções retangulares .  

Uma vez que as re lações  momento f l e t o r - e s f o r ç o  n o r  - 
mal-curvatura dependem d a  r e s u l t a n t e  de compressão  no c o n c r e -  

t o  e de sua  pos ição ,  a f l u ê n c i a  e a r e t r a ç ã o  f i c a m  consequen- 

temente i n c l u i d a s  n e s s a s  r e l a ç õ e s .  A ruTna por ruptura,  atra - 
vés dos d o m i n i  o s  de dimensionamento modi  f i  cados  da f i g u r a  

2 . 9 . 2  e a i n s t a b i l i d a d e  e s t r u t u r a l ,  atraves  do c ã l c u l o  de des - 

locamentos baseado  nas r e l ações  M - N - X ,  englobam finalmente o s  

e f e i t o s  da f l u ê n c i a  e r e t r a ç ã o  d o  c o n c r e t o .  

2.9.3. ~ i s t Ó r i a  de c a r g a  

Q u a n d o  s e  dese ja  comparar os  re su l tados  t e õ r i c o s  ob - 
t i d o s  da a n á l i s e  com r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s  o b t i d o s  em l a b o  - 
r a t ó r i o ,  a h i s t ó r i a  real de carregamento d a  es trutura  deve 

ser c o n h e c i  d a .  
Em s e  t r a t a n d o  de p r o j e t o  de uma e s t r u t u r a  de con- 

c r e t o  a rmado,  p a r t e  d a s  cargas  de s e r v i ç o  é de l o n g a  duração 
e p a r t e  de curta duração.  A parcela  de l o n g a  duração é cons- 

t i  tuTda p e l a  c a r g a  permanente e p o r  p a r t e  da c a r g a  a c i d e n t a l ,  
aque la  parcela da  c a r g a  ac identa l  q u a s e  permanente.  Urna hi s -  
t ó r i a  de c a r g a  s i m p l i f i  cada,  pode  s e r  a d m i t i d a  como n a  f i g u r a  
2 . 9 . 4 ,  onde t 6 o instante correspondente a o  i n í c i o  da u t i l i  O - 
zagão da estrutura e t ,  o i n s t a n t e  correspondente ao  f i n a l  
d a s  deformações d i f e r i  das do c o n c r e t o .  As c a r g a s  de l o n g a  du - 
r a ç ã o  P a t u a m  no  p i l a r  desde to a t e  tn e neste i n s t a n t e  f i -  

g ' 
n a l ,  aplica-se um i n c r e m e n t o  de c a r g a  b? ao mesmo. O i n c r e -  

mento dP é a p a r c e l a  de curta duração d o  car regamento .  



F I G U R A  2.9.4 - His t a r i a  de carga simplificada. 

2 . 9 . 4  - I n t e q r a ç ã o  no tempo 

N o s  p a r á g r a f o s  a n t e r i  ores ,  apresen tou -se  a f o r m a  

u t i l i z a d a  p a r a  se cons iderar  a f l u ê n c i a  e a retração  do con- 

c r e t o  n a s  r e l ações  M - N - X e  no c r i  tGrio de r u p t u r a .  P a r a  cada 

instante t e s p e c i f i c a d o ,  o b t é m - s e  uma r e l a ç ã o  M - N - x  d i f e r e n -  

t e ,  uma v e z  que o d i a g r a m a  tensão-deformação do c o n c r e t o  v a  - 
r iáve l  com o tempo e a r e t r a ç ã o  a l t e r a  a s  deformações da seção 
de concreto armado. N a  f i g u r a  2 . 9 . 5  ap resen ta - se  um c o n j u n t o  

de relações M-N-x o b t i d a s  p a r a  cada  i n s t a n t e  t .  

O b s e r v a - s e  p e l a  f i g u r a  uma d i m i n u i ç ã o  da  r i g i  dei 
com o passar  do tempo. Com i s t o  o s  deslocamentos serão i n c r e  - 
mentados no tempo,  o que i r a  r e d u z i r  a c a p a c i d a d e  de carga do 
p i l a r .  P a r a  s e  c a l c u l a r  o s  d e s l o c a m e n t o s  transversais do e i -  

xo do pilar e sua  v a r i a ç ã o  com o t e m p o ,  procede-se  como se se - 
Sue, b a s e a n d o - s e  n a  h i s t õ r i a  de c a r g a  da f i g u r a  2 . 9 . 4 .  

In i c i a lmen te  carrega-se  o p i l a r  com a s  cargas  de l oq  
ga duração P aplicadas no i n s t a n t e  to. Trabalha-se  com uma 

9' 
r e l a ç ã o  M - N - x  de c u r t a  duração p a r a  o c á l c u l o  dos deslocamen- 
t o s  transversais  do e i x o  do p i l a r .  E s t a  r e l a ç ã o  5 o b t i d a  com 
a r e s i s t ê n c i a  do conc re to  n a  i d a d e  to, que pode s e r  a v a l i a d a  
a Part ir  de ( 2 . 7 . 1 1 )  desde que a mesma s e j a  c o n h e c i d a  numa 

i d a d e  q u a l q u e r .    pós a c o n v e r g ê n c i a  d o s  deslocamentos, em 
uma seção g e n é r i c a  ao l o n g o  do e i x o  do p i l a r  o momento f l e t o r  



é M ~ ,  O e s f o r ç o  n o r m a l  N o ,  a c u r v a t u r a  X 9  e 0 deslocamento 

transversal  M o -  

F I G U R A  2.9.5 - Re1 a ç õ e s  momento f l  e t o r - c u r v a t u r a ,  com e s f o r ç o  
normal c o n s t a n t e ,  p a r a  d i  versos i n s t a n t e s  . 

D i v i d e - s e  o i n t e r v a l o  [ t 9 ,  t,,] em n s u b i n t e r v a l o s  

tO, t , ] ,  [ t l ,  t p ] ,  . . . , [tndl, tn].  Uma s u b d i v i s ã o  l o g a r i t -  

i c a  pode s e r  u s a d a  ( 6 ) .  P a r a  o i n s t a n t e  t ,  ob tém-se  uma re- 
l ação  M-H-x  com o c o e f i c i e n t e  d e  f l u ê n c i a  e a de formação espe - 
c i f i c a  de r e t r a c è o  correspondentes. Admi te -se  que e n t r e  o s  

i n s t a n t e s  to e t , ,  o s  e s f o r ç o s  s o i i c i t a n t e s  e o s  deslocamen-  

t o s  não s e  a1  t e r a m .  E n t r e t a n t o ,  no  i n s t a n t e  t , ,  a relação 

f l - f l - ~  6 a1  t e r a d a  dev i  do  à f l u é n c i  a e a r e i r a ç ã o  que ocorrem 
n o  i n t e r v a l o  [ to,  t lh  A estrutura f i c a  menos r í g i d a  e não 

e n c o n t r a  mais em e q u i l i b r i o .  Com os e s f o r ç o s  solicitantes 
O b t i d o s  no  f i n a l  d a  análise i t e r a t i  v a  r e a l i z a d a  p a r a  o insta! 

t e  to, repe te - se  o mesmo p r o c e d i m e n t o  c o m  a r e l a ç ã o  M - N - X  c o r  



respondente ao i n s t a n t e  t l  a t é  a convergencia dos  deslocamen- 

t o s  O momento f l e t o r ,  o deslocamento e a c u r v a t u r a  na seção 

genérica f i c a m  a m p l i a d o s  p a r a  M 1 ,  W 1  e X, , respectivamente. 
Considera-se  que o e s f o r ç o  normal não s o f r e  a 1  teração,  perma- 
necendo com o v a l o r  N 3 .  

Novamente  admite-se que en t r e  o s  i n s t a n t e s  t, e t2, 

o s  e s f o r ç o s  s o l  i c i  t a n t e s  e deslocamentos permanecem i n a 1  t e r a -  
d o s ,  r e p e t i n d o - s e  a análise com e s t e s  e s f o r ç o s  e a s  relações 

M - N - X  para o i n s t a n t e  t p .  Prossegue-se a s s i m  a t é  o i n s t a n t e  

f i n a l  tn. Na f i g u r a  2 . 9 . 6  apresenta-se  a v a r i a ç ã o  d o  momen- 

t o  f l e t o r  em uma seção  g e n é r i c a ,  a t r a v é s  d a s  re lações  M - N - X ,  

para  d i v e r s o s  i n s t a n t e s  considerados.  Na f i g u r a ,  M l d  é o mo- 

mento f l e t o r  de p r i m e i r a  ordem na  s e ç ã o  em e s t u d o .  

F I G U R A  2.9.6 - V a r i a ç ã o  d o  momento f l  e t o r  em uma seção  g e n é r i  
c a ,  d e v i  do ãs d e f o r m a ç õ e s  d i  f e r i  d a s .  



P e i a  f i g u r a  o b s e r v a - s e  que se  a an. - -  . o s s e  d e  

primeira ordem, a c o n v e r g ê n c i a ,  na  s e ç ã o  em e s t u d o ,  corres-  
ponderia  a o  p o n t o  A .  A p a s s a g e m  do p o n t o  A a o  p o n t o  B ,  com o 

crescimento do momento f l e t o r  de M l d  p a r a  Mo, d e v e - s e  à não- 

-1inearidade geométr ica .  De to a t ,  a d m i t e - s e  q u e  o momento 

f l e t o r  permanece c o n s t a n t e ,  i g u a l  a M o ,  porém o c o r r e  um acrés  - 
cimo de curvatura d e v i d o  2 s  deformações d i f e r i d a s  d o  c o n c r e -  

t o ,  com a passagem do ponto 8 ã p o s i ç ã o  C. De C a O ,  o momen 

t o  f l e t o r  f i c a  aumentado p e l a  não-l i n e a r i  d a d e  g e o m é t r i c a ,  p a z  
sando p a r a  M , ,  e a c u r v a t u r a  p a r a  x l .  Prosseguindo-se  a s s i m ,  

a s  curvaturas na seção  aumentam a t é  a c o n v e r g ê n c i a  f i n a l ,  n o  

i n s t a n t e  t,, onde va le  X,. 
A c u r v a t u r a  d i f e r i d a  t o t a l ,  d e v i d a  ã f l u ê n c i a  e ã 

r e t r a ç ã o  e n t r e  o s  i n s t a n t e s  to  e tn, 6 d a d a  por 

E s t a  c u r v a t u r a ,  d e v i d a  2 f l u e n c i a  e 2 r e t r a ç ã o ,  d e -  

ve s e r  calculada p a r a  t o d a s  as seções t ransversa i s  do p i l a r .  
Ela  é tomada como uma c u r v a t u r a  res idual  das  s e ç õ e s .  

P a r a  o e s t â g i o  f i n a 7  de c a r r e g a m e n t o  de c u r t a  d u r a -  

ção, o p i l a r  s e r á  solicitado p e l a  c a r g a  t o t a l .  T r a b a l h a - s e  
agora com uma r e l a ç ã o  M - N - X  sem i n c l u i r  o s  e f e i t o s  da r e t r a -  
ç ã o  e da f l u ê n c i a ,  ou  s e j a ,  com a mesma relação M - N - X  a d o t a d a  

para c a r g a s  de c u r t a  duração.  Ã c u r v a t u r a  o b t i d a  coin e s s a  re- - 
l a ç ã o  M - N - x I  p a r a  o c a r r e g a m e n t o  , t o t a l ,  d e v e - s e  a d i c i o n a r  a 

c u r v a t u r a  d i f e r i  da Xdi,. p a r a  o cá1  c u l o  d o s  deslocamentos 

transversa is  ao  e i x o  do p i l a r .  

Neste  e s t á g i o  f i n a l ,  pode-se  a i n d a  c o n s i d e r a r  o en-  

durecimento do c o n c r e t o .  A i n c l u s ã o  do e n d u r e c i m e n t o ,  pode 

Ser f e i t a  tomando d i r e t a m e n t e  uma r e s i s t ê n c i a  m a j o r a d a  ou ado - 
t a n d o  um d i a g r a m a  tensão-deformação m o d i f i c a d o  ( " ) ,  corno o d a  

f i g u r a  2 .9 .1 ,  com a a d o ç ã o  de um v a l o r  n e g a t i v o  p a r a  0. O au - 
mente da r e s i s t s n c i a  do  c o n c r e t o  com a i d a d e  pode  s e r  o b t i d o  

da f i g u r a  2 . 7 . 1 .  

A p o s s i b i l i d a d e  de r u p t u r a  de uma s e ç ã o  do p i l a r  de - 
v @  s e r  v e r i f i  c a d a  d u r a n t e  o p e r ? o d o  de c a r g a  c o n s t a n t e ,  en- 



t r e  t o  e > ou no  e s t á g i o  f i n a l  d o  c a r r e g a m e n t o  de c u r t a  d u -  

ração. N a  passagem de um i n s t a n t e  ao s e g u i n t e ,  com a queda 

brusca de r i g i d e z ,  tambêm deve s e r  v e r i f i c a d a  a ruptura.  A 

instabilidade porém, s6 deve  s e r  a d m i t i d a  d u r a n t e  o c a r r e g a -  

1 mento constante ,  ou no  e s t á g i o  f i n a l  de c u r t a  duraqão. O 

brusco dos deslocamentos que o c o r r e  com a passagem 
de um i n s t a n t e  a o  outro, não deve s e r  c o n s i d e r a d o  como i n s t a - ,  
b i  l idade  e s t r u t u r a ? ,  po is  na real idade a var iação  no tempo ê 
~ o n t T n u a  e não d i scre ta  como s e  e s t a  c o n s i d e r a n d o .  

2 .10 .  P i l a r  com e n g a s t a m e n t o  e l ã s t i  co simétri co  

Nesta s e ç ã o  a p r e s e n t a - s e  uma a n ã 1  i s e  para  p i  l a r e s  
com engastamento  e l ã s t i c o  s i m é t r i c o ,  baseada  em um processo 
i t e r a t i v o  de aproximacões s u c e s s i v a s ,  onde em cada  i t e r a ç ã o  
rea l i za - se  uma a n á l i s e  l i n e a r .  O mesmo p r o c e d i m e n t o  pode s e r  

a d o t a d o  p a r a  o c a s o  de e n g a s t a m e n t o  assimêtrico. Uma solução 

s i m i l a r ,  é suger ida  n o  M a n u a l  de F l a m b a g e m  do CEB/FIP( ' ) ,  pa- 

ra análise de p õ r t i c o s  de c o n c r e t o  armado.  com a l g u m a s  a l t e r a  - 
ções .. 

Todo o e s t u d o  realizado n e s t e  t r a b a l h o  res tr inge - se  
ao p i l a r  d a  f i g u r a  2 . 1 0 . 1 ,  submetido a uma c a r g a  a x i a ?  P e mo - 
mentos Mo a p l i c a d o s  nos a p o i o s .  

F I G U R A  2 . 1 0 . 1  - P i l a r  com carregamento e e n g a s t a m e n t o  e l á s t i -  
c o  s i m e t r i c o .  



Adnl t e - s e  que a s  molas s ã o  1 i n e a r e s  , com r i g i d e z  ã 

rotagão, G .  Se o p i l a r  f o r  c o n s t i t u í d o  de um material e l á s t i  - 
c o  l i n e a r ,  com r i g i d e z  à f l e x ã o  E I ,  a r i g i d e z  da  mola pode 

ser  relacionada com a a n t e r i o r  n a  forma 

onde BO 6 uma c o n s t a n t e  adimensional. 

P a r a  o c a s o  e l á s t i c o  l i n e a r ,  a e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  

governando o e q u i l i b r i o  do pi l a r ( 8 )  6 d a d a  p o r  ( 2 . 1 0 . 2 ) ,  quan - 
do a r i g i d e z  f l e x ã o  E1 e c o n s t a n t e .  

A s  condições  de c o n t o r n o  a se  a p l i c a r  n a  solução da 

equação d i f e r e n c i  a1  , s ã o  

Reso lv ida  a equação  d i f e r e n c i a l  e a p l i c a d a s  a s  con-  

d ições  de contorno, r e s u l t a  a expressão p a r a  os deslocamentos 

t r a n s v e r s a i s  W d o  e i x o  do p i l a r  

G B  - M o  
W(x) = A sen ax + B c o s  ax + q 

P 

onde 

M o  - G e  -aMo ( c o s  ae - 1 j 
A = -  e ; B =  ; e =  1 

a P P sen a2 - aG ( s e n  aQ - 1 )  
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Em se tratando de concreto armado, a rigidez EI não

e constante e a equaçao (2.10.4) não representa os deslocame~

tos transversais W do eixo do pilar. Admite-se entretanto,

que esta seja uma boa aproximação da solução do problema, de~

de que se adote para a rigidez E1 um valor médio.

Inicialmente admite-se para E1 a rigidez ã flexão

da seção não-fissurada de concreto armado, dada por (2.5.11) .

e calcula-se a primeira aproximação Wl(x) para os deslocamen-
tos pela equação (2.10.4). Com estes deslocamentos,o momen-

to fletor M(x) em uma seção genéY'icaao longo do pilar é dado

por

M( x) = MO + P W1 ( x) - G \'J1 ( O) . (2.10.5)

Divide-se o comprimento do pilar em n segmentos

iguais, através das n+l seções transversais mostradas na fig~
ra 2.6.2-a, e calcula-se os momentos fletores em cada seção.

Com o esforço normal P e o momento fletor em cada seção, cal-

cula-se, através de um dos algoritmos apresentados em 2.5.2,

as curvaturas das mesmas. A rigidez ã flexão E1 em cada se-

ção, é obtida dividindo-se o momento fletor solicitante na

mesma por sua curvatura correspondente. Obtêm-se assim, a va

riação da rigidez EI(x) ao longo do eixo do pilar. Calcula-

-se então a rigidez média EI pela equação (2.10.6).m

1 ~
E1 = - f EI(x) dx

m ~ O
(2.10.6)

A integral acima pode ser avaliada numericamente p~

10 processo de Simpson.

Com a rigidez média E1m' procede-se a novo cãlculo

dos deslocamentos W2(x) através de (2.10.4) e repete-se o pr~
cedimento Rté a convergência dos deslocamentos na seção cen-

tral ao eixo do pilar. A instabilidade e a ruptura são deteE
tadas da mesma forma que no processo de aproximações sucessi-

vas descrito na seção 2.6.



Uma v e z  que  se  e s t á  s u b s t i t u i n d o  uma distribuição 

var iáve l  de r i g i d e z  do p i l a r ,  p o r  uma r i g i d e z  c o n s t a n t e  e q u i -  

v a l e n t e ,  p r e c i s a - s e  determi nar numeri camente um número mTnjmo 

de seções necessãr ias  p a r a  que  o erro s e j a  tolerável. A com- 

paração deste  processo ,  p a r a  o c a s o  de p i l a r  bi-rotulado se. 

as molas, com o p r o c e s s o  i t e r a t i v o  d e s c r i t o  em 2 . 6 ,  m o s t r o u  

que com a adoção de 7 seções t r a n s v e r s a i s ,  o e r r o  cometido íi . 
in fe r io r  a I % ,  podendo p o r t a n t o ,  s e r  c o n s i d e r a d o  um p r o c e s s o  

a l t e r n a t i v o  de a n á l i s e ,  p a r a  o c a s o  em questão.  



3 .  D I H E N S  EONAi4ENTO D E  P I L A R E S  ESBELTOS DE C O N C R E T O  A R M A D O  

3 . 1 .  O problema do dimensi onamento 

O d i m e n s i o n a m e n t o  de uma s e ç ã o  de c o n c r e t o  armado 

s u b m e t i d a  a uma s o l i c i  t a c ã o  de flexo-compressão, S Õ  pode s e r  
real i zado  i t e r a t i  varnente,  através  de um processo de a p r o x i m a -  

ções sucessivas, onde em c a d a  i t e r a ç ã o  procura-se i g u a l a r  o s  

es forsos  s o l i  c i  t a n t e s  aos r e s i  s t e n t e s ( 3 3 ) .  O processo pode t o r -  

n a r - s e  t r a b a l h o s o  e a t é  mesmo i n v i ã v e J  sem a u t i l i z a ç ã o  de um 
computador d i g i t a l ,  d e p e n d e n d o  d a  g e o m e t r i a  d a  s e ç ã o  e da d i z  

posição das barras d a  a r m a d u r a .  Em g e r a l ,  e x i s t e  urna i n f i n i -  

dade  de ~ o l u ç õ e s  que  s a t i s f a z e m  o e q u i ' l i b r i o  e n t r e  o s  e s f o r -  
ços s o l i c i  tantes  e o s  e s f o r ç o s  r e s i s t e n t e s .  P a r a  t o r n a r  a s o  - 
l u ç ã o  Ú n i c a ,  h ã  a n e c e s s i d a d e  de s e  f i x a r  de an temão a d i s p o -  

sição e p r o p o r c i o n a m e n t o  da armadura.  A s s i m  6 q u e  p a r a  o  ca-  

s o  c lãs s i  c o  de seções  retangulares, s u b m e t i  d a s  a flexo-compres - 
s ã o  normal, com a r m a d u r a s  d i s p o s t a s  nos l a d o s  do  retângulo per - 
p e n d i c u l a r e s  a o  p l a n o  de a t u a ç ã o  do momento f l e t o r ,  ex is tem 

i n f i n i  t a s  soluções com armaduras assimetri c a s ,  p o r é m  e x i s t e  
uma Ú n i c a  solução com armadura s i m g t r i c a  

O problema b ã s i c o  do d i m e n s i o n a m e n t o ,  apesar das pos - 
s í v e i s  variantes de s o l u ç ã o ,  é um só: d e s e j a - s e  e n c o n t r a r  a 

q u a n t i d a d e  de a r m a d u r a  com uma d i s p o s i ç ã o  pré-determinada, a 

se r  a d i c i o n a d a  ã s e ç ã o  de c o n c r e t o ,  de f o r m a  que o s  e s f o r ç o s  

s o l i c i t a n t e s  i g u a l e m - s e  a o s  e s f o r ç o s  r e s i s t e n t e s  no estado l i -  

mite Ültimo. Resolve-se o problema b a s e a n d o - s e  em a l g u m  c r i t é  - 
r i o  de r u p t u r a  da s e c ã o  de c o n c r e t o  armado. O c r i t é r i o  de rup  - 
tura a d o t a d o  p e l a  NB-7/78 é o mostrado n a  f i g u r a  2 . 4 . 2 ,  a t r a -  

vés dos d o m i n i o s  de d i m e n s i o n a m e n t o .  D i v i d i n d o - s e  o problema 
em d o i s ,  c a s o  de g r a n d e  e x c e n t r i c i d a d e  e c a s o  de pequena  e x -  

cen t r i  c i  dade ( 1 6 q 2 1 ) ,  ou r e s o l v e n d o - o  d i re t amen te  através de z g  

"s de dimensionamento(33'35), pode-se  h o j e ,  com a uti1izagáo 
um c o m p u t a d o r  d i g i t a l ,  d i m e n s i o n a r  uma s e ç ã o  de c o n c r e t o  a r  - 
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mado de forma genêri c a -  sob f l e x o - c o m p r e s s ã o  n o r m a l ,  no e s t a -  

do l imite  Últ imo.  
A d i f i c u l d a d e  do di rnensionamento f i c a  profundamente 

ampliada quando se estende t a l  problema a p i l a r e s .  E m  se tra - 
t a n d o  de p i l a r e s  de c o n c r e t o  a rmado ,  s u r g e ,  a lém da n ã o - l i n e a  - 
r i d a d e  fTs . ica  do m a t e r i a l ,  tarnbgm e x i s t e n t e  no caso  de dimen- 

çionamento de s e ç ã o ,  a não-7 i n e a r i  dade g e o m e t r i  ca o c a s i o n a d a  

pe los  deslocamentos t r a n s v e r s a i s  da seu ei xo. O s  des locamen- 

t o s  aumentam o s  momentos f l e t o r e s  s o l i c i t a n t e s  e com i s t o ,  a 

armadura  n e c e s s ã r i a  p a r a  g a r a n t i r  o e q u i l í b r i o .  Com o desco- 

nhecimento da armadura, p o i s  e s t a  a i n c ó g n i t a ,  o s  des loca -  
mentos não podem s e r  calculados, uma vez que a r i g i d e z  depen- 

de também da mesma. Conseqbentemente não se conhece o s  momen - 
t o s  f l e t o r e s  solicitantes e o p r o b l e m a  f i c a  aparentemente sem 

s o l u ç ã o .  Realmente n ã o  se  consegue d i r n e n s i o n a r  um p i l a r  de 

conc re to  armado a não s e r  p o r  t e n t a t i v a s .  
A s s i m ,  surgiram processos  s i m p l i f i c a d o s ,  com m a i o r  

ou  menor g r a u  d e  a p r o x i m a ç ã o ,  que e l i m i n a m  as t e n t a t i v a s .  E s  - 
t e s  processos t r a t a m  a s  duas não-1 i n e a r i  dades de manei r a  i nde 

pendente, em g e r a l ,  c o n s i d e r a n d o  i n i c i a l m e n t e  a n ã o - t i n e a r i d a  

de geométrica e em s e g u i d a ,  i n c l u i n d o  a f ' i s i c a .  A d i f e r e n ç a  

b á s i c a  entre eles consiste n a  forma de s e  i n c l u i r  a não-linea - 
ridade geométrica no dimensionamento, como e mostrado a s e g u i r .  

a )  Processo s i m p l i f i c a d o  t i p o  1 

Neste processo ,  os e f e i  t o s  não-1 i n e a r e s  geornétri c o s  

são i n c l u i d o s ,  assumindo-se uma de formada  p a r a  o e i x o  do p i -  

l a r .  C o m  i s t o ,  r e s u l t a  uma e x c e n t r i c i d a d e  a d i c i o n a l  que i r á  

i n c r e m e n t a r  o momento f l e t o r  n a  seção  c r T t i c a ,  a seção mais so  - 
l i c i t a d a ,  Com o momento t o t a l ,  soma d o s  momentos de pr imeira  

e segunda ordem e com o es forço  n o r m a l ,  d i m e n s i o n a - s e  a seção 

2 flexo-compressão. E s s e  6 o p r o c e s s o  s i m p l i f i c a d o  perrni t i d o  

p e l a  NB-7/78 e pelo CEB/FIP no  s e u  Manual de Flambagem, como 

Se apresenta n a  s e ç ã o  3 . 3 ,  

b )  Processo s i m p l i f i c a d o  t i p o  2 

Como a 1  t e r n a t i  v a  ao p r o c e s s o  a n t e r i  o r ,  pode-se  admi  - 



t j r  que o p i l a r  6 e l ã s t i c o  l i n e a r  e r e s o l v e - s e  a equação  d i f e  - 
v e n c i a 1  de e q u i l i b r i o  p a r a  se  e n c o n t r a r  0 momento f l e t o r  m ã x i  - 

1 ,o que  a t u a  n a s  seções ao  l o n g o  do e i x o  do p i l a r .  Esse momen - 

! t o  mãximo c o n s i s t e  de u m a  m a j o r a ç ã o  d o  momento de primeira or 
dem na s e ç ã o  e ,  por i s s o ,  o processo  c o n h e c i d o  como Mgtodo  

do Momento Majorado. Com o momento m a j o r a d o  e o e s f o r ç o  n o r -  
m a l ,  d i m e n s i o n a - s e  a seção  ã flexo-compressão. E s s a  é a s o l u '  - 

( 2 )  ção  p r o p o s t a  p e l a  n o r m a  a m e r i c a n a  A C I  . 
A p r e c i s ã o  dos  d o i s  processos  f i c a  r e s t r i t a  a condi  - 

qões particulares de carregamento e ao p r õ p r i o  v a l o r  do c a r r e  - 
g a m e n t o .  Uma vez que a n ã o - l i n e a r i d a d e  g e o m é t r i c a  é incluida 

de forma a p r o x i m a d a ,  a i m p r e c i s ã o  t e n d e  a aumentar  com o aurnen - 
t o  d a  e s b e l t e z  do pilar. A l é m  d i s s o ,  com a realização do d i -  

mensionamento ã flexo-compressão da seção c r y t i c a ,  impõe-se a 

c o n d i ç ã o  de ruina p o r  r u p t u r a ,  o que pode não s e r  o caso .  A 

comparação desses processos s i m p l i f i c a d o s  e n t r e  s i  e com um 
a1 g o r i  tmo b a s e a d o  na a n ã 1  i se descri  t a  n o  capitulo a n t e r i o r ,  

é a p r e s e n t a d a  no c a p i t u l o  4. 

3 . 2 .  - Prescrições  d a  N B - 1 / 7 8  

A p r e s e n t a - s e  n e s t a  s e ç ã o  a s  prescr ições  da N B - 7 / 7 8  

r e l a t i v a s  ao  dimensionamento de p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado s u b  -- 
metidos ã flexo-compressão n o r m a l .  A f l e x o - c o m p r e s s ã o  obli- 

q u a  n ã o  é o b j e t o  deste t r a b a l h o ,  de f o r m a  que  a s  prescrições 
r e l a t i v a s  às  mesmas s e r ã o  i g n o r a d a s .  O p r o c e s s o  s i m p l i f i c a d o  

de d i m e n s i  onamento de p i  1 a r e s  moderadamente e s b e l  t o s ,  propos-  
t o  n e s t a  n o r m a ,  é a p r e s e n t a d o  na s e ç ã o  s e g u i n t e  j u n t a m e n t e  
com a s  p r o p o s i ç õ e s  do C E B ,  A C I  e norma OIN 1045 .  

a - Cã7culo como v i g a  c o n t í n u a  

Permite a NB-1 cons iderar-se  a s  v i g a s  da es trutura  
a p o r t i  c a d a  de edi f i c i o s  como c o n t i n u a s ,  sem 1 i g a ç Õ e s  r i g i d a s  
com os pi lares, d e v e n d o - s e  respeitar certas o b s e r v a ç õ e s  r e l a t i  - 
v a s  às mesmas. Em r e l a ç ã o  a o s  p i l a r e s ,  permi te -se  também c e r -  
t a s  s i m p l i f i c a ~ õ e s  p a r a  a s  estruturas  de e d i f í c i o s  em que só 
a l u a m  cargas p r e v i s t a s  na N B - 5  ( 3 )  e em que não  s e j a  necessár io  



cons iderar  a ação do vento. A consideração da a ~ ã o  do v e n t o  
se r á  e x i g i d a  nas es tru turas  em que e s t a  a ç ã o  p o s s a  produz ir  

e f e i  t o s  e s t á t i c o s  o u  d i n ã m i c o s  i m p o r t a n t e s .  De a c o r d o  com a 

N B - 1 ,  a a ç ã o  do v e n t o  deve s e r  c o n s i d e r a d a  obr igator iamente  
no c a s o  de e s t r u t u r a s  com nós deslocãveis, n a s  q u a i s  a a l t u -  

ra s e j a  m a i o r  que 4 v e z e s  a l a r g u r a  menor ,  ou em que, numa da. - 
da d i r e ç ã o ,  o numero de f i l a s  d e  p i l a r e s  s e j a  i n f e r i o r  a 4 .  

N o s  p õ r t i  c o s  deslocãveis, o s  nÕs s ã o  deslocãveis ho - 

1 r i z o n t a l m e n t e e o d e s l o c a m e n t o h o r i z o n t a l  é l i m i t a d o a p e n a s  

! pe la  r i g i d e z  dos p õ r t i c o s .  Nos g ó r t i c o s  a l t o s  de v ã r i o s  a n d a  - 
r e s ,  a e s t a b i l i d a d e  g l o b a l  pode  s e r  f a c i l m e n t e  p o s t a  em p e r i -  

go pe los  deslocamentos horizontais, p o i s  a inclinação dos p i -  

l a r e s  ao  l o n g o  de m u i t o s  a n d a r e s  p r o v o c a  uma e x c e n t r i c i d a d e  

c rescen te  d a  c a r g a  t o t a l  r e s ~ l t a n t e .  Levando-se  em c o n t a  o 

g r a n d e  r i s c o  a que os p i  l a r e s  de p õ r t i  cos  e s t ã o  s u j e i  t o s  d e v i  -- 

do à deslocabi l i d a d e  d o  sistema, o ç  sistemas deslocãveis d e -  

vem s e r  e v i t a d o s  a o  rnãximo no p r o j e t o  e o s  p Ó r t i  c o s  devem ser  
f i x a d o s  h o r i z o n t a l m e n t e  com o a u x T l i o  de lajes de p i s o ,  pare- 
des e s t r u t u r a t s  d e  c o n t r a v e n t a m e n t o ,  e s c a d a s ,  c a i x a s  de eleva - 
d o r ,  ou o u t r a  e s t r u t u r a  d e  c o n t r a v e n t a m e n t o  com r i g i d e z  s u f i -  
c i e n t e  p a r a  i m p e d i r  a d e s l o c a b i l i d a d e .  "Somente um enaenhei- 

ro sem h a b i  1 i d a d e  a r c a r i a  c o m  a s  p r e o c u p a ç õ e s  d e i x a n d o  p a r a  o 

proprietário o s  problemas de c u s t o s  que surgem em sistemas de 
põrt i  cos desl  o c ã v e i  s de v á r i o s  a n d a r e s "  ( 2 2 )  

O CEB(") c o n s i d e r a  como s e n d o  indeslocáveis, a s  e s -  

t r u t u r a s  a p o r t i c a d a s  p a r a  as q u a i s  as d e s i g u a l d a d e s  (3.2.1) 

são a t e n d i  d a s .  

onde 

- número de a n d a r e s ;  

h t o - t  - a l t u r a  t o t a l  da e s t r u t u r a ,  m e d i d a  do topo d a  f u n d a  

ç ã o  ou de um n i v e l  i n d e f o r m ã v e l :  



E J - soma das r i g i d e z e s  à f l e x ã o  n o  e s t a d o  não f i s s u r a  cm - 
do dos elementos v e r t i  c a i  s de c o n t r a v e n t a m e n t o ,  
n a  d i r e ç ã o  em cons ideração;  quando  a r i g i d e z  va- 

r i a  a o  l o n g o  do comprimento do elemento, deve-se 

a d o t a r  uma r i g i d e z  e q u i v a l e n t e ;  

F, - s o m a  de t o d a s  a s  cargas v e r t i c a i s  de s e r v i ç o .  

Dependendo do p o s i c i o n a m e n t o  n a  e s t r u t u r a ,  os p i l a -  
res de e d i f 7 c i o s  podem s e r  c l a s s i f i c a d o s  em pilares i n t e r m e -  

d i á r i o s ,  pilares de extremidade e p i l a r e s  de c a n t o .  Nos p i l a  - 
r e s  de c a n t o  a s i t u a ç ã o  é de f l e x o - c o m p r e s s ã o  o b l i q u a ,  não sen  - 
do p o r t a n t o  o b j e t o  des te  t r a b a l h o .  

De acordo com a MB-l o s  p i l a r e s  i n t e r m e d i ã r i o s  pode - 
rão s e r  c a l c u l a d o s  s e m  c o n s i d e r a ç ã o  dos momentos f l e t o r e s  a 

e l e s  t r a n s m i t i d o s  pelas  v i g a s .  A s i  t u a ç ã o  de p r o j e t o  é p o r -  
t a n t o  a de compressão c e n t r a d a .  E n t r e t a n t o  a n o r m a  e x i g e  a 
c o n s i d e r a ç ã o  de uma e x c e n t r i  cidade a c i d e n t a l  e , ,  para l e v a r  

em c o n t a  a i n c e r t e z a  da l o c a l i z a ç ã o  da f o r ç a  n o r m a l  e o p o s s í  - 
vel d e s v i o  do e i x o  da p e ç a  d u r a n t e  a c o n s t r u ç ã o ,  em r e l a ç ã o  à 
p o s i ç ã o  p r e v i s t a  n o  p r o j e t o ,  dada p e l o  m a i o r  d o s  valores  

onde h 6 a maior dimensão da sesão  na d i reção  em que se c o n s i  
-, 

dera  a e x c e n t r i c i d a d e .  

A s s i m ,  mesmo p a r a  o s  p i l a r e s  i n t e r r n e d i ã r i o s ,  o d i -  

mens ionamento  deverã s e r  f e i t o  2 f l e x o - c o m p r e s s ã o .  

A s  reações das v i 9 a s  c o n t i n u a s  d e  d o i s  o u  m a i s  t r a -  
m o s ,  sobre os p i l a r e s ,  p o d e r ã o  s e r  c a l c u l a d a s ,  desde que o me - 
nor í n d i c e  de r i g i d e z  I/L d a  v i g a ,  não  s e j a  i n f e r i o r  a 80% 

m a i o r ,  considerando-se cada  t r a m o  i n d e p e n d e n t e  e livremente 

a p o i a d o .  T o d a v i a  s e  h o u v e r  b a l a n ç o ,  o e f e i t o  de  s u a s  c a r g 3 s  
serã c a l c u l a d o  c o n s i d e r a n d o - s e  a c o n t i n u i d a d e  e x i s t e n t e .  De 

modo geral não se  recomenda o emprego dessa p e r m i s s ã o  d a  N B - 1  

p a r a  v i g a s  com número r e d u z i d o  de tramos,  nem p a r a  a a v a l i a -  



das  cargas dos p i l a r e s  que suportam o s  t ramas d e  extremi- 

dade das v i g a s  ( 1 6 ) -  
Para os  p i l a r e s  de e x t r e m i d a d e ,  o s  momentos f t e t o -  

res nos nós t r a n s m i t i d o s  p e l a s  v i g a s ,  d e v e r ã o  obrigatoriamen-  
t e  ser considerados e poderão ser c a l c u t a d o s  p e l a s  e x p r e s s õ e s  

( 3 . 2 . 3 )  e ( 3 . 2 . 4 ) .  

- s u p  
Ms up  - Meng 1 

r i n f  + r 
S U P  

-k r v i g  

onde 

Meng = momento de engas tarnento  pe r fe i  t o ;  

r = l / a  = i n d i c e  de r i g i d e z .  

Na f i g u r a  3 . 2 . 1 - a  e s c l a r e c e - s e  a c o n v e n ç ã o  a d o t a d a  

n a s  expressões ( 3 . 2 . 3 )  e ( 3 . 2 . 4 ) .  

Segundo Fusco ( I 6 ) ,  p a r a  a s  e x t r e m i d a d e s  o p o s t a s ,  t a n  - 
t o  do p i l a r  i n f e r i o r  q u a n t o  d o  p i l a r  s u p e r i o r ,  p r o p a g a m - s e  mo- 

mentos que, em g e r a l ,  podem ser  a d m i t i  dos como metade do momen - 
t o  no nó em consideração, c o n f o r m e  é mostrado n a  f i g u r a  3.2.1-a.  

A s s i m ,  nos e d i f í c i o s  de v á r i o s  andares ,  o s  momentos nos p i l a r e s  
s ã o  p r o v e n i e n t e s  da superposi ç ã o  dos e f e i t o s  das v i g a s  de d i fe -  
r e n t e s  n y v e i s ,  f i g u r a  3.2.1-b. P o r  e x e m p l o ,  p a r a  o p i l a r  s i t u a  

do ent re  o s  n í v e i s  i e i + l  o s  momentos f i n a i s  s ã o  

Onde  Mi , s u p  e Mi+i , i n f  s ã o  o s  momentos  c a l c u l a d o s  pelas e x p r e s  - 

sões ( 3 . 2 . 3 )  e ( 3 . 2 . 4 ) .  



a - momentos n o s  p i l a r e s -  

convenção;  

ilsup+f M f i * i ~ .  inf nível i 

b - e f e i  t o  d a  superposição 

de p i l a r e s ;  

F I G U R A  3 . 2 . 1  - Momentos n o s  pi lares  de e x t r e m i d a d e ,  

Com r e l a ç ã o  ã , e x c e n t r l c i d a d e  a c i d e n t a l ,  permanece a 
mesma o b s e r v a ç ã o  f e i t a  p a r a  o c a s o  de p i l a r e s  intermediãrios .  

b - Esbeltez 

O i n d i c e  de e s b e l t e z  X de u m  p i l a r  é d e f i n i d o  p e l a  

rel ação 

onde 

2, = comprimento de f l a m b a g e m ;  

i = r a i o  de g i r a ç ã o  da s e ç z o  geométrica d a  p e c a ,  sem 

consi deração  da a r m a d u r a .  
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Nas estruturas de nos indeslocãveis. a N B - 1  permite 
a d o t a r - s e  p a r a  o comprimento de f l ambagem Ee de um p i l a r ,  a 

d i s t ã n c i a  entre o s  e i x o s  das v i g a s  e n t r e  as q u a i s  e l e  se s i -  
tua .  Essa h i p õ t e s e  c o n s i s t e  em assumir que os p i l a r e s  são  

rotulados nos nós ,  e s t a n d o  a f a v o r  da segurança, 
Ma realidade, o compr imento  de flambagem de um p i -  

l a r  depende da r ig idez  dos nós e n t r e  os q u a i s  e l e  s e  s i t u a .  

E s s a  r i g i d e z  6 função da  r i g i d e z  d a s  v i g a s  e dos pi lares  que 

concor rem ao  nó. Em gera l  a d o t a - s e  p a r a  a r i g i d e z  E I ,  a se-  

ção transversal  de c o n c r e t o  no E s t ã d i o  I ,  s e m  c o n s i d e r a ç ã o  da 

armadura. A r i g o r  a r i g i d e z  das v i g a s  deveria s e r  c a l c u l a d a  

no E s t ã d i o  I I ,  o que d i m i n u i  o g r a u  de engastamento  do p i l a r  

e aumenta o c o m p r i m e n t o  de f l a rnbagem ( 2 2 ) .  

Para es t ru tu r a s  de nõs indeslocãveis, o carnprimen- 
t o  de flambagee e, dos  p i l a r e s  é sempre  i n f e r i o r  ao seu  com- 

p r i m e n t o  real & e depende d o  grau de engastamento  do  mesmo. 

O comprimento de f l a m b a g e m  pode s e r  d e t e r m i n a d o ,  admit indo-se  
que o p i  1 ar  encont ra -se  engas t a d o  e 1  a s  t i  camente nos a p o i o s .  

As c o n s t a n t e s  de m o l a  ã r o t a ç ã o ,  G ,  devem ser  c a l c u l a d a s  c o n s i  h 

derando-se apenas a s  v i g a s  que concorrem aos nós ( 2 2 ) .  A r i g i  - 
dez G da mola pode ser  relacionada com a r i g i d e z  E l  do p i l a r  

por (3.2.7), onde B O  é uma g r a n d e z a  adimensional. 

I 

! 
I 

I 
1 

I ,  

Para o c a s o  d e  engastamento e l á s t i c o  s i rnê t r i co  a n a l i  - 
sado no c a p í t u l o  2 ,  o compr tmento  de flambagem é o b t i d a  a t r a -  
V ~ S  da equação ( 1 )  



. - 

Pode-se utilizar o método de Newton-Raphson p a r a  en - 
contrar a r a i z  a da equação (3.2.5) e a carga de flambagem 

p,,  será d a d a  por 

P a r a  o caso  b i - r o t u l a d o ,  G = O e a e = i e para o ca  - 
s o  b i - e n g a s t a d o ,  G = e a e = 0,5. O comprimento de f l a m b a -  
gem de um p i l a r  de pÔrtico i n d e s l o c ã v e l  v a r i a ,  p o r t a n t o ,  de 

A c a r g a  de flambagem P,, pode ser  e s c r i t a  na forma 
( 3 . 2 . 1 1 ) ,  onde o comprimento de flambagem Ee é urna f r a g ã o  do 
comprimento real 2 dado  por ( 3 . 2 . 1 2 ) .  

0,5 a a a .  
Para s i m p l i f i c a r  o t r a b a l h o  de determinação do com- 

p r i  men t o  de f 1 ambagem de p i  1 a r e s  com engas tamen t o  e 1 ás t i  c o ,  
H. Kupfer  (") propõe fórmulas a p r o x i m a d a s  com e x c e l e n t e s  re- 
s u l t a d o s .  No caso  de engastamento  e l â s t i c o  s i m e t r i c o ,  o com- 

primento de f lambagem pode s e r  a v a l  i a d o  p o r  

P a r a  e v i t a r  a adoção de va lores  mui to  b a i x o s  p a r a  o 
comprimento de flarnbagem, o CEB l i m i t a  te em 0,85 2 (10) 

Leon h a r d t  apresenta  nomogramas p a r a  o cãlculo 
do comprimento de f l a m b a g e m  de p i l a r e s  de p õ r t i c o s  i n d e s 1 o c ~ -  

v e i s  com engastamento e l ã s t i c o  assimétrico. A p r e c i s ã o  da ado - 
ção d e s t e  c o n c e i t o  a p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado, serã v e r i f i c a  - 
da no c a p i t u l o  s e g u i n t e .  



Em e s t r u t u r a s  de n c s  deslocãveis, o compr imento  de 
fiambagem é m a i o r  que o comprimento real d o  p i l a r  e deve ser 
d e t e r m i n a d o  de acordo com a s  cond ições  de extremidade d o  mes 

ao. 
A NB-I prescreve que,  em nenhum c a s o ,  o i n d i c e  de 

e s b e l t e z  X do p i l a r  pode r5  ul trapassar  200. Para Tndices  d e  

e s b e l t e z  não superi  ores a 40, p i  lares  c o n s i  derados curtos, 
os e f e i t o s  da não-linearidade geométrica podem ser despreza-  

d o s .  Se x maior que 1 4 0 ,  a segurança deve ser demonst rada  

pelo p r o c e s s o  e x a t o  que l e v a  em consideração as  relações mo- 

mento f l e t o r - e s f o r ç o  normal-curvatura, como o p r o c e s s o  de 
aproximações s u c e s s i v a s  a p r e s e n t a d o  no c a p i t u l o  a n t e r i o r .  

~ l é m  d i s s o ,  nesse c a s o ,  o c o e f i c i e n t e  v f  de majoração d a  f o r -  

ça  normal é dado  por  

Para í n d i c e s  de e s b e l  t e r  en t re  40 e 80, a NB-1 a p r e  - 
s e n t a  um processo s i m p l i f i c a d o  p a r a  a i n c l u s ã o  d a  não-lineari - 
dade geométrica, d e s c r i t o  n a  seção s e g u i n t e .  

Nos c a s o s  de i n d i c e  de e s b e l t e z  menor ou  i g u a l  a 

140,  o c o e f i c i e n t e  de m a j o r a ç ã o  das c a r g a s ,  força n o r m a l  e mo 

mento, 5 tomado i g u a l  a 1,4.  

c - Si tuações  de p r o j e t o  e de cálculo 

Com relação à posição da força norma? Fd em relação 
ao centro de g r a v i d a d e  da seção g e o m é t r i c a  da peça, e l a  pode 
ser centrada ou excêntrica.  A i n d a  nos d o i s  casos pode e x i s -  

t i r  ou não um momento f l e t o r  MOd i n d e p e n d e n t e  da força Fd. A 
força Fd pode ser  e x c ê n t r i c a ,  p o r  exemplo,  no caso  de redução 
da seção do p i l a r  em determinado andar  da estrutura.  Na f i g u  - 
ra 3 . 2 - 2  apresenta-se o s  casos possíveis. 

Quando a força  Fd for s u p o s t a  cen t rada  com ei = 0 ,  

0 c ã l c u l o  serã f e i t o  separadamente n a s  duas direções p r i n c i -  

Pais  da seção georngtrica, sob  a mesma f o r ç a  t o t a l ,  com a s  e z -  
centric idades  a c i d e n t a i s  ea, e e , não s e  somando as. armadu- 

aY 



r a s .  Dimensiona-se p o r t a n t o  p a r a  o s  momentos d e  primeira or-  
dem M l d  = i F d  e a x  e M l d  = + F e . Na f i g u r a  3 . 2 . 3 - a  i l u s -  

d aY 
tra-se as posições da f o r ç a  normal  a serem consideradas no  

c á l c u l o .  

Fd 2upo;ta aplicada d dtstáncia 'd do centro 
r 

F I G U R A  3 . 2 . 2  - S i t u a ç õ e s  de p r o j e t o  do p i l a r  

Se Fd for  e x c ê n t r i c a ,  com e x c e n t r i c i d a d e  i n i c i a l  e i s  

e a g i r  sobre um e i x o  p r i n c i p a l ,  o c ã l  c u l o  f a r - s e - á  separadamen - 
t e  com d o i s  momentos f l e t o r e s ,  sob a mesma força t o t a l ,  sendo 
um momento normal M l d  = Fd ( e i *  e ) e um momento o b l í q u o  a x 
M ? d  = Fd - 2 ,  aY tomando-se e ay no  s e n t i d a  m a i s  d e s f a v o -  
r ã v e l ,  p a r a  um l a d o  ou outro do e i x o .  P e r m i t e - s e  entretanto ,  
s u b s t i t u i r  o momento o b l í q u o  por um momento normal !ild = k Fd êy, 

- 
supondo-se Fd s o b r e  o e i x o  y com a e x c e n t r i c i d a d e  e dada por 

Y 

e = 1 , 6  e - 0,2 ei , s e e  < e  < 3 e  ; 
Y aY a y -  i -  aY 

e = e  + 0 , 4 e i  , s e O < e i  < e  . 
Y aY aY 



N a  f i g u r a  3 . 2 . 3 - b  apresenta-se as n o s i ç õ e s  a serem 

cons ideradas  nesse c a s o .  

a-Caso em quê e i = O  

b -Cosa em que e p O  

FIGURA 3 . 2 . 3  - S i t u a ç õ e s  de c ã l c u l o  d o  p i l a r .  

d - Pilar  com e x c e n t r i c i d a d e s  diferentes  da carga nas a p o i o s  

A s i t u a ç ã o  de pro je to  de um g i l a r  pode s e r ,  em a i -  

guns c a s o s ,  como a mostrada n a  f i g u r a  3 . 2 . 4 ,  onde a s  e x c e n t r i  - 
c i d a d e s  i n i  c i a i s  da força  n o r m a l  Fd são  d i f e r e n t e s  nos d o i s  

a p o i o s .  
Nas estruturas de nÕs considerados i ndeslocãvei s , 

a NB-1 permi t e  que se a d o t e  para a s i  t u a ç ã o  da f i g u r a  3 . 2 . 4 ,  

r uma s i t u a ç ã o  de c á l c u l o  e q u i v a l e n t e  com e x c e n t r i c i d a d e  ei cons - 
t a n t e  e dada p e l o  maior dos valores  ( 3 . 2 . 1 6 )  e ( 3 . 2 . 1 7 1 ,  onde 

I 
C 

admite-se sempre que ei, é p o s i t i v a  e m a i o r  que le i  1 e ei e 
n e g a t i v a  se  e l a s  fo rem de s e n t i  dos o p o s t o s .  



b - Excentricidades em s e n t i  

d o s  o p o s t o s ;  
a - E x c e n t r i c i d a d e s  no mesmo 

s e n t i  d o ;  

FIGURA 3.2.4 - P i l a r  carregado com excentric idades  d i ferentes  
da  f o r ç a  normal. 

: 

73 

A e s s a  e x c e n t r i c i d a d e  i n i c i a l  equivalente deverã s e r  

acrescentada a excentri  c idade ac i  d e n t a l  e a  e incluída a não-li - 
n e a r i d a d e  g e o m é t r i c a ,  se  fo r  o caso.  

Al6m d i s s o ,  deve-se dimensionar a p i l a r  para  a excen - 
t r i  c i d a d e  ei, a c r e s c i d a  da excentric idade a c i d e n t a l  ea,  sem l e  - 
v a r  em cons ideração o s  e f e i  t o s  não-lineares g e o m é t r i c o s .  A ar 
madura a se  a d o t a r  serã a maior o b t i d a  n o s  d o i s  c a s o s .  No ca- 

p i t u l o  4 v e r i f i c a - s e  a p r e c i s ã o  desse modelo de c á l c u l o  atra-  
v e s  d e  uma s é r i e  de e x e m p l o s  numéricos. 

3 . 3 .  Processo  s i m ~ l i f i c a d o s  de dimensionamento de ~ i l a r e s  

3 .  3 .  I .  - Processo s l m p l i  f i c a d o  da N B - ' I  

A N B - 1  propõe um processo s i m p l i f i c a d o  p a r a  i n c l u i r  

a não- 1 ineari  dade geométri c a  no d i m e n s i o n a m e n t o  de p i  lares  de 
concreto armado ,  quando o indi ce de e s b e l t e z  h ê maior que 40 

e menor ou i g u a l  a 80. O p r o c e s s o  restringe-se a barras re- 
t a s  com seção t ransversa l  s i m ê t r i c a  c o n s t a n t e ,  i n c l u s i v e  a a r  - 
madura ,  e força n o r m a l  t a m b é m  c o n s t a n t e  ao longo do seu coni- 

primento. 



Assume-se uma c o n f i g u r a ç ã o  deformada p a r a  o p i l a r  e 

a r b i t r a - s e  a curvatura G l t i m a  da seção m a i s  solicitada. # a  

f i g u r a  3 . 3 . 1  apresenta-se o p i l a r  na s i t u a ç ã o  de cãlculo, on- 

de Mld é O momento de primeira ordem o b t i d o  com a s  c o n s i d e r a -  
ções da seção an t e r i o r  e Fd é a forca n o r m a l  de cálculo. 

FIGURA 3.3.1 - Sftuação de c ã l c u l o  p a r a  o p i l a r .  

Admite-se para  a deformada W do e i x o  do pilar, uma 

funçãó c o n t i n u a  que cumpre a s  condições geométricas de contor - 
no H (0) = O e # (E) = O, na fo rma 

n x A ( x )  = W m á x  sen - . 
II 

Com a hipótese de pequenos deslocamentos e u t i  l i z a n  - 
do-se  a expressão aprox imada  p a r a  a curvatura ,  re su l ta  para 
a s  mesmas, a expressão 

n"  v x 
x = - 7 'máx sen - - 

a. 

Cabe a q u i  s a l i e n t a r  que a 

desiocamen t o s  em (3 .3 .1  ), não cumpre 

contorno. De f a t o ,  por ( 3 . 3 . 2 )  v e r i  
c u r v a t u r a s  nos a p o i o s ,  o que s6 ser i  
também f o s s e m  n u l o s .  

De acordo com ( 3 . 3 . 2 )  obse 
na seção do m e i o  do comprimento do p 

desl ocamento t r a n s v e r s a l  máx imo W m á x  

seção,  i s t o  é 

f u n ç ã o  a s s u m i  d a  

a s  condições me 
f i c a - s e  serem n 
a real se os mo 

rva-se que a cu  

i l a r ,  6 p r o p o r c  

que também o c o  

p a r a  o s  
càn i  c a s  de 

u l a s  as 
rnentos a 7  

rvatura XU 

i o n a l  ao 

r re  nessa 



A s s i m ,  o d e s l o c a m e n t o  máximo W m á x  pode ser c a l c u l a -  
do em f u n ç ã o  d a  c u r v a t u r a  x u  d a  seção mais s o l i c i t a d a ,  p o r  

P a r a  /x,I., a N B - 1  a d o t a  a expressão 

com - 

I 

! 
I 
I 
I 

I 
I 
I 

I 
I 

h = l a d o ,  paralelo 5 e x c e n t r i c i d a d e  a c i d e n t a l  c o n s i d e r a  - 
da,  do r e t â n g u l o  c i r c u n s c r i t o  seção;  

A, = area  d a  seção g e o m é t r i c a  d a  p e ç a .  

Na realidade, a N B - l  a d o t a  uma e x p r e s s ã o  um pouco 
2 d i f e r e n t e  d e  ( 3 . 3 . 4 ) ,  apenas s u b s t i t u i n d o  o denominador  7 por 

i 
I 
I 

I 
I 

f 

O d e s l o c a m e n t o  transversa l  W m á x  será tomado como uma 
e x c e n t r i c i d a d e  de segunda ordem,  g e r a n d o  um momento de segunda 

ordem M p d ,  dado p o r  



O d i m e n s i o n a m e n t o  do  p i l a r  recai no dimensionamento 

a f l e x o - c o m p r e s s ã o  d a  seção  mais solicitada, com a f o r ç a  n o r -  

mal Fd e com o momento f l e t o r  t o t a l  M d ,  d a d o  por 

O processo proposto é de aplicação f á c i l  e i m e d i a t a ,  

uma vez que c o n h e c i d o  o momento f l e t o r  t o t a l  de c ã l c u l o  Md,  

a dimensionamento recai no caso  de pi lares  c u r t o s ,  com índice  
de e s b e l t e z  x menor que 40.  O c o e f i c i e n t e  v n a  e x p r e s s ã o  

(3.3.51, tem por o b j e t i v o  l e v a r  em c o n t a  o decréscimo da cur- 
v a t u r a  Ül t ima de uma seção de c o n c r e t o  armado com o i n c r e m e n -  

t o  do es forço  n o r m a l .  E n t r e t a n t o  t a l  redução não é s u f i c i e n -  

t e  e no caso de g r a n d e s  v a l o r e s  da f o r ç a  normal Fd,  a cu rva tu  - 
ra c o n v e n c i o n a l  a d o t a d a  e m  ( 3 . 3 . 5 )  s e r á  maior que a c u r v a t u r a  

rea l , - -ocas ionando  uma solução a f a v o r  da s e g u r a n ç a ,  como mos-  

t r a d o  através  de exemplos no  c a p r t u i o  s e g u i n t e .  

3 . 3 . 2 .  Processo s i m p l i f i c a d o  do CEB 

O p r o c e s s o  s i m p l i f i c a d o  p r o p o s t o  no Manual de Flam- 
bagem do C E B / F I P ( ~ ) ,  di fere  do p r o c e s s o  d a  N B - 1  apenas quanto 

a o  v a l o r  a d o t a d o  p a r a  a curvatura Xu. Segundo o CEB, a curva - 
t u r a  x U  p a r a  a u t i l i z a ç ã o  na equação ( 3 . 3 . 4 )  é dada  por 

onde 



Ent re tan to  p a r a  o c á l c u l o  d a s  r e s i s t ê n c i a s  de p r o j e  - 
t o  dos m a t e r i a i s ,  as  r e s i s t ê n c i a s  minoradas  d o  aço  e do con- 

c r e t o ,  deve-se a p l i c a r  um fator  de comportamento Y n  = 1,2. 

A s s i m  a s  r e s i s t ê n c i a s  de cá lcu lo  serão 

onde Y ,  e Y S ,  de acordo  com o C E J ,  s ã o  i g u a i s  a 1 , 5  e 1 . 1 5 .  

respecti  vamen t e .  

3.3.3-. Processo s i m ~ l i  f i  cado da A C I  

O p r o c e s s o  s i n p l i f i  cado p r o p o s t o  p e l a  AGI('), usua l  - 
C 

mente denominado método do momento majorado, e permitido para 
pilares com Tndices de e s b e l t e z  x e n t r e  2 2  e 100. P a r a  p i l a -  

res com Tndi'ces de esbeltez i n f e r i o r e s  a 22 ,  despreza-se os 
e f e i t o s  não-lineares geométri c o s  e o dimensionamen t o  enquadra h 

-se no caso de p i  t  a r e s  c u r t o s .  
O processo é baseado  na a n á l i s e  e l á s t i c a  t i n e a r  do 

p i l a r  da f i g u r a  3 . 3 . 1 .  Admi t indo-se  que o mate r i a l  é e l á s t i c o  
l inear,  o deslocamento transversal máximo W m á x ,  que ocorre na 
secão do meio  do compr imento  do p i l a r ( 8 ) ,  é d a d o  p o r  

onde 

e Pe é a c a r g a  de f lambagem de Euler dada p o r  ( 3 . 3 . 1 5 ) .  



O momento t o t a l  Md na  s e ç ã o  c r i t i c a  é 

S u b s t i t u i n d o  ( 3 . 3 . 1 3 ) ,  ( 3 . 3 . 1 4 )  e ( 3 . 3 . 1 5 1  em 

( 3 . 3 . 1 6 ) ,  resulta 

onde 

6 = 1 

C O S  Y 

O f a t o r  6 é denominado  f a t o r  de arnpli  f i c a ç ã o  e pode 

s e r  c o l o c a d o  simplificadamente na forma 

O f a t o r  de amplificação adotado pela  A C I  6 dado  por 
(3.3.201, onde @ = 0,70 é u m  f a t o r  de redução d e  c a p a c i d a d e .  

são 
Para o c ã l c u l o  da r i g i d e z  E 1  pode-se a d o t a r  a expres - 



/ onde I ,  é o momento de i n é r c i a  c e n t r o i d a l  da s e ~ ã o  de concre -  

! t a ,  sem i n c l u s ã o  da a r m a d u r a .  
O parãmetro B d  em ( 3 . 3 . 2 1 ) ,  é a r a z ã o  e n t r e  o momen- 

t o  d e v i d o  às cargas de l o n g a  duração e o momento de projeto t o  - 
t a l .  

Com o momento t o t a l  Md e a força  normal Fd, d i m e n s i o  - 
na-se a sesão à f lexo-compressão,  como no c a s o  de p i  lares  cur- 

t o s .  
O processo ,  em g e r a l ,  t e n d e  a superestimar a armadu- 

ra para valores da f o r ç a  normal s i g n i f i c a t i v o s  em r e l a ç ã o  a 

carga de f l ambagem de Euler.  P a r a  pequenos v a l o r e s  d a  f o r ç a  

normal, o s  resultados s ã o  razoáve i s  como mostrado no capitulo 

4 .  

3 . 3 . 4 .  P r o c e s s o  s i m p l i f i c a d o  da D I N  

Segundo a norma D I N  1045 ( 2 2 ) ,  o s  e f e i t o s  não-linea- 

res geométricos podem ser  desprezados em q u a l q u e r  dos s e g u i n -  

t e s  c a s o s :  

s e  h > 70, onde e l  e h s ã o  a e x c e n t r i c i d a d e  @,/h > 3,s - 
70 

de primeira  ordem e a dimensão da seção t r a n s v e r s a l  na d i  re 
ção em c o n s i d e r a ç ã o .  

c )  A < - 45 p a r a  p i l a r e s  i n t e r n o s  de p 8 r t i c o s  indeslocáveis regu - 
l a r e s ,  quando o compr imento  de f l a m b a g e m  f o r  t o m a d o  i g u a l  à 
a l t u r a  do a n d a r .  

" I d )  h 5 45  - 2 5  - , onde M1 e M 2  s ã o  a s  momentos de primeira 
M, 

ordem nos  a p o i  o s  e [ M p  1 2 I M ,  1 , no c a s o  de peças  comprimi- 
das i n d e ç f  o c á v e i s  e n g a s  t a d a s  e l a s t i  camente em ambas a s  e x -  

t r e m i d a d e s  e sem c a r g a s  t r an sve r sa i s .  



Q u a n d o  a s i t u a ç ã o  de c ~ l c u l o  n ã o  se e n q u a d r a r  e m  um 

d o s  casos a n t e r i o r e s ,  os e f e i t o s  n ã o - l i n e a r e s  georngt r icos  de- 

vem ser inclui d o s .  A norma apresenta um p r o c e s s o ,  p a r a  

20 < A < - 70 ,  que c o n s i s t e  na adoção de uma excentr ic idade  a d i -  

c i o n a l  de segunda ordem, anãlogo a o s  p r o c e s s o s  da N8-1 e CEB.  

A e x c e n t r i c i d a d e  de segunda ordem e 2  é d a d a  p o r  uma das expres - 
sóes  ( 3 . 3 . 2 2 )  a ( 3 . 3 . 2 4 1 ,  em f u n ç ã o  da e x c e n t r i c i d a d e  i n i c i a l  

r e l a t i v a  el/h e do i n d i c e  de e s b e l t e z  h .  

3 . 4 ,  S i s t e m a t i z a ç ã o  c o m p u t a c i o n a l  para  o d imens i  onamento 

3 . 4 .  I .  Relação carregamento de r u i n a - a r m a d u r a  

Na seção anterior apresentou-se a l g u n s  p r o c e s s o s  s i m  - 
p l i f i c a d o s  de dimensionamento propostos em n o r m a s .  E s s e s  p r o -  

c e s s o s  não l e v a m  em consideração uma a n á l i s e  g l o b a l  da e s t a b i -  
l i d a d e  do p i l a r ,  através da i n c l u s ã o  d a s  não-linearidades f i s i  - 
ca e g e o m é t r i c a  s i m u l t a n e a m e n t e .  A s  d u a s  não - l  i near i  d a d e s  s ã o  
incluídas de f o r m a  s e p a r a d a  e a solução o b t i d a  pode d i s p e r s a r  

mui to  da t e o r i c a m e n t e  e x a t a ,  o b t i d a  atravês d a  a n á l i s e  descri  - 
t a  no c a p 7 t u l o  2 .  

P a r a  se e f e t u a r  o dimensionarnento de um p i l a r  de con - 
ereto armado baseado n e s s a  análise, é necessãr i  a a determinação 
d a  re lação  e n t r e  o c a r r e g a m e n t o  de r u i n a  d o  p i  lar  e a q u a n t i d g  

de de a r m a d u r a  d o  mesmo. 

Ma f i g u r a  3 . 3 . 1  a p r e s e n t a - s e  um p i l a r  bi-rotulado 

com o c a r r e g a m e n t o  de p r o j e t o  p a r a  o q u a l  d e s e j a - s e  proceder 



ao dimensionarnento. A d m i t e - s e  a i n d a  que a seção transversal é 
c o n s t a n t e  ao longo do e i x o  do p i l a r ,  i n c l u s i v e  a armadura. A 

forma da seção t r a n s v e r s a l  e a d i s p o s i ç ã o  da armadura são co-  
nhecidas "a  p r i o r i " .  Pode-se então  determinar a r e l a ç ã o  entre 
o carregamento de r u i n a  e a armadura e x i s t e n t e  em uma seção 

transversal do p i l a r .  
Inicialmente a d m i t e - s e  a seção sem armadura alguma, ' 

i s t o  6 ,  que o p i l a r  se ja  de concreto simples. Escolhe-se um 

parãmetro i n t e i r o  n maior  que 1 e determina-se o p e r f i l  do car  - 
regamento representado p e l o  momento f l e t o r  m i d  e p e l a  f o r ç a  

normal fd. aplicados nos a p o i o s ,  t a i s  que 

Conhecido o p e r f i l  d o  c a r r e g a m e n t o ,  procede-se a uma 

a n ã l i s e  incremental como a d e s c r i t a  no capTtulo anter ior ,  de 
forma que numa e t a p a  g e n é r i c a  de c a r g a ,  j, o carregamento a t u -  

a n t e  no p i l a r  consiste d o  momento M j  e da f o r ç a  normal F 
j' 

a p l i c a d o s  nos a p o i o s  e d a d o s  p o r  

Com o momento M e a força normal F r e a l i z a - s e  a 
j j' 

a n ã l i  se a t é  a convergência dos deslocamentos . Incrementa-se 
o carregamento e repete-se o p r o c e s s o  a t é  que em urna e tapa  de 
c a r g a ,  k o ,  o c o r r a  a r u i n a  do p i l a r ,  p o r  r u p t u r a  ou  p o r  i n s t a b i  - 
l i d a d e ,  com o momento M k O  e a f o r ç a  n o r m a l  Fk,, d a d o s  por 



D e t e r m i n o u - s e  a s s i m  o carregamento de r u r n a ,  repre- 
sentado por M k O  e F k O ,  p a r a  o p i l a r  sem a r m a d u r a  e um primeiro 

p o n t o  na curva da f i g u r a  3 . 4 . 1 .  
P a r a  a d e t e r m i n a ç ã o  d o  p r ó x i m o  p o n t o  d a  c u r v a ,  a r b i -  

tra-se  um v a l o r  A S ,  p a r a  a q u a n t i d a d e  de a r m a d u r a  nas  seções 

t r a n s v e r s a i s  e r e p e t e - s e  o processo a t é  a o c o r r ê n c i a  da r u i n a  
na e t a p a  d e  c a r g a ,  k i ,  com o momento M k l  e a força  n o r m a l  F k l -  
Novos p o n t o s  s ã o  e n c o n t r a d o s ,  a n a l o g a m e n t e ,  p a r a  se  o b t e r  a 
curva da  f i g u r a  3 . 4 . 1 .  

O mesmo p r o c e d i m e n t o  pode  s e r  a d o t a d o  p a r a  um p i l a r  
s u b m e t i  do a um c a r r e g a m e n t o  g e n é r i c o ,  desde  que s e j a  m a n t i d o  o 

p e r f i l  do c a r r e g a m e n t o  de  p r o j e t o .  Da mesma f o r m a ,  a s  s e ç õ e s  
transversa i s  podem v a r i a r  ao longo do e i x o  d o  p i l a r ,  i n c l u s i v e  

a a r m a d u r a ,  desde que s e j a  f i x a d a  uma r e l a ç ã o  e n t r e  a q u a n t i  d a  - 
de de armadura n a s  diversas  seções .  Urna c o n s i d e r a ç ã o  desse t i  - 

p o  pode ser  e m p r e g a d a  p a r a  s e  determinar  uma solução m a i s  e c o -  

n õ m i c a  p a r a  o d i m e n s i o n a m e n t o .  Caso não se f a ç a  e s s a  r e s t r i -  

ç ã o ,  o b t e r - s e - á  u m a  s u p e r f í c i e  re lac ionando  o c a r r e g a m e n t o  de 
ru?na com a armadura n a s  d i v e r s a s  seções.  

F I G U R A  3 . 4 .  i - Curva c a r r e g a m e n t o  de r u i n a - a r m a d u r a  para o p i -  

l a r  d a  f i g u r a  3 . 3 . 1 .  



N a  f i g u r a  3 . 4 . 2  a p r e s e n t a - s e  a l g u m a s  c u r v a s  o b t i d a s  

para um p i l a r  b i - r o t u l a d o  com o carregamento da f i g u r a  3 . 3 . 1 ,  

A seção t r a n s v e r s a l  c o n s t a n t e  a o  l o n g o  do e i x o  do p i l a r ,  i n -  

c l u s i v e  a armadura, e tem a f o r m a  i n d i c a d a  n a  própria f i g u r a .  

0s parâmetros a d i m e n s i o n a i  s empregados ,  são d e f i n i d o s  p e l a s  e x  - 
pressões ( 3 . 4 . 7 )  a ( 3 . 4 . 1 1 ) .  

3 .  C L i  A ç o  c4 SOA ; o*0,10 
1*0-. * 

% 

FIGURA 3.4.2 - Curvas  c a r r e g a m e n t o  de ru ína-armadura  para d i f e  

r en tes  esbeltezes. 



3 . 4 . 2 .  Dimensionamento  b a s e a d o  no deçequilTbrio 

Conhec ida  a c u r v a  carregamento  de ruína-armadura p a -  

ra o p i l a r ,  o seu di rnens ionamento é i m e d i a t o .  De f a t o ,  a solu - 
ção  para  o problema d o  d i m e n s i o n a m e n t o  c o n s i s t e  em u m  p o n t o  d a  

c u r v a ,  uma vez  que o mesmo deve  ser  f e i t o  i m p o n d o  a c o n d i ç ã o  

de r u i n a  do p i  l a r  s o b  o c a r r e g a m e n t o  de p r o j e t o .  O car regamen - 
t o  de p r o j e t o  é p o r t a n t o  um c a r r e g a m e n t o  de r u í n a  p a r a  o p i l a r .  

Para o p i  l a r  b i  - r o t u l a d o  da f i g u r a  3 . 3  . I ,  a armadura p r o c u r a d a  

A 5 a i n d i c a d a  na f i g u r a  3 . 4 . 3  e corresponde a o  c a r r e g a m e n t o  
S 

de ruína M l d  e F d .  

F I G U R A  3 . 4 . 3  - C u r v a  c a r r e g a m e n t o  de r u í n a - a r m a d u r a  com dese- 

q u i l i b r i a  A k  p a r a  a a r m a d u r a  A B k  



Para  uma q u a n t i d a d e  de a r m a d u r a  gené r i ca  Azk, O c a r -  

regamento de r u í n a  é representado p e l o  momento M d k  e p e l a  for -  
ça  n o r m a l  F d k .  O desequilibrio r e l a t i v o  Sk, entre e s se  carre-'  
gamento e o de p r o j e t o ,  é dado  por ( 3 . 4 . 1 2 )  ou  ( 3 . 4 . 1 3 ) ,  urna 

vez que a curva f o i  o b t i d a  mantendo-se o s  incrementos de carga  
i nalterados. 

A s o l u ç ã o  procurada  é a q u e l a  que  t o r n a  n u l o  o dese- 

q u i  l i b r i o  6 k .  

A f i m  de minirnizar o niimero de p o n t o s  a serem d e t e r -  

minados n a  curva,  e s i s t e m a t i z a r  a p r o c u r a  d o  p o n t o  que c o n s t i  - 
t u i  a s o l u ç ã o ,  pode-se empregar o processo d a  b i s s e c a n t e .  P a -  
ra i s s o  é n e c e s s á r i o  e n c o n t r a r  um i n t e r v a l o  [ A , ~ ,  A S S ]  de t a l  
f o r m a  que a s o l u ç ã o  A, se e n c o n t r e  d e n t r o  do mesmo. P a r a  o l i  h 

m i t e  i n f e r i o r  A S i  do i n t e r v a l  o ,  pode-se a d o t a r  s implesmente 

Agi = O. Também, para reduzir  o número de i t erações ,  p o d e - s e  

r e a l i z a r  um dimensionamento ã flexo-compressão com o momento 
Mld e a força normal Fd, p a r a  e n c o n t r a r  ASi E m  qualquer das 

duas  a l t e r n a t i v a s ,  a solução A s  será  m a i o r ,  ou eventualmente 

i g u a l ,  que ASi .  Para A S S ,  há  a necessidade de se adotar um v a  - 
l o r  suficientemente g r a n d e ,  c a p a z  de g a r a n t i r  que a so lução  A S  
s e j a m e n o r q u e  o m e s m o .  Nos c a s o s  mais u s u a i s  de pi lares  de 

seção transversal  c o n s t a n t e ,  pode-se empregar um d o s  p r o c e s s o s  

s i m p l i f i c a d o s  da s e y ã o  anter ior  para  a determinação de A S S .  En  - 
t r e t a n t o ,  há a necessidade de se t e s t a r  o s i n a l  do d e s e q u i  l i -  
b r i o  6 , ,  uma vez que não  se  s a b e  a p r i n c i p i o  se t a i s  p r o c e s s o s  

resultarão em uma s o l u ç ã o  a f a v o r  da s e g u r a n ç a .  E m  caso con- 
t r á r i o ,  ou s e j a ,  se  o d e s e q u i l i b r i o  f o r  n e g a t i v o ,  incrementa- 
-se a armadura a t é  que f i q u e  d e f i n i d o  o l i m i t e  s u p e r i o r  A s S .  

Calcu la - se  f i n a l m e n t e  o s  desequ i  l i b r i o s  e 6 5  p o r  ( 3 . 4 . 1 4 )  e 



( 3 . 4 . 7 5 )  e pode-se realizar a s  i t e r a ç õ e s  d o  p r o c e s s o  da b i s s e -  

c a n t e ,  como na f i g u r a  3 . 4 . 4 .  

A c o n v e r g ê n c i a  do processo s e r á  s a t i s f e i t a  q u a n d o ,  

numa i teração  genér ica  j, resu l tar  1 6 . 1  t o l e r ã n c i a  pré-esta- 
J - 

belec ida .  

i 
I 

I 

i 

I 
! 
I 

I 

l 
i 
j 

I 

I 
I 

I 

I 
! A solução o b t i d a  p o r  e s t e  procedimento é r e l a t i v a m e n  - 
i t e  p r e c i s a ,  pois na c o n v e r g ê n c i a  tem-se o carregamento de p r o -  

j e t o  tendendo p a r a  o car regamento  de r u h a  do p i  l a r ,  como é de - 
I 

se jado .  E n t r e t a n t o  6 uma so lução  extremamente t r a b a l h o s a  do 

p o n t o  de v i s t a  c o m p u t a c i o n a l ,  p o i s  p a r a  cada  aproximação da ar  - 
madura deve-se d e t e r m i n a r  t o d a  a resposta do p i l a r  a t r a v g s  d o  

i 
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F I G U R A  3 . 4 . 4  - Processo da b i s s e c a n t e  p a r a  a n u l a r  o desequi l i -  
b r i o  



procedimento i n c r e m e n t a l ,  p a r a  ç e  encon t ra r  o c a r r e g a m e n t o  de 

r u i n a .  O número de i terações  necessãri as  p a r a  a convergênc ia  

do processo da b i s secante ,  é dependente do tamanho d o  i n t e r v a  - 
l o  [ A ~ ~ ,  A S S ]  que se escolhe. Q u a n t o  menor esse  i n t e r v a l o ,  

mais r á p i d a  se d ã  a c o n v e r g ê n c i a .  P a r a  p i l a r e s  de s e ç ã o  t r a n s  - 
S U v e r s a l  c o n s t a n t e ,  utilizando-se a d e t e r m i n a ç ã o  de A,i e A,, - 

g e r i d a  a n t e r i o r m e n t e ,  consegue-se a c o n v e r g ê n c i a  com um numero 
de i terações  r e l a t i v a m e n t e  pequeno. Para p i lares  de seção  re- 

t a n g u l a r ,  como a da f i g u r a  3 .4 .2  e com o carregamento  da f i g u -  

ra  3 . 3 . 1 ,  em g e r a l  a c o n v e r g ê n c i a  se d á  na  primeira i t e r a ç ã o  

ou no mãximo na t e r c e i r a ,  para uma prec i são  da ordem de 1%. A s  - 
s i m  n e c e s s i t a - s e  f a z e r  apenas 3 a n á l i s e s  p a r a  de te rminação  do 

desequi l i b r i o ,  ou no m á x i m o  5 .  

Mesmo a s s i m  o t e m p o  de processamento  computac i  o n a l  

r e q u e r i d o  6 r e l a t i v a m e n t e  a l t o .  A i n c l u s ã o  d a  f l u ê n c i a  e d a  
r e t r a ç ã o  do c o n c r e t o  a u m e n t a  m u i t o  esse t empo  e a t e n t a t i v a  de 
se confecc ionar  t a b e l a s  adequadas de dimensi o n a m e n t o ,  p o r  e s s e  

p r o c e s s o ,  se v6 f r a c a s s a d a .  E n t r e t a n t o  e um p r o c e s s o  r igoroso  
do p o n t o  de v i s t a  c o n c e i t u a l  e deve s e r  u s a d o  e m  c a s o s  espe-  
c i a i s  o n d e  o r i s c o  de r u i n a  do p i l a r  s e j a  a l t o .  Também serve 
de base p a r a  a a f e r i ç ã o  dos p r o c e s s o s  s i m p l i f i c a d o s  p r o p o s t o s  

em normas e mesmo de o u t r o s ,  que a p e s a r  de baseados numa a n ã l i  - 
s e  n ã o - l i  n e a r  r e a l i s t i  ca,  s ã o  c o n c e i  t u a l m e n  t e  menos p r e c i  s o c .  

E s t e  é o c a s o  do p r o c e s s o  a l t e r n a t i v o  a p r e s e n t a d o  a s e g u i r .  

3 . 4 . 3 .  Processo a l t e r n a t i v o  de d imensionamento 

P a r a  e v i t a r  o i n c o n v e n i e n t e  d o  p r o c e s s o  a n t e r i o r ,  

a p r e s e n t a - s e  uma solução a1 t e r n a t i v a  q u e ,  a p e s a r  de c o n c e i  t u a 1  - 
mente menos e x a t a ,  t e m  s u a  p r e c i  s ã o  c o n s t a t a d a  numeri camen te  

a t r a v é s  de v á r i o s  exempf o s .  

Nesse p r o c e d i m e n t o  não se d e t e r m i n a  o v a l o r  c o r r e t o  
do d e s e q u i  l T b r i o  p a r a  a r e a l i z a ç ã o  d o  processo  d a  b i s s e c a n t e  

e sim, a r b i t r a - s e  um v a l o r  p a r a  o mesmo. C o m  i s s o  não h ã  a ne - 
c e s s i d a d e  de se  d e t e r m i n a r  t o d a  a resposta  do p i l a r  p a r a  encon  - 
t r a r  o c a r r e g a m e n t o  de r u i n a .  I n t e r e s s a  a q u i ,  simplesmente s a  - 
b e r  se o p i l a r ,  com uma d a d a  armadura,  r e s i s t e  ou n ã o  ao c a r r e  - 



gamento de p r o j e t o .  Realiza-se então  a análise do c a p i t u l a  2 
com o carregamento t o t a l  d e  proje to  e não mais através do pro - 
cedimento i n c r e m e n t a l .  Se não  o c o r r e r  a r u í n a ,  ou s e j a ,  se o 

p i l a r  com uma dada armadura,  r e s i s t i  r ao carregamento de p r o -  

j e t o ,  s i g n i f i c a  que o desequ i  I T b r i o  c p o s i t i v o  e em caso  con- 
trário é n e g a t i v o .  A d o t a - s e  p a r a  o desequilíbrio um v a l o r  pré - 
- f i x a d o  6 q u a l q u e r ,  que s e r ã  p o s i t i v o  ou n e g a t i v o  dependendo 
da s i t u a ç ã o .  A s s i m ,  em c a d a  i t eração  no processo d a  b i s ç e c a n -  

t e ,  tem-se uma dispos ição  antissimctrica p a r a  o desequilibrio 

nos extremos do i n t e r v a l o ,  conforme f i g u r a  3.4.5. Com i s s o  a 

aproximação da a r m a d u r a  p a r a  uma d e t e r m i n a d a  i t e r a ç ã o  serã o 

p o n t o  médio do i n t e r v a l o  d a  i t e r a ç ã o  a n t e r i o r .  

F I G U R A  3.4.5 - De te rm inação  d a  p r i m e i r a  a p r o x i m a ç ã o  d a  armadu- 

r a  A S , .  

De a c o r d o  com a f i g u r a  3 . 4 . 5 ,  a p r i m e i r a  a p r o x i m a ç ã o  

A S 1  p a r a  a armadura 6 d a d a  por  

Repete-se a a n á l i s e  com o ca r regamento  t o t a l  de pro- 
j e t o  e com a armadura A e a d o t a - s e  o v a l o r  - 6 ou + 6 para o s 1 
desequi l i b r i o  c o r r e s p o n d e n t e ,  se a r u i n a  o c o r r e  ou n ã o ,  r e s p e c  - 



t i v a n e n t e .  Obtém-se uma seq l lênc ia  de v a l o r e s  A S 1 ,  A,*, A S j ,  

..., AS,, que se aproximam cada  vez mais da solução, u m a  vez 
que em cada i teração o tamanho do i n t e r v a l o  onde se encontra a 

r a i z  é reduzido .  A c o n v e r g g n c i a  será a d m i t i d a  quando, em uma 

i teração genér ica  n ,  a d e s i g u a l d a d e  ( 3 . 4 . 1 7 )  f o r  s a t i s f e i t a .  

Na c o n v e r g ê n c i a  não se  conhece o v a l o r  real do dese- 

qui l r b r i o ,  porém garante-se que a erro c o m e t i d o  é pequeno. De 
f a t o ,  p e l a  f i g u r a  3 . 4 . 6 ,  se A s n m l ,  e A,, s ã o  três v a l o -  
res s u c e s s i v o s  d a  seqtlênci a o b t i d a ,  a s o l u ç ã o  real  necessar ia-  
mente e n c o n t r a - s e  no i n t e r v a l o  [A,,-2, A S n - l ] .  

F I G U R A  3 . 4 . 6  - V e r i f i c a ç ã o  da  c o n v e r g ê n c i a  do p r o c e s s o .  

Na  convergéncia,se 5 é a t o l e r ã n c i a  e s t i p u l a d a ,  tem- 

- s e  que 

ou, p e l a  f i g u r a  3 . 4 . 6 ,  



Também pode-se ver que 

1 * s n  - 1 - * s n - 2  I - - 2 x  A sn-I 

De (3.4.20) c o n c l u i - s e  que 

De ( 3 . 4 . 2 1  ) v e r i f i c a - s e  que se E for u m  v a l o r  s u f i c i  - 
entemente pequeno, p a r a  qualquer v a l o r  de A S  d e n t r o  d o  i n t e r v a  - 

A ] o e r r o  serã tambgm pequeno.  E m  p a r t i c u l a r ,  [*Sn-Z* s n - 1  
a d o t a - s e  o v a l o r  de A S n  como s o l u ç ã o  do problema.  

O tempo de  processamento  r e q u e r i d o  p a r a  se  e n c o n t r a r  

a s o l u ~ ã o  é s e n s i v e l m e n t e  menor que no p r o c e s s o  anter ior .  Pa- 
ra p i l a r e s  de seção r e t a n g u l a r  como a da f i g u r a  3 . 4 . 2  e com o 

carregamento d a  f i g u r a  3 . 3 . 1 ,  encontrou-se  uma redução m é d i a  
do tempo de p r o c e s s a m e n t o  da ordem de 1 5  v e z e s ,  d e s t e  p r o c e s s o  

p a r a  o anter ior .  

3.5. Dimens ionamento  a a r a  caraas de lonaa  duracão 

3 .5 .1 .  C o e f i c i e n t e  de f l u ê n c i a  do concreto 

A f i m  de se u t i l i z a r  o c o e f i c i e n t e  d e  f l u e n c í a  p r o -  

p o s t o  pelo C E B / 7 8  no d imensionamento,  torna-se  necessãria a f i  

xação de certos  parãmetros r e l a t i v o s  às condições  de carga e 

u t i  l i ração  do p i l a r .  
A s s i m  a d m i t i u - s e  que o p i l a r  e n t r a  e m  carga aos 28  

d i a s  de i d a d e ,  ou s e j a ,  a d o t o u - s e  to = 28 sem a correção f e i t a  

n a  seção 2 . 7 . 3 .  
S u b s t i t u i n d o  to = 28 em ( 2 . 7 . 1 )  c o n c l u i - s e  que a de-  

formação de f luência  c C C  (t,tO) é diretamente propo-rcional  
deformação mecânica i m e d i a t a  c C i ,  e o c o e f i c i e n t e  de f l u ê n c i a  

4 (t, to) f i c a  d e f i n i d o  p o r  



Nessas c o n d i ç õ e s  a deformação t o t a l  no i n s t a n t e  t 6 
dada por 

O c o e f i c i e n t e  de p l a s t i c i d a d e  d i f e r i d a ,  m f ,  depende 

do m e i o  ambiente  e da espessura  f i  c t i c i a  h o .  P a r a  se e v i t a r  

ter que f i x a r  a umidade r e l a t i v a  do a r ,  adotou-se  o p roced imen  

t o  segu in te .  Segundo a MB-1 /78 ,  a deformação t o t a l  no concre- 
to deve ser  tomada i g u a l  a 3 vezes a d e f o r m a ç ã o  mecânica i n i -  

c i a l ,  quando a estrutura e n t r a r  em carga l o g o  após o término 
da c o n s t r u ç ã o ,  o que é equivalente a t o m a r  um v a l o r  f i n a l  p a r a  

o c o e f i c i e n t e  de f l u s n c i a  i g u a l  a 2 .  A s s i m  tem-se 

S u b s t i t u i n d o  t p o r  t em ( 2 . 7 . 7 )  resulta 
03 

De (2 .7 .11 )  c o n c l u i - s e  que 

v a t  o r  o b t i  do s i  mpfesmen t e  subst i  t u i n d  
Levando  (3.5.5) em ( 2 . 7 . 8 )  

O t o  = 28  

o b t e m - s e  

ção ( 2 . 7 . 1  

C. 

A p l i c a n d o  o l i m i t e  quando t 

3 )  chega -se  a 

tende a i n f i n i  t o  na  equa - 



A n a l o g a m e n t e ,  a p l i c a n d o  o l i m i t e  q u a n d o  t t e n d e  a i n  - 

f i n i t o  em ( 2 . 7 . 1 4 ) ,  r e s u l t a  

S u b s t i t u i n d o  ( 3 . 5 . 6 1 ,  ( 3 . 5 . 7 )  e (3.5.8) em ( 3 . 5 . 4 )  e 

lembrando que $ d  = 0,4, t e m - s e  

I g u a l a n d o  4 (t,, to )  a 2,  c h e g a - s e  a expressão  p a r a  

A s s i m ,  p a r a  a anãlise n u m é r i c a  e f e t u a d a  n o  capitulo 

s e g u i n t e ,  e v i t o u - s e  t e r  que arbitrar a u m i d a d e  r e l a t i v a  do a r ,  
n e c e s s á r i a  para a de te rminação  de O f ,  e o c o e f i c i e n t e  de f luên  - 
tia toma a f o r m a  

4(t,5> = 0,256976 + 0,4 B d ( t - t o )  + [B (t) - e f ( t 0 ) ] .  ( 3 . 5 . 1 1 )  
1 - B f ( t O )  

f 

E v i d e n t e m e n t e  que a e x p r e s s ã o  ( 3 . 5 . 1 1 )  a i n d a  depende 

d a  e s p e s s u r a  f i c t í c i a  h o .  Entretanto, t e s t e s  preliminares efe 
t u a d o s  com o c o e f i c i e n t e  de f l u ê n c i a  d a d o  por ( 3 . 5 . 1 1 ) ,  m o s t r a  - 
ram que a solução p a r a  o p r o b l e m a ,  a a r m a d u r a  n e c e s s ã r i a  ao p i  -. 

l a r ,  pouco ou  q u a s e  n a d a  é i n f l u e n c i a d a  p e l o  v a l o r  de h. a d o t a  - 
do. Isto se d ã  porque a solução f i c o u  i n d e p e n d e n t e  do número 
de i n t e r v a l o s  de t e m p o  ado tado ,  i n t e r e s s a n d o  apenas  o v a l o r  f i  - 
na7 do c o e f i c i e n t e  de f l u ê n c i a .  



3 . 5 . 2 .  Retração do c o n c r e t o  

A d m i t i u - s e ,  p a r a  e f e i t o  de dimensionamento, que a cu - 
ra do c o n c r e t o  s e  p r o c e s s a  e f i c a z m e n t e  a t é  o s é t i m o  d i a  após a 
concretagem. A s s i m  o tempo to f o i  tomado i g u a l  a 7 ,  uma v e z  
que t a n t o  para a r e t r a ç ã o  q u a n t o  p a r a  a f l u ê n c i a .  supõe-se que 

a t e m p e r a t u r a  amb ien te  da ordem de 2 0 ° c ,  não  s e n d o  necessá- ' 

r ia  a correcão d a  i d a d e  f e i t a  em 2 . 7 . 3 .  

O c o e f i c i e n t e  b á s i  co  de r e t r a ç ã o  c S O .  depende do 
meio ambiente e da e s p e s s u r a  f i c t T c i a  d a  p e ç a .  P a r a  s e  e v i t a r  

t e r  que f i x a r  a umidade r e l a t i v a  do a r ,  adotou-se um p r o c e d i -  
mento a n á l o g o  ao da f l u ê n c i a .  Segundo a N B - 1 ,  a deformação  re - 
l a t i v a  de r e t r a ç ã o  pode s e r  tomada, nos casos que c l a s s i f i c a  

como correntes ,  i g u a l  a 1 5  x l f 5 .  Assim a d o t o u - s e  

Aplicando o l i m i t e  e q u a ç ã o  ( 2 . 8 . 3 ) ,  para t tenden- 

do a i n f i n i t o ,  resu l t a  

Fazendo t t e n d e r  a i n f i n i t o  em ( 2 . 8 . 1 )  e s u b s t i t u i n -  
do (3.5.12) e ( 3 . 5 . 1 3 )  r e s u l t a  

Dessa forma, a deformação  espec?f ica  de r e t r a ç ã o  se- 
r: tomada como 

com to = 7. 



A expressão ( 3 . 5 . 1 5 )  a inda  6 dependente da e s p e s s u r a  

f i c t í c i a  h o ,  porém como c o n s t a t a d o  p a r a  a f l u g n c i a ,  e s t e  v a l o r  

al tera  m u i t o  p o u c o  a armadura.  Na anãlise do capítulo s e g u i n -  

t e  adotou-se  h. = 0,20 m 

~ i s t õ r i a  de c a r g a  

Face à d i f i c u l d a d e  de determinação da p a r c e l a  do cay 
regamento de longa duração e l e v a n d o - s e  em c o n t a  q u e ,  e m  p i l a -  

res de e d i f i c i o s  de c o n c r e t o  a r m a d o ,  a c a r g a  a c i d e n t a l  é peque - 
na em r e l a ç ã o  ã c a r g a  permanente,  na  a n á l i s e  numérica e f e t u a d a  

no c a p i t u l o  4 ,  a d m i t i u - s e  que t o d a  a carga de serviço  é de 102 
g a  duração .  A h i s t ó r i a  de c a r g a  5 a apresentada n a  f i g u r a  
3 . 5 . 1  

F I G U R A  3 . 5 , l  - H i s t Õ r i a  de carga a d o t a d a  no  d i m e n s i o n a m e n t o .  

C o n s i d e r a - s e  q u e  a o s  2 8  d i a s  de i d a d e ,  o p i l a r  f i c a  

submetido a t o d o  o c a r r e g a m e n t o  de s e r v i ç o ,  P k ,  i g u a l  a o  carre - 
gamento de p r o j e t o  d i v i d i d o  p e l o  c o e f i c i e n t e  1,4.  E s s e  c a r r e -  

gamento  é m a n t i d o  a t e  o f i n a l  d a s  deformações d i f e r i d a s  do con - 

ereto, a s s u m i d o  o c o r r e r  no 10.000o d i a .  Nesse i n s t a n t e ,  a p l i -  
ca-se ao  p i l a r  o a c r é s c i m o  de c a r g a  SP i g u a l  a d i f e r e n ç a  entre 
o carregamento de projeto  e o de s e r v i ç o .  P a r a  e s t e  e s t ã g i o  

não s e  c o n s i d e r a  o aumento da resistência do c o n c r e t o ,  endure- 
c i m e n t o ,  e trabalha-se com o d i a g r a m a  tensão-deformação propus 
t o  p e l a  NB-1 e m o s t r a d o  n a  f i g u r a  2 . 3 . 1  d o  c a p r t u l o  2 .  



3 . 6 .  Inc lusão  s i m p l i f i c a d a  da f l u e n c i a  do c o n c r e t o  

O processo  s i m p l i f i c a d o  p a r a  s e  considerar a fluên- 
(9 1 c i a  d o  c o n c r e t o ,  proposto no M a n u a l  de Flambagem d o  CEB/FIP , 

c o n s i s t e  em se  considerar t o d o  o carregamento de p r o j e t o  como 
sendo de cur t a  d u r a ç ã o ,  i n t r o d u z i n d o - s e  uma e x c e n t r i c i d a d e  a d i  -. 

c i o n a l  ec  de p r i m e i r a  ordem, dada por 

onde 

Fs = c a r g a  a x i  a1 de l o n g a  d u r a ç ã o ;  

e 
1 g 

= e x c e n t r i c i d a d e  de p r i m e i r a  ordem da carga F ' 
g '  

$(t,,t,)= c o e f i  c i e n t e  f i n a l  d e  f l u ê n c i a ;  

P, = carga de flambagem de Euler ,  sendo 

e I c ,  o momento de i n é r c i a  c e n t r o i d a l  da  seção de c o n c r e t o ,  

s e m  i n c l u s ã o  da a r m a d u r a .  

Com a e x c e n t r i c i d a d e  a d i c i o n a l  ec  r e s o l v e - s e  o p r o -  

b l e m a ,  t a n t o  de anãlise q u a n t o  de d i m e n s i o n a m e n t o ,  como se t o -  

do o ca r regamen to  f o s s e  de c u r t a  d u r a ç ã o .  

P a r a  l e v a r  em c a n t a  a i n c e r t e z a  n a  a v a l i a ç ã o  de e,, 
5 c o n v e n i e n t e  majorar a carga a x i a l  t o t a l  de p r o j e t o  p o r  um f a  - 
tor espec ia l  de s e g u r a n ç a  d a  ordem d e  1,2. Esse procedimento 
e particularmente i n d i c a d o  quando as c a r g a s  de longa  duração 
representam uma porção s i g n i f i c a t i v a  d a  c a r g a  t o t a l  de p r o j e t o .  

A p r e c i s ã o  do processo  é v e r i f i c a d a  no c a p y t u l o  s e g u i n t e .  

3.7. ~ r i t i c a s  ã norma b r a s i l e i r a  

Em s e  t r a t a n t o  de dimensionamento de p i l a r e s ,  duas 



c r i t i c a s  devem ser f e i t a s  à norma NB-1/78. A p r i m e i r a  d e l a s  é 
q u a n t o  a d e f i n i ç ã o  de p i l a r  c u r t o .  A norma brasileira, ao c l a s  - 
ç i f i c a r  corno curtos t o d o s  os p i l a r e s  c u j o  i n d i c e  de e s b e l t e z  1 

não s e j a m  superiores a 40 ,  desprezando com i s t o  a consideração 

dos e f e i  t o s  não- 1 ineares geométricos , pode e s t a r  i n d u z i n d o  a 
erros c o n t r á r i o s  ã segurança da estrutura. Os e f e i t o s  de segun - 
da ordem não podem s e r  desprezados s i m p l e s m e n t e  em f u n ç ã o  de A: 

~ l é m  desse parãmetro, deve-se levar em consideração o v a l o r  da 

e x c e n t r i c i d a d e  i n i c i a l  r e l a t i v a ,  e , / h ,  d a  f o r ç a  a x i a l  no  p i l a r .  

Um p i l a r  com i n d i c e  de e s b e l t e z  menor que 40, mas no qual  a ex- 

c e n t r i c i d a d e  r e l a t i v a  da f o r ç a  a x i a l  é p e q u e n a ,  deve s e r  c l a s s i  - 
f i c a d o  como e s b e l t o ,  p o i s  neste  c a s o ,  os e f e i t o s  de segunda or - 
dem s ã o  i m p o r t a n t e s .  A norma D I N  1045 ,  a o  d i s p e n s a r  a c o n s i d e  - 
ração desses e f e i t o s ,  l e v a  em c o n t a  o s  d o i s  p a r ã m e t r o s .  A c l a s  - 
s i f i c a ç ã o  de pilares curtos e esbe l tos  p o r  e s t a  norma é apresen 
t a d a  na f i g u r a  3.7.1. 

F I G U R A  3 . 7 . 1  - C l a s s i f i c a ç ã o  de p i l a r e s  q u a n t o  a esbeltez, Se- 

gundo a D I N  1045.  

Na c o n c e i t u a ç ã o  de p i l a r  c u r t o  tambgm deve s e r  l e v a -  
da em cons ideração  a f o r m a  d o  d i a g r a m a  de momentos f letores de 

p r i m e i r a  ordem. Um p i l a r  com momentos  i g u a i s  n o s  a p o i o s  e mui  - 
t o  mais s e n s i v e i  a o s  e f e i t o s  d e  s e g u n d a  ordem, q u e  outro Com 



momentos de sentidos o p o s t o s .  A s s i m  um p i l a r  com indice  de ef 

b e l t e z  h maior que 40 pode s e r  c l a s s i f i c a d o  como curto,  depen- 

dendo dos momentos de p r i m e i  r a  ordem. A D I N  1045 também l e v a  

e s s e  f a t o  em c o n s i d e r a ç ã o .  - 
Um s e g u n d o  p o n t o  d a  NB-1/78 p a s s i v e l  d e  c r r t i c a ,  e 

com re lação  ã f l u s n c i a  do concreto .  A norma simplesmente d i s -  

pensa a consideraqão da f luênc ia  para  p i lares  com índices  de 
' 

esbeltez não superiores a 80, quando s e  t r a t a r  d e  b a r r a s  de se 
ção t r a n s v e r s a ?  c o n s t a n t e ,  i n c l u s i v e  a armadura, com armadura 
simétri c a .  Não é l e v a d o  e m  c o n s i d e r a ç ã o  a excen t r i  c i d a d e  re- 
l a t i v a  da f o r ç a  a x i a l  nem o próprio va lor  d a s  cargas de l o n g a  
duração.  Quanto  menor a e x c e n t r i c i d a d e  r e l a t i v a ,  m a i o r  será o 

e f e i t o  da f l u ê n c i a  d o  concre to  na  estabilidade do p i l a r .  Além 
d i s s o ,  se a carga de  l o n g a  d u r a ç ã o  ê s i g n i f i c a t i v a  em r e l a ç ã o  - 
a c a r g a  t o t a l ,  como é o c a s o  dos p i l a r e s , a  f luênc ia  tem I m p o r -  

t â n c i a  considerãvel. O C E B / 7 8  (') S Õ  dispensa a consideracão 
da f luênc ia  num d o s  c a s o s  s e g u i n t e s :  

- 1 - e x c e n t r i c i d a d e  r e l a t i v a  i n i c i a l  grande:  - - > 2 ; 
+ h 

- carga predominante de c u r t a  duração: F 5 0,2 F 
9 9+s 

- i n d i c e  de e s b e l t e z  pequeno: X < 50. - 



4 .  ANALISE NUMERICA 

4 . 1 .  Considerações gera i  s 

Neste c a p ~ t u l o  a p r e s e n t a - s e  uma s é r i e  de exemplos de 
dimensionamento,  onde a solução te9r i  ca  o b t i d a  com o a l t o r i  tmo - 
a l t e r n a t i v o ,  apresentado n a  seção  3 . 4  do c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  e 

comparada com r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i  S .  

A adoção de u m a  e x c e n t r i c i d a d e  equ iva l en te ,  q u a n d o  o 

p i l a r  e s t á  submet ido a cargas a x i a i s  com e x c e n t r i c i d a d e s  d i f e -  

rentes, s u g e r i d a  p e l a  N B - I ,  tem s u a  p r e c i s ã o  v e r i f i c a d a .  

Os p r o c e s s o s  s i  mpli f i c a d o s  de d i  m e n s i  onamento p r o p o s  - 
tos p e l a  N 8 - 1 / 7 8 ,  C E B / 7 8 ,  ACI e D I N  1045 são  comparados com o 

algoritmo. ~ a m b é m  v e r i f i c a - s e  a p r e c i s ã o  do p r o c e s s o  simplifi 

cado p a r a  a i n c l u s ã o  d a  f l u g n c i a  p r o p o s t o  p e l o  C E B ,  

Exemplos de p i l a r e s  com engastamento e l ã s t i c o  s i m e -  
t r i c o  s ã o  a p r e s e n t a d o s ,  bem como o n y v e l  do erro c o m e t i  do ao 

s e  e s t e n d e r  o c o n c e i t o  de c o m p r i m e n t o  d e  f l ambage rn  a p i l a r e s  
de concreto armado.  

Um e s t u d o  s o b r e  o c o e f i c i e n t e  g l o b a l  de s e g u r a n ç a ,  e 
do n i v e l  de erro c o m e t i d o  ao ç e  desprezar a f l u è n c i a  e a re-  
tração do c o n c r e t o ,  encerram o c a p í t u l o .  

Exemplos  e x p e r i m e n t a i s  

4.2 .1 .  Dimensi onamen t o  p a r a  cargas de c u r t a  duração 

Os exemplos apresentados  n e s t a  s e ç ã o  c o n s t i t u e m  uma 
s é r i e  de 17 pi lares  que f o r a m  ensaiados  a t é  a com 

valores do r n d i c e  de e s b e l t e z  h de 8 3  e 1 2 5 .  

Os p i l a r e s  t e m  seção  t r a n s v e r s a l  c o n s t a n t e  ao l o n g o  

de t o d o  o seu comprimento, i n c l u s i v e  a armadura ,  f i g u r a  4.2.1, 

e f o r a m  l evados  r u í n a  e m  a p r o x i m a d a m e n t e  45  m i n u t o s  a p õ s  o 

i n r c i o  do e n s a i o ,  a o s  28 d i a s  de i d a d e .  N a  a n ã l i s e  a d m i t i u - s e  



- 
um c o e f i c i e n t e  redutor da r e s i s t ê n c i a  a compressão do 

d e v i d o  ao E f e i t o  Rilsch ( 3 1 ) ,  i g u a l  a 0,92. Os e n s a i o s  

1 i z a d o s  com v e l o c i d a d e  de deformação c o n t r o l a d a .  

c o n c r e t o ,  

f o r a m  rea 

7,6- 1 
' I ,  

( seçSo transversal 1 

Pu 

t 'i' 

1- ; , '1 

I 

pu 

F I G U R A  4 . 2 . 1  - Geometria e carregamento dos p i l a r e s .  

Para a d e t e r m i n a ç ã o  da r e s i s t e n c i a  ã compressão do 
concreto f o r a m  e n s a i a d o s  d o i s  t i p o s  d e  corpos d e  prova. Um 
primeiro corpo de p r o v a  é o c i  l i n d r o  de 1 5  cn de diâmetro e 
30 cm de a l t u r a ,  padrão d a  A s s o c i a ç ã o  B r a s i l e i r a  de Normas T ~ C  - 
n i c a s ,  ABNT. A r e s i s t ê n c i a  o b t i d a  neste corpo de p r o v a  denomi - 
na-se fc.  Um segundo c o r p o  de p r o v a  tem a mesma s e ç ã o  trans- 

versal dos pi lares  e a l t u r a  i g u a l  a três  vezes o l a d o  da seçãa  

A r e s i s t z n c i a  o b t i d a  nes t e  corpo de prova denomina-se f 
P r' 

As 

r e s i s t ê n c i a s  o b t i d a s  p a r a  o s  d o i s  c o r p o s  de prova s ã o  d i  feren- 
t e s  uma ve r  que a forma e dimensões dos mesmos d i  ferem. Para 
a anã l i s e  n u m é r i c a  f o i  adotado  o corpo de p r o v a  prisrnãtico,  
p o i s  o mesmo r e t r a t a  m e l h o r  a r e a l i d a d e ,  já que tem a mesma f o r  
ma e dimensões d a  seção  transversal dos p i l a r e s .  Uma v e z  que 

se e s t á  comparando resu l tados  t e ó r i c o s  com e x p e r i m e n t a i s ,  a d- 

t e r m i n a ç ã o  da r u p t u r a  G f e i t a  com a p r ó p r i a  r e s i s t e n c i a  f que 
Pr 

f o i  o b t i d a  de f o r m a  Ünica p a r a  c a d a  d o i s  p i l a r e s .  

O a ç o  utilizado t e m  p a t a m a r  de e s c o a m e n t o  d e f i n i d o ,  



aço classe A ,  e uma tensão de escoamento denominada f . Para 
2 seu nódulo de e last i  c i d a d e  a d o t o u - s e  o v a l o r  21 x 1 0 ~ ~ N / r n r n  pe - 

Ia f a l t a  de determinação experimenta? . As cargas de r u í n a  P, 
o b t i d a s  nos e n s a i o s ,  s ã o  adotadas  como cargas d e  p r o j e t o  p a r a  
os p i l a r e s ,  bem como a s  e x c e n t r i c i d a d e s  i n i c i a i s  e , .  Os valo- 

res  obt idos  para a armadura c a l c u l a d a ,  A s c a l ,  com o a l g o r i  tmo , 

da seção 3 . 4  s ã o  comparados com a armadura e x i s t e n t e  nos p i  lo 
res ,  A,,, e e n c o n t r a m - s e  na  t a b e l a  4.1. 

TABELA 4 . 1  - Pilares  s o b  carga de curta  duração 

P I L A R  
f c  

1 f 
p r 2  ( ~ / m r n ' ]  / ( N / r n m  ) 

i 
E = 182,9 cm ; 2 f y  = 359  N / m m  ; A S e  = 0 , 7 1  cm2 ; A = 83  

P*  
( k N )  

0,O 

1 ,4  
- 7 , O  

I ,4  

8,s 

4 , 2  

9,9 

0 mo 

P I 
P 2  

P3 

P4 

P5 

P6 

P7 

P8 

e 1 
( c m )  

*,cal I ( * s c a ~ - ~ s e )  
(cm2) I e 

j W, 

27 ,5  
27,5 

30 ,O 

30 ,O 

rn 

= 182,9 c m  ; 4 = 316  ~ / r n r n ~  ; A,= = 0,50 cm2 ; h = 83 

P9 

PIO 

P11 
P12 

P13 

P 14 

33,79 

20 ,O 34,OZ 
2 0 7 0  I 

n = 274,3  cm ; f, = 316 ~ / r n n ~  ; A S e  = 0,50 cm2 ; A = 125  

P 1 5  3 1  ,O  22  ,O 3 1 , 7 5  1 , 2 7  0,56 
P 1 6  30 ,O 27 ,O 2 4 , 8 1  7,91 0 , 5 1  

P17 29,s 2 1  ,O 2 0 - 9 5  2,54 0,49 

3,81 

3,81 

2,54 
2,54  

24, O 

24,O 

32 ,O 

32 ,O 

33,O 

33,O 

33 ,O 

33 ,O 

0,71 

0 , 7 2  

0,66 

0 , 7 2  

1,27 

1,27 

1,91 

1,97 

45,36 

47,71 

68,03 

66,67 

5 6 , 4 7  

54,06 

31 ,O 22,5 

31,O / 2 2 , s  

32,O i 22,5 

I,27 

7,27 

1,91 

1 , 9 1  

2,54 

2,54 
I 

0 , 7 7  

0 , 7 4  

0 ,78 

0 ,71  
I 

32,O 

23,O 

23 ,O 

23 ,O 

23,O 

22,5 

0,60 

0,54 

0,55 

0,53 

0 9 5 1  

0,50 
I 

61 ,23  

58,51 

4 7 , 4 9  

46-49 

20 ,O 

8 3 0  
10 ,O 

6,O 

2,O 

0 ,o 
23 ,O 1 37987  

23,O 37,74 
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Dimensionamento p a r a  cargas  de l o n g a  duração 

Dezessete  p i  lares f o r a m  colocados  em carga a o s  28 

d i a s  de i d a d e  e a c a r g a  f o i  m a n t i d a  p o r  6 meses, após o que o s  

p i l a r e s  foram l evados  à ruína ( 1 7 ) .  A h i s t ó r i a  de c a r g a  u t i l i -  

zada nos e n s a i o s  é mostrada n a  f i g u r a  4.2.2, onde P 9 é a carga 
de longa duraçáo e 6P é o ac résc imo  dado ao c a r r e g a m e n t o  para ' 
levar o s  p i l a r e s  à ruina. O esquema de c a r g a  e a g e o m e t r i a  

d o s  pi lares  s Z o  os mesmos d a  f i g u r a  4 . 2 . 1 .  

P A 

po -- 

I 

* 
O 28 208 tempo [dias) 

F I G U R A  4 . 2 . 2  - ~ i s t õ r i a  de c a r g a  n o s  e n s a i o s .  

P a r a  a de te rm inação  da r e s i s t ê n c i a  ã compressão do 

concre to  foram u t i  l i r a d o s  o s  mesmos corpos de prova da secão a n  - 
t e r i o r ,  obtendo-se  a r e s i s t ê n c i a  c i l í n d r i c a  f, e a r e s i s t ê n c i a  
p r i s m ã t i c a  f que f o i  u t i  l i  z a d a  na a n á l i s e .  N a  determinação 

P r  
d a  v a r i a ~ ã o  do c o e f i c i e n t e  de f l u g n c i a  4 no  tempo, carregou-se 
c o r p o s  de p r o v a  p r i s m ã t i  cos com as  mesmas dimensões dos u t i  1 i - 
zados p a r a  o b t e r  a res i s t ênc ia  compressáo do concreto, com 
cargas correspondentes a 25%,  50% e 75% da r e s i s  t e n c i a  dos 

prismas c o r r e s p o n d e n t e s .  As v a r i a ç õ e s  de 4 com o tempo t s ã o  

mostradas n a  f i g u r a  4 . 2 . 3 .  

As cargas de l o n g a  duração P e o a c r é s c i m o  f i n a l  6 P  
9 

utilizados nos e n s a i o s ,  s ã o  a d o t a d o s  como c a r g a s  de pro je to .  O 

a ç o  é o mesmo d a  s e ç ã o  a n t e r i o r .  



P a r a  O carregamento f i n a l  de curta duração,  f o i  con- 
siderado o endurecimento do concreto assumindo  a deformação as - 
saciada com uma t e n s ã o  d a d a ,  i g u a l  a ( 1  + 0 , 6 2 5  $ ) / ( I  + 4 )  ve- 

zes  a correspondente deformação  p a r a  a curva tensão-deformação  
no i n s t a n t e  t = 2 8  ( I 7  1. A retragão d o  c o n c r e t o  não f o i  i n c l u y -  

da na anã1 i s e .  Os v a l o r e s  o b t i d o s  p a r a  a armadura c a l c u l a d a ,  

* s c a l g  s ã o  comparados com a armadura e x i s t e n t e  nos pilares, 

A,,, como é mostrado na Tabela  4 . 2 .  

TABELA 4 . 2  - P i l a r e s  s o b  c a r g a  de l o n g a  d u r a ç ã o  

SP 
> - 

( k N )  
I 

l 
ei 

! i I 

11 
( k # )  

f 
2 P I L A R  (N/mrn ) 

f 
p r 2  (N / rnm ) 

L = 182,9 cn ; fy = 359 bI/mrn2 ; A,, = 0,71 cm2 ; A - 83 

20,28 

1 3 , 5 2  

2 7 , 2 1  
18,14 

40,82 

27,22 

3 4 , 0 3  

22,68 

P I 27,5 

P2 2 7 , s  

P 3 30,O 

P4 30,O 

P5 31 ,O 

Pó 31 ,O 

P 7 32 , O  

P 8 32,O 

0,71  1 0,O 

0,70 , i - 1 , 4  
1 

0,651 -4,Z 

! 20,O 
20 ,O 

24,O 

24,O 

2 2 , 5  
2 2 , s  
22,5 

22,5 

I 

e = 182,9 cm ; fy 2 = 3 1 6  N / m m  ; A S e  2 
= 0,50 cm ; X = 83 

12.34 

19 ,41  

16,56 

3 .81  

3,81 

2 .54  

0,53 

23,04 2,54 

I 19,73 1 .27  

33,25 1 , 1 ,27 

P9 32 , O  

0,60 ' - 1 5 . 5  

0 , 7 4  1 4 , 2  

0,67 1 -5,6 

17,06 

28,13 

8,39 

0 , 7 3  

0,68 

1,91 

9 

1 , 2 7  

P I O  32,O 

? I  1 33  ,o 
P 1 2  3 3  ,O 

P ?  3 33,O 

8 1 4  
--- 

33  ,O 

2 3 , O  

2,a  
- 4 , 2  

3 6 , 7 4  

3 4 , 8 3  1 1 ,27 1 0 ,61 23,O 

23,o 

23,O 

23,O 

23,O 

d = 2 7 4 , 3  em ; 
f~ 

= 3 1 6  l4/rnrn2 ; A,, = 0,50 c m 2  ; h = 1 2 5  

24,49 

2 8 , ~  

1 9 , O O  

2 2 , 6 8  

1 5 , l O  

1 3 , 2 0 !  1 , g i  

P 1 5  31 9 0  

P16 30,O 
P 1 7  2 9 , 5  

0 ,51  j 2 ,o 
2 5 , 6 7  

14,42 

2 7 , 5 9  

0 , 5 3  

0,54 

0,51 

9 1  

2,54 

2 , 5 4  

6 ,O 

890 

2 ,o 

0 , 5 4  8 , Q  
0,48 1 -4.0 

0,49 1 - 2  $ 0  

2 2  ,O 

2 1  ,O 

2 1  ,O 

4 , 1 3  

7 , 7 1  

8,21 

20,41 

14,29 

11,88 

1 . 2 7  

1 , 9 1  

2 , 5 4  
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FIGURA 4.2.3 - Variação de ~ no tempo.

4.2.3. Resposta de um pilar sob carga de curta duração

Um pilar com geometria e carregamento similar ao da

figura 4.2.1 foi ensaiado(17) para se determinar a curva carg~
-deslocamento do mesmo. A seção transversal do pilar tem as

dimensões da figura 4.2.1, sendo a armadura existente, Ase'
igual a 0.50 cm2. O comprimento do pilar é igual a 121,9 cm e

a excentricidade inicial da carga igual a 1,91 cm. A resistên
cia prismãtica do concreto é igual a 24 N/mm2 e a tensão de e;

coamento fy do aço 316 N/mm2, apresentando o mesmo um patamar-
de escoamento bem definido.

A anãlise teórica foi realizada com o a1goritmo in-

cremental descrito no capitulo 2. A curva carga-deslocamento

obtida experimentalmente é mostrada na figura 4.2.4, bem como
a curva teórica.

4.2.4. Resposta de um pilar sob carga de longa duração

Um pilar com as mesmas caracterlsticas do anterior,

foi ensaiado(17) para a determinação da curva carga-des1ocame~
to para carregamento de longa duração. A variação do coefici-

ente de fluência no tempo é a mostrada na figura 4.2.3 e o en-
durecimento do concreto é considerado corno no dimensionamento

para cargas de longa duração da seção 4.2.2.

2,5

2.0.

... 1,5"
O 1.0-
O
>

0,5

O
1



Deslocamenjo no mmio do v80 ( mm 

F I G U R A  4 . 2 . 4  - C u r v a  carga-deslocamento p a r a  carga de c u r t a  du - 
ração.  



A h i s t ó r i a  de carga a d o t a d a  no e n s a i o  é a mesma da 

f i g u r a  4 . 2 . 2 ,  onde P = 39,47 k~ e 6 P  =28,95 kN.  
9 

A resposta o b t i d a  experimentalmente é mostrada na 

f i g u r a  4 . 2 . 5 ,  j u n t a m e n t e  com a t e ó r i c a  o b t i d a  através da a n ã l i  - 
se incremental d o  capitulo 2 .  

Dislocomento no meio do vão ( m m J  

F I G U R A  4 . 2 . 5  - Curva c a r g a - d e s l o c a m e n t o  p a r a  c a r g a  de longa d i  

ração. 

4 . 3 .  P i  l a r  com car regamento  e x c ê n  t r i  co a s s i m é t r i  c o  

N e s t a  seção v e r i f i c a - s e  a p r e c i s ã o  da adoção de uma 

e x c e n t r i c i d a d e  equivalente p a r a  o c a s o  de p i l a r  com carregamen - 
t o  a s s i m é t r i c o ,  proposta p e l a  N B - 1 .  

Na  f i g u r a  4 . 3 , 1  apresenta-se  o p i l a r  n a  s i t u a ç ã o  de 
p r o j e t o  e a g e o m e t r i a  da seçso  transversal do mesmo, 



Situoçõo de projeto 

1 

( seqõo transversal 

FIGURA 4 . 3 . 1  - S i  tuaçzo de p r o j e t o  e seçao transversal t i p o  
p i l a r .  

De acordo com a NB-1, pode-se a d o t a r  p a r a  o dimens 
nanento. una s i  tuação equi  v a l e n t e  com momento f Tetor de 12 a 
den constan te  ao longo do e i x o  do p i l a r ,  dado pelo maior dos 
falares de 4 . 1  ande Mia é sempre p o s i t i v a  e M1, 2 IM lb l  

A l e m  d i s t o  deve -se  d i m e n s i o n a r  a seção do a p o i o  com 

M ~ a  . A armadura a se a d o t a r  será a maior o b t i d a  com o s  d o i s  

dimensionamentos. 

Os es forços  s o l i c i t a n t e s  de 1; ordem e s c r i t o s  em for  - 
ma adimensional são dados  em ( 4 . 3 . 2 )  a (4.3.5) e a t a x a  rnecâni - 
ca de armadura w em ( 4 . 3 . 6 ) .  



Nas T a b e l a s  4 . 3  e 4.4 encontram-se o s  resultadas ob-  

t i d o s  p a r a  pi lares  curtos e esbeltos, com relação L / d  i g u a l  a 
1 2  e 40 respectivamente, Nas t a b e l a s  a p r e s e n t a - s e  a t a x a  mecâ 
n i c a  de a r m a d u r a ,  w ,  o b t i d a  pelo algoritmo a l t e r n a t i v o  do ca- 
p i t u l o  3 com a s i t u a ç ã o  de p r o j e t o  e o s  valores  wo e w a o b t i d o s  

para a s  s i t u a ç õ e s  de c á l c u l o ,  com Mld e Mia respectivamente. 
F i n a l m e n t e  apresenta-se o v a l o r  w f  a d o t a d a  p a r a  a t a x a  de arma - 
d u r a  e o erro c o m e t i d o  na aproximação f e i t a .  Em todos  os exem - 

- P I O S  o car regamento  é de curta duração,  o aço utilizado é o 

C A 5 0 A  e o parâmetro geométrico da  seção  d ' / d  é i g u a l  a 0,10. 

TABELA 4 . 3  - P i l a r e s  curtos ( R / d  = 7 2 )  

S I T U A Ç Ã O  SITUAÇÃO EQUIVALENTE O f ' W  

(7 1 roo  DE PROJETO DE CALCULO 
V V i a  p7b v O Wf W 

-- 
1 , 2 0  0,70 1,06 1,00 0 - 8 8  1 ,20  l ,O6  1 , 0 6  O 

0,20 0,50 - 0 , 2 5  0,39 0,20 O s 1 2  0950 0,39 0,39 O 

1,20 -0,30 1,06 1 0,60 0349 1920 1 9 0 6  1 , 0 6  O 

0,70 0,45 0,58 0,60 0,49 0,70 0,58 0,58 O 

0,50 -0,25/0,36 0,20 0 , 0 9  0950 0,36 0,36 O 

O ,60 ?,20 -0,30 1,03 0,60 0,50 I,20 1,03 1 , 0 3  O 

0,70 0,45 0,55 0,60 0,50  0,70 0,55 0 ,55 O 

1,20 0,70 1,03 1 , O O  0,88 1,20 1,03 1 , 0 3  O 

I ,o0 1 ,20  - 0 , 3 0 1 , 1 8  0,60 0,64 1 , 2 0  7 , 1 8 1 , 1 8  O 

2 , O O  -0,50 1 , 9 6  1,OO 1,04 2,OO 1,96 1 , 9 6  O 



I U U  

TABELA 4 . 4  - Pilares  e s b e l t o s  ( a / d  = 4 0 )  

Como se  observa  p e l a s  t a b e l a s  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  
com o procedimento d a  N B - 1  s ã o  b a s t a n t e  prõximos dos teoricamen 
t e  r e a i s ,  t a n t o  p a r a  pi lares  curtos como e s b e l t o s .  Para p i l a -  

Wf'W 

(7 )I00 
SITUAÇAO 

DE PROJETO 

res curtos a r u i n a  ocorre p o r  ruptura da seção d o  a p o i o  submeti - 
do ao momento Mia, p o r  isso, h á  c o i n c i d e n c i a  dos resul tados .  
A l é m  d i s s o ,  a s i t u a ç ã o  de c ã l c u l o  m o s t r a - s e  a f a v o r  d a  seguran  - 
ç a .  

sITUAÇAO E Q U I V A L E N T E  

DE C A L C U L O  

N a s  T a b e l a s  4 .5 ,  4.6 e 4 . 7  a p r e s e n t a - s e  alguns resul -. 

tados  o b t i  dos peJos  processos s i m p i  i f i  cados de normas descri - 
t o s  no c a p í t u l o  3, @ p e l o  algoritmo a l t e r n a t i v o  d e  dimensiona- 
mento. A s i t u a ç ã o  de p r o j e t o  corresponde ao p i l a r  b i - r o t u l a d o  

V 

0,20 

0,60 

1 ,o0 

'1 a 

0,30 

0,70 

1 ,20  

0,50 

1,20 

2,OO 

0,30 

0,70 

1 , 2 0  

0,50  

1.20 

0,70 

1 ,20  

0.50 

) 1 , 2 0 ( - 0 , 3 0 1 1 , 1 8  
* 

p~ b 

0,05 

0,45 

0 , 7 0  

- 0 , 2 5  

-0,30 

-0 ,50  

0 , 0 5 0 , 4 4  

0,6011.2611,20~1,1811,26 

W 

0 ,21  

0,60 

1,06 

0.39 

1,06 

1,87 

7 

v 

0,20 

0,60 

1 , O O  

0320 

0,60 

1,OO 

0,ZO 

0 , 4 5 ~ 0 , 8 8  O , 6 O  

1 ,OO 0 , 7 0  

W 
O 

0,24 

0 , 6 3  

1 , 0 2  
0,24 

0,63 

1 ,02  

1 , 2 6  

0,90 

1,30 

- 0 , 2 5  

-0 .10 

3,45 

0,70 

-0,25 

0,46 

' i a  

0,30 

0,70 

1,20 

0,50 

1 .20  
2,OO 

0,460,300,76 

0,70 

1 ,20  

0,39 / 0 , P O  0,50 

W a 

0,20 

0,58 

1 , 0 6  

0,39 

1,06 
1,87 

1.03 

1 , 2 2  

1 , 6 4  
0,65 

0,55 

1.03 

0,50 

0,60 

1,00 

0,20 

0.90 

0,90 2 
1 , 3 0  1 

I 
3 

0,36 

Wf 

0,24 

0 , 6 3  

1 , 0 6  

0 , 3 9  

I,06 

1,81 

I , P O  
0 , 4 6  18 

1 , 0 3  

0,68 

f,17 

0,48 

'I 4 

5 
O 

O 

O 

O 

0,46 5 

I 1,01 1 O 

1,26 

1,67 

0,76 

1,26 

f,67 

0,76 

0,70 

1,20 

0,50 

3 

2 

1 7  



a 
da  f i g u r a  4 . 3 . 1 ,  com momentos M l d  de 1- ordem i g u a i s  nos a p o i o s .  

O pa rãmet ro  d 8 / d  é i g u a l  a 0,10 e o a ç o  é o C A S O A .  O car rega-  

mento é de curta  duração. Encontram-se t a b e l a d a s  a s  t a x a s  mecã - 
nicas de armadura w, como d e f i n i d o  em ( 4 . 3 . 6 1 ,  para e s f o r ç o  n o r  - 
mal reduzido V e momento f l e t o r  r e d u z i d o  u ,  d e f i n i d o s  em 

( 4 , 3 . 2 )  e ( 4 . 3 . 5 )  respectivamente. 

TABELA 4 . 5  - Valores de w - E / d  = 1 2 , 7  ( A  = 40) 

3 I 
Fi METODO 

0,20 0,60 1 .o0 

ALGORITMO 0,12 0,09 O ,20 

N B - 1  0,12 I 0 , 71  0,23 

0,20 CEB O ,  1 5  O ,I6 0,32 

DI N 0,13 0,14 0,28 

A C I  0 - 1 1  O ,O8 0,20 

A L G O R I T M O  0,50 0 , 5 0  O , 6 5  

NB- 1 0,50 0,50 O ,65 
0,60 CEB 0 , 5 9  0,69 0,90 

D I  N O S S O  O , 5 3  0 , 7 2  

A C I  0,50 O, 5 2  0,77 

ALGORITMO 0,88 0,89 1 , O 5  

NB- I O, 88 0,88 1 ,O4 
1 ,DO C €  0 '1 ,O3 1,22 1 , 4 9  

D I N  0,86 0,91 1,11 
A C I  0,89 0,9J 1 , I 8  

I 1 I I 1 

O b s e r v a - s e  pelos  resultados  que o p r o c e s s o  da NB-1 é 
o que melhor se a p r e s e n t a  em r e l a ç ã o  ao algoritmo. A solução 
f i  ca  sempre a f a v o r  d a  s e g u r a n ç a  na f a i x a  d e  es forços  t e s t a d a .  

O pequeno erro c o n t r a  a s e g u r a n ç a  que a p a r e c e  n a s  tabelas pode 
ser a d m i t i d o  como e r ro  numérico. O erro  m á x i m o  d e t e c t a d o  e da 
ordem de 25% a f a v o r  da s e g u r a n ç a .  O b s e r v a - s e  tambêm que p a r a  
v a l o r e s  de v / v  não menores  que I ,  ocorre  p r a t i c a m e n t e  a c o i n c i  - 
d ê n c i a  do processo s i m p l i f i c a d o  com o a l g o r i  t m o .  P a r a  valores 



de u /v  inferiores a 1 o processo f i c a  s e n s i v e l m e n t e  a f a v o r  da 

segurança d e v i  do ã superestimação d a  c u r v a t u r a  Ü l  t ima  d a  seçãa 

TABELA 4.6 - Valores de w - R / d  = l o , l  ( A  = 60) 

Dos q u a t r o  p r o c e s s o s  t e s t a d o s  o que f o r n e c e  p i o r e s  

resultados  é o da A C I ,  p r i n c i p a l m e n t e  p a r a  grandes valores do 

esforço  normal. I s t o  s e  dá porque q u a n d o  o e s f o r ç o  n o r m a l  t o r  
na-se s i g n i f i c a t i v o  f r en t e  a carga de Euler ,  o f a t o r  de ampli- 

f i c a ç ã o  de momentos f i c a  m u i t o  grande e i r r e a l .  P a r a  me lhorar  

os resultados deve-se considerar as armaduras na avaliação da 
carga de Euler. A A C I  f o r n e c e  uma expressão p a r a  o cãlculo  da 

r i g i d e z  ã f l e x ã o  i n c l u i n d o  as armaduras. A s s i m ,  a r i g i d e z  da- 

da p e l a  equação ( 3 . 3 .21 )  deve ser usada  como pré-dimensionamen - 
t o ,  e a p a r t i r  da armadura o b t i d a ,  procede-se a novos dimensio 

d 

namentos i n c l u i n d o  a s  armaduras no c á l c u l o  da r i g i d e z .  

P 

0,20 

METODO 

A L G O R I T M O  
N B - 7  
CE B 
D I N  

A C I  

ALGORITMO 

V 

O , 6 O  

1 ,O0 

0,20 

0,13 

0,14 

0 , I  7 

0,16 

0 ,12  

0,51 

O ,60 

0,14 

0 , 1 7  

0,21  

0,23 

0,12 

0,56 

0 , 7 3  

0 , 9 5  

O ,86 

0,95 

1 ,15 

1 , I Z  

1 , 5 3  

1 , 2 5  

7 , 5 7  

1 ,O0 

O ,26 

0,32 

0 , 3 7  
O , 4 l  

O ,29 

O ,73 

NB-1 1 0 , 5 2  1 0 ,56 

O, 7 3  

0,61  

O , 6 2  

0,95 

O ,94  

1,26 

0,99 

1 , l Z  

C €  B ' 0,61 

DId 

A C I 

ALGORI TMO 

N B - 1  

0,52 

O ,  5 3  ----- 
0,90 

0 , 8 9  

C E B  1 1,05 

D I N 
A C I  

0,86 

0,94 



TABELA 4 .7  - Valores de W - t / d  = 2 5 , 5  ( h  = 80) 

v 
v M E T O D O  

0,20 0,60 1 ,O0 

ALGORITMO O, 16 O , 2 1  0 , 3 5  

N S - 1  0 , 1 7  0,26 0 ,44  

0,20 CE B O ,  1 9  0 , 2 7  0,44 

D I N  0 ,18*  0 , 3 7 *  0,53* 

A C I  O , 1 3  0,20 O ,60 

ALGORITMO 0,54 0,64 O ,85 

NB-7  0,54 0 , 6 4  O ,84  

O ,60 CEB 0,63 0,78 1 ,O0 
D I N  0,54* 0,69* O ,99* 

A C 1 0,57 0,85 1,80  

A L G O R I  TMO 0,92 1 ,O3 I ,26 

NB- 1 0 , 9 2  1 , O 2  1,23 

1 ,O0 CEB I ,O7 1,37 1 , 5 8  

D1 N 0,86 1,07* I ,38* 

A C I  1 , O 1  I 
1 , 4 8  I 2 , 9 8  1 

S i t u a ç ã o  fora  d o s  l imi te s  de aplicação do método. 

4 . 5 .  Inclusão simplificada da  f l u ê n c i a  do c o n c r e t o  

P a r a  testar a p r e c i s ã o  do p r o c e s s o  simplificado d e  
t n c l u s ã o  d a  f luência  do c o n c r e t o  descri  t o  na  seção 3.6, prepa- 
rou-se a T a b e l a  4 . 8  para c o e f i c i e n t e  f i n a 7  d e  fluência, 
$(t_, t o ) ,  i g u a l  a 2 como em 3 . 5 . 1 .  Para o algoritmo a h i s t ó -  

r i a  de carga gan ios trada  n a  f i g u r a  3.5.1. 
A t a b e l a  f o i  p r e p a r a d a  para p i l a r e s  c u r t o s  e e2 

b e l t o s ,  com relação e / d  i g u a l  a 1 2  e 40. A s i t u a ç ã o  de p r o j e -  

t o  é a mesma da seção anter ior .  O a ç o  é o C A S O A  e o parâmetro  
d 4 / d  i g u a l  a 0,?0. Encont ram-se  t a b e l a d a s  as  t a x a s - m e c ã n i c a s  

de armadura w ,  definidas p o r  (4.3.61,  para o s  es forços  de pro-  

j e t o  de l 2  ordem v e u d e f i n i d o s  p o r  ( 4 . 3 . 2 )  e ( 4 . 3 . 5 ) .  respec - 



t i v a m e n t e .  No processo simplificado do CEB/78 n ã o  f o i  c o n s i d e  - 

rado o f a t o r  de compor tamento  Y, = 1 , 2 .  

TABELA 4 . 8  - V a l o r e s  de w - O (t,, to )  = 2 

F 

0,20 O ,  60 1 ,O0 
Q/d 

ALGORITMO CEB/78 ALGORITMO CE6/78 ALGORITMO CEB/ 78 

12 0,20 0,12 0,12 0,IO o, 1 o O ,22 o ,21 

(X=40) 0,60 0,49 O ,50 O ,50 0,52 0,65 0,67 

1,OO 0,88 0988 0,88 O ,91 I ,O5 1 ,I0 

40 0,20 0,26 O ,26 0,55 0,58 O, 86 1 ,O7 

(X=125) 0,60 0,65 0,70 0,94 1 ,I9 1 , 3 3  2 ,O5 

1,OO ?,O2 1 , I 3  1 ,34  1,80 1 ,74 2 ,95  

,' Comparando  o s  r e s u l t a d o s ,  v e r i f i c a - s e  que o p r o c e s s o  

simplificado propos to  p e l o  CEB p a r a  a inclusão da  f l u ê n c i a  d o  

c o n c r e t o ,  f o r n e c e  uma so lução  a f a v o r  da segurança .  O e r r o  t o r  - 

na-se  m a i o r  à medida  que o s  es forços  i n i c i a i s  de 12  ordem cres - 
cem, p r i n c i p a l m e n t e  o e s f o r ç o  normal.  Isto se dã  porque q u a n -  

do o esforço  norma? a p r o x i m a - s e  da c a r g a  de Euler, a excentr i -  
c i d a d e  a d i c i o n a l  de f i u s n c i  a t e n d e  ao i n f i n i  t o .  Consequente- 

mente o s  melhores resultados s ã o  o b t i d o s  p a r a  v a l o r e s  b a i x o s  

do e s f o r ç o  normal. A precisão do p r o c e s s o  pode s e r  melhorada 
i n c l u i n d o - s e  as armaduras no c ã l c u l o  da c a r g a  de E u l e r .  P a r a  

i s t o  p r o c e d e - s e  i t e r a t i v a m e n t e ,  a d o t a n d o  em uma i t e r a ç ã o  a a r  - 
madura calculada na i t e r a ç ã o  anterior. O f a t o r  de cornportamen - 
t o  y, suger ido  p e l o  C E B  para a m a j o r a ç ã o  da f o r ç a  a x i a l ,  pode 

s e r  d e s c o n s i d e r a d o  em v i s t a  d o s  resultados o b t i  d o s .  

4.6.  ~rnportância d a s  deformações d i f e r i d a s  d o  c o n c r e t o  

Para se  d e t e c t a r  o e r r o  c o m e t i d o  no dirnensionamenlo 

ao se desprezar a s  deformações d i f e r i d a s  do c o n c r e t o ,  f o r a m  
preparadas t a b e l a s  s e m e l h a n t e s  a a n t e r i o r ,  p a r a  pilares curtos 
e e s b e l t o s ,  com r e l a ç ã o  R/d i g u a l  a 1 2  e 40 .  A deformação es-  



p e c i f i c a  de retração f o i  f i x a d a  conforme  a seção 3 .5 .2 .  Os de - 
mais parâmetros c a r a c t e r i z a d o r e s  do p i l a r  são o s  mesmos da se- 
ção an ter ior .  

Ao s e  desprezar a f l u ê n c i a  do concreto ,  v e r i f i c o u - s e  

um erro m ã x i m o ,  para a f a i x a  de e s b e l t e z  e e s forços  solicitan- 
tes de primeira ordem em e s t u d o ,  d a  ordem de 20%.  Este l i m i -  

te tende a aumentar com o c r e s c i m e n t o  do e s forço  normal,  de . 
forma q u e  a f l u ê n c i a  do concreto não pode s implesmente s e r  des - 
prezada como sugere a NB-I. 

A retracão do concreto  acarretou um aumento máximo 
de 2% n a  armadura,  o que i n d i c a  que a mesma pode s er  despreza- 
da rios c a s o s  em q u e s t ã o .  F s t o  i n c l u s i v e  é p e r m i t i d o  pelo 
C E B / 7 8 .  

4 . 7 .  C o e f i c i e n t e  de s e g u r a n ç a  

O c o e f i c i e n t e  g l o b a l  de segurança s ,  é d e f i n i  do como 

sendo a razão entre o carregamento de r u i n a  e o carregamento de 
s e r v i ç o  do p i l a r .  O carregamento de r u i n a ,  n e s t e  c a s o ,  5 obt i  - 
do com as r e s i s t ê n c i a s  c a r a c t e r ' i s t i c a s  dos m a t e r i a i s ,  ou s e j a ,  
a ruptura é v e r i  f i  cada com e s s a s  resi s t ênc i  a s  c a r a c t e r T s  t i  c a s .  
De um modo geral  e s t e  c o e f i c i e n t e  é composto de tres parcelas ,  
uma d e v i d a  à majoração  das cargas de s e r v i ç o  e as outras duas 
d e v i d a s  minoração das resistências d o  aço e do c o n c r e t o ,  que 

são  as condições de segurança i m p o s t a s  no dimensi onamento, Nes - 
t a s  condtções o c o e f i c i e n t e  de segurança  f i c a  dependente do 
grau de s o l i c i t a ç ã o  do p i l a r .  A s s i m  é que e l e  d i m i n u i  com a 

e s b e l t e z ,  p o i s  quanto m a i o r  a esbe l t ez  do p i l a r ,  maiores serão 
os momentos de segunda ordem e ,  consequentemente, maior o grau 
de f i s s u r a ç ã o  da peça ,  reduzindo com i s s o ,  a parcela de c o n t r i  

b u i ç ã o  do f a t o r  minorador d a  r e s i s t ê n c i a  do c o n c r e t o .  

Na f igura 4.7 .1  apresenta-se a var iação  do c o e f i c i e n  - 
t e  g l o b a l  de segurança para va lores  d o  parãrnetro de esbeltez 
!L/d entre 1 2 , 7  e 4 0 ,  o que corresponde a ind i ce s  de esbel tez  X 

de 40 e 1 2 5 ,  respectivamente. O aço e 0 C A S Q A  e o parãmetro 
d ' / d  é I g u a l  a 0,70. A situaç?io de p r o j e t o  a mesma da  f igu  - 
r a  4 . 3 . 1 ,  porém com momentos i g u a i s  n o s  a p o i o s .  A s  d e f i n i ç õ e s  

do e s f o r ç o  n o r m a l  reduzido V e do momento f l e t o r  r e d u z i d o  y ,  



são dadas p e l a s  expressões  ( 4 . 3 . 2 )  e ( 4 . 3 . 5 ) .  O carregamento ê 
de curta  duração. O c o e f i c i e n t e  de segurança  i n d i c a d o  na f i g u -  

ra é o o b t i d o  a t r a v é s  do dimensionamento pe lo  p r o c e s s o  a l t e r n a -  
t i v o  do c a p i t u l o  3 .  

F I G U R A  4 . 7 . 1  - variação do c o e f i c i e n t e  g l o b a l  de segurança s ,  
-com a esbeltez e com a força normal ,  

4 . 8 .  E n a a s t a m e n t o  e l ã s t i  co 

4 . 8 . 1 .  ~ n f l u ê n c i a  do g r a u  de engastamento 

As curvas d a s  f iguras  4 . 8 . 1  e 4 , 8 . 2  f o r a m  o b t i d a s  

coa o a l g o r i t m o  de anãlise descr i to  na  seção 2 .10  p a r a  o p i -  
l ar  da f i g u r a  2 .10 .1 .  A s  curvas relacionam o momento e a for-  
ça a x f a l  que atuam n a s  extremidades do p i l a r ,  em forma adimen- 
s i a n a l ,  com o deslocamento transversal maximo W do seu e i x o ,  

r e l a t i v o  ã altura Ü t i l  d da  seção  transversal da f i g u r a  4 . 3 . 1 .  

O parâmetro geométr ico d ' / d  é i g u a l  a 0,10 e o aço é o C A S O A .  



N a s  f i g u r a s  são i n d i c a d o s  o s  valores  v ,  da carga de 
~uIR~.  Para o c a s o  bi-rotu? ado,  com B o  = O, o v a l o r  e n t r e  pa-  

da sesão 2 . 6 .  V e r i f i c a - s e  u m a  b o a  c o n c o r d â n c i a  e n t r e  os d o i s  
a l g o r i  tmos. 

A s  respostas foram o b t i d a s  p a r a  cargas  de c u r t a  d u r a ç ã o ,  com 

d o i s  v a l o r e s  de r i g i d e z  d a s  moias e tarnbern p a r a  o c a s o  b i - r o t u  - 
lado.  

F I G U R A  4.8.1 - Respostas da e s t r u t u r a  p a r a  d i ferentes  graus de 

e n g a s t a m e n t o  B o .  



F I G U R A  4 . 8 . 2  - Respostas da e s t r u t u r a  para  d i ferentes  g r a u s  de 

engas tamento  8,. 

4.8.2. Anã1 i s e  clássica 

O projeta usual do p i l a r  da T l g u r a  2 . 1 0 . 1 ,  baseado 

numa anã l ise  c l z s t i c a  linear de prlrneira ordem, para se deter- 
mf nar os esforços,  so l i - e i  t a n t e s  e p a s t e r i  sr dimensianamento .Cn- 
c lu indo  as duas não-T inear i  dades presentes. 

Da anãl i se  l inear  resul ta  para o momento Tletor ds 
primeira òrdem Mld. s o l i c i t a f i t e  no p i l a r ,  a expressãb (4.8.11, 
onde M, e 8, s20 o momento nodal e o parârnetro de r ig idez  da 

m o l a ,  respect+vamente. 



D i n e n s i o n a - s e  o p i l a r  p a r a  o momento M l d  e a f o r ç a  
a x i a l  P ,  i n c l u i n d o  as não-linearidades f í s i c a  e g e o m é t r i c a ,  co - 
mo no a lgor i tmo  a l t e r n a t i v o  do c a p i t u l o  3 .  

A i n f l u ê n c i a  f a v o r á v e l  da r i g i d e z  n o d a ?  n o s  d e s l o c a -  
mentos transversais do e i  xo do p i  l a r ,  é considerada adotando-  
-se  um comprimento reduzi do para o mesmo, a d m i t i d o  i g u a l  a o  

compr5mento de f l  ambagem. 
Na T a b e l a  4 . 9 ,  apresenta-se o s  resu l tados  o b t i d o s  

com esse p r o c e d i m e n t o ,  para os p i l a r e s  das f i g u r a s  4 . 8 . 1  e 

4.8.2. Encontram-se i n d i c a d a s ,  as c a r g a s  de r u i n a  v, = P" ob- 

ti das com o algor i  t m o  da seção S. 10 e a t a x a  de armadura w e x i r  
tente nos p i l a r e s .  Os valores  p l d ,  E , / d  e w e  referem-se ao mo 
mente f l e t o r  de primeira ordem o b t i d o  de (4 .8 .11 ,  a relação de 
e s b e l t e z  com o comprimento de f larnbagem, c a l c u l a d a  através de 

( 3 . 2 . 1 3 ) ,  e a t a x a  de  armadura o b t i d a  com o algoritmo a l t erna-  
t i  v o  do c a p i t u l o  3 ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

A t a x a  de armadura w,, f o i  calculada com o p r o c e d i  - 
mento clãssi co, admi ti n d o  a v a l  i d a d e  do c r i  teri  o de comprirnen- 

t o  de f lambagem.  

TABELA 4 . 9  - Pi lares  com e s g a ç t a m e n t o  e l á s t i c o  

Observa -se  atravss  dos  resultados,  que a adoção  d e s s e  
c r i t é r i o  r e su l t a  numa s o l u ç ã o  a f a v o r  d a  segurança .  E n t r e t a n -  
t o ,  em v i r t u d e  do pequena número de exemplos, n ã o  se  pode che- 

gar a uma c o n c l u s ã o  s o b r e  a possivel e x i s t ê n c i a  de c a s o s  con- 

t rár ios  ã segurança.  

Uma outra observação que se deve f a z e r ,  é que a s o l u  - 



ção o b t i d a  com o a l g o r i  tmo da  s e ç ã o  2.10, sÕ é v á l i d a  enquanto 

a s  v i g a s  que concorrem a o s  nós do p õ r t i  co, permanecerem em r e -  

gime aproximadamente l i n e a r .  



5 .  COMCLUSUES E SUGESTUES 

E m  função de todo o e s t u d o  r e a l i z a d o ,  algumas c o n c l x  

sões impor tan tes  podem ser  t i r a d a s ,  re la t ivas  a n á l i s e  e d i -  

mensionamento de p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado.  
Com re lação  ã a n ã l i s e ,  v e r i f i c a - s e  a e f i c i z n c i a  e 

precfsão do algoritmo de aproximações s u c e s s i v a s ,  0 q u a l  tem a 
vantagem da  facilidade de programação. E um a l g o r i  tmo especi - 
a'lrnente indicado para p i lares  i s o s t á t i c o s  e fornece  uma s o l u -  
ção r e a l i s t i c a  do problema. Para o cálculo das c u r v a t u r a s  do 

e i x o  do p i  1 a r ,  necessári as p a r a  a a v a l  i ação dos desl ocamentos ,  

pode-se u t i l i z a r  o a lgor i tmo  com r ig idez  t a n g e n t e ,  que se mos 
t r a  b a s t a n t e  e f i c i e n t e  do p o n t o  de v i s t a  do tempo de p r o c e s s a -  

mento.  A soluqão a d o t a d a  p a r a  a i n c l u s ã o  d a s  deformações d i f e  - 
r i d a s  é f a c i  lmente a d a p t a d a  ã a n á l i s e  de c u r t a  duração e forne - 
ce bons resultados  f r e n t e  aos dados e x p e r i m e n t a i s .  O a i g o r i t -  

mo desenvol  v i  do p a r a  p i  lares  engas tados  e I a s  t i  camen t e  tem como 
p r i n c i p a l  a t r a t i v o ,  o f a t o  de se p o d e r  a n a l i s a r  a estrutura h i  - 
p e r e s t ã t i c a  sem a utilização dos t r a d i c i o n a i s  m e t o d o s  matri- 
c i  a i s ,  os q u a i s  requerem uma c o n s i  derável disponibi  l i  dade de 
memória, atem de d i f r c i  1 programação. 

E m  se t r a t a n d o  de dimensionamento,  v e r i f i c a - s e  a 
grande d i f i cu ldade  de i n c l u s ã o  s i m u l t â n e a  das duas n ã o - l i n e a r i  - 
dades. I s t o  só pode s e r  r e a l i z a d o  a t r a v ê s  de v ã r i o s  dimensio- 

namentos s u c e s s i v o s ,  acompanhados de uma a n á l i s e  g l o b a l  d a  es- 
tabilidade do p i l a r .  E u m  p r o c e s s o  trabalhoso e ç Õ  se torna 
v i ã v e l  com a u t i l i z a ç ã o  de um computador .  E m  f u n ç ã o  d i s t o  G 
razoável  admit ir-se  processos s i m p l i f i c a d o s ,  os q u a i s  têm pre-  

c i s ã o  c o n s t a t a d a  p a r a  c a s o s  par t i cu lares  de g e o m e t r í  a e carre- 
gamen t o .  

Os quatro  processos s impl i f i cados  propostos em nor- 
mas que foram t e s  t a d o s ,  mos tram-se r e l a  t i  vamen t e  prec i  sos p a r a  

a p l i c a ç ó e s  p r á t i  tas. O processo  da N B - 1  a p r e s e n t a - s e  como o 

m a i s  adequado para as  c o n d i ç õ e s  u s u a i s  de p i l a r e s  de e d i f i c i o s  
res i den c i  a i  s e come r c i  a í  S .  



O c r i t é r i o  de a d o ç ã o  de uma e x c e n t r i c i d a d e  e q u i v a l e n  - 
t e  para  p i l a r e s  carregados assimetricamente, 5 de b o a  p r e c i s ã o  

e f i c a  favorável ã segurança. 
A adoção do c o n c e i t o  de c o m p r i m e n t o  de f lambagem 

e l á s t i c a  para p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado, m o s t r a - s e  ã f a v o r  da 

segurança pela subes t i m a ç ã o  da capacidade de carga do p i  l a r  

n a s  condições r e a i s  de p r o j e t o .  
A i n c l u s ã o  da f l u ê n c i a  do concreto na  forma s i m p l i f i  - 

cada proposta  p e l o  CEB, f o r n e c e  bons resu l tados  e f a v o r á v e i s  ã 
segurança .  Não h: a necessidade de se a d o t a r  o f a t o r  de com- 

portamento suger ido  p e l o  c ó d i g o .  

As p r i n c i p a i s  c r í t i c a s  à normd b r a s i l e i r a  N 0 - 1 / 7 8 ,  

r e f e r e m - s e  ã f l u ê n c i a  e a o  c o n c e i t o  de p i l a r  curto. A f l u e n -  

c i a  do c o n c r e t o  pode  t e r  i m p o r t â n c i a  s i g n i f i c a t i v a  n a  e s t a b i l i  

dade dos p i l a r e s ,  e não pode simplesmente s e r  d e s p r e ~ a d a  p a r a  

1 < - 80.  Com r e l a ç ã o  à e s b e l t e z ,  não se pode  desprezar o s  e f e i  

t o s  de segunda o r d e m  somente  e m  f u n ç ã o  do í n d i c e  :I. P a r a  se  

c l a s s i  f i c a r  u m  pi lar como c u r t o  deve-se levar em consideração,  
além d e s t e  i n d i c e ,  a e x c e n t r i  c i d a d e  r e l a t i v a  da f o r ç a  n o r m a l .  

Espera-se que na próxima r e v i s ã o  da norma,  e s s e s  d o i s  pontos 

sejam considerados .  
E m  termos de p r o j e t o ,  recomenda-se a utilização do 

processo do CEB p a r a  a inclusão da f luênc ia  do c o n c r e t o ,  e mos - 
tra-se uma preferência pelo processo simpli  f i  cado d a  N B - 1  p a r a  

a inc lusão  dos e f e i t o s  de s e g u n d a  ordem. Sugere-se a c l a s s i f i  - 
cação de p i l a r e s  c u r t o s  da DIN 1045 e não como i n d i c a  a N B - 1 .  

Como c o n t i n u a ç ã o  d e s t e  e s t u d o ,  recomenda-se uma anã- 

l i s e  m a i s  d e t a l h a d a  do c r i t é r i o  de comprimento de f lambagem 
para p i l a r e s  e n g a s t a d o s  e l a s t i c a m e n t e ,  a f i m  de v e r i f i c a r  s e  o 
mesmo fornece  sempre uma s o l u ç ã o  a f a v o r  da segurança.  Uma ex - 
tenção d e s t e  t r a b a l h o  p a r a  flexo-compressão o b l í q u a ,  deve s er  
considerada em d e s e n v o 1 v i m e n t o s  f u t u r o s .  



i 

i RELAÇÕES MOMENTO FLETOR-ESFORÇO NORMAL-CURVATURA P A R A  SEÇDES 
i R E T A N G U L A R E S  

A .  1 .  R e s u l t a n t e  das t e n s õ e s  de compressão no c o n c r e t o  

A seção de concreto  armado c o n s i d e r a d a  6 a mostrada 
na f i g u r a  A . 1 . 7 ,  onde a armadura se d i s t r i b u i  s imet r i camente  

em torno do perimetro d a  seção. Os p a r â m e t r o s  g e o m é t r i c o s  ca- 

racteri zadores da mesma encontram-se e v i  denc i  ados na f i  gura. 

F I G U R A  A . 1 . 1  - S e ç ã o  transversal re tangular  mac i ça .  

P e l a  a p l i c a ç ã o  de um momento f l e t o r  a s s o c i a d o  a um 
esforço normal, a d i s  t r i  bu içáo  de deformações n a  seção 6 a l i -  
near da f i g u r a  A * 7 . 2 ,  onde E a deformação correspondente a o  o 
i n í c i  o do t recha r e t a n g u l  ar do d i  a g r a m a  tensão-de formação  d o  

concreto .  
O d i  ag rama  tensão-  deformação a d o t a d o  p a r a  o c o n c r e t o  

6 o da f i g u r a  A . 1 . 3 ,  onde fc  será tomado i g u a l  a fCd O U  fCk de 
d 

pendendo s e  s e  trata  da v e r i f i c a ç ã o  d a  r u p t u r a  ou do c á l c u l o  
de desl ocamentos a t ravés  das rel  a ~ Õ e s  M-N-X . 



F I G U R A  A . 1 . 3  - Dfagrama tensão-deformação do c o n c r e t o  em com- 

FIGURA A .  1 . 2  - D i s t r i b u i ç ã o  de deformações n a  seção transversal. 

p r e s s ã o .  

As deformações e c U  são  dadas por ( A .  1 . 1 )  e 

( A . 1 . 2 ) ,  onde 4 e o v a l o r  do c o e f i c i e n t e  de f l u ê n c i a  num i n s -  
tante t genérico.  

= Z0/W ( 1  + 0 )  

E = 3 , 5 % 0  ( 1  + c$) u ( A , 1 . 2 )  

A equação do trecho parabõl i co do d iagrama é dada 

( A .  1 . 3 )  
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Subs t i  t u i n d o  ( A .  1 . 8 )  e ( A .  I .  1 1  ) em ( A .  I .  7 )  resul ta  
( A . i . 1 3 ) .  

y o  = u d l  . 

A d i s t â n c i a  s n a  f i g u r a  A . 1 . 2  é dada  p o r  

( A .  I .  1 3 )  
. + 
i 7 ,f 

Observando p e l a  f i g u r a  A .  1 . 1  que, 

h = d l  + d '  

( A .  1 . 1 4 )  

e i n t r o d u z i n d o  ( A , 1 . 9 ) ,  (A,l.10) e ( A . I . 1 2 )  resulta p a r a  s a 

expressão 

A d i s t r i b u i ç ã o  d a s  tensões 
c o n c r e t o  é mostrada na  f i g u r a  A . l . 4 .  

compressão na  seção de 

F I G U R A  A . 1 . 4  - Tensões de compressão na  seção de c o n c r e t o  

A tensão numa f i b r a  g e n é r i c a  da seção será conforme 

a mesma se encontre no  t r e c h o  parabolico ou no t r e c h o  retangu- 

l a r ,  d a d a  p o r  ( A . 1 . 1 1 7 )  : O ou ( A . 1 .  ta) respectivamente, onde em 

( A . l . 1 - 7 )  já se s u b s t i t u i u  a exp+èssão ( A . 1 . 6 )  para a deforna- 

ç ã o  EC. 



J C = 0,85 f, [ A  ( X y  - t c S ) 2  + B ( X v  - . 

u c  = 0,85 f ,  ( A .  1 .18 )  , 

A r e s u l t a n t e  de tensões  no c o n c r e t o  d a d a  p e l a  i n t e  - 
gral  

o u ,  o que é e q u i v a l e n t e ,  p o r  

( A .  I .  1,9) 

( A .  1 . 2 0 )  

Resolvendo a s  i n t e g r a i s  e f a z e n d o  t o d a s  a s  s u b s t i t u i  - 
çÔes n e c e s s á r i a s ,  resu l ta  

( A .  1 . 2 1 )  

onde 

R,,, = I A  [€ES ( a  - Y) - m ( a  
2 - -f ) ]  - B cCS (a - y ) i  bdl 0,85 fc . 

( A .  1.2'3) 

De um modo g e r a l  pode-se escrever 

( A .  'i - 2 4 )  
I 

onde k, é um adi m e n s i o n a l .  

A s  equações ( A . 1 . 2 2 )  e ( A . 1 . 2 3 )  fo ram d e d u z i d a s  a d m i  - 
t indo-se  que t o d a  a s e ç ã o  e s t a v a  comprimida ,  e a l é m  d i s t o ,  que 



a d i s t r i b u i q ã o  de tensóes na s e ç ã o  a p r e s e n t a v a  um trecho para- 
bõlico e um t r e cho  r e t a n g u l a r .  Como o u t r o s  casos podem ocor- 
rer ,  no  programa de computador  deve-se f a z e r  a s  s e g u i n t e s  a l t e  - 
raç6es : 

1 - Se Y < 0, s i g n i f i c a n d o  que só p a r t e  d a  s e ç ã o  e s t á  c o m p r i m i  - 
d a ,  deve-se f a z e r  = 0. 

2 - Se E, < a, s i g n i f i c a n d o  que o t r e c h o  r e t a n g u l a r  i n e x i s t e ,  

deve-se f a z e r  cr = 5 p o i s  o t r e c h o  p a r a b ó l i c o  estende-se  

a t e  o topo d a  seção .  

N a  f i g u r a  A .  1 . 5  apresenta-se a resul tante  de campres - 
s ã o  no  c o n c r e t o  R c , ,  p o s i c i o n a d a  a uma distancia z da b o r d a  m e  - 
nos comprimida e a uma d i s t â n c i a  y, d a  l i n h a  n e u t r a .  

FIGURA A, 1 . 5  - Posição da resultante de compressão no caãcreta 

De a c o r d o  com a f i g u r a  A .  1.5  pode-se  e s c r e v e r  

Resolvendo a i n t e g r a l  com a s  d e v i d a s  s u b s t i t u i ç õ e s  e 

i n t r o d u z i n d o  ( A . 1 . 2 4 )  r e s u l t a  
i 



onde 

( A .  i$) 
I 

De um modo geral pode-se escrever 

( A .  I .  2 . 9 )  
+ 

onde k o  6 um a d i m e n s i  o n a l .  
Observando p e l a  f i g u r a  A . 1 . 5  que 

t = y c - s  

e s u b s t i t u i n d o  ( A .  1 .16 )  em ( A .  1.301, r e s u l t a  

onde 

( A .  1 . 3 0 )  
I .  

( A *  I .  W) 
,' -t 

Pelos m o t i  v o s  já e x p o s t o s ,  no programa de computador, 

deve-se o b s e r v a r  a s  seguintes  s i  t u a ç õ e s :  

1 - Se Y 0, deve-se fazer  Y = O n a s  equações ( A .  1 . 2 7 )  e 

( A .  1 . 2 8 ) .  

2 - Se 6 < a, d e v e - s e  fazer  a = 5 n a s  equações ( A . 1 . 2 7 )  e 
( A .  1 . 2 8 ) .  



A . 2 .  Relações momento f l e t o r - e s f o r ç o  normal-curvatura 

Se A , ~  é a área d a  seção transversal de a r m a d u r a  e x i s  

t e n t e  n a  camada g e n é r i c a  i da f i g u r a  A .  1.1, define-se a t a x a  

g e o m é t r i c a  p i  de armadura por 

Analogamente,  sendo A, a á r e a  t o t a l  de aço na s e ç ã o ,  

d e f i n e - s e  a t a x a  geomêt r i ca  v ,  como 

Se t o d a s  a s  barras s ã o  d o  mesmo d i â m e t r o ,  e n i  é o 
d 

número de b a r r a s  n a  camada i e n é o numero t o t a l  de barras ,  e 

f á c i l  v e r i f i c a r  que 

Def ine -se  a i n d a ,  a t a x a  mecáni  c a  w de armadura, como 

sendo 

( A .  2 . 4 )  

P a r a  os esforços  s a l  i c i  t a n t e s  def ine-se  o e s forço  
normal r e d u z i d o  V p o r  ( A . 2 . 5 )  e o momento f l e t o r  reduz ido  por 

( A . 2 . 6 ) .  





D e f i n e - s e ,  

Procedendo de forma anâloga pode-se expressar  a egua - - 
çáo (A.2.8) na forma adinensional 2 4  lembrando que para'  

e s t a  setão c2 = 0,5 h. 

Nas e x p r e s s õ e s  (A.2.12) e ( A . 2 . 1 4 )  o s  c o e f i c i e n t e s  

k, e k dependem de 5 e 0 como já demonstrado. A t e n s â o  usi c 1 
nas barras da camada i também dependem de F e 0. De f a t o  p e l a  
equação ( 2 . 5 . 5 )  do  c a p i t u l o  2 ,  v e r i f i c a - s e  que a deformação na 
camada i é dada p o r  ( A . 2 . 1 5 1 ,  j á  f e i t a s  a s  s u b s t i t u i ç õ e s  neces - 
s ã r i a s .  

Como a deformação é função de 0 e 5 a t e n s ã o  corres -  
p o n d e n t e  também serã .  Obtém-se a s s i m  uma re lação  momento fle- 
tor -e s forço  normal-curvatura a d i m e n s i o n a l ,  na  forma LI-v-4. 

P a r a  a determinação de Bi recorre-se à f i g u r a  A . Z . 1 ,  
onde a d m i t e - s e  que a s  barras e s t ã o  i g u a l m e n t e  e s p a ç a d a s  na v e r  - 
ti c a l .  

P e l a  f i g u r a  é f á c i l  c o n c l u i r  que 

onde de acordo  com a n o t a ç ã o ,  n' 6 o nGmero de camadas de arma 
d u r a .  

~ a m b é m  v e r i f i c a - s e  que 



FIGURA 

d i  = d 1  + ( n '  - i) S y  

Sesão com barras i g u a l m e n t e  e s  p a ç a d a s .  

S u b s t i t u i n d o  ( A . 2 . 1 6 )  em ( A . 2 . 1 7 )  r e s u l t a  

D i v i d i n d o  ( A . 2 . 1 8 )  por d, e i n t r o d u z i n d o  A 1 1  e 
( A . 2 . 1 3 )  r e s u l t a  f i n a l m e n t e  

A . 3 .  Determinação da  r u p t u r a  d a  seção 

A d e t e r m i  nação do momento f l e t o r  de r u p t u r a  d a  seção 

é baseada nos d o m í n i o s  de d i m e n s i o n a m e n t o  d a  f i g u r a  2.9.2 do 

c a p r l u l o  2 .  P a r a  i s t o  t r a b a l h a - s e  com a s  r e s i s t ê n c i a s  minora- 
das dos m a t e r i a i s ,  ou s e j a ,  com fcd e f para o c o n c r e t o  e pa 

yd 
ra o a ç o ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  De a c o r d o  com e s t e s  domTnios , v e r i  - 
f i c a - s e  que c o n h e c i d a  a p o s i ç ã o  x d a  l i n h a  n e u t r a  da  seção ,  a 

c u r v a t u r a  X da mesma pode s e r  e s c r i  t a  em f u n ç ã o  de x .  A ex-  

p r e s s ã o  de X v a r i a  c o n f o r m e  o d o r n i n i o  em que se s i t u a ,  devendo 

- s e  d i s t i n g u i r  t r e s  c a s o s .  



E f á c i l  v e r  p e l a  f i g u r a  2 . 9 . 2  que neste d o m i n i o ,  x 

tem a v a r i a ç ã o  dada por ( A . 3 . 1 ) ,  o n d e . 4  o valor  do c o e f i c i e n  - 
t e  de f l u ê n c i a  no  i n s t a n t e  em cons ideração .  

Introduzindo ( A .  1 .9 )  resul  t a  para  e s t e  d o m i n i o  

A curvatura X é d a d a  em função de x por ( A . 3 . 3 1 ,  ou 

em f o r m a  adimensional, por ( A . 3 . 4 )  

N e s t e  c a s o  a ç  v a r i a ç õ e s  de x e 5 são dadas por 

( A . 3 . 5 )  e ( A . 3 . 6 )  e a s  curvaturas X e 0 p o r  ( A . 3 . 7 )  e ( A .  3 . 8 ) .  

I,, , .',,I d , < x < h  - ( A .  3 . 5 )  

( A .  3 . 6 )  

( A .  3 .  7 )  



c )  Dominio 5 .  

Neste  dominio a s  expressões em e s t u d o  s ã o  dadas p o r  

( A . 3 . 9 )  a ( A . 3 . 1 2 ) .  

3 c - -  ( 1  t a )  
7 

a r a  a d e t e r  

da b i s s e c a n  

nção apenas 

5. Utiliz 

i n t e r v a l o  [ 
ue a seçao 

5 a equação  

o momento 

' m i  naç 
t e .  

de 5 
a-se 

0 P ) .  

n a o  r 
( A .  2 

de ru 

o do momento de ru 
equação ( A . 2 . 7 )  e 

uma v e z  que é co 

p r o c e s s o  da b i s s e  

Caso não e x i s t a  a 
siste a o  e s f o r ç o  n 
8) em forma adimen 

tura p U  d a  seção 

( A .  3 . 9 )  

p t u r a  u t i  

m f o rma  a 

n h e c i d a  p 

c a n t e  p a r  

r a i z  de 

ormal a p l  
s i o n a l  f o  

l i z a  
d i  me 

a r a  

'a en 

( A .  2 
i cad  

r n e c  

con - 
. 7 )  

O 
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A N E X O  

TABELAS PARA DIMENSIONAMENTO DE P I L A R E S  DE CONCRETO ARMADO 

As t a b e l a s  apresentadas n e s t e  anexo, segu indo  o mes- 
mo formato das Tabelas PRCHON ( 2 8 ) ,  dest inam-se  ao dinensiona-  
mento de p i l a r e s  de c o n c r e t o  armado com geometria e carregame2 
t o  da f i g u r a  A N . 1 .  A seção transversal do p i l a r  se mantém cons 
t a n t e  ao l o n g o  do seu e i x o ,  i n c l u s i v e  a armadura, 

F I G U R A  A N . 1  - Geometria e c a r r e g a m e n t o  do p i l a r .  

P a r a  a utilização d a s  t a b e l a s  deve-se entrar com o s  
seguintes parãmetros a d i m e n s i o n a i s .  

6 = - -  \elacão de esbeltez do p i l a r ;  
d 

V = Fd - es forço  normal  reduz ido ;  

0,85 b d  fCd 

M l d  v = - momento f l e t o r  reduz ido  de. p r i m e i r a  
bd2 f cd  ordem. 



As t a b e l a s  fornecem o v a l o r  de u com o qual  se calcu 
* 

I a  a seção de armadura A s  por 

Todas as  tabe las  foram preparadas para cargas  de cur - 
t a  duração ,  4 = O. Encontram-se t a b e l a s  para o s  aços C A S O A  e 

CASOB.  
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