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O problema das trés cores:
Uma aplicag¢ao da Teoria das Bases de Groebner

O problema das trés cores:

Dado um grafo G com n vértices e com no
mdximo uma aresta conectando cada par de
vértices, queremos colorir os vértices de tal forma
que apenas trés cores sejam utilizadas e nGo hd
dois vértices consecutivos que sejam coloridos da
mesma maneira. Se for possivel fazer a coloragdo,
dizemos que G é 3-colorivel.

Resolug¢do do problema:
As trés cores serdo representadas pelas trés raizes
cubicas da unidade:

1,8e&,

2mi

ondeé =e 3.

Os vértices serdo representados pelas variaveis
X1, ey X
A cada vértice é atribuida uma cor pelas seguintes
n equagoes:

1)x3—-1=0,1<i<n
Ainda, se x; e x; sdo ligados por uma aresta, eles
precisam ter cores distintas.
Isso ocorre se, e somente se,

(2) xiz - xixj + ij =0.

Agora, seja | o Ideal de C[x4, ..., x,] gerado pelos
polindmios da equacdes (1) e (2).

Consideramos a variedade V(I) contida em C™.
Entdo vale o teorema:

O grafo G é 3-colorivel & V(I) # Q.

Através de Bases de Groebner
caracterizar se V(l)# 0.

Basta computar a Base de Groebner G reduzida
para I. Se 1 € G, V(I)=@. Assim, 1 ndo pode
pertencer a G. Dessa forma, determinamos se o
grafo é 3-colorivel.

Podemos escolher as cores de coloracdo
resolvendo o sistema de equacgles representado
pela base G.

é possivel

O problema das trés cores equivale ao problema
de colorir um mapa: os vértices representam as
regioes a serem coloridas e dois vértices sdo
ligados por uma aresta quando as regides
correspondentes tém uma fronteira em comum.

Em nosso trabalho, apresentamos alguns
exemplos da utilizacdo de Bases de Groebner para
verificar se um grafo pode ou ndo ser colorido
com trés cores, entre eles, podemos perceber
gue o mapa das mesorregides do estado do
Parana é 3-colorivel.
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