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\Ningu�em, a n~ao ser os que j�a a experimentaram, pode imaginar a sedu�~aoda iênia. Em outros tipos de estudos vai-se at�e onde os outros foram antesde n�os, e nada mais h�a para se onheer, mas quando se trata da iênia oterreno �e inesgot�avel para as desobertas e as maravilhas."Frankenstein, Mary Shelley



ResumoO modelo bidimensional de Ising om intera�~oes ompetitivas entre um termo ferro-magn�etio, de urto alane, e outro antiferromagn�etio, de longo alane, �e o modelo maissimples para desrever �lmes �nos e materiais magn�etios quase-bidimensionais. A frus-tra�~ao, introduzida pelo termo dipolar no Hamiltoniano, �e respons�avel por uma dinâmialenta e uma fenomenologia ria. Neste trabalho estudamos as propriedades de equil��brio efora de equil��brio do modelo Ising-Dipolar para ertos valores de Æ (parâmetro que medea intensidade de uma intera�~ao frente �a outra). Calulamos v�arias quantidades termo-dinâmias, omo energia livre, entropia e alor espe���o, e determinamos a natureza datransi�~ao de fase para Æ = 1. Veri�amos que a relaxa�~ao da fun�~ao de autoorrela�~aospin-spin, aima da temperatura de transi�~ao, �e do tipo streth exponential. Al�em disso,realizamos experiênias de n~ao equil��brio, omo oarsening, em que veri�amos a presen�ade uma fase metaest�avel, e histerese, em que onseguimos super-resfriar a fase desordenadapara Æ = 2.



AbstratThe two-dimensional Ising model with ompetitive short-range ferromagneti and long-range antiferromagneti interations, is the simplest model to desribe thin �lms and quasi-two-dimensional magneti materials. The frustration, introdued by the dipolar term inthe Hamiltonian, is responsible for a slow down in the dynamis and a rih phenomenology.In this work we studied the equilibrium and o�-equilibrium properties of the Ising-Dipolarmodel for ertain Æ values (parameter that measures the intensity between the two terms).We alulated several thermodynamial quantities, as free energy, entropy and spei� heat,and heked the nature of the phase transition for Æ = 1. We veri�ed that the relaxationof the spin-spin autoorrelation funtion, above the transition temperature, is streth expo-nential. Moreover, we did out of equilibrium experiments, as oarsening, where we veri�edthe presene of a metastable phase, and hysteresis, where we superooled the disorderedphase for Æ = 2.
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Introdu�~ao
O modelo de Ising �e um dos mais importantes e universais da meânia estat��stia. Ini-ialmente proposto por Ising para estudar a transi�~ao de fase em um ferromagneto, tem sidousado na desri�~ao de sistemas t~ao diversos omo ligas bin�arias, sistemas magn�etios desor-denados e redes de neurônios, para itar alguns exemplos. Na f��sia da mat�eria ondensada�e o modelo mais simples para sistemas om anisotropia magn�etia.O modelo Ising-Dipolar desreve um material magn�etio quase-bidimensional, ujos mo-mentos magn�etios apontam na dire�~ao perpendiular ao plano. Nesta dire�~ao, os spins sealinham em faixas de magnetiza�~oes om sinais opostos, formando um padr~ao maros�opiomodulado. Qual deve ser a intera�~ao que quebra a homogeneidade da fase ferromagn�etiade Ising e forma o padr~ao modulado? �E a intera�~ao ompetitiva dipolo-dipolo que, apesarde ser geralmente desprezada por sua pequena magnitude, em nosso sistema �e respons�avelpor uma ria fenomenologia.Uma das propriedades b�asias introduzidas pela intera�~ao dipolar �e a frustra�~ao, poisn~ao existe on�gura�~ao que minimize simultaneamente a energia dipolar e a de Ising ferro-magn�etia. Conseq�uentemente, o sistema visita um grande n�umero de estados at�e relaxar,a dinâmia �e lenta e o espa�o de fases rugoso.Interessados em estudar o omportamento desse sistema, investigamos as propriedadestermodinâmias e dinâmias. Simulamos e alulamos a energia interna, energia livre, en-tropia e alor espe���o e determinamos a ordem da transi�~ao de fase para Æ = 1. Medimostamb�em a fun�~ao de autoorrela�~ao spin-spin para saber omo o sistema relaxa para oequil��brio. Estudamos a nulea�~ao e o resimento de dom��nios ao resfriarmos o sistemadesde uma fase de alta temperatura at�e uma fase de baixa temperatura. Para �nalizar,alulamos o parâmetro de ordem e a energia interna em experiênias de histerese.



Cap��tulo 1O Modelo1.1 Motiva�~aoOs �lmes �nos magn�etios desritos pelo Hamiltoniano Ising-Dipolar pertenem a umalasse muito grande de sistemas f��sios e qu��mios que apresentam padr~oes e texturas simi-lares [1℄.Se analisarmos om uidado ada um desses padr~oes, identi�amos pequenas estruturasque se repetem. Em sistemas bidimensionais s~ao, prinipalmente, faixas (stripes) e estrutu-ras irulares (\bolhas"). J�a em sistemas tridimensionais s~ao amadas, tubos e estruturasesf�erias imersas em um substrato homogêneo. A predominânia dessas estruturas regularesleva ao surgimento de padr~oes muito similares em sistemas bastante distintos, independente-mente de suas intera�~oes miros�opias. Por exemplo, na �gura (1.1)(A) temos um �lme deum material superondutor do tipo I, em um estado de equil��brio, e na �gura (1.1)(C) temosuma mistura qu��mia fora de equil��brio, ambos apresentando o mesmo tipo de padr~oes. Poroutro lado, a esala arater��stia, ou o per��odo, desses padr~oes podem variar desde esalasmesos�opias de entenas de angstroms em fases \enrespadas" de ertos fosfolip��dios [�gu-ra (1.1)(B)℄, passando por mirômetros em fases moduladas de �lmes �nos [�gura (1.2)(A)e (B)℄, at�e ent��metros em padr~oes gerados por instabilidades de Rayleigh-B�enard [�gura(1.1)(D)℄.As �guras (1.2) e (1.3) s~ao exemplos de on�gura�~oes em sistemas de duas e três di-mens~oes. Temos estruturas de faixas e bolhas em �lmes �nos magn�etios [�gura (1.2)(A)e (1.2)(B)℄ e em ferrouidos [�gura (1.2)(C) e (1.2)(D)℄. As morfologias de faixas e bolhastamb�em surgem em �lmes de Langmuir, que s~ao amadas moleulares insol�uveis adsorvidasna interfae ar-�agua. As amadas s~ao ompostas por mol�eulas an�f��lias, omo fosfolip��diose �aidos graxos, ujos grupos polares formam momentos de dipolo el�etrio [�gura (1.3)(A)e (1.3)(B)℄. De maneira an�aloga, lip��dios e opol��meros (diblok opolymers) se organizamem estruturas lamelares [�gura (1.3)(C)℄ ou em tubos il��ndrios [�gura (1.3)(D)℄.O apareimento de padr~oes maros�opios e mesos�opios similares em sistemas t~ao
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Fig. 1.1: Amostragem de padr~oes de dom��nios de faixas (stripes) em sistemas f��sios equ��mios (adaptado de [1℄). (A) Regi~oes normais e superondutoras alternadas,na superf��ie de um superondutor do tipo I, em seu estado intermedi�ario. Opadr~ao foi induzido por um ampo magn�etio; per��odo � 7�m. (B) Fase \enres-pada" em uma ves��ula omposta por fosfolip��dios; per��odo � 240�A. (C) Padr~oesestaion�arios em um sistema qu��mio, per��odo � 0,25 mm. (D) Fotogra�a deutua�~oes de um g�as CO2 sofrendo instabilidade de Rayleigh-B�enard; per��odo1m.



Cap��tulo 1. O Modelo 4distintos sugere um meanismo universal de forma�~ao desses padr~oes. Em primeiro lugarinterpretamos os padr~oes omo sendo manifesta�~oes de fases moduladas. Sua organiza�~aoespaial peri�odia �e atribu��da a intera�~oes ompetitivas, favoreendo o surgimento de ino-mogeneidades espaiais em um estado fundamental homogêneo. Os dom��nios representammodula�~oes no parâmetro de ordem, omo a magnetiza�~ao em �lmes �nos e a polariza�~aoem �lmes ferroel�etrios. O per��odo de modula�~ao �e determinado pela rela�~ao entre as inten-sidades das intera�~oes ompetitivas e pode ser mudado pela varia�~ao de parâmetros omotemperatura, n�umero de monoamadas e ampos magn�etios ou el�etrios.Veremos adiante que utilizamos todas essas id�eias para desrever o modelo Ising-Dipolar.Portanto o estudo deste sistema em partiular pode ser estendido de forma natural a umagrande lasse de sistemas que apresentam a mesma fenomenologia.Outra motiva�~ao �e o grande potenial tenol�ogio dos sistemas desritos pelo Hamilto-niano Ising-Dipolar, omo �lmes ultra�nos e materiais magn�etios quase-bidimensionais [2℄.Os exemplos mais omuns s~ao �lmes de Fe sobre um substrato de Cu, ou Co sobre Au [3℄,e amadas de terras-raras que oorrem em estruturas de perovskita REBa2Cu3O7�Æ, ondeRE representa um terra-rara da fam��lia dos lantan��deos [2℄. Os �lmes de metal sobre metalenontram aplia�~oes tenol�ogias em dispositivos eletrônios, armazenamento de dados eproessos que envolvem at�alise. Os �lmes moleulares, desritos anteriormente, têm apli-a�~oes em biotenologia e farmaologia e ambos os �lmes têm aplia�~oes promissoras emnanotenologia.Outra motiva�~ao �e a possibilidade do modelo de spin de rede Ising-Dipolar ser um bommodelo para a dinâmia de vidros estruturais bidimensionais. A ompeti�~ao entre a inte-ra�~ao ferromagn�etia de urto alane (que induz ordem) e a intera�~ao antiferromagn�etiadipolar (que frustra o sistema e introduz degeneresênia nos estados) �e respons�avel poruma dinâmia lenta, prinipalmente a temperaturas baixas. Essa dinâmia lenta tamb�emest�a presente em vidros estruturais, omo os vidros de janela. Ela aparee quando uml��quido super-resfriado entra em um regime de temperatura em que os tempos de relaxa�~aoresem rapidamente at�e ultrapassar a esala de tempos aess��vel experimentalmente. Nestemomento o sistema �a preso em uma fase desordenada hamada vidro estrutural, a difus~ao�e pratiamente nula e a dinâmia extremamente lenta. Os modelos propostos para derevereste omportamento possuem desordem imposta no Hamiltoniano, omo no modelo SK, quepossui aoplamentos Jij aleat�orios, ou o modelo de Ising om ampos aleat�orios.O problema �e que a desordem on�guraional dos vidros estruturais n~ao �e ausada poraleatoriedade no Hamiltoniano, mas por termos determin��stios.Nos �ultimos anos houve onsider�avel esfor�o em tentar enontrar um modelo de spins derede apaz de desrever as propriedades termodinâmias e dinâmias dos vidros estruturais.O modelo Ising-Dipolar n~ao possui desordem aleat�oria, mas termos determin��stios, que
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Fig. 1.2: Dom��nios em uidos e s�olidos magn�etios (adapatado de [1℄). Fase de faixas (A)e bolhas (B) em um �lme ferromagn�etio; per��odo � 10�m. (C e D) Ferrouidoon�nado entre duas plaas de vidro, sujeito a um ampo magn�etio perpendiular�a amada de uido exibindo fases labir��ntias (C) e de bolhas (D); per��odo � 4�m.ompetem e frustram a ordem do sistema, gerando uma fenomenologia similar a de l��quidossuper-resfriados e vidros [4℄. Al�em disso, aredita-se que todo o omportamento dinâmiodos vidros pode ser expliado em fun�~ao da ompeti�~ao entre um termo repulsivo, de urtoalane, e um termo atrativo, de longo alane, de um potenial moleular do tipo LennardJones. Resumindo queremos entender um pouo mais a fenomenologia do modelo Ising-Dipolar, porque �e um bom andidato para desrever vidros estruturais bidimensionais.
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Fig. 1.3: Fases de faixas e de bolhas em sistemas orgânios 2D e 3D (adaptado de [1℄).(A e B) Filme orgânio monomoleular (�lme de Langmuir) on�nado em umainterfae ar-�agua exibindo fase de faixas (per��odo � 3; 5�m) e fase de bolhas(per��odo � 20�m). (C e D) Filme de pol��meros (diblok opolymers) exibindofase de faixas (per��odo � 400�A) e fase de bolhas (per��odo � 160�A).
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Fig. 1.4: Intera�~oes ompetitivas em interfaes urva e plana (adaptado de [1℄). (A) Re-presenta�~ao esquem�atia de dom��nios de dipolo em uma interfae ar-�agua. Inte-ra�~oes dipolo-dipolo estabilizam arranjos peri�odios de dom��nios A e B, os quaiss~ao mol�eulas que arregam momentos de dipolo �A � �B � 0. (B) Repre-senta�~ao esquem�atia de uma membrana ondulada, omposta por duas mol�eulasinompat��veis A e B. O empaotamento de triângulos regulares e invertidos favo-ree, respetivamente, distor�~oes onvexas e ônavas da membrana.



Cap��tulo 1. O Modelo 81.2 O Hamiltoniano para Filmes Finos Magn�etiosUm ferromagneto tridimensional, abaixo da temperatura de Curie, geralmente possuimagnetiza�~ao zero, pois �e formado por pequenas regi~oes onde a magnetiza�~ao aponta emdiferentes dire�~oes. Essas regi~oes s~ao hamadas de dom��nios e possuem um tamanho lineart��pio de 10�m. Elas s~ao separadas por paredes ao longo das quais a magnetiza�~ao variaontinuamente, desde um dom��nio at�e outro.A magnetiza�~ao dentro de ada dom��nio �e devida �a intera�~ao de troa Hex (de ori-gem quântia, mas desrita lassiamente), que tende a alinhar os momentos magn�etiospr�oximos. A existênia de dom��nios �e devida �a energia dipolar Hdip que, a rigor, �e a verda-deira intera�~ao magn�etia entre os spins. Esta energia de longo alane tamb�em �e hamadade \energia magnetost�atia" ou \anisotropia da forma", porque sua minimiza�~ao depen-de fortemente da forma da amostra. Sabemos tamb�em que os dom��nios n~ao apontam emdire�~oes aleat�orias, mas em dire�~oes que dependem dos eixos, devido �a energia magneto-ristalina Han. Finalmente devemos onsiderar a inuênia de um ampo externo Hext naenergia dos spins. Portanto, a on�gura�~ao magn�etia do sistema tridimensional dependeda minimiza�~ao da energia totalH = Hex +Hdip +Han +Hext: (1.1)Vamos analisar a inuênia de ada uma das intera�~oes, no aso do sistema ser um �lme �no,para justi�ar a esolha do Hamiltoniano do modelo Ising-Dipolar. Para ome�ar, esreve-mos ada um dos termos do Hamiltoniano (1.1) para um sistema magn�etio bidimensional,na aproxima�~ao ont��nua. O primeiro termoHex = J2 Z d~x(r~S)2 (1.2)�e a intera�~ao de troa de Heisenberg. O segundo termoHdip = H(1)dip +H(2)dip (1.3)�e a energia dipolar, que pode ser onvenientemente dividida na parte rotaionalmente inva-riante H(1)dip = 
8� Z d~xd~x0j~x� ~x0j3 ~S(~x) � ~S(~x0) (1.4)e na parte anisotr�opiaH(2)dip = �3
8� Z d~xd~x0j~x� ~x0j3 (~S(~x) � ~n)(~S(~x0) � ~n); (1.5)



Cap��tulo 1. O Modelo 9onde ~n � (~x � ~x0)=j~x � ~x0j e 
 > 0 �e uma onstante que mede a intensidade da energiadipolar. Na aproxima�~ao ont��nua devemos exluir a integra�~ao na regi~ao em torno de~x = ~x0, pois ada spin n~ao interage onsigo mesmo.O termo H(1)dip representa o aoplamento antiferromagn�etio de longo alane, enquantoH(2)dip representa a anisotropia do plano ristalino. De fato, este termo se anula para umestado olinear perpendiular (estado ?), porque ~S � ~n � 0, ao passo que para um estadoolinear paralelo (estado k) tem o valor negativo:�3
8� Z d~xd~x0j~x� ~x0j3 (~S � ~n)2: (1.6)Portanto, a on�gura�~ao k �e energetiamente favoreida em rela�~ao �a ?. O tereiro termoHan = �K2 Z d~xS2z (~x) (1.7)�e a anisotropia ausada pelo ampo ristalino. Ela aparee porque, em um �lme �no, adire�~ao ẑ (perpendiular ao �lme) n~ao �e equivalente �a dire�~ao do plano. Se a onstante Kfor negativa, a on�gura�~ao que minimiza (1.7) orresponde �a proje�~ao zero dos spins nadire�~ao ẑ e, portanto, �a ausênia de dom��nios. Consideramos, ent~ao, apenas o aso K > 0.Finalmente, o termoHext �e zero, porque n~ao estudamos o sistema na presen�a de um ampo.A rela�~ao entre os termos do Hamiltoniano pode ser interpretada desta forma: uma estru-tura de dom��nios modulada surge da ompeti�~ao entre a intera�~ao H(1)dip antiferromagn�etia,de longo alane e fraa, e a intera�~ao Hex ferromagn�etia, de urto alane e forte, paraqualquer valor da onstante dipolar. Al�em disso, a ompeti�~ao entre a intera�~ao H(2)dip ani-sotr�opia k (que favoree a orienta�~ao na dire�~ao do plano) e a intera�~ao Han anisotr�opia? (que favoree a orienta�~ao perpendiular ao plano) pode produzir uma transi�~ao de fasena orienta�~ao dos spins, do estado ? para o estado k1.1.3 Transi�~ao de Reorienta�~ao dos SpinsNa �gura (1.5) mostramos o diagrama de fases qualitativo no espa�o dos parâmetrosK=
 e J=
 [5℄. �A medida que a raz~ao K=
 derese, o sistema passa da on�gura�~aoolinear ? para a on�gura�~ao olinear k.1 Enontramos na literatura uma transi�~ao no sentido inverso. O �lme �no Ni sobre Cu(001) tem orien-ta�~ao dos spins na dire�~ao do plano quando o n�umero de amadas �e menor que sete. Aima desta espessurar��tia os momentos magn�etios passam a apontar na dire�~ao perpendiular ao plano. Este resultado �epartiularmente interessante para aplia�~oes em armazenamento de dados, porque �lmes mais espessos s~aomais f�aeis de produzir e menos fr�ageis e a orienta�~ao desejada para os spins �e a perpendiular ao plano [2℄.
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Fig. 1.5: Diagrama de Fases a T = 0 no plano (K 0; J 0), onde K 0 = K=
 e J 0 = J=
(adaptado de [5℄). Os parâmetros n~ao possuem unidades porque o diagrama �eessenialmente qualitativo. A linha traejada orresponde �a separa�~ao entre ason�gura�~oes ? e k. Partindo de um �lme �no om magnetiza�~ao ?, observamosuma transi�~ao de fase de reorienta�~ao dos spins, ao aumentarmos a temperaturaou a espessura da amostra.Experimentalmente, o diagrama de fases pode ser visitado ao variarmos a temperaturae/ou a espessura D.2 No aso de variarmos a espessura, a anisotropia 
 - que favoree oalinhamento k - rese om D, enquanto a anisotropia K - que favoree o alinhamento ? -se mant�em onstante (devido ao seu ar�ater de superf��ie). Isto signi�a que a raz~ao K=
derese �a medida que D aumenta at�e que, na espessura r��tia D, oorre a transi�~ao doestado ? para o estado k. Esta transi�~ao �e hamada Transi�~ao de Fase de Reorienta�~ao.
2 Quando analisamos o efeito da espessura na orienta�~ao dos spins, devemos onsiderar, obviamente, avers~ao tridimensional do Hamiltoniano (1.1).



Cap��tulo 1. O Modelo 11O mesmo fenômeno de reorienta�~ao pode ser observado ao aumentarmos a temperatura,antes que a transi�~ao ferro-paramagn�etia oorra. Neste aso devemos levar em onta oefeito das utua�~oes t�ermias, que efetivamente enfraquee os parâmetros (J;K;
). Emoutras palavras, a transi�~ao de reorienta�~ao oorre devido a um signi�ativo deaimento daanisotropia ? em rela�~ao �a anisotropia k, �a medida que a temperatura aumenta. Assim,quando K(T ) < 
(T ) o estado k ser�a o de menor energia e a transi�~ao oorrer�a.Em nosso trabalho estamos interessados em desrever �lmes magn�etios ultra�nos, ouseja, �lmes om espessura menor que D (geralmente da ordem de ino monoamadas).Neste limite a on�gura�~ao de spins que minimiza o Hamiltoniano (1.1) �e a ?. Mais espe-i�amente, estudamos o sistema no limite em que o n�umero de amadas �e um, ou seja, osistema �e bidimensional. Neste limite o termo de anisotropia dipolar H(2)dip �e nulo, o termoHan �e onstante e os spins de Heisenberg se reduzem a spins de Ising, porque nos restringi-mos a uma s�o dire�~ao. Portanto o Hamiltoniano (1.1), esrito na vers~ao disreta, se reduz,a menos de uma onstante, aH0 = �J0 X<ij>SiSj + JdX(i;j) SiSjr3ij ; (1.8)onde Si �e o spin do s��tio i, que pode assumir o estado +1 ou -1 (para ima ou para baixo).O primeiro somat�orio �e sobre os vizinhos mais pr�oximos (devemos ter o uidado de somaro par ij apenas uma vez). J0 > 0 �e a onstante de troa e mede a intensidade da intera�~aoferromagn�etia. O segundo somat�orio �e uma soma dupla sobre todos os spins da rede. Jd > 0representa a intensidade da intera�~ao dipolar antiferromagn�etia. A intera�~ao �e de longoalane e deai om r3; rij �e a distânia entre os spins i e j, medida em unidades da rede.Para termos uma rela�~ao entre J0 e Jd vamos dividir (1.8) por Jd e de�nir o Hamiltonianoadimensional H = �Æ X<ij>SiSj +X(i;j) SiSjr3ij ; (1.9)onde Æ = J0=Jd.3 A energia �e medida em unidades de Jd, que asssumimos ser semprepositivo (antiferromagn�etio). Portanto Æ > 0 implia em J0 ferromagn�etio e Æ < 0 impliaem J0 antiferromagn�etio.3 A de�ni�~ao do Hamiltoniano nas referênias [2, 6, 7℄ �e um pouo diferente da nossa. Enquanto quenaqueles artigos o termo dipolar ont�em uma soma sobre todos os pares de spins (ij e ji) em nosso trabalhosomamos apenas um dos dois pares. Portanto a equivalênia entre as duas de�ni�~oes �e Æ = J=2, onde J �e oparâmetro de troa naquelas referênias. Como o parâmetro dipolar estabelee as unidades de energia emnosso trabalho, h�a um fator 1=2 entre as temperaturas de transi�~ao obtidas naqueles trabalhos e no nosso.



Cap��tulo 1. O Modelo 121.4 O Estado FundamentalNesta se�~ao vamos determinar a on�gura�~ao de spins que minimiza o Hamiltoniano(1.9). Em primeiro lugar analisemos o termo de Ising e o dipolar separadamente. O estadofundamental de um Hamiltoniano de Ising om J0 > 0 �e ferromagn�etio: todos os spinsest~ao alinhados (para ima ou para baixo). J�a se J0 < 0 o estado fundamental �e antifer-romagn�etio: todos os spins est~ao antialinhados om seus vizinhos mais pr�oximos. Para oHamiltoniano dipolar (Jd > 0) o estado fundamental �e antiferromagn�etio.Agora analisemos o estado que minimiza o termo de Ising e dipolar juntos. Para Æ < 0o estado fundamental �e obviamente o antiferromagn�etio. Mas para Æ > 0 n~ao sabemos, apriori, qual �e o estado fundamental. Poder��amos ogitar que �e do tipo \tabuleiro de xadrez",onde ada quadrado representa um agrupamento de spins alinhados. Tamb�em poder��amosespeular que no limite Æ � 1 o estado fundamental �e ferromagn�etio. No entanto, MaIsaae oautores provaram analitiamente que o estado fundamental do Hamiltoniano (1.9) �e defaixas (stripes) para valores de Æ maiores que Æa � 0; 425 [6℄. Se Æ < Æa o estado fundamental�e antiferromagn�etio; se Æ > Æa sempre existe uma on�gura�~ao de faixas h, uja energia �emenor que a da on�gura�~ao ferromagn�etia e \tabuleiro de xadrez". Em outras palavras,a presen�a da intera�~ao dipolar, mesmo om intensidade in�nitesimal, frustra a ordemferromagn�etia, favoreendo a forma�~ao de faixas. MaIsaa e oautores tamb�em mostraramque, para valores altos de Æ, a largura h rese exponeialmente h � eÆ=2 (largura h bastantesens��vel a um pequeno ar�esimo de Æ).1.5 O Diagrama de FasesO diagrama de fases (Æ; T ), desrito na �gura (1.6), foi alulado, usando simula�~oes deMonte Carlo, iniialmente por MaIsaa e oautores [6℄ e posteriormente aperfeir�oado porGleiser e oautores [8℄. Primeiramente desreveremos ada fase e depois analisaremos aslinhas de transi�~ao.AF signi�a fase antiferromagn�etia, ujo estado fundamental �e duplamente degenerado(o Hamiltoniano �e invariante frente �a troa de sinal dos spins); hi �e a fase de faixas de largurah = i, om i = 1; 2; ::: Esta fase, em um �lme �no, est�a desrita na �gura (1.8)(a) e a fase h1�e mostrada na �gura (1.7)(a). O estado hi em uma rede translaionalmente invariante possuidegeneresênia 4i, devido a transla�~oes ao longo de um eixo das oordenadas e a rota�~oesde �=2 radianos no sistema. A fase l��quido-tetragonal signi�a uma fase desordenada emrela�~ao �a fase de faixas, por�em om dom��nios predominantemente om antos de ânguloreto. A �gura (1.8)(b) mostra esta fase em um �lme �no [10℄ e a �gura (1.7)() mostra afase obtida via simula�~ao de Monte Carlo.
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Fig. 1.6: Diagrama de fases Æ versus T do modelo Ising-Dipolar. AF �e a fase antiferro-magn�etia; hi �e a fase de faixas de largura i; l��quido-tetragonal �e o estado omsimetria rotaional qu�adrupla e paramagn�etia �e a fase ompletamente desorde-nada. As linhas vertiais orrespondem a transi�~oes de primeira ordem e a linhaom ��rulos �a transi�~ao ordem-desordem da fase de faixas para a fase l��quido-tetragonal. O sistema passa ontinuamente da fase l��quido tetragonal para a faseparamagn�etia.



Cap��tulo 1. O Modelo 14Uma maneira de araterizar esta fase, que possui simetria rotaional qu�adrupla, �eatrav�es do fator de estrutura S(~k) = *�����X~r S~rei~k�~r�����+ ; (1.10)onde S~r �e o spin na oordenada ~r, resultando em quatro pios sim�etrios ao longo dos eixosprinipais da zona de Brillouin, mostrados no anto inferior direito da �gura (1.8)(b). �Amedida que a temperatura aumenta os quatro pios se transformam em uma oroa irular,sinalizando uma mudan�a ont��nua da simetria qu�adrupla para a simetria rotaional totalda fase ompletamente desordenada. Esta fase desordenada de alta temperatura, na qualn~ao h�a existênia de dom��nios, �e hamada de fase paramagn�etia.Agora nos onentraremos nas linhas de transi�~ao do diagrama de fases. As linhas ver-tiais orrespondem a transi�~oes de primeira ordem e foram obtidas por Gleiser e oautores[9℄ atrav�es da igualdade entre a energia livre de duas fases adjaentes. Seja Æi;i+1 o pontode transi�~ao entre as fases hi e h(i + 1). Eles alularam os primeiros pontos: Æ1;2 = 1; 26,Æ2;3 = 2; 2 e Æ3;4 = 2; 8. Agora analisemos a linha que separa as fases ordenadas da fasel��quido-tetragonal. Neste momento �e pertinente fazer um oment�ario: esta transi�~ao �e de-liada e muitos trabalhos s~ao ontradit�orios em rela�~ao �a sua natureza, por isso faremosuma breve desri�~ao dos resultados obtidos por v�arios pesquisadores. Booth e oautorespropuseram que a transi�~ao da fase de faixas para a fase tetragonal pode ser araterizadaomo uma transi�~ao ordem-desordem, assoiada om a perda da ordem orientaional da fasede faixas [7℄. Para araterizar esta quebra de simetria eles introduziram um parâmetro deordem O = jnv � nhjnv + nh ; (1.11)onde nv(nh) �e o n�umero de liga�~oes vertiais (horizontais) entre spins antiparalelos. O valordeste parâmetro de ordem �e um para qualquer on�gura�~ao de faixas e zero em qualqueron�gura�~ao om simetria rotaional qu�adrupla. Simula�~oes num�erias do parâmetro deordem, realizadas por Booth e oautores para valores Æ � 3 pareiam onsistentes omuma transi�~ao de fase faixa-tetragonal de segunda ordem [7℄. J�a Abanov e oautores,usando uma aproxima�~ao ont��nua para �lmes ultra�nos, previram que a transi�~ao faixa-tetragonal deveria ser de primeira ordem ou as duas fases deveriam estar separadas poruma tereira fase araterizada por defeitos nas paredes dos dom��nios, que eles hamaramde fase nem�atia de Ising [11℄. Aontee que nem as simula�~oes de Monte Carlo nem osresultados experimentais mostraram qualquer evidênia desta fase. Contudo os resultados



Cap��tulo 1. O Modelo 15de Booth e oautores s~ao onsistentes om uma transi�~ao de segunda ordem, ao ontr�arioda primeira ordem prevista por Abanov e oautores. Apesar disso, Booth e oautores n~aoexlu��ram a possibilidade de uma transi�~ao de primeira ordem fraa em seus �alulos. Defato, Cannas e oautores usando simula�~oes de Monte Carlo, mostraram que a transi�~aoem Æ = 2 �e de primeira ordem fraa [12℄. Al�em disso, analisando uma vers~ao ont��nuado modelo, mostraram que ele pertene a uma fam��lia de sistemas em que a transi�~ao deprimeira ordem �e esperada para qualquer valor de Æ [12℄.Em suma, a quest~ao da ordem da transi�~ao para valores altos de Æ, em sistemas disretos,ainda permanee em aberto. Para Æ = 2 Cannas e oautores mostraram forte evidênia deque a transi�~ao �e de primeira ordem. (�E interessante notar que eles esolheram Æ = 2 porser um valor para o qual a natureza da transi�~ao �e mais de�nida.) Em nosso trabalhoesolhemos o valor Æ = 1 para determinar a natureza da transi�~ao. Calulamos v�ariasquantidades termodinâmias e onlu��mos que a transi�~ao neste ponto �e de primeira ordem.
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Fig. 1.7: T��pias on�gura�~oes da fase h1 a v�arias temperaturas em simula�~oes de MonteCarlo. O tamanho do sistema �e 48� 48 e a temperatura de transi�~ao �e Tm = 0; 4para Æ = 1. T=0,30(a); 0,37(b); 0,43() e 2(d).
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Fig. 1.8: Fase de faixas (a) e fase l��quido-tetragonal (b), em um �lme �no de Fe (estrutura�ubia de fae entrada) sobre Cu(001) usando a t�enia de mirosopia eletrôniade varredura (sanning eletron mirosopy) (adaptado de [10℄). O quadrado noanto superior direito de (a) e inferior direito de (b) mostra o fator de estruturade�nido na equa�~ao (1.10), indiando as simetrias de ada fase. O outro quadradoem (b) �e uma amplia�~ao de um dom��nio t��pio.



Cap��tulo 2Meânia Estat��stia e M�etodo deMonte Carlo2.1 TermodinâmiaA termodinâmia estuda as propriedades maros�opias de sistemas formados por umn�umero muito grande de part��ulas. Estes sistemas s~ao araterizados por um onjuntomuito pequeno de parâmetros maros�opios independentes do tempo. Em nosso trabalhonos onentraremos apenas nos parâmetros relevantes para o modelo Ising-Dipolar.Esrevamos a equa�~ao da onserva�~ao de energia, sem trabalho meânio nem qu��mio,�U = �Q = T�S; (2.1)onde �U �e a varia�~ao da energia interna do sistema, �Q �e a quantidade de alor forneidoou extra��do, T �e a temperatura e �S �e a varia�~ao da entropia. De�nimos o alor espe���opor part��ula  � lim�T!0 1N �Q�T = lim�T!0 1N �U�T = TN �S�T ; (2.2)onde usamos (2.1). Relembremos que o alor espe���o signi�a a quantidade de alor quedevemos forneer ao sistema para variar sua temperatura desde T at�e T + dT . Podemosesrever a energia interna U em v�arias representa�~oes atrav�es das transformadas de Le-gendre. Como o sistema Ising-Dipolar est�a em ontato om um reservat�orio t�ermio, nosonentraremos no potenial termodinâmio F ou energia livre de HelmholtzF = U � TS: (2.3)A entropia �e obtida a partir da energia livre
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S = ��F�T : (2.4)Sabemos que a entropia S deve ser uma fun�~ao positiva, logo F �e uma fun�~ao deresenteda temperatura. Substituindo a equa�~ao aima em (2.2), reesrevemos o alor espe���oomo  = � TN �2F�T 2 : (2.5)Sabemos que para o sistema ser est�avel �e preiso que o alor espe���o seja positivo, logo F�e uma fun�~ao deresente e ônava da temperatura. Estas propriedades da energia livre,entropia e alor espe���o ser~ao veri�adas adiante na an�alise termodinâmia do modelo.Transi�~oes de FaseOs sistemas termodinâmios podem apresentar-se em mais de uma fase, om ara-ter��stias maros�opias bastante distintas. Um exemplo t��pio �e o da �agua, que podeapresentar-se sob o estado s�olido, l��quido ou gasoso, dependendo da temperatura e press~aoa que est�a submetida. Geralmente o estado de maior temperatura possui simetria maior.No aso da �agua, o estado de vapor possui muito mais opera�~oes de simetria, que o tornaminvariante na esala maros�opia, do que o gelo, que possui simetria ristalina. No aso domodelo Ising-Dipolar a fase paramagn�etia �e mais sim�etria do que a fase l��quido-tetragonale a fase de faixas.A fase termodinâmia est�avel de um sistema �e aquela que minimiza sua energia livre.Para um erto onjunto de vari�aveis independentes, pode oorrer que duas fases (ou mais)tenham a mesma energia livre. Neste aso, ou h�a oexistênia de fases, quando as duas oumais fases s~ao distingu��veis, ou h�a ritialidade, quando n~ao �e poss��vel distinguir uma faseda outra.De maneira geral, se o estado do sistema mudar de maneira abrupta ao variarmos umde seus parâmetros, por exemplo a temperatura, a transi�~ao �e de primeira ordem. Por�em,se o estado mudar de forma ont��nua, a transi�~ao �e de segunda ordem.1Na transi�~ao a energia livre �e a mesma para as duas fases, mas na vizinhan�a da transi�~aoa varia�~ao da energia livre pode assumir dois omportamentos. Por isso a derivada primeirada energia livre em rela�~ao a suas vari�aveis intensivas �e usada para lassi�ar as transi�~oesde fase termodinâmias. Se a derivada primeira da energia livre for desont��nua em rela�~ao atodas as vari�aveis intensivas (ou seja, se a vari�avel extensiva onjugada assumir dois valores1 Classi�a�~ao segundo referênia [13℄.
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Fig. 2.1: Energia livre de Gibbs G versus P e T em um sistema PV T . A desontinuidadedos parâmetros intensivos em P e T india que a transi�~ao �e de primeira ordem.V e S s~ao o volume e a entropia e os ��ndies I e II indiam a fase de maior emenor temperatura, respetivamente (adaptado de [13℄).na transi�~ao), ent~ao a transi�~ao �e desont��nua ou de primeira ordem. Se a derivada primeirafor ont��nua e alguma derivada de mais alta ordem n~ao o for, ent~ao a transi�~ao �e ont��nuaou de segunda ordem.A �gura (2.1) ilustra uma t��pia transi�~ao de primeira ordem em um sistema PVT (uidosimples). Podemos observar que na transi�~ao a energia livre (nesse aso a de Gibbs) �e amesma para as duas fases. A derivada primeira em rela�~ao aos parâmetros intensivos �edesont��nua e a derivada segunda diverge.A �gura (2.2) ilustra uma transi�~ao t��pia de segunda ordem. Podemos observar nova-mente que a energia livre �e a mesma para as duas fases na transi�~ao. A derivada primeiraem rela�~ao �a vari�avel intensiva �e ont��nua e alguma derivada de mais alta ordem deve serdesont��nua ou divergir.De posse dessas informa�~oes analisaremos os observ�aveis termodinâmios, omo energiainterna, energia livre e entropia, e veri�aremos qual a ordem da transi�~ao do modelo Ising-Dipolar.
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Fig. 2.2: Energia livre de Gibbs G versus T . Cp �e o alor espe���o a press~ao onstante.A ausênia de desontinuidade na entropia S em T india que a transi�~ao �e desegunda ordem (adaptado de [13℄).



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 222.2 Meânia Estat��stiaA meânia estat��stia estuda propriedades maros�opias a partir de intera�~oes mi-ros�opias de sistemas formados por um n�umero muito grande de part��ulas. Faremos umaan�alise estat��stia do nosso modelo para enontrar, por exemplo, a rela�~ao entre o alor es-pe���o e as utua�~oes da energia e a rela�~ao entre a energia livre de Helmholtz e a energiainterna, sem o onheimento pr�evio da entropia. Nosso sistema est�a em ontato om umreservat�orio t�ermio a temperatura T , portanto devemos desrevê-lo no ensemble anônio.Neste ensemble as probabilidades de equil��brio s~ao dadas pela distribui�~ao de BoltzmannP� = exp(��E�)P� exp(��E�) ; (2.6)onde � = 1=kBT e E� �e a energia do estado miros�opio �. A onstante de normaliza�~aoZ =X� exp(��E�) (2.7)�e a soma dos pesos probabil��stios de todos os estados aess��veis ao sistema e �e hamadafun�~ao de parti�~ao. Agora vamos estudar a onex~ao entre o ensemble anônio e a energialivre de Helmholtz. Podemos reesrever (2.7) omoZ =X� exp(��E�) =XE 
(E)exp(��E); (2.8)onde 
(E) �e o n�umero de estados miros�opios om energia E e a soma �e sobre todos osvalores, disretos, de energia. Como �e uma soma de termos exponeniais podemos aproxim�a-la pelo seu termo m�aximo [14℄Z =XE exp[ln
(E)� �E℄ � exp[��min(E � TS)℄: (2.9)Como o expoente �e a pr�opria de�ni�~ao da transformada de Legendre da energia livre deHelmholtz e identi�ando E om a energia interna U , podemos esrever a identidadeF = F (T ) = � 1� lnZ(T ); (2.10)que expressa a onex~ao entre o ensemble anônio e a termodinâmia. Se soub�essemosalular a fun�~ao de parti�~ao atrav�es do Hamiltoniano (1.9) obter��amos F de maneira direta.



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 23Como isto n~ao �e poss��vel, devido �a omplexidade do Hamiltoniano, tentaremos enontraroutras rela�~oes envolvendo F . Exploraremos a rela�~ao entre a energia do sistema e osobserv�aveis termodinâmios.O valor m�edio probabil��stio da energia E de um sistema no ensemble anônio �e< E(�) >= P�E�exp(��E�)P� exp(��E�) = � ��� lnZ: (2.11)Utilizando a equa�~ao (2.10) hegamos failmente �a equa�~ao abaixo�F (�) = �0F0(�0) + Z ��0 < E(�) > d�: (2.12)Se soubermos a energia m�edia omo fun�~ao de � poderemos alular F e, portanto, todasas propriedades termodinâmias. �E isso que faremos para o modelo Ising-Dipolar.Agora alulemos o desvio quadr�atio da energia< (E� < E >)2 >=< E2 > � < E >2=Z�1X� E2�exp(��E�)� [Z�1X� E�exp(��E�)℄2: (2.13)Condensando os termos< (E� < E >)2 >= ��� [ 1Z �Z�� ℄ = �2��2 lnZ = � ��� < E > (2.14)e identi�ando < E > om U , podemos esrever< (E� < E >)2 >= � ���U = kBT 2�U�T = NkBT 2 � 0: (2.15)Esta rela�~ao nos vai ser �util para alular o alor espe���o a partir do desvio quadr�atioda energia, via simula�~ao de Monte Carlo.2.3 M�etodo Monte CarloA Meânia Estat��stia se aplia a sistemas de muitos orpos. Um sistema t��pio possui1023 �atomos ou mol�eulas e resolvê-lo signi�a resolver um n�umero de equa�~oes da ordemde 1023, om suas respetivas ondi�~oes iniiais, mas isto �e invi�avel para nossa apaidadeanal��tia e omputaional. Al�em disso, mesmo que onsegu��ssemos realizar tal fa�anha,n~ao nos seria �util, porque nossos instrumentos de medi�~ao registram valores m�edios e n~ao



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 24instantâneos. Esses valores m�edios podem ser alulados analitiamente, pela meâniaestat��stia, ou numeriamente, usando o m�etodo de Monte Carlo.Nosso sistema �e uma rede de spins interagentes em ontato om um reservat�orio t�ermioem equil��brio a temperatura T. O alor ui do reservat�orio para o sistema e vie-versa paramanter a temperatura onstante. Desse modo a energia interna osila em torno de umvalor m�edio enquanto o sistema evolui. Esta evolu�~ao do sistema pode ser pensada omouma suess~ao randômia dos estados miros�opios fsi = �1; i = 1::Ng, uja dinâmia�e gerada pela perturba�~ao t�ermia. Como esta suess~ao �e randômia, a pergunta natural�e: Qual a probabilidade P�(t) do sistema se enontrar no estado �, no tempo t? Parasabermos isso devemos espei�ar a dinâmia de transi�~ao entre os estados. Seja T (�! �)a taxa de transi�~ao do estado � para o estado � num tempo dt. Podemos ent~ao esrever aequa�~ao mestra dP�(t)dt =X� [P�(t)T (� ! �)� P�(t)T (�! �)℄; (2.16)onde o primeiro e segundo termos, do lado direito da equa�~ao, s~ao as taxas em que o estado� �e populado e despopulado, respetivamente.Sabendo P�(t) podemos alular m�edias maros�opias de qualquer observ�avel< Q(t) >=X� P�(t)Q�: (2.17)Quando a varia�~ao temporal da probabilidade for zero, para todos os estados, dizemosque o sistema est�a em equil��brio. Nessas ondi�~oes onseguimos fazer a onex~ao entre aspropriedades miro e maros�opias, reuperando a termodinâmia. No equil��brio a m�edia(2.17) �e realizada, a rigor, sobre o estado instantâneo de um onjunto in�nito de sistemas,um ensemble de sistemas. Mas omo isto �e imposs��vel na pr�atia, vamos supor que o sistemaseja erg�odio e alulemos (2.17), no equil��brio, oletando um onjunto representativo deestados de uma �unia amostra. Desta nova abordagem surge a quest~ao: Como oletar umonjunto de estados que forne�a uma boa estimativa para a m�edia termodinâmia?Estes estados devem ser esolhidos om uma probabilidade p� e os observ�aveis termo-dinâmios devem ser estimados segundo a equa�~ao abaixo< Q >M= PM�=1Q�p�1� e�E��PM�=1 p�1� e�E�� (2.18)Como estamos interessados no equil��brio devemos esolher p� = e�E�T =Z. Desse modo aequa�~ao aima �a
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< Q >M= 1M MX�=1QM : (2.19)Este �e o valor estimado de Q e ser�a tanto mais pr�oximo do valor termodinâmio quantomais representativo for o onjunto deM estados. Para esolhermos esse onjunto de estadosdevemos espei�ar uma dinâmia no espa�o de fases. Supomos uma dinâmia que gera umaseq�uênia randômia de estados, hamada adeia de Markov, a qual deve obedeer a duasregras:� A probabilidade de transi�~ao P (�! �) independe do tempo.� A transi�~ao para um estado � depende apenas do estado anterior do sistema, e n~aoda sua hist�oria pregressa.As probabilidades de transi�~ao P (�! �) devem satisfazer o v��nulo:X� P (�! �) = 1 (2.20)Al�em disso devem ser esolhidas de modo a obedeer:� Ergodiidade: A partir de um estado qualquer �e poss��vel hegar a qualquer outroestado atrav�es de um n�umero �nito de passos.� Prin��pio do Balan�o Detalhado (PBD):p�P (�! �) = p�P (� ! �); (2.21)onde p� �e uma probabilidade de equil��brio qualquer, a prin��pio.Fa�amos dt = 1 e esrevamos a vers~ao disreta da equa�~ao mestra (2.16):P�(t+ 1)� P�(t) =X� [P�(t)P (� ! �)� P�(t)P (�! �)℄: (2.22)Usando o v��nulo (2.20) podemos reesrever a equa�~ao aima omo:P�(t+ 1) =X� P�(t)P (� ! �): (2.23)



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 26�E f�ail veri�ar que se o sistema alan�ar a distribui�~ao de equil��brio p� no tempo t,permaneer�a em equil��brio no tempo t+1, e que a probabilidade P�(t) tende �a probabilidadede equil��brio p� �a medida que o tempo avan�a [15℄.At�e agora p� pode ser qualquer probabilidade desde que satisfa�a o v��nulo (2.20), asondi�~oes de ergodiidade e PBD. Como nosso sistema est�a em ontato om um reservat�oriot�ermio esolhemos p� = e�E�T =Z. Desse modoP (�! �)P (� ! �) = p�p� = e��(E��E�): (2.24)Notamos que as probabilidades de transi�~ao n~ao est~ao determinadas de maneira �unia,apenas sua raz~ao. Isto sign�a que devemos desobrir o onjunto erto de probabilidadesde transi�~ao que gera a distribui�~ao de Boltzmann. Por�em, este problema pode ser evitadousando o oneito de probabilidade de aeita�~ao.2.3.1 Probabilidade de Aeita�~ao e Algoritmo de Metr�opolisPodemos reesrever a equa�~ao (2.24) omoP (�! �)P (� ! �) = g(�! �)A(�! �)g(� ! �)A(� ! �) ; (2.25)onde g(� ! �) �e a probabilidade de sele�~ao e A(� ! �) a probabilidade de aeita�~ao .Desse modo, podemos seleionar um estado que n~ao pertene �a distribui�~ao de Boltzmanne rejeit�a-lo. A probabilidade de sele�~ao est�a assoiada �a dinâmia no espa�o de estados.Em nossa rede de spins esolhemos a dinâmia single spin ip (ou mudan�a de um spinapenas), em que o movimento no espa�o de estados oorre entre estados que diferem porum spin. A ada passo da adeia de Markov seleionamos um novo estado �, om um dosspins do estado � invertido, om probabilidade 1=N (N � n�umero de spins). Esolhidoo estado �, podemos aeit�a-lo ou rejeit�a-lo, de aordo om a probabilidade de aeita�~ao.Antes de esolhermos as probabilidades de aeita�~ao , notemos que um algoritmo e�ientepossui uma taxa de aeita�~ao alta, pois n~ao queremos visitar um n�umero enorme de estadose rejeit�a-los.O algoritmo que esolhemos �e o algoritmo de Metr�opolis, que onsiste em uma esolhapartiular das probabilidades de aeita�~ao. A esolha �e a seguinteA(�! �) = 8<: e��(E��E�) seE� > E�1 aso ontr�ario. (2.26)



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 27Se o estado � esolhido possuir energia menor ou igual ao estado �, a probabilidade deaeita�~ao �e 1. Se a energia do estado � for maior, a probabilidade de aeita�~ao �e tantomenor quanto maior o aumento de energia, de aordo om a exponenial aima.

2.4 Esquema do ProgramaO esquema geral do programa2 est�a ilustrado na �gura (2.3). Abaixo desrevemos suasprinipais rotinas.� R1 Iniializa programaEsolhemos o tamanho de rede L�L, o parâmetro Ising-Dipolar Æ, a temperatura iniial,o n�umero de amostras, a semente para o gerador de n�umeros aleat�orios, os tempos de esperatw nas experiênias de aging e a on�gura�~ao iniial do sistema, para itar os parâmetrosmais representativos. Devemos ter o uidado de esolher um tamanho L m�ultiplo do per��odode modula�~ao 2h da fase est�avel, aso ontr�ario introduziremos uma frustra�~ao arti�ial nosistema.� R2 Condi�~oes de ontorno e energia totalUma das onseq�uênias do longo alane da intera�~ao dipolar s~ao os efeitos de tamanho�nito, porque ada spin �e inueniado pela ausênia dos spins que estariam al�em das bordas.Para minimizar este efeito implementamos ondi�~oes de ontorno peri�odias. Esolhemos om�etodo das in�nitas r�eplias, que onsiste em repliar o sistema in�nitas vezes em todas asdire�~oes das oordenadas. Temos, ent~ao, um sistema in�nito dividido em �elulas de tamanhoL� L. Neste esquema ada spin interage om in�nitas r�eplias dos spins da rede (inlusivedele mesmo). A grande di�uldade em implementar este m�etodo deve-se ao fato de que assomas das in�nitas r�eplias �e lentamente onvergente. Para resolver o problema apliamosa t�enia das somas de Ewald [2℄, originalmente desenvolvida para sistemas de part��ulasarregadas interagentes [16℄. (O m�etodo das in�nitas r�eplias e a t�enia das somas de2 Este programa �e baseado em uma vers~ao original do Prof. S. Cannas, da Universidade Naional deC�ordoba, Argentina.
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R1 Inicializa programa
R2 Inicializa configuração
R3 Implementação das condições de contorno
R4 Mede energia total

   Laço temperatura

         Experiência de equilíbrio

               R5 Atualiza
               R6 Testa equilíbrio

            Laço medição
               R5 Atualiza

         Experiência fora de equilíbrio
         
            Laço amostras
               R2 Inicializa configuração
               R5 Atualiza

            O1 Calcula média temporal ou média sobre amostras
            O2 Armazena em arquivo

      Calcula função de autocorrelação

         Laço amostras
            R2 Inicializa configuração  
            R5 Atualiza

      

         O2 Armazena em arquivo
         O3 Média sobre amostras

            Laço equilíbrio

               R7 Mede e armazena valores de equilíbrio

            
               R8 Mede e armazena valores de não equilíbrio

            R9 Mede e armazena autocorrelação

      Calcula energia e  parâmetro de ordem

Fig. 2.3: Esquema geral do programa.



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 29Ewald apliados ao sistema Ising-Dipolar est~ao desenvolvidos no apêndie.) Como adaspin interage om in�nitas r�eplias do sistema, podemos exprimir a energia dipolar entre osspins i e j Eij = SiSjj~rijj3 ; (2.27)omo a soma das energias dipolares de ada r�eplia do spin j om o spin i da rede �nita:Eij =X~n  SiSjj~rij + ~nj3! ; (2.28)onde f~n = n1~ex + n2~ey j n1; n2 2 Zg �e o vetor de rede que mapeia todas as r�eplias.Isto signi�a que substitu��mos a energia dipolar real entre os spins i e j por uma energiadipolar efetiva. No apêndie alulamos analitiamente a energia dipolar efetiva do sistemae veri�amos que ela �e dividida entre uma parte que depende e outra que independe daon�gura�~ao: Edip = NXij DijSiSj:A parte independente da on�gura�~ao �e alulada nesta parte do programa. �E a matrizDij que ont�em os aoplamentos entre os spins i e j (em outras palavras �e a matriz r�3ijperturbada pela ontribui�~ao das in�nitas r�eplias).As ondi�~oes de ontorno do termo de Ising de urto alane s~ao tamb�em peri�odias.No entanto, n~ao �e neess�ario apliar o m�etodo das in�nitas r�eplias porque a intera�~ao �ede urto alane. Neste aso o m�etodo �e o seguinte: imaginamos a rede L � L omo umtoro onde ada spin interage om seus primeiros vizinhos. �E f�ail pereber que os spinsque antes estavam em uma borda, agora interagem om aqueles que estavam na bordadiretamente oposta. Desse modo o spin do s��tio (1,1), por exemplo, tem omo primeirosvizinhos o s��tio (1,L) e (L,1), al�em de (1,2) e (2,1). Agora que as ondi�~oes de ontorno est~aoimplementadas podemos alular a energia total da on�gura�~ao iniial. Veremos adianteque n~ao �e neess�ario alular a energia total, spin por spin, toda vez que quisermos medi-la,pois a ada transi�~ao entre dois estados alulamos a varia�~ao de energia e atualizamos aenergia do novo estado.� R5 AtualizaEsta rotina �e respons�avel pela evolu�~ao dinâmia do sistema. Partimos da on�gura�~aoorrente e sorteamos um spin, digamos o Sk, usando um gerador de n�umeros aleat�orios.



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 30Podemos esrever a energia deste estado � omoE� = �Æ X<ij 6=k>SiSj + X(ij 6=k)DijSiSj � ÆSk 4Xv=1Sv + Sk NXl 6=kDklSl; (2.29)onde as primeiras duas parelas exluem a ontribui�~ao de Sk para a energia, enquanto asduas �ultimas s~ao sua ontribui�~ao para a energia de Ising e dipolar, respetivamente. Agorainvertemos o sinal do spin Sk e esrevemos a energia do novo estado �E� = �Æ X<ij 6=k>SiSj + X(ij 6=k)DijSiSj + ÆSk 4Xv=1 Sv � Sk NXl 6=kDklSl; (2.30)onde novamente separamos as ontribui�~oes de Sk �a energia. Ent~ao alulamos a varia�~aode energia entre os dois estados�E = E� � E� = 2Sk[Æ 4Xv=1Sv| {z }h0 � NXl 6=kDklSl| {z }hd ℄; (2.31)onde h0 �e o ampo loal apliado pelos quatro primeiros vizinhos e hd �e o ampo dipolarapliado pelos N � 1 spins. Esta rotina alula o ampo loal e o ampo dipolar paradeterminar a diferen�a de energia entre os estados � e �.Se �E < 0, a transi�~ao �e feita om probabilidade 1; se �E > 0, a transi�~ao ser�a tantomais prov�avel quanto menor a diferen�a de energia, de aordo om a probabilidade (2.26).Se a transi�~ao for aeita, invertemos o sinal do spin e atualizamos a energia atual do sistemapor E = E+�E. A ada hamada da rotina repetimos este proedimento N = L�L vezes.Para de�nir uma esala de tempo onsideramos um passo de Monte Carlo omo sendo umahamada desta rotina, pois a ada hamada atualizamos, em m�edia, todo o sistema.Neste momento �e pertinente fazer a seguinte an�alise: em um passo de Monte Carlofazemos N sorteios e para ada sorteio fazemos uma soma de (N�1) termos para determinaro ampo dipolar hd, logo realizamos tipiamente N2 opera�~oes para ada passo de MonteCarlo. Se nossa intera�~ao fosse de urto alane, omo a intera�~ao de Ising, somar��amospouos termos para determinar o ampo loal (em Ising apenas quatro) e o n�umero deopera�~oes seria aproximadamente N para ada passo. Como o n�umero de opera�~oes dosistema Ising-Dipolar rese om N2, enfrentamos s�erias limita�~oes omputaionais quenos impedem de simular sistemas maiores (que podem abrigar faixas maiores) e explorarvalores mais altos de Æ. Portanto �e essenial desenvolver algoritmos mais r�apidos que o deMetr�opolis. Enontramos na literatura alguns avan�os omo a adapta�~ao do algoritmo deluster de Creutz, que explora as simetrias da rede triangular [18℄, ou uma poss��vel aplia�~ao



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 31do m�etodo multianônio [22℄, mas o aumento de e�iênia do algoritmo para o modelo Ising-Dipolar em uma rede quadrada (e para modelos om intera�~ao antiferromagn�etia de longoalane) ontinua sendo uma quest~ao em aberto.� R6 Testa equil��brioEsta rotina alula os tempos de equil��brio para as experiênias realizadas neste regi-me. O equil��brio �e de�nido a partir da equa�~ao mestra (2.16), quando a probabilidade deenontrar o sistema em qualquer estado n~ao varia om o tempo. Por�em �e invi�avel imple-mentar esta de�ni�~ao em nossa simula�~ao, devido �a omplexidade do sistema. O rit�erio queadotamos �e baseado na propriedade de invariânia translaional temporal (ITT), ou estadoestaion�ario, dos observ�aveis em equil��brio. Isto signi�a que, no equil��brio, as grandezasindependem do tempo em que ome�amos a medi-las, dependem apenas do tempo trans-orrido a partir do in��io da medida. Portanto nosso sistema estar�a em equil��brio quandouma fun�~ao que depende de dois tempos depender apenas da diferen�a t� tw.Para ilustrar o regime de ITT realizamos a seguinte experiênia, desrita na �gura(2.4). Partimos de uma on�gura�~ao de alta temperatura e fazemos um resfriamento r�apido(quenh) at�e uma temperatura logo abaixo da transi�~ao, no ponto Æ = 1 e T = 0; 39 dodiagrama de fases. Depois medimos a fun�~ao de autoorrela�~aoC(t; tw) = 1N NXi=1 < Si(t)Si(tw) >;onde tw �e o tempo em que ome�amos a medir (waiting time ou tempo de espera) e t > tw�e o tempo transorrido desde o in��io da experiênia. Medimos C(t; tw) para os temposde espera da �gura. Notamos que no regime t � tw � tw as urvas se separam indiandoque o sistema est�a fora de equil��brio. J�a no regime t � tw � tw as urvas se superp~oemindiando que o sistema est�a em um regime de quase-equil��brio. O regime de equil��brio s�oser�a alan�ado quando as urvas se sobrepuserem sobre o platô e permaneerem assim at�eo in�nito. Em suma, esta rotina alula os tempos a partir dos quais o sistema entra emregime estaion�ario sobre o platô. �E valido o seguinte oment�ario: para aelerar o aminhoao equil��brio iniializamos o sistema no estado fundamental, reduzindo onsideravelmenteo tempo de aging. A experiênia de quenh abaixo da temperatura de transi�~ao �e apenasilustrativa.� R7 Mede os valores de equil��brioEsta rotina mede e armazena os valores da energia E, energia quadr�atia E2 e parâmetrode ordem O, em fun�~ao da temperatura. Como nosso sistema est�a em equil��brio e esolhemos
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Fig. 2.4: Fun�~ao de autoorrela�~ao C(t; tw) versus tempo de observa�~ao t� tw para v�ariostempos de espera e Æ = 1. Nesta experiênia �zemos um quenh desde T = 1at�e T = 0; 39 (a temperatura de transi�~ao �e Tm = 0; 4). De�nimos o tempo deequil��brio omo o tempo a partir do qual as urvas entram em regime estaion�arioe se mantêm sobre o platô. Nesta experiênia de quenh o sistema ainda n~aoentrou em equil��brio.



Cap��tulo 2. Meânia Estat��stia e M�etodo de Monte Carlo 33alular a m�edia sobre valores de uma �unia amostra, devemos ter o uidado de onsiderar osestados mais representativos da distribui�~ao de Boltzmann. Portanto medimos a intervalosque variam de 20 a 200 passos de Monte Carlo (MCS) para permitir a desorrela�~ao entreos estados da adeia de Markov.� R8 Mede valores de n~ao equil��brioEsta rotina mede e armazena os valores da energia E e do parâmetro de ordem O,em fun�~ao do tempo ou da temperatura, nas experiênias de histerese, resimento dedom��nios e nulea�~ao. Como as experiênias s~ao feitas no regime de quase-equil��brio oufora do equil��brio, as m�edias s~ao realizadas sobre um onjunto de amostras e n~ao sobrev�arias medidas de uma �unia amostra. Devemos ter o uidado de onsiderar um n�umerosu�ientemente grande de amostras para obter uma boa estat��stia.� R9 Mede autoorrela�~aoQuando o tempo de evolu�~ao for igual a um dos tw de�nidos no in��io do programa,gravamos a on�gura�~ao orrespondente. Para alular C(t; tw) basta multipliar a on�-gura�~ao no tempo t pela on�gura�~ao em tw, spin a spin, e somar sobre todos os spins.Fazemos isso para todos os tempos de espera de�nidos no in��io do programa.



Cap��tulo 3Propriedades de Equil��brio e Fora deEquil��brio\Pensar �e esqueer diferen�as, �e generalizar, abstrair. No abarrotado mundode Funes n~ao havia sen~ao pormenores, quase imediatos."Funes, o memorioso; Jorge Luis Borges
3.1 Propriedades de Equil��brio3.1.1 Quantidades TermodinâmiasVamos alular quantidades de equil��brio, omo energia interna, energia livre, entropiae alor espe���o e determinar a natureza da transi�~ao de fase para Æ = 1.Para alular a energia interna �zemos a seguinte experiênia: partimos do estado funda-mental h1 e aqueemos o sistema de maneira quase-est�atia. A ada passo em temperaturadeixamos o sistema equilibrar durante 5�104 MCS e medimos a energia interna < E(T ) >.(Nas proximidades da transi�~ao deixamos o sistema equilibrar 106 MCS devido �as grandesutua�~oes da energia.) Repetimos este proedimento at�e a temperatura 100. A energia foimediada no tempo, para ada amostra, e depois sobre v�arias amostras. O resultado �e mos-trado na �gura (3.1) para a rede de tamanho L = 48. Tivemos o uidado de veri�ar quea energia interna (por spin) �e independente de L, para sistemas que variam desde L = 40at�e L = 100, por isso assumimos a energia de tamanho �nito omo sendo a pr�opria energiatermodinâmia.
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Fig. 3.1: Energia interna por spin E versus temperatura T para Æ = 1 e N = 48 � 48.Er �e a energia ristalina, de baixa temperatura, e Elq �e a energia l��quida, de altatemperatura. As linhas sob os dados orrespondem �as urvas de ajuste de Er eEliq. O ponto de inex~ao orresponde �a transi�~ao de fase. A energia do estadofundamental �e Eg = �0; 467 e tende a zero �a medida que a temperatura aumenta,pois os spins �am ada vez mais desordenados.



Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 36Uma vez que temos a energia interna, obtida via simula�~ao de Monte Carlo, podemosalular a energia livre termodinâmia usando a equa�~ao (2.12). Para alular a energia livrenas duas fases vamos dividir a energia interna em energia ristalina Er (orrespondente �afase de faixas) e energia l��quida Elq (orrespondente �a fase tetragonal e paramagn�etia).Obtivemos a energia ristalina Er fazendo um ajuste por uma lei de potênias na regi~ao0 < T < 0; 5. Ajustamos Er omoEr(T ) = Eg + a1T a2 + a3T a4 + a5T a6 ; (3.1)onde Eg = �0; 4677 �e a energia do estado fundamental e as onstantes s~ao os parâmetrosde ajuste: a1 = 1952; 54; a2 = 10; 8491; a3 = 10; 8441; a4 = 5; 73016; a5 = �58; 0638 ea6 = 7; 34061.Do mesmo modo, obtivemos a energia l��quida Elq fazendo um ajuste, usando a fun�~aotanh, desde uma temperatura muito alta (T = 100) [teoriamente deveria ser T = 1℄ at�euma temperatura abaixo de Tm. A Elq �a ent~aoElq(T ) = b0tanh(b1T ) + b2tanh(b3T ); (3.2)onde as onstantes s~ao os parâmetros de ajuste: b0 = �1; 47926; b1 = 0; 0817682; b2 =0; 0559538 e b3 = �3; 05417. Agora esrevemos a equa�~ao da energia livre (2.12) por spin�f(�) = �0f0(�0) + Z ��0 < E(�) > d�; (3.3)onde � = 1=T (kB � 1), �0 = 1=T0 e T0 �e a temperatura iniial. Apliando a equa�~ao (3.1)na equa�~ao aima, obtemos a energia livre da fase ristalinafr(T ) = Eg + a11� a2T a2 + a31� a4T a4 + a51� a6T a6 ; (3.4)onde T0 = 0 e �0 =1. E a energia livre da fase l��quidaflq(T ) = �T ln(2) + b0b1T ln(osh(b1T )) + b2b3T ln(osh(b3T )); (3.5)onde �0fr(�0) = uT0 � s = � 1N ln(n�umero de estados aess��veis) = �ln2, T0 = 1 e �0 = 0.Na �gura (3.2) gra�amos fr e flq versus T nos respetivos intervalos de temperatura. Atemperatura de transi�~ao de fase Tm �e obtida igualando-se a energia livre ristalina e aenergia livre l��quida, resultando em Tm � 0; 404.
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Fig. 3.2: Energia livre por spin f versus temperatura T para Æ = 1 e N = 48� 48; fr �e aenergia livre ristalina e flq �e a energia livre l��quida. A temperatura na qual asduas urvas se ruzam orresponde �a temperatura de transi�~ao Tm.
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Fig. 3.3: Entropia por spin versus temperatura T para Æ = 1 e N = 48 � 48; sr �e aentropia ristalina e slq �e a entropia l��quida. Notamos a desontinuidade emtorno da temperatura Tm, indiando que a transi�~ao �e de primeira ordem.A pr�oxima quantidade termodinâmia que vamos alular �e a entropia. Ela �e obtidadiretamente da energia livre usando a equa�~ao (2.4). O resultado est�a na �gura (3.3). Adesontinuidade em Tm �e sinal de que a transi�~ao �e de primeira ordem, onforme disuss~aono ap��tulo anterior. Interpretando a entropia omo sendo proporional ao logaritmo don�umero de estados aess��veis ao sistema, onlu��mos que o n�umero de estados aess��veisabaixo de Tm �e menor que aima. Isto pode ser observado pelas on�gura�~oes t��pias deada fase na �gura (1.7). �A medida que a temperatura aumenta, a simetria das fasesaumenta e o n�umero de estados ompat��vel om ada simetria tamb�em aumenta.
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Fig. 3.4: Calor espe���o por spin  versus temperatura T para N = 48� 48 e Æ = 1. Asruzes indiam dados obtidos atrav�es de utua�~oes da energia em uma simula�~aode Monte Carlo. Os ��rulos indiam dados obtidos a partir de ( = �E�T ).Outra quantidade termodinâmia que alulamos �e o alor espe���o. Ele pode serobtido a partir de sua de�ni�~ao para nosso sistema (2.2), diretamente da energia livre,usando (2.5), ou simplesmente a partir das utua�~oes da energia (2.15). Calulamos o alorespe���o usando a de�ni�~ao  � lim�T!0 �E�T e as utua�~oes da energia da equa�~ao (2.15) emostramos os resultados na �gura (3.4). Notamos laramente a onordânia dos dadosobtidos de f�ormulas diferentes.Resumindo, o omportamento das quantidades termodinâmias, omo energia interna,energia livre e entropia, apontam que a transi�~ao ordem-desordem entre a fase de faixas ea fase l��quido-tetragonal para Æ = 1 �e de primeira ordem.



Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 403.1.2 Fun�~ao de Autoorrela�~aoA fun�~ao de autoorrela�~ao mede quanto o sistema se desorrelaiona ao longo do tempo,ou seja, quanto o sistema se afasta de uma determinada on�gura�~ao, no espa�o de fase, �amedida que o tempo evolui. Ela �e de�nida omoC(t; tw) = 1N NXi=1 < Si(t)Si(tw) >; (3.6)onde tw �e o tempo em que ome�amos a medir (waiting time ou tempo de espera) e t > tw �eo tempo transorrido desde o in��io da experiênia. Si(t) e Si(tw) s~ao os valores do spin dos��tio i no tempo t e tw, respetivamente. A soma �e sobre todos os spins e < ::: > signi�a am�edia sobre diferentes realiza�~oes do ru��do t�ermio.Antes de ome�armos o �alulo desta fun�~ao �e prudente fazermos algumas onsidera�~oes.Nosso objetivo iniial era veri�ar se o modelo Ising-Dipolar apresentava a mesma fenome-nologia de vidros estruturais. Quando um vidro �e resfriado a taxas su�ientemente r�apidas,partindo de uma fase l��quida e passando pela temperatura de transi�~ao de primeira ordem,a ristaliza�~ao �e evitada. O sistema se mant�em em um estado metaest�avel hamado l��quidosuper-resfriado e a fun�~ao de autoorrela�~ao assoiada apresenta um omportamento do tipostrethed exponential [23℄ . �A medida que a temperatura diminui, os tempos de relaxa�~aoresem rapidamente at�e divergirem e o sistema �a preso em uma fase vitrosa. A �m deveri�ar este omportamento no modelo Ising-Dipolar, �zemos a seguinte experiênia paraÆ = 1.Equilibramos o sistema na fase l��quido-tetragonal, medimos a fun�~ao de autoorrela�~ao(3.6) e veri�amos um omportamento do tipo strethed. Depois resfriamos, a diversas taxas,at�e temperaturas abaixo da transi�~ao, para veri�ar se o sistema se mantinha equilibradona fase metaest�avel. N~ao onseguimos manter esta fase l��quido-tetragonal super-resfriadaabaixo de Tm, pelo menos em nossas esalas de observa�~ao e tamanhos N = 48�48 (aredi-tamos que seja por que a transi�~ao de primeira ordem seja fraa). Em vista desses primeirosresultados deidimos simplesmente alular a fun�~ao de autoorrela�~ao de equil��brio, aimae abaixo da temperatura de transi�~ao.Para ilustrar os regimes da fun�~ao de autoorrela�~ao �e onveniente analisarmos a expe-riênia de aging mostrada na �gura (2.4). O n~ao olapso das urvas india que o sistemaest�a fora de equil��brio, pois C(t; tw) depende de t e tw e n~ao da diferen�a t� tw. No entantonotamos que na regi~ao t� tw � tw oorre uma superposi�~ao de urvas, araterizando umregime de quase-equil��brio. Isto signi�a que nesta esala de tempo o sistema se enontraem uma regi~ao restrita no espa�o de fases e, portanto, h�a uma quebra fraa de ergodiidade.Por�em, �a medida que o tempo evolui, o sistema onsegue sair desta regi~ao e restaurar aergodiidade.



Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 41Podemos pensar a evolu�~ao no espa�o de fase omo uma aminhada aleat�oria em umasuperf��ie de energia rugosa. No regime de quase-equil��brio o sistema �a preso em um valeorrespondente a um m��nimo loal da energia livre. Mas �a medida que o tempo avan�ao sistema ultrapassa barreiras de energia livre e relaxa para regi~oes mais profundas dasuperf��ie. Isto aontee no regime t� tw � tw, araterizado pelo fenômeno de aging. Estefenômeno, fora de equil��brio, �e t��pio de dinâmia lenta e oorre quando as fun�~oes respostaou a fun�~ao de autoorrela�~ao dependem do tempo tw em que ome�amos a medir. Istosigni�a que h�a um forte efeito de mem�oria, que em alguns sistemas, omo vidros de spin[24℄, exede os tempos de observa�~ao.Um experimento t��pio que apresenta aging �e o da relaxa�~ao da Magnetiza�~ao Termo-Remanente M(t; tw) [25℄. O sistema �e rapidamente resfriado na presen�a de um ampomagn�etio ~H a uma temperatura T < T em t = 0. O sistema evolui at�e que em tw desliga-se o ampo e se ome�a a medirM(t; tw). Veri�a-se que a magnetiza�~ao depende fortementedo tempo tw em que se desliga o ampo e que quando tw !1 a M(t; tw) depende apenasde t� tw.Em nosso sistema de spins veri�amos aging alulando a fun�~ao de autoorrela�~ao(3.6) para v�arios tw. Este fenômeno foi estudado no modelo Ising-Dipolar para determinaras lasses de universalidade de sua dinâmia [17℄. Em nosso trabalho vamos utiliz�a-lo apenaspara determinar o tempo em que o sistema entra no regime estaion�ario.Calulamos a fun�~ao de autoorrela�~ao de equil��brio, ou seja, no regime em que C(t; tw) =C(t � tw) para Æ = 1. A experiênia, ilustrada na �gura (3.5), �e a seguinte: para T <Tm, partimos de uma on�gura�~ao iniial h1 e simulamos o sistema em ontato om umreservat�orio t�ermio a temperatura T usando simula�~ao de Monte Carlo. Deixamos o sistemaevoluir 2 � 105 MCS (para T = 0; 39) e 5 � 104 MCS ( para T = 0; 37), tempo su�ientepara desapareer o aging na fun�~ao de autoorrela�~ao. Depois de equilibrado medimosC(t� tw) � C(t) para T = 0; 37;T = 0; 38 e T = 0; 39.Para T > Tm partimos de uma on�gura�~ao iniial ompletamente desordenada (or-respondente a uma temperatura in�nita) e deixamos o sistema evoluir 5 � 103 MCS (paraT=1) e 5 � 105 (para T=0,40) at�e n~ao haver mais aging. Ent~ao medimos C(t; tw) paraT = 1; 0; 80; 0; 60; 0; 52; 0; 48; 0; 44; 0; 42; 0; 41 e 0; 40. As m�edias foram feitas sobre v�ariasamostras e seq�uênias de n�umeros aleat�orios. Al�em disso alulamos v�arias urvas paraN = 48�48, N = 56�56 e N = 64�64 e n~ao observamos efeitos signi�ativos de tamanho�nito. A �unia peuliaridade �e o platô pr�oximo de zero que aparee para T > Tm, masdiminui rapidamente �a medida que aumentamos o tamanho do sistema.Analisando a fun�~ao de autoorrela�~ao (3.6) onlu��mos que C(t = 0) = 1, pois a orre-la�~ao entre duas on�gura�~oes iguais �e um. (Este valor n~ao aparee na �gura (3.5) porquea esala dos tempos �e logar��tmia.) Podemos observar que a temperaturas altas o sistema
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Fig. 3.5: Fun�~ao de autoorrela�~ao de equil��brio C(t) versus tempo de observa�~ao, paraÆ = 1 e N = 48 � 48. As temperaturas variam desde T = 0; 37 (fase de faixasat�e T = 1 (fase paramagn�etia). As linhas sob os s��mbolos s~ao urvas de ajustedo tipo strethed modulada por uma lei de potênias.



Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 43se desorrelaiona rapidamente, pois a dinâmia �e muito r�apida. �A medida que diminu��mosa temperatura, a dinâmia se torna mais lenta e a C(t) demora ada vez mais para se des-orrelaionar, at�e que para temperaturas abaixo de T = 0; 40 a fun�~ao se estabiliza em umplatô. O valor deste platô �e a m�edia do quadrado da magnetiza�~ao dentro de uma faixa, poisno equil��brio (que orresponde a tw !1), < Si(t)Si(tw) >=< Si(t) >< Si(tw) >=< Si >2�e o quadrado da magnetiza�~ao dentro de uma faixa. �A medida que diminu��mos ainda maisa temperatura, o tempo de relaxa�~ao at�e o platô diminui e o valor do platô se aproximaada vez mais de um.A �m de extrairmos informa�~oes das urvas, tentamos ajust�a-las om v�arias fun�~oes:exponeniais, potênias, exponeniais estiadas (strethed exponentials) e suas ombina�~oes.As fun�~oes que melhor se ajustaram aos dados, om um n�umero m��nimo de parâmetros,foram as seguintes: C(t) = C0 + e�( t�0 )�0 (3.7)e C(t) = C0 + t�e�( t�1 )�1 ; (3.8)onde a primeira fun�~ao �e uma strethed exponential (hamemos de S) e a segunda �e umastrethed exponential modulada por uma lei de potênias (hamemos de PS). O oe�iente� mede a intensidade da strethed e � �e o tempo arater��stio de relaxa�~ao da fun�~ao; �mede a intensidade da potênia e C0 �e uma onstante que mede o platô nas experiêniasabaixo de Tm.Na �gura (3.6) e (3.7), gra�amos � (na esala logar��tmia) em fun�~ao de 1=T , extra��dodas urvas de ajuste (S) e (PS), respetivamente. Queremos saber se a rela�~ao entre � e T�e do tipo Arrhenius: � = � 0exp(AT ), onde A �e a altura da barreira de energia livre t��pia.Se onsegu��ssemos ajustar uma reta aos pontos dos gr�a�os, onluir��amos que os temposde relaxa�~ao obedeem �a lei de Arrhenius. Por�em basta observar os gr�a�os para onluirque isto n~ao �e poss��vel. (Na regi~ao T > Tm da �gura (3.6) h�a dois onjuntos de pontos quese aproximam de uma reta, no entanto, seu n�umero n~ao �e su�iente para podermos a�rmar,sem ambig�uidade, que obedeem �a lei de Arrhenius.) Portanto os tempos de relaxa�~ao n~aoobedeem �a lei de Arrhenius.Analisando os gr�a�os notamos prontamente uma mudan�a brusa de omportamentoem Tm, reexo da transi�~ao de fase. Notamos tamb�em que os ��s da �gura (3.7) s~aoonsistentes om os tempos de deaimento da fun�~ao de autoorrela�~ao mostrados na �gura(3.5), ao ontr�ario dos ��s do ajuste da �gura (3.6), que s~ao muito menores do que a esalade deaimento da fun�~ao de autoorrela�~ao. Al�em disso, na �gura (3.7), os tempos de
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Fig. 3.6: � vs. 1=T indiando que o ajuste pela lei de Arrhenius: � / exp(�T ) n~ao �e bom.� 's obtidos da fun�~ao de ajuste (3.7).
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Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 45relaxa�~ao, abaixo de Tm, deresem �a medida que a temperatura diminui e s~ao onsistentesom a �gura (3.5), pois o tempo para a urva deair ao platô diminui om a diminui�~ao datemperatura, ao ontr�ario dos tempos da �gura (3.6). Em vista disso paree que o ajusteda fun�~ao de autoorrela�~ao (3.6) por uma fun�~ao strethed exponential modulada por umalei de potênia �e mais onsistente que o ajuste por uma lei strethed apenas, pelo menos emrela�~ao ao parâmetro � .Agora analisemos o omportamento de � versus T desrito na �gura (3.8) e (3.9), parao ajuste (S) e (PS) respetivamente. Notamos novamente a mudan�a de omportamentona temperatura de transi�~ao. Notamos tamb�em que o omportamento strethed se aentua�a medida que nos aproximamos da temperatura de transi�~ao, indiando que a relaxa�~aoda fun�~ao de autoorrela�~ao tem um omportamento strethed na fase l��quido-tetragonal,semelhante ao da fase l��quido super-resfriado dos vidros estruturais.�E onveniente omentar que para a temperatura partiular de transi�~ao, onseguimosajustar a fun�~ao de autoorrela�~ao por uma lei de potênia, al�em dos ajustes (S) e (PS):C(t) = C0 + C1t ; (3.9)onde C0; C1 e  s~ao parâmetros de ajuste.Resumindo, na fase paramagn�etia a relaxa�~ao de equil��brio tende a uma lei exponenial(omportamento esperado para a fase l��quida desordenada). Na fase l��quido-tetragonal e nafase de faixas a relaxa�~ao �e do tipo strethed exponential modulada por uma lei de potênia.Al�em disso, na temperatura de transi�~ao a relaxa�~ao tende a uma lei de potênias.
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Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 473.2 Propriedades Fora de Equil��brio3.2.1 Cresimento de Dom��nios e Nulea�~aoQuando resfriamos rapidamente um sistema desde uma fase de alta temperatura, desor-denada, at�e uma fase de baixa temperatura, ordenada, surgem pequenas regi~oes ordenadashamadas dom��nios. �A medida que o tempo avan�a esses dom��nios ome�am a reser e aordenar o sistema em um proesso denominado oarsening ou resimento de dom��nios.Logo ap�os o quenh o sistema possui dom��nios t~ao diversos quanto o n�umero de estadosfundamentais (para o modelo Ising-Dipolar s~ao 4h, onde h �e a largura da faixa, para Æ >0; 425), al�em de poss��veis dom��nios de estados metaest�aveis, formando um grande mosaiodesordenado. Em geral um sistema om paredes de dom��nio possui energia livre interfaial(proporional �a superf��ie de separa�~ao dos dom��nios) maior que a energia de um sistemasem paredes de dom��nio. Portanto as paredes devem desapareer para minimizar a energialivre, de aordo om as leis da termodinâmia, e assim o mosaio evolui at�e que um dom��nioapenas preenhe todo o sistema. Neste proesso os dom��nios ompetem entre si para reduziras interfaes e os mais est�aveis expandem suas fronteiras e imp~oe sua ordem �as ustas dosmenos est�aveis.O fenômeno de oarsening n~ao est�a presente apenas em modelos magn�etios omo osvidros de spin [24℄, o modelo de Ising [19℄ e o de Ising-Dipolar[20℄. Ele �e enontrado emin�umeros proessos na natureza [21℄ omo, por exemplo, a separa�~ao entre o vinagre e o �oleoem uma salada, a forma�~ao milenar de uma roha ou a onentra�~ao de arbono em ferrofundido. No aso das rohas sabemos que possuem pequenos gr~aos de diferentes materiais eque o tamanho desses gr~aos varia de uma roha para outra. No granito, por exemplo, temosgr~aos de quartzo, feldspato, mia e plagiol�asio. As rohas formadas pela lava de vul~oesem erup�~ao e submetidas a um proesso lento de resfriamento formam grandes gr~aos. Istooorre porque o proesso �e lento e os pequenos gr~aos sofrem oarsening.Agora apresentaremos o fenômeno de nulea�~ao. A teoria de nulea�~ao se aplia a tran-si�~oes de primeira ordem [26℄. Ap�os um quenh em um sistema que est�a equilibrado em umafase l��quido-desordenada, at�e outra fase ristalina-ordenada, h�a uma probabilidade �nita desurgirem dom��nios ristalinos dentro da fase desordenada. A maioria desses dom��nios n~aos~ao est�aveis e desapareem. Mas existe um tamanho r��tio a partir do qual o dom��nion~ao mais se ontrai, mas se expande rapidamente at�e ristalizar todo o sistema. O tempode vida m�edio de apareimento deste dom��nio r��tio determina o tempo de vida da fasemetaest�avel. Desse modo a nulea�~ao �e um fenômeno arater��stio da metaestabilidade e,portanto, das transi�~oes de primeira ordem.Se o tamanho do dom��nio r��tio for maior que o tamanho do sistema, a ristaliza�~aooorrer�a quando o sistema inteiro for preenhido pelo dom��nio e o tempo de nulea�~ao



Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 48�nu depender�a do tamanho do sistema. Se o tamanho do dom��nio r��tio for menor que otamanho do sistema, �nu naturalmente n~ao depender�a do sistema.Em nosso trabalho �zemos um quenh desde a fase l��quido-tetragonal at�e a fase de faixase medimos a energia e o parâmetro de ordem em fun�~ao do tempo. Esolhemos Æ = 1 eduas temperaturas abaixo da transi�~ao: T = 0; 30 e T = 0; 35.Na �gura (3.10) e (3.11) mostramos a energia e o parâmetro de ordem, respetivamente,para T = 0; 30. Notamos que algumas urvas desenvolvem um platô na energia at�e deairbrusamente �a energia do estado fundamental, enquanto outras deaem ontinuamente at�ese estabilizar na energia m��nima.Em rela�~ao ao parâmetro de ordem, perebemos que algumas amostras apresentam umresimento ont��nuo da urva em dire�~ao �a fase de faixas, indiando que a migra�~ao paraesta fase �e ont��nua, enquanto em outras, o parâmetro de ordem rese brusamente depoisde um erto tempo, indiando que o sistema migrou brusamente para esta fase. Esolhemosduas urvas representativas dos omportamentos e gravamos v�arias on�gura�~oes ao longodo tempo.Na �gura (3.12) vemos que o sistema migra ontinuamente da fase tetragonal para afase de faixas. Conseguimos identi�ar um dom��nio que rese �as ustas de outros, at�epreenher todo o sistema om o padr~ao de faixas horizontais. Esse proesso �e araterizadoomo oarsening.
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Fig. 3.10: Energia interna versus tempo em MCS para Æ = 1, N = 48 � 48 e v�ariasamostras. Fizemos um quenh desde a fase l��quido-tetragonal at�e a fase defaixas na temperatura T = 0; 30.J�a se observarmos a experiênia mostrada na �gura (3.13) veremos que o sistema evo-lui da fase tetragonal at�e uma fase metaest�avel araterizada pela ompeti�~ao entre doisdom��nios. O sistema permanee nesta fase at�e que um dos dom��nios ultrapassa a barreirade energia livre e preenhe rapidamente o sistema. Notamos que a parede que separa osdom��nios se distore ao longo do tempo at�e desapareer no estado fundamental. Interpreta-mos este fenômeno omo sendo a nulea�~ao de um dos dom��nios dentro da fase metaest�avelde dois dom��nios de faixas.
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Fig. 3.11: Parâmetro de ordem versus tempo em MCS para Æ = 1, N = 48� 48 e v�ariasamostras. Fizemos um quenh desde a fase l��quido-tetragonal at�e a fase defaixas na temperatura T=0,30.Na �gura (3.14) e (3.15) mostramos a energia e o parâmetro de ordem, respetivamente,para T = 0; 35. Em geral o omportamento do sistema em T = 0; 35 �e an�alogo ao om-portamento em T = 0; 30. Em T = 0; 35 observamos que as urvas que apresentam platôdeaem mais rapidamente (� 2000MCS) do que as urvas para T = 0; 30 (� 10000MCS).Na experiênia de oarsening o resimento do dom��nio dominante preenhe todo o sistemaem � 1000 MCS tanto para T = 0; 30 omo T = 0; 35.Resumindo, depois de fazermos um quenh desde a fase l��quido-tetragonal at�e a fasede faixas o sistema deai �a fase de faixas por dois proessos: oarsening ou nulea�~ao.Devemos salientar, no entanto, que este �e um estudo preliminar em que fazemos uma an�alisequalitativa desses proessos. O pr�oximo passo seria araterizar as ondi�~oes de oorrêniade ada proesso, alulando, por exemplo, a estat��stia dos tempos de nulea�~ao ou a taxade resimento de dom��nios.
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Fig. 3.12: Energia versus tempo (MCS) em uma amostra que sofre o proesso de oar-sening. Notamos o deaimento ont��nuo da energia at�e a energia do estadofundamental Eg. Atrav�es das on�gura�~oes podemos aampanhar o proesso deoarsening.
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Fig. 3.13: Energia versus tempo em uma amostra que sofre o proesso de nulea�~ao. No-tamos o deaimento ont��nuo da energia at�e um platô, orrespondente �a fasemetaest�avel de dois tamanhos de faixas, e depois um deaimento bruso em di-re�~ao �a fase de menor energia. Atrav�es das on�gura�~oes podemos aampanharo proesso de nulea�~ao.
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Fig. 3.14: Energia interna versus tempo em MCS para Æ = 1, N = 48 � 48 e v�ariasamostras. Fizemos um quenh desde a fase l��quido-tetragonal at�e a fase defaixas na temperatura T=0,35.
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Fig. 3.15: Parâmetro de ordem versus tempo em MCS para Æ = 1, N = 48� 48 e v�ariasamostras. Fizemos um quenh desde a fase l��quido-tetragonal at�e a fase defaixas na temperatura T=0,35.



Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 553.2.2 HistereseA histerese �e a medida de quanto um observ�avel varia ao aumentarmos ou diminuirmosum ampo a uma determinada taxa. Se a taxa for su�ientemente alta podemos lassi�ara histerese omo uma experiênia fora de equil��brio. No entanto, se a taxa for su�iente-mente baixa (quase-est�atia) a histerese �e uma experiênia de equil��brio ou quase-equil��brio.(Dizemos quase-equil��brio porque o sistema pode estar em uma regi~ao de metaestabilida-de.) Uma experiênia t��pia �e a histerese entre o ampo H apliado a um ferromagneto e amagnetiza�~ao M induzida. Para ilustrar este oneito faremos uma an�alise da experiêniade histerese desrita na �gura (3.16).Apliamos um ampoHmax na amostra e veri�amos que, depois de um tempo transiente,a magnetiza�~ao se estabiliza no valor m�aximo Mmax. Ao diminuirmos H desde Hmax at�ezero, a magnetiza�~ao diminui desde Mmax at�e um erto valor positivo. Agora analisemosum aspeto importante dessa experiênia. Ao penetrarmos na regi~ao negativa do amponotamos que a magnetiza�~ao diminui, mas ontinua positiva. Entretanto sabemos que oestado que minimiza a energia livre possui magnetiza�~ao na mesma dire�~ao do ampo H.Logo o sistema penetrou em uma regi~ao de metaestabilidade, que ome�a a partir da linhade transi�~ao de primeira ordem H = 0. Esta experiênia, em partiular, �e um exemplo deque a presen�a de histerese mostra a metaestabilidade e india que a transi�~ao �e de primeiraordem. De maneira geral, a presen�a de histerese �e um forte ind��io de que a transi�~ao �e deprimeira ordem. Por isso analisamos a histerese em nosso sistema.Como n~ao introduzimos o ampo H no hamiltoniano (1.9), realizamos experiêniasde histerese somente entre o ampo temperatura e as quantidades: energia interna E eparâmetro de ordem O. Fizemos a seguinte experiênia de resfriamento: iniializamoso sistema em uma on�gura�~ao aleat�oria, orrespondente a uma temperatura in�nita, eo deixamos equilibrar a uma temperatura T0 aima da transi�~ao, orrespondente �a fasel��quido-tetragonal. Os tempos de equil��brio s~ao obtidos da fun�~ao de autoorrela�~ao e n~aosuperam 104 MCS, pois estamos em uma regi~ao de dinâmia r�apida. Depois, a ada passode Monte Carlo, diminu��mos a temperatura a uma taxa r onstanteT = T0 + rt; (3.10)onde r signi�a varia�~ao de temperatura por passo de Monte Carlo e t �e o tempo medido emunidades de passos de Monte Carlo (MCS). Usamos v�arias taxas de resfriamento r diferentesem ada experiênia.Tamb�em �zemos a experiênia de aqueimento: iniializamos o sistema no estado fun-damental e o aqueemos de aordo om a equa�~ao (3.10). Esolhemos T0 = 0 e a taxa deaqueimento t~ao pequena que pode ser onsiderada quase-est�atia.Em ambas experiênias, de resfriamento e aqueimento, medimos a energia interna E e
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Fig. 3.16: Cilo de histerese entre o ampo H apliado a um ferromagneto e a magne-tiza�~ao M induzida. Notamos que, no sentido anti-hor�ario, a magnetiza�~aopositiva invade a regi~ao de ampo negativa, pr�oxima de zero, e a magnetiza�~aonegativa invade a regi~ao de ampo positiva. Isto signi�a que a fase de magneti-za�~ao positiva se mant�em metaest�avel na regi~ao de ampo negativa e vie-versa.Desse modo a experiênia de histerese revela a metaestabilidade e, portanto, oar�ater desont��nuo da transi�~ao de primeira ordem.
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Fig. 3.17: Histerese da energia E versus temperatura T para Æ = 1 e N = 48 � 48. Ataxa de aqueimento �e h = 0; 00001 (��rulos) e a menor taxa de resfriamento�e r = 0; 00002 (urva mais pr�oxima �a de aqueimento). A proximidade entreestas duas urvas na transi�~ao india uma histerese fraa.o parâmetro de ordem O a ada temperatura. As m�edias foram feitas sobre um onjunto deamostras, om diferentes ondi�~oes iniiais e realiza�~oes do ru��do t�ermio. Os parâmetrosesolhidos foram Æ = 1 (faixa de largura um) e Æ = 2 (faixa de largura dois) e o tamanhodo sistema N = 48� 48.A �gura (3.17) mostra a histerese da energia interna versus temperatura para Æ = 1a onze taxas de resfriamento. A taxa mais lenta �e r = 2 � 10�5 e a taxa mais r�apida �er = 0; 04096; a taxa de aqueimento �e h = 10�5. Notamos que quanto mais lentas as taxas,mais pr�oximas da urva de aqueimento as urvas de resfriamento est~ao. Notamos tamb�emque, aima de Tm e a taxas su�ientemente lentas, as urvas de resfriamento olapsamsobre a urva de aqueimento, indiando que a dinâmia nesta regi~ao �e r�apida o su�ientepara equilibrar o sistema. Mas a taxas su�ientemente altas o sistema n~ao tem tempo deequilibrar e se mant�em desordenado e fora de equil��brio em toda a faixa de temperaturas.Abaixo de Tm a urva de menor r se afasta da urva de equil��brio, mas depois volta aolapsar sobre ela, indiando que esta taxa �e lenta o su�iente para o sistema equilibrar.Analisando a urva de menor r e a urva de aqueimento, perebemos que a histerese n~ao�e forte. Isto signi�a que o estado tetragonal metaest�avel penetra muito pouo a regi~ao defaixas e que o tempo de vida m�edio deste estado metaest�avel �e urto.
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Fig. 3.18: Histerese da energia interna E versus T para Æ = 2 e N = 48 � 48. A taxade aqueimento �e h = 0; 00001 (��rulos) e a menor taxa de resfriamento �er = 0; 00001. O maior afastamento entre estas duas urvas na transi�~ao indiaque a histerese para Æ = 2 �e mais forte que para Æ = 1.



Cap��tulo 3. Propriedades de Equil��brio e Fora de Equil��brio 59A �gura (3.18) mostra a histerese da energia interna versus temperatura para Æ = 2 aonze taxas de resfriamento. A taxa mais lenta �e r = 10�5 e a taxa mais r�apida �e r = 0; 02048;a taxa de aqueimento �e h = 10�5. De maneira geral o gr�a�o da energia para Æ = 1 eÆ = 2 s~ao semelhantes. Por�em, para Æ = 2, notamos um afastamento bem maior entre aurva de menor r e a urva de aqueimento. Al�em disso a urva de menor r se estabilizaem um platô aima da energia do estado fundamental. Por isso a histerese �e bem mais forteque para Æ = 1. Isto signi�a que o estado tetragonal metaest�avel penetra em uma regi~aode temperaturas maior e que o tempo de vida m�edio deste estado metaest�avel �e tamb�emmaior.Os resultados da experiênia de histerese da energia para Æ = 1 e Æ = 2 em geral sereproduzem para o parâmetro de ordem. A �gura (3.19) mostra a histerese do parâmetrode ordem versus temperatura para Æ = 1 a ino taxas de resfriamento. A taxa mais lenta�e r = 10�5 e a taxa mais r�apida �e r = 16 � 10�5; a taxa de aqueimento �e h = 10�5.Analisando a urva de menor r e a urva de aqueimento, perebemos novamente que ahisterese n~ao �e forte. Isto india que a transi�~ao de primeira ordem �e fraa.A �gura (3.20) mostra a histerese do parâmetro de ordem versus temperatura paraÆ = 2 a oito taxas de resfriamento. A taxa mais lenta �e r = 10�5 e a taxa mais r�apida �er = 0; 00128; a taxa de aqueimento �e h = 10�5. Da mesma forma que na experiênia deenergia, notamos um afastamento maior entre a urva de menor r e a urva de aqueimento.A temperaturas baixas a urva de menor taxa se estabiliza em um platô, muito pr�oximo deum (sabemos que n~ao �e um, porque a energia n~ao �e a mesma do estado fundamental). Ems��ntese, a histerese do parâmetro de ordem �e maior para Æ = 2, indiando que a transi�~aode primeira ordem para este valor �e mais forte e mais bem de�nida que para Æ = 1.�E interessante observarmos o seguinte: ao analisarmos om uidado a urva de menor rda �gura (3.20), logo abaixo da transi�~ao, notamos o apareimento de um pequeno platô.Se isto n~ao for efeito de tamanho �nito, pode ser sinal de uma fase intermedi�aria.Resumindo, realizamos experiênias de histerese, da energia e do parâmetro de ordem,para Æ = 1 e Æ = 2. Embora o efeito da histerese para Æ = 1 seja menor que para Æ = 2,onlu��mos que a transi�~ao faixa-tetragonal �e de primeira ordem para ambos os parâmetros.Isto on�rma os resultados de Cannas e oautores para Æ = 2 [12℄ e est�a de aordo om osresultados da termodinâmia para Æ = 1.
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Fig. 3.19: Histerese do parâmetro de ordem versus T para Æ = 1 e N = 48 � 48. Aproximidade entre a urva de aqueimento e a de resfriamento r = 0; 00001india que a histerese �e fraa.
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Fig. 3.20: Histerese do parâmetro de ordem versus T para Æ = 2 e N = 48� 48. Notamosque h�a um maior afastamento da urva de aqueimento em rela�~ao a de resfri-amento r = 0; 00001 indiando que a histerese para Æ = 2 �e mais forte que paraÆ = 1.



Conlus~oes
Neste trabalho estudamos o omportamento dinâmio e termodinâmio do modelo deIsing om intera�~oes ompetitivas de longo alane dipolares, em uma rede quadrada. Nosonentramos na regi~ao do espa�o de fase orrespondente a Æ = 1 e investigamos as propri-edades de equil��brio e fora de equil��brio.Abanov e oautores [11℄ previram uma transi�~ao faixa-tetragonal de primeira ordemfraa, ao passo que Booth e oautores [7℄ previram uma transi�~ao de fase de segunda ordem.Por outro lado, Cannas e oautores [12℄, mostraram forte evidênia de que a transi�~ao �e deprimeira ordem para Æ = 2, onde a transi�~ao �e mais de�nida. Esolhemos Æ = 1 e alulamosquantidades termodinâmias omo energia livre, entropia e alor espe���o. Analisando seusomportamentos onlu��mos que a transi�~ao, para este valor de Æ, �e de primeira ordem.N~ao onseguimos super-resfriar a fase l��quido-tetragonal abaixo da temperatura de tran-si�~ao para Æ = 1, veri�ando que o modelo Ising-Dipolar n~ao apresenta omportamentovitroso para este valor de Æ. Calulamos a fun�~ao de autoorrela�~ao spin-spin no regimede equil��brio e veri�amos que a relaxa�~ao aima e abaixo da transi�~ao �e do tipo strethedexponential modulada por uma lei de potênia, omportamento que evidenia a dinâmialenta. Al�em disso a relaxa�~ao na temperatura de transi�~ao �e do tipo lei de potênia.Quando resfriamos o sistema desde a fase l��quido-tetragonal at�e a fase de faixas, osistema esolhe dois aminhos para o equil��brio. O primeiro �e araterizado pelo proessode oarsening em que um dos dom��nios da fase tetragonal rese at�e preenher todo osistema. O segundo proesso �e araterizado pela ompeti�~ao entre dois dom��nios de faixasperpendiulares, em um estado metaest�avel, at�e que um dos dois preenhe rapidamentetodo o sistema. Interpretamos este proesso omo a nulea�~ao de um dos dom��nios da fasede faixas, dentro da fase metaest�avel.As experiênias de histerese omprovam que a transi�~ao �e de primeira ordem para Æ = 1(de aordo om os resultados termodinâmios) e Æ = 2 (de aordo om os resultados deCannas de oautores[12℄). A proximidade entre as urvas de aqueimento e resfriamentoindiam que a transi�~ao �e de primeira ordem fraa para Æ = 1. Este omportamento expliaporque n~ao onseguimos super-resfriar a fase l��quido-tetragonal abaixo da temperatura detransi�~ao: a fase tetragonal n~ao onsegue se manter metaest�avel na esala de tempos dos



Conlus~oes 63experimentos. J�a para Æ = 2 a histerese �e mais evidente e o sistema onsegue se manterna fase desordenada at�e temperaturas bem abaixo da transi�~ao. Uma an�alise detalhada doplatô da �gura (3.20) pode indiar a presen�a de uma fase metaest�avel, ou talvez a faseintermedi�aria entre o l��quido-tetragonal e a fase de faixas, hamada por Abanov e oautoresde fase nem�atia de Ising [11℄.



Apêndie AT�enia das Somas de Ewald paraIntera�~ao Dipolar em 2DAs ondi�~oes de ontorno peri�odias s~ao usadas para minimizar o efeito das bordas emsistemas de tamanho �nito. Esse efeito �e mais forte quando a intera�~ao �e de longo alane,pois os spins do sistema deixam de sentir a presen�a dos que estariam al�em da borda, osquais ontribuiriam signi�ativamente para o ampo loal. Sem d�uvida essa ontribui�~aoafeta o resultado das simula�~oes e, portanto, a f��sia do problema.Para tratar adequadamente a intera�~ao dipolar de longo alane adotamos a seguinteondi�~ao de ontorno peri�odia: ada spin interage om in�nitas r�eplias de ada um dosspins da rede (inlusive dele mesmo). Al�em disso o sistema �nito deve ser translaionalmenteinvariante, ou seja, devemos esolher um L tal que seja m�ultiplo do per��odo de modula�~ao2h.O problema �e que uma parte da energia do sistema repliado �e lentamente onvergente.Para ontornar este impasse, usamos a t�enia das Somas de Ewald, que onsiste em substi-tuir a s�erie lentamente onvergente da energia dipolar, por outra s�erie, no espa�o re��proo,rapidamente onvergente.A.1 Introdu�~aoCalulamos a energia dipolar de um sistema bidimensional repliado in�nitas vezes1.Come�amos pela energia de intera�~ao de um par de momentos magn�etiosEij = ~�i � ~�jj~rijj3 �3(~�i � ~rij)(~�j � ~rij)j~rijj5 ;onde ~rij �e o vetor que une os momentos ~�i e ~�j. Podemos reesrever a equa�~ao omo1 C�alulo baseado em uma omunia�~ao pessoal de R. D��az-Mendez da Universidade de Havana, Cuba.



Apêndie A. T�enia das Somas de Ewald para Intera�~ao Dipolar em 2D 65Eij = ��i ��j (xlxl)�3=2 � 3��i x���j x�(xlxl)�5=2;onde x��ndie s~ao as omponentes do vetor ~rij. Al�em disso usamos a nota�~ao de Einstein para��ndies iguais. Desenvolvendo maisEij = ��i ��j hÆ��(xlxl)�3=2 � 3x�x�(xlxl)�5=2i ;vemos que Eij = ��i ��j lim~X!~rij " ��x� (x�(xlxl)�3=2)# ;onde utilizamos o limite para poder introduzir a derivada. Agora x��ndie s~ao as omponentesdo vetor ~X. Desenvolvendo mais um pouoEij = ��i ��j lim~X!~rij " ��x� (� ��x� (xlxl)�1=2)# ;hegamos �nalmente a Eij = ���i ��j lim~X!~rij ��x� ��x� ( 1j ~Xj):Podemos interpretar um dos gradientes omo sendo o potenial que um dos dipolos riaonde est�a o outro e o outro gradiente omo sendo o ampo. Sabemos que momento de dipolopor ampo �e igual �a energia.A energia total, onsiderando a ontribui�~ao das in�nitas r�eplias para o sistema �nito,�e Eij = �12X~n NXij ��i ��j lim~X!~rij ��x� ��x� ( 1j ~X+~nj) ~X=~rij ;onde f~n = n1~ex + n2~ey + n3~ez; n1; n2 2 Z e n3 2 Rg �e o vetor que mapeia as in�nitasr�eplias. �E importante notar que quando ~n = ~0 os termos i = j n~ao s~ao onsiderados, poiso momento magn�etio n~ao interage onsigo mesmo. J�a quando ~n 6= ~0 os termos i = j s~aoonsiderados, pois o momento magn�etio i est�a interagindo om sua r�eplia.



Apêndie A. T�enia das Somas de Ewald para Intera�~ao Dipolar em 2D 66A.2 Parti�~aoA estrat�egia �e dividir a energia em um termo de urto e outro de longo alane. Eso-lhemos a rela�~ao erf(�x) + erf(�x) = 1; 8� > 0;onde erf(�x) �e a fun�~ao erro e erf(�x) a fun�~ao erro omplementar. Podemos, ent~ao,esrever 1j ~X + ~nj = erf(�j ~X + ~n)j ~X + ~nj + erf(�j ~X + ~nj)j ~X + ~nj :Temos duas ontribui�~oes para a energiaE1 = �12X~n NXij ��i ��j lim~X!~rij ��x� ��x� (erf(�j ~X + ~n)j ~X + ~nj )e E2 = �12X~n NXij ��i ��j lim~X!~rij ��x� ��x� (erf(�j ~X + ~n)j ~X + ~nj ):Devido ao omportamento das fun�~oes erro, E1 representa a ontribui�~ao de urto alanee E2 a ontribui�~ao de longo alane.A.3 Intera�~ao Dipolar de Curto AlaneSe � for su�ientemente grande podemos onsiderar apenas a ontribui�~ao ~n = ~0 edesprezar os demais termos do somat�orio. E1 �a, ent~ao, reduzida aE1 = �12 NXij ��i ��j lim~X!~rij ��x� ��x� (erf(�j ~Xj)j ~Xj ):Depois de alular as derivadas e apliar os limites, a ontribui�~ao dipolar de urto alane�a E1 = 12 NXij ~�i ~�jj~rijj2  2p��e��j~rij j2 + 1j~rijjerf(�j~rijj)! :



Apêndie A. T�enia das Somas de Ewald para Intera�~ao Dipolar em 2D 67A.4 Intera�~ao Dipolar de Longo AlaneAo ontr�ario de E1 esta soma �e lentamente onvergente, portanto devemos passar aoespa�o re��proo de ~n, onde a soma �e rapidamente onvergente. Para ome�ar, devemospoder interambiar os dois somat�orios. Para isso ser poss��vel devemos onsiderar os termosi = j no somat�orio, quando ~n = 0 e depois subtra��-los. A ontribui�~ao i = j �e�N2 limz!0 �2�z2 erf(�z)z = �N2 limz!0 �2�z2 " 2p�  �� �3z23 + �5z42!5 � :::!# = 2�33p�N;onde usamos o fato de que os momentos magn�etios est~ao orientados no eixo ẑ. PortantoE2 = E 02 � 2�33p�N . Agora podemos interambiar os somat�orios em E 02E 02 = �12 NXij ��i ��j ��x� ��x� 0�X~n erf(�j ~X + ~nj)j ~X + ~nj 1A������ ~X=~rij : (A.1)De�nimos a fun�~ao f(x) =X~n erf(�j ~X + ~nj)j ~X + ~nje a expressamos em s�erie de Fourierf(x) = 2L2 Xk1;k2 Z e� k21+k22+k234�2k21 + k22 + k23 ei~k�~xdk3:Agora substitu��mos este resultado em (A.1) e derivamos (ada derivada ��x� resulta emum ik�). Depois de algum �alulo a energia dipolar de longo alane �aE2 = 2�p�L2 NXij Xk1;k2 �i�j 0�1�p�qk21 + k222� 1A e k21+k224�2 erf(qk21 + k222� )e� k21+k224�2 os~k � ~rij � 2�33p�N:A.5 Implementa�~aoPodemos esrever a energia total omoE = E1 + E2 = NXij D1ij�i�j + NXij D2ij�i�j;



Apêndie A. T�enia das Somas de Ewald para Intera�~ao Dipolar em 2D 68ou melhor E = NXij (D1ij +D2ij)�i�j = NXij Dij�i�j:Isto signi�a que a partir de uma matriz onstante, alulada no in��io do programa,podemos determinar a energia de qualquer on�gura�~ao de spins fazendo uma soma duplade produtos simples.



Bibliogra�a[1℄ SEUL, M.; ANDELMAN, D. Domain shapes and patterns: the phenomenology ofmodulated phases. Siene, v. 267, p. 476-483, Jan. 1995.[2℄ DE'BELL, K.; MACISAAC, A. B.; WHITEHEAD, J. P. Dipolar e�ets in magnetithin �lms and quasi-two-dimensional systems. Rev. Mod. Phys., v. 72, n. 1, p. 225-257,Jan. 2000.[3℄ ALLENSPACH R.; STAMPANONI, M.; BISCHOF A. Magneti domains in thin epi-taxial Co/Au(111) �lms. Phys. Rev. Lett., v. 65, n.26, p. 3344-3347, De. 1990.[4℄ CAVAGNA A.; GIARDINA I.; GRIGERA T. S. Glass and polyrystal states in alattie spin model. J. Chem. Phys., v. 118, n. 15, p. 6974-6988, April 2003.[5℄ POLITI P. Domain strutures in ultrathin magneti �lms. Dispon��vel em:<http://arxiv.org/abs/ond-mat/9712207>. Aesso em: 15 abril 2005.[6℄ MACISAAC A. B.; WHITEHEAD J. P.; ROBINSON M. C.; DE'BELL K. Stripedphases in two-dimensional dipolar ferromagnets. Phys. Rev. B, v. 51, n. 22, p. 16033-16045, June 1995.[7℄ BOOTH I.; MACISAAC A. B.; WHITEHEAD J. P. Domain strutures in ultrathinmagneti �lms. Phys. Rev. Lett., v. 75, n. 5, p. 950-953, July 1995.[8℄ GLEISER, P. M.; TAMARIT, F. A.; CANNAS, S. A.; MONTEMURRO, M. A. Slowdynamis in a two-dimensional Ising model with ompeting interations. Phys. Rev.B, v. 68, p. 134401(1-6) Ot. 2003.[9℄ GLEISER P. M.; TAMARIT F. A.; CANNAS, S. A. Metastable states in a two-dimensional Ising model with dipolar interations. Physia D, 168-169, p. 73-79, 2002.[10℄ PORTMANN O.; VATERLAUS A.; PESCIA D. An inverse transition of magnetidomain patterns in ultrathin �lms. Nature, v. 422, p. 701-704, April 2003.



Bibliogra�a 70[11℄ ABANOV, A.; KALATSKY, V.; POKROVSKY, V. L. Phase diagram of ultrathinferromagneti �lms with perpendiular anisotropy. Phys. Rev. B, v. 51, n. 2, p. 1023-1038, Jan. 1995.[12℄ CANNAS, S. A.; STARIOLO, D. A.; TAMARIT, F. A. Stripe-tetragonal �rst-orderphase transition in ultrathin magneti �lms. Phys. Rev. B, v. 69, p. 092409(1-4), Marh2004.[13℄ REICHL, L.E. A modern ourse in statistial physis. 2. ed. New York: Wiley, 1998.822 p.[14℄ SALINAS, S. R. A. Introdu�~ao �a f��sia estat��stia. Sao Paulo: Editora da Universidadede Sao Paulo, 1997. 464 p.[15℄ BINNEY, J. J.; DOWRICK, N. J.;FISHER, A. J.; NEWMAN, M. E. J. The theory ofritial phenomena: an introdution to the renormalization group. Oxford: Clarendon,1992. 464p.[16℄ FRENKEL, D.; SMIT B. Understanding moleular simulation. San Diego: AademiPress, 1996.[17℄ TOLOZA, J. H.; TAMARIT F. A.; CANNAS S. A. Aging in a two-dimensional Isingmodel with dipolar interations. Phys. Rev. B, v. 58, n. 14, p. R8885-R8888, Ot. 1998.[18℄ STOYCHEVA A. D.; SINGER S. J. Computer simulations of a two-dimensional sys-tem with ompeting interations. Phys. Rev. E, v. 65, p. 036706(1-15), Feb. 2002.[19℄ NEWMAN, M. E. J.; BARKEMA, G. T. Monte Carlo methods in statistial physis.Oxford: Clarendon Press, 1999. 475p.[20℄ CANNAS, S. A.; GLEISER, P. M.; TAMARIT, F. A. Two dimensional Ising modelwith long-range ompeting interations. Dispon��vel em: <http://arxiv.org/abs/ond-mat/0502403>. Aesso em: 10 abril 2005.[21℄ SETHNA, J. P. What is oarsening ? Dispon��vel em: <http://www.lassp.or-nell.edu/sethna/Coarsening/What is Coarsening.html>. Aesso em: 2 abril 2005.[22℄ BERG, B. A. Multianonial simulations step by step. Computer Physis Communi-ations, v. 153, p. 397-406, Marh 2003.[23℄ DEBENEDETTI, P. G.; STILLINGER, F. H. Superooled liquids and the glass tran-sition. Nature, v. 410, p. 259-267, Marh 2001.



Bibliogra�a 71[24℄ BOUCHAUD, J. P.; CUGLIANDOLO, L.; KURCHAN, J.; MEZARD, M. Spin glassand random �elds. Singapore: World Sienti�, 1997.[25℄ VINCENT, E.; HAMMANN, J.; OCIO, M.; BOUCHAUD, J. P.; CUGLIANDOLO, L.Proeedings of the Sitges onferene on glassy systems. Berlin: Springer, 1996.[26℄ GUNTON, J. D.; MIGUEL, M. S.; SAHNI, P. S. Dynamis of �rst order phase tran-sitions. In: DOMB, C. (Ed). Phase transitions and ritial phenomena. v. 8, 1983,267-466 p.


