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RESUMO 

Neste trabalho são desenvolvidos métodos numeri - 
tos para inversão da transformada de I,apláce, fazendo-se e 

USO de polinÔrnios trigonométricos & de ~&uerre. Sua u t i  - 
lização é ilustrada num problema de fronteira móvel da 

ãrea de engenharia nuclear, através do algoritmo computa- 

Uma revisão dos aspectos analíticos básicos da 

transformada de Laplace e sua u t i l i z a ç ã o  na resalução de 

equações diferenciais parciais é apresentada de marfeira 

suscinta. 



Ln t h i s  work are developped numerical rnethods f o r  

Laplace Transform inversion, by trigonometrical IALG-619)and 

Laguerre polynomials. 

The ALG-619 a lgo r i t hm is applied to a d i f£wh w i t h  

moving boundary problem in nuclear field. 

Basic analytical aspects of Laplace Transform and 

its use in so lu t i on  o£ partia1 differential equations are 

. reviewed. 
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CAPITULO I 

O METODO OPERACIONAL EM PROBLEPIAS DE DIFUSAO 

A transfomad,a de Laplace é muito utilizada em 

problemas que ocorrem em diversas ãreas da matemática a- 

plicada;  problemas com equações diferenciais Lineares 
- 

com coe£ icientes independentes do tempo I ' T i m e  jnvariant" ) 

e que envolvem condições i n i c i a i s  ou de contorno. Ela 

permite transformar os problemas, no caso das equacões di - 
ferenciais ordinárias, em equações algébricas e no caso 

das equações diferenciais  parciais  em equações diferenci- 

a i s  com dimensão espacial menor. 

E s t a s  "simplifica~6es1' decorrem fundamentalhen - 
te de propriedades simples da transformada, mas extrema- 

mente importantes, e que são expostas no apêndice I. 

Neste cap í tu lo ,  £azendo-se uso das propriedades 

mais usadas da transformada, introduzimos a discuskão do 

método operacional propriamente dito, que envolve a aplicaçz~ 
b 

de'transformada de Laplace, abordando problemas de difu- 

são. 



Consideremos a equação - 

onde 

v2 2 

a 2  a2 a2 
+- - (x , y ,  z )  é um -ponto nu- 

+ - ,  
ax a$ , az 

2 

ma região dada e t, normalmente o tempo, é positivo. 

Ainda, como condições a iniciais : 

e a condição de contorno é satisfeita de forma 

onde d e n o t a d e r i v a d a n o r m a l .  
arl 

Agora, considérando a t sansf  orrnada 

U =-lrn ,(x,y,z,t)dt = L[u] = U ( , s , x , y , z )  
. o  

( " 1  

e as .propriedades referentes a t ranfomadas de derivadas,  

decorre de ( 1  ) q-ue: 

e a condição de contorno ( 3 )  fica substituída por: 



Assim, se determinar U de (4) e ( 5 ) ,  

nosso problema s e  reduz  a determinar u da equação: 

= -st 
U(X,Y,Z,S) = I e 

o 
u ( x , y , z , t ) d t ,  ( " 

N e s t e  caso,  pode acontecer que U(x,y, z, s )  apa- 

reça na tabela de transformadas e então diretamente pode- 

mos obter u(x,y,s,t). S e  não for  o caso, obtemos u de U 

pelo Teorema de ~nversãe, mencionado na seção S do apêndi  - 
ce, 

. O processo de inversão, por sua vez; consta de 

duas partes. A pr imei ra  consiste em determinar a função 

u e a segunda verificar que e s t a  solução é realmente a so - 
lucão da equação diferencial. 

Em particular, n e s t a  dissertação nosso i n t e r e s  - 
se 6 c o m  o primeiro aspecto (ver  sesão 5, ~pêndice). Con - 
tudo, no decorrer dos seguintes  exemplos indicaremos de 

maneira conveniente o processo analitico usua l  em relação 

ao segundo aspecto. 

2 .  ~istribuição de temperatura em uma barra com t e m p e r a t u  - 
ra fixa nos extremos: 

Seja ulx,t).a temperatura em cada ponto de una 

barra (Fig. I) 



com supèr£icie l a t e r a l  isolada e com seus extremos ( x ' =  O 

' e X = 1 ) mantidos à temperatura iero e Fo respectivamen - 
te; quando a temperatura i n i c i a l  através da' barra é zero. 

Pretendemos obter  uma representação em série 

desta função temperatura, E s t a  série deverá convergir ra - 
pidamente para t grande. Procederemos formalmente para 

obter esta solução, justificando posteriormente nosso re- 

su l t ado .  

Tomemos inicialmente a unidade de comprimento 

como o comprimento da barra e para uma escolha apropriada 

da unidade de tempo podemos escrever K=l na equação do ca - 
lor, onde K é o coeficiente de difusividade. 

O problema de valores na f r o n t e i r a  em u(x,t) é 

então dado por: 

u ( o + , ~ )  = O; u ( l m , t )  = F ( t > O ) :  F = CTE 
o - O 

Usando entáo as propriedades de transiormada u (x;s)  de 

, . u(x,t), temos: 

Como este  problema, pela teoria das equações di£erenciais 

osdinãrias, t e m  uma solução que é c o n t h u a  em x=O e X=T, 

então u (o+,s) = ~ ( 0 , s )  e U ( I - , s )  = ~ ( 1 , s ) .  A solu- 

qão . é dada por: 



onde J s  denota algum ramo da funcão de valores duplos s1'2. 

Desenvolvendo em série de potências em s o nume 

radar e o denominador de ( 6 )  pode-se observar que na ver- 

dade U (x,s) & uma função analítica de  s ,  exceto para 

os pontos singulares isolados (ver  13 1 ) 

onde senhJs = O. ~ l é m  disso 

l i r n  s U(x , s )  = F x 
s+O - O 

e por t an to  quando x * O a função U (x, s )  t e m  um pólo 

simples em s=O com residuo F x, 
O 

Agora, tomando o corte do ramo de Js no e i x o  

real positivo, temos que Js é analítica no eixo real ne- 

gativo. ~ l é m  d i s s o ,  pode-se mostrar que sn=-n n são os 

st pólos simples de U ( x , s ) ,  onde os residuos de e U ( x , s ) ,  desde 

.. 
que est é i n t e i r a ,  são dados por: 

R ( U ,  sn) = li* (s-s, )  U(x , s )  = l i r n  (s-s,) w. = 
s+s S+S q l x ,  s )  

n n 

= l i m  P (x, S I  ; oAde P ( s  ) = q ( s  ) = O  
s+snq(x,s) n . n 

por tanto  aplicando L ' ~ Ô s p i t a l  r 

R(u,s , )  = l i m  (s-sn) U ( x . s )  = l i m  P' ( x , ~ )  - - 
S+S s-ts q"x,s) 

n n 

i sen nmx n 
2 2 -n ?T t 

= F = 1 2nFrri e 
o -, -n2 T2 

2 2 
2 ( - l l n e - n n  R ( U , s , )  = F -  

o E .  n sen n ~ x  . 19) 



Mas, por um lado temos do teorema da inversão 

De outro  lado, devido a n a t u r e z a  de  U ( x , s )  , usando con- 

tornos como o da figura I1 (contendo as singularidades), 

temos pelo teorema dos resíduos: 

onde p Itl = reszduo de e n lt U ( X , A )  em A'S,. 

Assim, com N+mt mostrado que as integrais sobre c tendem n 

a zero, teremos que: 

ou seja, no nosso caço, por (8) e -191 

2 2 2 
u ( x , ~ )  = F [X + - Y (-1)" e-" 

~r n = l  . s e n  n ~ x ]  
P 

A r igor ,  no processo operacional acima descri- 

to, porecisamos mostras que a i n t e g r a l  i n f i n i t a  



é bem d e f i n i d a ,  logo, satisfaz a equaiáo e finalmente a 

validade do cÔmputo de soluçao por residuos. . . 

Para o primeiro passo é suficiente estimarmos o 

nportarnento de U E x , s )  para Re(s) - > y ,  M a i s  precisamen- 

te, se 

então a i n t e g r a l  I 1  2 )  converge para uma função u - cu j a  

transformada 6 precisamente U ( [3] , teo. 8, pg. 184)  . De fa - 
to, tomando 

então ~ e ( J s )  = Jr  cos ("2) > 4 r'2 - > J ~ ' 2  

assim 

L onde M = 
( i -em2 ' ~ ' 2  ) 

senh x Js 

senh V'S 

k 
Assim se x 1, r U I x , s )  é limitada no semi- 

plano Re(s) - > y l  para todo k fixo. Na. verdade, se x < 1 1 

- - 

e O - x - x, então existe uma constante M' independente 

(x-1) Js (1-e  
-&Js 

e 1 
-2 V'S 

, 1-e 

de x, n e s t e  intervalo, t a l  que: 

M Iu ( x , s )  1 < - Re(s) 2 Y ( 1  3) 
Islk 



-1 * 
como desejávamas, Assim: u ( x , t )  = L [U (x,s)  ] (28)  

~ l e m  disso, o m e s m o  resultado nos garante que 

u{x,t) con t inua  com respeito a t E t > O )  - e sa t i s faz :  

Com relação as derivadas de U ( x , s )  com respei- 

'to a x, 

ux(x,s) = F cosh x d s  ; uxx(x,s) = s U [ X ~ S )  
O 

Js senhJs 

são tamhéin de ordem 0 ( s - ~ ) ,  para todo k constante,  no se- 

miplano, uniformemente com respei to  a x (O<x<xl) - - onde 

xl<l. Ora, i s t o  é evidente comparando-as c o m  U ( x , s ) .  Sen - 
do a s s i m ,  por ( r31 , keo 9, pg. 185) : 

Como Uxx (x, S )  = s u (x, S) segue de (15) ' que a função 

(14) s a t i s f a z  a equação do calor: 

Mais ainda: a integral  de inversão representa,uma função 

contínua de x quando O<x<xl - e além disso 

-1 u(of,t) = u ( o , t ~ .  = L lu ( O , s ) ]  = 0, já que 

U (0 ps) = O ,  No entanto, vimos que a função (14) sat is-  

faz todas as condições do nosso problema de valores na 

fronteira exceto que 

u (1-,t) = F 
O 



Na verdade e evidente  que 

mas isto não nos assegura que nossa função se aproxima de 

F quando x + 1 ,  que é uma condição que a f u n ~ ã o  t empera tu  
o - 
ra deve satisfazer. 

Vamos então escrever 

senh x 4s -2x JS 
= e ( x - i )  4s (I-e 

-2 JS 1 = 
senh v's l -e 

1 Ainda: - 1 .-(I-X) JS 
F U(x , s )  = - s + G I x , ~ )  

O 

onde 

1 -X 1 - (I-x) Js Mas L [erf c - 1 = e O < x < 1  - - 
2 Jt 

A função erro complementar aqu i ,  é cont inua  e 

limitada com respeiro a t, para cada x f ixo;  131 dai ao 

. longo de Re ( s )  = y 

Por ou t ro  lado, se notamos que 

segue, quando Re(s) - > y e portanto Re(s) 3 J r'2, que 



-k  aí G(x,s) é de ordem O(s  ) num semiplano, onde k é c o n s  - 
t a n t e  qualquer, unif oxmemente com regpeito a' x, Conse- 

qfientemente 

L-' [G(x,s)J = g ( x , t )  que é cont ínua com res- 

pei to  a x e 

-1 
g(l-,t) = g ( i , t )  = L [ G ( l , s ) ]  = O, já que 

G ( 1 , s )  = O 

Portanto, de (191 e ( 2 0 )  

. e quando t>O, u ( i c , t )  = F [erc f ( 0 )  + g ( l , t ) ] =  F . 
O 0 

Assim 114) satisfaz (17) e fica completamente estabeleci- 

da como uma solução do nosso problema de valores na fron- 

te i ra .  

Assim sendo, vimos até aqui que a função 

U ( x , s )  = F sem x 4s 
O 

senh 4s 

2 2 é analítica exceto nos pólos s=O e s=-n IT e que sua in- 
m 

versão converge para uma função u(x,t) que é a soluqão do 

nosso problema de valores na fronteira .  

A representação em &rie (11) de u ( x , t ) ,  dada 

anter iormente neste exemplo, será por tanto  vá l ida  se f i -  

na lmente  provarmos que a i n t e g r a l  



tomada ao longo da curva CN, de uma família de chrvas 

(n = 1,2, . . . ) ent re  os pólos, tende a zero  com n tendendo 

a infinito. Para isto utilizaremos o conhecldo resultado 

do' chamado teorema - de Jordan: 

se /F(s) 1 C R - ~  quando s = ~ e ~ ' ,  -n<O<n, R > P  
O 

onde Ro, C ,  K são constantes e k>O, então 

I est F(s)ds sobre os arcos BB'C e AA'C do c;: 

culo r de raio R ( f i g u r a  abaixo) tende a zero 

I 
Para selecionarmos agora curvas C t a i s  

N que 

1 U(X, 21 1 tenha propriedades de ordem aceitáveis  se z está 

em CN, inicialmente notemos que: 

I çenh JZ  1 = senh2 (ir cos O )  .+ ' senh2 ( J r  s e n  0 )  
2 

- 
2 

daí, se ir sen O = a onde 
2 n* 

então 

1 senh J Z - 1  = senha (ir' cos - 8 )  + 1 
2 

Ainda tomemos CN como o arco da parábola 

anL 2 anL 
r = 2 ser, e lmWcos O 



* 
qpe fica 5 esquerda da l i nha .  5 y , onde y e qualquer 

constante positiva e z 

b 

~ n t â o  quando z está em 

9 

2 pois O<x<l e senh y ocorre quando 1 1 cresce. - - 

senh2 ( x J r  cos "2) + sen2  ( x J r  sen  "2) 

Assim I ~ ( x , z ) l  é o o(z-') em CN;com isto a in - 
teg;al tende a zero, usando Jordan, e ainda a série d e  re - 

U ( x , z )  
F 

o 

síduos de ezt U ( x , z )  converge para a integral de inversão 

- - - 
senh2 ( J r  cos 

O J 2  1 * 1  

para todos os valores positivos de t . ( [ 3 ]  , t e o  f 0 ,  pg. 193). 

A série ( 1  I )  representa então uma soluç'ao . do 
nosso.problema, que pode ser escri ta  como: 

2 2 2 p ( - 1 1 '  - n n t  u(x,~) = F [X + - 
TF 

e 
h n sen  n n x ] ,  t>O. O n=l 

3 .  Fluxo Linear  d e  calor numa barra seminfinita 

A i n t e g r a l  de linha para f ( t )  obt ida  no uso do 

teorema da inversão, normalmente, como já vimos, é avalia - 
da usando-se um contorno fechado, tomando l i m i t e  e apli- 

cando cálculo de residuos. Neste sentido muitos dos pro- 



blemas encontrados nas aplica~ões podem ser classif ica.dos 

ae acordo com a na tu reza  de F ( x , s )  corho f u n ç á ~  de s. 

I - F ( x , s )  é uma função de s com um número i n f i n i t o  enume - 
rãvel de pólos. N e s t e  caso usamos o contorno abaixo, 

I escolhendo para raio R do círculo maior r uma seqflên- 

cia de valores Rn ta l  que nenhum destes círculos pas- 

sem por algum pólo de F ( x , s ) .  ~ n t ã o ,  se F ( x , s )  satis - 
f a z  as condições do teorema de Jordan, a i n t e g r a l  so- 

bre o círculo de raio Rn na figura abaixo (1)tende a ze-  

ro, com nam. Assim, pelo teorema de Cauchy, o cálcu- 

lo da integral  de linha pode ser substituído pele Ii- 

m i t e  com n- de 2 ~ r i  vezes a soma dos res íduos  do inte - 

grande em seus pólos contidos no circulo r de raio 

Rn " [Corno 'foi f e i t o  no exemplo anterior de d i s t r i b u i  . - 
ção de temperatura em uma barra). 

11- F (x, S )  t e m  um "branch point" na origem mas por o u t r o  

lado tem somente um número finito de pólos, Neste ca - 

so usamos o contorno da figura acima. (11) 



Se F (x ,s )  satisfaz as condições do teorema P de 

Jordan, a i n t e g r a l  sobre os arcos BF e AC do c i r c u l o  

r tendem,,a zero quando seu raio R tende ao i n f i n i t o .  

O integrando será "single-valued" den t ro  e sobre o con - 
torno e assim quando R-km a solução é obtida com uma 

i n t e g r a l  real infinita (derivada das i n t eg ra i s  ao lon- 

go de CD e EF) juntamente com 2 n i  vezes a soma dos re - 
síduos nos pólos dentro do contorno, e possivelmente 

um termo que se or ig ina  da i n t e g r a l  sobre um pequeno 

círculo em torno da origem. E s t a  situação passa a ser 

considerada, na análise do fluxo linear de calor num 

sõlido semi-infinito, caracterizado pelo prob*lema: 

- .  com 

v limitada. 

sendo que, usando as propriedades da transformada V l x , s )  

de v' (x ,s) ,  temos: 

v - 
com ~ ( 0 , s )  = 0 

S 

A ,  soLução de ( 2 8 )  e ( 2 9 )  , que permanece f i n i t a  

quando x-, é: 



E então pelo teorema da inversão: e 

onde o integrando de ( 3 1 )  tem um "branch-point* na origem; 

então para avaliarmos (31) precisamos escolher um contos- 

no de integração que não contenha a origem, Tomemos então 

o contorno de figura (IIf), onde AB é paralelo ao eixo irna - 
, g iná r io ,  ficando a uma dis tãncia  y do mesmo. O círculo r 

de raio R e centro na origem, corta esta linha e m A  e B e 

o eixo imaginário em A> B t .  Existe ainda um "cortet' ao 

longo do Lixo rea l  negativo. Centrado na origem temos um 

pequeno circulo de raio E. Este c i r c u l o  é aberto em DE e 

r é aberto em FC. O argumento de z 6 -n em CD e n em EF. 

Chamando C a este contorno fechado, sabemos que 

quando R+- e €4, porém, como 

de  Jordan são satisfeitas e portanto a In t eg ra l  sobre BF 

e AC tende a zero com R- 

-x J ''k 1 e - 
z 

L em BF e AC,,as condições do teorema 
I I 



24 

Assim, segue que 

é i g u a l  5 soma das integrais sobre CD e EF e sobre o peque - 
no c~rculo, quando R+m e €+C. Nas integrais ao longo de 

CD e EF, colocando z = p e  
- i ~  i~ 

e z - p e  respectivamente, 

I obtemos 

. i s t o  é, 

- 2  jrn e - n 
-kULt sen ux - du 

ou ainda 

- 2  1 X'2 Jkt -u2 du - e 
o 

Finalmente, como obtemos de in tegra l  sobre o pe- 

queno c í rcu lo  o valor  1 ,  d e  (31 )  resul ta :  

ou de o u t r a  forma: 

2 
já que erf x = 2 lX e -u du. - O 

JIT 



INVERSAO NUMERICA DA TRANSFORMADA DE LAPUCE 

Neste capitulo trataremos o processo de inver- 

são numérica de Transformada de Laplace pelos métodos de 

"Lanczos " ( ~ o l i n Ô r n i o s  da Laguerre) e de "Durbin" (Séries 

de Fourier) e suas variantes devido a Weeks, Piessens ,  
'C 

Lyness e Dubner-Abcte, respectivamente. 

Com o prop6sito de termos uma visão gera l  do pro - 
cesso numérico, incluiremos uma descrição susc in ta  de ou- 

tros métodos.Os metodos são avaliados quanto ã qualida- 

de ou confiabilidade dos resultados obtidos através de- 

l e s .  



1. Aspectos Gerais sobre - os Métodos - de ~nversão: ' . 

Como já f o i  d i t o ,  existem muitos problemas cuja 

solução pode ser encontrada em termos da transformada de 

Laplace. 'Contudo, se torna bastante complicado o proces- 

so de inversão desta transformada atraves de técnicas de 

análise complexa. Ou s e j a ,  a dificuldade principal  em apli - 

car-se a técnica da transformada de LapLace é a determi- 

nação da função o r i g i n a l  Z ( t )  a partir de sua trans£orma- 

da 

-st F ( s ) =  llp e .  f ( t )  d t ,  s = - v + j w  ll) 
O 

Em vista d i s t o ,  metodos numericos  tem s i d o  desen - 
volvidos já que na maioria dos casos os métodos anal i t icos  

são insuficientes . Os melhores métodos numéricos conheci- 

* dos', para inversão da transformada de Laplace, são basea- 

dos na integração numerica da i n t e g r a l  de Bromwich, 

ou na expansão da funcão or ig ina l -numa série.de funções 

ortogonais, 

' Na verdade ê-preciso que se observe, antes de tu - 

do, certos cr i tér ios  para avaliação de diferentes tecni- 

cas numéricas de inversão, como por exemplo: aplicação a 

uma variedade de t i pos  comuns de problemas de inversão; 

precisão numérica; tempo relativo de computação; dificul- 

dades de programação e implementação, e outros. Conscien - 



t e s ,  no entanto, de que nenhum método e definitivamente 
superior em todos os cr i tér ios .  

Na prática existem muitos problemas para osquais 

i n v e r t e r  numericamente a transformada de Laplace r e g u e r u m  

t i p o  especial de metodo ou pode ser grandemente fac i l i -  

tado pelo use de um determinado método. 

Ainda assim, como jâ dissemos, não se pode es -  

perar que qualquer método especi£ico para inversão da eans - 
formada funcionará igualmente bem em todos os casos, mes- 

mo porque, a inversão numérica da transformada de iaplace 

6 notoriamente um processo mal-condicionado, ou seja:  rnu - 
danças arbitrariamente pequenas em F l s )  podem produzir 

mudanças arbitrariamente grandes no valor de f ( t ) .  Basta 

que observemos por exemplo, o caso: 

L(sen at)= I-  e -st . a senat dt= 
O 2 2 ç +a 

onde a transformada de Laplace uniformemente l imi tada  

por '/a, para s > O l  - no entanto a' f u n i z o  senat ' osc i la  entre 

+ - 1 .  ~ l é m  disto uma pequena perturbação em F ( s )  poderá ser 

ampliada consideravelmente quando nós passamos para f ( t ) .  

Levando em conta os aspectos anteriormente ci- 

t a d o s ,  vãrios métodos tem sido descritos na literatura,& - 
todos nos quais a transformada inversa é obtida da in te -  

gral complexa de ~nversão pelo uso de quadratura numéri- 

ca, ou se obtgrn a inversa  como uma expansão em série em 

termos de um conjunto de funções linearmente independen- 

t e s .  



Em sintese, a inversão de Laplace a solução 

de uma equação integral do primeiro tipo, e métodos ge-  

rais são aplicáveis, en t r e  os q u a i s ,  seguindo a visão de 

Davis [ 6 3 ,  destacamos especialmente, 

A- Metodo de Bellman, Kalaba e Lockett - 
Parte da expressão (1) 

-t - e usando a troca de variável x= e , obtêm 

.- onde 

~ntão, integrando o lado d i r e i t o  de ( 3 )  , aproximadamente, 

usando um esquema de Gauss, de ordem n, em ( O , b ) ,  resulta:  

e fazendo s assumir os valores s= l,.,.,n temos o siste- 

ma l i n e a r  

ou . in t roduzido  yi= wi g(xi) i= i ,..., n, resul ta  



Agora, se os elementos na inver-se da matriz de 
Z 

k Vandermonde (xi) são designados p o r m q k j ,  este sistema po - 
de ser resolvido na forma: ' 

n-l 

onde os elementos q são os coeficientes da interpela- 
k j 

ção fundamental 

e Qn (x )  são os polinÔmios de Legendre no i n t e rva lo  [O, 13. 

(ver [ 6 ] ) .  ~ambêm e tabulação dos elementos da matriz in- 

versa pode ser v i s t a  em [ I ] ,  

3- ~êtodo - de Gauss para de - Bromwich 

Pela fórmula de inversão de Bromwich ( Z ) ,  temos 

onde tomamos L como sendo qualquer linha vertical  R e ( s ) =  

constante= c di re i ta  d a  abcissa de convergência da in- 

tegral  de Laplace ( I ) ,  Para t £ixo,  fazendo a traca de va - 
riável st= u e chamando 

obtemos em (21. que 



sendo L* agora Re(u)= ct. 
L 

S a l z e r  mostrou que esta integral complexa & pos- 

sível por "Gauss", ou seja, nós podemos encontrar .abcis- 

sas complexas uk é pesos complexos wk t a i s  que: . . 

se G(u3 é um polinõrnio de grau menor ou i g u a l  a 211-1 na 

1 var iável  - u m  

Neste caso os polinõrnios ortogonais relevantes, 

para os quais 

a n -u n+s-í dn s ã o '  P,(~-= ( -1)  e u - 1 
( n + s + l  dun u 

onde se nota a dependência polinomial sobre S. 

Quanto aos cãlculos de abcissas e pesos, podem 

ser encontrados, para s =  1 , em Stroud/Secrest e K T ~ ~ O V /  . 

Skoblya; para outros valores de s em Skoblya/Piesens.[1] 

Observa-se que para valores grandes de u os pesos szogran - 

des, r e f l e t i n d o  o mal-condicionamento do processo. 

Posteriormente Piessens observou q u e  6 possível 

i n i c i a r  comum esquema de n p o n t o s ,  de precisão 2n-1, e 

n + l  abcissas e chegar em um esquema de 2n+l pontos, de pre - 
cisão 3n+l. 



C 

Por este procedimento, assumimos que f ( t )  pode 

ser aproximada sobre [O,=) por urna série finita da forma: 

Posteriormente assumimos que as transformadas 

são conhecidas explicitamente e são razoavelmente simples. 

hit ; então Por exemplo, Si (t) = e 

A p a r t i r  da; o poblema será determinar as constantes a i 

t a l  que o lado di re i to  de ( 7 )  aproxime F ( s )  para um cer- 

to domínio de valores, Esta aproximação pode ser feita por 

intexpolaçáo, por aproximação de ra izes  mínimas ou por 

aproximação em alguma outra norma= uma aproximação mi- 

E de importância, n e s t e  caso, o dorninio de valo 

res, ou pontes dados, sobre o qual realizamos a aproxi- 

mação, e ainda deve-se dar atenção ao fato de que o com- 

portamento de F C S )  em s= determina o de flt) em t= O. 

Em síntese, 6 fundamental que se .observe quatro aspectos: 

aa funçóes "especiais" O i ( s ) :  a norma; n; o domínio na 

Com relação aos métodos citados,. cabe-nos sa l ien  - 



tar que aqueles baseados, na quadratura numérica nos fo r -  

necem bons resultados mas podem'cons~mir muito tempo se a 

transformada i nve r sa  é requerida para um grande número 

de valores da variável independente, quando o procedi- 

ment deve ser repe t ido  para cada valor desta variável.Nes - 

te s e n t i d o ,  6 conveniente o uso de um método de aproxi- 

mação, onde a inversa pode ser obtida, para qualquer va- 

lor da variável independente, por um simples somatório de 

série. 

Procedimentos baseados nesta idéia, da aproxima- 

~ ã o ,  t e m  sido desenvolvidos por vários autores; particu- 

- larmente usando a expansão da função o r i g i n a l  numa série 

de funções ortogonais; em especial funç6es  ortogonais ex - 
ponenciais, funções trigonometricas, polinõmios de Legen - 

are ou polin6mios de Laguerre. 

No caso das funções ortogonais exponenciais, so- 
''I 

mente valores reais de F E S )  são requeridos para cálculo 

dos coeficientes da expansão em sé;ie.de f ( t ) .  Contudo, 

o cômputo de f (t) a partir de valores de F(s) no eixoreal 

é .numericamente instável. 

Para funçoes trigonom&tricas e polinÔmios de Le- 

gendre, é necessário mudar o intervalo (0,m) para um in- 

tervalo f i n i t o ,  através de uma transformação exponencial. 

O procedimento mais natural é o uso das funções 

de Laguerre. Estas fun~ões f o r m a m  o sistema ortogonal mais - - 
adequado para aproximação - no intervalo -- tO,m),  sendo por- 

t a n t o  um dos itens onde concentraremos nossa discussáo. 



( i t e m  3 ,  cap. 11). 

P o r  outro lado, através do estudo comparativo 

apresentado por Davies e Martin, {ver  [ 5 ] ) ,  e mesmo por 

r e s u l t a d o s  prát icos  (ver cap. 4 ) ,  sabe-se que os métodos 

de aproximação baseados na convergência acelerada de e- 
rieç de Four ier  nos fornecem boa precisão (ver cap. 4 )  pa -- 
sa um domínio razoavelmente amplo de funções. . 

Ficam assim justificada, dentro do estudo que 

nos dispusemos a. f a z q r ,  a atenção que dispensaremos aos 

métodos de aproximação, em especial os que envolvem Po- 

linõmios ou  unções de Laguerre  e séries de Fourier, nos 
C 

itens a seguir. 1 

2 .  ~nversão com ~ o l i n Ô r n i o s  de Laguerre: - - 

Antes  de t ra tarmos especificamente "de rng todos 

d e  inversão numérica da transformada de Laplace. baieados 

no uso de ~01inÕmios de Laguerre, 6 i n t e r e s san te  que ana 

lisemos um exemplo onde o uso destes polinõmios num pro- 

cesso de inversão decorre na'turalmente. E? o caso, por e m  - 

plo, do que Lanczos [10] apresenta relat ivamente a ' cfr- 

cuitos elétricos. ~ambérn ai, como já falamos anteriorrnen- 

te, transformada de Laplace favorece, no sen t ido  da sim- 

pli f icação das equações, r e s u l t a n d o  que a transformada de 

Laplace da "out put func t i en"  do c i r c u i t o  6 dada como quo - 
ciente de dois polinõmios 



onde o-grau de q l s )  é a6 menos um grau maior do' que p ( s ) ,  

A partir dai, aplicando-se uma trarisforrna~ão do 

t i p o  (ver [ 9 1 ) .  

l-v - - -1 + 2 
S= I +v 1 +v 

obtemos a transformada F (v) que pode ser expandida em 
1 

sér ie  de Taylor em torno de v= O. Assim 

Em problemas de circuitos, os coe£icientes Ck 

podem ser obtidos por um algoritmo conhecido como divi- 

são s i n t é t i c a  de dois  polinômios (ver Lanczos [ 9 ] ) ,  Fi- 

nalmente o problema então se reduz a inverter uma t r a n s  - 

formada de Laplace especial, do tipo: 

onde tomamos s= 1 + s 1 '  
C 

Este problema é então resolvido em passos. E-n pri- 

meiro l uga r ,  introduzindo s ,  como uma nova variável, ob- 

temos : 

onde $ ( t ) =  f(t)emt 



Agora, sabemos.que a função  i n d i c i a l  da transfor 

mada ' é f ( t ) =  e 
( 2 + s l  

-2t (isto é, ~ ( s )  = L .[f (t) 1 ) .  

Sabemos também a multiplicação por t signi- 

f i ca  diferenciaçao no plano da transformada.  ai a trans- 

formacão da função i n d i c i a l  

torna-se 

De forma semelhante, multiplicaçZo por s no pia  1 - 

no de transformada significa diferenciação no plano owi- 

g ina l .  Então a função indicial de 

torna-se 

dk+l 
(t 

k t l  . .-2t) 
f(t)= 

dtk+' 

Por out ro  lado uma importante classe de polinõ- 

mios ortogonais, os polin6mfos.de Lequerre, são definidos 

pela segu in te  operação: 



Assim, combase em (TO) e I.11) podemos escre- 

ver : 

e -2t  unção indicial: iV(t)= (k+,)! Lk+, (2t) 

I Transformada de Laplace: F ( s l ) =  
( 2 + s ,  1 k + 2  

Mais ainda: 

  unção indicial: $ft)= e -2t 1 I i k (2 t l  - 'kci (2t) 
k! ( k + l )  i . 

Transformada de Laplace: 

Para voltar 5 variável original s ,  temos de mul - 
tiplicar $(t) por et.  aí concluímos que a inversão da 

transformada de Laplace ( 9 )  torna-se 

e in$roduzindo-se as funções de Laguerre 

as quais formam um sistema ortonorrnal de funçõesem [O,..), 

da variável t; a expressão [ I  2 1 pode ser reescrita na f o r  - 

e a inversão da série (8) torna-se 



escrita em £unção de polinõrnios de ~aguerrè, conforme de- 

se j ãvamos . 
Como Lanczos, procedimentos numéricos'usando fm- 

ções de Laguerre foram descritos por Papoulis [75]. Nes- 

te caso, a transformada inversa ê o b t i d a  como uma expan- 

são em série em termos d e  funções de Laguerre e as coe- 

f i c i e n t e s  são obtidos dos coeficientes da expansão em Sé- 

rie de Taylor da transformada de Laplace resolvendo-se um 

sistema triangular de equações lineares. 

posteriormente, Weeks [I51 apresenta uma elabo - 
ração e refinamento das idéias de Lanczos e Papoulis pa- 

ra satisfazer os requerimentos do c6rnputo automático, po 

. r é m  com a diferença que os coeficientes" da expressão da 

transformada inversa são obtidos diretarnente por interpo- 

lação trigonométrica aplicada à transformada de Laplace. 

Continuando o desenvolvimento destas idéias,ten - 

do em vista as maiores d i f i c u l d a d e s  que se apresentam, co - 
mo o c6lculo dos coeficientes da expansão de Laguerre da 

função 'o r ig ina l ,  descrevemos a seguir o método de inve r -  

 sã^ numérica da transformada de ~aplace segundo Piessens 

e-Branders [121, usando os chamados polinÔmios de Laguerre 

generalizados. Posteriormente consideraremos uma r e c e n t e  

modificação deste metodo e das idéias de Weeks, apresenta - 



da por .Lyness e Guinta [ 1 1 3 . 

2.1. ~nversão Numérica - da transformada - de Laplace usando 

~olinõmios de L a u u e r r e  Generalizados 

Consideremos a transformada de Laplace 

a partir da q u a l  pretendemos determinar a função o r i g i n a l  

f (t) - 
Inicialmente assumimos q u e  f (t) pode ser expan- 

dida numa série 

onde Lk (a) (t) é o polinomio general izado de Laguerre de 

grau k : 

1 k -a k -ttk+al= L ( - 1 ) r n  k+a tm 
T e t  t D (e 7 (16) 

m=O k-rn m. 

Na equação (15) a é um parãmetro livre, cuja es- 

colha será discutida posterioyrnente, notando-se porém que 

para a=O, (15) é uma expansão em polinÕmioç de Laguerre. 

O s  coeficientes ak de série expressa pela equação (15) são 

dadas por: 

k! -t 
ak= i" e f ( t )  L~ (t) 

r(k+a+l) O 



Logo, se a transformada de Laplace de f ( t )  é co- 

nhecida, os coeficientes ak da expansão em série da equa- 

ção (15) podem ser calculados através da equação ( 1 9 ) .  

Ainda, se a equação 115)  é truncada após PJ termos, uma a- 

proximação de £unção or ig ina l  é obtida.  

. - Contudo, a equação (19) não é adequada para cãl- 

culos  numéricos. Existem então outros métodos pare o cãl- 
3 

culo dos a Por exemplo, usando uma transformação termo k" 

a termo da equação (15) obtemos: 

Agora, considerando ' 

a equação ( 2 0 )  r e s u l t a  

tal. que 



Embora as equações ( 1  9 )  e ( 2 3 )  sejam teoricamen- 

te equivalentes, a equaçao ( 2 3 )  é mais adaptável aos cál- 

culos numéricos. (ver  121 ) . 
Generalizando os resultados anteriores: se F ( s )  

é a transformada de Laplace de E I t )  e se fit) pode ser ex- 

pandida numa série: 

0 3  

f ( t ) =  e -ct ta C ak =k (a) (bt) k=O 

onde a,b,c são parametros livres; os coeficientes a na 
k 

equação 1 2 4 )  são também os coeficientes da expansão em 

série de potencias: 

onde 

Desta forma os ak são dados pela equação (23)subs - 
tituindo-se $(z) por $ (a,b,cS 

( 2 )  (omitiremos a partir 

daqui. os subscritos a, b, c e escreveremos apenas @ (2) ) , 

Quanto aos parãrnetros a,b,c na equação (24 ) ,  G o  

introduzidos na tentativa de suavizar qualquer i r r e g u l a r i  - 
dade em f ( t )  e para acelerar a convergência em ( 2 4 ) .  Sen- 

do assim, sua escolha e sua influencia são importantes e 

&rã0 discutidos posteriormente. 

* 
O cá lcu lo  numérico dos coeficientes ak e fei- 

to tendo em conta que: 



(i) Algumas £unções 4 (2) podem ser faci lmente  ex - 

pandidas em série de potências através de operações algé- 

bricas. (veja exemplo 1 a seguir) ; 

(li) Para transformadas de Laplace quaisquer, as 

derivadas na equação (23)  podem ser avaliadas por in tegra  - 
çáo em contornos -no plano complexo .(ver 3 . 1  - 2 )  sendo que 

(ii) é mais geral (ver i[ 121 .) . 

2,.1.1. ~étodo "especial" para 2 cálculo boç coef ic ientes  

Exemplo - 1:  Consideremos a transformada de Laplace 

F ( s )  
-v-7 exp ( -us-', ) 

onde u 6 -nfirnero real positivo arbitrário e a deverá ser 

escolhido como a=v,  como veremos depois. 

~ntão obtemos de ( 21  ) 

e p r t a n t o  a funqáo original é dada por: 

De ( 2 9 )  um resultado interessante p d e  ser obti - 

!Q. Sabendo-se que 



obtemos uma importante expansão em série para a fur í~ão  

de Bessel de IQ tipo: 

da m e s m a  forma podemos obter: 

As equações ( 31  ) e ( 3 2 )  são extensões das expan - 

sões em série dadas por Sinsworth (ver 11 21 ) . 
Podemos observar então, como já haviamos comen- 

tadis' em (i), que para a lguns  tipos de transformada de 

Laplace a expansão em série de potências da função cor- 

respondente $ ( z ) ,  dada pela equação ( 8 1 ,  é ~onhecida ex- 

plicitamente ou pode ser facilmente obt ida  por operacões 

algébricas, como por multiplicação de séries conhecidas, 

'ou, se F ( s )  é funcão racional, pof divisão longa. 

Ainda muitas transformadas de Laplace podem ser 

inver t idas  da mesma forma, ernWparticular t i p o s  de trans - 
formadas racionais e irracionais, i s t o  é : 



onde , ak, bk são números reais a rb i t r á r ios .  Supõe-se 

no en tan to ,  que F ( s )  6 analítica para Re ( s )  - > 1. 

Como já f o i  dito, a situação 3.1.1 caracterizam 

método " e s p e c i d l '  para o cálculo dos ak. A seguir, segun- 

do (ii), apreseritaremos um método mais geral: 

2.*1.2. Cálculo - dos coeficientes via aproximação da 

integral de contorno: 

E s t e  método é baseado na teoria das funbões com- 

plexas. Se F Z s )  é analítica para Re ( s )  - > - c; $ ( z )  

.- é anal í t ica  dentro e sobre o cálculo unitário. 

~ n t ã o  temos 

onde C é o círculo l z l =  r com r < i. Subs t i t u indo  z=re 2 n i t  

(38) obtemos : 

n Ainda, como z @(z) é anal í t i ca  dentro e sobre C ,  temos: 



Combinando (39) e (40) : 

e 

4k (0) -k 
1 

-- = -2is 
k ! / Irn(+(r e 

O 
2Tit)) çen 2 7 ~  dt (4 2) 

Fazendo r=l em (41) temos: 

E s t e  resultado tambzm pode ser obtido s u b s t i t u i n  

do-se ,diretamente (38)  em ( 2 5 ) .  

Contúdo, permanece a inda  o problema do cálculo  

dos coe£ icientes de Fourier em cossenos da f unqão R d 4  (ei0) } 

que pode ser f e i to  por uma das s e g u i n t e s  fórmulas de apro - 
. 1 ximação conhecidas: 

onde 



sendo que para avaliaqáo das equações ( 4 4 )  e (45 )  a trans - 

formada rápida de Faur ie r  pode ser aplicada, mas geralrnen - 
* te o n k e r a  d- termas necessários em ( 2 4 )  não e grande, 

logo o uso desta transformada é desnecessário. 

Faz-se necessário ainda dizer que o método que 

acabamos de descrever requer  valoxes de F ( s )  para vale- 

res de s sobre o eixo imaginário ou sobre o u t r a  linha ver - 

t i ca l  no plano complexo. Outros métodos são conhecidos com 

esta  característica (I111); são baseados na avaliaFão de 

onde (w3= Re f~ (d + iw) I ,  d é real tal que F (s) é analiti- 

.. ca. para Re l s ) l  d. Os métodos diferem apenas no método nÚ - 
merico usado para o cálculo da integral  ( 4 7 ) .  



2:2 A modi£icação de Lyness-Giunta 

Introduziremos agora uma modificação do método 

anterior sugerida por Lyness e Giunta [I11 , cuja eEiciGn- 

c i a ,  segundo os próprios autores, tem sido verificada e 

confirmada através de muitos experimentos numéricos, já 

que anteriormente ou autores acreditavan que  os rnétalos fos - 
sem equivalentes. 

Parte-se novamente de uma expansão d e  f l t )  em 

' termos de funções de Laguerre, ou s e j a :  

Li 

a qual pode ser mostrada que existe. Sendo que a maior di - 
ficuldade em explorar i s t o  numericamente &'determinar valo - 

. .- 
res para b e o.  

A p a r t i r  da:, usando tambêm as idéias de Piesçens- 

Branders de que os coeficientes A em (48) coincidem com 
S 

os coeficientes da expansão em Tayíor da função ~ ( z ) ,  isto 

onde 

e considerando a representação da integral de Cauchy: 

onde C &,qualquer contorno que inclua a origem e não in- 

clua qualquer singularidade de $ ( z ) .  Por várias razões 



toma-se C um contosno s i n g u l a r ,  centrado na origem, de 

raio r. {Ver / 1 1 ] ) . Sendo assim, 

No entanto ,  esta i n t e g r a l  pode e será aproximada 

usando a regra m-painel trapezoidal; 

m 
a i m ,  1 I .L 4 ( r e  Ir) = - 2nij/m)exp ( - 2 í - r i s j / m )  s rsm 1-3  

Agora, como 4 ( 2 )  6 real quando z é real e $ (E )  = 

m, a soma em ( 5 3 )  requer somente m/2 avaliaqões inde- 

pendentes  tanto da parte real como da par te  imaginária de  

$ ( z l .  Assim: 

[m, 1 3  
="/2 

a 
S 

(r) = - L Re{$re 2'ij/m) } cos ( 2 n s  j /m) ( 5 4 )  
rsm j=i . 

2 * -  s L I m I $ ( r e  2nij /m)} sen ( 2 í ~ s j / r n )  . 
r m j =1  

sendo que n e s t a  "modificação" usa-se e s t a  aproximação para 

a para s i 0 , 1 , . . . ,  m-1. 
S 

Ora, vejamos então como os modelos de aproxima- 

ção usados desde Weeks [I51 e m e s m o  o de Piessens-Branders 

[I21 diferem deste: 

Em Lyness-GiUnta [ l l ] ,  como podemos ver, desde 

que 4 ( 2 )  não tem singularidade no i n t e r i o r  do circulo 1 z 1 = 

=r, do teorema de Cauchy: 



~ohbinando ,es te  'kesultado (d iv id ido  por r2S)  com (52 )  e 

tomando a soma e a diferença; encontramos: 

sendo que pqla sfmetria, a in tegra l  final em (56)a é pu- 

ramente imaginária. 

N o t e m o s  que quando s>O, claramente, A s i  - i B s  e 

a definem a mesma quantidade; e em todos os casos, 
S 

A aproximação usada por Weeks [ I  51 , consiste em 

aproximar a representaqão i n t e g r a l  ( 56 )  para s=O,li.. . ,d2, u - 
sando a m-painel aproximação do ponto médio: 



Sendo a segunda igualdade justificada pelo £ato de que 

$ ( z )  6 função analítica, real quando z é r ea l .  ~ l é m  dis- 

to ~p ( y )  =$(y), tai queas pa~%=~ real e imaginária de + (re iB) 

são simétricas e anti-simétricas sobre O = n.  Como o £a- 

tor  coseno é simétrico, segue a segunda igualdade. 

, E s t a  aproximação requer m/2 avaliaçÓes da £un- 

ção Re($(z). Como 

ela requer também m/2 avaliações das partes real e imagi- 

nária de F ( s ) .  

Em relagão as aproximações apresentadas anterior - 

mente, salientamos que Weeks [I51 usa a aproximação do 

ponto médio (58)  com r=l ;  já P i e s s i n s  e Branders  [ I 2 1  pro - 
puseram, com r=?, a aproximação .do ponto médio e do ponto 

extremo. Esta Última dada por: 

m 

As 
11 ( 1  = - L (re 

s 2nij'm) cos ~ n s j / r n  
r. m j = 1  



Resumindo, o método o r i g i n a l  d e  Weeks usa aproxl - 
mação ( 5 1  ) com 

- 
as= A~ [ m r o l  (r), 5=1,2, . . . r  4 2  -1 

~iessens/~ronders discutem este método e o méto- 

do correspondente ao ponto extremo, ao qual podemos nos 

referir como método de Weeks ajustado, uma vez que é pre- 

cisamente como o acima, substituindo [mel] por [m,O]. 

Por fim, a modificação de ~yness/~iunta usa (51)  

c o m  

' I ( 6 1  
I 
'i 

Out ras  modificações podem ser feitas, , segundo 

Lyness/Giunta. Por exemplo usar BS no lugar de A i  em ( 6 0 )  

OU a s [ m t o l  (r) no lugar de as ' (r) e 6 I . Mas apesar 

d e  que 1i=m'2 em (60) e p=m-1 em (61 ) sempre é requerido 

a ,parte  real e imaginária de m/2 valores da função  F ( z ) .  

Como já f o i  dito anteriormente, a escolha dos 

parâmetros que se apresentam é de grande importãncia nas 

aproximaçÕes dos coeficientes ak. Como veremos a seguir: 



. S . 3  Escolha de parãrnekros 

Ana1 isando i n i c i a l m e n t e  as considerações de 

Piessens [ I  21 , onde assumimos que f (t) pode ser expandida 

numa série: 

03 

f ( t )  = e -et ta C 
k=O ak Lk (a) (bt) 

e, como já foi dito, os parâmetros a ,  b, c são,introduzl- 

dos nesta equação na t e n t a t i v a  de a f a s t a r  qualquer i r regu-  

laridade em f d t )  e para acelerar a convergência da mesma. 

Neste sent ido,  6 muito importante escolher "a" 

t a l  que tFa f (t) possa ser f acilrnente aproximada por um po - 
linÔmio. ~ l é m  disso o parzrnetro "a" deve ser determinado 

t a l  que s F ( s )  se ja  ana l í t i ca .  não tenha "branch point" 

no i n f i n i t o ,  e então possamos escrever 

sendo que o valor Ótimo de "a" 6 obtido-se na equação (621, 

E 'importante salientar que devido a introdução 

do parametro a, uma classe multo grande de transforrnaãasde 

Laplace podem ser eficientemente invertidas, tornando-se 

evidente a vantagem do uso  dos polinõmios generalizados de 

Laguerre. Contudo, um valor õtirno de a nem sempre existe. 

(Ver 1 sec 5, exemplos 5 e 6 ) . .  

J; o valor do parametro c é determinante para o 

comportamento a;sintótico d a  série t runcada da equacão (24) 

para t+m.  Se possível é preferível escolher -c igual 
- 
a 



par t e  r e a l  do polo dominante de F ( s )  . 
Quanto 5 escolha do paismetro b, pela equação (46) 

é intuitivamente evidente que sua convergência é melhor 

quanto mais afastados as singularidades de $ ( Z )  estão do 

círculo unitário, ou em outras palavras, quando as singula - 
ridades de F ( s )  estão mais afastados da linha vertical 

Re (s) = "2 -c no plano complexo. Em v i s t a  d i s s o ,  seria 

de se pensar  que um grande valor de b é favorável para uma 

boa convergência da série. Mas n e s t e  caso, somente um nú- 

mera pequeno de termos pade ser usado, já que por ( 4 4 )  e 

( 4 5 1 ,  o erro r e l a t i v o  do a cresce muito com k. Se, devi- k 

do ao erro de arredondamento, não há redução dos coef ic ien  - 
t e s  ak depois de N+1 termos, a série 6 truncada e o erro 

de truncamento E é aproximadamente i g u a l  ao primeiro ter-  N 

mo negligenciado: 

e -ct ta- E = a  N - N+l L ~ +  1 (a) (bt) 

Agora, o maior zero # d e . L  N + 1  l a )  (bt) r (ver [I21 

é dado aproximadamente por: 

P o r t a n t o ,  para t<< o erro E osci la;  mas para va N - 
lares grandes de t o erro cresce muito; sendo que esta dis - 
cussão 6 válida somente no caso de convergência rápida da 

seqtiancia dos coef ic ientes  ak. 

A conclusão 6 que com b crescendo, somente um pe - 
queno número de termos pode ser usado em ( 2 4 ) ,  e o Interva - 
10 de aproximação é ,menor .  Logo, se a função original de- 



ve ser conhecida num intervalo grande, devemos tornar um va - 
lar pequeno de b e calcular mais termos namern ( 2 4 1 .  

No caso de modificação introduzida por Lyneçs e 

~iunta, os autores ainda não discutem as escolhas dos para - 
metros a, b, m requeridos para definir o método, preten- 

dendo fazê-lo em' publicações subsequentes ,  sendo discutida 

apenas a escolha de r, que é uma conseqUência dixeta das 

fórmulas apresentadas. Assim em [ l l ] ,  a partir da influên - 
tia de r nos valores dos erros; a influência do tipo de a- 

proximação (m-panel) usada, e outros  c r i t é r ios ,  os autores  

sugerem Ó uso de r=1-6, onde 6 é escolhido t a l  q u e  8 m  < 2, 

onde 6 o maior valor de m permitido no programa. 

3 .  inversão com Séries de Fourier: 

Passamos a analisar, um método para inversão num6 - 
-rica da transformada de Laplace, baseado na aproximação a- 

través de Séries de F o u r i e r .  O metodo é sugerido por Dur- 

bin 171, e na verdade é uma prohngação natural, um aper- 

feiçoamento de um método anterior apresentado por Dubner e 

Abate. 

A transformada de Laplace de uma £unção real ,  de - 
finida para t positivo, localmente integrãvel, de cresci- 

mento exponencial na i n f i n i d a d e  e tal que para t d o  t no inter- 

valo -r (O,m) existe ma vizinhança em que a função é de variação 

limitada, e sua fórmula inversa, já sabemos, são definidas 

como : 



F ( S )  = L [ ~ ( ~ J J  = e -st 
O 

f (t) dt, Re (S I  > v  ' ( 6 4 )  

onde s = v+iw; v,w E IR e v a rb i t r á r i o  de t a l  forma que a 

parte real de todas as 'singularidades de F ( s )  sejam meno- 

res q u e  v. E como sempre 6 possivel nrecolocar" as slngu- 

l a r i dades  de F ( s )  2 esquerda da orfgem, se necessário, a- 

través de uma tãanslação adequada do e i x o  imaginário, na 

discussão que segue assumimos que (64 )  e ( 65 )  existem para 

Reis) > v > 0. - 

Expandfndo ( 6 4 )  em integrais trigonométricas: 

F C S )  = e -v t  
o f (t) coswt dt-i O e -Vt f (t) senwt dt 

- 6 6 )  

Usando que ds=idw em ( 6 5 ) ;  obtemos: 

+ i (Irn {F (s) 1 çoswt + R~(F ( s )  }sawt) dw] 
-00 

- ~evj .do  ã paridade d e  R~{F(s)) e ~ r n i ~ ( s ) ) ,  a par- 

te imaginária em (69) se cancela, resultando: 



Mas para t<O, f ( t ) = O ,  o q u e  s ign i f i ca  que 

im ( R ~ F  ( s )  1 coswt + i r n  IF ( s )  1 çenwt)  dw = O 
O '(71 

Conseqnentemente obtemos t r ê s  fórmulas para a 

transformada inversa de Laplace f ( t ) ,  correspondentes ~ ( s ) :  

A p a r t i r  d i s t o ,  segundo Dubner-Abate, cujo  fraba - 
\ l h o  antecedeu o de Duxbin [ 7 j ,  tomamos h ( t )  uma função re- 

4 
1 .  

a1 de t, com h ( t )  = O para t<O, e construimos um conjunto 
'i 

i n f i n i t o  de funqõeç pares, 2~-Periódicas, gn ! t, , conside- 

rando secções de h (t) em intervalos como [nT, (n+? 1 T )  . 
(Veja Fig. 1 ) .  A s s i m :  

. . 





Desenvolvendo cada gn (t) em série de Four ier  em 

w 
gn(t) = An,O + L An,k cos fik t; Rk = - kn (81 1 

2 . k = l  
T 

onde A = 2 n ,k  - h ( t )  cos k n  dt 
* -rn 

- 

Agora, como sempre é poss ível  escrever 

h ( t )  = e -vt 
f (t) ( 8 3 ) a  

temos que 

e portanto 

v t  c0 t e* gn't) = . 2e [I Rei?? (v) i + L R~{F (vikni) - } m s  kr - t] ( 8  5 ) 
n=O T 2 k=l - T '  T 

ainda usando /76,77,79,80,83a,83b) obtemos 

= f (t) + ERRO '1 ( v , t , T )  d 8 7 1 

OU seja ,  

f lt) = -  2evt 11 R~{F(V) I +  L R ~ ~ F ( v + s ~  1 ~ 0 s  - kir t i - m a  1 

que é a fórmula de Dubner-Abate; numericamente válida $0- 

mente para t - T'2. 



O ERRO 1, de disc re t i zação ,  6 uma função de v,t,T, sendo 

é claramente o fakor de maior distfirbio, já q u e  cresce.ex- 

ponencialmente com t, 

Continuando o método anter ior ,  Durbin (71 também 

parte da consideração da função h (t) no intervalo (nT, (n+l )TI, 

desta vez construindo .um conjunto i n f i n i t o  de 

funções  impares, 2T-periódicas K,(t); (ver f i g  11), por de - 

h (t) nT<t< - - (ntl )T 
n = 0,1,2,... K (t) = n -h (2nT-t) (n-1) T<tcnT - 

De forma análoga, nos intervalos (-T,T) , (O ,TI , 

(T, 2C) podemos escrever: 

Agora, a representação de Fourier para cada fun- 

ção ímpar K, (t) é: 

03 m 
~,(t) = L E sen - ~ T F  t = C .B sen Rk t 

k=O n,k T k=O n ,k  

= I (n+l )T .-vt 
onde Bn,k f (t) sen  fik t dt 

nT 





Somando (92) em relação a n 'e comparando cem (66): 

C*J 

= 2 jrn ehvt f ( t )  sen kn t dt = -2 Im {~(v+krr i)] 
Bn,k T o - - - 

n=O T T T 

' 'Então somando ( 9 1  ) em relagão a n e multiplican- 

do ambos os  lados por evt obtemos uma relação semelhante 

a (85): 

. Igualmente, no intervalo (0,2T) encontramos então, usando 

.- e p,ortanto outra representação para f (t) é: 

Se analisarmos as duas expressões semelhantes ob - 
t idas :  

v t  = -2e [ Tm i ~ ( v + k i ) )  s en  - kn t] (96b) 
T k=O T T 



1 

qualquer uma delas não mostra vãntãgeh especifica, já.. que 

ambos os termos do erro contém um fator que é exponencial- 

mente crescente com t, ainda que estes fatores tenham si- 

nais opos t.os, 

Para uma anál i se  mais precisa ,  notemos que como 

não existe singularidades de F ( s )  no semi-plano direito 

(Re I F ( s )  1 > 0) temos (I71 , [ 3 1 )  c>O, rn>O - e t>O tal que 
0" 

[f(t) 1 2 c tm, para todo t>t . - 0 
Sendo qssirn, vejamos por exemplo o caso que 

If(t) 1 <'c- Tanto  ERRO 3 (v,  t, TI como ERRO 2 ( v ,  t, T) teit 

o mesmo l i m i t e ,  dado por: 

< c exp (-vT .i. vT) ,cosh vt - 
senh  vt . 

Mas vamos reduzir consideravelmente este limite 

se somarmos em (96a) e (96b) :. 

w 
f (t) + L e-2VKT [f (2KT+t) ] = f (t) + ERRO 3 (v, t i  T) = 

k=l 

v t  - 03 = - e [ L R e  {F(V)} + C Re I ~ C v + k n  - i)] cos - kr t 
T 2 k=l T T 

03 - ç ~ r n  { F ( v + ~ T  - i)) sen k~ t] - 
k=O T T 

para O t < 2T . 



vil 
.rl 
'd 



(100)  

onde R, ccl,,.., ami-1 E 33. 

De novo vemos que o termo do erro decresce rapidamente com 

v T ,  e depende de T. 

Ocorre também erro de truncarnento em ( 9 8 )  devido 

ao fato de ser somado em (98) somente um número f i n i t o  de 

' termos N. Este erro é expresso como: 

ERROT (N,v,t,T) = e vt - [ F Re { F ( V + K ~  - i) 1 cos kn - t 
T. k=N+1 T T 

- I r n  {F(V+KT L) 1 sen  Kn tJ - - 
T T 

~ntão o valor  aproximado para a transformada in- 

versa f (t) , por este método 6 

vt N 
£#I = [I R ~ { F  (V) } + ' C {R@ {F (v+kn - i) } cos - k~ t 

T 2 k=l T ' T 

A ,'subrotina ALG-619 calcula a trans£orrnada inver - 
sa de Laplace usando 6102) conforme veremos no capítulo 3, 



CAPITULO I I I  

UMA APLICAÇRO DA Ib!VERSAO NUMERI CA DA 
TRANSFORMADA DE MPLACE PELO ALG - 619 

Neste cap í tu lo  discutiremos uma subrot ina  FORIWW 

para,inversão numérica da transformada de Zaplace, conheci - 
da como Algoritmo 639 ou ALG 619,  a qual.será aplicada a 

um problema de-fluxo d e  neutrons num reator nuclear l e i t o -  

-fluidizado. E s t a  s u b r o t i n a  f o i  desenvolvida por Piessens 

e Huysmans [ I 3 1  e será utilizada n e s t e  trabalho, experimen - 
tando modificagões, incluindo algumas referentes a escolha 

-da abcissa 6tima de convergência. 



i, O Algoritmo 6 1  9 - (ALG 61 9 )  $ 

Como já pudemos constatar, existem muitos meto- 

dos  di feren tes  para i n v e r t e r  numericamente a transformada 

de ~ a p l a c e ;  Contudo, somente u n s  poucos metodos são acei- 

táveis para inversão a,uttomática. 

O algoritmo 6 3 9  t e m  como base uma das variantes 

do método de aproximação por Séries de Fourier: o método 

de Durbin (ver cap. 11) ; segundo os autores Piessens e 

Huysmens 1131 por permitir aplicação a uma grande classe 

de funções, um grande intervalo de valores de t e uma esti - 
mativa segura do erro, aspectos estes requeridos quando um 

programa é planejado. 

Senão assim, partindo de uma aná l i se  geral, O 

usuário introduz n e s t e  programa: 

1 .  Uma subrotina para avaliar a função complexa F ( s )  , ' da 
4 
1 . J var iável  complexa s ,  a ser invertida; 

2 ,  A abcissa de convergência de F ( s ) ;  

3.  O valor de t; 
. . 

4 .' O erro requerido. 

0.programa então  fornece um valor aproximado de 

f ( t )  no intuito de satisfazer a precisão requerida ou £or- 

nece uma observação de que a precisão não pode ser obtida. 

Sendo que um valor aproximado para a transformada inversa 

de Laplace, f ( t ) ,  & dado pela fórmula de D u r b i n ,  estabele- 

cida no cap í tu lo  an te r io r :  



vt w f (t) = - e [ ~ e  {F ( V )  ) + L Re IF ( V ~ K T  i) 1 cos Kn t' - 
T 2 k=l T T 

- .  - C Xm I F  (V+KT i)) sen KT t] k=l . - - 
T T 

sendo F ( s )  = ,-- e-s t  
o 

f l t ) d t  , Re(S)>v - 

A fõsmula ( 1 )  6 irnplernentada numa subrotina FOR- 

TRAN dita DLAINV; a inda  existem as subrotinas auxil lares 

DQEXT, que é uma implementação do algoritmo-€ de convergên 

tia, e D.lMACH, q u e  £oknece as constantes.dependentes da má - 
quina. (ver [ 1 2 ] ) .  

Para os valores dos parõmetros livres d e T (ver 

cap. 11) em ( 1 ) , os autores sugerem T= 16t e a=v+2't , onde 

. v  é a abcissa de convergência de F ( s ) .  Com es tes  valores, 

o erro d e  discretização (cap. 9 9 )  é desprezível. Tomando 

um valor menor de T, a ef ic iência  pode aumentar (o número 

de avaliações requeridos de F ( S )  diminuiria),, mas as* cus- 

t a s  da confiabilidaae do erro estimado. [que é prioritá- 

ria) ; 

A série i n f i n i t a  ( 1 )  é truncada automaticamente 

pelo algoritmo-& de maneira que o erro de truncamento este - 
ja dentro de precisão desejada. 

Ainda D L A I T  fornece uma estimativa do erro abso - 
luto do resultado computado. E s t a  estimativa i n c l u i  somen - 
te o erro de truncamento da avaliação das séries i n f i n i t a s  

( 1 )  e não o erro de discretização da fórmula de inversão, 

que normalmente é muito menor (para valores grandes de T). 



O usuár io  tem de conhecer somente o signif$cado 

dos parárnetros da subrot ina  DLAINV. A seqfiencia chamada 6 

CALL DLAINV ( F U N ,  T, V, EPSRE, EPSÃB, RESULT, ESTERR, NUM, 

I E R )  

sendo que: 

~arâmetros de entrada: 

FUN: subro t ina  d e f i n i n d o  a transformada de Laplace como 

uma função complexa 

T: valor  da vaxiãveJ. independente para o qual a t r ans fo r  - 
mada inversa t e m  de ser computada (T > O) 

C :  abcissa de convergência da transformada de Laplace 
C 

EPSRE : Erro re la t ivo  requerj-do 

EPSAB: Erro absoluto requerido 

~arârnetros d e  saída: 

RESüLT - transformada inversa de Laplace 

EPSERR - estimativa do erro: ABS (F (TI - RESUL?) . 
NUM - ~ Ú r n e r o  de avaliações do F U N ,  

IER 1 ~arsmetro que fornece informação sobre o t é rmino  do 

algoritmo: 

IER = O z término normal- e seguro (convergência) 

IER = 1 : os cãlculos foram interrompidos porque o li - 
m i t e  dò número de avaliaçoes de FUN foi a- 

t i n g i d o  

IER = 2 : o valar.de T 6 mencr ou igual a zero, 

A listagern do programa contém in£ormações mais prec i sas .  

Contudo, & preciso que s e  faça restrições quanto  

a alguns' aspectos, corr~o: 



- para entrada da função  F ( s )  a ser i nve r t i da  é 

exigida a decomposição da mesma' em s&as compbnentes real e 

imaginária;  

- , a  abcissa de convergência usada é arbitrária; 

- o erro ê estimado em termos da soluçào exata 

( E X A ) ,  a qual nem sempre é conhecida. 

2. ALG-619 modificado: 

Tendo em v i s t a  os aspectos acima citados, e apli - 
caqão no problema {item 3 ,  a s e g u i r ) ,  Introduzimos algu- 

mas modifica~ões no ALG-639: 

- a decomposição de F ( s )  en suas ccrnponentesreal 

e imaginár ia  (no caso em que F ( s )  G quociente de polino- 

m i o s )  passa a ser f e i t a  automaticamente: 
: \ 

; ' - o erro passou a ser estimado em termas de algo - .,: 
ritmos significativos corretos: ASC. 

- finalmente, Introduzimos ao algoritmo'a esco- 

. . lha  da abcissa Ó t i r n a  de convergência (para N e T fixos) , 
cohsiderando-se a def in ição  de parámetro Ótimo quando os 

valores absolutos dos erros de t runcarnento e discretização 

são iguais. 

Com relação 5 abcissa Õtima de convergência, o 

cálculo & feito conforme [ & I .  Tomando-se: fN: O valor a- 

proximado de f ( t )  computado por Durbin 

v t  11 
f , ( t )  = - e [ I  R e { F ( v ) } +  E {Re { ~ ( v + k n  - i)) cos - kn t 

T S k= 1 T T .  

- Im G F ( v + ~ T  i)) sen - kn t)] . 
T . T 



e': 

R(N,v,t,T) a expressão à d i r e i t a  (entre colchetes.) no 

erro d e  truncamento correspodente: 

Ignorando a dependência de v em 2, fixando t, T:R(N,v,t,T) XtN) , 8 ,  

onde 6 E [ -1, 11 i n d i c a  a apltcação d e  um mé - 
todo de aceleração ( & = I  , nenhum método 6 'usado) . Assim: 

ERROT ( N , v , t , T )  e v t  - 
m 

R(N) 6 .  

Sendo f (t) , por Durbin, dada por: 

vt Q) 

--f(b) =c [I Re { F ( v ) }  +kfl R ~ { F ( v + ~ T  - i)) cos ' k ~  - t 
T 2 T T 

00 - E Im {F (v+kn i) 1 sen kn t] - ERRO3 k=O - - 
T T 

W O  < t < S T ,  onde 

é o erro de discretização; temos de ( 5 )  , ( 6 )  , ( 7 )  

Agora, escolhendo-se v,, v2 grandes ,  v 
< 1 * vs, (por exern- 

ple, v, = 20; 
3 v2 = v1 

-2 ) ,  então: 



' Ainda,  como o erro de discretização ( 7 )  pode ser 

escrito como : 

Portanto ,  usando a definição de abcissa Ótima 

quando os valores absolutos das erros de discretização e 

truncamento são iguais, e por ( 5 )  , ( 1  0) , (1  1 ) , encontramos 

a seguinte expressão para abcissa Ótima: 

3 .  Modelo de fluxo de n e u t r o n s  dependente do tempo em um 

reator nuclear leito-£luidizado 

v OPT = - 1 Zn 
2T+t , 

Num reator nuclear do tipo leito-fluidizado, a 

R(NE 6 

reatividade cresce com a perosidade para um valor  máximo 

e depois decresce. Este reator opera na condicão c r i t i ca  

T fN (2T+t) 

a qual é usada no ALG-619 modificado. 

quando a porosidade 6 a correspondent& ao rnãximo fia reati- 

vidade. Um desvio,da condição c r í t i c a  pode ser simulado 

por urna equaçao de difusão com fronteira móvel. A distri- 

buição do fluxo de neutrons dependente do tempo no núcleo 

c i l 3 n d r i c o  do rea tor  é dada por r [ver Ç 41  1 . 

para 2 ,  < z z (t) , Q < z < t , s u j e i t a  5s condi~ões de 
r 1 

fronteira  



e 5 condição inicial C / z , t )  = ~ ( z ) ,  t=O, z X < z (0) 
1 2 

116)  

Onde o movimento da superfície da f ron te i r a  6 especifica - 
do por z = z (t). 

2 

A técnica de inversão numérica da transformada 

E de Laplace por sé r ie  de Fourier (ALG 679) foi aplicada ao 

problema ( 1 3 ) .  Para investigação do grau de precisão da 

solução de Laplace, f o i  considerado um problema de frontei - 
ra móvel, com solução exata conhecida; cuja formulação é: 

a C$ - K$ 2 para O<XcT-vt, O<t<t - 
1 

I171 
ax2 at . 

I s u j e i to  as condições de f ron te i r a  
4 

e condição i n i c i a l  $Ix , t )  = 1, t=O, O<x<t ' 

Aplicando à ( 1 7 )  a técnica d a  transformada de 

Laplace, a seguinte solução é obtida:  



onde L-' é o operador inverso de Laplace. A inversão ' em 

(21 )  foi f e i t a  numericamente usando o ALG-619 e poster ior-  

mente o ALG-619 modificado, 

Uma comparação de resultados obtidos pelos méto - 
dos da transformada integral generalizada (ordem zero e 

um) (ver [ ? I ) ,  por inversão numérica da transformada d e  

Laplace, e a s o l u ~ ã o  exata (segundo 1 4 1 1 ,  apresentada 

na tabela I. Observa-se que o ALG 6 1 9  e sua modificação 

apresentam bons resu l t ados .  Pela sua simplicidade, este 

algoritmo pode ser utilizado a uma certa classe de proble- 

mas de fronteira, com eficiência. 



Tabela I: ~ornparação de valores nurnêricos obti - 
. 

dos para exp (kt) $ ( x ,  t) por d i feren-  

tes, métodos (c=l , t = O  ,5, vl=20, v2= 

=v,-2).  

A;TrC 

5 

E m %  

47 

4.2 

3.0  

0.01 

- 
- 

V 

0,36431 
0,24294 

V d m  

0,20538 

0,14523 

0,14354 

0,13945 

0,13943 

0,13939 

x 

1 - (I-*) 5 
- 

0,27859 
0,24294 

0,16893 
O, 24294 

Ordem zero 

Orüm z e m  

lG, o& 

Laplace . 

Iaplace 
wf. 
b a t o  

0,17471 

0,12354 

0,12401 

-0,12259 

-0,12039 

0,12036 

0,12693 

0,08976 

0,09240 

0,08992 

O, 08971 

0,08966 

2 5 (I-*) 

3 5 (1-*I 

45 1 
2.6 

3.0 

0.3 

- 
- 

42 

O. 1 

3.1 

0.06 

Ordem zero 

O r d e m z ~ ~ ~  

19 ordm 

eiaplace 

Iaplace 
Modif. 

Exato 

Ordemzero 

Ordem zero 

18 ordem 

L a p l a ~  

mplace 
W f .  

mato ' 

5 

. 4  
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APEMD I CE 

A TRANSFORMADA DE LAPLACE 

N e s t e  apêndice apresentaremos alguns resultados 

básicos d a  transformada de Laplace, no e s p i r i t o  do clássi - 
co t rabalho de Widder 1161.  A transformada será definida 

em termos de EunçÓes de variação limitada. Isto permite 

considerar uma classe ampla de funções que possuem trans- 

formadas, em par t i cu la r  a classe de funcões de ordem ex- 

ponencial que é comumente apresentada na literatura da 

transformada de Laplace. 

O estabelecimento da região e abcissa de conver - 
gência é o pr imei ro  passo que segue-se ã definição da 

transformada de Laplace. A seguir considera-se o caráter 

analPtico da transformada. A propriedade de unicidade 

das transformadas, conhecida como o Teorema de Lerch,abre 

caminho para a fó rmula  de inver&o por meio de i n t e g r a i s  

de contorno. Ainda será considerada o produto de trans- 

formadas atravgs do processo de convolução e finalmente 

estabelecermos algumas propriedades de interesse especifi - 
co na resolução de equações diferenciais. 



Definições - e ConvergEncia 

Se ja  a ( t )  = a l  (t) + i a (t) uma iuncão complexa 
2 

de v a ' r i a ~ ã o  limitada no-intervalo O - < t - R Para todo R 

positivo. ?e£ ini'mos a -transformada de Laplace -S t i e l t j  es 

da função a através da i n t e g r a l  - 

Im ,-St da(t) = l i m  IR ,-st 
O '  O 

da (t) , 11) 
R - F ~  

quando ela convergir para um dado valor de S .  Neste caso 

b 

designamos a i n t e g r a l  como F Es) . Se -o! lt) e de variação 

l imi tada  no intervalo &<t<R para todo E positivo e R po- - 

sitivo, e'htão usaremos a notação 

€+O . 

1 / quando o limik existir. Por exemplo, se a(O) = O, a l t )=  t sen t I r  

temos que 

Im e-st -st 1 
o dci(t)  = s i m e  O .  t sen dt, R~(s)>o, 

mesmo que a ( t )  nao s e j a  de variacáo limitada em t o r n o  da 

origem. 

Agora, se a i n t e g r a l  - ( I )  converge para s =v +iw , 
0 0  O 

então, converge para todo s = v + i w  com v > v , Isto de 
O - 

corre do seguinte resultado: 

TEOREM 1: Suponhamos que B I R )  = [ 
R ,-st 

- da(t) é limita O - 
da para todo R não-negativo. ~ n t ã o  

onde a i n t e g r a l  na d i r e i t a  converge absolutamente. . 



. . . , 

Decorre que a d ive rgênc ia  de ( 1 )  no ponto s=s ; 

o 

implica diverggncia para todo s com v V . .  Mais precisa 
o - 

mente-temos três alternativas: 

(a) a i n t e g r a l  ( 1 )  não converge em nenhum ponto; 

(b) a i n t e g r a l  converge para todo ponto; 

(c) a I n t e g r a l  converge para v > v e diverge c 
para v < vc. 

N o  caso (c) definimos vc como'sendo a abcissa de conver- 

gência. No caso (a) escreveremos vc = m, e no caso (b) , 

.Os seguintes exemplos mostram q u e  os tr6s casos 

podem ocorrer: 

Para e s t e s  exemplos, consideramos a ( t )  da forma 

a(t) = lt £ ( r )  dr, Riernann integrável ( 2 )  
O 

de modo que 

< 

Quando a ( t )  é da. forma (2) , escrevemos 

e nos referimos a 1 3 ) :  como sendo a Transformada de Lapla - 
ce da função f (t) . Usualmente denotamos ( 3 )  ' como uma 

função F ( s )  da variável S. Obseme-se ainda gue para a(t) = 2Jt, 

por exe~nplo,  temos 
2 71 

;t 2 im =-x dx = - 
li dt = J5 o 

S 



no sentido de ( I )  I .  

Quanto à abcissa de convergência vc, pode ser 

determinada em termos da ordem de crescimento- da £ u n ~ ã o  

a (t) . Mais. precisamente : 

TEOREMA 2 :  a) Suponhamos que 

lim log l a ( t ) l  = K t Q 

~ n t ã o ,  v = K. E s t a  afirmação & também vãlida nos casos 
C 

K = & m .  

b) Suponhamos que vc - > O. ~ n t ã o  

c) Suponhamos que 

e que lim a(t) não existe. Então vc = 0. 
t+- 

d) Se a ( m )  = lim a(%) existe  e se 
t +o0 

e) Se vc < 0; então a (m) existe e temos 

Observe-se que c) não é válida sem as hipóteses em a(t). 

-t Pois se a(t) = 1 - e então K=O, mas v' = -1. 
c. 



E s t e s  resul tados  decorrem das relações en tSe  a 

ordem de a(t) e a convergência da transformada, como se- 

gue: 

. . 

- -  y t  Lema I r Se m (t) = O ( e  ) , quando t tende ao i n f i n i t a ,  

para alqurn'real y; então a i n t e g r a l  

Im .-st da(t1, s=v+iw 
O 

converge absolutamente para v > y. 

Por o u t r o  lado, p a r t i n d o  das propriedades de convergência 

de i n t e g r a l ,  temos: 

' ~ e m a  2: Se a i n t e g r a l  - -  

converge para s=s = y + i 6  com y >, O 
O 

n + ( y < O ) ,  então 

a(t) = o (eYt), 

quando t tende ao i n f i n i t o .  (respectfvamente 

a (t) = a (m) + O (eYt). 

Deve ser observado que o caso y=O.nãe é velido. 

pois, para a ( 0 )  = O, a (t) = 1 a integral 11 1 converge pa- 

ra todo s;  porem a ( t )  z O ( 1 )  quando t tende ao infinito. 

~arnbém, se a(t) = 2 l t - < I )  e a ( t )  =. ZJ t ,  (t > 11,  a i n t e -  - 
gral 1 5 )  para s=i é dada por 

.-iu 
lCD du a qual. 6 convergente. Mas a (m) 

a Ju 
não existe. 

É importante ressal tar  que da discussão acima 

decorre, 'em particular, q u e  para funç6e& f (t) que são 

Riemann integráveis no intervalo O < t < R, para todo R - - 



positivo, e além disso são d e  ordem exponencial, isto é, 

I f ( t 1 l  1 14eyt, t - > O 15 1 

a transformada F ( s )  = L . l f )  possui abcissa d e  convergência 

V c L  Y 



Analiticidade : 

A função F ( ç )  de£ inida @a' i n t e g r a l  I I ) não ço - 
mente é deferenciável dentro de sua regiao 'de converggn- 

cia:  Re(s) ,v,, quanto é analítica no caso em que 

Vc < Mais precisamente: 

TEOREMA - 3: S e  a i n t e g r a l  

converge para Re(s) > v m ,  então.~(s} é analltica pa- 
C 

ra Re(s) > Vc e 

F ( ~ )  s = im e -st 
o 

(-tlk da(t) (6) 

E s t e  resultado decorre de escrevermos 

e considerarmos q u e  as funções 

rnil e -st n da(t) . 

são. i n t e i r o s ,  com derivadas 

1 

e que a série acima converge uniformemente. Para este Ú1 - 
timo resultado ver o teorema 4 . 3  em Widder ['16]. 

Agora, da analogia com séries de potências pode - 
riamos ser ten tados  a supor que F.(s) teria ao menos uma 

s ingu la r idade  no eixo de convergência, s=v +iy, da i n t e -  
C 

qral que d e f i n e  F ( s ) .  Is to ,  contudo, não 6 o caso. 



- A função 

claramente possui vc = 0, como abcissa de convergência. 

No entanto;para v > O temos, a-6s a integração por partes 

cos x dx  F ( s )  = cos 1 - s irn s+l 
O X 

E s t a  i n t e g r a l  converge para v > -1, de modo que 

esta equação serve para extender  F l s )  analiticamente no 

semi-plano v > - 3 .  Isto é, F ( s )  não p o s s u i  sinfularida- 

des nò eixo imaginário, que é o eixo de convergência da 

transformada original. De fato, pode ser estabelecido, 

por sucessivas inteqrações por partes,  que F ( s )  é i n t e i r a .  

Um caso, no entanto, em que certamente existe 

uma singularidade no eixo de convergência é descrito' no 

seguinte resul tado:  

Lema 3: Se a ( t )  é monótona, então s=vc é uma singularida --  - 
de de 

( A q u i  é assumido que é finito) . 



Unicidade: 

A reconstrução da,fuição a(t) em termos da sua 

transformada (1) requer duas coisas: uma adequada d e f i n i  - 
ção de a(t) 'nos pontos de descontinuidade (saltos), e que 

a transformada s e j a  determinada de manei ra  Única. A q u i  

estas questões serão tratadas v i a  funções norrnalizadas, 

Uma função de variacão .limitada a* (t) no i n t e r -  

valo a < t < b  - - é dita normalizada quando 

a* (a) = O, 

Por exemplo, a*(t) = t-a, ou de forma mais ge- 

ral: a* (t) = jt f ( r )  dr , f Riernann integrávei. Ou ain- + a  

da, para cada função de variação limitada a ( t ) ,  temos que 

\ a segu in te  função: 

a-* (a) = 0 

é normalizada. 

~ l s m  disso ,  para cada £(t) con t ínua  temos que: 

e a funcão 1: f ( t )dcr*( t )  também é normalizada. 

Outr6 resul tado importante ê dado por: 



TEOREMA - 4: Sejam a" (t) , B *  (t) norrnalizadas, tais ¶ue 

,.m .-st - 

O 
da* (t) = im emst dB*(t) 

o 

para todo s ,em uma regição comum de convergência. ~ n t ã o  

para todo numa regição comum de convergência, então 

para quase tado valor positivo de t. No caso de f ( t )  ,g(t) 

serem continuas, a igualdade é válida para todo t - > O. Es - 
te resultado de unicidade decorre do segu in te  teorema de- 

vido a Lerch: 

T E O R E m  - 4 ' :  S e j a  a*(t) normalizada, s um ponto da região 
O 

L S ~  
de convergência da integral  I e da*(t), e ' k  um numero 

o 

positiva tal que 

então ,  

O teorema de Lerch é obtido fazendo-se uma mudança de va- 

riável: 



onde 

' 0 0  

B ( t )  = it e - S o u  da* (LI) 

e utilizando-se Ò seguinte fato: 

Lema 4 :  Se a * ( t )  é normalizada em ( 0 , l )  e t a l  que . - -  

então a*(t) é identicamente n u l a  em 10, 1 3 .  

A segunda parte do teorema da unicidade (Teore- 

ma 4 )  é conseqúência de que se a*(t) = f(t)dt, com f + 

D 

de classe L no intervalo (0, R ) ,  para todo R pos i t i vo ,  en - 
tão pelo Teorema de Lerch implica a * f t )  = O e portanto 

sua derivada ta* (t) J ' = f (t) é zero em quase toda parte; 

ou mais precisamente, f t t )  = O para todo valor de t em 

que f é con t ínua .  

~ Ó r r n u l a  de ~nvessão Complexa: 

Pretendemos obter uma fórmula de inversão para 

a transformada de Laplace,  ou seja,  uma fõrmula' que nos 

forneça a função a ( t )  de ( 1 )  em termos da função F ( s ) ,  N e s  - 
te sentido, a fórmula de Cauchy para os coeficientes de 

uma série de potências em'tesrnos de sua soma fornece uma 

analogia para o resul tado de inversão analitica que logo 

estabeleceremos, 

Inicialmente notemos que a integral de Laplace ' 

de uma função a ( t )  do t i p o  



se reduz a uma série de potências em e-': 

m ICa .-st ' n  d a  (t) = L ai z = F ( 2 )  
o n=T 

P o r t a n t o ,  temos que: 

com 

cO n 
onde: F (2) denota a série de potências L bn z 

n= 1 

o c o n t o r n o  é o c í r c u l o l z l  = y, c o r n y x ?  e y < p :  

com p sendo o r a i o  de convergência da série defini - 
da pela integral acima. 

Agora, uma mudança de variável nos fornece 

. 1 1 com c = log  - > O, c > log - 
Y P 

Pelá teoria  de reslduos, podemos estabelecer que 

1 para n-1 < t ; <  n; C < O; c < l ~ g -  
. - P 

E s t e  exemplo de inversão simplesmente mostra o ti - 
po de fórmula que se espera, a ser estabelecida num caso 

geral; t a m b é m  indica a possível restrição c > O. De for -  

ma mais precisa: 



TEOREIm'5: - Se ja  a * ( t )  uina normalizada de variação limi- 

t a d a  em (O, R )  para todo R positivo, 'e suponhamos que a 

integral de LapXace 

lm 
O 

da* (tS 

possui abcissa de convergência v c* ~ n t ã o  para c > O e 

C > V  
C' 

temos que 
a* l t l  t > O  

O r e s u l t a d o  acima segue se uma integração por partes,  

que é válida quando Re(s) > O e Re(s) > vc. Na verdade, 

ternos : 

J 

TEOREMA - 5 ' :  Suponhamos que a i n t e g r a l  de Laplace 

. . 
converge absolutamente na linha R e ( s )  = c para a(t) de 

classe L em (O. R )  com R positi;o. ~ n t ã o  

~ l é m  disso, se a(t1 é de variação limitada na vizinhança 

de t, então 



E claro que ( 8 )  e (9) são a mesma coisa quando colocamds 

É importante observar que a maioria dos enuncia - 
dos encontrados na literatura de métodos operacionais, 

são casos particulares'de (9). Por exemplo, se escolhe - 
mos : 

onde f(t) é de ordem exponencial e c o m  derivada f t ( t ) s e c  - 
cionalrnente contínua. A condição re2at lva .a  derivada é 

artificial no seguinte sentido: o resultado do teorema 

5' é estabelecido com auxilio da integral '  de D i x i c h l e t  

lirn - ' i" f ( t )  sen ~ ( t - r )  dT= f (t+) +f (i-) 
a T'w 7r t -5  2 

Este limite é mais facilmente demonstrado se in- 

cluímos uma condição na derivada de f l t ) .  Tudo i s t o  f a z  

parte- do trabalho prévio ao teorema de inverçáo deyotxier- 

Mellin, do qual também decorre o teorema.de inversão da 
w 

transformada de Laplace do tipo teorema 5.  



Convolução: 

- 
Finalizamos os aspectos básicos r e l a t i v o s  a 

transformada de Laplace com o teorema da convolução. Ele 
* .  

refere-se ao produto de transformadas, e pode ser conside - 
rado como um análogo do teorema de Cauchy para a multipli - 
cação de séries de potências. 

TEOREMA 6 :  Suponhamos que a*(t), B k ( t )  são funções nor- - 
malizadas, d e  variação limitada, e qEe as integrais. 

convergem absolutamente. Então 
i 



9 1 

Propriedades -- de ~iferenciação 

A) S e j a  f u m a  função c o n t h u a  em (O, m ) ,  de ordem 

exponencial em [O, m l  e tal que f '  é seccionalmente  con- 

tinua em [O, m] . ~ n t ã o  

onde f (O') = lim+ f ( t ) .  Mais geralmente, se f,f '...f"-' 
t+O 

são c o n t i n u a s  para todo t > O, de ordem exponencial em' 

10, m l  e f (n) é seccionalmente contínua em 10, m )  , en- 

tão: - 

Como pode-se observar, a propriedade anterior t r a  - 
ta da transformada de derivadas, ou melhor, expressa a 

transformada da derivada de f em termos d e  L[£] e do com - 
portamento de f em O. Resultado anãlogo'pode ser estabe- 

* 

lecido para i n t e g r a i s ,  que também é freqaentemente usado 

no cômputo dk transformadas e suas inversas: 

Se f é uma função de ordem exponencial em [O,m) 

e seja  a um número r e a l  não negat ivo.  ~ntão: 

Mais geralmente: 



B )  Se LEfl  = F(s), com Re(s) > a ,  ~ n t ã o  substitu- 

indo o argumento de transformada por s-a, sendo a uma 

constante,  temos 

Este resul tado é conhecido como teorema da substituição 

algumas vezes, ou como teorema da translação, e pode ser 

escrito em temos 'das transformadas inversas como 

E s t a  propriedade é bastante utilizada ' quando 

procuramos a fransiormada inversa de F ( s )  usando o método 

, . de frações parciais para converter ~ ( s )  a uma forma na 

qual sua inversa possa mais facilmente ser  identiricada. 

. .  ~ambérn é irnp0rtante quando trabalhamos com funções "degrau 

u n i t á r i o " .  (ver 191 ) . 
Finalizamos e s t e  i t e m  mencionando algumas pro- 

priedades d e  f ( t )  deduzidas a partir do conhecimento de 

sua tran+sformada F I s ) ,  sem a determinação de solução com- 

. ple ta .  Em particular do i s  resultados simples, normalmen- 

te usados, que se referem ao comportamento assintõtico de 



f (t) com t - t O  e t - * m .  
* 

c )  Se s+w .através de valores rea i s ,  ~ ( s ) - t O .  Se 

além disso f (t) é continua para t>O, então t 

lim s F ( s )  = lim f t t )  
S-Ko t + O  

Se F ( s  ) exis te  . e s-ts por. valores reais, 
o o 4- 

F (s)+F (so ) . Se além disso f (t) é con t ínua  para t > 0 ,  

então: . 

* 
lim s F ( s ) -  = l i r n  f (t) 
s-to t + m  

provado que o lado d i r e i t o  de (1.7) existe e assumido que 

f ( t )  é t a l  que sua transformada de Laplace existe para 




