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RESUMO

As equaç~es da ciné~ica pon~ual de um rea~or nuclear

~érmico s~o in~egradas numericamen~e. u~ilizando um mé~odo

ma~ricial de con~inuaç~o anali~ica. Es~as equaç~es s~o

essencialmen~e n~o-nega~ivas e possuem um au~ovalor

dominan~e vinculado à rea~ividade do sis~ema. Também.

descrevem-se os mé~odos de Hansen e Porsching.

ABSI'RACT

The poi n~ kine~ic equa~ions of" a ~hermal nuclear

reac~or are in~egra~ed by a ma~rix anal~ic con~inua~ion

These equa~ions are essen~ially non-nega~ive andme~hod.

t.hey have a domi nan~ eigenvalue which depends upon ~he

reac~i vi ~y of" ~he sys~em. The me~hods due ~o Hansen and

Porsching are also described.
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CAPt TULO 1

As Equaçaes da Cinética Pontual de um Reator Nuclear

1 . 1 - Introduç§o

As equaç~es gerais que descrevem o compor~amen~o

no ~empo de um nêu~ron num rea~or nuclear ~érmico s~o

es~abelecidas em ~ermos da ~eoria de ~ranspor~e de nêu~rons

[8]. [11]. Por ou~ro lado. o con~role do nlvel de po~ência

num rea~or nuclear é um problema de engenharia mui~o

impor~an~e porém complexo. Ma~ema~icamen~e. es~e problema é

usualmen~e considerado a~ravés da cons~ruç~o de modelos

simpli~icados que simulam

realidade ~lsica.

aproxi madamen~e os aspec~os da

1.2 - Derivaç§o das Equaçaes da Cinética Pontual

As equaç~es da ciné~ica pon~ual podem ser ob~idas

a par~ir do seguin~e sis~ema

nêu~rons ~érmicos [8]:
de equaç~es para um grupo de

onde L({3) é o operador di~erencial

L({3)= DlI. - I: + (1-{3)1.'I:a. f
(1. a. 3)

7

1 M a
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8C. \.
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v

é o ~luxo de nêu~rons.

a velocidade dos nêu~rons.

Aqui. ~

D

o número médio de nêu~rons produzidos por

a cons~an~e de di~us~o.

~iss~o.v

~ a cons~an~e

absorç~o).

de absorção ( seç~o de choque de

~ a cons~an~e de ~issão (seção de choque de ~iss~o).

c.
~

a concen~raç~o do i-ésimo grupo emissor de

nêu~rons a~rasados.

a ~ração ~o~al de nêu~rons a~rasados.

~raç~o e a cons~an~e de decaimen~o.

corresponden~es ao i-ésimo grupo.

Nos re~eriremos a

Sf = (1 - (3)'1,)~~

a
+ I:À..C.. ~ ~

~=~

como sendo a ~on~e de nêu~rons imedia~os devido a ~issão e

a~raso.

e C. cons~an~e.
~

As condiç~es iniciais apropriadas para o sis~ema

(1.a.i). (i.a.a). envolvem a especi~icação do ~luxo cr1~ico

de nêu~rons e concen~raç~es dos grupos a~rasados no ~empo

~=O. As condiç~es de con~orno para o ~luxo são consideradas

como de super~1cie livre. is~o é. condiçeies de Dirichle~

No caso es~acionârio. ~eremos (3=0

homogêneas na ~ron~eira do rea~or .

8
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No regime cri~ico de ~uncionamen~o de um rea~or. o

sis~ema (1.2.1). (1.2.2) reduz-se à L(O)~ = O. is~o é. a

equaç~o de Helmo~z

l::t.~+ 82~ = O

~ = O em

(}

ao ( 1 . 2. 4)

em

onde

82 vEr - Ea.=
D

é chamado de .. buckling .. do ma~erial.

Com a in~roduç~o do comprimen~o de di~us~o de

nêu~rons

L2 = D
Eo.

e da cons~an~e de mul~iplicaç~o in~ini~a k = vE
r / E .(X) a.

rela~iva ao número de nêu~rons produzidos por nêu~ron

absorvido. a equaç~o (1.2.4) é. às vezes. escri~a na ~orma

l::t.~ +
k - 1
(X) ~ =O

L2
(1. 2. 4) .

Como as geome~rias usuais para os núcleos dos

rea~ores (barra. cilindro. es~era. e~c) possuem sime~ria. a

equaç~o (1. 2. 4) pode ser resolvida explici~amen~e por

separaç~o de variá.veis. De ~a~o. em geral exi s~e um

9



conjun~o or~onormal de au~o~unç5es ~.(X).
2 J

L em. de ~unç5es de quadrado in~egrável.

B~ possuem o compor~amen~o assin~6~icoJ

comple~o no espaço

e os au~ovalores

B2
j ~ <Xj)

em regi~es O bidimensionais [9].

Para ob~er as equações

suponhamos que a soluç~o do sis~ema

ser expressa na ~orma

da ciné~ica pon~ual.

(1.2.1). (1.2.2) possa

00

~ex.~) = E ~.e~)w.(x).
O J J

J=

00

C.(x.~) =. E c. .(~)~ .(x)
\. . \.J J

J=O

Subs~i~uindo em (1.2.1). (1.2.2). decorre que

1 d~.- J
v d~ = -[D82 j

+
a

T" - C 1 -~) vT" ] <P. + E À..C. .( ~)

6oIa. 60f J i.=~ \. t.J

(1. 2. 5)

dC. .

d~ \.J = ~.vT" ~.e~) - À..C..e~)
'" \. 60f J \. \.J

i =1. G
j = O. 1. ...

e1. 2. 6)
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In~roduzindo os seguin~es parâme~ros:

K =
j

1.->I: / I:f a.

1 + B2 L 2
j

(1.2.7)

1
1 =

j vI: (1 + B~ L 2)
a. J

como sendo o f'a~or mu1~iplicaçã:o ef'e~ivo e vida média dos

nêu~rons. respec~ivamen~e. e supondo que nã:o ~enhamos

nêu~rons a~rasados (~ = O e C.=O) [29] . ob~emos
to

de (1.2.9)

e (1.2.7)

dq;. k. - 1
J - J

---a:r - 1
j

rIJ.
J

j = O. 1. 2. ... (1. 2. 8)

In~egrando (1.2.8). ob~emos:

k. - 1
J t-

I.
rIJ.(~) = q;.(0) e J

J J

-4.-
Para um rea~or ~ipico de água leve. 1 = 1 = 10 sego e k =

o
k = 1.0020. Assim.

11
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de modo que os harmônicos al t.os decaem rapidament.e. Ist.o

sugere considerar uma aproxi maç~o para ~Cx. t.) e C.Cx. t.).\.
soment.e no primeiro modo:

wCx.t.)= ~ Ct.)~ CX)o o

C.Cx.t.)= e. Ct.)~ Cx)\. \.0 o

I st.o é . s~o consideradas as equaç5es Cl. 2. 6) e

(1.2.6) soment.e para j=O. seguindo-se o sist.ema

dn - Cl-,q)k n
dt. - 1 n - 1

+
a

E À.e.. \. \.
\.=i

Cl.2.9)

de. ,q. k\. \.
dt. = -r- n - À.e.

\. \.
i =1. ... . G C1 . 2. 10)

onde 1 é a vida média dos nêut.rons. k é a const.ant.e de

mult.iplicaç~o e~et.iva.
-9

nêut.rons em cm .

Finalment.e. int.roduzindo os parâmet.ros:

~ = nv e nCt.) a densidade de

X-
1= ~v

1

1 + 82 L2
A = 1 1

k = vvEf

que s~o a vida média e o t.empo de geraç~o de nêut.rons.

12



respec~ivamen~e. nas equaç5es (1.2.9) e (1.2.10). decorre

sis~ema de equaç5es. di~as equaç5es da ciné~ica pon~ual:

o

G

dn(~) = pC~)-(1 n(~) + I: ,\.Cio(~)
d~ A i.=t

(1.2.11)

dCi. (~) (1i.

d~ = An(~) - À.i.Ci.(~).i=1. ... . G (1 .2. 12)

onde

pC ~) = (k - 1)
k

(1.2.13)

é chamada de rea~ividade.

13



CAPt TULO 2

Aspectos Matriciais das Equaç~es da Cinética Pontual

2.1 - Introduçã:o

Nest.e caplt.ulo f'aremos um est.udo sobre a

posit.ividade parcial da mat.riz A. que f'ornece um aut.ovalor

domi nant.e . e o comport.ament.o part.icular do espect.ro da

mat.riz em t.ermos da reat.ividade.

2.2 - Formulaç50 Matricial

As equaçe5es C1.2.11). C 1 .a. 1 a) da ci nét.i ca pont.ual

para G grupos de nêut.rons at.rasados podem ser escri t.as de

maneira compact.a em t.ermos mat.riciais [5]. Se

nCt.)

C Ct.)1.

= [ XiCt.)] ca.a.1))(Ct.) =

C Ct.)
G

denot.a uma mat.riz coluna G+1. e

14

pC t.) - À. . . . À.
1\ 1. G

1. -À. . .. O

I = [A( t.) = I " 1.

a. .(t.) ]I.J
. I

G O ... -À.
I (a. a. a)" G



deno~a uma ma~riz quadrada de ordem G+1. en~~o as equaç~es

da ciné~ica pon~ual s~o simplesmen~e o sis~ema ma~ricial de

primeira ordem

Xc~) = AC~)XC~) ca. a. 3)

No caso em que a rea~i vi dade pC~) é uma cons~an~e

p . a soluç~o des~e sis~ema é dada por:o

XC~) = expCA~)XCO).

onde

(30
A

O -À.
o

2.3 - Sistemas Matriciais Essencialmente N~o-Negativos

2.3.1- Definiç5es

Uma ma~riz quadrada A é di~a positivaC~o-negativa).

em s1mbolos. A>O C~O). se

posi~ivos Cnão-nega~ivos).

~odos seus elemen~os são

Diremos que A é essencialmente

rlXo-negativa (ou de Metzler). se seus elemen~os f"ora da

diagonal principal s~o n~o-nega~ivos [3]. [a6].

16
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As mat.rizes essencialment.e nii:o-negat.ivas est.ii:o

relacionadas com mat.rizes nii:o-negat.ivas. Pois. se A é

essencialment.e nii:o-negat.iva. ent.ii:o podemos escolher uma

const.ant.e apropriada c)O t.al que A. = cI + A é uma mat.riz

nii:o-negat.i va. Observa-se que as mat.rizes ACt.) e A de~inidas

em ca.a.a) e Ca.a.4) sii:oessencialment.e nii:o-negat.ivas.

Uma mat.riz quadrada A = [aoo) de ordem N é dit.a
\.J

redutível. se exist.ir uma mat.riz de permut.aç~o P t.al que

PATp =
( :u

:..
]22

com A e A mat.rizesquadradas.U 22
dit.a irredutível.

Em caso cont.rârio. A é

Observa-se que se A é redut.ivel. a resol uçii:o
~ ~ T

sist.ema Ax = b. com A = PA P equivale a resol ver

do

os

subsist.emas A x + A x = b. A x =b. Assim.
1.t 1. t 2 2 1. 22 2 2

resol vendo a segunda equaçã:o par a x . obt.emos x na pr imei ra2 t

equaçii:o.ist.o é. o sist.ema original ~oi reduzido a resolver

duas equaç~es de menor ordem. Cert.ament.e. ist.o n~o é

possivel com mat.rizes irredut.iveis. pois t.odas as variáveis

da equaç~o est.~o lIacopladas".

A int.erpret.aç~o geomét.rica

irredut.ibilidade at.ravés da t.eoria de

do conceit.o de

gra~os é bast.ant.e

út.il. Para t.ant.o.considera-se N pont.os dist.int.osP . P .
1. 2

no plano. chamados de n6s. Para cada component.e

conect.amos o n6 P. ao n6 P o por
\. J

o acoplament.o da variâvel

p . ... .P
9 N

n~o-nula ao o da mat.riz A.
\.J

mei o de um cami nho P oP oCque i ndi ca
\. J

Xo com a var i á vel x. . no si st.ema) .
\. J

Dest.a ~orma é associado

16



um gra:fo GCA.) com a ma'lriz A. Diremos que GCA.) é f'ortemente

conectado. se para cada par de n6s P. e P. exis'le um caminho
\. J

dirigido que conec'la P. com P..
\. J

r-.. ....-...
PP P P . ...i. l(~) l(u l(2)

~
. Pl P.

(r-~) J

Assim. uma ma'lriz A é irredu'livel. se o gra:fo GCA.) é

:for'lemen'le conec'lado. Em ou'lras palavras. para quaisquer i.

j. exi s'le uma sequência :fini'la de indices

1 ( O) =i . l(1). lCr)=j 'lal que a
l(k-~)l(k) ~ O. par a

k =1. a . ... . r.
En'lre'lan'lo.

sequências :fini'las

A é redu'li vel

disjun'las l(1).

quando exis'lem duas

. lCr). s(1). ...
sCq) 'lais que r+q = N e a

l ' . = O.
(\.)Q(J)

i = 1. a. ... . r e

j = 1. a. ... . q [a6].

2.3.2- O Teorema de Perron

As

espec'lral

ma'lrizes posi'livas possuem uma propriedade

impor'lan'le que i n:fl uenci a o compor'lamen'lo das

soluç5es

[17] .

de um sis'lema ma'lricial evolu'livo [10]. [14] e

Teorema 1:

se A>O. en'l~o exis'lem w >0 e v >0 'lal queo o
(a) Av = w v .o o o .

Cb) Se w ~ Wo é au'lovalor de A. en'l~o Iwl<wo;
Cc) w é um au'lovalor simples.o

17



Pr ova:

Ca) Considere-se o conjunt.o S dos w reais t.ais que
exist.e um v~O. com Av~wv . o conjunt.o S é n~o vazio. pois

Mirmamos que S épara w=O t.emos que Av>O. se v>O.

limit.ado superiorment.e. De ~at.o.

N

CAv). = E a..v.I,. . I,.J J
J=t

te v~O i mpl i cam:

11 Av 11 ~ 11 A 11 11 v 11
CX) t (X)

com 11 11 a nor ma da máxi ma component.e e 11CX)

soma das component.es. Port.ant.o. S é limit.ado

11 a norma da
t

superiorment.e

por IIAII. S é clarament.e ~echado. Logot

máximo. Seja w o máximo de S. ist.o é.o

possui um element.o

w = max {w :o Av~wv para algum v~O } C*)

menos que Av = w v . Suponhamos queo o o
u = Av >0. segue que Au -w v >0o o o o o
Au >w u . Mas. se ist.o ~OSSê vêrdadê.o o o
aument.ado sem violar a desigualdade. o

te V ~O o vet.or correspondent.e a w .na de~iniç~o C*). Ist.o é.o o
v sat.is~az Av ~ w v . Clarament.ê w >0. Como A>O. sêgueo o o o o
qUê Av>O para qualquer v>O. Port.ant.o. A[Av - w v »0. ao o o

Av > w v . ent.~o parao o o
ou equivalênt.ement.e

w poder i a Sêro
qUê cont.radiz a

desdê que

implica que

de~iniç~o dê w .o
v ~O.o
v>O.o

Port.ant.o. SêgUê-Sê qUê Av =w v. Também.o o o
v ~O implica Av >0. a equaç~o Av =w vo o o o o

Cb) Seja w ~ w um aut.ovalor dê Ao e u um aut.ovet.or

18



n~o-nulo associado a w. tal que Au = wu. Denotando-se lul
o vetor cujas componentes s~o os valores absolutos das

componentes de u. Considerando o vetor Alu I. temos que a

primeira componente deste vetor é a lu I + a lu Iii i i2 2
+. ..+a Iu I. Como os a...s s~o posi ti vos. esta soma é

in n I.J

maior ou igual a Ia u + a u +... + a u I. Analogamente.ii i i2 2 in n

este resultado paraconsiderando as demais

componentes. segue que Alul;:::IAul. Assim Alul;:::IAul=lwul=

Iwllul. Da de~iniç~o de w . segue-se que Iwl~w . Para provaro o

que vale a desigualdade estrita. considere a matriz A6=A-6I.

onde 6>0 é escolhido su~icientemente pequeno de modo que A6

seja estritamente positiva. Da equaç~o (w-6)I - A6 = wI-A .

temos que wo-6 e w-6 s~o autovalores de A6. Além disso.

como A6 é estritamente positiva. temos que Iw - 61 ~
w - 6, desde que w -6 seja o maior autovalor de A6 .o o

w -6o
w
o

(figura.i. Se 1 \/ I =\/ implica. I \/-6 I >I \/ -6 I )
O O

Entretanto. se Iwl=w . w ~ w . pelo cálculo direto do valoro o
absoluto (~igura 1). segue que Iw-61> Iw -61. Isto é umao
contradiç~o.

19



Cc) Para provar que w é um au~ovalor simples.o
verificaremos que w possui mul~iplicidade geomé~rica eo
algébrica iguais a um. Para verificar que a mul~iplicidade

geomé~rica é um deve-se mos~rar que v é o único au~ove~oro
associado com w . Para ~al. suponhamos que exis~a um ou~roo
au~ove~or. En~~o. como A é real. exis~irá um au~ove~or

real u que é linearmen~e independen~e de v. Desde queo o
v >0. é possivel encon~rar uma combinaç~o linear ~ = av + uo o o
~al que ~~O. mas n~o ~>O. En~re~an~o. como A~ = w ~ éo

A>O). ~emos umaes~r i ~amen~e posi ~i va C devi do a que

con~radiç~o. Finalmen~e. suponhamos que a mul~iplicidade

algébrica é maior que um. En~~o. como a mul~iplicidade

geomé~rica é um. deve exis~ir uma série de Jordan

associada com w.o Assim. exis~e um ve~or z ~al que

CA - w I)u = O.o
u deve ser um múl~iplo de v .o

da gener aI idade. podemos assumi r que CA - w I) zo
o au~ove~or de AT. associado com w .o

e Em vis~a do que foi

e sem perda

CA - w I)z = uo
mos~rado acima.

seja fo
é um au~ove~or de

= v . Agorao
En~~o fTo

A e ~emos

T T
O = f CA - w I)z = f vo o o o

Mas fTv é posi~ivo. pois ambos. f e vo o o o
es~ri~amen~e posi~ivos. Temos uma con~radiç~o.

podemos concluir que a mul~iplicidade algébrica

s~o ve~ores

e por~an~o

é um.

2.3.3- Extens§o a Matrizes N§o-Negativas

O resu~ado de Perron foi es~endido por Frobenius

para ma~rizes n~o-nega~ivas e irredu~iveis. Mais

20



precisamen'le. se pCA) = ~xlw, I. w. au'lovalor de A. é o
1. 1. 1.

raio espec'lral da ma'lriz A. 'leremos a seguin'le ex'lens~o:

Teorema 2:

Seja A?:.O irredu'livel. En'l~o. exis'lem w >0o e

'lais que

Av = w v .o o o'
( b) pC A) = w .

o'
(c) pCA) aumen'la. quando qualquer componen'le de A aumen'la.

(d) pCA) é um au'lovalor simples.

v >0
o

(a)

A demos'lraç~o des'la ex'lens~o pode ser vis'la em

[10J. [14J e [25J. A hip6'lese adicional de irredu'libilidade
N-~

é ~undamen'lal para es'labelecer que CI + A) > O e ob'ler as

conclus5es de posi'lividade. ~ando es'la hip6'lese é re'lirada.

ist,o é. A redu'livel. en'l~o w ~O. v ~O e pCA) n~o decresceo o

quando uma das componen'les de A aumen'la.

2.3.4- Soluç5es Posi'livas

Dizemos que o sis'lema ma'lr i ci al homogêneo

(2.2.3). com p cons'lan'le Ce por'lan'lo A). é posi'livo. se A é

uma ma'lriz essencialmen'le n~o-nega'liva. Es'la condiç~o em

(2.2.3) é equivalen'le a exigir que o sis'lema preserve a

n~o-nega'livid3.de do ve'lor posiç~o. Para veri~icar isso.

no'lemos que para assegurar que XC'l) permaneça n~o-nega'livo

é necessário que X,C'l)~O. sempre que X,C'l)=O. i= 1 .n.1. 1.

Ist,o é. se X('l) es'lá na ~ron'leira da regi~o posi'liva. sua

direç~o de moviment,o n~o pode ser 'lal que o leve ~ora da

regi~o. Ist,o i mp5e a exigência que a. ,~O.
I.J

iõ8!j. Assi m.
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a. .~O. i;&!j é uma condição necessária para a não-negalividade
I.J

de soluç5es. Para moslrar que esla condição lambém é

suf"icienle. nolemos que a condição mais f"orle a, .>0. i;&!j
I.J

é cerlamenle suf"icienle. Nesle caso X.Cl)=O implica X.Cl»O1. 1.
Porlanlo. a solução. parlindo de

não-negaliva. permanecerá não-

Ca menos que XCl) =0) .

qualquer condição inicial

negaliva. Como a solução depende conlinuamenle dos

parâmelros a... segue-se que a condição mais f"raca a..~O.
I.J I.J

i;&!j. lambém é suf"icienle.

Assi m. a exigência d e que A seja uma malriz

essencialmenle não-negaliva represenla uma ext.ensão nalural

de sislemas posilivos [1].

Teorema 3:

Se ACl) é essencialmenle não-negaliva. enUío a

sol ução XCl) do si slema XCl) =ACl) XCl) . XCO) =X ~O é
o

não-negaliva. Se. além disso. ACl) é irredul1vel. enlão para

X >0 a solução XCl) é posiliva.o

Teorema 4:

Uma condição necessária e suf"icienle para que lodos

os elemenlos de eAl. A conslanle. sejam não-nega li vos para

l~O. é que

a.. ~O
I.J i;&!j (1)

Prova:
At-

Como e = I + Al + '." = [ b.. ]. onde
I.J

b. .=6..+ a..l + OCl 2) ~O. é claro que a condição em (1) éI.J I.J I.J

aa



necessária para o resul~ado ser verdadeiro em ~ pequeno.

Para es~abelecer a suf'iciênci a.

maneira que ~odos os elemen~os

seja c um escalar. de~
de A + cI

~
~odos os elemen~os de

-c I~os elemen~os de e ~

sejam

n~o-nega~ivos. En~~o. claramen~e.
CA+c I)~

e ~ s~o n~o-nega~ivos. Também.

s~o n~o-nega~ivos. Como

e observando que A + c I~ e -c I~ comun~ a m. ~ emos a

n~o-nega~ividade desejada.

2.3.5- A equaçS:o "Inhour"

No caso de rea~ividade cons~an~e e. por~an~o. A

cons~an~e. soluç~es do ~ipo exponencial

X(~) = ewt..v v ~ O C2.3.1)

exis~em para o sis~ema (2.2.3). desde que

Av = 'WV (2.3.2)

is~o é. w é au~ovalor de A e

A equaç~o carac~eris~ica

v o au~ove~or associado a w.

P(w) = I wI - A I = O (2.3.3)
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é chamada de equação li i nhour li . Es~e nome ~oi originado no

inicio da ~ecnologia de rea~ores. uma li i nhour li sendo
de~inida como a quan~idade de rea~ividade posi~iva. que

cor responde a um aumen~o assin~6~ico de po~ência. ~endo uma

cons~an~e de ~empo Cperiodo) de uma hora Cperiodo

de uma li hora inversa li) [11].

reciproco

Decorre que

a

p( ",) = wS( ",) - P o n (", + :>"i?A i.=i
(2.3.3)'

onde

a a

S(",) = n (", + À.) + E "i.n (", + À)
i.=i 1. i.=i A jõE!i. J

(2.3.3) li

é um polinÓmio de grau G.

sis~ema (2.3.2). ~emos

Equivalen~emen~e. escr evendo o

[

Po - (1

)

v + À v +...- i i 2A
+Àv =wv

a O+i i

".LV
Ai

À.v. = wv.
1. 1.+i 1.+i i = 1. . G
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decorre

(3.v1.V = L-

i. + 1. A(W + À.)
L

a

Po- (3 + E Ài.(3i.v1. = 'WV- V 1.
- 1. i.=1.A(w + À.)

L

ou simplesmen~e.

Po = Aw + (3

a
E À.. (3.

L L

W+À
i.

i.=1.

a

Subst.it.uindo(3= E (3. . obt.emos:
i.=1. L

Po = Aw
a

+ E w(3 i.

i.=1.w + À
i.

(2.3.4)

Ut.ilizando A = l/k e k = 1/(1 - 1). decorre que

lw
P o = 1 w+1

+
a

1 E w(3i.

lw+1 i.=1.W+À
i.

( 2. 3. 4) .

A equaç~o carac~erist.ica (2.3.3). que é um polinÔmio de grau

G+1 em w. pode ser expressa convenient.ement.e por (2.3.4) ou

e2. 3.4).. A nat.ureza geral das raizes da equaç§:o (2.3.3)

podem ser melhor compreendidas. gra~icando W como ~unç~o de
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- n- - -- - - - n - - -- - - --

p . a~ravés de (2.3.4).. como mos~ra a ~igura 2. Es~a é umao
represen~aç~o puramen~e quali~a~iva. com G=6. que

corresponde a seis grupos emissores de nêu~rons a~rasados. O

valor G=6. na prá~ica. corresponde à média de 30 ou mai s

precursores.

Podemos veri~icar que a equaç~o (2.3.4). possui se~e

polos. para valores de w igual a -À.. i=1.2 6 e -1/1.\.

-1/1 -À6
r
I

I

I

-Às -À3 -Àz -Àl
,I
1
I
I
1-

'w lU

Po
I
I
I

1 -

1- - w4

I
I
I
I

- -W; ~

W

_..L

<fi.gura. 2. gráfi.co de \I como funÇ~O de p )O

Deve-se observar que somen~e uma porç~o da ~igura é

signi~ica~iva. do pon~o de vis~a de rea~ores. devido a que o

valor máximo de Ip I. que possui signi~icado ~isico. é igualo
a 1. segundo a de~iniç~o de p dada por (1.2.13). ~ aparen~eo
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da f"igura a. que para valores posi~ivos de p ~emos G+1o
as âl~imas Graizes w. w. w de (a. 3. 3); des~aso ~ o

raizes s~o nega~ivas e w é posi~iva.o
de w. é aproximadamen~e igual a -À.. para j=1. ...

J J

Além disso. o valor

. G.

Des~a discuss~o. podemos observar a coincidência de

resul~ados. com os previs~os pelo ~eorema a. pois a ma~riz

(a.a.4) é essencialmen~e n~o-nega~iva e irredu~ivel.

Cálculo dos coeficien~es de P(w):

e: convenien~e salien~ar que os coef"icien~es da

equaç~o carac~eris~ica ea.3.3) podem ser de~er mi nados em

~ermos dos À. e das raizes r . r r do polinômio sew).
~ ~ 2 o

ou pelo algori~mo de Leverrier [7J. os quais descreveremos

a seguir.

Em primeiro lugar. ~emos que

o+~
PCw) = r w +o r WO~ + ... + r wo

+ r o+~ .

onde

Po
r = a - - b

Ie Ie A Ie-~
(a. 3. 6)

com

Os coef"icien~esale de
sew) podem ser ob~idos de
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n (w + À.) = wa + b wO- + ... + b w + b
. o- o=



( a. 3. 3) li. enquant..o que os bk s~o cal cul ados em t..er mos das

ra1zes exp11ci t..as w=-À., ist..o é. bk é a soma dos produt..os dek 1.
k ra1zes vezes C-1) [aS]. Assim.

o

b = 1: À. .i 1.
i.=i

a

b = 1: À.À.
2 " 1. J

1..J=i
j <i.

. ... b=ÀÀ...À
a i 2 a

Para o caso de G=6. um cálculo explicit..o desses coe~icient..es
é dado em [a4].

De out..ro lado. se w. W . ... . w s~o as raizes deo i a

PCw). ent..ão os coe~icient..es Yk sat..is~azem às relaç~es [7];

S + Y S +. . . + Y S = -ky .k i k-i k-i i k k=1. ... . G+1

onde

k

Sk = Wo + '"

k
+ W

a k = O. 1. ... . G+1

é simplesment..e o t..raço de Ak. Assim.

y =-si i

y = -1 CS +y S )
2 a 2 i i

YO+i -
-1
G 1 CS + y S +...+ a+i i a + y S)a i ca. 3. 6)
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CAPt TULO 3

Métodos Numéricos

3.1 - Introduç50

A integraç~o numérica das equaç~es da cinética

pontual tem sido considerada por vários autores. através de
diversos métodos [13] . [ 2 3]. Neste trabalho. nos

restringiremos a descrever os métodos de Hansen [12].

Porsching [20] e da Continuaç~o Analitica modi~icada [6].

sendo que este último será testado computacionalmente.
A di~iculdade básica

pontual.

na resol uç~o numérica das

equaç~es da ci néti ca deve-se a sua dureza
C"sti~~ness"). Por exemplo. no caso das equaç~es com um

grupo de nêutrons atrasados. o tempo de resposta A. dos
-""

nêutrons prontos é da ordem de 1O seg; enquanto o tempo de

resposta dos nêutrons atrasados é i/À ou cerca de 10 sego

com maior ~ator de 105. De maneira prática. isto quer dizer

que para obter uma resposta. ainda para um segundo. muitos

passos pequenos de tempo ser~o necessários.

A integraç~o numérica da equaç~o matricial

XCt) = ACt)XCt). XCO) = X
o

pelo método simples de Euler

VI. = CI + lltACt .))V/.
J+i J J

onde

VI. = XCt. ) .

J+:I. J+:I.
t = t + llt
j+:I. j

a9
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é uma primeira aproximaç~o para a soluç~o do sis~ema

X(~) = A(~.)X(~).
J

X(~) = X.
J J

(3.1.1)

cuja soluç~o exa~a é exp(A(~ .)~)X.. A rigor. ~odos osJ J
mé~odos em di~erenças. quando aplicados às equaç~es da

ciné~ica pon~ual. correspondem na realidade a ~runcamen~os

da série para a exponencial na equaç~o VJ. = exp(A(~ .)â~)VJ..
- J+1 J J

As van~agens ou desvan~agens de um ou ou~ro mé~odo. s~o

cer~amen~e consideradas em ~ermos da es~abilidade numérica.
exa~id~o.

ou~ras.

e~iciência. simplicidade de implemen~aç~o. en~re

De um modo geral. o cálculo de V:;+ 1 é ~ e i ~o

u~ilizando o valor de VJ..de x(~) no passo an~erior de ~empoJ
e a equaç~o (3.1.1). A maneira como es~a equaç~o é u~ilizada

é que de~ermina um ou ou~ro mé~odo.

Assi m. no mé~odo de Hansen é explorado o ~a~o que

A(~). por ser essencialmen~e n~o-nega~iva. possuio

au~ovalor dominan~e; no mé~odo de Porsching. além

um

de

considerar o mesmo ~a~o. é realizada uma boa aproximaç~o

para a ma~riz exponencial; e no mé~odo de con~inuaç~o

anali~ica é explorada a pr6pria equaç~o para o cálculo

simples e sis~emá~ico das derivadas. que s~o requeri das.

3.2 - Formudaç~o In~egral (MQ~odo de Hansen)

An~eriormen~e. vimos que as equaç~es e1.2.11) e

(1.2.12) da ciné~ica pon~ual. podem ser escri~as em ~ermos
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matriciais por:

XCt) = ACt)XCt) .

onde XCt) e ACt) são dadas pelas equaç5es Ca.a.i) e ca.a.a).

r especti vamente.

Escrevendo a matriz ACt). na ~orma

ACt) = De t) + L + U .

onde

O O O O À.
1.

À.
o

L = (31.
A

O O
. U =

O O O

31

r:X-t) -(3 O . .. O
X-

O -À. . .. O
IX t) = 1.

O O ... -À.
o

(30 O ... O
I I O O OA..

decorre

dXCt) - Det)XCt) = CL + U)XCt) C3. a.i)
dt



Mul~iplicando a equaç~o C3.2.1) pelo

in~egran~e expC-fl DCs)ds) e in~egrando. ob~emos:l .
J

f'a~or

XC~)=
'* :l. * *

eD C~)XC~.) +
J

eD C~)-D Cs) CL+lDXCs) ds
J ~

j C3.2.2)

onde

'*

J

:l.

D C~) = DCs) ds
~.
J

é dada. por:

A variaç~o da soluç~o num passo de ~empo ~ =~. + ~~.
J

'* ~.+~~* *
XC~.+~~)=eD C~/~~)XC~) +

J
J eD C~t~~)-D CS)CL+lDXCs) ds

J J:l.
j

ou. mais convenien~emen~e.

XC~.+~"' ) - t~DCS+~)dS
J ~ - e J

~.+s

[ XCt. j) + rt. e-f< IX{)d{

CL+lDXC~j+S) dS]
C3. 2.3)

Para f'ornecer uma aproximaç~o razoável de XC~.+s).
J
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no in~egrando. sup5e-se que:

w so
XC~.+s) = e XC~.)

J J
(3.2.4)

onde

w CpC~ .)) + w CpC~ .+A~))
w= o J a J
a 2 com """o(pC~)) o

maior au~ovalor de A(~).

Subs~i~uindo a equaç~o C3.2.4) em C3.2.3). ~emos:

â~

Ia DC~+~ .)d~

J XC~? [I +
âl

+
I

Cw Is-.fQe a a
a DC~+l} d(~)CL+lJ)dS]

C3. 2. 6)

XCl+Al) = e
j

No caso em que D é conslanle no lempo.
C3.2.6) reduz-se a:

a equaç~o

[

~l Cw I-D)s

]XClj+Al) = eDAl I + Ja e a CL+U) ds XCl?

ou

w AlI

]

XCl.+Al) =
[
eDAl+cw I-D)-:1.Cea - e DAl)CL+lJ) XCl)

J a J
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Is'lo sugere o seguin'le esquema numérico. para a
rea'lividade cons'lan'le.

VIj +:1 = G Vlj (3.2.6)

onde

w ll'lI
G = eDll'l + (w I -D) -1 (e o - eDll'l)(L+U)o

As propriedades des'le esquema s~o resumi das no
seguin'le resul'lado de Hansen.

Teorema 5:

A ma'lriz G é ni:o-nega'liva. irredu'li vel com

pCG)=exp(w ll'l).onde Av = w v com pCA)=w e v au'love'loro o o o o o
posi'livo. Além disso. o erro de discre'lizaçi:o local do

esquema (3.2.6) é de ordem ll'l2. e VI. é assin'l6'licaà
J

componen'le dominan'le da soluçi:o anali'lica.

exp(w 'l)v .
o J o

is'lo é. a

Prova:

Da relaç~o Av =w v decorre queo o o
Assim sendo Gv = [exp(Dll'l) + (w Io o
-exp(Dll'l)]v = exp(w ll'lI)v . pois aso o o

e comu'lam. A prova de que pCG)= exp(w ll'l)é ~ei'lao
con'lradiç~o. u'lilizando o ~a'lo que GT possui as mesmasa

propriedades que G. Supondo que XC'l.)= X. = VI. = E akvk .
J J J k=o

CL + U) v = Cw I - D) v .o o o-:1
- D) (w I - D)(expCw ll'lI)o o .

ma'lrizes si:o diagonais

por
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AVk= wkvk' decorre que

Mt. a

[

wkllt.I

]
X . - 'Ip. =Ce - G) 'Ip.= E a e - G vJ+i JH J k kk=o C3. 2. 7)

Expandindo GVk em t.ermos de llt.

GVk = [I + wkllt.I + ~ 2cwOWkI + CWk - wo)D) + OCllt.9) ]vo '

e subst.it.uindo em C3.2.7), obt.emos:

2
2 a

[

wkI + 1
X. - 'Ip. = llt. E ak -.:s- ::s; [w Wk

I + (w
k-w )D +

J+i J+i k=o co co o o

OC llt.)] vk]

ou seja, o erro de discret.ização local é de ordem llt.2.

F'inalment.e, para
a

'lpo= E ckuk .

k=o
GUk = Ykuk .

r 0= expCwoAt.). u =v ,o o obt.emos que

. a .

'Ip = GJ'Ip= E c yJ u
j o k=o k k k
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Port.ant.o.

-w .6.t.jo
e VI. - c v

J o o = 1:: ck

[
k=i

r

]

j

k At. uk
e o

t.ende para zero com j grande. devido a que expCw At.) = pCG).o

No caso de reat.ividade variável. t.eremos de C3.2.5)

o esquema

VIj + i = G j Vlj

onde

'* - '* '*
D C t..)

r
t.

[
w sI +D C t.. ) -D C t..+s)

]G = e J+i + e o JH J CL+U) ds
j o

depende do t.empo t... e convenient.esalient.arque aproximandoJ
G. por G em cada int.ervalo [t...t.. J. com pCt..) = P . as

J J J+i J o
propriedades do esquema C3.2.6) são mant.idas. excet.o que o

comport.ament.oassint.6t.icoé aproximado. pois. expCw t.)v nãoo o
é solução exat.a de XCt.) = ACt.)XCt.).

3.3 - For~aç~o Exponencial (Método de Porsching)
Se A é uma mat.riz const.ant.e. e se X.

J
denot.a a

sol ução no t.empo t...da equaçãoJ

XCt.) = A XCt.) (3.3.1)
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en~~o. no ~empo~. =~. + ~~. ~emos queJ+~ J

x. = expCAâ~)X.
J+~ J

(3.3.2)

-Quando p Ce por~an~o A) é uma :funç~o do ~empo

C3.3.2) n~o :fornece a soluç~o da equaç~o

XC~) = AC~)XC~) . C3. 3. 3)

no en~an~o. ela sugere uma :forma que pode ser apropriada

para o caso geral .
A variaç~o da rea~ividade sobre o

in~ervalo [ ~ .. ~.] pode ser
J J+~

considerando. por exemplo. um valor

1evada

médio

em con~a.

nes~e in~ervalo. is~o é. a equaç~o C3. 3. 3)

para

pode

AC~)

ser

generalizada para

VI. = exp
[

J+~
A j + A j +i À~

]

VI. .

2 J
(3.3.4)

onde A. = AC~.) e ~. é agora uma aproximaç~o para a soluç~oJ J J
exa~a X. = XC~.) da equaç~o (3.3.3).J J

Expandindo a soluç~o de C3.3.3) em série de Taylor.

no pon~o ~. e igualmen~e a exponencial emJ C3.3.4). ob~emo

que
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+ A j
+ A

+ 2

(A; + Z A j.. JZ],,; + OC At ":J

Vlj+i= j+
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como

A = A +
jH. j

A.â'l
J

+ OC â'l 2)

ob'lemos

VI. = [ I + â'lA. + â'l2(Ã. + A~ )]VI. + O(â'l~ .

J+i J a J J J

ist.o é. o erro de discre'lizaç~o local do esquema (3.3.4) é
9

de ordem â'l. Por ou'lro lado. de (3.3.4) decorre

lim
â'l--.O

Vlj+~ - Vlj
â'l

= A.X.
J J

ist.o é. o esquema é consis'len'le e VI.converge para a soluç~oJ .

exa'la X.. quando â'l 'lende a zero.
J

Para implemen'lar numericamen'le o esquema (3.3.4). é

necessário calcular a exponencial da ma'lriz

A A. + A.
A. = J J+ ~ â'l
J 2

Exi s'lem diversos mé'lodos na 1 i 'ler a'lur a [1g] . e

n6s apresen'laremos somen'le a aproxi maç~o Racional de Padé.

A aproximaç~o racional de
-:I.

R(:X) = (p(:x»)(q(:x») . com p(:x).

expCx) por meio de

q(:x) polinômios de grau

m e n. respec'livamen'le. é ~ei'la. na prá'lica. de'lerminando os
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e supondo que VI.= X. . 'lemos:
J J

X. -
Vlj+

= OCâ'l 9) .

J+



coe~icien~es p.= p<j>CoO. q.= q<j>CoO, ~ais que.na express~oJ J

x
e qCX) - pC x) .

os ~ermos em Cx - oOj.
x

modo. e - RCx) e suas

anulam em x=a [21].

j=O. 1. . N se anuI amo Des~e

derivadas a~é ordem N = m + n se

o seguin~e resul~ado. devido a Porsching. es~abelece

uma co~a superior para a di~erença en~re eX e RCX). quando X

é uma ma~riz quadrada de ordem N.

Teorerna 6:

Suponhamos que

x
max I RCx) - e I ~ M
I

para um in~ervalo ~echado I que con~ém os au~ovalores w.
:f.

W . ... . w da ma~riz X de ordem NxN. Se a ma~riz X2 N

possui N au~ove~ores linearmen~e independen~es u. u .
:f. 2

. U
N

corresponden~es aos w.. en~~o
\.

11 RCX) - eX 11 ~ M.(";:i
a

onde a2 é o menor au~ovalor da ma~riz de Gram Gr= [Cu. .u.)].
\. J

Prova:

Suponhamos que os u. sej am
\.

uni~ários. Escrevendo

x = d u
:f. :f.

+ ... +du =Sd,N N

onde S = [ U
:f.

u ]. d = col [d ... d ].
N :f. N

decorre que
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X N
CRCX) - e ) x = I: d. CRCw .). .. J J

J=;o.

'W.
e J)u

j

Portanto

11 C RCX) - eX )x 11 ~ ME Id.1 ~ Mhll d.1I
. J J
J=~

C*)

Por outro lado. escolhendo x vetor unitário. isto é.
T T T T T.

x x=d S Sd=l. decorre que d Grd=l. onde Gr=S S é uma matr1z

de Gram dos vetores u . u u . Como os vetores u. s~o
~ 2 N J

linearmente independen t es. temos que Gr é simétrica e

positiva definida. Assim. escrevendo Gr= pTAP. A = diag[a2. ~
2 T. ... . a ] . P ortogonal. decorre que h Ah = 1. com h = Pd.N

2 2
Da relaç~o I: a. h. = 1. obtemos

j=~ J J

N

N N a. 1
11 h II~ = I: h~ ~ I: -1. h~ = -J. J . a J 2

J=~ J=~ a

Portanto. 11 d 11 ~ l/a e assim obtemos o resultado

esperado. pois x é unitário e arbitrário.

No caso das equaç~es da cinética pontual. com ACt)
A

dada por

teorema .

C2.2.2). a matriz A.
J

satisfaz à.s hipóteses do

A estimativa do erro E = RCX)
X

e . permi te

determinar o quanto a soluç~o do esquema

* A *
VI. = RCA.)VJ.

J+~ J J
C3. 3. 6)
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aproxima '1./1..
J+~

precisament.e.

obt.ida pelo esquema C3. 3. 4) . Mais

As seguint.es f'unçêSes racionais f'oram consideradas

por Porsching:

-~
1) R Cx) = C1 - :x:)

~

2) Rz (:x:) =e - ~x + ~f) - ~ e + ~)

Z 9-4
3) R (:x:) = (1 + a x + a x + a x )

9 ~ Z 3

com a = -0.29 e a . a escolhidos t.ais que minimizem~ z 9

FC a . a ) = max I R C:X:) - expC:X:)z 3 9
(-00. b)

com b>O t.al que -00 ~ expCw. .6.t.)~
A ~

A/.6.t..Pa ra o caso b=2. O. é obt.ido
J

a =0.0310616. a = -0.0022213.z 9

b. w aut.ovalor
i.

de

aproximadament.e que

As t.rês equaçêSes em dif'erença associadas com R .
~

R . R s~o. respect.ivament.ez 9

tE '" -~ *
VI. = C I-A.) '1./1.

J+~ J J
C3. 3. 6)
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Y1 .

J

quando '1./1.
tE

= '1./1. = Y1 .
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'* -

(

1-
Vlj+1-

.....

2A + 1 A2
- j - j3 6

-1 *

) (I + ~Aj)Vlj
(3.3.7)

'* ""'2
VI. = ( I - 0.026A. + O.0310616A.
J+1 J J

""'3-4 *
O. 002221 3A .) VI.

J J

(3.3.8)

onde

A

A =
j

A. + Aj+1 6'lJ
2

3.4 - Formulaç50 Analítica (Método da Continuaç50 Analitica)

se A('l) é anali'lica (pC'l) 'lambém é anali'lica). en'lão

a solução da equação

XC'l) = A('l)XC'l). X(T) = XT (3.4.1)

pode ser escri'la como uma série de Taylor

00

XC'l) = E X(k>CT)('l - T)k
k=o k!

(3.4.2)

convergen'le para 'l pr6ximo de T. O cálculo das derivadas

X(k>(T) pode ser :fei'lo.em principio. dire'lamen'le da equação

(3.4.1). ob'lendo-se um valor aproximado para C3.4.2).A'lravés

de con'linuação anali'lica [4] e [6]. é possivel es'lender a

validade de (3.4.2). porém a'lualizando os cálculos das

derivadas. para o pr6xi mo i n'lervalo. Es'le procedimen'lo.
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apesar de ~er se mos~rado sa~is~a~6rio em mui~as si~uaç5es.

cer~amen~e n~o explora a na~ureza do sis~ema.

Por~an~o. escrevamos a ma~riz AC~) na ~orma

À.
o

o

(30
A

o -À.o

*
p C~) o

HC~) =

o o

de modo que a par~e variável da rea~ividade seja considerada
.

como per~urbaç~o linear do sis~ema cons~an~e X = LX. Assim

sendo. a sol uç~o do si s~ema C3. 4. 1) pode ser escr i~a de

maneira implici~a a~ravés da ~6rmula de variaç~o de

parâ.me~ros.

t,

XC~) = eLC~-T) XCT) + IT eLC~-s) HCs)XCs) ds
C3. 4. 3)

43

AC) = L + HC) .

onde

r
p - {1 À.o
-,;-
{1 -À.
A

L = .



Utilizando a regra de

produto de ~unç~es:

derivaç~o de Leibniz. para o

n n

~ (yCt)zCt) )
=E

(

n
)

yCn-k) zCk)

dtn k=o k

e da derivada de uma integral variável:

t t
~ J

FCt.s) ds = FCt.t) +
I

ôFCt.s) ds
dt T T ôt

decorre de C3. 4. 3) que:

XCk)Ct) = Lk eLCt-T)XCT) + icEi Lk-j-1 dj HCt)XCt) +

j=0 dt j

+ S: LCt-s) LkHCs)XCs)ds
C3. 4. 4)

Portanto. os coe~icientes da série de Taylor C3.4.2)

s~o obtidos da equaç~o C3.4.4) para t=T. ou seja:

XCk)CT) = Lk XCT) +~Ei Lk-j-1.t ( 1 )
HCj-i)CT) xCi)CT)

J=0 \.=0

C3. 4. 6)

Finalmente. observa-se que da substituiç~o da série

de Taylor em C3.4.1). com AC t) = L + HC t) . resul ta a
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seguint.e relaç:à:o de recorrência:

X(k+1>CT) = LX(bCT) + ~ ( ~ ) H(k-j>CT) X(j>CT)
. O JJ=

C3. 4. 6)

cuja soluç~o é obt.ida de maneira it.erat.iva. usando a ~6rmula

C3. 4. 6) .

Para implement.arnumericament.ea soluç~o XCt.) dada

pela equaç~o C3.4.2). precisamos t.runcar a série

N

XCt.) = E X(k>CT) Ct.-T)k
k=o k!

C3. 4. 7)

e calcular para t. = t.. . com T = t.. = jl1.t.. j= 0.1. M.J+:I. J
O passo de t.empo 11.t.= t.. - t... na equaç:à:oC3.4.7) pode ser

J +:1. J

obt.ido. requerendo que o valor absolut.o do erro de

t.runcament.o ~racional. para cada expans~o. sej a no má.ximo

igual a um erro de t.runcament.oespeci~icado &. ou seja.

IR.Ct.. )
11. J+:I.

IX.Ct.. )
11. J +:1.

s &
C3. 4. 8)

para quaisquer passos de t.empo j e variáveis X.. onde1.
R. Ct.. ) é o rest.o depois de N+1 t.ermos na expans~o de X.1. J +:1. 1.
para o j +1-ési mo passo de t.empo. Est.e rest.o é dado por:

X(N+:I.>
R.Ct.. ) = i. C)f)l1.t. N+:I.

1. J+:I.
C3. 4. g)
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onde~. ~ n ~~. .
J JH.

e

X~NH)C n) =\.

X(N)(~ ) - X(N)C~ )
l j+~ l j

Ã~
(3.4.10)

SUbs~i~uindo a equaç~o C3.4.9) em C3.4.8). pode ser

observado que o maior passo de ~empo que sa~is~az à

equaç~o C3.4.8). para cada variável. para a qual

é ~ei~a. é dada por:

a expans§:o

CÃ~). =
[

CN+1)! & IX.C~. )

1]

CN+1)-~

\. \. J + ~
I

X(N+~)
l Cn) I

C3. 4. 11)

A equaç§:o C3.4.11) ~ornece um cri~ério anali~ico para

de~erminar o passo de ~empo. No~e que o passo de ~empo é

de~erminado pelo erro de ~runcamen~o &. a ordem N da série

de Taylor. e o compor~amen~o da ~unç~o X.C~) no in~ervalo ~.
\. J

~ t. ~ t.. . Para um ~ ~ixado. o passo de t.empo POde ser
J+~

aumen~ado em mui ~os problemas aument.ando N. Para um N

~ixado. o passo de ~empo pode ser aumen~ado aumen~ando &.

Para & e N ~ixados. o passo de ~empo é maior. onde a

raz~o

X. C~. )
\. J+~

X ( N+ ~ ) C ). n\.

é um máxi mo ; e menor. onde essa r az§:o é um mi ni mo.

Assim. o passo de t.empo aut.omat.icament.e. expande ou cont.rai.

dependendo do compor~amen~o da ~unç§:o. para man~er um erro

de ~runcamen~o ~racional cons~ant.e. Devido a que est.e mét.odo
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requer um passo de t.empo comum par a t.odas as var i á vei s .

que s~o expandidas em série de Taylor. e como o passo

de t.empo calculado pela equaçã:o C3.4.11) é di:ferent.e

para cada variável. um passo de t.empo comum deve ser

calculado da variável. digamos X Ct.). a qual produz om
menor passo de t.empo. A experiência t.em most.rado que

o nivel de nêut.rons nCt.). quando expandido em série de

Taylor. é a variável que usualment.e imp~e a maior

rest.riç~o no passo de t.empo. Assim. o uso de X Ct.) nam
equaç~o (3.4.11). para calcular um passo de t.empo comum.

garant.e que as out.ras variáveis dependent.es t.ambém

sat.is:façam à equaçã:o C3.4.8). Por essa raz~o. um passo de

t.empo comum é calculado por:

ât. =
[

CN+1)! € I X Ct.. ) I

]

C N +1 ) -:1

m J+:1

I X~N+ :1)C 17) I .

C3.4.1a)

(N+:1)
Como X Ct.. ) e X Cl7) nã:o podem ser calculados

m J+:1 m
at.é que At. seja conheci do. um procediment.o it.erat.ivo é

usado para calcular o passo de t.empo.

t.empo t.ent.at.ivoé calculado por

Primeiro. um passo de

ât.*

C N +1 ) - :1

=

[

C N +1)! & I X m C t.? I

]IX~NH')Ct.?1

C3. 4. 13)

Est.e valor t.ent.at.ivo é. ent.ã:o modi:ficado pelo

seguint.e processo i t.erat.ivo:
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1) Usando o valor t..ent..at..ivo C3. 4. 13) para llt... valores

t..ent..at..ivos para X Ct...) e suas der ivadas s~o cal cul ados.
m J+t

Já que as equaç5es s~o acopladas. ist..orequer um passar

at..ravés de t..odasas equaç5es do sist..ema. para cada derivada.

2) Um passo de t..empomelhorado é . ent..~ocalculado pela
(N+t) -

equaç~o C3. 4.12). onde X C)1) é calculado pela equaçaom
(3.4.10) .

3) Se o passo de t..empo melhorado é maior que seu valor

t..ent..at..ivoCpara est..e caso. o passo de t..empo t..ent..at..ivoproduz

um menor erro de t..runcament..oque o requerido). ou menor por

um f'at..orque n~o exceda a um valor pré-f'ixado. o cálculo

procede para o seguint..epasso de t..empo.Se o passo de t..empo

melhorado n~o sat..isf'aza est..ascondiç5es. t..orna-se o passo

de t..empo t..ent..at..ivo.e os passos 1) a 3) s~o repet..idos at..é

que as condiç5es sejam sat..isf'eit..as.

3.5 - Result..ados Numéricos

As equaç5es C1.2.11) e C1.2.12) da cinét..ica pont..ual

f'oram int..egradaspelo mét..ododa cont..inuaç~o analit..ica.com

seis grupos de precursores CG = 6) e com os seguint..esdados

[19L

~ = 0.000214. ~ = 0.001423. ~ = 0.001274. ~ = 0.002968.t 23.

a

~ = 0.000748. ~ = 0.000273 . ~ = E ~. = 0.0064 .5 CS . \.
\.=t

À = 0.00124. À = 0.0309. À = 0.111. À = 0.301. À = 1.14t 2 3 . 5

À = 3.01.cs
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e com o dado inicial de equillbrio es~acionário

Cio (O) = (3i n(O)À. .i.

-5 -i
com n(O) =1 e A=3 x 10 seg

rea~ividades linear e senoidal:
-4

7. 3x1 O sen(~). respec~i vamen~e.

As ~iguras 3 e 4. mos~ram as respos~as da densidade

Foram u~ilizadas as

pC~) = O. 001 ~ e pC~) =

de nêu~rons. considerando es~as rea~ividades.

O cálculo ~oi ~ei~o. u~ilizando-se uma modi~icaç~o

compu~acional. in~roduzida por Reali na in~egraç~o da

equaç~o de Van Der Pol [22]. que a seguir descreveremos. e

com o auxilio do so~~ware ma~emá~ico ma~ricial Matlab.

desenvolvido pelo grupo de Cleve Moler [18]

num PC-286.

e implemen~ado

Da equaç~o (3.4.6). mul~iplicando por

os membros. ob~emos:

A~Jc/k! ambos

XCk+1)(~)A~k = LX(k)(~)A~k + !., ~
(

~
)

H(k-j)(~)A~k-jX(j)(t)A~j
k. k. k.. J

J=O

e ~a~orando convenien~emen~e. decorre que

Jc

(k+1) A- = LA- + E Ek- .Aj
- 1: +1 -1: j =0 J

onde

~ = x(Jc)c~) A~ Jc
k!

E =H(Jc-j)C~) A~Jc-j
Jc- j
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Por out.ro lado. XCt.) pode ser escrit.o na f'orma

convenient.e

00

XCt.) = E Bk
k=o

Bk = Ak+1 Ck+1)
13.t.

Assim sendo. t.eremos a seguint.e relaç~o de

recorrência [27]:

k

Bk = LAk + E Ek-' A,
j=o J J

C3.6.1)

e

~+1 =
Bk 13.t.

C k +1 )

C3. 6. 2)

a qual nos permi t.e ir calculando. sucessivament.e. as

derivadas de XCt.). num pont.o desejado.

Para i nt.egr ar as equaçeies. di vi di mos o i nt.erval o

[o.T]. com T = Ml3,t..t..=j13.t..j= O. 1. M. calculamos
(:1) (N) J ,

XC t..). X Ct..). X Ct..) e det.errru.namos XC t..+ 13.t.).
J J J J

pelo pol inômi o de Taylor de gr au N. de XC t.) no pont.o t..'J
Observa-se que o cálculo das derivadas é f'eit.o at.ravés de

(3.6.1). at.ualizando as derivadas com C3.6.2). em cada passo

de t.empo 13.t..

Os result.ados obt.idos no caso 1inear . com N=12 e

~t.=0.02. coincidem com os valores calculados pelo mét.odo de

Hansen [27] . Para o caso senoi dal . conseguimos os mesmos

result.ados que com o mét.odo de Hansen. ut.ilizando-se N=6 e

ât.=0.012.

~ convenient..e observar que o carát..er int..erat..ivodo

programa em Mat.lab. permi t.iu-nos conf'erir a variaç~o do

depasso de t.empo. conf'orme o avanço do int.ervalo
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in'legraçã:o. o qual re:fle'le. de cert.o modo. as previsêSes

sobre a escolha de Ã'l. na sessã:o an'lerior. :feit.as em [26] .
Além disso. observa-se que erros de ar r edondamen'lo sã:o

propagados. quando o passo é muit.o pequeno. devido ao

aument.o de operaçêSes.

Fi nalmen'le. o uso d i ret.o da equaçã:o ma'lr i ci aI

(3.6.2) sem at.ualizar valores é menos e:ficient.e do que

at.ualizando e eliminando dados da memória. Por exemplo. no

caso linear. com T=8seg. N=12 e Ã'l=0.02. 'lemos 1786 :flops

para (3.6.1). quando a'lualizamos e eliminamos os dados da

memÓria. ist.o é. uma economi a de 38% em :flops. e

consequen'lemen'le em t.empo de execuçã:o.

toa

lO'!1

11)1

liI' [---
10°

~-
' ' J

101 I..

6 B" 10'

(fi.gura. 9. gráfi.co com rea.li.vi.da.de li.nea.r)
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AP);:NDICE

Programas Testes

Xo
x

I\)

L x~\~-l~

'"

" - ~ l"-) ~
"\-t-,- L XJ

" ~t
..1 \(.,=0 ~

"'(z)0-

x\\ )o

"

'lW()

~~o .\. \~~-\:. . .. ts~j b1: ~+f~t.\)t>-l: . ~~ -tN=Mh-t

Algorítmo Geral

(:i) (N)
1 - Dado XCO) . calcular X CO). o o o' X CO) der i vando a.
equaçã:o XCt) = LXC'l) + HC'l) XC'l). onde es'las der i vadas si:o

(N)
colocadas em XN = [XC O). o o o' X CO)].

N. (k) k
2 - Calcular XC.àt) = E X CO).àt / k!

k=o

3 - Repetir 1 e 2 com kât. k = 1. "0' M . obtendo XN =N

[ XCkâ'l). X(N)Ckâ'l) ]. XCCk +1) â'l) ~ E X(k)C k.à'l).à'l k/k !
k=o
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.,

.'. Solucao das equacoes da cinet ica pontual
Matrizes ~ e X(0), da equacao diferencial
Aluna: Sandra E. Vielmo Cogo
Orientador: Prof. Julio Claeyssen
Data: abril/90

de um Reator Nuclear
.
X<t)=LX(t) + H(t)X(t)/.

/.

%
%

format long e
beta =[0.006473, 0.000214, 0.001428, 0.001274, 0.002568,

0.000748,0.000273];

tal:::: 0. 0000:~ ;

1 = [0.0124, 0.0305, 0.i11, 0.301, 1.14, 3.01];
L = zeros(7..7);

L = [ -beta(1)/tal, 1(1).. 1(2).. 1(3), 1(4), 1(5), 1(6);
beta(2)/tal..-1(1), 0, 0, 0, 0, 0;
beta(3)/tal, 0,-1 (2), 0, 0.. 0, 0;
beta(4)/tal.. 0.. 0..-1(3), 0.. 0.. 0;
beta(5)/tal, 0, 0, 0,--1(4), 0, 0;
beta(6)/tal.. 0, 0, 0, 0..-1(5), 0;
beta(7)/tal.. 0, 0.. 0, 0.. 0,-1(6)]

fOlr i = i : 6..
n(1) = i;
c(i,i) ::::(beta(i+i)*n(1»/(tal*l(i»;

end ;
xx = [ n(i); c(i..i);c(2..i);c(3,1); c(4,i); c(5,i); c(6,i)]
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~unction x=nucleari(N,T,H,L,xx)
% Solucao da equacao da cinetica pontual
% considerando a reatividade linear
% Aluna: Sandra E. Vielmo COgo
% Orientador: Prof. Julio CIaeyssen
% Data: abril/90
XN ::: zeros(7,N+i);

de um reator nuclear,

XN(:,i) :::xx;
Dt :::T/H;

H ::: :<~(f~rr.)!:;(7,7);

Hderi :::zeros(7,7);
HderiCi,i) :::33.333;

{'or k :::i: H;

H(i,i) :::33.3333*(k-i)*Dt;

XN(:,2) :::L*XN(:,i) + H*XNC:,i);
fOI" i :::: ~~:N;

XN(:,i+i) :::L* XN(:,i)
end;;
soma::: XN(:,N+i);
for j :::i: N;
soma::: soma*Dt/(N+i-j)
(~nd;
XN(:,i) :::soma;

end;

+ H*XN(:, i) + (i-i)*Hderi*XN(:, i-i);

+ XN(:,N+i-j);

~.~:.'soma ;
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Algorí~mo Reali- Vilhena- Claeyssen

1 - Dado

A = B ât.i. o

A = XCO)o calcular
.

B = XCO) = LAo o

a - Repet.ir 1 com k = 1. M. usando

Jc

BJe = LAJe + E EJc- .A.
j=O J J

'\+i. =
~ ât.

Ck +1 )
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~unct ion x==nuclear4(N,T,M,L.xx)
r.Solucao da equacao da cinetica pontual
% considerando a reatividade linear
r.Aluna: Sandra E. Vielmo COgo
% Orientador= Pro~ Julio Claeyssen
% Data: abril/90
A1 == zeros(7,1);

A2 == xx;
81 == zeros(7,1);
Dt == T/M;
F == zeros(7,1);
soma==A2 ;

~or k==1: M;
~or i==1: N;
F(1) == 33.333*Dt*(A1(1)

B 1 == L *f~2 + F;

A 1 =: A2;
A2 == B1*Dt/i;
soma = soma + A2;
end;

zeros(7,1);
s()ma;

de um Reator Nuclear,

+ ( k --1 ) *A2 ( 1 ) ) ;

Ai =
A2 ::-.
end;
~.~=soma ;
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~unct ion [xryJ=nuclear6(NrTrMrLrxx)
% Solucao da equacao da cinetica pontual de
X considerando a reatividade senoidal
% Aluna: Sandra E. Vielmo C090
X Orientador: Pro~. Jul io Claeyssen
% Data: abril/90
A=zeros(7rN+i);
B=zeros(7rN);
C=zE.ros(7 rM+i);

F=zE'r ()s (7 r N) ;

E=zeros(7,N);
Dt=T/M;

um reator nuclear r

A ( : , i ) =~ü:;

C ( : , i ) =~.:H ;

soma:S.=A(:,:S.) ;

f()l'.k=i: M;

E(i,i)=24.333*sin«k-1)*Dt);
E(i,2)=24.333*Dt*cos«k-i)*Dt);

~or j=:S.: N-2;

E(i,j+2) = -E(i,j)*(DtA2)/(j*(j+i»;
end;
~or i=i: N;

F(:,i)=zeros(7,i);
F(i, i)=0;

fOI~ j::::i:i;
F(ir j)=F(i,i) + E(i,j)*A(i,i-j+i);

end;
8(:, i) ::::L*A(:,i) + F(:,i);
A <": , i + i) = B ( : r i ) *Dt / i ;

soma! == somai + A(:, i+1);
end;

A(:,:S.)::::somai;

C ( : ,1< + i ) =soma i ;

end;
>:=C I;

~J ==x ( : , i ) ;

shg;
p 1ot (y ) ;
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function x=nuclear3(N.T.M.alfa.Y0.Yi0)
% Programa para resolucao das equacoes de Van Der Pol
% utilizando o Metodo de reali
% Aluna: Sandra E. Vielmo Cogo
% Orientador: Prof. Jul io Claeyssen
% Data: maio/90
A = zeros(i.N+i);
13 ::: zeros(i.N);

C = zeros(1.M+1);
D = zeros(i.N-i);
E = zeros(1.N-i);
1-1 ::: zeros(i.M);

C(i) = Y0;
H(i) ~-::Y1.0;

Dt = T/M;
A ( i) ::::Y0;

A(2) :::Yi0*Dt;

13<i) :::Yi0;

for k=j.:M;

soma3 = A(i) + A(2);
soma4 = 8 ( 1.) ;

for i=1: N-i;

~;.omai = 0;
soma2 :::0;
for j=i: i;

somai = somai + A(i+i-j)*A(j);
soma2 ::: soma2 + D(i+i-j)*BCj);

end;
[)( i) ::: soma 1 ;

E(i) ::: soma2;
A(i+2) ::: «alfa*8(i) - alfa*E(i)
B( i+i) ::: (AC i+~~)*(i+i))/Dt;
soma3 = soma3 + A(i+2);
soma4 ::: soma4 + l3(i+i);
end;

ACi) ::: soma3;
A(2) = soma4*Dt;
B (i) :::soma4;

C(k+i) = soma3;
H(k+i) :::soma4;
€md;
>~ = C

- A ( i ) ) * C Dt "2) ) I C i * ( i + 1 ) ) ;

y = H
shg
p lot (~O()
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