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RESUMO

O presente trabalho simula processos de conformagdo mecanica em dominios
bidimensionais. Para tanto, considera-se o material como sendo um fluido ndo newtoniano e
utiliza-se a formulagdo da mecanica dos fluidos com fungdo de penalidade. O método empregado
para realizar a discretizag@o espacial ¢ o método dos elementos finitos com integragdo reduzida
do termo da fungdo de penalidade. Para discretizar o tempo usa-se diferengas finitas com o

esquema de Crank-Nicolson.

E apresentado também o método Lagrangiano-Euleriano arbitrario para descrever o

movimento da malha de elementos finitos.



ABSTRACT

Simulations of metal forming processes in two dimensional domains are presented in this
work. The material is considered as a non newtonian fluid and the flow formulation with the
penalty function approach is used. Spatial discretization is accomplished using the finite element
method with reduced integration for the pressure term. Finite differences is used for time

integration with a Crank-Nicolson scheme.

The arbitrary Lagrangian-Eulerian scheme is employed to describe the motion of the finite

element mesh.
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1. INTRODUCAO

1.1 Apresentacao

Conformagio é um dos processos de fabricagdo mais importantes da atualidade. E o meio
mais rapido de se mudar a forma de uma pega. Se essa forma € tal que pode ser obtida por apenas
uma operagdo de conformac@o, entdo este € o processo mais econémico que se pode utilizar. Se a
forma de um produto € muito complexa para ser obtida como uma unica pega, frequentemente ¢é

possivel forma-lo como duas ou mais pegas e depois junta-las mecanica ou metalurgicamente.

A simulagdo por computador dos processos de conformagdo pode torna-los ainda mais
eficientes e econdmicos a medida que visa antecipar e prever a evolugdo e o resultado final desses
processos. Com base em dados obtidos através da simulagdo é possivel modificar o processo a
fim de otimiza-lo. E por isso que nos ultimos 20 anos o uso de técnicas assistidas por computador
vem aumentando na industria de conformagdo. A tendéncia é que as aplicagdes dessas técnicas

aumentem cada vez mais.

Dentre as técnicas de simulagdo por computador, destaca-se o Método dos Elementos
Finitos por ser uma técnica poderosa e extremamente versatil. No presente trabalho langa-se mao

deste método para simular processos de conformagdo mecénica.

1.2 O Método dos Elementos Finitos

O conceito basico do método dos elementos finitos é o da discretizagdo através do
emprego da formulagdo variacional e da interpolagio das varidveis. Este método € um
procedimento de aproximagdo para solucionar equagdes diferenciais com condigdes de contorno
e/ou iniciais em problemas de engenharia ou fisica matematica. O procedimento emprega a

subdivisdo do dominio de solugdo em varias regides menores (elementos finitos) de formas



convenientes e simples, tais como tridngulos e retangulos, e aproxima a solugdo através de uma
combinagdo linear de fungdes interpoladoras constituidas de polindmios algébricos, de fécil
derivagdo e integragdo. Disposigdes apropriadas de coordenadas (nds) sdo especificadas para
cada elemento, e a agdo da equagdio diferencial é aproximada por valores das varidveis
dependentes nesses nos. Usando uma abordagem conveniente (direta, principio variacional,
método de residuos ponderados ou balango de energia), as equagdes diferenciais governantes sdo
transformadas em equagGes de elementos finitos que governam cada elemento isolado. Estas
equagdes locais sdo agrupadas para formar um sistema global de equagdes diferenciais ordinarias
ou algébricas, incluindo um apropriado calculo das condi¢Ges de contorno. Os valores nodais das

variaveis dependentes sdo determinadas pela solugdo deste sistema global de equagdes.

Dentre as caracteristicas do método dos elementos finitos pode-se destacar as seguintes
vantagens: a possibilidade de lidar com geometrias complexas que exijam malhas irregulares, a
facilidade de incorporar condigdes de contorno, tratar de dominios multiplamente conexos, o
mesmo codigo (programa) pode ser utilizado para uma grande variedade de problemas
simplesmente mudando-se os dados de entrada e o possivel emprego de adaptagdo e refinamento
de malha. Como desvantagem pode-se citar o fato de que em fendmenos transientes ndo se pode
obter uma forma explicita natural quando o método € usado na sua forma consistente, pois
sempre havera uma matriz ndo diagonal (a de massa) a ser invertida. Para tentar contornar esse
problema € possivel concentrar a matriz na diagonal principal, embora isto possa provocar

diminuig@o na precisdo [1] .

1.3 O Método dos Elementos Finitos na Conformacio Mecanica

O método dos elementos finitos foi originalmente desenvolvido por engenheiros nos anos
50 para analisar grandes sistemas estruturais de aeronaves. Porém, devido a sua enorme
versatilidade, foi logo aplicado a outras areas da engenharia. Na area de conformag¢do mecénica

ndo foi diferente.

A aplicagdio do método dos elementos finitos a processos de conformagdo pode ser
realizada sob dois enfoques diferentes:
e de mecanica dos solidos, quando os efeitos elasticos ndo podem ser desprezados. Neste

caso, o material comporta-se como um solido elasto-plastico ou elasto-viscoplastico.



¢ de mecénica dos fluidos, quando os efeitos elasticos podem ser desprezados. Neste

caso, o material comporta-se de maneira rigido-plastica ou rigido-viscoplastica.

O primeiro enfoque aplicado a problemas de conformagéo foi o de mecanica dos solidos,
que comegou como uma extensdo da técnica de analise estrutural para o regime de deformagdo
plastica. Mas, segundo Kobayashi ef al. [2], um método de analise na area de conformagdo, em
muitos casos, s6 pode justificar-se por sua confiabilidade de solugdo e sua eficiéncia
computacional. Este fato levou ao desenvolvimento de procedimentos numeéricos baseados na
formulagdo da mecénica dos fluidos. O primeiro trabalho a utilizar esta formulagdo foi
apresentado por Goon ef al. [3] em 1968. Lee e Kobayashi [4] e Zienkiewicz e Godbole [5]

extenderam esta formulagdo a solug@o de problemas plasticos e viscoplasticos.

O problema associado a processos de deformagdo é um problema de condigdes de
contorno. O processo de deformagdo de um material rigido-viscoplastico € apresentado da
seguinte forma: em um determinado estagio de distor¢do supde-se dadas ou determinadas, a
priori, certas caracteristicas do processo, tais como: a forma do corpo, a distribuigdo interna de
temperatura, o estado de ndo-homogeneidade e os valores correntes das propriedades do
material. O vetor velocidade U € prescrito na parte S, do contorno e as forgas de superficie “f “

sd3o prescritas no restante do contorno, Sy .

Na formulagdo de mecanica dos solidos, o problema de condigdes de contorno é
apresentado de maneira que, além do estado corrente do corpo, a distribui¢do interna de tensdes €
suposta conhecida e as condigdes de contorno sdo prescritas em termos de velocidade e taxa de
forgas de superficie. A aplicagdo do método dos elementos finitos a problemas de conformagio
com esta formulagdo tem sido baseada no uso das equagdes da Prandtl-Reuss para materiais
elasto-plasticos. Entretanto, esta formulagdo apresenta sérias desvantagens: assume a teoria da
deformagdo infinitesimal, mas a grande quantidade de rotagdo presente no processo elimina a
analise infinitesimal e, além disso, a natureza das equagdes constitutivas de materiais elasto-
viscoplasticos exige pequenos intervalos de tempo para a analise de processos transientes, fato

que € agravado quando o corpo passa da deformagdo elastica para a deformagdo plastica.

Uma maneira simples de evitar este problema é desprezar os efeitos elasticos e tratar a

deformagdo plastica como um problema de escoamento de fluidos. E a chamada formulagdo de



mecanica dos fluidos. Em geral, esta formula¢@o torna possiveis a analise infinitesimal e o uso de

grandes intervalos de tempo.

Na formulagdo da mecéanica dos fluidos, o material apresenta tensdes dependentes da taxa
de deformagdo, da deformagdo equivalente e da temperatura. Ele pode, também, sustentar uma
carga finita sem deformar-se. A idealizagdo do material rigido-viscopléstico simplifica o processo
de solugdo e reduz a exigéncia computacional. Além disso, este material oferece excelente
precisdo, uma vez que os efeitos elasticos em grandes deformagdes sdo despreziveis. Por esta
razdo, o material rigido-viscoplastico € apropriado para analise de processos de conformagdo em

temperaturas elevadas [6].

Uma das grandes vantagens da formulagdo da mecanica dos fluidos € a possibilidade da
introdugdo do acoplamento termo-mecénico, permitindo que o aumento da temperatura devido a
dissipagdo de energia mecanica seja resolvida simultaneamente com o problema do escoamento,
no qual as propriedades dependentes da temperatura sdo levadas em conta. Este acoplamento €

apresentado por Oden ef al. [7] e por Zienkiewicz e Godbole [5].

Apesar dos muitos avangos feitos na formulagdo de mecanica dos solidos, sua aplicagdo a
processos de conformagdo continua limitada. Por outro lado, a formulacdo de mecédnica dos

fluidos pode ser aplicada a uma grande variedade de problemas de conformagio.

No presente trabalho, o enfoque utilizado para simular processos de conformagio

mecanica € o da formulagio de mecénica dos fluidos com acoplamento termo-mecanico.

1.4 Conformacio - Aspectos Gerais

Conformagdo € o processo industrial no qual o tamanho ou a forma de uma pega €
alterada pela aplicagdo de for¢as que produzem tensdes que sdo maiores que a tensdo de
escoamento e menores que a tensdao de fratura do material [8]. Sobre o material de trabalho sao
efetuadas deformagdes plasticas (permanentes), impondo-lhe modificagdes a fim de se obter uma

forma definida.



Segundo Chiaverini [9] e Bresciani Filho et al. [10], os processos de conformagio, em
fungdo dos tipos de esforgos aplicados, podem ser classificados nas seguintes categorias:

e processos de compressdo direta (ex: forjamento e laminago);

e processos de compressdo indireta (ex: trefilagdo e extrusdo);

e processos de tragdo (ex: estiramento de chapas);

e processos de dobramento ou flexdo (ex: dobramento de chapas e de barras);

e processos de cisalhamento (ex: torgdo de barras e corte de chapas),

sendo que pode aparecer mais de um tipo de esforgo em um mesmo processo.

Os processos de conformagao recebem, ainda, uma divisdo no que se refere a temperatura
de trabalho. Segundo Datsko [8], Chiaverini [9], Bresciani Filho ez al. [10] e Schaeffer [11], esta
divisdo € a seguinte:

e conformagdo a frio (a temperatura do material durante o processo esta abaixo de sua

temperatura de recristalizagdo' );

e conformagdo a quente (a temperatura do material durante o processo esta acima de sua

temperatura de recristaliza¢do).

A temperatura de trabalho desempenha papel importante no resultado de um processo de
conformagdo mecanica na medida em que confere diferentes propriedades ao material de trabalho

no final do processo.

Caracteristicas da conformacao a frio:

e provoca-se o0 aparecimento no metal do chamado efeito de encruamento, ou seja, o

aumento da resisténcia mecanica com a deformagéo plastica,

e pode alterar sensivelmente as propriedades mecdnicas do material de trabalho

(resisténcia e dureza aumentam, dutilidade diminui);
e as maquinas devem ser de maior capacidade do que na conformagao a quente;

e maior precisdo e melhor acabamento superficial.

! Cristalizagdo: aparecimento das primeiras células cristalinas unitdrias que servem como nticleos para o posterior
desenvolvimento ou “crescimento” dos cristais, dando origem aos grdos definitivos e a “estrutura granular™ tipica
dos metais.



Caracteristicas da conformagido a quente:

a deformagdo plastica € realizada numa faixa de temperatura, durante um determinado

tempo, em que o encruamento € eliminado pela recristalizagdo do material;
e menor esfor¢o mecanico;
e a estrutura do metal € refinada (melhora a tenacidade);
e o ferramental deve apresentar boa resisténcia ao calor;
e oxidagdo e formagdo de casca de oxido;

e grandes deformagdes e pouca preciso.

Na figura 1.1 sdo mostrados os processos e produtos tipicos da conformagdo mecanica

(Fonte: Bresciani Filho ef al. [10]).



Forga Tra - |_Semi-produtas ou produtos |
Processo | preponderante|a quente| a frio Hustragdo Agos Nio-ferrosos |
Placas
Placas
X %ha:f:: Chapas
l.aminagio Cul'aii]ig:sao Perfis in
X Chapas
Barras
2 Barras
= Compressao Arames
Trefilagio e ks x A;:qmc_s Fios
s Tubos
Barras
X Tubes Tubos
z Compressao Perfis
Extruséo indireta Pe@s
% pequenas Pecas longas
extrudadas i dedis
X Pecas forjadas
- Compressio
Forjamento dir:cl.a
b3 Pecas pequenas forjadas
Pecas grandes estampadas
Compressio X (a partir de placas)
Esampagem indireta em
(profunda)
parte < Pecas de chapas estampadas
Esm:h?;:? ue Tragio X Pecas de chapas estiradas
Dobramento Flexao X x Pegas de chapas e uiras dobradas I
Calandragem Flexio X Tubos
Corte Cisalhamento X x Pecas cortadas de chapas ou

perfis pequencs diversos

Figura 1.1 - Processos e produtos tipicos da conformagdo mecanica.



1.4 Objetivo do Trabalho

O objetivo do trabalho € simular processos de conformagdo mecédnica em dominios
bidimensionais através da formulagdo da mecanica dos fluidos com fun¢do de penalidade. Para
tanto, utiliza-se o0 método dos elementos finitos para fazer a discretizagdo espacial do dominio. A

discretizagdo do tempo ¢ feita pelo uso de diferengas finitas com esquema de Crank-Nicolson.

A simulagdo sera realizada através do desenvolvimento de um algoritmo escrito em

FORTRAN77 destinado a computadores padrdo IBM-PC com sistema operacional MS-DOS.

O algoritmo desenvolvido no presente trabalho destina-se a simular processos de
conformag@o mecanica onde sio empregados metais ou polimeros como matérias-primas desses
processos. Os exemplos apresentados no presente trabalho utilizam apenas metais como matéria-

prima.

O algoritmo também destina-se a permitir e descrever o movimento da malha de elementos
finitos. Para tanto, objetiva-se introduzir o método Lagrangiano-Euleriano arbitrario para a
descrigdo desse movimento. Este método visa ser utilizado nos casos em que a descrigdo

Lagrangiana ndo pode ser aplicada.



2. FORMULACAO DO PROBLEMA

2.1 Equacdes que Governam o Problema

As equagdes que governam o escoamento de um fluido incompressivel, em coordenadas

cartesianas ortogonais sdo [12]:

e Equagdo da conservagdo da quantidade de movimento:

(. ) &
: i 1 e 1L1= 2.1
Ftét =2 f + em Q (i,j=1,2,3) 2.1

i J

onde p é a massa especifica do fluido, u; sdo as componentes do vetor velocidade nas dire¢des
dos eixos de coordenadas x;, f; sdo as componentes das forgas de volume, o;; sdo as componentes

do tensor de tensdes, “t” indica a variavel tempo e € é o dominio do problema, onde

{x, eQo®,j=123

e Equagdo da conservagdo de massa (equag@o da continuidade):

cu.
divi=—=0 em Q (i=1,2,3) (2.2)
o,
e Equagdo da conservagdo de energia:
p(£+u 61'\_ e [k ar}—mw em Q (1,)=1,2,3) (2.3)
Ua e, o\ o, i
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onde “c” ¢ o calor especifico, “T” é a temperatura, k; sdo as componentes do tensor de
condutividade térmica, “Q” é uma fonte (ou sumidouro) e “W” ¢ a poténcia mecanica (taxa de
trabalho mecanico) e corresponde a energia dissipada em forma de calor devido ao trabalho

mecanico que € desenvolvido durante o processo de deformagao.

2.2 Hipétese Simplificativa

A conformagio de produtos industriais, como foi dito antes, pode ser obtida por diferentes
processos, todos envolvendo grandes e permanentes deformagdes. Quando tais processos

ocorrem, os efeitos elasticos sdo, em geral, despreziveis em relagdo a deformagao plastica.

Assumindo a hipotese de deformacdo elastica nula, pode-se relacionar a tensdo real (o) a

taxa de deformagdo (€ ) da seguinte maneira [13]:

o=Gé (2.4)

onde a matriz “G” pode ser dependente da deformagdo efetiva (€), da temperatura (T) e da

propria taxa de deformagao:

G=G(ET) (2.5)

A hipotese acima, se admitida, faz com que o material passe a comportar-se
essencialmente como um fluido, definido por Zienkiewicz [13] como “um material incapaz de

sustentar, sem movimento, qualquer tensio desviadora”.

Pode-se adotar, a partir de agora, a formulagdo de mecénica de fluidos (ou formulagdo de

fluxo).

Embora a formulagdo de mecanica de fluidos omita os efeitos elasticos, eles podem ser
introduzidos através de calculos adicionais. Estes efeitos sdo importantes apenas para a

determinagdo de tensdes residuais e do chamado “spring back” ? .

* Spring back: recuperagdo elastica que ocorre quando a pressdo aplicada para conformar a pega € retirada. Esta
recuperagdo, em geral, ndo ¢ uniforme em toda pega e, por isso, tensdes residuais sdo criadas.
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2.3 Formulagio de Mecinica de Fluidos

As componentes o; do tensor de tensdes da equagdo (2.1) podem ser decompostas da

seguinte forma:
Gy ==Poy +T%; (i,j=1,2,3) (2.6)

onde &;; € o delta de Kronecker (1 se i=j e 0se i#j), T sdo as componentes do tensor

desviador e “p” € a pressdo hidrostatica e vem dada por:

o.
p=—— (=1,2,3) (2.7)

L8]

Aplicando a relagdo (2.4) as tensdes desviadoras (T;) obtém-se a seguinte equagdo

constitutiva;
T; = 2uéi]- (1j=1,2,3) (2.8)

onde W € a viscosidade dinamica e € € a taxa de deformagdo, que vem dada por:

&= —L—%K"J (ij=1,2.3) (2.9)

A equagdo (2.8) surge quando se considera o fluido newtoniano, para o qual se pode
aplicar a hipotese de Stokes, que estabelece uma relagdo linear entre as tensdes desviadoras (1;; ) €

as taxas de deformagéo (¢;) [1] .

Substituindo as equagdes (2.6) e (2.8) na equagdo da conservagdo da quantidade de
movimento (2.1) obtém-se uma equagio escrita em termos das componentes de velocidade e da

pressdo, ficando a seguinte expressao:
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{%Jru,-%}ﬂ ;p &LL{; zﬂ em Q  (ij=1,23)  (2.10)

J

As equagdes (2.10) sdo conhecidas como Equagdes de Navier-Stokes para escoamento

incompressivel [14].

As equagdes (2.2), (2.3) e (2.10) formam um sistema de equagdes diferenciais a derivadas

parciais que governam o fluxo transiente e laminar de um fluido incompressivel.

Até aqui, poderia parecer que o problema termo-mecanico € desacoplado, uma vez que
assume-se que a massa especifica (p) independe da pressio (“p”) e da temperatura (“T”).
Entretanto, o problema termo-mecanico €, em geral, acoplado devido as seguintes razdes [12] :

e A viscosidade dindmica (1t) é uma fungdo da temperatura, ou seja,

n=w(T) (2.11)
e Existem deformagGes produzidas por efeitos da temperatura (e ), ou seja,
e; =PB(T-TR)3; (1,j=1,2,3) (2.12)
onde Tr € uma temperatura de referéncia e B é o coeficiente de dilatagdo térmica.

e A poténcia mecanica é dissipada em forma de calor, constituindo-se numa fonte na

equagdo (2.3). Este valor vem dado por:

E -
Weintd, (i,j=1,2,3) (2.13)

onde “f” é a fragdo de poténcia mecanica que se transforma em calor e “J” € o equivalente

mecanico do calor.
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Para completar a descri¢io do modelo obtido acima, é necessario introduzir as condigdes

de contorno do problema. Essas condigdes s@o as seguintes:

e para o problema mecanico:

u, =T, em I, (1=1,2,3) (2.14a)
o;n; =t em [y (i,j=1,2,3) (2.14b)

e para o problema térmico:
T=T emIy (2.152)

T e

ki=—n=q; emI; (ij=1,2,3) (2.15b)

j
ho(T,-T)=q. em I¢ (2.15¢)
oe(T, -T*)=h (T,-T)=q, em Iy (2.15d)

onde U, sdo as componentes do vetor velocidade na diregdo x; prescrita na parte I'y do contorno,
n; corresponde aos cossenos diretores da normal ao contorno, t, sdo as componentes de forga
prescrita na diregdo da normal a I', dirigida para o exterior com respeito ao eixo x; , T € a
temperatura prescrita na parte I't do contorno, G, € o fluxo de calor por condugdo prescrito na
diregdo x; na parte I'r do contorno, T, € a temperatura ambiental, hc € o coeficiente de convecgao,
G. € o fluxo por convecgdo prescrito na parte I'c do contorno, ¢ € a constante de Stefan-
Boltzman, € € a emissividade, G, € o fluxo por radia¢do prescrito na parte I'r do contorno e hg €

o coeficiente de radiagao, que vem dado por:

h, =ce(T2 +T* )T, +T) (2.16)

E importante observar que
rLUr,=r (2.17)
e que
| 1 0 ) O (2.18)
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onde I é o contorno total do dominio € .

As equagdes (2.10), (2.2) e (2.3) representam a formulagdo para problemas em
coordenadas cartesianas ortogonais. Os casos uni e bidimensionais sdo obtidos diretamente
fazendo-se i,j=1 e i,j=1,2 , respectivamente. A formulagdo em coordenadas cilindricas (e, a partir

desta, para o caso axi-simétrico) encontra-se descrita no Anexo I do presente trabalho.

2.4 Comportamento do Material

Relagdes similares a equagdo (2.8) podem ser escritas em termos do segundo invariante do
tensor de tensdes e do segundo invariante do tensor de taxas de deformagdes. Desta maneira,

define-se tensdo efetiva ou equivalente da seguinte forma [12] :

T T (i=1,2.3) 2.19)

onde G € a tensdo efetiva ou equivalente e J7 é o segundo invariante do tensor desviador que

vem dado por

2

2

1 2 s 2 2
13 =g[(‘5n ‘0'2:) "'(Uzz _033) +(°33 _Un) ]'*'tf: T +T5 (2.20)

A relagdo (2.19) € convencionalmente feita para tornar o estado multiaxial igual a tensao
sob carregamento uniaxial, ou seja, quando todas as tensdes, com excegdo de ©1; , sao nulas.

Resulta G=0,, .

Define-se taxa de deformagado efetiva ou equivalente da seguinte forma:

E=3e,e, = 3305 (ij=1.2,3) 2.21)

onde J9 € o segundo invariante do tensor de taxas de deformagdes desviadoras, que vem dado

por:
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-

1 2 : .2
J":_' N g[[é” "'ézz)2 +(é:: _ésa) +(é33 _é”)Z] +all.2 +8§3 +E5 (2-22)

O fator 4/9 na relagdo (2.21) € introduzido para que, sob um estado de carga axial, resulte

&€ = ¢,, quando o material é incompressivel, ou seja, quando o médulo de Poisson vale 1/2.

Com as relagdes (2.19) e (2.21) obtém-se, no lugar da relagdo (2.8), a seguinte expressao:
G =3uE (2.23)

que da o comportamento do material sob carga uniaxial. Isolando-se a viscosidade, obtém-se
n=— (2.24)

Para um fluido newtoniano a viscosidade dindmica (i) € constante. Por essa razdo, a

relagio G—& é linear.

Para um fluido ndo newtoniano essa relagdo ndo € linear e, em geral, comporta-se como

uma relagdo de poténcia.

O fluido de Bingham (ndo newtoniano) descreve o comportamento de um material rigido-

viscoplastico. Neste caso, a viscosidade € dada pela seguinte relagao [13] :

=n
Gy +YE

= (2.25)

u:

&6 .1

onde oy € a tensdo de escoamento do material para o estado uniaxial de tensdes, y € “n” sao

constantes do material e, em geral, “n” variaentre O e 1.

Para o caso de plasticidade pura os efeitos viscosos sdo desprezados e a relagdo (2.25)

fica da seguinte forma:
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=t (2.26)

Para ambos os casos (de plasticidade pura e de viscoplasticidade) ¢ possivel incluir os
efeitos de encruamento do material e de temperatura. Para tanto, basta escrever a dependéncia da

seguinte maneira:
5=0(g, 1) (2.27)
Na figura 2.1 € possivel observar as relagdes entre tensdo efetiva e taxa de deformagdo

efetiva e entre viscosidade e taxa de deformagdo efetiva para fluidos newtonianos e materiais

visco-plasticos.

al
=

G =3uE

> 5
> >

mi-

€

(a) linear, fluido newtoniano.

al

Gao, +yg" (Bingham)

material visco-
plastico

plasticidade ideal, y=0

. 5
> >

€

o

(b) ndo-linear, fluido ndo-newtoniano. Materiais visco-plasticos.

Figura 2.1 - Relagdes tensdo efetiva (G) x taxa de deformagio efetiva (€) e viscosidade (1) x
taxa de deformag@o efetiva para fluidos newtonianos (a) e materiais visco-plasticos (b).



17

2.5 Condicoes de Contorno e Matrizes de Formas Arbitrarias

A implementagdo das condigdes de contorno de velocidade, eq. (2.14a), e de forgas de
superficie, eq. (2.14b), é realizada de maneira direta. Entretanto, na analise de processos de
conformagdo mecanica através do método dos elementos finitos deve-se tomar cuidado com as
condi¢des de contorno entre matriz e pega. A fricgdo, em geral, muda de diregdo no chamado

“ponto neutro”, mas a localizag@o deste ponto ndo € conhecida a priori.

A forma das matrizes em processos de conformagdo mecanica varia de processo para
processo. A implementagdo do método dos elementos finitos para cada uma dessas formas de
matrizes exigiria grande esfor¢o de programacdo. Por isso, é conveniente usar uma técnica que
pode ser aplicada a matrizes de qualquer geometria. Com esta técnica, o0 método dos elementos
finitos se torna uma ferramenta pratica e econdmica na analise de processos de conformagdo. Esta
técnica permite a implementagédo sistematica das condigdes de contorno de fricgdo para matrizes
de forma arbitraria. Também oferece a capacidade de prever a localizagdo do “ponto neutro” na

interface matriz-pega.

Esta técnica consiste no seguinte [6] : considera-se que uma matriz com superficie curva

esta em contato com a pega de trabalho; as condi¢des de contorno na interface sdo as seguintes:

U,=u,-n (2.28a)
Au 2 A
fy = —mki— 5——mktan“[ USJ (2.28b)
lAuS| n Uo

onde U, € a velocidade da pega normal 4 superficie de contato, u, € a velocidade da matriz, n € o
vetor normal unitario apontado para fora do dominio da pega, fs € a forga de fricgdo, “m” € o
fator de fricgdo, “k” € a tensdo de cisalhamento local, uy € um nimero pequeno comparado a Au,
Au, € a diferenga entre a velocidade tangencial da matriz e a velocidade tangencial da pega, “s”

indica a diregdo tangencial e “n” indica a dire¢dao normal.
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2.6 Descri¢io Lagrangiana-Euleriana Arbitraria

Até recentemente, as solugdes de problemas transientes de escoamentos com superficie
livre aplicando o método dos elementos finitos empregava, invariavelmente, a descrigdo Euleriana

ou a descrigdo Lagrangiana para descrever movimento.

A solugdo do método dos elementos finitos baseada na descri¢do Euleriana caracteriza-se
por um sistema de coordenadas que permanece fixo no tempo em relagdo a um observador
externo. Dessa maneira o fluido se move de elemento em elemento. Algumas vantagens da
descri¢do Euleriana sdo as seguintes: (a) o fluido pode ser submetido a grandes distorgdes
arbitrarias sem perda de precisdo e (b) os contornos com escoamento externo sdo faceis de lidar.
Como desvantagens pode-se citar as seguintes: (a) as interfaces de material perdem sua definigao
precisa a medida que o fluido se move através da malha, de modo que os calculos Eulerianos
basicos exigem uma légica especial para as interfaces, o que é complicado e frequentemente causa

imprecisdes e (b) regides locais com bom refinamento de malha sdo dificeis de se atingir.

Por outro lado, a solugio do método dos elementos finitos baseada na descrigdo
Lagrangiana caracteriza-se por um sistema de coordenadas que se move junto com o fluido.
Assim, cada elemento sempre contém a mesma por¢do do fluido. Algumas das vantagens dessa
descrigdo sdo as seguintes: (a) as interfaces do material podem ser especificamente tragadas e
precisamente seguidas; (b) as condi¢Ges de contorno da superficie livre sdo facilmente aplicaveis e
(c) contornos curvos e rigidos de forma arbitraria podem estar presentes. A principal
desvantagem € a sua incapacidade de lidar com grandes distor¢des, as quais frequentemente

caracterizam escoamentos de interesse.

Para evitar as dificuldades descritas acima tanto para o enfoque Euleriano como para o
enfoque Lagrangiano, propde-se uma técnica onde os pontos nodais podem ser deslocados
independentemente do movimento do fluido. Esta técnica é conhecida como método
Lagrangiano-Euleriano arbitrario, ou ALE (sigla em inglés para Arbitrary Lagrangian-Eulerian
method). Devido aos aspectos Lagrangianos desta técnica, pode-se aplica-la a escoamentos com
superficie livre. Também mantém aspectos Eulerianos que eliminam distor¢des indesejadas da

malha frequentemente associadas ao enfoque Lagrangiano. Esta técnica ¢ chamada método
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Lagrangiano-Euleriano arbitrario porque existem trés opgdes para o movimento dos vértices: (1)
podem movimentar-se junto com o fluido em uma descrigdo Lagrangiana, (2) podem manter-se
fixos em uma descri¢do Euleriana ou (3) podem movimentar-se de uma forma arbitrariamente

prescrita para dar uma continua capacidade de redividir a malha.

O trabalho de Ramaswamy e Kawahara [15] descreve a aplicagdo do método ALE, que

consiste no seguinte:

Considera-se a seguinte diferenga de velocidades:

C,=u,-v, (1=1,2,3) (2.29)

onde ¢; € a velocidade convectiva na representagdo mista, u; € a velocidade do material, v; € a

win
1

velocidade da malha e “i” indica a dire¢do do eixo x; .

A equacdo (2.29) € introduzida nas equagdes que governam o problema:

e equacdo da conservagdo da quantidade de movimento, eq. (2.10):

f{%ﬂli %)= £ “aip. +6f. [{g‘ +Z’ﬂ em Q  (i,j=1,2,3) (2.30)

e equacdo da conservagdo de energia, eq. (2.3):

or, o) o
PUae "% o, ) e

[k.,,;:]:mw em Q  (i,j=1,2,3) (2.31)

Para o caso de escoamento incompressivel, a equagdo da continuidade, eq. (2.2), ndo €

modificada pelo método ALE.

Observe-se que se a velocidade da malha (v;) for igual a zero (descrigdo Euleriana), entdo

a velocidade convectiva (c;) € igual a velocidade do material e os termos convectivos das
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equagdes (2.30) e (2.31) tém seus valores maximos. Por outro lado, se a velocidade da malha for
igual a velocidade do material (descrigdo Lagrangiana), entdo a velocidade convectiva ¢ nula e os

termos convectivos das equagdes (2.30) e (2.31) sdo nulos.

A velocidade da malha (v;) € calculada através da seguinte expressdo [16]:

1 3 1 - = i i %
(v)w =g 200), 4 mZILUZ(— =123)  (232)

onde v; é a componente da velocidade da malha no né “I” na direcdo do eixo x; , “N” é o
nimero de nds conectados ao nd “I” através de lados e diagonais, Ly € a distancia entre o no “I” e

ond “J”, 8! é o deslocamento total do nd “J” na diregiio do eixo x; e At é o intervalo de tempo.

A atualizagdo das coordenadas dos nds, apos terem se movido durante um intervalo de
tempo, pode ser obtida acrescentando-se a estas coordenadas a velocidade dos nos

correspondentes multiplicada pelo intervalo de tempo, ou seja,

x™ = x"+Aty,  (iF1,2,3) (2.33)

1

onde x| € a coordenada do n6 na dire¢do do eixo x; no tempo “n”, At € o intervalo de tempo.



3. APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1 Formulag¢io Variacional

Multiplicando as equagdes que governam o problema (equagdes (2.2), (2.3) e (2.10) ) por
fungdes teste, também chamadas fungdes peso, e integrando este produto sobre todo dominio €,

obtém-se a chamada formulag@o do método dos residuos ponderados [1]:

e Equagdes da conservagdo da quantidade de movimento:

]

[ ( N & |
I{Guil{i +u, zi}"ai. L“@ +2uxjj+§_ —flJ]dQ=0 (1,j=1,2,3) (3.1)

e Equagdo da conservagdo de massa:

au, ,
Lﬁpadﬁz 0 (i=1,2,3) (3.2)

e Equagdo da conservagio de energia:

[ ! 1
J'Q{(STLQC{%+UJ (;% —a%[kﬁ f:}- Q—WJ}dQ: 0 (1,j=1,2,3) (3.3)

onde u; € uma fungdo teste que corresponde a variagdo da velocidade na diregdo do eixo x; , dp
¢ uma fungdo teste que corresponde a variagdo da pressio e 8T € uma fungdo teste que

corresponde a variagdo de temperatura.

21 ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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Para se obter a formulago variacional das equagGes acima, aplica-se o teorema de Green.
A formulag@o variacional também € conhecida como “forma fraca”, pois enfraquece as exigéncias
de continuidade das variaveis primarias (velocidade, pressdo e temperatura). Essa formulagdo faz
com que as condigoes de contorno sejam introduzidas naturalmente nas equagdes governantes,
sob forma de integrais de contorno. Desta maneira, as equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) ficam, sob

forma variacional, da seguinte maneira [17], [12]:

e Equagdes da conservagdo da quantidade de movimento:

_ A fau o,
L[pﬁui(z' +u, 2'_J+ua::‘ {2' +Z’I]_pa§:i _fiﬁui}dﬂ—jnﬁuifidr=0 (3.9)

onde i,j=1,2,3 e o ultimo termo do lado esquerdo da igualdade corresponde a condigdo de

contorno de forgas de superficie.

e Equacdo da conservagdo de massa:

[ 5p i gar- - 3.5
180 5 40=0 (=1,2,3) (3.5)

e Equagdo da conservagio de energia:

(a1 &T) = &T oT 1
L[pcﬁTL§+ u, EJJ' ki gx ",y waTJdQ- Ir, q,8Tdl -
] ] !

(3.6)
-J. qcotar- | q.81ar=o

onde i,j=1,2,3 e os trés ultimos termos do lado esquerdo da igualdade correspondem as

condigdes de contorno do problema térmico.

Observe-se que ndo houve mudanga na equagdo da conservagdo da conserva¢do de massa.
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Embora a pressdo seja uma varidvel primaria, sua especificagio ndo constitui uma
condi¢do de contorno necessaria, pois 8p (variagdo da pressdo) ndo aparece nas integrais de
contorno da formulagio variacional. Além disso, ndo ha diferenciagdo da pressdo nas equagdes de
conservagdo da quantidade de movimento, eq. (3.4). A pressdo, portanto, € uma ordem menos
diferenciavel do que a velocidade e a fungdo de interpolagdo aplicada a pressdo pode ter um grau

a menos que a fungdo de interpolagdo aplicada a velocidade.

O problema de escoamento de fluido incompressivel representado pelas equagdes (3.4) e
(3.5) pode ser resolvido de diversas formas. No presente trabalho estas equagdes sdo resolvidas

pelo método da fung@o de penalidade.

3.2 Meétodo da Funcio de Penalidade

O método da fungdo de penalidade tem por objetivo a obtengdo de uma forma variacional
que nd3o contenha a pressio como variavel primaria do problema. Para tanto, a equagdo da
conservagdo de massa € tomada como uma restrigdo incorporada as equagdes da conservagdo da
quantidade de movimento através de um termo de penalidade (restrigdo da incompressibilidade).
O uso deste método tem vantagens sobre outras representagdes de escoamento incompressivel

por sua simplicidade no processo de discretizagdo do método dos elementos finitos [18].

A expressdo “penalidade” decorre do fato de que o termo de pressdo € penalizado se a
restrigdo ndo € cumprida, ou seja, quanto mais violada for a restrigdo, maior € o valor do termo

de penalidade [19].

O método da fungao de penalidade consiste em escrever a restrigdo de incompressibilidade

(equagdo da conservagido de massa) da seguinte forma [12]:

&

(i=1,2,3) (3.7)

o3
> o

onde A € um nimero positivo muito grande e € tratado como coeficiente de penalidade.
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Isolando “p” obtém-se:
p=-A——t (=1,2,3) (3.8)

A restrigdo de incompressibilidade é imposta, agora, através da equagdo (3.8) e ndo mais
pela equagdo auxiliar (3.2). Dessa maneira, a formulagdo variacional para a equagdo da
conservagdo de quantidade de movimento fica, substituindo-se (3.8) em (3.4), da seguinte

maneira [1]:

fr (ou, &, oufou ou) 0w odu, | [ sui
o P Tt S e e T e a0 O h Bufdr=0 (9)

J ]

Desta forma, através da fungdo de penalidade, obtém-se a redugdo do sistema de equagdes
pela eliminagdo da pressdo como variavel primaria e retém-se a possibilidade de emprego de

elementos e fungdes simples e genéricas na implementagdo do método dos elementos finitos.

3.3 Implementaciao do Método dos Elementos Finitos

As equagdes da conservagdo da quantidade de movimento, eq. (3.9), e da conservagdo de

energia, eq. (3.6), podem ser escritas sob forma matricial, ficando da seguinte maneira:
e equagdes da conservagao da quantidade de movimento:

L[p&u{%+ uTﬁ’u]+(BT6u)TuD(BT u)+ }\(BTSU)T mm” (B u) —Squ}dQ—
(3.10)

_| su™tdr=o0
T,

e equagdo da conservagdo de energia:
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,L[pcﬁ'l{g & u‘”VT)+(VT5T) k(VT)-Q8T- WBT]dQ— Ir, q,8Tdl -

(3.11)

-| q.81ar-] q.81dr=0

onde “T” como superindice indica transposigdo, negrito indica matriz ou vetor,
u' =[u, u, u,] (3.12)

Su' =[6u, &u, Ou,] (3.13)
(6 & o ]

V= 3.14
(2 2 e
Vi=[V V V] (3.15)

m'=[1 110 0 0] (3.16)
Fulf £ &l (3.17)
(2 0 0 0 0 0]

020000
o 002000 (3.18)
1000100 '
0 00O0T10O0
00000 1]
B 5 g 2 g 2

0 0 )

ox, ox, Ox, 15)
: Ox, ox, O, ]
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i-kll kl? kIS-}
k =Lk21 k., ksz (3.20)
kll k32 k33

Para implementar o método dos elementos finitos a partir das equagdes de conservagdo da
quantidade de movimento, eq. (3.10), e da equagdo da conservagdo de energia, eq. (3.11), divide-
se o dominio total do problema em regides menores, de formas simples, (elementos finitos) e
considera-se os campos de velocidade e de temperatura expressos em termos de fungdes de
interpolagdo e valores nodais de velocidade e temperatura, validos no dominio de cada elemento

em que foi dividida a regido em estudo.

Dessa maneira, tem-se;

u=2 N'u'=Nu" (3.21)

T=) N'T' =NT (3.22)

19 5 ) €L

onde “r’ e “s” sao os numeros de nos de cada elemento para velocidade e para temperatura,

respectivamente. Em geral, r =s . Ainda,

I_N‘ 0 0|
N={0 N 0 (=1, ...,r) (3.23)
[ 0 0 N
i
u’ =|uj (=1, ... ,r) (3.24)
LUQJ

onde N' é uma fungio de interpolagdo de grau “r” usada para expandir a velocidade e N' ¢
uma fungdo de interpolagdo de grau “s” usada para expandir a temperatura. Em geral, pode-se

fazer N'= N'.
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Da mesma forma que a velocidade e a temperatura, as fungdes teste também podem ser

expressas em termos de fungdes de interpolagdo e valores nodais, ficando da seguinte maneira:

Su=) w'su' = wdu" (3.25)

i=1

§T=D) W' T =W8T (3.26)

[P0

onde “r” e “s” sdo os nimeros de nos de cada elemento para a fungdo teste da velocidade e para a

fungdo teste da temperatura, respectivamente. Em geral, r=s. Ainda,

w' 0 0
w= 0 w 0 (=1, ....,r) (3.27)
L 0 o0 w'_]

Su’
Su’ =| du’ (=1, ...,r) (3.28)
Su’

onde w' é uma fungdo de interpolagio de grau “r” usada para expandir a fungdo teste da
velocidade e W' ¢ uma fungdo de interpolagdo de grau “s” usada para expandir a fungdo teste da

temperatura. Em geral, pode-se fazer w'=w" .

Substituindo as equagdes (3.21), (3.22), (3.25) e (3.26) nas equagdes (3.10) e (3.11),
obtém-se:

e equagdes da conservagdo da quantidade de movimento:

(.LDwTNdQ)%+(Lp{Nu')wVNdﬂ)u’ +([(B7w) "un(B*N)a)u" +
(3.29)

-'-(IQA(BTW)TmmT(BTN)dQ)u' —Lwa dQ—LwTT} dl’' =0

e equagdo da conservagdo de energia:
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(I pchNdQ)%+U pc(Nu’)WTVﬁdQ)T+(LVWTkV'ﬁdQ)T+

{f how'N dr+f h,w'N dr}r f (Q+W)dQ- (3.30)

f WG, dr-frc hW'T, dI"—L h,W'T,dl =0

Observe-se que os valores nodais das fun¢des teste (Su’ e 8T) foram excluidos das
equagdes governantes por terem forma arbitraria e aparecerem em todos os termos das

respectivas equagdes.

As fungdes de interpolag@o usadas para expandir as fungdes teste du e 6T podem ser as
mesmas usadas para expandir a velocidade e a temperatura, respectivamente, dando origem ao

método Galerkin. Desta forma,

w=N (3.31)

w=N (3.32)

Segundo Zienkiewicz et al. [3] o método Galerkin pode levar a instabilidades numéricas
quando ha convecgdo dominante. Entretanto, para problemas de conformagdo mecanica os efeitos

convectivos sdo pequenos e o método Galerkin pode ser aplicado.

As equagdes da conservagdo da quantidade de movimento podem ser escritas de forma

compacta, obtendo-se:

d
M%+(K1+K=+K3)u’ =p (3.33)

onde



M =prTN dQ
K, =] p(Nu')wVNdQ

K, =} BW uDB™N dQ

K= J-Q(BTw)TmlmT(BTN) dQ

p=| wirdo+| witde
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(3.34a)

(3.34b)

(3.34¢)

(3.34d)

(3.34e)

Da mesma forma, a equagdo da conservagdo de energia também pode ser escrita sob

forma compacta, ficando:

onde
M= JQ pcw 'N dQ
K, =} pc(Nu')w'VN d

K, = | vw'kVNdQ
1

K,=) h.#'N dr+j'rx h,w'N dI

P=) W (Q+W) dQ+LWTaﬁ d1“+J'rc h.w'T, dr+J'rR h,w'T, dT

(3.35)

(3.36a)

(3.36b)

(3.36¢)

(3.36d)

(3.36e)
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3.4 Termo de Penalidade

Segundo Carey e Oden [19], o sistema de equagdes formado pelas equagdes (3.33)
geralmente ndao conduz ao resultado correto. Isto acontece porque o problema discreto € sobre-
restringido e tende a solug@o trivial (u; = u; = uz3 = 0). Em outras palavras, o que ocorre € 0
seguinte: considere-se o sistema de equagGes da conservagdo de quantidade de movimento

representado por (eq. 3.33) :

d
[K,+K2+kK,]u=P—M—£ (3.37)

onde A € o coeficiente de penalidade, a matriz K; representa o termo de penalidade, a matriz [K,
+ K, ] representa todos os termos restantes que multiplicam o vetor velocidade u e a matriz [P -

Mdu/dt] representa todos os termos que ndo multiplicam o vetor velocidade.

No limite, tem-se

; [1 1 ) 1[ du]
lim 1(K1+K2)+K3Ju=im T(P-M)[=0 (3.38)

Atraves da analise da equagdo acima conclui-se que para valores grandes de A obtém-se

u = 0. Por outro lado, para valores pequenos de A a restrigdo ndo € satisfeita adequadamente.

Para contornar este problema deve-se fazer a matriz K3 singular e, por isso, ndo inversivel,
tornando o sistema indeterminado quando A tende ao infinito. Entretanto, o sistema completo
continua inversivel e com solug@o unica pois a matriz [K; + K, ] é ndo singular e a soma das duas

matrizes garante a inversibilidade da matriz total [K; +K;+A K3 ] [17] .

Uma maneira de garantir a singularidade da matriz K3 € o emprego da chamada integragdo
reduzida. Este nome € dado porque a integragdo numeérica € efetuada com um grau inferior ao
necessario para obter a solugdo exata da integral. Em outras palavras, a integragdo € feita com um

numero de pontos menor do que o necessario para a solugdo exata da integral.
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3.5 Integrac¢ido no Tempo
As equagdes (3.33) e (3.35) podem ser representadas, de maneira genérica, por

X
Mc:i—t+KX=P (3.39)

Na equagdo acima a derivada temporal foi conservada em sua forma diferencial, enquanto
que as derivadas espaciais foram substituidas por operadores discretos através da aplicagdo do
método dos elementos finitos. Para a implementagdo computacional deste sistema de equagdes €
necessaria a discretizagdo da derivada temporal. Isto € obtido através da introdugdo da chamada
familia © para aproximag@o, ou seja, a aproxima¢do da derivada temporal é realizada por uma

meédia ponderada entre dois intervalos de tempo consecutivos [17]:

X,
(3.40)

t+AL

thﬂn +(1_9)Xl = At

onde X, € o valor da derivada temporal da variavel X no tempo “t”, X, ¢ o valor da variavel X no

tempo “t” , At € o intervalo de tempo e

(0 Esquema exp licito de Euler
Esquema implicito de Crank — Nicolson
Esquema de Galerkin no tempo

,_—
—_— |t =

Esquema completamente implicito
No presente trabalho emprega-se o esquema implicito de Crank-Nicolson (6 = 1/2).
Aplicando a aproximagio (3.40) em (3.39) para os tempos ‘t’ e ‘t+At’, obtém-se

M, +0AK ., |X., =[M, -(1-0)AtK ]X, +At[6P,,, +(1-0)P,] (3.41)

Para o caso de acoplamento termo-mecanico, as equagdes de conservagido de quantidade

de movimento e de conservagdo de energia sdo resolvidas simultaneamente. Neste caso, a matriz
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K das equagdes de conservagio da quantidade de movimento dependem do campo de
velocidades, através dos termos convectivos, € a viscosidade pode depender da temperatura e do
campo de velocidades, através das deformagdes especificas. Por outro lado, a matriz K da
equagdo de conservagdo de energia depende do campo de velocidade, através dos termos
convectivos, e pode depender da temperatura, se os coeficientes de condutividade térmica e de

convecgdo forem dependentes da mesma.

Observe-se que os termos convectivos (K na eq. (3.33) e K, na eq. (3.35) ) ddo origem

a matrizes ndo-simétricas, aumentando as exigéncias computacionais.
Se for considerado que a massa especifica (p) e o calor especifico (“c”) forem
independentes do campo de velocidades e da temperatura, entdo a matriz de massa (M) € uma

matriz constante.

O vetor P da equagdo de conservagdo de energia depende do campo de velocidades

através da taxa de trabalho mecénico que se transforma em calor.

A equagdo genérica (3.41) pode ser escrita sob forma compacta da seguinte maneira:

FoaXua =6, X, +AtH, (3.42)
onde
F..=M,, +0AK . (3.43a)
G, =M, - (1-0)AtK, (3.43b)
H, o =6P,, +(1-0)P, (3.43¢)

Observe-se que no caso em que © = 0 (esquema explicito de Euler) a matriz de

coeficientes (F,,, ) € simétrica, positiva definida e de coeficientes constantes. Entretanto, os
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métodos explicitos, embora mais simples, tém severas limitagdes quanto ao tamanho do intervalo

de tempo.

Por outro lado, nos casos em que 6 # 0 (esquemas implicitos), a matriz dos coeficientes (a
ser invertida) passa a ser ndo simétrica e dependentes do campo de velocidades, tornando o
sistema ndo linear. Neste caso, o sistema de equagdes deve ser resolvido através da aplicagdo de
algum esquema iterativo. O esquema iterativo escolhido para o presente trabalho foi o método de
Newton-Raphson modificado. As férmulas de recorréncia deste método para serem usadas
durante o processo iterativo em cada intervalo de tempo sdo as seguintes:

FAX[, =[G X, +(1-0)AtP, | +6AtP, , - F/ X!

t+4t t+ALS T AL

(3.44)

Xk =X\, +AX (3.45)

w:
1

onde o superindice “i” indica o nimero da iteragdo. Observe-se que o vetor H,,,, da equagdo
(3.42) foi desmembrado para indicar que o termo entre colchetes permanece constante durante o

processo iterativo.

A obtengdo de X, ,, a partir da equagdo (3.45) ocorre quando um determinado critério de

convergéncia € satisfeito, podendo-se atualizar as matrizes F e H e a geometria do problema.

Dois dos critérios de convergéncia que podem ser aplicados a este sistema de equagdes sdo 0s

seguintes:
[ : 1/2
[AX1h - AL .
[ = X"]m < tolerancia (3.46)
Xa XA
e

[(Ptin}l i F:+mxj:+m)2] B

[(Pli*-ﬂl - Fixl)zlnz

< tolerdncia (3.47)



34

Uma terceira alternativa para determinar a convergéncia e para a solugdo de problemas
ndo lineares utiliza um parametro acelerador e “line searching”. Este algoritmo encontra-se

descrito no Anexo II do presente trabalho.

3.6 Cilculo da Pressiao

O método da fungdo de penalidade aplicado as equagdes que governam o problema
mecénico permite eliminar a pressdo como variavel primaria do problema, reduzindo o sistema de
equagdes a ser resolvido. A pressdo, por estar ausente do sistema de equagdes, deve ser calculada

de alguma maneira alternativa, a partir do campo de velocidades.

Para tanto, considera-se as equagdes de Navier-Stokes para um fluido incompressivel e

viscoso em regime laminar (eq. (2.10) ) :

£+ @i_ — i Oy, 1i=1.2.3 3.48)
2 uj A = By + axg (ls.]_ sy ) ( ’

J

X i=1,2.3 3.49)
e (=1,2,3) 3.

Diferenciando-se as equagdes (3.48) com respeito a x; e somando-as, obtém-se a equagio

de Poisson para a pressio [20] :

o*p op o a(
o okl e Pax \M

(3.50)

ox
. o [6211, +82u, +62u1J+ 0 (Eﬁzu2 o’u, GZUZJ
m M +— +
X, : Ox, \ %y  Ox;  0x;
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ou, em notagdo indicial:

ip_ a[u au.]_ a[ 6u2J a( du,
axr - Pax, o) Pax M ek ) Pax M, )
(i=1,2,3) (3.51)

N a{ff‘u, o0 [Pu), 9 (2,
Wox Laxt ) Mo, Lo ) ax, Lo

onde os termos de derivadas temporais foram eliminados pela aplicagdo da equagdo da

continuidade (3.49).

A formulagdo variacional da equag¢do acima é obtida multiplicando-a por uma fungdo

teste, ou fun¢do peso, integrando-a sobre todo dominio Q e aplicando o teorema de Green,

resultando na seguinte equagao:

(G o=t 5

axi axl 2 i
op azulJ asp[azu,] aap(azus
+In‘{ax,[ax3 i = e
" o (3.52)
+,[I_5FHUI KI-F%}]' +[ul 6)-:2 +Eigjn2+[ '%4-%]“3}“—4'
1 1 i 2 1 3

onde i=1,2,3 , &p € uma fung@o teste (ou fungdo peso) e corresponde a variagdo de pressdo, n; € a

componente na diregdo do eixo x; do vetor unitario normal ao contorno I' apontando para fora

do dominio Q.

Considerando que as equagdes de conservagdo da quantidade de movimento (3.48) sejam

satisfeitas a medida que se aproxima do contorno a partir do interior do dominio Q, pode-se

reescrever a equagao acima da serguinte maneira:
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(2 -~f{§‘f[ui§:}§i’[w o), 32(, 2
+f {%p ip(a;;" anﬁ-zp(aa;}]na]dﬂ— (3.53)

1

TACUENEN

onde i=1,2,3 e a integral de contorno envolvendo derivadas temporais (Gltima integral da

equagdo acima) € nula quando o contorno € rigido ou o problema € estacionario.

O uso da equagdo (3.53) para o calculo da pressdo exige o conhecimento da segunda
derivada da velocidade nos termos viscosos, o que introduz dificuldades adicionais. A maneira
como ¢ efetuado o célculo da segunda derivada da velocidade encontra-se descrito no Anexo III

do presente trabalho.

A aplicagio do método dos elementos finitos a equagdo (3.53) é feita de maneira similar a
realizada sobre as equagdes de conservagdo da quantidade de movimento e de conservagdo de
energia, de maneira que as variaveis sdo expressas em termos de fun¢des de interpolagdo e valores

nodais.

Observe-se que quando da utilizagdo da descri¢do Lagrangiana-Euleriana Arbitraria (ALE)
para o movimento da malha, descrita no item 2.6 do presente trabalho, deve-se utilizar a
velocidade convectiva nos termos convectivos da equagdo (3.53) (primeira integral do lado

direito da igualdade).



4. APLICACOES

4.1 Extrusdo Sem Radiacio

Analisa-se o processo de extrusdo direta plana da liga Ti-6Al-4V a alta temperatura
(conformag@o a quente - a temperatura de trabalho esta acima da temperatura de recristalizag@o).
A deformagio plastica ocorre, portanto, sem efeito de encruamento do material. E considerado o

acoplamento termo-mecanico do processo. Nao se considera perdas de calor para o ambiente.

Considera-se que a largura do problema ¢ muito maior que a sua altura, de maneira que
pode-se desprezar os efeitos causados pelas paredes laterais e o problema pode ser analizado
bidimensionalmente. Observe-se, na figura 4.1, que ha um plano de simetria na geometria do

problema, o que permite a analise de apenas metade do dominio.

recipiente da
A ferramenta

<4
\ tarugo N

pistao

\.. material

T o

Figura 4.1 - Esquema do processo de extrusdo direta.

v

Pode-se observar, na figura 4.2, a geometria do problema, bem como as suas condi¢des de

contorno.

37
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Figura 4.2 - Geometria e condigdes de contorno do problema de extrusdo direta sem radiag@o.

Os dados do problema sdo os seguintes:

h=2,5cm
L=12cm
Velocidade do pistdo: u, = 3,5 cm/s
Temperatura inicial: T, = 1750°F [1227,59 K]
Massa especifica: p = 4,598x10”° N.s%cm*
Propriedades térmicas:
Coeficientes de condutividade térmica: k;; = k2= 1,54 cal/(cm.s.°F) [1160,6 kg.m/(s* K)]
Calor especifico: ¢ = 8,34x10° cal.cm/(N.s* °F) [628,5 m’ /(s* K)]
Coeficiente de penalidade: A = 1x10°
Intervalo de tempo: At=1x10"s
Viscosidade inicial:  inicial = 500 N.s/cm’
Faixa de variagdo da viscosidade: de 100 a 500 N.s/cm”
Para o calculo da viscosidade usou-se a seguinte expressao:
G + (E / y)un

T R S 4.1
g % S

onde
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y= (4.2)

onde o, € a tensdo de escoamento, € ¢ a taxa de deformagdo efetiva, y' e “n” sdo constantes que

sao calculadas por

{794+0,0036(T— 1500)> —3,25(T-1500)  se T<1950°F

v~ |61 se T>1950° F
Js,2497 se T<1800°F
n=182497-0,01376(T—1800) se 1800 < T<2100°F
l4,1218 se T>2100°F
(0,343485x10°* se T<1800°F

10,343485x 107 +0,342532x107°(T-1500)" se 1800< T <2100°F
~0,832265x 107 +0,294604 x 10™°(T-1500)° se 2100 < T < 2240°F
[1,58535 se T>2240°F

A malha de elementos finitos é mostrada na figura 4.3. A malha consiste de 200 elementos

de 4 n6s cada, num total de 241 nos.

Figura 4.3 - Malha de elementos finitos formada por 241 nés e 200 elementos de 4 nos cada.

Na figura 4.4 tem-se o campo de velocidades, sob forma de vetores, no instante t = 20s.

Um detalhe do campo de velocidades ¢ mostrado na figura 4.5.
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Figura 4.4 - Campo de velocidades, sob forma vetorial, no instante t = 20 segundos.
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Figura 4.5 - Detalhe do campo de velocidades no instante t = 20 segundos.

Nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8 sdao mostradas as distribuigdes de temperatura, pressao e tensao

equivalente, respectivemente, no instante t = 20 segundos.
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Temp.

1866.22
1858.47
1850.73
1842.98
1835.23
1827.48
1819.73
1811.98
1804.24
1796.49
1788.74
1780.99
1773.24
1765.5

1757.75

Figura 4.6 - Distribuigdo de temperatura (em °F) em isorregides no instante t = 20 segundos.

Press
2093.44
= _1958.13
- -6009.69
-10061.3
-14112.8
{ -18164.4
{ -22215.8
-26267.5
-30319.1
-34370.6
-38422.2
-42473.8
-46525.3
-50576.9
-54628.4

Figura 4.7 - Distribuigdo de pressio (em N/cm® ) em isorregioes no instante t = 20 segundos.

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



42

Observe-se que na distribui¢ao de pressao (figura 4.7) ha o surgimento de zonas (lado
esquerdo) com valores de pressao inadequados para este tipo de escoamento. Estas zonas podem
estar sendo geradas pelo fato da matriz utilizada para o calculo das derivadas das velocidades e
que servem para o calculo da pressao (Anexo III) ser uma matriz reduzida. Sohn & Heinrich [20]

advertem da possibilidade do uso da matriz reduzida levar a imprecisdes no calculo da pressdo.

Tens.

8113.14
757227
7031.41
6490.55
5949.68
5408.82
4867.96
4327.09
3786.23
3245.37
2704.5

2163.64
1622.77
1081.91
541.048

] [

Figura 4.8 - Distribui¢do de tensdo equivalente (em N/cm® ) em isorregides no instante t = 20

segundos.

Na figura 4.9 é mostrada uma comparagdo entre o campo de velocidades calculado no
presente trabalho e o campo de velocidades obtido por Zienkiewicz ef al. [3] no corte A-A da

figura4.2, emx; = 11,5 cm.

Na figura 4.10 mostra-se uma comparagdo entre a distribui¢ao de temperatura calculada

no presente trabalho e a distribui¢ao obtida por Zienkiewicz ef al. [3] em x; = 2,5 cm.



15.00

10.00

5.00

0.00

Velocidade [cm/s]

-5.00

-10.00

43

Velocidade na dire¢éo do eixo '
—4A— Presente trabalho

—fJ— Zienkiewicz et al.

Velocidade na diregdo do eixo 'y’

—=7— Presente trabalho
—<&—  Zienkiewicz et al.
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Figura 4.9 - Comparagdo entre o campo de velocidades calculado no presente trabalho e o campo

de velocidades obtido por Zienkiewicz ef al. [3] no corte A-A da figura 4.2, em x; = 11,5 cm.
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Figura 4.10 - Comparagdo entre a distribui¢do de temperatura calculada no presente trabalho e o

obtido por Zienkiewicz et al. [3] em x; = 2,5 cm.
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4.2 Extrusio Com Radiacao

Analisa-se o problema anterior, mas considera-se perdas de calor por radiagdo para o

ambiente. A geometria e a malha s3o as mesmas utilizadas no problema anterior.

E possivel observar, a partir da figura 4.2, que a unica mudanga ocorre em uma das

condigdes de contorno.

sz — A

OSSN NN SN RN N NN T..
u2=0 :
) = Uy A\ e h ('I‘ T)
1 ; - = =
3h T, i . B
J
i SR — - [, fR——
L K A Xi
i 3L

Figura 4.11 - Geometria e condigdes de contorno do problema de extrusdo direta com perda de

calor por radiag@o.

Os dados do problema sdo os seguintes:
Todos os dados do problema anterior.
Temperatura ambiental: T.,= 70°F [294,3 K]
Constante de Stefan-Boltzman x emissividade: oe = 1,933x10™" cal/(s.cm®°F*) [8,5.107

kg/(s’ KY)]

Os resultados obtidos para velocidade, pressio e tensdes sdo os mesmos obtidos no

problema anterior. Houve diferengas apenas na distribui¢o de temperatura.
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Na figura 4.12 é mostrada a distribui¢io de temperatura, em isorregides, considerando

perdas de calor para o meio por radiagio.

Temp.
1 1863.28
1855.73
1848.17
1840.62
1833.07
—1 1825.52
1817.97
181042
1802.86
1795.31
1787.76
1780.21
1772.66
1765.1
1757.55

Figura 4.12 - Distribuig¢do de temperatura (em °F) em isorregides para o problema com perda de

calor para o meio por radiagdo.

Na figura 4.13 ¢é mostrada uma comparagdo entre a distribuigdo de temperatura obtida no

presente trabalho e o obtido por Zienkiewicz ef al. [3] em x, = 2,5 cm.

Na figura 4.14 ¢ mostrada uma comparagdo entre a distribui¢@o de temperatura obtida no
problema sem perda de calor por radiagdo e a distribuigdo de temperatura obtida no problema

com perda de calor por radiagdo em x; = 2,5 cm .
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Figura 4.13 - Comparagdo entre a distribuigdo de temperatura calculada no presente trabalho e a

obtida por Zienkiewicz et al. [3] em x, = 2,5 cm.
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Figura 4.14 - Comparagio entre a distribuigdo de temperatura calculada no problema sem perda
de calor por radiagdo e a distribui¢do de temperatura calculada no problema com perda de calor

por radiagdo em x, =25 cm .
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4.3 Forjamento

Analisa-se o processo de forjamento de um cilindro circular a temperatura constante. Nao
é considerado, portanto, o acoplamento termo-mecanico. Ndo ha efeitos de encruamento do

material. O cilindro é comprimido até a redugdo de 40% de sua altura inicial.

Um esquema do processo de forjamento que este problema envolve ¢ mostrado na figura
4.15. Observe-se que existe um eixo de simetria axial no processo, de maneira que pode-se
considerar um caso axi-simétrico. Além disso, o processo também apresenta um plano de

simetria, de modo que pode-se analisar apenas a area hachurada da figura 4.15 .

[T LT T LEELS.

N

AN

LLT LTS LT LT

Figura 4.15 - Representagdo do processo de forjamento.
Observando a figura 4.15 nota-se que a pega a ser forjada (cilindro) tende a deslocar-se
tangencialmente a matriz (o raio do cilindro aumenta) ou, em outras palavras, ha uma velocidade

relativa entre a matriz e a pega de modo que a fricgdo entre eles deve ser considerada.

Na figura 4.16 € mostrado a geometria e as condi¢des de contorno do problema.
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uz = Uy lu
m

SRR
X

Figura 4.16 - Geometria e condigdes de contorno do problema. Somente a parte hachurada da

figura 4.15 ¢ representada nesta figura.

Os dados do problema sdo os seguintes:

L =1 polegada [0,0254 m]

Velocidade da matriz: un, =1 pol/seg. [0,254 m/s]

Massa especifica: p = 6.0 Ib/pol’ [166079,4 kg/m’ ]

Coeficiente de penalidade: A = 1.10°

Intervalo de tempo: At = 0,001 segundos

Redugdo total da altura: 40% da altura inicial do cilindro

Viscosidade inicial: Miniciai = 5.0 Ib/(pol.s) [89,3 kg/(m.s)]

Faixa de variagdo da viscosidade: 0,578 a 9,85 Ib/(pol.s) [10,3 a 175,9 kg/(m.s)]

A viscosidade € calculada através da seguinte expressdo:

(4.3)

g~
I
& al

onde
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5=1008" [10° Ibfipol*] ou [6,89.10° kg/(m.s%)] (4.4)

onde G é a tensdo efetiva e € ¢ a taxa de deformagio efetiva.

Este problema, como foi dito acima, é um problema com contato e fricgdo, ou seja,
considera-se que o contato entre a matriz € a pega oferega resisténcia ao movimento. Esta for¢a

de fricgdo € calculada pela seguinte expressao (apresentada no capitulo 2 do presente trabalho -
item 2.5):

A 2 A
fs =-mk w z-—mktm-’[ﬁ] (4.5)
|AU5| n u,

onde

f, = forga de fricgdo
m = fator de fricgao = 0,5

; 36 .
k = tensdo de cisalhamento local = 3 (G € a tensdo efetiva)

Au, = diferenga entre a velocidade tangencial da matriz e a velocidade tangencial da pega

up = niimero pequeno comparado a Au, = 1.10™

Na figura 4.17 € mostrada a evolugdo da compressdo do cilindro através da visualizagdo
da malha de elementos finitos no instante inicial (redugdo nula), para o instante t = 0,2s (redug@o
de 20% da altura) e para o instante final, t = 0,4s, (redugdo de 40% da altura). A malha de

elementos finitos utilizada neste trabalho contém 121 nos e 100 elementos de 4 nos cada.
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Figura 4.17 - Evolugdo da compressdo do cilindro através da visualizagdo da malha de elementos
finitos nos instante t = 0 (malha inicial), t = 0,2 s (redugdo de 20% da altura) e t = 0,4 s (redugdo
de 40% da altura).

Na figura 4.18 € mostrado o campo de velocidades, sob forma de vetores, no instante

final da compressao (t = 0,4s - reducdo de 40% da altura).
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Figura 4.18 - Campo de velocidades do cilindro no instante final da compressdo (t = 0,4s -
redugdo de 40% da altura inicial do cilindro).

Na figura 4.19 € mostrada a distribui¢do de pressdo no instante t = 0,4s (redugdo de 40%
da altura inicial do cilindro).

Na figura 4.20 tem-se a distribuigdo de tensdo equivalente no instante t = 0,4s (redugdo de
40% da altura inicial do cilindro).

Na figura 4.21 apresenta-se uma comparagdo entre a compressdo do cilindro calculada no
presente trabalho e a compressio do cilindro obtida por Kobayashi er al. [2] atraveés da

visualizag@o das respectivas malhas de elementos finitos no instante t = 0,4s (redugdo de 40% da
altura inicial do cilindro).

Na figura 4.22 apresenta-se uma comparagao entre o campo de velocidades calculado no

presente trabalho e o campo de velocidades obtido por Kobayashi ez al. [2], sob forma de vetores,
no instante t = 0,4s (redug¢do de 40% da altura inicial do cilindro).

Na figura 4.23 apresenta-se uma comparagdo entre a compressio do cilindro calculada no
presente trabalho e a compressdo do cilindro obtida pelo software CAPS-FINEL através da

visualizagdo das respectivas malhas de elementos finitos no instante t = 0,4s (redugdo de 40% da
altura inicial do cilindro).
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Press

137.368
~| 124.336
= 111.304
98.2725
85.2406
—  72.2087
| 59.1769
46.145
33.1131
20.0812
7.04037
-5.9825
-19.0144
-32.0462
-45.0781

Figura 4.19 - Distribui¢io de pressao (em Ibf/pol” ) no instante t = 0,4s (redugdo de 40% da altura

inicial do cilindro).

Tens.
462.924
— 433148
—  403.371
373.585
343.819
{ 314.043
1 284.266
254.49
224.714
194.938
165.161
135.385
105.609
75.8325
46.0563

Figura 4.20 - Distribui¢do de tensdo equivalente (em Ibf/pol’ ) no instante t = 0,4s (reducao de
40% da altura inicial do cilindro).
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Figura 4.21 - Comparagdo entre a malha de elementos finitos calculada no presente trabalho
(azul) e a malha de elementos finitos obtida por Kobayashi ez al. [2] (vermelho) no instante t =

0,4s (redugdo de 40% da altura inicial do cilindro).
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Figura 4.22 - Comparagdo entre o campo de velocidades calculado no presente trabalho (azul) € 0
campo de velocidades obtido por Kobayashi ef al. [2] (vermelho) no instante t = 0,4s (redugdo de

40% na altura inicial do cilindro).
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Figura 4.23 - Comparagio entre a malha de elementos finitos calculada no presente trabalho
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(azul) e a malha de elementos finitos obtida pelo software CAPS-FINEL® (vermelho) no instante

t = 0,4s (redugdo de 40%da altura inicial do cilindro).

* CAPS-FINEL, CPM GmbH, Herzogenrath, Alemanha: Software alemdo para cdlculo de problemas de
conformacdo mecanica. Os resultados obtidos por este software ¢ apresentados no presente trabalho foram gerados

no Centro de Tecnologia da UFRGS através da colaboragdo do Prof. Dr. Lirio Schaeffer.



5. CONCLUSAO

5.1 Conclusoes

A partir dos resultados obtidos com as aplica¢Ges e com as comparagdes feitas com 0s
resultados das referéncias € possivel dizer que a utilizagdo do método dos elementos finitos
utilizando o método da fungdo de penalidade ¢ apropriado para a simulagdo de processos de

conformagdo mecanica.

Entretanto, os resultados considerados bons ddo-se apenas no calculo das chamadas
variaveis primarias (velocidade e temperatura), que sdo calculadas diretamente pelos sistemas de
equagdes formado pelas equagdes da conservagdo da quantidade de movimento e pela equagdo da

conservagdo da energia.

Observando-se as distribuigdes de pressao das aplicagdes testadas neste trabalho,
constata-se que aparecem resultados indesejados. Isto pode dever-se ao fato da matriz de massa
utilizada para o calculo da derivada da velocidade ser uma matriz diagonalizada. Sohn &
Heinrich [20] ja advertem da possibilidade da matriz de massa diagonalizada levar a perda de

precisdo.

O método Lagrangiano-Euleriano arbitrario (ALE) utilizado para descrever o movimento
da malha de elementos finitos foi introduzido no algoritmo do presente trabalho objetivando
solucionar problemas onde a descrigdo Lagrangiana ndo pudesse ser empregada. Entretanto, para
o exemplo de movimento de malha de elementos finitos apresentado no presente trabalho (ex. 3 -
item 4.3), a descri¢gdo Lagrangiana mostrou-se eficiente e apropriada, dispensando a necessidade

da substituigao desta descri¢do pela do método ALE.

57



58

O principal problema encontrado durante o desenvolvimento do presente trabalho foi a
grande instabilidade numérica do algoritmo causada pela variagdo da viscosidade dinamica (i) a
cada iteragdo. Para que o algoritmo pudesse convergir para uma solugdo, os novos valores
calculados a cada iteragdo para a viscosidade dindmica ficaram limitados a uma pequena faixa de
variagdo (entre um valor minimo e um valor maximo de viscosidade dinamica previamente

determinados e fixos durante toda a execugdo desse algoritmo).

5.2 Sugestées Para Trabalhos Futuros

Estender o programa para solugdo de problemas tridimensionais, o que aumenta as

exigéncias computacionais e pode exigir, por essa razao, a mudanga do método de solugao.

Aplicar o algoritmo a outros processos de conformagdo mecanica, principalmente a
processos com outro tipo de esforgo dominante.. Nos processos simulados no presente trabalho
(extrusdo direta e do forjamento) apenas um tipo de esforco dominante foi apresentado: esforgo

de compressao.

Para o calculo da pressdo deve-se utilizar a matriz de massa padrdo (ndo diagonalizada),

como recomenda Sohn & Heinrich [20].

Testar a descrigdo Lagrangiana-Euleriana Arbitraria (ALE) em problemas que causem
maiores deformagdes na malha de elementos finitos e em que a descrigdo Lagrangiana nio ofereca

resultados satisfatorios, devido a excessiva distor¢do da malha.



ANEXOS



ANEXO 1

Este anexo descreve a formulagdo do problema em coordenadas cilindricas e, a

desta, a formulagdo para o caso axi-simétrico [

1) Coordenadas cilindricas (r,z,0):

12]:

e Equagdes de conservagdo da quantidade de movimento:

L8[, 0) 3 ) utn_2 (o
ool @) 2" ) ra e
e Equacgdo da conservagdo de massa:
a"'lr_i_a"‘lz la'lﬁ+ur_0
or oz raod r

e Equagdo da conservagdo de energia:

60

partir

(I.1a)

(L.1b)

(I.1c)

(12)
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ot "o toz r 09 or) 0z\"2 8z)”
1 © or) k_oT (13)
-l k ___J_‘__“_z W
r’ 68( % 20 r r £

As equagdes (I.1a) a (I.1c) e (I1.2) correspondem ao escoamento de um fluido newtoniano

incompressivel e massa especifica (p) constante.

As tensdes em coordenadas cilindricas vém dadas por:

du,
O, = —p+2u§ (L4a)
ou,
c,, = —p+2;J.E (1.4b)
_ 1f oy
gy =—p+2 20 +u, (I.4c)
_ [0 e laue]
T = & ¥ +r Py (1.4d)
cu, 10u,
Tgy = Py +;E (L4e)
_ .[aur 5“zj L4
trz _}‘ az + ar ( f)

2) Caso axi-simétrico (r, z):

e Equagoes da conservagao da quantidade de movimento:

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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_,E[Ef-lz f, (1.5a)
or\r

u,  ou, au,J op a( au] a( au] i éu
I W S Ll-=——2= I.5b
‘(a:+“f&r+“*az+az oLyl i gy g vl (-50)
e Equagdo da conservagido de massa:
ou, Qu, u
i 5 e i N 1.6
6r+8z+r ? us

e Equagdo da conservagdo de energia:

oT oT oT) & oT a[ ar) k. oT
ol gy | 2, EL] Ole L) Egp el 1.7
p{a T e az] ar[k" ar] - Qv @0

As tensdes para o caso axi-simétrico ficam:

ou

= —L 1.8

Oy = —P+2U— (I.8a)
du

=- —L [.8b

Oy =peli— (1.8b)
ou, Ou

R =l\[ = +-—..z] (1.8¢c)
oz or
u

g = —p+2|,t—r'— (1.8d)

Observe-se que, a menos de (1.8d), as tensdes tém a mesma forma que num problema

bidimensional. Alémde € _, €, e €  existe uma taxa de deformagdo €, que vem dada por:
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(1.9)



ANEXO II

Algoritmo apresentado por Awruch [12] para a solugdo de um sistema de equagdes ndo
lineares do tipo da equagdo (3.44). Este algoritmo utiliza um pardmetro acelerador e “line

searching”.

Os passos deste algoritmo, dentro de um intervalo de tempo, sdo os seguintes:

1 t=t, o TAt ; se t>t_. iraopasso 14.
2 Calcular
KtAxi:L1 =?I +9AtPli+m _K:+61X:+ét = Aﬁim
onde

K, =M, +0AtK
P, =[M, - (1-0)AK, |X, +(1-6)AtP,
sendo que P, deve ser calculado uma tinica vez em todo processo iterativo.

3 Se 1=0 fazer A;=1.0 (onde A; = acelerador)

Se 1#0 fazer A, =- (onde A; = acelerador)

-

4 Calcular: S, = (AX T ) i (Aﬁlﬂn)

Fazer: m =1 (comprimento do passo) e LI = 0 (contador de “line searching”).

3 Calcular: X!

t+AL

=X!

t+AL

+Airhxi+]

t+At
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11

12

13

14
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Calcular: AP, =P, +06AP]) -K;'\ X’}

t+M t+A +AL S T+ M

AP
Calcular: = =B
AP, |

Se B < tolerancia, a convergéncia foi atingida, voltar ao passo 1.

Se B > tolerancia, ir ao passo 9.

Calcular:

s, =(axizy,)"(aPi)

<
I
w2 I__r.n

Se w<e (tolerancia de “line searching”) fazer i =i+1 eir ao passo 2.
Se w >e¢ verificar o contador de “line searching”, sendo que se LI = LMAX (limite do

contador) deve-se ir ao passo 2, em caso contrario ir ao passo 11.

SI _So :

Calcular: ¢ = se ¢ > 10 fazer ¢=10.

Calcular: LI=LI+1 (contador de “line searching™)

Ni=¢n (comprimento do passo)

Ir ao passo S.

Fim do processo.



ANEXO III

Este anexo contém a descri¢do do calculo da segunda derivada do campo de velocidades

necessaria para a obten¢@o da pressao segundo a equagao (3.53).

A solugdo da equagdo (3.53) para a obtengdo da pressdo exige o conhecimento da
segunda derivada do campo de velocidades, o que introduz dificuldades adicionais ao problema.
Para contornar esta dificuldade, Sohn & Heinrich [21] apresentaram um esquema baseado na

aproximagdo da primeira derivada da velocidade por minimos quadrados usando interpolagdo

bilinear. Para tanto, define-se

2_:=ZN=a; (IL1a)
g_lzzNia-: (IL1b)
%z Z:N*a§ (IL1¢)
g“x__j_.:zwb; (IL1d)
22 - ZN'b, (ILle)
@lelebg (IL1f)
- TN aLlg)
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du, |
—_— 1 ] .1h
= _IZN ch (IL1h)
cu - .
_6‘xi =ZN’°" (IL1i)

onde a)=(éu,/dx,)" , etc, sdo os valores das derivadas no n6 “i” e as fungdes N' s3o as fungdes

teste bilineares. “n” é o nimero de pontos nodais.

Considere-se, agora, que U, sejam as aproximagdes por elementos finitos das

componentes da velocidade u, usando elementos bilineares, ou seja,
U, =2 N'u (=T, wo,0) (I1.2)

A aproximagdo por minimos quadrados para as derivadas de u; com respeito a x; €

obtida minimizando-se o funcional

; 3 =_L{gz—:—%ﬁll) dQ:_L[ZN"a*I —z(‘iNl u',] dQ (=1, ..,n) (IL3)

1 1
A equacao de Euler para a expressdo acima fica

oJ ON’
2 ! Sald Y ——55) - ;
1 —2LN (Z} N'al 2,. u,}dQ 0 (i

Il

1 i) (I1.4)

que leva a um sistema de equagdes da forma

Ma, =F (IL5)

onde
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M=[m,]=[[N'Nae] i1, .n) (IL6)
€
|- ON! _I .
F=[fi]=|._L(N‘Zax—u{]dQJ (=1, ... ,n) (I1.7)

A solug@o do sistema de equagdes (II.5) fornece o vetor a; que contém as primeiras

derivadas de u; nos pontos nodais.

Finalmente, a segunda derivada de u; com respeito a x; € obtida diretamente pela

diferenciagdo da equagio (II.1a), ou seja,

63u, 1
= ). —— g i=1, ... 1.8
6x,2 zi:a‘“ a, (i=1, ... ,n) (11.8)

O mesmo procedimento pode ser usado para obter as aproximagdes das outras oito

derivadas parciais de segunda ordem (eq. (II.1b) a (IL.1i) ).
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