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RESUMO 

O presente trabalho simula processos de conformação mecânica em domínios 

bidimensionais. Para tanto, considera-se o material como sendo um fluido não newtoniana e 

utiliza-se a formulação da mecânica dos fluidos com função de penalidade. O método empregado 

para realizar a discretização espacial é o método dos elementos finitos com integração reduzida 

do termo da função de penalidade. Para discretizar o tempo usa-se diferenças finitas com o 

esquema de Crank-Nicolson. 

E apresentado também o método Lagrangiano-Euleriano arbitrário para descrever o 

movimento da malha de elementos finitos. 

11 



ABSTRACT 

Simulations o f metal forming processes in two dimensional domains are presented in this 

work. The material is considered as a non newtonian flu id and the flow formulation with the 

penalty function approach is used. Spatial discretization is accomplished using the finite element 

method with reduced integration for the pressure term. Finite differences is used for time 

integration with a Crank-Nicolson scheme. 

The arbitrary Lagrangian-Eulerian scheme is employed to describe the motion of the finite 

element mesh. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1 Apresentação 

Conformação é um dos processos de fabricação mais importantes da atualidade. É o meio 

mais rápido de se mudar a forma de uma peça. Se essa forma é tal que pode ser obtida por apenas 

uma operação de conformação, então este é o processo mais econômico que se pode utilizar. Se a 

forma de um produto é muito complexa para ser obtida como uma única peça, frequentemente é 

possível formá-lo como duas ou mais peças e depois juntá-las mecânica ou metalurgicamente. 

A simulação por computador dos processos de conformação pode tomá-los ainda mais 

eficientes e econômicos à medida que visa antecipar e prever a evolução e o resultado final desses 

processos. Com base em dados obtidos através da simulação é possível modificar o processo a 

fim de otimizá-lo. É por isso que nos últimos 20 anos o uso de técnicas assistidas por computador 

vem aumentando na indústria de conformação. A tendência é que as aplicações dessas técnicas 

aumentem cada vez mais. 

Dentre as técnicas de simulação por computador, destaca-se o Método dos Elementos 

Finitos por ser uma técnica poderosa e extremamente versátil. No presente trabalho lança-se mão 

deste método para simular processos de conformação mecânica. 

1.2 O Método dos Elementos Finitos 

O conceito básico do método dos elementos finitos é o da discretização através do 

emprego da formulação variacional e da interpolação das variáveis. Este método é um 

procedimento de aproximação para solucionar equações diferenciais com condições de contorno 

e/ou iniciais em problemas de engenharia ou fisica matemática. O procedimento emprega a 

subdivisão do domínio de solução em várias regiões menores (elementos finitos) de formas 
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convenientes e simples, tais como triângulos e retângulos, e aproxima a solução através de uma 

combinação linear de funções interpoladoras constituídas de polinômios algébricos, de fácil 

derivação e integração. Disposições apropriadas de coordenadas (nós) são especificadas para 

cada elemento, e a ação da equação diferencial é aproximada por valores das variáveis 

dependentes nesses nós. Usando uma abordagem conveniente (direta, princípio variacional, 

método de resíduos ponderados ou balanço de energia), as equações diferenciais governantes são 

transformadas em equações de elementos finitos que governam cada elemento isolado. Estas 

equações locais são agrupadas para formar um sistema global de equações diferenciais ordinárias 

ou algébricas, incluindo um apropriado cálculo das condições de contorno. Os valores nodais das 

variáveis dependentes são determinadas pela solução deste sistema global de equações. 

Dentre as características do método dos elementos finitos pode-se destacar as seguintes 

vantagens: a possibilidade de lidar com geometrias complexas que exijam malhas irregulares, a 

facilidade de incorporar condições de contorno, tratar de domínios multiplamente conexos, o 

mesmo código (programa) pode ser utilizado para uma grande variedade de problemas 

simplesmente mudando-se os dados de entrada e o possível emprego de adaptação e refinamento 

de malha. Como desvantagem pode-se citar o fato de que em fenômenos transientes não se pode 

obter uma forma explícita natural quando o método é usado na sua forma consistente, pois 

sempre haverá uma matriz não diagonal (a de massa) a ser invertida. Para tentar contornar esse 

problema é possível concentrar a matriz na diagonal principal, embora isto possa provocar 

diminuição na precisão [ 1] . 

1.3 O Método dos Elementos Finitos na Conformação Mecânica 

O método dos elementos finitos foi originalmente desenvolvido por engenheiros nos anos 

50 para analisar grandes sistemas estruturais de aeronaves. Porém, devido a sua enorme 

versatilidade, foi logo aplicado a outras áreas da engenharia. Na área de conformação mecânica 

não foi diferente. 

A aplicação do método dos elementos finitos a processos de conformação pode ser 

realizada sob dois enfoques diferentes: 

• de mecânica dos sólidos, quando os efeitos elásticos não podem ser desprezados. Neste 

caso, o material comporta-se como um sólido elasto-plástico ou elasto-viscoplástico. 
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• de mecânica dos fluidos, quando os efeitos elásticos podem ser desprezados. Neste 

caso, o material comporta-se de maneira rígido-plástica ou rigido-viscoplástica. 

O primeiro enfoque aplicado a problemas de conformação foi o de mecânica dos sólidos, 

que começou como uma extensão da técnica de análise estrutural para o regime de deformação 

plástica. Mas, segundo Kobayashi et ai. [2], um método de análise na área de conformação, em 

muitos casos, só pode justificar-se por sua confiabilidade de solução e sua eficiência 

computacional. Este fato levou ao desenvolvimento de procedimentos numéricos baseados na 

formulação da mecânica dos fluidos. O primeiro trabalho a utilizar esta formulação foi 

apresentado por Goon et ai. (3] em 1968. Lee e Kobayashi [4] e Zienkiewicz e Godbole [5] 

extenderam esta formulação à solução de problemas plásticos e viscoplásticos. 

O problema associado a processos de deformação é um problema de condições de 

contorno. O processo de deformação de um material rígido-viscoplástico é apresentado da 

seguinte forma: em um determinado estágio de distorção supõe-se dadas ou determinadas, a 

priori, certas características do processo, tais como: a forma do corpo, a distribuição interna de 

temperatura, o estado de não-homogeneidade e os valores correntes das propriedades do 

material. O vetor velocidade ü é prescrito na parte Su do contorno e as forças de superfície "f " 

são prescritas no restante do contorno, Sr . 

Na formulação de mecânica dos sólidos, o problema de condições de contorno é 

apresentado de maneira que, além do estado corrente do corpo, a distribuição interna de tensões é 

suposta conhecida e as condições de contorno são prescritas em termos de velocidade e taxa de 

forças de superficie. A aplicação do método dos elementos finitos a problemas de conformação 

com esta formulação tem sido baseada no uso das equações da Prandtl-Reuss para materiais 

elasto-plásticos. Entretanto, esta formulação apresenta sérias desvantagens: assume a teoria da 

deformação infinitesimal, mas a grande quantidade de rotação presente no processo elimina a 

análise infinitesimal e, além disso, a natureza das equações constitutivas de materiais elasto­

viscoplásticos exige pequenos intervalos de tempo para a análise de processos transientes, fato 

que é agravado quando o corpo passa da deformação elástica para a deformação plástica. 

Uma maneira simples de evitar este problema é desprezar os efeitos elásticos e tratar a 

deformação plástica como um problema de escoamento de fluidos. É a chamada formulação de 
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mecânica dos fluidos. Em geral, esta formulação toma possíveis a análise infinitesimal e o uso de 

grandes intervalos de tempo. 

Na formulação da mecânica dos fluidos, o material apresenta tensões dependentes da taxa 

de deformação, da deformação equivalente e da temperatura. Ele pode, também, sustentar uma 

carga finita sem deformar-se. A idealização do material rigido-viscoplástico simplifica o processo 

de solução e reduz a exigência computacional. Além disso, este material oferece excelente 

precisão, uma vez que os efeitos elásticos em grandes deformações são desprezíveis. Por esta 

razão, o material rígido-viscoplástico é apropriado para análise de processos de conformação em 

temperaturas elevadas [6]. 

Uma das grandes vantagens da formulação da mecânica dos fluidos é a possibilidade da 

introdução do acoplamento termo-mecânico, permitindo que o aumento da temperatura devido à 

dissipação de energia mecânica seja resolvida simultaneamente com o problema do escoamento, 

no qual as propriedades dependentes da temperatura são levadas em conta. Este acoplamento é 

apresentado por Oden et a/. [7] e por Zienlciewicz e Godbole [5]. 

Apesar dos muitos avanços feitos na formulação de mecânica dos sólidos, sua aplicação a 

processos de conformação continua limitada. Por outro lado, a formulação de mecânica dos 

fluidos pode ser aplicada a uma grande variedade de problemas de conformação. 

No presente trabalho, o enfoque utilizado para simular processos de conformação 

mecânica é o da formulação de mecânica dos fluidos com acoplamento termo-mecânico. 

1.4 Conformação - Aspectos Gerais 

Conformação é o processo industrial no qual o tamanho ou a forma de uma peça é 

alterada pela aplicação de forças que produzem tensões que são maiores que a tensão de 

escoamento e menores que a tensão de fratura do material [8]. Sobre o material de trabalho são 

efetuadas deformações plásticas (permanentes), impondo-lhe modificações a fim de se obter uma 

forma definida. 
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Segundo Chiaverini [9] e Bresciani Filho et a/. (10], os processos de conformação, em 

função dos tipos de esforços aplicados, podem ser classificados nas seguintes categorias: 

• processos de compressão direta (ex: f01jamento e laminação); 

• processos de compressão indireta (ex: trefilação e extrusão ); 

• processos de tração (ex: estiramento de chapas); 

• processos de dobramento ou flexão (ex: dobramento de chapas e de barras); 

• processos de cisalhamento (ex: torção de barras e corte de chapas), 

sendo que pode aparecer mais de um tipo de esforço em um mesmo processo. 

Os processos de conformação recebem, ainda, uma divisão no que se refere à temperatura 

de trabalho. Segundo Datsko [8], Chiaverini [9], Bresciani Filho et a/. [ 1 O] e Schaeffer [ 11 ], esta 

divisão é a seguinte: 

• conformação a frio (a temperatura do material durante o processo está abaixo de sua 

temperatura de recristalização1 
) ; 

• conformação a quente (a temperatura do material durante o processo está acima de sua 

temperatura de recristalização ). 

A temperatura de trabalho desempenha papel importante no resultado de um processo de 

conformação mecânica na medida em que confere diferentes propriedades ao material de trabalho 

no final do processo. 

Características da conformação a frio: 

• provoca-se o aparecimento no metal do chamado efeito de encruamento, ou seJa, o 

aumento da resistência mecânica com a deformação plástica; 

• pode alterar sensivelmente as propriedades mecânicas do material de trabalho 

(resistência e dureza aumentam, dutilidade diminui); 

• as máquinas devem ser de maior capacidade do que na conformação a quente; 

• maior precisão e melhor acabamento superficial. 

1 Cristalização: aparecimento das primeiras células cristalinas unitárias que servem como núcleos para o posterior 
desenvolvimento ou "crescimento" dos cristais, dando origem aos grãos definitivos e à "estrutura granular" típica 
dos metais. 
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Características da conformação a quente: 

• a deformação plástica é realizada numa faixa de temperatura, durante um determinado 

tempo, em que o encruamento é eliminado pela recrístalização do material; 

• menor esforço mecânico; 

• a estrutura do metal é refinada (melhora a tenacidade); 

• o ferramenta) deve apresentar boa resistência ao calor; 

• oxidação e formação de casca de óxido; 

• grandes deformações e pouca precisão. 

Na figura 1.1 são mostrados os processos e produtos típicos da conformação mecânica 

(Fonte: Bresciani Filho et a/. [10] ). 
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1n 1re1a Fios Fios 

Tubos 

Barras [ 

• 
X Tubos Tubos 

Extrusão ~mp,ressão Perfis 
1n01reta Peças 

X [ pequenas Peças longas 

extrudadas extrudadas 

X 

~ 
Peças forjadas 

Forjamento Compressão 
direta 

X Peças pequenas forjadas 

Compressão 

~ 
Peças grandes estampadas 

Estampagem 
X (a partir de placas) 

indireta em (profunda) parte Peças de chapas estampadas 
X 

Estiramento de Tração /~' chapas X Peças de chapas estiradas 

-

Dobramento Flexão X X ~ Peças de ~:h~ JXI S c tiras dobradas 

Calandragem Flexão X 
~ 
()B 

Tubos 

~ l Corte Cisa I h a men to Peças cortadas de chapas ou 
X X ( perfis pequenos diver.;os 

Figura 1.1 - Processos e produtos típicos da confonnação mecânica. 
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1.4 Objetivo do Trabalho 

O objetivo do trabalho é simular processos de conformação mecânica em domínios 

bidimensionais através da formulação da mecânica dos fluidos com função de penalidade. Para 

tanto, utiliza-se o método dos elementos finitos para fazer a discretização espacial do domínio. A 

discretização do tempo é feita pelo uso de diferenças finitas com esquema de Crank-Nicolson. 

A simulação será realizada através do desenvolvimento de um algoritmo escrito em 

FORTRAN77 destinado a computadores padrão ffiM-PC com sistema operacional MS-DOS. 

O algoritmo desenvolvido no presente trabalho destina-se a simular processos de 

conformação mecânica onde são empregados metais ou polímeros como matérias-primas desses 

processos. Os exemplos apresentados no presente trabalho utilizam apenas metais como matéria­

pnma. 

O algoritmo também destina-se a permitir e descrever o movimento da malha de elementos 

finitos. Para tanto, objetiva-se introduzir o método Lagrangiano-Euleriano arbitrário para a 

descrição desse movimento. Este método visa ser utilizado nos casos em que a descrição 

Lagrangiana não pode ser aplicada. 



2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

2.1 Equações que Governam o Problema 

As equações que governam o escoamento de um fluido incompressível, em coordenadas 

cartesianas ortogonais são [12): 

• Equação da conservação da quantidade de movimento: 

( ru. au.1 ooij 
~-

1 + U - -1 j= f +-àt Jfjx . I àx . 
J J 

em n (i,j= l ,2,3) (2 .1) 

onde p é a massa específica do fluido, Ui são as componentes do vetor velocidade nas direções 

dos eixos de coordenadas Xi , [j são as componentes das forças de volume, O"ij são as componentes 

do tensor de tensões, "t" indica a variável tempo e n é o domínio do problema, onde 

{xj E 0~ 9iÍ , j = 1,2,3} 

• Equação da conservação de massa (equação da continuidade): 

au. 
div ü = _ I = o em n 

àx . 
I 

• Equação da conservação de energia: 

( õf õf l à ( õfJ p\-+u .-j-- k .. - = Q+ W àt J àx . àx . IJ àx . 
J J I 

9 

(i= l ,2,3) 

em n (i,j= 1,2,3) 

(2.2) 

(2 .3) 
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onde "c" é o calor específico, "T" é a temperatura, kij são as componentes do tensor de 

condutividade ténnica, "Q" é uma fonte (ou sumidouro) e "W" é a potência mecânica (taxa de 

trabalho mecânico) e corresponde à energia dissipada em forma de calor devido ao trabalho 

mecânico que é desenvolvido durante o processo de deformação. 

2.2 Hipótese Simplificativa 

A conformação de produtos industriais, como foi dito antes, pode ser obtida por diferentes 

processos, todos envolvendo grandes e permanentes deformações. Quando tais processos 

ocorrem, os efeitos elásticos são, em geral, desprezíveis em relação à deformação plástica. 

Assumindo a hipótese de deformação elástica nula, pode-se relacionar a tensão real (cr) à 

taxa de deformação (e) da seguinte maneira [13]: 

cr= Ge (2.4) 

onde a matriz "G" pode ser dependente da deformação efetiva (e), da temperatura (T) e da 

própria taxa de deformação: 

G = G(e,ê, T) (2.5) 

A hipótese acima, se admitida, faz com que o material passe a comportar-se 

essencialmente como um fluido, definido por Zienkiewicz ( 13] como "um material incapaz de 

sustentar, sem movimento, qualquer tensão desviadora". 

Pode-se adotar, a partir de agora, a formulação de mecânica de fluidos (ou formulação de 

fluxo) . 

Embora a formulação de mecânica de fluidos omita os efeitos elásticos, eles podem ser 

introduzidos através de cálculos adicionais. Estes efeitos são importantes apenas para a 

determinação de tensões residuais e do chamado "spring back" 2 
. 

2 Spring back: recuperação elástica que ocorre quando a pressão aplicada para conformar a peça é retirada. Esta 
recuperação, em geral, não é uniforme em toda peça e, por isso, tensões residuais são criadas. 
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2.3 Formulação de Mecânica de Fluidos 

As componentes a;j do tensor de tensões da equação (2.1) podem ser decompostas da 

seguinte forma: 

a .. = -põ .. +-r .. 
~ ~ ~ 

(ij=l ,2,3) (2.6) 

onde Õ;i é o delta de Kronecker (1 se i = j e O se i -:~:- j ), "t;j são as componentes do tensor 

desviador e "p" é a pressão hidrostática e vem dada por: 

a .. 
11 p=--
3 

(i= 1 ,2,3) (2.7) 

Aplicando a relação (2.4) às tensões desviadoras ("t;j) obtém-se a seguinte equação 

constitutiva: 

(ij=1,2,3) (2.8) 

onde Jl é a viscosidade dinâmica e E ii é a taxa de deformação, que vem dada por: 

(i,j=1 ,2,3) (2.9) 

A equação (2.8) surge quando se considera o fluido newtoniana, para o qual se pode 

aplicar a hipótese de Stokes, que estabelece uma relação linear entre as tensões desviadoras ("tij) e 

as taxas de deformação (E ii) [ 1] . 

Substituindo as equações (2.6) e (2.8) na equação da conservação da quantidade de 

movimento (2. I) obtém-se uma equação escrita em termos das componentes de velocidade e da 

pressão, ficando a seguinte expressão: 
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(i,j= 1 ,2,3) (2.1 O) 

As equações (2.1 O) são conhecidas como Equações de Navier-Stokes para escoamento 

incompressível [ 14]. 

As equações (2.2), (2.3) e (2 .1 O) formam um sistema de equações diferenciais a derivadas 

parciais que governam o fluxo transiente e laminar de um fluido incompressível. 

Até aqui, poderia parecer que o problema termo-mecânico é desacoplado, uma vez que 

assume-se que a massa específica (p) independe da pressão (" p") e da temperatura ("T"). 

Entretanto, o problema termo-mecânico é, em geral, acoplado devido às seguintes razões [12] : 

• A viscosidade dinâmica (J..l) é uma função da temperatura, ou seja, 

J..l= J..l(T) (2.11) 

• Existem deformações produzidas por efeitos da temperatura (e J), ou seja, 

(i,j= 1 ,2,3) (2.12) 

onde T R é uma temperatura de referência e P é o coeficiente de dilatação térmica. 

• A potência mecânica é dissipada em forma de calor, constituindo-se numa fonte na 

equação (2.3). Este valor vem dado por: 

f w = -"[ .. g .. J IJ IJ 
(ij= 1,2,3) (2.13) 

onde "f' é a fração de potência mecânica que se transforma em calor e "J" é o equivalente 

mecânico do calor. 



13 

Para completar a descrição do modelo obtido acima, é necessário introduzir as condições 

de contorno do problema. Essas condições são as seguintes: 

• para o problema mecânico: 

• para o problema térmico: 

T=T 

õT 
k ;j fJx . nj = Clr. 

J 

hc (Tco - T)=qc 

cm(T;- T4
) = h R (Tco - T) = q R 

em fu 

em fa 

em fT 

em f r 

em f c 

em f R 

(i=l ,2,3) 

(i,j= 1 ,2,3) 

(i,j= I ,2,3) 

(2.14a) 

(2.14b) 

(2.15a) 

(2.15b) 

(2.15c) 

(2.15d) 

onde TI; são as componentes do vetor velocidade na direção x; prescrita na parte ru do contorno, 

nj corresponde aos cossenos diretores da normal ao contorno, t; são as componentes de força 

prescrita na direção da normal a r a dirigida para o exterior com respeito ao eixo Xj , T é a 

temperatura prescrita na parte r T do contorno, q r. é o fluxo de calor por condução prescrito na 

direção x; na parte r r do contorno, T co é a temperatura ambiental, hc é o coeficiente de convecção, 

q c é o fluxo por convecção prescrito na parte r c do contorno, cr é a constante de Stefan­

Boltzman, e é a emissividade, q R é o fluxo por radiação prescrito na parte r R do contorno e h R é 

o coeficiente de radiação, que vem dado por: 

(2.16) 

É importante observar que 

(2.17) 

e que 

(2.18) 
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onde r é o contorno total do domínio n . 

As equações (2.1 0), (2.2) e (2.3) representam a formulação para problemas em 

coordenadas cartesianas ortogonais. Os casos uni e bidimensionais são obtidos diretamente 

fazendo-se i,j= 1 e i,j= 1 ,2 , respectivamente. A formulação em coordenadas cilíndricas (e, a partir 

desta, para o caso axi-simétrico) encontra-se descrita no Anexo I do presente trabalho. 

2.4 Comportamento do Material 

Relações simílares à equação (2.8) podem ser escritas em termos do segundo invariante do 

tensor de tensões e do segundo invariante do tensor de taxas de deformações. Desta maneira, 

define-se tensão efetiva ou equivalente da seguinte forma [ 12) : 

cr=~-23 "( . "( .. =)3J o., 
IJ IJ • (ij=1,2,3) (2.19) 

onde o é a tensão efetiva ou equivalente e J ~ é o segundo invariante do tensor desviador que 

vem dado por 

(2.20) 

A relação (2. 19) é convencionalmente feita para tornar o estado multiax.ial igual à tensão 

sob carregamento uniaxial, ou seja, quando todas as tensões, com exceção de cr11 , são nulas. 

Resulta cr = cr11 . 

Define-se taxa de deformação efetiva ou equivalente da seguinte forma : 

(ij= l ,2,3) (2.21) 

onde J ~ é o segundo invariante do tensor de taxas de deformações desviadoras, que vem dado 

por: 
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(2.22) 

O fator 4/9 na relação (2.21) é introduzido para que, sob um estado de carga axial, resulte 

t = é 
11 

quando o material é incompressível, ou seja, quando o módulo de Poisson vale 112. 

Com as relações (2.19) e (2.21) obtém-se, no lugar da relação (2.8), a seguinte expressão: 

(2 .23) 

que dá o comportamento do material sob carga uniaxial. Isolando-se a viscosidade, obtém-se 

a ·· --r 3e (2.24) 

Para um fluido newtoniana a viscosidade dinâmica (1.1) é constante. Por essa razão, a 

relação a-e é linear. 

Para um fluido não newtoniana essa relação não é linear e, em geral, comporta-se como 

uma relação de potência. 

O fluido de Bingham (não newtoniana) descreve o comportamento de um material rígido­

viscoplástico. Neste caso, a viscosidade é dada pela seguinte relação [ 13] : 

(2.25) 

onde cry é a tensão de escoamento do material para o estado uniaxial de tensões, y e "n" são 

constantes do material e, em geral, "n" varia entre O e 1. 

Para o caso de plasticidade pura os efeitos viscosos são desprezados e a relação (2.25) 

fica da seguinte forma: 
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(2.26) 

Para ambos os casos (de plasticidade pura e de viscoplasticidade) é possível incluir os 

efeitos de encruamento do material e de temperatura. Para tanto, basta escrever a dependência da 

seguinte maneira: 

a = a{ e, T) (2.27) 

Na figura 2.1 é possível observar as relações entre tensão efetiva e taxa de deformação 

efetiva e entre viscosidade e taxa de deformação efetiva para fluidos newtonianos e materiais 

visco-plásticos. 

u 

(a) linear, fluido newtoniano. 

cra. cry + yen (Bingham) 

material visco­
plástico 

plasticidade ideal, y=O 

u 

·-. 
···-· --· · 

(b) não-linear, fluido não-newtoniano. Materiais visco-plásticos. 

Figura 2.1 -Relações tensão efetiva (cr) x taxa de deformação efetiva (e) e viscosidade (J.l) x 
taxa de deformação efetiva para fluidos newtonianos (a) e materiais visco-plásticos (b). 
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2.5 Condições de Contorno e Matrizes de Formas Arbitrárias 

A implementação das condições de contorno de velocidade, eq. (2.14a), e de forças de 

superficie, eq. (2.14b), é realizada de maneira direta. Entretanto, na análise de processos de 

conformação mecânica através do método dos elementos finitos deve-se tomar cuidado com as 

condições de contorno entre matriz e peça. A fiicção, em geral, muda de direção no chamado 

"ponto neutro", mas a localização deste ponto não é conhecida a priori. 

A forma das matrizes em processos de conformação mecânica varia de processo para 

processo. A implementação do método dos elementos finitos para cada uma dessas formas de 

matrizes exigiria grande esforço de programação. Por isso, é conveniente usar uma técnica que 

pode ser aplicada a matrizes de qualquer geometria. Com esta técnica, o método dos elementos 

finitos se torna uma ferramenta prática e econômica na análise de processos de conformação. Esta 

técnica permite a implementação sistemática das condições de contorno de fricção para matrizes 

de forma arbitrária. Também oferece a capacidade de prever a localização do "ponto neutro" na 

interface matriz-peça. 

Esta técnica consiste no seguinte [ 6] : considera-se que uma matriz com superfície curva 

está em contato com a peça de trabalho; as condições de contorno na interface são as seguintes: 

u = u ·n n m 
(2.28a) 

(2.28b) 

onde Un é a velocidade da peça normal à superfície de contato, Um é a velocidade da matriz, n é o 

vetor normal unitário apontado para fora do domínio da peça, fs é a força de fiicção, "m" é o 

fator de fiicção, "k" é a tensão de cisalhamento local, u0 é um número pequeno comparado a ~us , 

ôus é a diferença entre a velocidade tangencial da matriz e a velocidade tangencial da peça, "s" 

indica a direção tangencial e "n" indica a direção normal. 
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2.6 De.scrição Lagrangiana-Euleriana Arbitrária 

Até recentemente, as soluções de problemas transientes de escoamentos com superficie 

livre aplicando o método dos elementos finitos empregava, invariavelmente, a descrição Euleriana 

ou a descrição Lagrangiana para descrever movimento. 

A solução do método dos elementos finitos baseada na descrição Euleriana caracteriza-se 

por um sistema de coordenadas que permanece fixo no tempo em relação a um observador 

externo. Dessa maneira o fluido se move de elemento em elemento. Algumas vantagens da 

descrição Euleriana são as seguintes: (a) o fluido pode ser submetido a grandes distorções 

arbitrárias sem perda de precisão e (b) os contornos com escoamento externo são fáceis de lidar. 

Como desvantagens pode-se citar as seguintes: (a) as interfaces de material perdem sua definição 

precisa à medida que o fluido se move através da malha, de modo que os cálculos Eulerianos 

básicos exigem uma lógica especial para as interfaces, o que é complicado e frequentemente causa 

imprecisões e (b) regiões locais com bom refinamento de malha são difíceis de se atingir. 

Por outro lado, a solução do método dos elementos finitos baseada na descrição 

Lagrangiana caracteriza-se por um sistema de coordenadas que se move junto com o fluido. 

Assim, cada elemento sempre contém a mesma porção do fluido. Algumas das vantagens dessa 

descrição são as seguintes: (a) as interfaces do material podem ser especificamente traçadas e 

precisamente seguidas; (b) as condições de contorno da superficie livre são facilmente aplicáveis e 

(c) contornos curvos e rígidos de forma arbitrária podem estar presentes. A principal 

desvantagem é a sua incapacidade de lidar com grandes distorções, as quais frequentemente 

caracterizam escoamentos de interesse. 

Para evitar as dificuldades descritas acima tanto para o enfoque Euleriano como para o 

enfoque Lagrangiano, propõe-se uma técnica onde os pontos nodais podem ser deslocados 

independentemente do movimento do fluido. Esta técnica é conhecida como método 

Lagrangiano-Euleriano arbitrário, ou ALE (sigla em inglês para Arbitrary Lagrangian-Eulerian 

method). Devido aos aspectos Lagrangianos desta técnica, pode-se aplicá-la a escoamentos com 

superficie livre. Também mantém aspectos Eulerianos que eliminam distorções indesejadas da 

malha frequentemente associadas ao enfoque Lagrangiano. Esta técnica é chamada método 
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Lagrangiano-Euleriano arbitrário porque existem três opções para o movimento dos vértices: (1) 

podem movimentar-se junto com o fluido em uma descrição Lagrangiana, (2) podem manter-se 

fixos em uma descrição Euleriana ou (3) podem movimentar-se de uma forma arbitrariamente 

prescrita para dar uma contínua capacidade de redividir a malha. 

O trabalho de Ramaswamy e Kawahara [ 15] descreve a aplicação do método ALE, que 

consiste no seguinte: 

Considera-se a seguinte diferença de velocidades: 

(i=l ,2,3) (2.29) 

onde Ci é a velocidade convectiva na representação mista, Ui é a velocidade do material, Vi é a 

velocidade da malha e "i" indica a direção do eixo Xi . 

A equação (2.29) é introduzida nas equações que governam o problema: 

• equação da conservação da quantidade de movimento, eq. (2. 10): 

(fu . au.\ ap a [ (au . au j\1 
~-::!-+c i -'j = fi --+- ~-· +-jj em n 

dt êJx . êJx . êJx . êJx . êJx . 
J J J J I 

(i,j= 1 ,2,3) (2.30) 

• equação da conservação de energia, eq. (2.3): 

(i,j= 1,2,3) (2.31) 

Para o caso de escoamento incompressível, a equação da continuidade, eq . (2.2), não é 

modificada pelo método ALE. 

Observe-se que se a velocidade da malha (vi) for igual a zero (descrição Euleriana), então 

a velocidade convectiva ( ci) é igual à velocidade do material e os termos convectivos das 
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equações (2.30) e (2.31) têm seus valores máximos. Por outro lado, se a velocidade da malha for 

igual à velocidade do material (descrição Lagrangiana), então a velocidade convectiva é nula e os 

termos convectivos das equações (2.30) e (2.31) são nulos. 

A velocidade da malha (vi) é calculada através da seguinte expressão [ 16] : 

1 N 1 N N (ô ~ -ô l) 
( v ~ ) =-"'(v!) + "'L"" 1 1 

1 
t+t.t N {:t 1 1 10N2 L\t f:t u f:t Lu 

(i= l ,2,3) (2.32) 

onde v: é a componente da velocidade da malha no nó "I" na direção do eixo Xi , "N'' é o 

número de nós conectados ao nó "I" através de lados e diagonais, Lu é a distância entre o nó " f ' e 

o nó 'T', ô: é o deslocamento total do nó "r' na direção do eixo Xi e L\t é o intervalo de tempo. 

A atualização das coordenadas dos nós, após terem se movido durante um intervalo de 

tempo, pode ser obtida acrescentando-se a estas coordenadas a velocidade dos nós 

correspondentes multiplicada pelo intervalo de tempo, ou seja, 

x ~+ l = x ~ +L\tv . 
I I I 

(i=1,2,3) (2.33) 

onde x ~ é a coordenada do nó na direção do eixo Xi no tempo "n", L\t é o intervalo de tempo. 



3. APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

3.1 Formulação Variacional 

Multiplicando as equações que governam o problema (equações (2.2), (2.3) e (2.1 O) ) por 

funções teste, também chamadas funções peso, e integrando este produto sobre todo domínio n, 
obtém-se a chamada formulação do método dos resíduos ponderados [ 1]: 

• Equações da conservação da quantidade de movimento: 

r { I r au. au. 1 a r r au. rui 11 ap l} 
J0 Õuil~-~ +ui-~J--l~-~ +-j~+--fij d.Q=O at ÔX · ôx . ÔX · ôx ÔX · 

) ) ) I ) 

(i,j=1,2,3) (3.1) 

• Equação da conservação de massa: 

i fu . 
õp-1 d0=0 

o ax . 
I 

• Equação da conservação de energia: 

(i=l,2,3) (3.2) 

(i,j= 1 ,2,3) (3.3) 

onde Õui é uma função teste que corresponde à variação da velocidade na direção do eixo Xi , õp 

é uma função teste que corresponde à variação da pressão e õT é uma função teste que 

corresponde à variação de temperatura. 

21 ESCOLA DE ENGENHARI A 
:B I B·LIOTECA 
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Para se obter a formulação variacional das equações acima, aplica-se o teorema de Green. 

A formulação variacional também é conhecida como "forma fraca", pois enfraquece as exigências 

de continuidade das variáveis primárias (velocidade, pressão e temperatura). Essa formulação faz 

com que as condições de contorno sejam introduzidas naturalmente nas equações governantes, 

sob forma de integrais de contorno. Desta maneira, as equações (3 .1), (3 .2) e (3 .3) ficam, sob 

forma variacional, da seguinte maneira [ 17], [ 12]: 

• Equações da conservação da quantidade de movimento: 

(3.4) 

onde i,j= I ,2,3 e o último termo do lado esquerdo da igualdade corresponde à condição de 

contorno de forças de superfície. 

• Equação da conservação de massa: 

f ru . 
1 õp-' dO= O 
o ôx . 

I 

• Equação da conservação de energia: 

(i= I,2,3) 

f I ( õf õf l (X)T õf l f 
J0 lPcõJt_at+uj ôxJ+ k;j ôx j ÔX; -QõT- WõTJO- rr q r.õTdr -

-f ClcõTdr-f qRõTdr = o rc rR 

(3.5) 

(3.6) 

onde i,j= 1 ,2,3 e os três últimos termos do lado esquerdo da igualdade correspondem às 

condições de contorno do problema térmico. 

Observe-se que não houve mudança na equação da conservação da conservação de massa. 
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Embora a pressão seja uma variável primária, sua especificação não constitui uma 

condição de contorno necessária, pois op (variação da pressão) não aparece nas integrais de 

contorno da formulação variacional. Além disso, não há diferenciação da pressão nas equações de 

conservação da quantidade de movimento, eq. (3.4). A pressão, portanto, é uma ordem menos 

diferenciável do que a velocidade e a função de interpolação aplicada à pressão pode ter um grau 

a menos que a função de interpolação aplicada à velocidade. 

O problema de escoamento de fluido incompressível representado pelas equações (3 .4) e 

(3.5) pode ser resolvido de diversas formas. No presente trabalho estas equações são resolvidas 

pelo método da função de penalidade. 

3.2 Método da Função de Penalidade 

O método da função de penalidade tem por objetivo a obtenção de uma forma variacional 

que não contenha a pressão como variável primária do problema. Para tanto, a equação da 

conservação de massa é tomada como uma restrição incorporada às equações da conservação da 

quantidade de movimento através de um termo de penalidade (restrição da incompressibilidade). 

O uso deste método tem vantagens sobre outras representações de escoamento incompressível 

por sua simplicidade no processo de discretização do método dos elementos finitos [18]. 

A expressão "penalidade" decorre do fato de que o termo de pressão é penalizado se a 

restrição não é cumprida, ou seja, quanto mais violada for a restrição, maior é o valor do termo 

de penalidade [ 19). 

O método da função de penalidade consiste em escrever a restrição de incompressibilidade 

(equação da conservação de massa) da seguinte forma [12]: 

ru; P 
-ax . À 

I 

(i=l ,2,3) (3 .7) 

onde À é um número positivo muito grande e é tratado como coeficiente de penalidade. 



Isolando "p" obtém-se: 

& . 
p=-Ã.-' 

àx i 
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(i=l,2,3) (3 .8) 

A restrição de incompressibilidade é imposta, agora, através da equação (3 .8) e não mais 

pela equação auxiliar (3.2). Dessa maneira, a formulação variacional para a equação da 

conservação de quantidade de movimento fica, substituindo-se (3.8) em (3.4), da seguinte 

maneira [ 1]: 

Desta forma, através da função de penalidade, obtém-se a redução do sistema de equações 

pela eliminação da pressão como variável primária e retém-se a possibilidade de emprego de 

elementos e funções simples e genéricas na implementação do método dos elementos finitos. 

3.3 Implementação do Método dos Elementos Finitos 

As equações da conservação da quantidade de movimento, eq. (3.9), e da conservação de 

energia, eq. (3.6), podem ser escritas sob forma matricial, ficando da seguinte maneira: 

• equações da conservação da quantidade de movimento: 

fn[põu T(: + u TVu )+(BTõu}' ~BT u)+ Ã(BTõu) T mm T(BT u) - õu T f }n­
-J. õuTt dr = o 

r. 

• equação da conservação de energia: 

(3 .1 O) 



J
0
[pcó{Z + uTVT)+(VTOT) k(VT) - QOT - WOT }n-f,, Cfr. OTdr ­

-f CfcÕTdr - f qRÕTdf = 0 rc rR 

onde " T ' como superindice indica transposição, negrito indica matriz ou vetor, 

u T = [u 1 u2 u3] 

ÔUT = (ÕU1 ôu2 Õu3 ] 

vT~[~ a ~,] ax, Ox2 

m T = [I 1 1 O O O] 

fT = [f1 f2 fl ] 

12 o o o o ol 
, o 2 o o o OI 
l O o 2 o o OI D=l o o 1 o lo o, 

l~ 
o o o 1 

~J o o o o 

r~. a ~l o o 
Ox2 

o 
axl 1 

8=1 
a a a 

o I o 
Ox2 

o 
ax, Oxl 

l a a a I o o 
Oxl 

o 
Ox2 ax. J 
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(3 .11) 

(3 .12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3 .18) 

(3 .19) 
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1 kll k l2 kl3l 

k =l k21 k 22 k 23 J (3.20) 

k31 k32 k33 

Para implementar o método dos elementos finitos a partir das equações de conservação da 

quantidade de movimento, eq. (3.10), e da equação da conservação de energia, eq. (3.11), divide­

se o domínio total do problema em regiões menores, de formas simples, (elementos finitos) e 

considera-se os campos de velocidade e de temperatura expressos em termos de funções de 

interpolação e valores nodais de velocidade e temperatura, válidos no domínio de cada elemento 

em que foi dividida a região em estudo. 

Dessa maneira, tem-se: 

r 

u=LN1u 1 =Nur 
i= l 

5 

T= LNiT i =NT 
i= I 

(3.21) 

(3.22) 

onde "r" e "s" são os números de nós de cada elemento para velocidade e para temperatura, 

respectivamente. Em geral, r = s . Ainda, 

(i=l, ... ,r) (3.23) 

(i=l , ... ,r) (3 .24) 

onde N i é uma função de interpolação de grau "r" usada para expandir a velocidade e N i é 

uma função de interpolação de grau "s" usada para expandir a temperatura. Em geral, pode-se 

fazer Ni = Ni . 
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Da mesma forma que a velocidade e a temperatura, as funções teste também podem ser 

expressas em termos de funções de interpolação e valores nodais, ficando da seguinte maneira: 

r 

Õu = LW 1Õu1 = wõur 
i= I 

• 
ÕT=Lw;T; = wõT 

i= I 

(3.25) 

(3.26) 

onde "r" e "s" são os números de nós de cada elemento para a função teste da velocidade e para a 

função teste da temperatura, respectivamente. Em geral, r=s. Ainda, 

r
w i 

w= O 

o 
(i= I, ... ,r) (3.27) 

L o o 

(i=l, ... ,r) (3.28) 

onde wi é uma função de interpolação de grau "r" usada para expandir a função teste da 

velocidade e w; é uma função de interpolação de grau "s" usada para expandir a função teste da 

temperatura. Em geral, pode-se fazer wi = w i . 

Substituindo as equações (3.21), (3.22), (3.25) e (3.26) nas equações (3.10) e (3.1 1), 

obtém-se: 

• equações da conservação da quantidade de movimento: 

(f
0

pw TNdn) ~r +(t~Nur)wVNdn) u r +{J
0

(BTwf ~D(BTN)dn)u r + 

.f f A(BTwr mm T(BTN)dn)ur - lwTrdn- I wTtdf = O "l o o ro 

• equação da conservação de energia: 

(3.29) 



(J
0

pcw TNdn) ~ +(J
0

pc(Nur)w TVNdn)T+(J
0
vw TkVNdn)T+ 

.(f. hc w TNdf+l h RwTNdr'L-f. wT(Q+W)dn-~ ~ ~ )1 n 
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(3 .30) 

Observe-se que os valores nodais das funções teste (õur e õT) foram excluídos das 

equações governantes por terem forma arbitrária e aparecerem em todos os termos das 

respectivas equações. 

As funções de interpolação usadas para expandir as funções teste õu e õT podem ser as 

mesmas usadas para expandir a velocidade e a temperatura, respectivamente, dando origem ao 

método Galerkin. Desta forma, 

w = N (3.31) 

e 

w = N (3.32) 

Segundo Zienkiewicz et a/. [3] o método Galerkin pode levar a instabilidades numéricas 

quando há convecção dominante. Entretanto, para problemas de conformação mecânica os efeitos 

convectivos são pequenos e o método Galerkin pode ser aplicado. 

As equações da conservação da quantidade de movimento podem ser escritas de forma 

compacta, obtendo-se: 

(3 .33) 

onde 



K 1 = J0 ~:i.Nur)wVN dO 

K 2 = J Bw T J.l.DB TN dO 
o 
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(3.34a) 

(3.34b) 

(3.34c) 

(3 .34d) 

(3 .34e) 

Da mesma forma, a equação da conservação de energia também pode ser escrita sob 

forma compacta, ficando: 

(3 .35) 

onde 

(3.36a) 

(3.36b) 

(3.36c) 

(3.36d) 

(3.36e) 
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3.4 Termo de Penalidade 

Segundo Carey e Oden [19], o sistema de equações formado pelas equações (3.33) 

geralmente não conduz ao resultado correto. Isto acontece porque o problema discreto é sobre­

restringido e tende à solução trivial (u1 = u2 = u3 = 0). Em outras palavras, o que ocorre é o 

seguinte: considere-se o sistema de equações da conservação de quantidade de movimento 

representado por (eq. 3.33) : 

(3.37) 

onde À é o coeficiente de penalidade, a matriz K3 representa o termo de penalidade, a matriz [K, 

+ K2 ] representa todos os termos restantes que multiplicam o vetor velocidade u e a matriz [P -

Mdu/dt] representa todos os termos que não multiplicam o vetor velocidade. 

No limite, tem-se 

(3.38) 

Através da análise da equação acima conclui-se que para valores grandes de À obtém-se 

u = O. Por outro lado, para valores pequenos de À a restrição não é satisfeita adequadamente. 

Para contornar este problema deve-se fazer a matriz K 3 singular e, por isso, não inversível, 

tornando o sistema indeterminado quando À tende ao infinito. Entretanto, o sistema completo 

continua inversível e com solução única pois a matriz [K1 + K 2 ] é não singular e a soma das duas 

matrizes garante a inversibilidade da matriz total [K1 +K2 +À K3 ] [ 17] . 

Uma maneira de garantir a singularidade da matriz K 3 é o emprego da chamada integração 

reduzida. Este nome é dado porque a integração numérica é efetuada com um grau inferior ao 

necessário para obter a solução exata da integral. Em outras palavras, a integração é feita com um 

número de pontos menor do que o necessário para a solução exata da integral. 



3.5 Integração no Tempo 

As equações (3.33) e (3.35) podem ser representadas, de maneira genérica, por 

dX 
M-+KX=P 

dt 
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(3.39) 

Na equação acima a derivada temporal foi conservada em sua forma diferencial, enquanto 

que as derivadas espaciais foram substituídas por operadores discretos através da aplicação do 

método dos elementos finitos. Para a implementação computacional deste sistema de equações é 

necessária a discretização da derivada temporal. Isto é obtido através da introdução da chamada 

família e para aproximação, ou seja, a aproximação da derivada temporal é realizada por uma 

média ponderada entre dois intervalos de tempo consecutivos [ 1 7]: 

ex +(I-e)x =xt+ót - Xt 
t+6t t ~t 

(3.40) 

onde Xt é o valor da derivada temporal da variável X no tempo "t", X1 é o valor da variável X no 

tempo "t" , ~t é o intervalo de tempo e 

Esquema explícito de Euler 

Esquema implícito de Crank- Nicolson 

Esquema de Galerkin no tempo 

Esquema completamente implícito 

No presente trabalho emprega-se o esquema implícito de Crank-Nicolson (e= 1/2). 

Aplicando a aproximação (3.40) em (3.39) para os tempos ' t' e ' t+~t' , obtém-se 

(3 .41) 

Para o caso de acoplamento termo-mecânico, as equações de conservação de quantidade 

de movimento e de conservação de energia são resolvidas simultaneamente. Neste caso, a matriz 
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K das equações de conservação da quantidade de movimento dependem do campo de 

velocidades, através dos termos convectivos, e a viscosidade pode depender da temperatura e do 

campo de velocidades, através das deformações específicas. Por outro lado, a matriz K da 

equação de conservação de energia depende do campo de velocidade, através dos termos 

convectivos, e pode depender da temperatura, se os coeficientes de condutividade térmica e de 

convecção forem dependentes da mesma. 

Observe-se que os termos convectivos (K1 na eq. (3.33) e K 1 na eq. (3.35)) dão origem 

a matrizes não-simétricas, aumentando as exigências computacionais. 

Se for considerado que a massa específica (p) e o calor específico ("c") forem 

independentes do campo de velocidades e da temperatura, então a matriz de massa (M) é uma 

matriz constante. 

O vetor P da equação de conservação de energia depende do campo de velocidades 

através da taxa de trabalho mecânico que se transforma em calor. 

A equação genérica (3.41) pode ser escrita sob forma compacta da seguinte maneira: 

Fl+61 X 1+61 = G I X I + ótHt+961 (3.42) 

onde 

(3.43a) 

G = M - (1 - 9).1tK I I I 
(3.43b) 

(3.43c) 

Observe-se que no caso em que 9 = O (esquema explícito de Euler) a matriz de 

coeficientes (F1+6 1 ) é simétrica, positiva definida e de coeficientes constantes. Entretanto, os 
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métodos explícitos, embora mais simples, têm severas limitações quanto ao tamanho do intervalo 

de tempo. 

Por outro lado, nos casos em que e :t:. O (esquemas implícitos), a matriz dos coeficientes (a 

ser invertida) passa a ser não simétrica e dependentes do campo de velocidades, tornando o 

sistema não linear. Neste caso, o sistema de equações deve ser resolvido através da aplicação de 

algum esquema iterativo. O esquema iterativo escolhido para o presente trabalho foi o método de 

Newton-Raphson modificado. As fórmulas de recorrência deste método para serem usadas 

durante o processo iterativo em cada intervalo de tempo são as seguintes: 

(3.44) 

X i+l _ x i Av i+l l+ót - t+ót + L..l.J' t+ót (3.45) 

onde o superindice "i" indica o número da iteração. Observe-se que o vetor H 1+et.t da equação 

(3.42) foi desmembrado para indicar que o termo entre colchetes permanece constante durante o 

processo iterativo. 

A obtenção de X t+t.t a partir da equação (3.45) ocorre quando um determinado critério de 

convergência é satisfeito, podendo-se atualizar as matrizes F e H e a geometria do problema. 

Dois dos critérios de convergência que podem ser aplicados a este sistema de equações são os 

seguintes: 

e 

[ 
. I . I ] " 2 

~::ót . L\X::ót 
-=-------..:......:.- ~ tolerância 

[ 
. I . I ] " 2 

x::ót .x::ót 
(3.46) 

(3.47) 
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Uma terceira alternativa para determinar a convergência e para a solução de problemas 

não lineares utiliza um parâmetro acelerador e "line searching". Este algoritmo encontra-se 

descrito no Anexo li do presente trabalho. 

3.6 Cálculo da Pressão 

O método da função de penalidade aplicado às equações que governam o problema 

mecânico permite eliminar a pressão como variável primária do problema, reduzindo o sistema de 

equações a ser resolvido. A pressão, por estar ausente do sistema de equações, deve ser calculada 

de alguma maneira alternativa, a partir do campo de velocidades. 

Para tanto, considera-se as equações de Navier-Stokes para um fluido incompressível e 

viscoso em regime laminar (eq. (2.10)) : 

{i,j=l,2,3) (3.48) 

ôu . 
-'=0 
àx 

1 

(i=1,2,3) (3.49) 

Diferenciando-se as equações (3 .48) com respeito a Xi e somando-as, obtém-se a equação 

de Poisson para a pressão (20] : 

(3.50) 
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ou, em notação indiciai: 

(i=l ,2,3) (3.51) 

onde os termos de derivadas temporais foram eliminados pela aplicação da equação da 

continuidade (3.49). 

A formulação variacional da equação acima é obtida multiplicando-a por uma função 

teste, ou função peso, integrando-a sobre todo domínio n e aplicando o teorema de Green, 

resultando na seguinte equação: 

(3.52) 

onde i= 1 ,2,3 , ôp é uma função teste (ou função peso) e corresponde à variação de pressão, ni é a 

componente na direção do eixo Xi do vetor unitário normal ao contorno r apontando para fora 

do domínio n. 

Considerando que as equações de conservação da quantidade de movimento (3 .48) sejam 

satisfeitas à medida que se aproxima do contorno a partir do interior do donúnio n, pode-se 

reescrever a equação acima da serguinte maneira: 
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(3 .53) 

onde i=l,2,3 e a integral de contorno envolvendo derivadas temporais (última integral da 

equação acima) é nula quando o contorno é rigido ou o problema é estacionário. 

O uso da equação (3.53) para o cálculo da pressão exige o conhecimento da segunda 

derivada da velocidade nos termos viscosos, o que introduz dificuldades adicionais. A maneira 

como é efetuado o cálculo da segunda derivada da velocidade encontra-se descrito no Anexo m 
do presente trabalho. 

A aplicação do método dos elementos finitos à equação (3.53) é feita de maneira similar à 

realizada sobre as equações de conservação da quantidade de movimento e de conservação de 

energia, de maneira que as variáveis são expressas em termos de funções de interpolação e valores 

nodais. 

Observe-se que quando da utilização da descrição Lagrangiana-Euleriana Arbitrária (ALE) 

para o movimento da malha, descrita no item 2.6 do presente trabalho, deve-se utilizar a 

velocidade convectiva nos termos convectivos da equação (3.53) (primeira integral do lado 

direito da igualdade). 



4. APLICAÇÕES 

4.1 Extrusão Sem Radiação 

Analisa-se o processo de extrusão direta plana da liga Ti-6Al-4 V a alta temperatura 

(conformação a quente - a temperatura de trabalho está acima da temperatura de recristalização ). 

A deformação plástica ocorre, portanto, sem efeito de encruamento do material. É considerado o 

acoplamento termo-mecânico do processo. Não se considera perdas de calor para o ambiente. 

Considera-se que a largura do problema é muito maior que a sua altura, de maneira que 

pode-se desprezar os efeitos causados pelas paredes laterais e o problema pode ser analizado 

bidimensionalmente. Observe-se, na figura 4.1 , que há um plano de simetria na geometria do 

problema, o que permite a análise de apenas metade do domínio. 

pistão 

recipiente da 
extrusão 

ferramenta 

material 
extrudado 

Figura 4.1 -Esquema do processo de extrusão direta. 

Pode-se observar, na figura 4.2, a geometria do problema, bem como as suas condições de 

contorno. 
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u2=0 
:_ A 

- - - --- -~-;,_____ __ -..L-T~ 
L ·I 3L 

·I 
Figura 4.2 - Geometria e condições de contorno do problema de extrusão direta sem radiação. 

Os dados do problema são os seguintes: 

h= 2,5 em 

L= I2 em 

Velocidade do pistão: U0 = 3,5 cm/s 

Temperatura inicial: To= 1750°F (1227,59 K] 

Massa específica: p = 4,598xl0"5 N.s2/cm4 

Propriedades térmicas: 

Coeficientes de condutividade térmica: k11 = k22 = I,54 cal/(cm.s.°F) [ II60,6 kg.m/(s3.K)] 

Calor específico: c = 8,34xi03 cal.cm/(N.s2 °F) [628,5 m2 /(s2.K)] 

Coeficiente de penalidade: À. = I x I 08 

Intervalo de tempo: t1t = Ix10"1 s 

Viscosidade inicial: J..l inici31 = 500 N.s/cm2 

Faixa de variação da viscosidade: de 100 a 500 N.s/cm2 

Para o cálculo da viscosidade usou-se a seguinte expressão: 

(
. )1/n 

cry+e/y 
J..l = 3e 

onde 

(4.I) 
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(4.2) 

onde crY é a tensão de escoamento, e é a taxa de deformação efetiva, y1 e "n" são constantes que 

são calculadas por 

0 
= {794+ 0,0036(T -1500) 2

- 3,25(T -1500) 
y 61 

se T ~ 1950° F 

se T > 1950°F 

{

8,2497 se T ~ 1800 o F 

n= 8,2497-0,0I376(T-I800) se i800 ~T~2100° F 

4,I2I8 seT::::2I00° F 

r 0,343485 x I 0-8 

, I 0,343485 x 1 o-8 + 0,342532 x I o-15 (T-I 500) 5 

Y = 1 0,832265 x I o -l + 0,294604 x I o -lo (T-I 500)5 

l i,58535 

se T ~ I800° F 

se 1800 ~ T ~ 2100° F 

se 2IOO ~ T ~ 2240° F 

se T :::: 2240° F 

A malha de elementos finitos é mostrada na figura 4.3. A malha consiste de 200 elementos 

de 4 nós cada, num total de 24I nós. 

Figura 4.3 -Malha de elementos finitos formada por 241 nós e 200 elementos de 4 nós cada. 

Na figura 4.4 tem-se o campo de velocidades, sob forma de vetores, no instante t = 20s. 

Um detalhe do campo de velocidades é mostrado na figura 4.5. 
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Figura 4.4- Campo de velocidades, sob forma vetorial, no instante t = 20 segundos. 
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Figura 4.5- Detalhe do campo de velocidades no instante t = 20 segundos. 

Nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8 são mostradas as distribuições de temperatura, pressão e tensão 

equivalente, respectivemente, no instante t = 20 segundos. 



Temp. 

1866.22 

1858.47 

1850.73 

1842.98 

1835.23 

1827.48 

1819.73 

1811.98 

1804.24 

1796.49 

1788.74 

1780.99 

1n3.24 

1765.5 

1757.75 

Figura 4.6- Distribuição de temperatura (em °F) em isorregiões no instante t = 20 segundos. 

Press 

2093.44 

-1958.13 

-6009.69 

· 10061.3 

·14112.8 

-18164.4 

·22215.9 

·26267.5 

·30319.1 

-34370.6 

-38422.2 

-42473.8 

-46525.3 

-50576.9 

-54628.4 

Figura 4.7- Distribuição de pressão (em N/cm2
) em isorregiões no instante t = 20 segundos. 
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Observe-se que na djstribuição de pressão (figura 4. 7) há o surgimento de zonas (lado 

esquerdo) com valores de pressão inadequados para este tipo de escoamento. Estas zonas podem 

estar sendo geradas pelo fato da matriz utilizada para o cálculo das derivadas das velocidades e 

que servem para o cálculo da pressão (Anexo ID) ser uma matriz reduzida. Sohn & Heinrich [20] 

advertem da possibilidade do uso da matriz reduzida levar a imprecisões no cálculo da pressão. 

Tons. 

8113.14 

7572.27 

7031 .41 

6490.55 

5949.68 
5408.82 

4867.96 

4327.09 

3786.23 

3245.37 

2704.5 

2163.64 

Figura 4 .8- Distribuição de tensão equivalente (em N/cm2
) em isorregiões no instante t = 20 

segundos. 

Na figura 4.9 é mostrada uma comparação entre o campo de velocidades calculado no 

presente trabalho e o campo de velocidades obtido por Zienkiewicz et a!. [3] no corte A-A da 

figura 4.2, em x1 = 11 ,5 em. 

Na figura 4.1 O mostra-se uma comparação entre a distribuição de temperatura calculada 

no presente trabalho e a distribuição obtida por Zienkiewicz et a/. [3] em x2 = 2,5 em. 
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"O 
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o 
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15.00 

10.00 

5.00 

0.00 

-5.00 

0.00 2.00 

Velocidade na direção do eixo 'x' 

8 Presente trabalho 

D Zienkiewicz et ai. 

Velocidade na direção do eixo 'y' 

v 
o 

Presente trabalho 

Zienkiewicz et ai. 

4.00 
Distância [em] 

6.00 
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8.00 

Figura 4.9 - Comparação entre o campo de velocidades calculado no presente trabalho e o campo 

de velocidades obtido por Zienkiewicz et ai. [3] no corte A-A da figura 4.2, em x1 = 11,5 em. 



..-. u.. .._, 

~ 
:::J ...... 
~ 
Q) 
a. 
E 

1880.00 

1840.00 

~ 1800.00 

1760.00 

0.00 10.00 

O Presente trabalho 

8 Zienkiewicz et ai. 

20.00 
Distância [em] 

30.00 

44 

40.00 

Figura 4.1 O - Comparação entre a distribuição de temperatura calculada no presente trabalho e o 

obtido por Zienkiewicz et a!. [3] em x2 = 2,5 em. 
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4.2 Extrusão Com Radiação 

Analisa-se o problema anterior, mas considera-se perdas de calor por radiação para o 

ambiente. A geometria e a malha são as mesmas utilizadas no problema anterior. 

É possível observar, a partir da figura 4.2, que a única mudança ocorre em uma das 

condições de contorno. 

Tco 

3h 

u2=0 } 
-----~~------------~------------------------------~---+ 

1: 

L 
,( 3L ~ 

Figura 4.11 -Geometria e condições de contorno do problema de extrusão direta com perda de 

calor por radiação. 

Os dados do problema são os seguintes: 

Todos os dados do problema anterior. 

Temperatura ambiental: Ta)= 70°F [294,3 K] 

Constante de Stefan-Boltzman x emissividade: cre = 1,933x10"12 cal/(s.cm2.°F
4

) (8,5 .10-
7 

kg/(s3.K4
)] 

Os resultados obtidos para velocidade, pressão e tensões são os mesmos obtidos no 

problema anterior. Houve diferenças apenas na distribuição de temperatura. 
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Na figura 4.12 é mostrada a distribuição de temperatura, em isorregiões, considerando 

perdas de calor para o meio por radiação. 

Temp. 

1663.26 

1655.73 

1646.17 
1640.62 

1833.07 

1625.52 

16 17.97 

1610.42 

1602.66 

1795.31 

1767.76 

1760.21 

1n2.66 

1765.1 

1757.55 

Figura 4.12- Distribuição de temperatura (em °F) em isorregiões para o problema com perda de 

calor para o meio por radiação. 

Na figura 4.13 é mostrada uma comparação entre a distribuição de temperatura obtida no 

presente trabalho e o obtido por Zienkiewicz e/ a/. [3] em x2 = 2,5 em. 

Na figura 4.14 é mostrada uma comparação entre a distribuição de temperatura obtida no 

problema sem perda de calor por radiação e a distribuição de temperatura obtida no problema 

com perda de calor por radiação em xz = 2,5 em . 
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Figura 4. 13 - Comparação entre a distribuição de temperatura calculada no presente trabalho e a 

obtida por Zienkiewicz et a/. [3] em x2 = 2,5 em. 
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Figura 4. 14 - Comparação entre a distribuição de temperatura calculada no problema sem perda 

de calor por radiação e a distribuição de temperatura calculada no problema com perda de calor 

por radiação em x2 = 2, 5 em . 
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4.3 Forjamento 

Analisa-se o processo de forjamento de um cilindro circular a temperatura constante. Não 

é considerado, portanto, o acoplamento termo-mecânico. Não há efeitos de encruamento do 

material. O cilindro é comprimido até a redução de 40% de sua altura inicial. 

Um esquema do processo de forjamento que este problema envolve é mostrado na figura 

4.15. Observe-se que existe um eixo de simetria axial no processo, de maneira que pode-se 

considerar um caso axi-simétrico. Além disso, o processo também apresenta um plano de 

simetria, de modo que pode-se analisar apenas a área hachurada da figura 4 .15 . 

Figura 4.15 -Representação do processo de forjamento. 

Observando a figura 4.15 nota-se que a peça a ser forjada (cilindro) tende a deslocar-se 

tangencialmente à matriz (o raio do cilindro aumenta) ou, em outras palavras, há uma velocidade 

relativa entre a matriz e a peça de modo que a fricção entre eles deve ser considerada. 

Na figura 4.16 é mostrado a geometria e as condições de contorno do problema. 
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L U} =o 

uz =o 
. . . . . ····~---..::::._ ___ --J .. . . .. ... .. .. > 

X1 

L 
~I I~ 

Figura 4.16 -Geometria e condições de contorno do problema. Somente a parte hachurada da 

figura 4. I5 é representada nesta figura. 

Os dados do problema são os seguintes: 

L= I polegada [0,0254 m] 

Velocidade da matriz: Um = I poVseg. [0,254 rnls] 

Massa específica: p = 6.0 lb/pol3 [I66079,4 kg/m3
] 

Coeficiente de penalidade: À = I. I 05 

Intervalo de tempo: .1t = 0,001 segundos 

Redução total da altura: 40% da altura inicial do cilindro 

Viscosidade inicial: ~l inicial = 5.0 lb/(pol.s) [89,3 kg/(m.s)] 

Faixa de variação da viscosidade: 0,578 a 9,85 lb/(pol.s) [I0,3 a 175,9 kg/(m.s)] 

A viscosidade é calculada através da seguinte expressão: 

onde 

(4.3) 
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[103 lbf/poe] ou [6,89.106 kgl(m.s2
)] (4.4) 

onde cr é a tensão efetiva e e é a taxa de deformação efetiva. 

Este problema, como foi dito acima, é um problema com contato e fricção, ou seJa, 

considera-se que o contato entre a matriz e a peça ofereça resistência ao movimento. Esta força 

de fricção é calculada pela seguinte expressão (apresentada no capítulo 2 do presente trabalho -

item 2.5): 

onde 

ÓUs 2 (ÓUs J fs = -mk jl1usl =- 7t mk tan-
1 
~ (4.5) 

fs = força de fricção 

m =fator de fricção = 0,5 

k d 
. .fia 

. = tensão e ctsalhamento local = -
3
- (cr é a tensão efetiva) 

Llus = diferença entre a velocidade tangencial da matriz e a velocidade tangencial da peça 

uo = número pequeno comparado a óus = 1. 1 04 

Na figura 4.17 é mostrada a evolução da compressão do cilindro através da visualização 

da malha de elementos finitos no instante inicial (redução nula), para o instante t = 0,2s (redução 

de 20% da altura) e para o instante final, t = 0,4s, (redução de 40% da altura). A malha de 

elementos finitos utilizada neste trabalho contém 121 nós e 1 00 elementos de 4 nós cada. 
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Figura 4.17 - Evolução da compressão do cilindro através da visualização da malha de elementos 

finitos nos instante t =O (malha inicial), t = 0,2 s (redução de 20% da altura) e t = 0,4 s (redução 

de 40% da altura). 

Na figura 4.18 é mostrado o campo de velocidades, sob forma de vetores, no instante 

final da compressão (t = 0,4s- redução de 40% da altura). 
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Figura 4.18 - Campo de velocidades do cilindro no instante final da compressão (t = 0,4s -
redução de 40% da altura inicial do cilindro). 
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Na figura 4.19 é mostrada a distribuição de pressão no instante t = 0,4s (redução de 40% 

da altura inicial do cilindro). 

Na figura 4.20 tem-se a distribuição de tensão equivalente no instante t = 0,4s (redução de 

40% da altura inicial do cilindro). 

Na figura 4.21 apresenta-se uma comparação entre a compressão do cilindro calculada no 

presente trabalho e a compressão do cilindro obtida por Kobayashi et al. [2) através da 

visualização das respectivas malhas de elementos finitos no instante t = 0,4s (redução de 40% da 

altura inicial do cilindro). 

Na figura 4.22 apresenta-se uma comparação entre o campo de velocidades calculado no 

presente trabalho e o campo de velocidades obtido por Kobayashi et a/. [2], sob forma de vetores, 

no instante t = 0,4s (redução de 40% da altura inicial do cilindro). 

Na figura 4.23 apresenta-se uma comparação entre a compressão do cilindro calculada no 

presente trabalho e a compressão do cilindro obtida pelo software CAPS-FINEL através da 

visualização das respectivas malhas de elementos finitos no instante t = 0,4s (redução de 40% da 

altura inicial do cilindro). 
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Figura 4.19 -Distribuição de pressão (em lbf/pol2 ) no instante t = 0,4s (redução de 40% da altura 

inicial do cilindro). 

Tens. 

462.924 
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343.819 

314.043 

284.266 

254.49 

224.714 

194.938 

165.161 
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105.609 

75.8325 

46.0563 

Figura 4.20- Distribuição de tensão equivalente (em lbf/pol2
) no instante t = 0,4s (redução de 

40% da altura inicial do cilindro). 
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Figura 4.21 - Comparação entre a malha de elementos finitos calculada no presente trabalho 

(azul) e a malha de elementos finitos obtida por Kobayashi et a!. [2] (vermelho) no instante t = 

0,4s (redução de 40% da altura inicial do cilindro). 
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Figura 4.22- Comparação entre o campo de velocidades calculado no presente trabalho (azul) e o 

campo de velocidades obtido por Kobayashi et a!. [2] (vermelho) no instante t = 0,4s (redução de 

40% na altura inicial do cilindro). 
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Figura 4.23 -Comparação entre a malha de elementos finitos calculada no presente trabalho 

(azul) e a malha de elementos finitos obtida pelo software CAPS-FINEe (vermelho) no instante 

t = 0,4s (redução de 40%da altura inicial do cilindro). 

3 CAPS-FINEL, CPM GmbH, HerzogenratJ1, Alemanha: Software aJemão para cálculo de problemas de 
conformação mecânica. Os resultados obtidos por este software e apresentados no presente trabalho foram gerados 
no Centro de Tecnologia da UFRGS através da colaboração do Prof. Dr. Lírio Schaeffer. 



5. CONCLUSÃO 

5.1 Conclusões 

A partir dos resultados obtidos com as aplicações e com as comparações feitas com os 

resultados das referências é possível dizer que a utilização do método dos elementos finitos 

utilizando o método da função de penalidade é apropriado para a simulação de processos de 

conformação mecânica. 

Entretanto, os resultados considerados bons dão-se apenas no cálculo das chamadas 

variáveis primárias (velocidade e temperatura), que são calculadas diretamente pelos sistemas de 

equações formado pelas equações da conservação da quantidade de movimento e pela equação da 

conservação da energia. 

Observando-se as distribuições de pressão das aplicações testadas neste trabalho, 

constata-se que aparecem resultados indesejados. Isto pode dever-se ao fato da matriz de massa 

utilizada para o cálculo da derivada da velocidade ser uma matriz diagonalizada. Sohn & 

Heinrich [20] já advertem da possibilidade da matriz de massa diagonalizada levar à perda de 

precisão. 

O método Lagrangiano-Euleriano arbitrário (ALE) utilizado para descrever o movimento 

da malha de elementos finitos foi introduzido no algoritmo do presente trabalho objetivando 

solucionar problemas onde a descrição Lagrangiana não pudesse ser empregada. Entretanto, para 

o exemplo de movimento de malha de elementos finitos apresentado no presente trabalho (ex. 3 -

item 4.3), a descrição Lagrangiana mostrou-se eficiente e apropriada, dispensando a necessidade 

da substituição desta descrição pela do método ALE. 
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O principal problema encontrado durante o desenvolvimento do presente trabalho foi a 

grande instabilidade numérica do algoritmo causada pela variação da viscosidade dinâmica (J..l) a 

cada iteração. Para que o algoritmo pudesse convergir para uma solução, os novos valores 

calculados a cada iteração para a viscosidade dinâmica ficaram limitados a uma pequena faixa de 

variação (entre um valor mínimo e um valor máximo de viscosidade dinâmica previamente 

determinados e fixos durante toda a execução desse algoritmo). 

5.2 Sugestões Para Trabalhos Futuros 

Estender o programa para solução de problemas tridimensionais, o que aumenta as 

exigências computacionais e pode exigir, por essa razão, a mudança do método de solução. 

Aplicar o algoritmo a outros processos de conformação mecânica, principalmente a 

processos com outro tipo de esforço dominante .. Nos processos simulados no presente trabalho 

(extrusão direta e do forjamento) apenas um tipo de esforço dominante foi apresentado: esforço 

de compressão. 

Para o cálculo da pressão deve-se utilizar a matriz de massa padrão (não diagonalizada), 

como recomenda Sohn & Heinrich [20]. 

Testar a descrição Lagrangiana-Euleriana Arbitrária (ALE) em problemas que causem 

maiores deformações na malha de elementos finitos e em que a descrição Lagrangiana não ofereça 

resultados satisfatórios, devido à excessiva distorção da malha. 
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ANEXO I 

Este anexo descreve a formulação do problema em coordenadas cilíndricas e, a partir 

desta, a formulação para o caso axi-simétrico [ 12] : 

1) Coordenadas cilíndricas (r,z,8): 

• Equações de conservação da quantidade de movimento: 

(I.1 a) 

(1.1 b) 

(I. I c) 

• Equação da conservação de massa: 

Ou, Ou z 1 Ou 9 u, 
- +- +--+-=0 
àr õz r êe r 

(I.2) 

• Equação da conservação de energia: 
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(1.3) 

As equações (I. la) a (I.lc) e (1.2) correspondem ao escoamento de um fluido newtoniana 

incompressível e massa específica (p) constante. 

As tensões em coordenadas cilíndricas vêm dadas por: 

2) Caso axi-simétrico (r, z): 

• Equações da conservação da quantidade de movimento: 

(1.4a) 

(1.4b) 

(1.4c) 

(1.4d) 

(1.4e) 

(1.4f) 

ESCOLA DE ENGE NHARIA 
BIB·LIOTECA 
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(1.5a) 

(1.5b) 

• Equação da conservação de massa: 

(1.6) 

• Equação da conservação de energia: 

As tensões para o caso axi-simétrico ficam: 

(1.8a) 

(1.8b) 

't = (Ou r + Ouz) 
rz ~Oz Or 

(I.8c) 

(I.8d) 

Observe-se que, a menos de (1.8d), as tensões têm a mesma forma que num problema 

bidimensional. Além de e rT ' e zz e e rz existe uma taxa de deformação e 06 que vem dada por: 



. u , 
Eoo =­

r 
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ANEXO 11 

Algoritmo apresentado por Awruch [12] para a solução de um sistema de equações não 

lineares do tipo da equação (3.44). Este algoritmo utiliza um parâmetro acelerador e "line 

searching" . 

Os passos deste algoritmo, dentro de um intervalo de tempo, são os seguintes: 

1 t = t anterior + .1t se t > tmax Ir ao passo 14. 

2 Calcular 

onde 

sendo que P, deve ser calculado uma única vez em todo processo iterativo. 

3 Se i = O fazer A; = 1.0 (onde A; = acelerador) 

Se i :;t: o fazer 
So 

A . = -
' SI - So 

(onde A; = acelerador) 

4 Calcular: ( i+l ) T ( =i ) S o = ôX t+ót ôP,+ru 

Fazer: 11 = 1 (comprimento do passo) e LI = O (contador de "line searching"). 

5 Calcular: X i x i A x i+l 
1+6t = t +ót + i llt 1+61 
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6 Calcular: Ap i•l P eAtP i•l K i•l x i•l 
Ll 1+ 6 1 = I + Ll 1+61 - 1+61 1+61 

7 Calcular: 

8 Se B ~ tolerância, a convergência foi atingida, voltar ao passo 1. 

Se B >tolerância, ir ao passo 9. 

9 Calcular: 

S ( Av i+l )T(A p i+l) 
I - Ll.A I + ÓI Ll 1+ 61 

10 Se \jl <E (tolerância de "line searching") fazer i = i+ 1 e 1r ao passo 2. 

Se \jl ~ E verificar o contador de "line searching,, sendo que se LI = LMAX (limite do 

contador) deve-se ir ao passo 2, em caso contrário ir ao passo 11 . 

11 
- S 

Calcular: <I> = 0 

St - So 
se <1> > 1 O fazer <1> = 1 O. 

12 Calcular: 

13 Ir ao passo 5. 

LI = LI + 1 (contador de "line searching") 

ili = <I> lli (comprimento do passo) 

14 Fim do processo. 



ANEXO 111 

Este anexo contém a descrição do cálculo da segunda derivada do campo de velocidades 

necessária para a obtenção da pressão segundo a equação (3 .53). 

A solução da equação (3.53) para a obtenção da pressão exige o conhecimento da 

segunda derivada do campo de velocidades, o que introduz dificuldades adicionais ao problema. 

Para contornar esta dificuldade, Sohn & Heinrich (21] apresentaram um esquema baseado na 

aproximação da primeira derivada da velocidade por mínimos quadrados usando interpolação 

bilinear. Para tanto, define-se 

au2 " .. - = L...N'b ~ 
àx 2 i 
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(II.l a) 

(II.lb) 

(II.lc) 

(II . l d) 

(II. le) 

(II. l f) 

(II. l g) 
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(II. lh) 

(II. li) 

onde a\ = (àu1 I àx 1 ) ; , etc, são os valores das derivadas no nó "i" e as funções N são as funções 

teste bilineares. "n" é o número de pontos nodais. 

Considere-se, agora, que TI1 seJam as aproximações por elementos finitos das 

componentes da velocidade u, usando elementos bilineares, ou seja, 

(i=l, ... ,n) (11.2) 

A aproximação por mínimos quadrados para as derivadas de u, com respeito a x, é 

obtida minimizando-se o funcional 

(i= l, ... ,n) (II.3) 

A equação de Euler para a expressão acima fica 

U=I , .. . ,n) (II.4) 

que leva a um sistema de equações da forma 

Ma 1 = F (II.S) 

onde 
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(i,j= 1, ... ,n) (11.6) 

e 

(ij=l , ... ,n) (li. 7) 

A solução do sistema de equações (II.5) fornece o vetor a, que contém as primeiras 

derivadas de u, nos pontos nodais. 

Finalmente, a segunda derivada de u1 com respeito a x, é obtida diretamente pela 

diferenciação da equação (li . la), ou seja, 

(i= I, ... ,n) (II.8) 

O mesmo procedimento pode ser usado para obter as aproximações das outras oito 

derivadas parciais de segunda ordem ( eq. (II. l b) a (II.l i) ). 
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