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ResumoNeste trabalho investigamos a propagação auto-onsistente de pulsos eletromagnéti-os em um plasma relativístio frio de dois �uidos (i�nio-eletr�nio). A apliação doformalismo Hamiltoniano em um modelo ujas soluções foram previamente estudadas naliteratura de forma numéria e analítia nos permite interpretar o problema sob a perspe-tiva da dinâmia não linear de uma quase-partíula em um potenial efetivo, forneendoinformações relevantes sobre questões de interesse. São analisadas a existênia e a estabili-dade de soluções om pequenas amplitudes propagando-se em alta e em baixa veloidade,om ênfase no meanismo de destruição dessas soluções que resulta na perda do movi-mento adiabátio. Pulsos om grandes amplitudes propagando-se em baixa veloidadetambém são estudados om a �nalidade de se onheer mais detalhes sobre o espetrodessas soluções. As simulações mostram que esses pulsos não são soluções isoladas omodesrito na literatura, e sim periódias.
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AbstratIn this work we investigate the self-onsistent propagation of nonlinear eletromagnetipulses in a old relativisti two-�uids plasma model. Appliation of Hamiltonian forma-lism in a model whose solutions had been studied in the literature both numerially andanalytially allows us to interpret the system from the perspetive of nonlinear dynamisas a quasi-partile in an e�etive potential, addressing issues of urrent interest. Existeneand stability of small amplitude solutions propagating at both high and low speeds areanalyzed fousing on how these solutions are destroyed and adiabati motion is broken.Larger amplitude pulses propagating at low speeds are also investigated in order to have abetter understanding of these solutions spetra. Simulations show that pulses with largeramplitudes are not isolated as desribed in the literature, but rather periodi solutions.
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Capítulo 1Introdução
1.1 Contexto e motivaçãoA propagação de pulsos eletromagnétios intensos em plasmas é um assunto de in-teresse omum a diversas áreas, dentre as quais podemos itar a aeleração de fótons epartíulas, a óptia não-linear, a fusão à laser e outras [1, 2, 3, 4, 5℄. Esses pulsos aopropagarem-se no plasma desloam seus elétrons, riando um ampo elétrio om os am-pos de densidade assoiados. Sob ondições adequadas é possível obter oerênia entreestes ampos de modo que o pulso mantém a sua forma. Estudos numérios e analíti-os têm sido onduzidos para investigar a loalização desses pulsos e suas propriedades.Kozlov et al. [6℄ investigaram numeriamente a propagação de modos eletrostátios e ele-tromagnétios aoplados em plasmas relativístios frios de elétrons e íons e onluíramque soluções loalizadas om pequenas e grandes amplitudes podem estar presentes. Mo-�z e de Angelis [7℄ apliaram aproximações analítias para o mesmo modelo e sugeriramomo essas soluções loalizadas podem ser obtidas. Trabalhos mais reentes forneemuma melhor ompreensão de diversas araterístias que têm sido estudadas, tais omoa in�uênia do movimento dos íons em sólitons lentos para a aeleração destas partí-ulas [8℄, a existênia de sólitons propagantes [4℄, a existênia de osilações de plasmaresiduais seguindo pulsos isolados [9, 10℄ e outras. Alguns pontos entretanto, tais omode que maneira soluções loalizadas de pequenas amplitudes são destruídas e quais sãoas araterístias do espetro de soluções em regimes de grandes amplitudes, por exem-plo, ainda não são ompletamente ompreendidos. Essas são questões relevantes a quemdesejar estabeleer as propriedades da faixa de existênia e da estabilidade de soluçõesloalizadas.



Capítulo 1: Introdução 21.2 Aeleradores baseados em plasmasÀ medida que um pulso eletromagnétio intenso (gerado por um laser de alta intensi-dade, por exemplo) se propaga em um plasma, seu ampo elétrio separa os elétrons dosíons. Como os elétrons são muito mais leves, eles se desloam muito mais que os íons,riando uma separação de argas. Quando o pulso se afasta, os elétrons são fortementeatraídos de volta pelos íons (que pratiamente não se desloaram), ganhando veloidadedurante a trajetória de tal modo que se aumulam (por um urto período) de forma mas-siva antes de perderem esta energia por olisões e retornarem a uma distribuição maisequilibrada. Embora as partíulas não estejam se movendo om muita veloidade duranteesse período, marosopiamente paree que há uma �bolha� de arga se movendo atravésdo plasma a veloidades próximas à veloidade da luz. A bolha é de fato a região livre deelétrons (sendo portanto positivamente arregada), seguida por uma região de aúmulodos mesmos (ou seja, negativamente arregada). Essa on�guração, ilustrada na �gura1.1, resulta em um ampo elétrio muito intenso no rastro do pulso eletromagétio, o qualé onheido por wake�eld (ou, em uma tradução livre, ampo de rastro). A utilização des-ses wake�elds para aelerar partíulas tem sido exaustivamente estudada, pois o plasmaoferee a vantagem de suportar ampos elétrios da ordem de entenas de gigavolts pormetro [5℄, ou seja, algumas ordens de grandeza maiores que os ampos suportados nasavidades (metálias ou superondutoras) de aeleradores onvenionais. De fato, em ex-perimentos reentes realizados no SLAC (Stanford Linear Aelerator Center), uma ertafração de elétrons iniialmente om 42GeV teve sua energia dobrada ao passar por umaelerador baseado em plasma om 85m de omprimento [11℄.

Figura 1.1: utilização do wake�eld para a aeleração de elétrons [12℄



Capítulo 1: Introdução 31.3 Estrutura do trabalhoEste trabalho está dividido em seis apítulos, os quais apresentam a introdução doproblema, o modelo adotado, o formalismo Hamiltoniano e suas impliações, a propagaçãode pulsos em alta veloidade, a propagação de pulsos em baixa veloidade e, �nalmente,as onlusões obtidas a partir das análises aqui realizadas.O apítulo 2 apresenta uma derivação detalhada do modelo a ser utilizado. Partindodas equações de Maxwell e da aproximação de �uido, obtemos as equações difereniais quegovernam a evolução temporal dos poteniais vetor e esalar (ψ e ϕ , respetivamente).O potenial vetor ψ está assoiado ao pulso eletromagnétio que se propaga no plasma(produzido por um laser de alta intensidade por exemplo); o potenial esalar ϕ estáassoiado ao ampo elétrio gerado no plasma (o wake�eld, por exemplo).No apítulo 3 apresentamos um Hamiltoniano a partir do qual as equações que go-vernam a dinâmia dos poteniais podem ser obtidas. Esse Hamiltoniano nos permiteomparar qualitativamente a dinâmia do sistema om uma quase-partíula sob a açãode um potenial efetivo. Além disso, sua forma impõe restrições sobre os valores de ϕpermitidos para a existênia de soluções periódias e determina o limite de energia dessaquase-partíula, a partir do qual oorre a quebra de onda. A linearização das equaçõesdos poteniais nos permite determinar as ondições neessárias para o surgimento de ins-tabilidade no sistema para pequenas osilações. Essa instabilidade desempenha um papelimportante na obtenção de ampos intensos a partir de soluções om amplitudes peque-nas. Ainda nesse apítulo disutimos sobre algumas ferramentas de análise não linear, taisomo a seção de Poinaré e o índie de estabilidade α, que serão utilizados nos apítulosseguintes.Tajima e Dawson [2℄ observaram que a propagação em alta veloidade de pulsos ele-tromagnétios em plasmas relativístios do tipo underdense, para os quais a freqüênia doplasma ωe é muito menor que a freqüênia do pulso ω, é um regime onveniente para aaeleração de elétrons por esquemas de wake�eld (omo itado no item 1.2). No apítulo 4,estudamos e existênia e a estabilidade de soluções om amplitudes pequenas para esseregime. Um de nossos interesses prinipais é analisar do ponto de vista da dinâmia nãolinear qual meanismo está por trás da destruição de soluções om amplitudes pequenase do regime adiabátio.No apítulo 5 estudamos pulsos se propagando em baixa veloidade. Partimos daanálise de soluções om amplitudes pequenas, de forma análoga ao que �zemos para apropagação em alta veloidade no apítulo 4. Feito isso, analisamos um regime espeí�o,estudado por Kozlov et al. [6℄, para o qual a existênia de soluções om amplitudes grandes



Capítulo 1: Introdução 4é onheida. Nosso objetivo é obter mais informações sobre o espetro de soluções omamplitudes grandes, até então apresentado omo sendo disreto no espaço de parâmetros,e veri�ar se essas soluções são realmente pulsos solitários.No apítulo 6 apresentamos as onlusões obtidas a partir das análises que realizamospara os diferentes regimes itados.



Capítulo 2O ModeloNeste apítulo fazemos uma derivação detalhada do modelo adotado. De�nimos asaraterístias do plasma e (a partir das equações de Maxwell) expressamos os amposelétrio e magnétio em termos dos poteniais esalar e vetor. Manipulando estas expres-sões, onluimos que estes poteniais devem satisfazer as equações de Poisson e da ondainomogênea, respetivamente.Apliando a segunda lei de Newton em partíulas sujeitas à força de Lorentz e uti-lizando a aproximação de �uido, obtemos as equações de movimento que desrevem aresposta do plasma aos ampos (e nos permitem resolver o problema auto-onsistente).A partir da equação da ontinuidade obtemos uma expressão para as densidades dos�uidos de elétrons e íons. Aproveitando a simetria ilíndria do problema abordado,separamos as equações até então obtidas em omponentes longitudinais e transversais.A seguir, obtemos expressões para as grandezas envolvidas e, utilizando uma integralde movimento, as esrevemos em função dos poteniais. Finalmente, obtemos um onjuntode equações difereniais não lineares aopladas que desrevem a evolução dos poteniais[6, 7℄.2.1 O plasmaPodemos de�nir um plasma omo um gás quase neutro, parial ou totalmente ionizado,uja dinâmia é dominada pelos efeitos oletivos (interação entre as partíulas arregadasdevido às forças oulombianas)1.Neste trabalho, onsideramos um plasma omposto por elétrons e por uma únia espé-ie de íons. Da quase neutralidade, temos que a densidade de elétrons é aproximadamente1Uma de�nição mais rigorosa envolveria a veri�ação do atendimento a ertas ondições ou ritérios,pois nem todo gás ionizado pode ser lassi�ado omo um plasma.



Capítulo 2: O Modelo 6igual à densidade de íons (ne ≈ ni ≡ n, onde n é a densidade do plasma. Além disso,desprezamos as olisões (uma onsideração razoável dado que o meanismo primário deinteração entre partíulas é via potenial eletromagnétio) e os efeitos térmios.2.2 Os amposPara um dado estado do plasma (ou seja, uma distribuição de argas onheida),podemos obter os ampos elétrio (E) e magnétio (B) utilizando as equações de Maxwell:
∇ · E = 4πρ (2.1)
∇ · B = 0 (2.2)
∇×E = −1

c

∂B

∂t
(2.3)

∇×B =
4π

c
J +

1

c

∂E

∂t
(2.4)onde J =

∑

α nαqαvα é densidade de orrente total e ρ =
∑

α nαqα é a arga total. O índie
α india o tipo de partíula (i para íons, e para elétrons). Neste trabalho expressamosesses ampos em termos dos poteniais esalar (φ) e vetor (A):

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
(2.5)

B = ∇×A (2.6)Substituindo (2.5) em (2.1),
∇ · E = 4πρ

∇ ·
(

−∇φ− 1

c

∂A

∂t

)

= 4πρ

∇2φ+
∂

∂t
(∇ · A) = −4πρ (2.7)



Capítulo 2: O Modelo 7e usando (2.5) e (2.6) em (2.4),
∇×B =

4π

c
J +

1

c

∂E

∂t

∇× (∇×A) =
4π

c
J +

1

c

∂

∂t

(

−∇φ− 1

c

∂A

∂t

)

∇(∇ ·A) −∇2A =
4π

c
J − 1

c

[

∂

∂t
(∇φ) − 1

c

∂2A

∂t2

] (2.8)hegamos a um sistema de duas equações aopladas para os poteniais.Neste momento, é onveniente de�nirmos mais algumas araterístias do problemaque pretendemos tratar neste trabalho.Com relação às variáveis, supomos que todas são funções de uma dimensão espaial(a oordenada na direção de propagação da onda, de�nida omo z) e do tempo t. Nessaabordagem unidimensional, o problema pode ser interpretado omo uma onda plana quese propaga em um plasma in�nito (sem bordas). Embora essa situação seja simpli�adaem relação ao fen�meno físio em questão (que seria desrito de forma mais ompletaintroduzindo-se um per�l transversal no modelo), ela pode ser utilizada para desrevera dinâmia longitudinal ao longo das linhas de ampos magnétios externos e paradesrever a dinâmia na frente de ondas (onde essas são loalmente planas). Além disso,temos também a intenção de estabeleer onexões entre nossos resultados e investigaçõespreviamente onduzidas nesse modelo unidimensional [6, 7℄.A onda (pulso eletromagnétio propagando-se no plasma, uja dinâmia será estudada)é irularmente polarizada no plano xy (direção perpendiular à propagação) e tem aseguinte forma:
A(z, t) = ψ̃(ξ̃)[x̂ cos θ(z, t) + ŷ sin θ(z, t)] , θ ≡ kz − ωt (2.9)que orresponde a uma amplitude, dependente do espaço e do tempo através da variável

ξ̃ = z − V t (V é a veloidade de propagação da onda), modulando uma onda plana.A utilização dos poteniais ao invés dos ampos em geral requer a esolha de umalibre. Considerando-se as araterístias aima de�nidas, o alibre de Coulomb, em que
∇ · A = 0, é uma esolha adequada. Apliando este alibre nas equações (2.7) e (2.8)



Capítulo 2: O Modelo 8temos que
∇2φ = −4πρ (2.10)ou seja, o potenial esalar deve satisfazer a equação de Poisson, e

1

c2
∂2A

∂t2
−∇2A =

4π

c
J − c

∂

∂t
(∇φ) (2.11)o potenial vetor deve satisfazer a equação da onda inomogênea.2.3 A aproximação de �uidoPara desrever o plasma fazemos uso da aproximação de �uido: onsideramos esteomposto por dois �uidos om arga elétria interpenetrados. Utilizamos então duasequações de movimento (uma para o �uido i�nio, om arga positiva, outra para o �uidoeletr�nio, om arga negativa) para desrever a resposta do plasma aos ampos E e B(e resolver o problema auto-onsistente).2.3.1 A equação de movimento do �uidoUma partíula arregada imersa em um ampo eletromagnétio está sujeita à ação daforça de Lorentz e obedee a seguinte equação de movimento:

dP

dt
= q

(

E +
v × B

c

) (2.12)Como em nosso modelo as olisões e efeitos térmios são desprezados, podemos on-siderar que todas as partíulas de um elemento de �uido se movem juntas, om umaveloidade média igual à veloidade individual das mesmas. Abrindo a derivada totalom relação ao tempo
dP(r, t)

dt
=

∂P

∂t
+

∑

i

∂P

∂ri

dri
dt

=

[

∂

∂t
+ (v · ∇)

]

Ppodemos reesrever a equação (2.12):
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[

∂

∂t
+ (v · ∇)

]

P = q

(

E +
v × B

c

) (2.13)Substituindo os ampos elétrio e magnétio pelos poteniais esalar e vetor, atravésdas equações (2.5) e (2.6), podemos reesrever (2.13):
[

∂

∂t
+ (v · ∇)

]

P = q

[

−∇φ− 1

c

∂A

∂t
+

1

c
v × (∇× A)

] (2.14)Como temos dois �uidos, utilizamos a partir deste ponto um índie nas equações.Desse modo, a equação (2.14) por exemplo passa a ser
[

∂

∂t
+ (vα · ∇)

]

Pα = qα

[

−∇φ− 1

c

∂A

∂t
+

1

c
vα × (∇×A)

] (2.15)Essa é a equação de movimento do �uido, om α = i para o �uido i�nio e α = e parao �uido eletr�nio.2.3.2 Equação da ontinuidadeEsta é a equação da ontinuidade do �uido:
∂nα
∂t

+ ∇ · (nαvα) = 0 (2.16)2.4 Separação das equações em omponentes longitu-dinais e transversaisDada a simetria ilíndria do nosso problema, é interessante separarmos as equaçõesrelevantes em omponentes longitudinal (na direção de propagação z, de aordo om nossosistema de oordenadas de�nido) e transversal (no plano xy). Um vetor G qualquer, porexemplo, pode ser deomposto da seguinte maneira:
G = Gxî +Gy ĵ +Gzk̂

= (Gxî +Gy ĵ) +Gzk̂

= G⊥ + Gz



Capítulo 2: O Modelo 10A mesma deomposição pode ser utilizada no operador diferenial ∇:
∇ =

(

î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y

)

+ k̂
∂

∂z

= ∇⊥ + ∇zAtravés da apliação deste proedimento (e de algumas manipulações algébrias) nasequações de interesse, podemos separá-las em omponentes longitudinal e transversal.2.4.1 Equação da ondaComo φ só possui dependênia na oordenada longitudinal z, podemos expressar ∇φomo k̂(∂φ/∂z). Fazendo isto na equação (2.11) e expressando a densidade de orrenteomo J = Jz + J⊥ temos que
∂2A

∂z2
− 1

c2
∂2A

∂t2
=

[

1

c

∂

∂z

(

∂φ

∂t

)

− 4π

c
Jz

]

k̂ − 4π

c
J⊥Esta equação pode ser separada em duas partes:uma transversal,

∂2A

∂z2
− 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
J⊥ (2.17)outra longitudinal,

1

c

∂

∂z

(

∂φ

∂t

)

=
4π

c
Jz (2.18)2.4.2 Equação de movimento do �uidoÀ esquerda da igualdade na equação de movimento (2.15) temos o produto esalar

vα · ∇ , que pode ser reesrito da seguinte forma:
vα · ∇ = (vαz + vα⊥) · (∇z + ∇⊥)

= vαz · ∇z + vαz · ∇⊥ + vα⊥ · ∇z + vα⊥ · ∇⊥

= vαz · ∇z + vα⊥ · ∇⊥Mas, omo só há dependênia espaial em z (direção longitudinal),∇⊥ apliado a qualquertermo será nulo. Assim,
vα · ∇ = vαz · ∇z = vαz

∂

∂z
(2.19)



Capítulo 2: O Modelo 11Ainda na equação (2.15), à direita da igualdade, temos o produto vetorial vα× (∇×A) ,que pode ser esrito da seguinte forma:
vα × (∇× A) = (vα⊥ + vαz) ×

[(

∇⊥ + k̂
∂

∂z

)

×A

]

= (vα⊥ + vαz) ×
(

k̂ × ∂A

∂z

)

⊥

= (v⊥ + vαz) ×
(

− ∂Ay
∂z

î+
∂Ax
∂z

ĵ

)

= vα⊥ ×
(

− ∂Ay
∂z

î+
∂Ax
∂z

ĵ

)

+ vαz ×
(

− ∂Ay
∂z

î+
∂Ax
∂z

ĵ

)

=

(

vαx
∂Ay
∂z

+ vαy
∂Ax
∂z

)

k̂ − vαz
∂Ay
∂z

î− vαz
∂Ax
∂z

ĵ

=

(

vα⊥ · ∂A
∂z

)

k̂ − vαz
∂A

∂z
(2.20)Apliando agora (2.20) e (2.19) em (2.15) e abrindo o vetor Pα = Pαz + Pα⊥ temos

(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)

(Pαz + Pα⊥) = qα

[

− ∂φ

∂z
k̂ − 1

c

∂A

∂t
+

1

c

(

vα⊥ · ∂A
∂z

)

z

k̂ − 1

c

(

vαz
∂A

∂z

)

⊥

]Dividindo agora ambos os lados da igualdade por mc e de�nindo U = P

mc
,

(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)

(Uαz + Uα⊥) =
qα
mc

[

− ∂φ

∂z
k̂ − 1

c

∂A

∂t
+

1

c

(

vα⊥ · ∂A
∂z

)

z

k̂ − 1

c

(

vαz
∂A

∂z

)

⊥

]temos uma equação que pode ser separada em duas partes:uma transversal,
(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)

Uα⊥ = − qα
mc2

(

∂A

∂t
+ vαz

∂A

∂z

)

(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)

Uα⊥ +
qα
mc2

(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)

A = 0

(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)(

Uα⊥ +
qα
mc2

A

)

= 0 (2.21)parte transversal da equação de movimentooutra longitudinal,
(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)

Uαz =
qα
mc

(

− ∂φ

∂z
+

1

c
vα⊥ · ∂A

∂z

)



Capítulo 2: O Modelo 12que pode ser reesrita omo
(

∂

∂t
+ vαz

∂

∂z

)

Uαz =
qα
mc2

(

− c
∂φ

∂z
+ vα⊥ · ∂A

∂z

) (2.22)parte longitudinal da equação de movimento2.5 Obtenção da veloidade de propagação das partí-ulas vαPodemos expressar vα omo a soma de suas omponentes longitudinal e transversal
vα = vαz +vα⊥ , onde a omponente vα⊥ pode ser alulada a partir da parte transversalda equação de movimento (2.21), que nos leva a onluir que

(

Uα⊥ +
qα
mc2

A

)

= constante

Uα⊥ = constante − qα
mc2

ATomando a onstante igual a zero (ou seja, assumindo que os elétrons e íons sejamimóveis no in�nito onde o ampo é nulo) e onsiderando que U = P

mc
= γv

c
temos que

vα⊥ = − qα
mcγα

A (2.23)CALCULAR vαz???2.6 Obtenção da densidade de orrente JDe forma análoga ao que �zemos om a veloidade v, vamos expressar a densidade deorrente J em função de suas omponentes longitudinal e transversal J = Jz + J⊥ . Paraobtermos a omponente Jz vamos utilizar a parte longitudinal da equação da onda (2.18)
1

c

∂

∂z

(

∂φ

∂t

)

=
4π

c
JzComo pretendemos expressar todas as equações omo funções da variável ξ̃ = z − V t,é interessante expliitarmos as relações entre z , t e ξ̃ . Partindo da de�nição de ξ̃ , temos
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∂ξ̃

∂z
= 1

∂ξ̃

∂t
= −Vou seja, podemos estabeleer uma equivalênia entre as derivadas pariais em relação a ze t e as derivadas pariais em relação a ξ̃

∂

∂z
≡ ∂

∂ξ̃
(2.24)

∂

∂t
≡ −V ∂

∂ξ̃
(2.25)Apliando essas relações na equação (2.18) podemos obter uma expressão para Jz:

Jz = − V

4π

∂2φ

∂ξ̃2
(2.26)Essa expressão pode ainda ser simpli�ada se apliarmos a relação (2.25) na equação dePoisson (2.7)

∂2φ

∂z2
= −4πρ → ∂2φ

∂ξ̃2
= −4πρ (2.27)e abrirmos a expressão da arga total

ρ =
∑

α

qαnα

= (e)ni + (−e)ne
ρ = eδn (2.28)onde ni é a densidade de íons, ne é a densidade de elétrons e δn = ni − ne . Finalmente,apliando (2.28) e (2.27) em (2.26),

Jz = eV δn (2.29)parte longitudinal da densidade de orrenteque pode ser interpretada omo a densidade de orrente líquida no referenial da onda.A omponente J⊥ pode ser obtida apliando-se a omponente transversal da veloidade
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vα⊥ (2.23) na expressão J =

∑

α nαqαvα

J⊥ =
∑

α

nαqαvα⊥

= −
∑

α

nαqα

(

qα
mcγα

A

)

= −
∑

α

nαq
2
α

mcγα
A

= − nee
2

mecγe
A − nie

2

micγi
A

= − e2

mec

(

ne
γe

+
me

mi

ni
γi

)

Aou ainda, de�nindo µ = me/mi ,
J⊥ = − e2

mec

(

ne
γe

+ µ
ni
γi

)

A (2.30)parte transversal da densidade de orrente2.7 Obtenção da densidade de partíulas nαAbrindo o operador diferenial ∇ na equação da ontinuidade (2.16)
∂nα
∂t

+ (∇z + ∇⊥) · (nαvα) = 0Dado que só há dependênia espaial em z, o produto esalar de ∇⊥ om qualquer outrovetor terá resultado nulo. Podemos então simpli�ar a expressão aima:
∂nα
∂t

+ ∇z · (nαvα) = 0Além disso, ∇z · vα = ∇z · (vαz + vα⊥) = ∇z · vαz = (∂/∂z)(vαz) , ou seja
∂nα
∂t

+
∂

∂z
(nαvαz) = 0De�nindo βα ≡ vαz/c e apliando essa de�nição na equação anterior

∂nα
∂t

+ c
∂

∂z
(nαβα) = 0



Capítulo 2: O Modelo 15Utilizando as relações entre as derivadas em z e t e as derivadas em ξ̃, (2.24) e (2.25)
−V ∂nα

∂ξ̃
+ c

∂

∂ξ̃
(nαβα) = 0

∂nα

∂ξ̃
− c

V

∂

∂ξ̃
(nαβα) = 0e de�nindo V0 ≡ V/c

∂nα

∂ξ̃
− 1

V0

∂

∂ξ̃
(nαβα) = 0

∂

∂ξ̃

(

nα −
nαβα
V0

)

= 0 (2.31)podemos a partir da equação (2.31) obter nα :
nα −

nαβα
V0

= constante ≡ n0 (2.32)Dessa expressão vemos que se as partíulas se desloarem om a mesma veloidade quea onda (βα = V0), a onstante n0 = 0. Ou seja, todas as partíulas a aompanham e adensidade de fundo é nula. Considerando o aso em que n0 não é nula e isolando nα em(2.32) temos que
nα =

n0V0

V0 − βα
(2.33)Essa expressão nos permite observar que nα → ∞ à medida que βα → V0, uma ondiçãoque arateriza a quebra de onda. 22.8 Obtenção do fator relativístio γαPor de�nição,

γα =

√

1

1 − v2
αz/c

2Faremos algumas manipulações algébrias para expressar γ2
α omo função de U2

α:
γ2
α =

1

1 − v2
αz/c

2
=

1 − v2
αz/c

2 + v2
αz/c

2

1 − v2
αz/c

2
= 1 +

v2
αz/c

2

1 − v2
αz/c

2

= 1 +
γ2
αv

2
α

c2
= 1 +

m2γ2
αv

2
α

m2c2
= 1 +

P 2
α

m2c2
= 1 + U2

α2A quebra de onda será disutida na seção 3.2.2.



Capítulo 2: O Modelo 16Com isso, temos a seguinte expressão para γ2
α :

γ2
α = 1 + U2

α (2.34)2.9 Obtenção da integral de movimentoSubstituindo vα⊥ (2.23) e vαz por βα na parte longitudinal da equação de movimento(2.22) temos
(

∂

∂t
+ cβα

∂

∂z

)

Uαz = − qα
mc2

(

c
∂φ

∂z
+

qα
mαcγα

A · ∂A
∂z

)ou ainda,
∂Uαz
∂t

+ cβα
∂Uαz
∂z

+
qα
mαc

∂φ

∂z
+

q2
α

m2
αc

3γα
A · ∂A

∂z
= 0Reesrevendo o produto entre o potenial vetor e sua derivada em relação a z

A · ∂A
∂z

=
1

2

∂|A|2
∂ze apliando as relações entre as derivadas em z e t e as derivadas em ξ̃, (2.24) e (2.25)temos 3

−V dUαz
dξ̃

+ cβα
dUαz

dξ̃
+

qα
mαc

dφ

dξ̃
+

q2
α

m2
αc

3γα

1

2

d|A|2
dξ̃

= 0De�nindo λα ≡ q2
α

m2
α
c4

= e2

m2
α
c4
, esta expressão pode ser reesrita omo

(

βα −
V

c

)

dUαz

dξ̃
+

qα
mαc2

dφ

dξ̃
+

λα
2γα

d|A|2
dξ̃

= 0Substituindo V/c por V0 (onforme de�nimos anteriormente), obtemos a seguinte expres-são
(βα − V0)

dUαz

dξ̃
+

qα
mαc2

dφ

dξ̃
+

λα
2γα

d|A|2
dξ̃

= 0 (2.35)Como queremos obter uma integral de movimento a partir dessa equação, tentamosreesrevê-la de uma forma mais ompata. Expressando βα omo função de Uαz
Uαz =

Pαz
mαc

=
mαγαvαz
mαc

= γαβα → βα =
Uαz
γα

(2.36)3Nessa expressão as derivadas pariais foram substituídas por derivadas totais sem perda de generali-dade, dado que todas as variáveis são funções somente de ξ̃.



Capítulo 2: O Modelo 17e apliando (2.36) em (2.35) temos
Uαz
γα

dUαz

dξ̃
− V0

dUαz

dξ̃
+

qα
mαc2

dφ

dξ̃
+

λα
2γα

d|A|2
dξ̃

= 0 (2.37)Analisando os termos desta equação que ontém 1/γα (ou seja, o primeiro e o quartotermos):
Uαz
γα

dUαz

dξ̃
+

λα
2γα

d|A|2
dξ̃

=
1

2γα

dU2
αz

dξ̃
+

λα
2γα

d|A|2
dξ̃

=
1

2γα

(

dU2
αz

dξ̃
+ λα

d|A|2
dξ̃

) (2.38)Mas, de (2.34) temos que
γ2
α = 1 + U2

α = 1 + U2
α⊥ + U2

αz (2.39)e de (2.23) podemos expressar Uα⊥ em função de |A|2

U2
α⊥ =

(−qα)2

m2
αc

4
|A|2 =

e2

m2
αc

4
|A|2 = λα|A|2 (2.40)Substituindo então (2.40) em (2.39),

γ2
α = 1 + λα|A|2 + U2

αz (2.41)derivando esta expressão em relação a ξ̃
dγ2

α

dξ̃
=
dU2

αz

dξ̃
+ λα

d|A|2
dξ̃

(2.42)e apliando (2.42) em (2.38), temos
Uαz
γα

dUαz

dξ̃
+

λα
2γα

d|A|2
dξ̃

=
1

2γα

(

dU2
αz

dξ̃
+
d|A|2
dξ̃

)

=
1

2γα

(

dγ2
α

dξ̃

)

=
1

2γα

(

2γα
dγα

dξ̃

)

Uαz
γα

dUαz

dξ̃
+

λα
2γα

d|A|2
dξ̃

=
dγα

dξ̃
(2.43)



Capítulo 2: O Modelo 18Utilizando (2.43) podemos reesrever (2.37),
dγα

dξ̃
− V0

dUαz

dξ̃
+

qα
mαc2

dφ

dξ̃
= 0

d

dξ̃

(

γα − V0Uαz +
qα
mαc2

φ

)

= 0ou seja,
γα − V0Uαz +

qα
mαc2

φ = constante (2.44)Podemos ainda apliar a relação (2.36), entre Uαz e γαβα , em (2.44)
γα(1 − βαV0) +

qα
mαc2

φ = constanteConsiderando que, para |ξ̃| → ∞ ,
γα → 1

βα, φ → 0podemos onluir que a onstante é igual a 1. Finalmente, temos a integral de movimento
γα(1 − βαV0) +

qα
mαc2

φ = 1 (2.45)a partir da qual poderemos expressar todas as quantidades em termos dos poteniais φ e A.
2.10 Expressando γα em termos dos poteniaisPartindo da integral de movimento (2.45)

γα(1 − βαV0) = 1 − qα
mαc2

φ

γ2
α(1 − βαV0)

2 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

γ2
α

(

1 − 2
Uαz
γα

V0 +
U2
αz

γ2
α

V 2
0

)

=

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

γ2
α − 2γαUαzV0 + U2

αzV
2
0 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2 (2.46)



Capítulo 2: O Modelo 19De (2.41) temos que U2
αz = γ2

α − 1 − λα|A|2 . Apliando esta relação em (2.46),
γ2
α − 2γαUαzV0 + (γ2

α − 1 − λα|A|2)V 2
0 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

γ2
α + γ2

αV
2
0 − 2γαUαzV0 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

+ (1 + λα|A|2)V 2
0 (2.47)Manipulando o lado esquerdo da igualdade

γ2
α + γ2

αV
2
0 − 2γαUαzV0 = γ2

α + γ2
αV

2
0 − 2γα(γαβα)V0

= γ2
α + γ2

αV
2
0 − 2γ2

αβαV0 + γ2
αβ

2
α − γ2

αβ
2
α

= γ2
α + γ2

α(V0 − βα)
2 − γ2

αβ
2
α

= γ2
α + γ2

α(V0 − βα)
2 − (U2

αz)

= γ2
α + γ2

α(V0 − βα)
2 − (γ2

α − 1 − λα|A|2)
γ2
α + γ2

αV
2
0 − 2γαUαzV0 = γ2

α(V0 − βα)
2 + 1 + λα|A|2 (2.48)podemos reesrever (2.47):

γ2
α(V0 − βα)

2 + 1 + λα|A|2 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

+ (1 + λα|A|2)V 2
0

γ2
α(V0 − βα)

2 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

+ (1 + λα|A|2)V 2
0 − (1 + λα|A|2)

γ2
α(V0 − βα)

2 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

+ (V 2
0 − 1)(1 + λα|A|2)De�nindo p ≡ 1 − V 2

0

γ2
α(V0 − βα)

2 =

(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)

γα(V0 − βα) =

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2 (2.49)e multipliando −V0, obtemos a seguinte expressão
−γαV 2

0 + γαV0βα = −V0

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2



Capítulo 2: O Modelo 20ujo lado esquerdo da igualdade pode ser reesrito da seguinte forma:
γαV0βα − γαV

2
0 = γαV0βα − γαV

2
0 + γα − γα

= γα(1 − V 2
0 ) − γα(1 − βαV0)

γαV0βα − γαV
2
0 = pγα − γα(1 − βαV0) (2.50)Da integral de movimento (2.45) temos

γα(1 − βαV0) = 1 − qα
mαc2

φ (2.51)que, ao ser apliada em (2.50), resulta na seguinte expressão :
pγα −

(

1 − qα
mαc2

φ

)

= −V0

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2

γα =

{

(

1 − qα
mαc2

φ

)

− V0

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2

}

/

p (2.52)
γα em função dos poteniais2.11 Expressando βα em termos dos poteniaisDividindo (2.49) por V0

γα −
γαβα
V0

=
1

V0

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2podemos reesrever o lado esquerdo da igualdade da seguinte forma:
γα −

γαβα
V0

= γα −
γαβα
V0

+ γαβαV0 − γαβαV0

γα −
γαβα
V0

= γα(1 − βαV0) + γαβαV0 −
γαβα
V0 (2.53)ou ainda, utilizando a relação (2.51),

γα −
γαβα
V0

=

(

1 − qα
mαc2

φ

)

+ γαβαV0 −
γαβα
V0



Capítulo 2: O Modelo 21Substituindo a expressão aima em (2.53)
(

1 − qα
mαc2

φ

)

+ γαβαV0 −
γαβα
V0

=
1

V0

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2e multipliando-a por −V0

−V0

(

1 − qα
mαc2

φ

)

+ γαβαV
2
0 − γαβα = −

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2

−V0

(

1 − qα
mαc2

φ

)

+ γαβα(1 − V 2
0 ) = −

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2Mas, omo já de�nimos, p ≡ 1 − V 2
0 :

−V0

(

1 − qα
mαc2

φ

)

+ pγαβα = −
[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2Finalmente, podemos isolar βα e expressá-lo em função dos poteniais
βα =

{

V0

(

1 − qα
mαc2

φ

)

−
[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]

1

2

}

/

pγα (2.54)2.12 Expressando nα em termos dos poteniaisTomando a inversa de (2.49)
1

γα(V0 − βα)
=

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]−

1

2e multipliando-a por n0V0

n0V0

(V0 − βα)
= n0V0γα

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]−

1

2Mas, de (2.33), temos que o lado esquerdo da igualdade é o próprio nα. Ou seja, esta é aexpressão de nα em função dos poteniais:
nα = n0V0γα

[(

1 − qα
mαc2

φ

)2

− p(1 + λα|A|2)
]−

1

2 (2.55)



Capítulo 2: O Modelo 222.13 Expressando J⊥ em termos dos poteniaisUtilizando a expressão obtida para nα (2.55) na equação da J⊥ (2.30)
J⊥ = − e2

mec

{

n0V0γe
γe

[(

1 − qe
mec2

φ

)2

− p(1 + λe|A|2)
]−

1

2

+

+
n0V0γi
γi

µ

[(

1 − qi
mic2

φ

)2

− p(1 + λi|A|2)
]−

1

2

}

A (2.56)Expressando λi em função de λe
λi =

e2

m2
i c

4
=
m2
e

m2
e

e2

m2
i c

4
=
m2
e

m2
i

e2

m2
ec

4
= µλe (2.57)e onsiderando que a arga dos elétrons é qe = −e e a arga dos íons é qi = e

qi
mic2

φ =
me

me

qi
mic2

φ =
me

mi

qi
mec2

φ = µ
e

mec2
φ = λ

1

2

e φpodemos reesrever a expressão (2.56) da seguinte forma
J⊥ = −n0e

2

mec
V0

{

1

[(1 + λ
1

2

e φ)2 − p(1 + λe|A|2)] 1

2

+

+
µ

[(1 − µλ
1

2

e φ)2 − p(1 + µ2λe|A|2)] 1

2

}

A (2.58)De�nindo
ϕ2 ≡ λeφ

2 (2.59)
ψ2 ≡ λe|A|2 (2.60)e apliando (2.59) e (2.60) em (2.58) temos

J⊥ = −n0e
2

mec
V0

[

1
√

(1 + ϕ)2 − p(1 + ψ2)
+

µ
√

(1 − µϕ)2 − p(1 + µ2ψ2)

]

Aou ainda, se de�nirmos (por simpliidade de notação)
re(ϕ, ψ) ≡

√

(1 + ϕ)2 − p(1 + ψ2) (2.61)
ri(ϕ, ψ) ≡

√

(1 − µϕ)2 − p(1 + µ2ψ2) (2.62)



Capítulo 2: O Modelo 23temos �nalmente J⊥ em função dos poteniais
J⊥ = −n0e

2

mec
V0

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

A (2.63)2.14 Expressando δn em termos dos poteniaisComo δn = ni − ne , temos:
δn = n0V0

{

γi

[ (

1 − qi
mic2

φ

)2

− p(1 + λi|A|2)
]−

1

2

−

− γe

[ (

1 − qe
mec2

φ

)2

− p(1 + λe|A|2)
]−

1

2

}

Utilizando a expressão (2.52) para substituir γi e γe na equação anterior e apliando asde�nições (2.59), (2.60), (2.61) e (2.62) temos
δn =

n0V0

p

[

(1 − µϕ) − ri(ϕ, ψ)V0

ri(ϕ, ψ)
− (1 + ϕ) − re(ϕ, ψ)V0

re(ϕ, ψ)

]

δn =
n0V0

p

[

(1 − µϕ)

ri(ϕ, ψ)
− (1 + ϕ)

re(ϕ, ψ)

] (2.64)
δn em função dos poteniais2.15 Obtenção das equações difereniais não linearesaopladas para a evolução dos poteniaisApliando ρ = eδn (2.28) na equação de Poisson esrita omo função da variável ξ̃(2.27) e substituindo δn pela sua expressão (2.64) temos

∂2φ

∂ξ̃2
= −4πe

n0V0

p

[

1 − µϕ

ri(ϕ, ψ)
− 1 + ϕ

re(ϕ, ψ)

]Como ϕ = λ
1

2φ = (e/mec
2)φ , multipliando ambos os lados da igualdade por (e/mec

2)temos
∂2ϕ

∂ξ̃2
=

−4πe2n0

me

V0

c2p

[

1 − µϕ

ri(ϕ, ψ)
− 1 + ϕ

re(ϕ, ψ)

]



Capítulo 2: O Modelo 24De�nindo a freqüênia de plasma dos elétrons ω2
e ≡ (4πe2n0)/(me),

∂2ϕ

∂ξ̃2
=
V0ω

2
e

c2p

[

1 + ϕ

re(ϕ, ψ)
− 1 − µϕ

ri(ϕ, ψ)

]

e rede�nindo a variável ξ̃:
ξ =

ωe
c
ξ̃ → ∂2

∂ξ̃2
=
ω2
e

c2
∂2

∂ξ2
(2.65)temos �nalmente a seguinte equação diferenial para a evolução de ϕ:

∂2ϕ

∂ξ2
=
V0

p

[

1 + ϕ

re(ϕ, ψ)
− 1 − µϕ

ri(ϕ, ψ)

] (2.66)Substituindo J⊥ (2.30) na parte transversal da equação da onda (2.17) e onsiderandoas de�nições (2.61) e (2.62),
∂2A

∂z2
− 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c

{

− n0e
2

mec
V0

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

A

}

Multipliando essa equação por c2, utilizando a de�nição da freqüênia ω2
e e introdu-zindo a variável omplexa Ã(z, t) ≡ λ

−1/2
e ψ(ξ̃)eiθ(z,t) tal que |Ã|2 = |A|2 = λ−1

e ψ2,
c2
∂2Ã

∂z2
− ∂2Ã

∂t2
= V0ω

2
e

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

Ã (2.67)Utilizando essa de�nição, que nos permite relaionar ψ om ψ̃ (da de�nição de A temosque |A|2 = ψ̃2, ou seja, ψ̃2 = λ−1
e ψ2), podemos reesrever o primeiro termo à esquerda daigualdade em (2.67) da seguinte forma:

c2
∂2Ã

∂z2
= c2

∂2

∂z2

[

λ
−

1

2

e ψ(ξ̃)eiθ(z,t)
]

= c2
∂

∂z

(

∂ψ

∂z
eiθ + ψ

∂eiθ

∂z

)

λ
−

1

2

e

= c2
(

∂2ψ

∂z2
eiθ + 2

∂ψ

∂z

∂eiθ

∂z
+ ψ

∂2eiθ

∂z2

)

λ
−

1

2

eou ainda, omo (∂θ/∂z) = k ,
c2
∂2Ã

∂z2
= c2

(

∂2ψ

∂z2
+ 2ik

∂ψ

∂z
− k2ψ

)

λ
−

1

2

e eiθ (2.68)



Capítulo 2: O Modelo 25Analogamente, o segundo termo à esquerda da igualdade em (2.67) pode ser reesrito daseguinte forma:
∂2Ã

∂t2
=

∂2

∂t2
[

ψ(ξ̃)λ
−

1

2

e eiθ(z,t)
]

=
∂

∂t

(

∂ψ

∂t
eiθ + ψ

∂eiθ

∂t

)

λ
−

1

2

e

=

(

∂2ψ

∂t2
eiθ + 2

∂ψ

∂t

∂eiθ

∂t
+ ψ

∂2eiθ

∂t2

)

λ
−

1

2

eou ainda, omo (∂θ/∂t) = −ω ,
∂2Ã

∂t2
=

(

∂2ψ

∂t2
− 2iω

∂ψ

∂t
− ω2ψ

)

λ
−

1

2

e eiθ (2.69)O lado esquerdo da igualdade em (2.67) pode ser reesrito omo
c2
∂2Ã

∂z2
− ∂2Ã

∂t2
=

[(

c2
∂2ψ

∂z2
− ∂2ψ

∂t2
− k2c2ψ + ω2ψ

)

+ 2i

(

kc2
∂ψ

∂z
+ ω

∂ψ

∂t

)]

λ
−

1

2

e eiθ (2.70)Apliando essa expressão na equação (2.67) temos
(

c2
∂2ψ

∂z2
− ∂2ψ

∂t2
− k2c2ψ + ω2ψ

)

+ 2i

(

kc2
∂ψ

∂z
+ ω

∂ψ

∂t

)

=

[

V0ω
2
e

re(ϕ, ψ)
+

µV0ω
2
e

ri(ϕ, ψ)

]

ψ (2.71)Como o lado direito da igualdade em (2.71) não possui termos imaginários, os termosimaginários do lado esquerdo devem se anular4. Ou seja,
c2
∂2Ã

∂z2
− ∂2Ã

∂t2
= λ

−
1

2

e eiθ
[

c2
∂2ψ

∂z2
− ∂2ψ

∂t2
+

(

ω2 − k2c2
)

ψ

] (2.72)Através das relações (2.24) e (2.25) podemos expressar as derivadas pariais em relação4Desta equação podemos onluir que V = c2k/ω , onde V pode ser interpretada omo a veloidadede grupo não linear, dado que estamos trabalhando em regimes onde ω e k estão relaionados por umarelação de dispersão não linear.



Capítulo 2: O Modelo 26à z e t omo derivadas pariais em relação à ξ̃
c2
∂2Ã

∂z2
− ∂2Ã

∂t2
= λ

−
1

2

e eiθ
[

(

c2 − V 2
)∂2ψ

∂ξ̃2
+

(

ω2 − k2c2
)

ψ

]

= λ
−

1

2

e eiθ
[

c2
(

1 − V 2

c2

)

∂2ψ

∂ξ̃2
+

(

ω2 − k2c2
)

ψ

]

= λ
−

1

2

e eiθ
[

c2
(

1 − V 2
0

)∂2ψ

∂ξ̃2
+

(

ω2 − k2c2
)

ψ

]

c2
∂2Ã

∂z2
− ∂2Ã

∂t2
= c2λ

−
1

2

e eiθ
[

p
∂2ψ

∂ξ̃2
+

(

ω2

c2
− k2

)

ψ

] (2.73)Apliando então a relação (2.73) na equação (2.67) e substituindo nessa a expressão
Ã = λ

−
1

2

e ψeiθ temos
c2λ

−
1

2

e eiθ
[

p
∂2ψ

∂ξ̃2
+

(

ω2

c2
− k2

)

ψ

]

= V0ω
2
e

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

ψλ
−

1

2

e eiθ

p
∂2ψ

∂ξ̃2
+

(

ω2

c2
− k2

)

ψ =
V0ω

2
e

c2

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

ψ

p
ω2
e

c2
∂2ψ

∂ξ2
+

(

ω2

c2
− k2

)

ψ =
V0ω

2
e

c2
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

p
ω2
e

c2
∂2ψ

∂ξ2
=

(

k2 − ω2

c2

)

ψ + V0
ω2
e

c2
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

∂2ψ

∂ξ2
=

c2

pω2
e

{

(

k2 − ω2

c2

)

ψ + V0
ω2
e

c2
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]}

∂2ψ

∂ξ2
=

(k2c2 − ω2)

pω2
e

ψ +
V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]



Capítulo 2: O Modelo 27Como V0 = V/c = (kc/ω) → k2c2 = ω2V 2
0 :

∂2ψ

∂ξ2
=

(ω2V 2
0 − ω2)

pω2
e

ψ +
V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

∂2ψ

∂ξ2
= −(1 − V 2

0 )

pω2
e

ω2ψ +
V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

∂2ψ

∂ξ2
= − p

pω2
e

ω2ψ +
V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

∂2ψ

∂ξ2
= −ω

2

ω2
e

ψ +
V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

De�nindo ω2
e/ω

2 = η, temos a seguinte equação diferenial para a evolução de ψ:
∂2ψ

∂ξ2
= −1

η
ψ +

V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

] (2.74)Finalmente, alterando (por simpliidade) a notação das derivadas em relação a ξ,
∂2ϕ

∂ξ2
= ϕ′′

∂2ψ

∂ξ2
= ψ′′podemos reesrever as equações (2.66) e (2.74):

ϕ′′ =
V0

p

[

1 + ϕ

re(ϕ, ψ)
− 1 − µϕ

ri(ϕ, ψ)

] (2.75)equação diferenial para a evolução de ϕ
ψ′′ = −1

η
ψ +

V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

] (2.76)equação diferenial para a evolução de ψAs equações (2.75) e (2.76), que governam a dinâmia dos pulsos eletromagnétios noplasma, nos forneem a base neessária para estudarmos os fen�menos de interesse. Apartir desse momento, por simpliidade, re-esalamos ω/ck → ω e ωe/ck → ωe. Com isso
η preserva a sua forma e ω = 1/V0.



Capítulo 3O formalismo Hamiltoniano e suasimpliaçõesNeste apítulo apresentamos um Hamiltoniano a partir do qual as equações para aevolução temporal dos poteniais (2.76) e (2.75) podem ser obtidas. Essa formulação nospermite interpretar o problema abordado omo uma quase-partíula om dois graus deliberdade, sob a ação de um potenial efetivo [13℄. Vemos também que a presença deraízes nesse Hamiltoniano restringe os valores possíveis de ϕ, e que a forma assimétriado potenial efetivo o divide em duas regiões distintas e estabelee um limite de energiaspara a existênia de órbitas periódias. Por �m, disutimos sobre as ténias de análisede dinâmia não linear utilizadas para abordar o problema, busar soluções e avaliar aestabilidade das mesmas.3.1 O formalismo HamiltonianoA existênia de uma onstante de movimento alulada por Mo�z e de Angelis [7℄ éum forte indíio de que o sistema pode ser desrito por um Hamiltoniano das oordenadas
ψ e ϕ e seus respetivos momenta onjugados Pψ e Pϕ. A perepção de que o momentumonjugado Pϕ não é ϕ′ (forma �tradiional�), mas −ϕ′/p, nos onduziu à obtenção desseHamiltoniano

H =
P 2
ψ

2
− p

P 2
ϕ

2
+

1

2η
ψ2 +

V0

p2

[

re(ϕ, ψ) +
1

µ
ri(ϕ, ψ)

] (3.1)a partir do qual podemos alular as variáveis de interesse através das equações de Ha-milton
ψ′ =

∂H

∂Pψ
= Pψ (3.2)
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P ′

ψ = −∂H
∂ψ

= −1

η
ψ +

V0

p
ψ

[

1

re(ϕ, ψ)
+

µ

ri(ϕ, ψ)

]

= ψ′′ (3.3)
ϕ′ =

∂H

∂Pϕ
= −pPϕ (3.4)

P ′

ϕ = −∂H
∂ϕ

= −V0

p2

[

1 + ϕ

re(ϕ, ψ)
− 1 − µϕ

ri(ϕ, ψ)

]

= −ϕ
′′

p
(3.5)resgatando (omo esperado) as equações difereniais para a evolução temporal dos poten-iais (2.76) e (2.75).Essa formulação nos permite interpretar o problema omo uma quase-partíula sob aação de um potenial efetivo U(ϕ, ψ),

U(ϕ, ψ) ≡ − 1

2η
ψ2 − V0

p2

[

re(ϕ, ψ) +
1

µ
ri(ϕ, ψ)

] (3.6)onde o sinal é negativo devido à massa efetiva negativa de ϕ, omo pode ser visto noHamiltoniano (3.1).
H é onstante, dado que não depende da variável �tempo� ξ, e seu valor E pode seralulado após espei�armos ondições iniiais adequadas. Como estamos interessadosna propagação de pulsos loalizados, que desapareem para |ξ| → ∞, sabemos que asondições Pψ = Pϕ = ϕ = ψ = 0 devem pertener à dinâmia relevante. Apliando essasondições no Hamiltoniano podemos alular o seu valor (que orresponde à energia dosistema):

E =

(

V0

p

)2(

1 +
1

µ

) (3.7)3.2 A dinâmia3.2.1 Condições impostas pelo HamiltonianoDado que estamos interessados em quantidades que são reais, a presença de raízes noHamiltoniano limita a dinâmia da quase-partíula à região em que r2
e , r

2
i > 0 simulta-neamente. Para garantir essa ondição, preisamos apliar restrições sobre os possíveis
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r2
e(ϕ, ψ) > 0

(1 + ϕ)2 − p(1 + ψ2) > 0

ϕ >
√

p(1 + ψ2) − 1 (3.8)
r2
i (ϕ, ψ) > 0

(1 − µϕ)2 − p(1 + µ2ψ2) > 0
1

µ
[1 −

√

p(1 + µ2ψ2)] > ϕ (3.9)Ou seja, ϕ deve ser maior que a quantidade alulada em (3.8), a qual denominamos
ϕmin, e menor que a quantidade alulada em (3.9), a qual denominamos ϕmax. Combi-nando as desigualdades, onluimos que a dinâmia deve evoluir dentro da seguinte regiãofísia

ϕmin ≡
√

p(1 + ψ2) − 1 < ϕ <
1

µ
[1 −

√

p(1 + µ2ψ2)] ≡ ϕmax (3.10)Como estamos interessados na resposta do plasma à propagação dos pulsos eletro-magnétios, �xamos a nossa atenção no omportamento do potenial eletrostátio, ana-lisando a evolução temporal de ϕ e Pϕ para diferentes pulsos (araterizados por valoresde parâmetro1 distintos). Como o sistema possui dois graus de liberdade2, a análise doomportamento de ϕ e Pϕ requer ondições sobre ψ e Pψ . Em nosso aso, realizamos essaanálise quando o plano ψ = 0 é ruzado om Pψ < 0 . Nessa ondição, o potenial efetivo
U(ϕ, 0) = −V0

p2

[

√

(1 + ϕ)2 − p+
1

µ

√

(1 − µϕ)2 − p

] (3.11)tem um mínimo em ϕ = 0, o qual é um ponto �xo estável para pequenas osilações de ϕ,e a desigualdade (3.10) se resume a
ϕmin =

√
p− 1 < ϕ <

1

µ
[1 −√

p] = ϕmax (3.12)Outra araterístia relevante de U(ϕ, 0) pode ser observada se utilizarmos os valores1Detalhes são disutidos na seção 3.3.1.2Consideramos ada par formado por oordenada e momentum onjugado omo um grau de liberdade.
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U2(ϕmin) − U2(ϕmax) =

2(1 − µ2)(1 −√
p)V 2

0

µ2p7/2
> 0 (3.13)vemos que o valor é sempre positivo. Como U < 0 , podemos a�rmar que U(ϕmin) <

U(ϕmax). Ou seja, a �altura� do potenial em ϕmax é sempre maior que em ϕmin .Essa assimetria, exempli�ada na Figura 3.1, divide o potenial em duas regiões dis-tintas, estabeleendo um limite para órbitas ílias: ϕ deve ser tal que o orrespondentepotenial nuna esteja aima do nível U(ϕmin).
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Figura 3.1: grá�os do potenial U(ϕ, 0) traçados para (a) V0 = 0, 01, (b) V0 = 0, 51 e() V0 = 0, 99 . Embora os extremos à esquerda dos grá�os orrespondam aos valores de
ϕmin referentes às veloidades itadas, os extremos à direita não orrespondem aos valoresde ϕmax (os grá�os foram trunados nesta direção)3.2.2 A quebra de onda (wave breaking)Além de limitarem os possíveis valores de ϕ para evitar resultados omplexos, as raízes
re(ϕ, ψ) e ri(ϕ, ψ) também desempenham um papel relevante na oorrênia do fen�menoonheido omo quebra de onda (wave breaking), onde a amplitude da onda de densidadedas partíulas (elétrons ou íons, dependendo do aso) rese tanto (e de forma tão abrupta)que as partíulas do plasma não onseguem ultrapassar seu pio e são arrastadas, riandosingularidades na densidade do plasma. Quando isso oorre, o modelo deixa de ser válidopara desrever o problema.Podemos ompreender a relação entre essas raízes e a quebra de onda através daanálise das densidades de elétrons e íons: partindo da equação de nα expressa em funçãodos poteniais (2.55) e fazendo uso da equação de γα (2.52), da relação entre λe e λi(2.57) e das de�nições de ϕ (2.59), ψ (2.60), re (2.61) e ri (2.62), hegamos às seguintes
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ne =

n0V0

p

[

(1 + ϕ) − re(ϕ, ψ)V0

re(ϕ, ψ)

] (3.14)
ni =

n0V0

p

[

(1 − µϕ) − ri(ϕ, ψ)V0

ri(ϕ, ψ)

] (3.15)Dessas equações vemos que as densidades das partíulas são inversamente proporionaisàs raízes (nα ∝ r−1
α ), ou seja, nα diverge à medida que rα → 0 , araterizando a oorrêniada quebra de onda.É importante enfatizarmos que, embora essa divergênia da densidade sirva para indi-ar a oorrênia do fen�meno de quebra de onda, ela é de fato uma limitação do modelo deplasma frio; em um modelo om efeitos térmios, estes limitam a quantidade de partíulasapturadas pela onda e impedem o surgimento de singularidades na densidade do plasma.Quando a veloidade de grupo da onda está próxima da veloidade da luz temos que

V0 → 1 e, onsequentemente, p ≡ 1 − V 2
0 → 0; podemos então onluir a partir de (3.13)que U2(ϕmin) ≪ U2(ϕmax) e que essa é uma ondição em que a oorrênia da quebra deonda é muito mais provável para os elétrons do que para os íons. Já quando V0 → 0(p → 1), temos que U2(ϕmin) ∼ U2(ϕmax); nessa ondição, a quebra de onda tambémpode oorrer para os íons.3.2.3 Análise linearPodemos avaliar o omportamento do potenial vetor ψ, assoiado à amplitude (e,onseqüentemente, à intensidade) do pulso eletromagnétio (um laser, por exemplo) e dopotenial eletrostátio ϕ (assoiado ao wake�eld, o ampo elétrio gerado pela propaga-ção do pulso eletromagnétio) frente a pequenas perturbações alulando as freqüêniaslineares assoiadas a pequenas �utuações dos mesmos. A apliação de uma expansão dotipo

f(ϕ, ψ) = f(0, 0) +
∂f

∂ϕ
(0, 0)ϕ+

∂f

∂ψ
(0, 0)ψ + ... (3.16)nas equações (2.75) e (2.76) nos permite reesrevê-las da seguinte forma:

ψ′′ = Ω2
ψψ (3.17)

ϕ′′ = −Ω2
ϕϕ (3.18)



Capítulo 3: O formalismo Hamiltoniano e suas impliações 33onde Ωψ e Ωϕ são as freqüênias lineares que estamos prourando
Ω2
ψ ≡ −1

η
+

1

p
(1 + µ) (3.19)

Ω2
ϕ ≡ 1

V 2
0

(1 + µ) (3.20)De (3.20) temos que a freqüênia Ωϕ é real, ondição que apliada à equação (3.18) garantea estabilidade do potenial ϕ. Já a freqüênia Ωψ pode ser imaginária (Ω2
ψ < 0, que impliaem um omportamento osilatório) ou real (Ω2

ψ > 0, que implia em um omportamentoinstável, dado que perturbações resem inde�nidamente). De fato, a igualdade Ω2
ψ = 0nos permite obter o valor limiar de η

η∗ =
p

1 + µ
(3.21)a partir do qual Ω2

ψ > 0 e a instabilidade está presente. Essa é uma ondição neessáriapara que ψ alane valores grandes a partir de osilações muito pequenas, que pode sergarantida se a seguinte relação, expressa em função de ω e obtida a partir de (3.19) e dade�nição de η ≡ ω2
e/ω

2, for atendida:
Ω2
ψ > 0

1

p
(1 + µ) >

1

η

1

p
(1 + µ) >

ω2

ω2
e

ω2
e(1 + µ) > pω2 (3.22)Como p = 1 − V 2

0 e ω = 1/V0 , temos que pω2 = ω2 − 1 . Podemos então reesrever aexpressão (3.22) da seguinte forma:
1 + ω2

e(1 + µ) > ω2 (3.23)Finalmente, onsiderando também a limitação ω > 1 (imposta pela ondição V0 < 1 ),temos a relação para ω que garante a presença da instabilidade:
1 < ω2 6 1 + ω2

e(1 + µ) (3.24)



Capítulo 3: O formalismo Hamiltoniano e suas impliações 34Tomando o sinal de igualdade na relação (3.23), podemos alular o valor limiar de ω naondição Ω2
ψ = 0

ω∗ =
√

1 + ω2
e(1 + µ) (3.25)de modo que para ω < ω∗ a instabilidade está presente. Se expressarmos (3.25) omofunção das das grandezas originais (não adimensionalizadas), vemos que ω∗ é também arelação de dispersão linear para ondas eletromagnétias: ω∗

2 = k2c2 + ω2
e(1 + µ).3.2.4 Regimes esperadosIniiando a propagação de um pulso om ω ligeiramente menor que ω∗, esperamosver ondas om amplitudes pequenas, que resem à medida que nos distaniamos desselimiar. Além disso, nessa ondição de proximidade do limiar as modulações da amplitudedo ampo do laser (ψ) são extremamente lentas, enquanto que as osilações do potenialelétrio ϕ permaneem relativamente altas. Essa disparidade entre as freqüênias forneeas ondições neessárias para uma dinâmia lenta adiabátia onde, para um dado potenialvetor ψ (que varia lentamente), o potenial elétrio ϕ sempre se aomoda nas proximidadesdo mínimo do potenial efetivo (3.6).Um fato relevante na proura por soluções adiabátias é o quão próximo do mínimo de

U deve-se estar para enontrá-las: se não posiionarmos ϕ exatamente sobre esse mínimo,haverá movimento osilatório em torno deste ponto (que se desloa lentamente devido àação do ψ). Porém, essas osilações só oorrem de forma onsistente se a órbita estiverlivre para vagar tanto para a esquerda quanto para a direita do mínimo ϕ = 0, ou seja,se ela estiver inteiramente aprisionada no potenial U .É importante observarmos em (3.10) que ϕmin refere-se ao menor valor de ϕ dispo-nível, e não ao mínimo de U . À medida que nos afastamos do limiar ω∗, esperamos quemodulações mais rápidas e amplitudes maiores omeem a introduzir omportamento aó-tio no sistema, fazendo om que este deixe de ser integrável. Esse tipo de perspetivaonorda om o resultado de trabalhos anteriores [6, 7℄, onde regiões adiabátias têm sidointerpretadas omo estando essenialmente assoiadas om dinâmias quase-neutras.Para a análise de pulsos om amplitudes grandes (a ser disutida no apítulo 5),partimos de ondições previamente estudadas para as quais a existênia desse tipo desolução é onheida [6℄.



Capítulo 3: O formalismo Hamiltoniano e suas impliações 353.3 Análise da dinâmia não linear3.3.1 Os parâmetrosPartindo do valor de V0 (o qual de�ne o regime em que estamos trabalhando) alula-mos ω = 1/V0 , que deve ser maior que a unidade para que a ondição (3.22) seja satisfeita,e η∗ , o valor limiar de η, a partir da expressão (3.21). Esse valor limiar apliado na de�ni-ção do parâmetro η ≡ ω2
e/ω

2 nos permite alular a freqüênia de plasma dos elétrons nolimite da estabilidade: ω2
e = η∗ω

2 . Parametrizando η em relação a η∗ , omo η = (1+δ)η∗om 0 < δ ≪ 1 , por exemplo, podemos estudar a dinâmia do problema à medida quenos afastamos desse limiar.3.3.2 Seção de PoinaréO espaço de fase de um Hamiltoniano ontém informações que possibilitam a análisequalitativa da dinâmia do sistema em estudo. Vamos visualizá-lo através de seções dePoinaré traçadas para o par de variáveis (ϕ, Pϕ), ujos valores são registrados ada vezque o plano ψ = 0 é ruzado om Pψ < 0.Como pulsos isolados não podem ser vistos em seções periódias, temos que fazer umapequena alteração na energia
E =

V0

p2

(

1 +
1

µ

)

(1 + ǫ) (3.26)onde ǫ≪ 1. Este artifíio nos permite evitar a auda evanesente Pψ = Pϕ = ϕ = ψ = 0 eonverte pulsos isolados em trens de pulsos quase-isolados. Nas simulações, nós nos erti�-amos da onvergênia desses trens de pulsos para soluções solitárias à medida que ǫ→ 0 .Na simulação numéria realizada para obtermos os dados neessários para traçar asseções de Poinaré, integramos o onjunto de equações aopladas (3.2) a (3.5) para al-ular a evolução temporal de 20 partíulas om ondições iniiais distintas (previamentede�nidas) durante 10.000 períodos do potenial vetor ψ. Os valores do par (ϕ , Pϕ) foramregistrados ada vez que ψ = 0 e Pψ < 0. Desse modo, as seções de Poinaré representamo espaço de fase no plano ψ = 0, onde um ponto (ϕ , Pϕ) é traçado ada vez que Pψ ruzaesse plano no sentido de�nido por Pψ < 0.Para estudarmos a transição de um regime quase-integrável para um regime aótio,�zemos simulações numérias para diversos regimes, basiamente araterizados por va-lores de V0 e η distintos (em geral, foram traçadas seções de Poinaré variando-se o valor



Capítulo 3: O formalismo Hamiltoniano e suas impliações 36de η para um dado valor de V0).3.3.3 Índie de estabilidade αO omportamento dos pontos �xos (que representam as soluções periódias) pode serestudado utilizando-se o algoritmo de Newton-Raphson para órbitas periódias. Essemétodo nos permite traçar diagramas de estabilidade, que mostram o omportamento dohamado índie de estabilidade α [14℄ omo função de um erto parâmetro perturbadorque, em nosso aso, é o η.Enquanto o módulo do índie de estabilidade |α| permanee menor que 1, o ponto �xopara o qual ele está sendo alulado é estável; aso |α| atinja a unidade, o ponto �xo seinstabiliza. Nessa situação, seu sinal fornee um indiativo do meanismo que instabilizouo ponto �xo:
• para α = −1 temos um dobramento de período, que pode ser direto ou inverso. Nodobramento de período direto uma órbita estável torna-se instável e dá origem aduas novas órbitas periódias estáveis om períodos iguais ao dobro da órbita queperdeu a estabilidade. Caso a bifuração oorra no sentido ontrário, o dobramentode período é dito inverso.
• para α = +1 temos duas possibilidades: a bifuração tangente ou a bifuração deforquilha sem dobramento de período. A bifuração tangente (que pode ser diretaou inversa, dependendo do sentido) oorre quando duas órbitas de mesma periodi-idade (uma instável, outra estável) olidem e deixam de existir [15℄; a bifuraçãode forquilha oorre quando uma órbita estável se instabiliza e surgem duas órbitasestáveis om períodos iguais ao da órbita que perdeu a estabilidade.Após loalizarmos uma determinada solução, utilizamos o índie α omo uma ferra-menta para alular o valor do parâmetro η em que ela se instabiliza e deixa de existir.Assim, podemos traçar seções de Poinaré imediatamente após esse valor limite de η eanalisar a dinâmia do sistema nesse regime.



Capítulo 4Propagação em alta veloidadeTendo omo motivação o estudo de uma on�guração adequada à aeleração de elétronspor esquemas de wake�eld, analisamos a propagação em alta veloidade (V0 → 1) de pulsosem plasmas rarefeitos que satisfazem o ritério ωe ≪ ω , onheidos omo plasmas do tipounderdense [2℄. Além disso, omo os elétrons apresentam grande mobilidade, pulsos omamplitudes pequenas são su�ientes para esta �nalidade.Simulações numérias (onde essenialmente integramos numeriamente nosso onjuntode equações aopladas) forneem os dados neessários para estudarmos a existênia e aestabilidade de soluções através da apliação de ferramentas de dinâmia não linear.Dado que pulsos isolados não podem ser vistos em seções periódias, é neessário quea energia E seja ligeiramente alterada; om isto onvertemos pulsos isolados em trens depulsos quase-isolados.O espaço de fase do Hamiltoniano, visualizado om o auxílio de seções de Poinaré,nos permite analisar de forma qualitativa a dinâmia do potenial eletrostátio (variáveis
ϕ , Pϕ). Para tanto, partimos de um regime em que η é ligeiramente maior que seu limiar
η∗ (ou seja, imediatamente após o iníio da instabilidade modulaional do pulso), ondeaproximações adiabátias são plenamente válidas, e analisamos a estabilidade deste pulsoutilizando o método de Newton-Raphson e alulando o índie de estabilidade α [16℄. Aanálise de um segundo regime, om η ligeiramente aima do valor limite para a existêniado pulso (ou seja, imediatamente após α = +1), mostra a dinâmia após a destruição dasolução (ponto �xo da seção de Poinaré) [13℄.Um dos nossos interesses é ver preisamente omo a dinâmia adiabátia é quebradaà medida que entramos nos regimes não integráveis.



Capítulo 4: Propagação em alta veloidade 384.1 O regimeUma dos objetivos mais freqüentes na pesquisa da propagação de pulsos eletromagné-tios intensos em plasmas têm sido a possibilidade de utilizar esquemas de wake�eld paraaelerar partíulas. Por isso, analisamos iniialmente uma on�guração relevante paraa aeleração de elétrons 1: a propagação em alta veloidade de pulsos om amplitudespequenas em um plasma rarefeito do tipo underdense (onde o ritério ωe ≪ ω deve sersatisfeito). Esse regime foi araterizado de�nindo-se V0 = 0, 99, ou seja, uma veloidadepróxima à veloidade da luz. Além disso, omo pretendemos estabeleer onexão omresultados anteriores obtidos por Kozlov et al. [6℄ e Farina e Bulanov [8℄, tomamos µ, arazão entre a massa do elétron e a massa do próton, igual a 0, 0005 em todas as simulaçõesrealizadas. A partir dos valores de V0 e µ podemos alular o limiar para a instabilidadedo potenial vetor η∗ = p/(1 + µ) ≃ 0.0199 (ou seja, para esses valores dos parâmetros oritério para que o plasma seja do tipo underdense é satisfeito).4.2 O potenial ∆U(ϕ)Por onveniênia �zemos uma translação vertial no potenial, loalizando a origemdas oordenadas no mínimo do mesmo. Passamos a partir de agora a trabalhar om
∆U(ϕ), alulado da seguinte maneira:

∆U(ϕ) ≡ U(ϕ, ψ = 0) − U(ϕ = 0, ψ = 0) (4.1)Para o regime em estudo (V0 = 0.99 , µ = 0.0005), a forma do potenial ∆U(ϕ) podeser visualizada através da �gura 4.1. Órbitas na região I, om energias inferiores à energiade quebra de onda Ewbr, osilam on�nadas em ϕmin < ϕ < ϕ̃ ; órbitas na região II (omenergias maiores que Ewbr) eventualmente alançam ϕmin, fato que resulta na quebra deonda. A energia de quebra de onda Ewbr, que de�ne o limite entre as regiões I e II, éequivalente ao valor do potenial ∆U alulado em ϕmin:
Ewbr ≡ ∆U(ϕmin) =

V 2
0

p2

[

1 +
1

µ
− 1

µV0

√

(1 − µϕmin)2 − p

] (4.2)A expressão (4.2) pode ainda ser simpli�ada apliando-se algumas aproximações, válidas1Tajima e Dawson [2℄ demonstraram que o ganho de energia dos elétrons é proporional à razão ω/ωp;desse modo, quanto maior for ω em relação a ωe , maior será o ganho de energia dos elétrons.



Capítulo 4: Propagação em alta veloidade 39para µ, p≪ 1 (que são adequadas ao regime que estamos estudando):
Ewbr ∼

ω3

ω3
e

(4.3)Usando então a onservação de energia e o valor da energia de quebra Ewbr, podemosmostrar que o ampo elétrio |ϕ′| = |pPϕ| na quebra de onda vale
|ϕ′| ∼

√

2ω

ωe
(4.4)
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Figura 4.1: potenial ∆U para ψ = 0. Soluções na região I são periódias. Na região II,omo o potenial não é on�nante, a quebra de onda para os elétrons oorre quando ϕatinge se valor mínimo ϕmin.4.3 A dinâmiaPara investigarmos o regime adiabátio da dinâmia não linear relevante analisamosseções de Poinaré traçadas para valores de η ligeiramente maiores que η∗. Na �gura4.2(a) vemos o espaço de fase para η = 1, 00001η∗ ; om esse afastamento relativamentepequeno da estabilidade marginal, as modulações são lentas om |Ωϕ| ≫ |Ωψ|. Nessasondições, aproximações adiabátias são plenamente aeitáveis e o que vemos no espaçode fase é apenas um onjunto de urvas KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), fazendo omque o sistema seja aproximadamente integrável. O ponto �xo entral orresponde a umaórbita periódia isolada, dado que representa uma solução om fases sinronizadas queretorna periodiamente para ψ = 0 quando ϕ→ 0, e as urvas que irundam o ponto �xo



Capítulo 4: Propagação em alta veloidade 40representam regimes de �utuações quase-periódias de ϕ. Ilhas de ressonânia já estãopresentes mas ainda não afetam a região entral do retrato de fase onde a solução solitáriase enontra.O omportamento do ponto �xo à medida que η aumenta pode ser observado em termosdo seu índie de estabilidade representado na �gura 4.2(b). Iniialmente o índie osiladentro de uma faixa estável, a qual mara a existênia de um ponto elíptio entral próximoà origem, até que ele �nalmente alança α = +1 , omo pode ser visto na �gura itada.Além deste ponto a órbita entral deixa de existir: isto india uma bifuração tangenteom uma órbita vizinha, a qual extingüe a existênia do ponto entral [17℄. Imediatamenteapós a tangênia, o retrato de fase em ψ = 0 ainda está restrito a pequenos valores de ϕomo pode ser visto na �gura 4.2(), onde η = 1, 0001η∗ .Valores maiores de η ausam difusão para níveis superiores de ∆U(ϕ), omo pode servisto na �gura 4.3 onde nós investigamos o omportamento da energia Eϕ, orrespondenteao ampo eletrostátio ϕ, de�nida a seguir:
Eϕ ≡ p

P 2
ϕ

2
+ ∆U(ϕ) (4.5)Neste ponto introduzimos as variáveis ompatas eϕ e Φ,

eϕ ≡ χeEϕ
χe + Eϕ

(4.6)
Φ ≡ χϕϕ

χϕ + |ϕ| (4.7)que nos permitem representar no mesmo grá�o grandes variações de energia e do potenialelétrio sem deformar estas quantidades quando elas são pequenas (nas proximidades dasondições iniiais, por exemplo). Em (4.6) e (4.7) os termos χe e χϕ representam a esalasobre a qual as variáveis orrespondentes são ompatadas; para o estudo da difusão,de�nimos após alguns testes χe = χϕ = 0, 0001 .Em um regime regular omo o representado na �gura 4.3(a), onde η = 1, 00001η∗ ,não oorre nenhuma difusão e a quase-partíula permanee próxima das suas ondiçõesiniiais Pϕ = 0, ϕ = 10−8. Para η = 1, 00021η∗, o ponto �xo entral e as urvas KAM (queisolavam a região entral do retrato de fase) não mais existem. Nesse regime a difusãoé observada, omo mostra a �gura 4.3(b): a quase-partíula se move na direção de Ewbre eventualmente alança esse valor rítio de energia, produzindo a quebra de onda noselétrons. A difusão omeça de forma lenta, tornando-se rápida à medida que a energia daquase-partíula aumenta. As regiões vazias existentes na �gura orrespondem a ilhas de
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Capítulo 4: Propagação em alta veloidade 42ressonânia no espaço de fase: durante o proesso de difusão a quase-partíula vai subindonos ontornos destas ressonânias, que aumentam progressivamente. Esta é a razão pelaqual o proesso de difusão é lento no iníio e rápido em estágios mais avançados. Aindano aso da �gura 4.3(b), vários pulsos são vistos antes da quebra de onda mas, paravalores de η grandes a ponto de não haver ressonânias, a quebra de onda pode oorrerinstantaneamente.Um fato relevante de ser menionado é que, embora as amplitudes de pulsos eletromag-nétios sejam pequenas quando V0 → 1 [4℄, o proesso de difusão permite que amplitudesmuito altas sejam alançadas para as ondas eletrostátias mesmo a partir de pulsos ini-ialmente pequenos. Um exemplo desse omportamento, que pode ser de interesse paraesquemas de aeleração por wake�eld, pode ser observado através da �gura 4.4 onde, emum regime difusivo om η = 1, 0004η∗ , o ampo elétrio −ϕ′ = pPϕ evolui de pequenos

10 -12

10 -10

10 -8

10 -6

10 -4

-1.0 10 -4 -5.0 10 -5 0.0 10 0 5.0 10 -5 1.0 10 -4

e

e
wbr

órbita confinada 

U(ϕ)ϕ

Φ(a)
10 -12

10 -10

10 -8

10 -6

10 -4

-1.0 10
-4 -5.0 10 -5 0.0 10 0 5.0 10 -5 1.0 10 -4

Φ

eϕ

e
wbr

U(ϕ)

(b)Figura 4.3: representação da dinâmia através de eϕ no espaço Φ : 4.3(a) η = 1, 00001η∗ ;4.3(b) η = 1, 00021η∗ . ewbr ≡ χeEwbr/(χe + Ewbr) .



Capítulo 4: Propagação em alta veloidade 43valores próximos às ondições iniiais até o valor da quebra de onda, que apresenta umaonordânia razoável om o valor alulado a partir da �gura 4.1 e da expressão 4.2:
|ϕ′| ∼

√

2ω

ωe
∼ 3, 5 (4.8)
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ξFigura 4.4: série temporal para o ampo elétrio |dϕ/dξ| para η = 1, 0004η∗.A seguir vamos resumir a dinâmia estudada para a propagação de pulsos em altaveloidade. Para valores de η su�ientemente pequenos, existem soluções on�nadas querepresentam pulsos isolados oexistindo om soluções quase-periódias (que as irundam);estas soluções quase-periódias ontinuam existindo quando ψ vai a zero. Aumentando-se
η a um valor que passe da bifuração tangente mas que não hegue à destruição ompletadas urvas KAM, enontramos ainda um regime de soluções periódias adeniadas por
ψ = 0, embora já seja detetado um omportamente ligeiramente aótio no movimentode ϕ; neste regime, os asos onde ψ = 0 mas ϕ 6= 0 orrespondem a pulsos quase-neutrosde ψ aompanhados por rastros de atividade de ϕ [9, 10℄, que podem ser regulares ouaótios. Finalmente, para valores su�ientemente grandes de η, não mais existem ur-vas KAM para impedir a difusão e a quebra de onda oorre quando re → 0, onformedisutimos previamente. Podemos interpretar esse ponto, onde o movimento adiabátio éperdido, omo o ponto em que soluções solitárias de amplitudes pequenas são ompleta-mente destruídas, omo omentado por Poorkala et al. [4℄ e Farina e Burlanov [8℄.



Capítulo 5Propagação em baixa veloidadeMotivados por estudos anteriores sobre a propagação de sólitons em baixa veloi-dade [6, 8℄, estudamos esse regime utilizando ténias de análise de dinâmia não li-near [18℄. Iniialmente, analisamos o meanismo de destruição das soluções om amplitu-des pequenas (omo �zemos para a propagação em alta veloidade, no apítulo 4). Feitoisso, partimos para o estudo de pulsos om grandes amplitudes, apresentados até entãoomo sólitons de espetro disreto em relação ao espaço de parâmetros. Nossas simulaçõesnos mostram que essas soluções são de fato periódias (e não solitárias) e existem paraintervalos muito estreitos de parâmetros.5.1 O regimeKozlov et al. [6℄ estudaram a existênia e as propriedades de sólitons se propagandoem um plasma relativístio frio para diversos regimes, araterizados por onjuntos deparâmetros distintos. Em um regime espeí�o dentre os estudados, partindo de η ≡
ω2
e/ω

2 = 2, 0 eles enontraram um sóliton om grande amplitude para V0 ≈ 0, 235 .Um álulo realizado om maior preisão numéria mostra que, de fato, para η = 2, 0 asveloidades devem estar próximas a 0, 235810877579131 para enontrarmos a solução omamplitude grande. Como agora nosso interesse não se limita à análise de soluções omamplitudes pequenas, adotamos essa veloidade, V0 = 0, 235810877579131, para a qualsabemos da existênia de pelo menos uma solução om grande amplitude; novamente,
µ = 0, 0005 .Para analisar as soluções om amplitudes pequenas, seguimos a mesma metodologiaadotada no apítulo sobre a propagação em alta veloidade. Com o valor de V0 de�nido,alulamos o limiar para a instabilidade do potenial vetor η∗ = p/(1 + µ) ≃ 0, 943921.



Capítulo 5: Propagação em baixa veloidade 45Nesse regime, o plasma não é do tipo underdense1.Com relação a soluções om grandes amplitudes, alulamos o índie de estabilidade
α para valores de η próximos a 2,0 (um regime onde ωe > ω ), pois a existênia desse tipode solução para esses parâmetros é onheida. Por �m, as séries temporais dos poteniais
ψ e ϕ nos permitem observar a existênia de periodiidade em soluções supostamentesolitárias [8℄.5.2 O potenial ∆U(ϕ)Utilizamos também para os íons a de�nição ∆U(ϕ) ≡ U(ϕ)−U(0), para que a energiaseja zero no ponto mínimo do potenial. A �gura 5.1 representa esse potenial parao regime em estudo (V0 = 0, 235...). Qualitativamente, a análise é similar ao aso dapropagação em alta veloidade: órbitas na região I, om energias inferiores à energia dequebra de onda Ewbr, osilam on�nadas em ϕmin < ϕ < ϕ̃, enquanto que órbitas na região
II (om energias maiores que Ewbr) estão sujeitas à quebra de onda. Embora o valor de
ϕmax seja mais �aessível� em regimes de propagação em baixa veloidade (pois, onformeitado na seção 3.2.2, U(ϕmin) ∼ U(ϕmax) à medida que a veloidade de propagaçãodiminui), a quebra de onda ontinua sendo mais provável para os elétrons do que para osíons.
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Capítulo 5: Propagação em baixa veloidade 465.3 A dinâmia5.3.1 Pulsos om amplitudes pequenasA análise da dinâmia de pulsos om amplitudes pequenas propagando-se em baixaveloidade é qualitativamente similar ao aso de propagação em alta veloidade. Para η =

1, 001η∗ , �gura 5.2(a), as modulações são lentas de modo que aproximações adiabátiassão aeitáveis. Nessas ondições, o espaço de fase apresenta apenas um onjunto de urvasKAM e o sistema é aproximadamente integrável. O ponto �xo entral orresponde a umaórbita periódia isolada que retorna periodiamente para ψ = 0 quando ϕ = 0, e as urvasque irundam o ponto �xo representam regimes de �utuações quase-periódias de ϕ (quenão se extingüem quando ψ = 0). Para esse valor de η, ainda não há ilhas de ressonâniano espaço de fase.O omportamento do ponto �xo pode ser observado através do seu índie de esta-bilidade α. À medida que η aumenta, iniialmente α apresenta um omportamento os-ilatório intenso, omo pode ser visto na �gura 5.2(b), mas o ponto permanee estável(pois |α| < 1). Porém, para um erto valor de η o índie �nalmente atinge o valor +1,omo mostra a �gura 5.3(a). Para esse valor de η o ponto �xo entral se instabiliza e,imediatamente após ele, deixa de existir [17, 19, 20℄. A �gura 5.3(b) mostra o espaço defase logo após a tangênia: embora não existam urvas KAM e o omportamento aótioesteja presente, a dinâmia ontinua restrita a pequenos valores de ϕ. Valores maiores de
η ausam difusão em direção a níveis de energia superiores até que oorra a quebra deonda para re → 0 (ou, om menor probabilidade, ri → 0). Para ilustrar essa dinâmiadifusiva, a �gura 5.3() mostra a energia eletrostátia Eϕ ≡ pPϕ/2+∆U de uma trajetóriaque partiu da origem alançando valores próximos à energia de quebra de onda.A dinâmia dos pulsos om amplitudes pequenas se propagando em baixa veloidadeé portanto análoga à estudada para a propagação em alta veloidade: para valores pe-quenos de η temos uma solução periódia (ponto �xo entral, referente ao pulso isoladose propagando) erada por soluções quase-periódias (que não são nulas quando ψ = 0);Para η imediatamente após a instabilização do ponto �xo entral ainda existem urvasKAM, mas já é perebida a existênia de aos no movimento de ϕ. Casos onde ψ = 0mas ϕ 6= 0 orrespondem a pulsos quase-neutros de ψ aompanhados por rastros deatividade de ϕ [9, 10℄. Por �m, para valores maiores de η as urvas KAM (que antesimpediam a difusão) são destruídas; nesse ponto (onde aproximações adiabátias não têmmais validade) nossas soluções (pulsos solitários om pequenas amplitudes) são totalmentedestruídas [8, 4℄. A difusão permite então que a quase-partíula ganhe energia su�iente



Capítulo 5: Propagação em baixa veloidade 47para atingir a quebra de onda.
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2 ≈ 2.0 um pulso eletro-
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Capítulo 5: Propagação em baixa veloidade 49magnétio se propagando ujo envelope apresenta um nó 2. Soluções om mais nós (etambém outras soluções om um nó) foram enontradas em algumas regiões espeí�asdo espaço de parâmetros [8, 6, 4℄, mas restringimos nossa análise à solução itada dadoque as araterístias que vamos estudar são omuns a todos os asos.Estudamos a existênia e a estabilidade de soluções através do omportamento doíndie de estabilidade α em relação a η. Partimos de um valor de η para o qual nãoenontramos nenhuma solução e, à medida que aumentamos esse parâmetro, ruzamosum erto valor limite onde o ponto �xo �a instável e surgem duas soluções, uma instável(α > +1 em toda a sua extensão) e outra iniialmente estável. A �gura 5.4(a) mostrao surgimento dessas soluções e o intervalo em η para o qual uma delas é estável. Alémdisso, vemos que a solução instável vai além de η = 2, 0 , sendo provavelmente a soluçãodetetada por Kozlov et al. na referênia [6℄.A mesma �gura nos permite ainda observar que o intervalo de existênia em η deambas as soluções é urto, mas �nito. Ou seja, o espetro de soluções om grandesamplitudes, interpretado até então omo sendo disreto, é de fato um espetro ontínuoloalizado em uma banda muito estreita.Outro resultado relevante para soluções om grandes amplitudes foi veri�ado ao fa-zermos ǫ → 0 nas simulações nesse regime. Ao ontrário do que oorreu em regimes debaixas amplitudes (tanto para a propagação em alta veloidade quanto para a propagaçãoem baixa veloidade), as soluções não onvergem para um pulso isolado, solitário. Esseomportamento pode ser observado na �gura 5.4(b), que foi obtida om ǫ = 0. Esseomportamento nos leva à onlusão de que os pontos �xos representados nas �guras sãopontos periódios intrínseos do sistema, já que a existênia desses pontos não está on-diionada à alteração na energia ausada pela utilização de um ǫ pequeno mas não nulo.Portanto, as soluções om amplitudes grandes não são soluções solitárias, e sim trens depulsos não ompletamente isolados entre si.
2O pulso ruza uma vez o eixo zero; ver �gura 5.4(b) para uma visualização.
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Capítulo 6ConlusõesNeste trabalho estudamos a propagação de pulsos eletromagnétios em plasmas rela-tivístios frios. A partir de um modelo para o qual soluções numérias e aproximaçõesanalítias foram previamente estudadas, onstruimos um Hamiltoniano que nos permitiuinterpretar o problema omo uma quase-partíula sob a ação de um potenial efetivo.Condições impostas pela forma desse potenial de�nem uma faixa de valores de ϕ para osquais soluções periódias são possíveis. Do ponto de vista da energia da quase-partíula,podemos alular o valor limite Ewbr, a partir do qual oorre a quebra de onda. A utiliza-ção de ténias de análise de dinâmia não linear nos permitiu estudar de forma uni�ada osistema em diferentes regimes, bem omo os meanismos de transição entre esses regimes.Expandindo as equações que governam a dinâmia dos poteniais ψ e ϕ obtivemos asfreqüênias lineares Ωψ e Ωϕ assoiadas aos mesmos. Utilizamos essas freqüênias paraestudar a existênia e a estabilidade de soluções om amplitudes pequenas: da equaçãolinearizada ψ′′ = Ω2
ψψ a ondição de instabilização do potenial vetor Ω2

ψ > 0 nos permitiualular o valor limiar do parâmetro de perturbação η∗ . Ou seja, para η = η∗ o sistema seinstabiliza e a partir desse valor surgem pulsos eletrostátios, iniialmente om amplitudespequenas.Estudamos essas soluções (pulsos om pequenas amplitudes) propagando-se em altaveloidade, em um plasma do tipo underdense onde ωe ≪ ω (uma on�guração apropriadapara esquemas de aeleração por wake�eld), e em baixa veloidade (em um plasma onde
ωe . ω). Do ponto de vista qualitativo, as dinâmias observadas nas propagações emalta veloidade e em baixa veloidade são equivalentes: em regimes araterizados por ηimediatamente após seu valor limiar η∗ , vemos pulsos isolados ou pulsos oexistindo omrastros de ϕ regulares; à medida que aumentamos η (afastando-se assim desse limiar), oponto �xo é aniquilado por uma bifuração tangente e já existe atividade eletrostátia



Capítulo 6: Conlusões 52aótia (que ainda permanee on�nada a pequenas amplitudes devido às urvas KAMque a irundam); �nalmente, para valores ainda maiores de η as urvas KAM (queantes on�navam a atividade eletrostátia) são destruídas, pulsos não são mais possíveise a quebra de onda oorre devido à difusão aótia. Esse orresponde ao ponto em quesoluções solitárias om amplitudes pequenas são destruídas, omo omentado por Farina eBulanov [8℄ e Poornakala et al. [4℄. Temos portanto três regimes laramente identi�adosna propagação de pulsos om amplitudes pequenas: (i) um regime regular ou adiabátio,onde a dinâmia é aproximadamente integrável; (ii) um regime fraamente não linear,onde o aos está presente mas a difusão aótia ainda não oorre devido à existêniadas urvas KAM e, �nalmente, (iii) um regime aótio difusivo onde as urvas KAMisolantes estão ausentes. Esse proesso de difusão aótia é o meanismo responsável peladestruição das soluções adiabátias: através dele, trajetórias iniialmente on�nadas nopotenial efetivo alançam níveis superiores de energia e esapam do on�namento (nessasituação a energia da quase-partíula é maior ou igual à Ewbr e a quebra de onda oorre).No regime de grandes amplitudes utilizamos valores de parâmetros (V0 , η) para osquais a existênia de soluções foi estudada por Kozlov et al. [6℄. Mostramos que o espetrode soluções, pensado até então omo sendo disreto e ontendo um únio ramo, é de fatoum espetro que bifura em dois ramos ontínuos de soluções (um instável, outro estável)ontidos em bandas paramétrias estreitas. Outro resultado relevante nesse mesmo regimeé que todas as soluções periódias persistem mesmo quando tomamos ǫ → 0. Isso nosleva à onlusão de que as soluções são de fato periódias, ou seja, não temos sólitons omgrandes amplitudes mas trens periódios de pulsos quase-isolados.
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