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ResumoEstudamos neste trabalho o omportamento de modelos de redes neurais ompostos deneur�nios (ou sítios) e padrões desritos por variáveis binárias, onde ada neur�nio oneta-sea um número marosópio de neur�nios vizinhos - modelos de ampo médio - por meio de si-napses ou interações, uja forma é esolhida de modo que a rede seja apaz de exeutar tarefasespeí�as. Três modelos são investigados neste trabalho: o modelo de Little-Hop�eld e doismodelos de proessamento sequenial, um om interações simétrias e outro om interaçõesassimétrias. As sinapses do modelo de Little-Hop�eld inluem apenas o termo Hebbiano, quetende a estabilizar a rede em um dos padrões, favoreendo sua reuperação. As sinapses dosmodelos de proessamento sequenial envolvem a ompetição entre o termo Hebbiano e umtermo sequenial, que provoa transições dos estados entre os diferentes padrões armazenados,favoreendo a reuperação de uma sequênia de padrões. Nos onentramos essenialmente naanálise das propriedades dinâmias e estaionárias das soluções vinuladas a esses dois modosde proessamento de informação, araterístios de modelos de memória assoiativa. A ompe-tição entre a reuperação de um padrão e o proessamento de uma sequênia é responsável pelariqueza exibida pelos diagramas de fases dos modelos de proessamento sequenial, os quaisinluem a presença de soluções ílias e de ponto-�xo. O omportamento dos modelos de in-teresse é analisado em três arquiteturas: na rede em amadas, na rede reorrente e numa rededual, que interpola entre as duas primeiras arquiteturas. Com relação à metodologia, a redeem amadas e a rede reorrente são estudadas através de um tratamento dinâmio, utilizandoa análise de sinal-ruído no primeiro aso e o método da funional geratriz, om simulaçõesnumérias baseadas no proedimento de Eissfeller e Opper, no segundo aso. Os estados esta-ionários da rede dual são estudados por meio da meânia estatístia de equilíbrio, utilizandoo método das réplias. Resultados para o omportamento desses sistemas são disutidos on-siderando os regimes de armazenamento �nito e in�nito de padrões. Apesar dos modelos deproessamento sequenial estudados aqui apresentarem diversas limitações om relação a redesde neur�nios biológios, as propriedades qualitativas das soluções exibidas por esses sistemaspodem ser interessantes de um ponto de vista biológio.
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AbstratWe study in this work the behaviour of neural network models omposed of neurons(or sites) and patterns desribed by binary variables, in whih eah neuron is onneted to amarosopi number of neighbours - mean-�eld models - by means of synapses or interations,whose form is hosen in a way that the network is able to perform spei� tasks. Three modelsare investigated in this work: the Little-Hop�eld model and two sequene proessing models,one with symmetri interations and another with asymmetri interations. The synapses of theLittle-Hop�eld model inlude only the Hebbian term, whih tends to stabilise the network in oneof the patterns, favouring its retrieval. The synapses of the sequene proessing models involvethe ompetition between the Hebbian term and a sequential term, whih generates transitionsof states between the stored patterns, favouring the retrieval of a sequene of patterns. Wemainly onentrate on the dynamial and stationary properties of the solutions related toboth kinds of information proessing, typial of assoiative memory models. The ompetitionbetween pattern retrieval and sequene proessing is responsible for the rihness exhibited bythe phase diagrams of the sequene proessing models, whih inlude the presene of yliand �xed-point solutions. The behaviour of the models is analysed in three arhitetures: thefeed-forward layered network, the reurrent network and the dual network, that interpolatesbetween the �rst two arhitetures. With respet to the methodology, the stritly feed-forwardand reurrent neural networks are studied through a dynamial approah, using the signal-to-noise analysis and the generating funtional method, respetively. Expliit results for thelatter are implemented by numerial simulations following a method of Eissfeller and Opper.The stationary states of the dual network are studied by means of the equilibrium statistialmehanis, using the replia method. Results for the behaviour of these systems are disussedfor �nite and extensive loading of patterns. Although the sequene proessing models studiedhere have several limitations with respet to biologial networks, the qualitative properties ofthe solutions exhibited by these systems may be interesting from a biologial point of view.
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Capítulo 1IntroduçãoO modo de operação do érebro humano é fundamentalmente diferente daquele enon-trado nos omputadores onvenionais. Sua estrutura, extremamente omplexa, é ompostade um número muito grande de pequenos proessadores, denominados neur�nios, que operammuitas vezes em paralelo, omuniando sinais eletroquímios entre si através de junções sináp-tias, o que possibilita a exeução de tarefas altamente so�stiadas. Lentamente, em função dosestímulos externos experimentados pelo indivíduo, as e�áias sináptias modi�am-se ao longodo tempo. Diferentes regiões do érebro são ompostas por neur�nios organizados e onetadosentre si de maneiras distintas, variando desde estruturas regulares até ompletamente amorfas.Devido à interdisiplinaridade do tema, as motivações para o estudo de redes neurais sãodiferentes em ada ampo de pesquisa. Basiamente, biólogos estão interessados em entender oproessamento de informações em redes de neur�nios reais, tanto em seres humanos quanto emanimais. Engenheiros e ientistas da omputação prouram ompreender os prinípios básiosenvolvidos no proessamento de informações no érebro, om a intenção de apliá-los no de-senvolvimento de softwares om propriedades adaptativas ou na onstrução de dispositivos queinluam em seu funionamento ertas propriedades esseniais, omo o paralelismo e a apaidadede aprendizado. Já os físios e matemátios estão interessados nos novos problemas introdu-zidos pelo omportamento rio e altamente não-trivial desses sistemas. Consequentemente, osmodelos, as ténias utilizadas e os aspetos de interesse variam de uma disiplina para outra.Evidentemente, todas as áreas ompartilham da neessidade de serem feitas simpli�ações omrelação a redes de neur�nios reais, de modo que somente alguns aspetos fundamentais possamser investigados de maneira sistemátia.Neste trabalho, estamos interessados em modelos que reproduzem um desses aspetos.Da experiênia omum, sabemos, por exemplo, que não preisamos ver o rosto ompleto de umapessoa para reonheê-la. Também somos apazes de reonheer objetos a partir de imagensdistoridas ou parialmente apagadas dos mesmos. Diferentemente de omputadores onvenio-nais onde a busa de informações oorre por meio da varredura exaustiva de um erto onjunto



Capítulo 1: Introdução 4de dados, esse poderoso meanismo, que onsiste na busa de informações previamente memo-rizadas por meio da assoiação om um onteúdo parial que nos é mostrado, reebe o nome dememória assoiativa. Em ertos asos, um estímulo externo provoa a reordação de toda umaadeia de informações assoiadas temporalmente. Podemos itar o exemplo de rianças que, pormeio da ordem do professor, são induzidas a reordar o alfabeto ou uma sequênia de números.A assoiação de uma sequênia de memórias ordenadas no tempo a um onteúdo parial ouompleto aera de uma delas também representa um meanismo de memória assoiativa, oqual reebe o nome de proessamento sequenial de memórias 1.Assim omo muitos outros sistemas físios enontrados na natureza (partíulas numgás, átomos magnétios num metal, et), redes neurais são ompostas de um número enormede elementos interagindo entre si 2 , om o funionamento de ada um deles sendo afetado porfontes de ruído. Ignorando os detalhes da dinâmia interna dos elementos mirosópios, omoos proessos eletroquímios envolvidos na transmissão dos sinais, e assumindo que neur�nios esinapses sejam araterizados por um modo de funionamento muito simples, então a meâniaestatístia torna-se a ferramenta apropriada para a desrição desses sistemas. A estratégiabásia onsiste em utilizar modelos simples na desrição das entidades mirosópias, para que,a partir daí, propriedades oletivas da rede possam ser estudadas através do omportamento deertos parâmetros marosópios. Como em qualquer teoria estatístia, equações transparentespara as quantidades marosópias emergem quando o sistema é omposto de um número muitogrande (de preferênia in�nito) de elementos. Nesse regime surgem transições de fase, isto é,alterações suaves ou abruptas no omportamento marosópio do sistema à medida que osparâmetros de ontrole sofrem variações.MCulloh e Pitts foram os primeiros a propor um modelo de neur�nio formal [3℄. Aatividade do neur�nio de MCulloh e Pitts é representada por uma variável binária, depen-dendo se ele dispara ou não um potenial de ação. De maneira análoga ao modelo de Ising parasistemas magnétios, onde um dado átomo alinha seu momento na direção do ampo resultantegerado por seus vizinhos, a atividade do neur�nio de MCulloh e Pitts também depende dasoma dos sinais que ele reebe dos elementos om os quais está onetado. Esta analogia foiapontada pela primeira vez por Little [4℄.No entanto, foi Hop�eld quem levou esta analogia adiante e prop�s um modelo dinâmiopassível de uma abordagem físia, onsiderando a rede um onjunto de neur�nios bináriosomuniando-se entre si através de e�áias sináptias simétrias (a in�uênia de um neur�nio inum neur�nio j é idêntia à in�uênia de j sobre i, para qualquer par de neur�nios da rede) [5℄.Embora inverossímil do ponto de vista biológio, esta simpli�ação permitiu que o problema1Ao longo deste trabalho, utilizamos, em ertas irunstânias, o termo memória assoiativa num sentidogeral, para designar ambos os modos de proessamento de informação.2O érebro humano possui da ordem de 1011 neur�nios, ada um deles onetados aproximadamente om
104 vizinhos [1, 2℄.



Capítulo 1: Introdução 5da reuperação de padrões em redes neurais fosse tratado através de ténias de meâniaestatístia de equilíbrio, semelhantes às que haviam sido apliadas ao estudo de vidros de spin.Como num vidro de spin, onde estão presentes interações ferromagnétias e antiferromagnétias,no modelo de Hop�eld a e�áia sináptia entre um par de neur�nios pode ser exitadora(positiva) ou inibidora (negativa).Além de abrir aminho para a apliação da meânia estatístia de equilíbrio ao estudode redes neurais, Hop�eld teve a virtude de formular o problema da memória assoiativa emtermos dinâmios, de uma forma bastante geral:Seja uma rede omposta de neur�nios formais, omo as e�áias sináptias devem ser esolhidasde modo que a rede seja apaz de reuperar um erto onjunto de on�gurações espeí�as(memórias ou padrões) a partir de uma on�guração iniial?A resposta foi dada pelo próprio Hop�eld, propondo uma expressão matemátia para as e�áiassináptias, inspirada numa sugestão feita pelo psiólogo Donald Hebb aera do aprendizado [6℄.De aordo om Hebb, o aprendizado oorre por meio da modi�ação das e�áias sináptias,induzida pelo ontato da rede om estímulos externos. Quando dois neur�nios apresentam omesmo padrão de atividade, suas atividades provoam alterações na e�áia sináptia entre elesde modo a reforçar a estabilidade desse padrão.Seguindo o programa iniiado por Hop�eld, o foo deste trabalho reside no estudo doomportamento de redes de neur�nios formais (binários) aoplados entre si por meio de e�áiassináptias �xas ao longo do tempo. Estamos interessados nas propriedades oletivas, relaio-nadas ao funionamento desses sistemas omo memória assoiativa, no que onerne tanto àreuperação de uma únia memória quanto de uma sequênia de memórias. Nos restringimosao estudo dos hamados modelos de ampo médio, onde um dado neur�nio oneta-se a umnúmero marosópio de neur�nios vizinhos. A meânia estatístia, tanto de equilíbrio quantode não-equilíbrio, é utilizada neste trabalho, e onstitui a ferramenta essenial na análise doomportamento desses sistemas.Na seção seguinte, introduzimos as de�nições da dinâmia em duas arquiteturas deredes neurais, bastante utilizadas ao longo dos anos em modelos de memória assoiativa: aarquitetura reorrente e a arquitetura em amadas. Nas seções 1.2 e 1.3, duas ténias demeânia estatístia, apliadas, prinipalmente, ao estudo de redes reorrentes, são disutidasde maneira breve. As e�áias sináptias que ompõem os modelos de memória assoiativae proessamento sequenial de interesse são apresentadas na seção 1.4, juntamente om umadisussão da literatura assoiada a ada modelo. Finalizamos om a seção 1.5, dediada àdisussão dos objetivos deste trabalho.



Capítulo 1: Introdução 61.1 Arquiteturas e dinâmia mirosópiaDe�nimos uma rede neural omo um onjunto de N neur�nios ou sítios onetadosentre si de uma forma espeí�a. O estado individual do neur�nio i no instante t é desrito pelavariável disreta σti , podendo assumir 1 ou −1 se o neur�nio i enontra-se em estado ativo ouinativo, respetivamente. O estado oletivo da rede num instante t é representado pelo vetor
σt = (σt1, . . . , σ

t
N). A e�áia sináptia ou interação Jij entre dois sítios i e j pode ser exitadora(Jij > 0), quando favoree a transmissão de informação entre eles, inibidora (Jij < 0), quandoinibe a transmissão de informação, ou simplesmente ausente (Jij = 0).Existem dois enfoques distintos no estudo dinâmio de redes neurais. O primeiro dedia-se ao proesso de aprendizado da rede e trata basiamente da evolução temporal das sinapsessob a in�uênia de estímulos externos. Neste trabalho, nos interessa prinipalmente o segundoenfoque, hamado de modo de operação da rede, que oupa-se da dinâmia dos neur�nios,aoplados entre si por um erto onjunto de sinapses. Por suposição, a esala de tempo emque as quantidades {Jij} variam é in�nitamente maior que a esala de tempo araterístia dadinâmia dos neur�nios, de modo que os valores de {Jij} permaneem �xos ao longo do tempo.Nesse segundo enfoque, o essenial é veri�ar se a rede é apaz de desempenhar uma ertatarefa para a qual foi treinada. O suesso na exeução de uma tarefa espeí�a por uma redeneural depende diretamente do onjunto de sinapses adquiridas na fase de aprendizado.A arquitetura de uma rede neural é de�nida pelo modo omo os sítios estão onetadosentre si, sendo diretamente responsável pela forma omo a informação �ui ao longo da rede. Na�g. 1.1, ilustramos duas estruturas ompostas de um número pequeno de neur�nios, onetadosentre si por meio de sinapses, representadas por setas. Uma seta de um sítio 1 para um sítio 2india que o estado do sítio 1 exere in�uênia sobre o estado de 2. A prinipal diferença entre asduas arquiteturas mostradas na �gura é a presença de realimentação. Assumindo que o estadode ada neur�nio evolui no tempo em função dos estados dos neur�nios que, de forma diretaou indireta, o in�ueniam, podemos notar que o estado do neur�nio 5, num dado instante, éafetado, indiretamente, pelo seu próprio estado em tempos anteriores. Portanto, o laço fehado

5 → 9 → 8 → 5 na topologia das onexões introduz realimentação na arquitetura da �g. 1.1(b).Intuitivamente, quanto maior o número de sítios envolvidos num laço (omprimento do laço),maior o tempo neessário para que eles experimentem a in�uênia de seus próprios estados.No aso da �g. 1.1(a), os neur�nios estão organizados em amadas, de modo que o estadode uma dada amada afeta apenas o estado das amadas seguintes. Nesse aso, não existerealimentação, e a informação �ui numa únia direção.Portanto, as propriedades das onexões, pela in�uênia tanto sobre o número total delaços de realimentação quanto sobre o omprimento dos mesmos, afetam de forma deisivaa dinâmia do sistema. Como importantes exemplos dessas propriedades, podemos itar asimetria das interações e o número total de onexões existentes na rede. No érebro humano,
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(a)Arquitetura em amadas. (b)Arquitetura om realimentação.Figura 1.1: Ilustração esquemátia de uma rede em amadas e de uma rede om realimentação.Na �g. (a), a informação �ui numa únia direção e a introdução de uma onexão, omo a repre-sentada pela linha traejada, provoa a presença de realimentação. Na �g. (b), a realimentaçãoé gerada pela existênia do laço fehado 5 → 9 → 8 → 5 na topologia das onexões. Esta �gurafoi extraída e adaptada da referênia [7℄.as sinapses, em geral, são assimétrias (Jij 6= Jji), e um dado neur�nio oneta-se a um númeropequeno de vizinhos quando omparado om o número total de elementos que ompõem oérebro.A remoção ao aaso de uma fração das sinapses em modelos de redes neurais reebeo nome de diluição e pode ser implementada mantendo as onexões tanto simétrias quantoassimétrias. A diluição é introduzida por meio de uma variável cij, que, de aordo om umadistribuição de probabilidades Pr(cij), assume 1 ou 0, impliando em Jij 6= 0 ou Jij = 0,respetivamente, de forma independente para qualquer par de sítios da rede. O número médiode sítios onetados a um sítio qualquer é dado por κ = N [cij ]c, onde a onetividade [cij ]c éde�nida omo a média om relação à distribuição Pr(cij). Existem três regimes possíveis daonetividade que determinam o grau de diluição da rede:
• Rede ompletamente onetada: [cij ]c = 1 → κ = N .
• Diluição �nita : [cij]c = O(c) onde 0 < c < 1 → κ = O(cN).
• Diluição extrema: [cij ]c = O(N−1lnN) → κ = O(lnN).É importante notar que, em ambos os regimes de diluição mostrados aima, um dado sítio ipermanee onetado a um número marosópio de vizinhos, mantendo o aráter de ampomédio desses sistemas. Para uma disussão detalhada dos diferentes regimes de diluição doponto de vista da teoria de grafos aleatórios, remetemos o leitor à referênia [8℄.Nas duas subseções seguintes, introduzimos a dinâmia dos neur�nios na rede reorrentee na rede em amadas.



Capítulo 1: Introdução 81.1.1 Rede reorrenteNa rede reorrente, os neur�nios não estão expliitamente dispostos em amadas ouorganizados espaialmente de alguma outra forma. Um dado sítio da rede se oneta a umnúmero marosópio de vizinhos por meio de interações que podem ser tanto simétrias quantoassimétrias. A prinipal araterístia desse sistema é a presença de um número grande laçosde realimentação, omo ilustrado na �g. 1.1(b).Dada uma on�guração iniial, ada sítio atualiza seu estado de aordo om o valor dopotenial pós-sináptio
hti =

N
∑

j=1

Jijσ
t
j + θti , (1.1)também denominado, em analogia om sistemas magnétios, de ampo loal experimentadopelo sítio i no instante t. Em redes neurais, θti está assoiado om o limiar interno de disparo doneur�nio i ou om a introdução de um estímulo externo sobre esse sítio. No ontexto de sistemasmagnétios, a quantidade θti representa um ampo externo dependente do tempo atuando nosítio i. Diversas fontes de ruído foram detetadas experimentalmente em redes de neur�niosbiológios [1℄, impondo di�uldades na transmissão de informação entre eles. Generiamente,um neur�nio não omputa seu estado de maneira determinístia, tendo omo base uniamenteo valor do ampo loal num dado instante, mas leva em onta o grau de ruído sináptio da rede,denotado por T = β−1. Em analogia om sistemas magnétios, o efeito do ruído sináptio ésimulado por meio do aoplamento da dinâmia da rede om uma fonte de ruído externo (banhotérmio), que onfere um aráter estoástio à evolução temporal. Em vista disso, o parâmetro

T também é hamado de temperatura. A dinâmia é puramente determinístia quando T → 0e puramente estoástia quando T → ∞.Assumimos que a evolução temporal é um proesso Markoviano, isto é, o estado oletivoda rede num instante t é determinado uniamente pelo seu estado no instante imediatamenteanterior t−∆, onde ∆ é um parâmetro positivo, responsável pela esala de tempo envolvida nadinâmia mirosópia. A atualização de todos elementos da rede pode ser feita de diferentesmaneiras. Consideramos neste trabalho apenas dois asos extremos: atualização sínrona (ouparalela) e assínrona 3.No modo sínrono, todos os spins são atualizados simultaneamente a ada passo detempo, e a esala temporal que arateriza o intervalo entre duas atualizações é ∆ = 1. Nesseaso, a distribuição de probabilidades pt(σ) para os possíveis estados da rede num instante t3A atualização assínrona também é hamada de atualização sequenial. Como o termo sequenial tambémrefere-se, neste trabalho, a uma forma de proessamento de padrões, evitamos utilizá-lo para designar o modode atualização da rede, a �m de não gerar ambiguidades.



Capítulo 1: Introdução 9evolui no tempo de aordo om a seguinte equação
pt+1(σ) =

∑

σ′

W(σ|σ′)pt(σ
′) , (1.2)

W(σ|σ′) =
∏

i

1

2

{

1 + σi tanh
[

βhi(σ
′)
]

}

, (1.3)a qual desreve um proesso Markoviano. A quantidade W(σ|σ′) representa a probabilidadede que o sistema sofra uma transição do estado σ′ para o estado σ.No modo assínrono, apenas um sítio é esolhido e atualizado a ada passo de tempo.Além disso, a ordem de atualização pode ser aleatória, segundo uma dada distribuição deprobabilidades, ou determinístia, segundo alguma regra estabeleida. De�nindo o tempo omouma variável ontínua e introduzindo a probabilidade de que tenham sido feitas um erto númerode atualizações até um instante t, é possível mostrar [9℄ que a evolução temporal de pt(σ) égovernada pela equação mestra
dpt(σ)

dt
=

N
∑

i=1

pt(Fiσ)wi(Fiσ) −
N
∑

i=1

pt(σ)wi(σ) , (1.4)
wi(σ) =

1

2

{

1 − σi tanh
[

βhi(σ)
]

}

. (1.5)Nesse aso, o parâmetro ∆ é dado por ∆ = 1/N , e representa a duração temporal média daatualização de um únio sítio. A quantidade wi(σ) é a probabilidade por unidade de tempo deque o sistema sofra uma transição σ → Fiσ. O efeito do operador Fi numa função genéria
R(σ) é de�nido pela expressão FiR(σ1, . . . , σi, . . . , σN ) = R(σ1, . . . ,−σi, . . . , σN).1.1.2 Rede em amadasNesta arquitetura, os neur�nios estão dispostos em amadas, om interações somenteentre duas amadas onseutivas, diferentemente, nesse aspeto, do exemplo mostrado na�g. 1.1(a). As sinapses são unidireionais, ou seja, J lij representa a onexão do sítio j naamada l om o sítio i na amada l+1. Assumindo que ada amada é omposta de N sítios, aatividade de um sítio i na amada l+1, representada por σl+1

i , depende do estado dos elementosda amada l por meio do ampo
hl+1
i =

N
∑

j=1

J lijσ
l
j . (1.6)Uma vez que o modelo possui onexões unidireionais apenas entre duas amadas onseutivas,a informação �ui numa únia direção, sem a presença de realimentação, om uma determinadaamada l in�ueniando apenas o estado da amada seguinte.



Capítulo 1: Introdução 10Então, dada uma on�guração iniial na primeira amada, a qual é �xada externa-mente, os elementos {σl+1
i } das amadas seguintes são atualizados de aordo om a seguinteprobabilidade ondiional
W(σl+1

i |σl) =
1

2

{

1 + σl+1
i tanh

[

βhl+1
i (σl)

]

}

, (1.7)onde σl = (σl1, . . . , σ
l
N) representa o estado oletivo da amada l. Por uma questão de on-veniênia, a atualização da rede é paralela, isto é, todos os sítios de uma dada amada sãoatualizados simultaneamente, de modo que o índie de amada pode ser visto omo um índiede tempo.1.2 Meânia estatístia de equilíbrio e o método das ré-pliasA apliação das ténias de meânia estatístia de equilíbrio ao estudo da rede reor-rente depende da obtenção de uma distribuição de probabilidades estaionária p∞(σ) a partirda solução das eqs. (1.2) e (1.4). Essa tarefa torna-se bastante simples quando p∞(σ) satisfaz,nas versões paralela e assínrona, a seguinte propriedadedinâmia paralela: W(σ|σ′)p∞(σ′) = W(σ′|σ)p∞(σ) , (1.8)dinâmia assínrona: p∞(Fiσ)wi(Fiσ) = p∞(σ)wi(σ) . (1.9)Nesse aso, por meio de simples substituição de (1.8) e (1.9) nas equações para p∞(σ) or-respondentes a ada modo de atualização, é possível veri�ar que as distribuições p∞(σ) sãodistribuições estaionárias. Essa propriedade, hamada de balanço detalhado, garante que a pro-babilidade de que oorra uma transição de um estado mirosópio para outro seja equivalenteà probabilidade de que oorra a transição inversa. Essa ausênia de orrentes de probabilidadeentre estados mirosópios garante o equilíbrio do sistema. Ressaltamos que o balanço deta-lhado, embora seja extremamente útil na onstrução de distribuições estaionárias, não é umaondição neessária para a existênia das mesmas [10℄.Para redes reorrentes om interações simétrias (Jij = Jji ∀ i e j) e, no modo assínronode atualização, onsiderando ainda Jii = 0 ∀ i, é possível obter, utilizando o prinípio dobalanço detalhado, a seguinte distribuição de probabilidades estaionária

p∞(σ) =
1

Z
exp

[

− βH(σ)
]

, (1.10)



Capítulo 1: Introdução 11onde
Z =

∑

σ

exp
[

− βH(σ)
] (1.11)é a função de partição do sistema.Na dinâmia assínrona, a função H(σ) representa o Hamiltoniano, de�nido pela se-guinte expressão

H(σ) = −1

2

∑

ij

Jijσiσj . (1.12)Quando a dinâmia é sínrona, H(σ) tem a seguinte forma [11℄
H(σ) = − 1

β

∑

i

ln 2 cosh

(

β
N
∑

j=1

Jijσj

)

. (1.13)Devido à dependênia om relação a T , nesse aso a função H(σ) é hamada de pseudo-Hamiltoniano. Somente por uma questão de simpliidade, assumimos θti = 0; a extensão parao aso em que θti = θi é bastante simples. Ressaltamos que é neessário assumir Jii = 0 ∀ i(ausênia de auto-interação) para a obtenção dos resultados de equilíbrio somente em sistemasom atualização assínrona. Quando a dinâmia é paralela, o prinípio do balanço detalhado ésatisfeito mesmo na presença de auto-interação.No limite T → 0, as funções de�nidas nas eqs. (1.12) e (1.13) sempre deresem oupermaneem onstantes à medida que o tempo evolui, até que um valor mínimo orrespondenteao estado estaionário é atingido. Na dinâmia assínrona, esses estados estaionários satisfazem
σti = σt+1

i para todo i, orrespondendo a pontos-�xos no espaço de on�gurações do sistema;na dinâmia sínrona, os estados estaionários satisfazem σti = σt+2
i para todo i, ou seja, osestados de equilíbrio do sistema podem ser tanto ilos de período dois quanto pontos-�xos noespaço de on�gurações.O onheimento da forma de p∞(σ) em sistemas om interações simétrias possibilitaque o estudo dos estados estaionários seja feito através das ferramentas da meânia estatístiade equilíbrio. Quando as interações são assimétrias, o prinípio do balanço detalhado não ésatisfeito, e a obtenção de p∞(σ) torna-se uma tarefa extremamente omplexa [10℄. Nesse aso,ao invés de tentar obter a distribuição estaionária, uma alternativa mais onveniente onsisteem estudar diretamente a dinâmia da rede, mesmo quando o interesse reside somente nosestados estaionários.Além da estoastiidade na dinâmia devido à presença de temperatura, as e�áias si-náptias de uma rede neural são esolhidas, em geral, por meio de uma distribuição de probabi-lidades P (Jij), o que onfere um aráter desordenado às interações. Além de ser desinteressanteestudar o omportamento da rede para uma esolha espeí�a dos valores de {Jij}, a utilizaçãode uma distribuição é onveniente pois esperamos que, no limite N → ∞, as propriedades ma-



Capítulo 1: Introdução 12rosópias do sistema não sofram alterações para diferentes amostras do onjunto {Jij} 4. Defato, o valor assumido por ertas quantidades extensivas, para qualquer realização de {Jij} quenão possua uma probabilidade desprezível, é idêntio à média om respeito a P (Jij), ou seja,essas quantidades se automediam. A energia livre por partíula representa o prinipal exemplode quantidade que satisfaz a propriedade de automediação. Uma demonstração rigorosa dessapropriedade para a energia livre de modelos de rede om interações aleatórias de longo alanepode ser onsultada na referênia [12℄.Como a arquitetura de uma rede reorrente é omposta de um número marosópio delaços fehados na topologia das onexões, om ada Jij podendo assumir valores positivos ounegativos aleatoriamente, o sistema apresenta o fen�meno onheido por frustração [13℄, ondeum erto subonjunto de sítios não é apaz de enontrar uma on�guração de mínima energia,que satisfaça todos os vínulos impostos por suas interações. A presença de um grande númerode subonjuntos dessa natureza provoa o surgimento de uma grande quantidade de mínimosloais na paisagem de energia, separados por barreiras de diferentes tamanhos. A in�uêniadesses estados metaestáveis na dinâmia do sistema depende de suas baias de atração e daaltura das barreiras energétias que os separam. Em determinadas irunstânias, a quantidadede mínimos loais pode aumentar exponenialmente om o tamanho da rede N , dando origem aestados de vidro de spin. Devido à presença desse número exponenial de estados metaestáveis,responsáveis pelo on�namento do sistema em regiões do espaço de on�guração por temposada vez maiores, a dinâmia na fase de vidro de spin é araterizada por uma relaxaçãoextremamente lenta dos parâmetros marosópios. Essas propriedades físias, geradas pelapresença de desordem e frustração, se assemelham àquelas enontradas no estudo de sistemasmagnétios desordenados, omo, por exemplo, no modelo de Sherrington e Kirkpatrik (SK)de vidros de spin [14℄, o que estimulou a importação de diversas ténias desenvolvidas nessaárea para a apliação ao estudo de redes neurais. O método das réplias representa um dosprinipais exemplos nesse sentido.A energia livre por sítio, por satisfazer a propriedade de automediação, representa umponto de partida onveniente para o desenvolvimento de um formalismo de equilíbrio. No limite
N → ∞, ela pode ser esrita da seguinte forma

f = − lim
N→∞

1

βN
lnZ({Jij}) , (1.14)onde Z({Jij}) é a função de partição, de�nida na eq. (1.11), e (. . . ) denota a média om relaçãoao onjunto {Jij}. A di�uldade prátia reside no álulo da média do logaritmo da função de4Um material omposto de partíulas magnétias, om impurezas distribuídas espaialmente de maneiraaleatória, representa um exemplo lássio nesse sentido. Esse material não apresenta omportamentos distintosquando são onsideradas diferentes realizações da distribuição espaial dessas impurezas. Suas propriedadesdependem somente de parâmetros marosópios, omo a densidade de impurezas.



Capítulo 1: Introdução 13partição. O método das réplias onsiste na transformação da média de lnZ numa média sobre
Zn por meio da relação

lim
n→0

1

n
lnZn = lim

n→0

1

n
ln
[

exp (n lnZ)
]

= lim
n→0

1

n
ln
[

1 + n lnZ +O(n2)
]

= lnZ .Dessa forma, podemos esrever a energia livre f da seguinte maneira
f = − lim

n→0
lim
N→∞

1

βNn
ln
[

Zn({Jij})
]

. (1.15)A essênia do método onsiste em tratar, num primeiro momento, n omo um número inteiroe positivo, o que orresponde a introduzir n réplias do sistema, ada uma delas araterizadapelo mesmo onjunto {Jij}. Desse modo, é possível alular a média da função de partiçãorepliada Zn({Jij}) no limite N → ∞. O limite n → 0 é tomado ao �nal, assumindo que n éuma variável ontínua e que as quantidades do problema são analítias em n. Ressaltamos quea eq. (1.15) é obtida invertendo a ordem dos limites N → ∞ e n → 0. Na referênia [15℄, osautores demonstram a validade dessa operação para o modelo de Sherrington-Kirkpatrik.No método das réplias, iniiamos om uma função de partição repliada, om os sítiosaoplados e as réplias independentes, e �nalizamos, uma vez alulada a média sobre P (Jij)no limite N → ∞, om uma distribuição de probabilidades efetiva para os possíveis estadosde um únio sítio nas diferentes réplias. Essa distribuição envolve um termo de aoplamentoentre os estados mirosópios do sistema nas diferentes réplias por meio de um parâmetrode ordem matriial q, ujos elementos são de�nidos por {qαβ} (α, β = 1, . . . , n). Cada qαβ éinterpretado omo a orrelação entre os estados do sistema nas réplias α e β (qαα = 1 ∀ α).Para que a soma sobre as variáveis de estado mirosópias possa ser alulada, é neessáriosupor uma erta estrutura para q e, eventualmente, para os outros parâmetros de ordem quepossam surgir, todos eles dependentes do índie de réplia. Uma vez que as réplias são, pelomenos a priori, indistinguíveis, a suposição mais natural onsiste em assumir que os parâmetrosde ordem independem dos índies de réplia. Nesse aso, a esolha para os elementos de q édada por qαβ = q (α 6= β). Essa suposição aera da estrutura dos parâmetros de ordem éhamada de simetria de réplias e, em ertos asos, onduz à obtenção de soluções satisfatóriaspara o omportamento marosópio desses sistemas.Contudo, prinipalmente no regime de baixas temperaturas e nas regiões onde apare-em estados de vidro de spin, a suposição de simetria de réplias origina soluções instáveis,araterizadas por uma entropia negativa. A fronteira que delimita a região de instabilidadedas soluções de simetria de réplias foi alulada por de Almeida e Thouless [16℄. Nesse aso,é neessário distinguir entre as diferentes réplias, assumindo uma estrutura em bloos paraa matriz q, om ada bloo sendo araterizado por um únio valor para os elementos que oompõem. O proedimento, denominado quebra de simetria de réplias, é iterativo, permitindo



Capítulo 1: Introdução 14que, gradualmente, o parâmetro de ordem matriial desenvolva uma estrutura omposta de umnúmero maior de bloos, ada vez menores, dando origem a soluções estáveis para os parâmetrosmarosópios. Para uma disussão mais detalhada aera do método das réplias, remetemoso leitor às referênias [13, 17℄.1.3 Dinâmia e o método da funional geratrizMartin, Siggia e Rose [18℄ foram os primeiros a introduzir um formalismo baseado emténias da teoria quântia de ampos para a desrição da dinâmia de uma variável estoástialássia. Pouo tempo depois, muitos autores dediaram-se ao desenvolvimento e aperfeiçoa-mento desse formalismo, oloando-o numa formulação Lagrangeana por meio da introduçãode uma funional geratriz [19,20℄. A ténia foi introduzida ao estudo da dinâmia de sistemasdesordenados por De Dominiis [21℄, revelando-se bastante versátil nessa área.Ao invés de tentar estudar a evolução temporal de uma rede reorrente a partir daequação dinâmia da distribuição pt(σ), a quantidade de interesse no método da funionalgeratriz é a probabilidade Prob(σ0, . . . ,σt) de que o sistema exeute uma trajetória σ0 →
σ1 → · · · → σt ao longo do espaço de on�gurações. Introduzindo o onjunto de fontes ouampos auxiliares {ψli}, om i = 1, . . . , N e l = 1, . . . , t, podemos esrever a seguinte funionaldesses ampos
Z(ψ) =

〈

exp

(

− i
∑

i

t
∑

l=0

ψli σ
l
i

)〉

=
∑

σ0,...,σt

Prob(σ0, . . . ,σt) exp

(

− i
∑

i

t
∑

l=0

ψli σ
l
i

)

,(1.16)apaz de gerar todos os momentos da distribuição Prob(σ0, . . . ,σt) por meio de derivadas omrelação a {ψli}. Como∑σ0,...,σt Prob(σ0, . . . ,σt) = 1, a funional Z(ψ) satisfaz a propriedadede normalização Z(0) = 1.Em modelos de ampo médio, as seguintes quantidades, referentes ao omportamentode um únio sítio, permitem estudar de forma autoonsistente a dinâmia do sistema
〈σti〉 = i lim

ψ→0

∂Z(ψ)

∂ψti
, (1.17)

〈σtiσli〉 = − lim
ψ→0

∂2Z(ψ)

∂ψliψ
t
i

, (1.18)
∂〈σti〉
∂θli

= i lim
ψ→0

∂2Z(ψ)

∂θliψ
t
i

(l < t) . (1.19)Além de 〈σti〉, que mede a atividade média do sítio i no instante t, variáveis envolvendo doistempos tornam-se relevantes na desrição dinâmia. A primeira delas, de�nida por meio da



Capítulo 1: Introdução 15eq. (1.18), é a média da orrelação entre as atividades de um dado sítio nos instantes t e l. Asegunda quantidade, hamada de resposta, é de�nida pela eq. (1.19), e nos informa a respeitoda dependênia da atividade média 〈σti〉 om relação a uma perturbação θli ausada no instante
l (l < t). Por de�nição, a resposta é nula quando l ≥ t, pois a dinâmia deve obedeer àausalidade.Assim omo no método das réplias, a média sobre a desordem das interações é realizadaantes da média sobre os estados, resultando, no limite N → ∞, num sistema de equações quedesreve a dinâmia de um únio sítio sujeito a um ampo efetivo. Devido à presença de laçosde realimentação, araterístios da arquitetura reorrente, esse ampo inlui, em geral, doistermos não-triviais, responsáveis por efeitos de memória temporal na dinâmia do sistema. Essestermos são disutidos detalhadamente no apítulo 3. O método da funional geratriz permiteobter uma solução exata para a dinâmia de modelos de ampo médio no limite N → ∞ [9℄.1.4 Modelos de memória assoiativaEm modelos de memória assoiativa, um padrão ou memória é de�nido omo uma ertaon�guração espeí�a da rede (padrão de atividade global) para a qual desejamos que elaevolua. Neste trabalho, representamos o padrão µ omo o estado oletivo de�nido pelo vetor
ξµ = (ξµ1 , . . . , ξ

µ
N) (µ = 1, . . . , p), onde p é o número total de padrões armazenados. O parâmetroresponsável por medir, num instante t, a proximidade entre o estado oletivo da rede e um dadopadrão µ é de�nido pela equação

Mµ
t =

1

N

N
∑

i=1

ξµi σ
t
i . (1.20)Essa quantidade, hamada de overlap om o padrão µ, permite quali�ar, num instante t, odesempenho da rede na tarefa de reuperar uma das memórias. A determinação dos valores de

{ξµi } é feita, em geral, por meio de uma distribuição de probabilidades.Um parâmetro muito importante no estudo de redes neurais é a apaidade de arma-zenamento por sítio, de�nida pela razão α = p/N . No limite N → ∞, existem dois regimesdistintos para o parâmetro α, que exigem a apliação de diferentes ténias para a solução dosmodelos:
• (i) armazenamento de um número �nito de padrões: p é �nito, de modo que α = 0 quando
N → ∞;

• (ii) armazenamento de um número in�nito de padrões: p → ∞, de modo que α > 0quando N → ∞.Na situação (ii), também denominada regime de saturação de memórias, o efeito umulativoda presença de um número marosópio de padrões que não são reuperados leva ao surgi-



Capítulo 1: Introdução 16mento de um ruído adiional no sistema. Em geral, à medida que aumenta a apaidade dearmazenamento, aumenta também o ruído e, por onseguinte, a perentagem de erro assoiadaà reuperação dos padrões. A apaidade rítia de armazenamento, denotada por αc, é de�-nida omo o número máximo de padrões que é possível armazenar de modo que a rede aindadesempenhe uma tarefa espeí�a, que pode ser a reuperação de um padrão, o proessamentode uma sequênia, ou pode estar assoiada a qualquer outro tipo de solução estaionária omalgum interesse partiular. Como exemplos de ténias empregadas na solução de modelos deredes reorrentes no regime de α > 0, podemos itar o método das réplias e o método dafunional geratriz, disutidos anteriormente.Do ponto de vista dinâmio, o problema da reuperação de uma únia memória é olo-ado da seguinte forma: dada uma on�guração iniial induzida por algum estímulo externo,a rede funiona omo memória assoiativa se é apaz de evoluir para um estado estaionáriosu�ientemente próximo de um dos vetores ξµ, permaneendo nesse estado inde�nidamente.Portanto, é neessário que a on�guração iniial esteja no interior da baia de atração de umadas memórias, assoiadas a pontos-�xos da dinâmia. Quando se trata da reuperação de umasequênia de padrões, os estados estaionários desejados orrespondem a transições entre osdiferentes padrões armazenados. Naturalmente, as soluções estaionárias interessantes que me-lhor representam essa situação não são mais pontos-�xos, mas soluções dependentes do tempo.Em vista dessas diferentes possibilidades, é fundamental que as sinapses {Jij} sejam esolhidasorretamente de modo a riar os atratores apropriados no espaço de on�gurações do sistema.Nas duas subseções seguintes, disutimos a forma explíita das sinapses que de�nem os modelosde interesse neste trabalho.1.4.1 O modelo de Little-Hop�eldO modelo de Little-Hop�eld [4, 5, 22℄ é o modelo padrão de rede reorrente apaz defunionar omo memória assoiativa. As atividades dos neur�nios e as omponentes dos padrõessão representadas por variáveis de Ising, a rede é ompletamente onetada e as interações sãodadas pela seguinte expressão
JHij =







1
N

∑p
µ=1 ξ

µ
i ξ

µ
j se i 6= j,

0 se i = j.
(1.21)A eq. (1.21), também hamada de regra de aprendizado Hebbiano, de�ne uma interação si-métria (JHij = JHji ), o que garante a apliabilidade das ténias de meânia estatístia deequilíbrio. A tendênia de dois neur�nios interagindo via regra de Hebb é que eles modi�quemseus estados de modo a se ativar num determinado padrão, seleionado de aordo om a es-olha da on�guração iniial. Os modelos de Hop�eld e de Little diferem entre si apenas na



Capítulo 1: Introdução 17forma de atualização dos sítios: no modelo de Hop�eld, a atualização é assínrona e o Hamil-toniano é dado pela eq. (1.12); no modelo de Little, a atualização da rede é paralela, om opseudo-Hamiltoniano de�nido pela eq. (1.13).A primeira demonstração de que a interação Hebbiana é apaz de produzir atratoresde ponto-�xo orrespondentes aos padrões armazenados, dotando a rede om propriedades dememória assoiativa, foi dada por Amit et al [23℄. Estudando os estados de equilíbrio darede, os autores mostram que, para armazenamento de um número �nito de padrões, o mo-delo de Little e o modelo de Hop�eld apresentam omportamentos marosópios idêntios noregime estaionário, om a presença, para níveis baixos de ruído sináptio, de estados estai-onários signi�ativamente orrelaionados om apenas um dos padrões, hamados de estadosde reuperação. Devido à presença de frustração, estados metaestáveis orrelaionados simul-taneamente om diversos padrões, denominados estados mistos (ou estados espúrios), tambémsão enontrados. Esta última lasse de soluções, juntamente om os estados paramagnétios,araterizados por overlaps nulos, representam o fraasso da rede na tarefa de reuperar umadas memórias armazenadas.Esses resultados foram obtidos utilizando a eq. (1.21) omo regra de aprendizado, ou seja,exluindo os termos diagonais {Jii} da matriz sináptia. Contudo, a auto-interação possui umpapel ruial. Seu efeito sobre a dinâmia da rede pode ser vislumbrado a partir da substituiçãoda matriz sináptia (1.21) na eq. (1.1), e da introdução de um parâmetro de auto-interação,de�nido por Jii = J0 ∀ i. Nesse aso, o ampo loal assume a forma
hti = J0σ

t
i +

p
∑

µ=1

ξµiM
µ
t , (1.22)om Mµ

t dado pela eq. (1.20) e θti = 0. Na ausênia de ruído sináptio, os sítios de uma redereorrente são atualizados de aordo om a relação σti = sgn[h
(t−∆)
i ]. Portanto, a partir daforma do ampo (1.22), podemos onluir, pelo menos para p �nito e T = 0, que tanto o sinalquanto o módulo de J0 são determinantes no omportamento dinâmio: para |J0| > p, todos ossítios revertem seus estados ou permaneem nos mesmos a ada passo de tempo quando J0 < 0ou J0 > 0, respetivamente, o que provoa o surgimento de soluções ílias de período dois oupontos-�xos no espaço de on�gurações da rede.Após a demonstração de que uma rede reorrente ompletamente onetada por meiode sinapses Hebbianas poderia reuperar dinamiamente um erto número �nito de padrões,modelos de memória assoiativa passaram a ser extensivamente estudados, om ênfase no re-gime de α > 0. Além da importânia da apaidade de armazenamento na araterização dodesempenho de redes neurais, propriedades físias muito rias, resultantes da presença de de-sordem e frustração, emergem no regime de saturação de padrões, exigindo o desenvolvimentode novos oneitos e ferramentas.



Capítulo 1: Introdução 18As soluções de equilíbrio do modelo de Hop�eld no regime de α > 0, supondo simetria deréplias, foram obtidas originalmente por Amit et al [24℄. Diagramas de fases no espaço (α, T )revelam que, para T = 0, os estados de reuperação são mínimos loais da energia livre quando
α < αc ≃ 0.138, tornando-se mínimos globais somente na região em que α . 0.05. Além dosestados paramagnétios e dos estados mistos que já haviam sido observados no regime de α = 0,estados de vidro de spin surgem para valores �nitos de α.Ao longo dos anos, diversos ingredientes têm sido inorporados ao modelo de Hop�eld.Os primeiros estudos dos efeitos tanto de diluição �nita [25�27℄ quanto de diluição extrema[28, 29℄ mostram que uma diminuição da onetividade da rede provoa uma deterioração daapaidade de armazenamento por sítio [25℄, além de desestabilizar gradualmente as soluçõesde vidro de spin no interior da fase de reuperação [27℄. Os efeitos de diluição foram estudados,mais reentemente, em modelos para a ategorização de padrões [30℄, assim omo em redesonstituídas por sítios ujas variáveis de estado podem assumir todo um onjunto de valoresdisretos no intervalo [−1, 1] [31, 32℄.O problema da reuperação de padrões na arquitetura em amadas om interações Heb-bianas foi estudado originalmente nas referênias [33, 34℄, através de uma solução para a dinâ-mia da rede. Esses autores empregaram uma ténia denominada análise de sinal-ruído, onde oampo loal num determinado sítio é deomposto num termo de sinal, inluindo os padrões quedeseja-se reuperar, mais um termo de ruído, que di�ulta a tarefa de reuperação dessas me-mórias. Na rede em amadas, o ruído é uma variável om uma distribuição Gaussiana entradaem zero e uma variânia dependente do tempo, uja equação de evolução é derivada de maneiraautoonsistente [34℄. Os resultados presentes nesses trabalhos mostram que, na ausênia detemperatura, a rede em amadas evolui para estados de reuperação quando α < αc ≃ 0.269,valor este superior ao αc ≃ 0.138 da rede reorrente.Um modelo de arquitetura mista, onstituído de amadas de redes reorrentes, foi pro-posto e resolvido por Coolen e Viana na ausênia de temperatura [35℄, utilizando meâniaestatístia de equilíbrio. Com exeção da primeira, ada amada é uma rede reorrente quereebe informação da amada anterior e transfere a informação proessada para a amada se-guinte por meio de sinapses unidireionais, de maneira que ada sítio partiipa de ambos osmodos de operação (modo de operação da rede em amadas e da rede reorrente). Seguindoo programa original de Hop�eld, todas as sinapses da rede são Hebbianas, e a presença de umparâmetro, que ontrola a intensidade das interações relativa a ada um dos modos de opera-ção, possibilita uma interpolação entre os modelos de Amit et al [24℄ (arquitetura reorrente)e Domany et al [34℄ (arquitetura em amadas). Os autores mostram que uma adeia ompostade um número in�nito de amadas possui, para um balanço apropriado do parâmetro referidoaima, um αc dado por αc ≃ 0.317, superior aos valores de αc enontrados em ada arquiteturaseparadamente. Reentemente, diferentes extensões desse modelo de arquitetura mista foram



Capítulo 1: Introdução 19estudadas [36�38℄.Existem algumas motivações para o estudo do modelo introduzido por Coolen e Viana.Em primeiro lugar, mesmo possuindo interações assimétrias, seu omportamento é analisadoutilizando meânia estatístia de equilíbrio, o que é possível somente no regime de T = 0,quando todas as amadas atingem um estado estaionário livre de �utuações térmias. Do pontode vista formal, as suposições e ténias empregadas na solução desse modelo são atraentes,devido à possibilidade de apliação ao estudo de outros sistemas om interações assimétrias.No ontexto físio, os efeitos da presença de diluição no interior de ada amada onstituemum aspeto relevante na araterização do desempenho desse sistema. Uma diminuição daonetividade no interior de ada amada deve aumentar a perentagem de erros assoiada àtransmissão de informação entre duas amadas onseutivas, de modo que, mesmo para níveisbaixos de diluição, o efeito umulativo pode ser drástio em adeias muito longas, reduzindomuito a apaidade de armazenamento. Além disso, a introdução de diluição somente no interiorde ada amada forneeria informações aera do omportamento estaionário de uma rede emamadas na presença de onexões laterais (entre unidades de uma mesma amada), uma vezque o parâmetro de onetividade permite variar gradualmente o número médio de sinapsesinternas a ada uma delas.O proessamento de informação em redes neurais om dinâmia paralela tem despertadointeresse desde o trabalho pioneiro de Little [39�45℄. Diferentemente de sistemas om atualiza-ção assínrona, regimes estaionários araterizados por soluções de ponto-�xo dos parâmetrosmarosópios, porém om uma fração onsiderável de unidades mirosópias revertendo seusestados a ada passo de tempo, são omuns em sistemas om atualização paralela. No modelode Little, soluções dessa natureza apareem em diversas regiões do diagrama de fases [39℄. Re-entemente, modelos de redes neurais om dinâmia paralela e sítios uja atividade de adaelemento é representada por uma variável de três estados foram estudados [41,42℄. Simulaçõesnumérias do omportamento desses sistemas no interior da fase de reuperação revelam queos estados estaionários são araterizados pela presença de uma fração ín�ma de sítios que re-verte seus estados a ada passo de tempo, não afetando de modo signi�ativo o omportamentomarosópio da rede. Contudo, em ertos asos, essa fração pode ser grande, provoando aaparição de soluções dependentes do tempo nos parâmetros marosópios.As equações de ponto-�xo para os parâmetros de ordem, responsáveis pelo omporta-mento de equilíbrio do modelo de Little no regime de α > 0, foram obtidas por Fontanari eKöberle, em simetria de réplias, onsiderando a presença dos termos diagonais da matriz si-náptia, de�nidos por Jii = J0 ∀ i [39,46℄. Os autores obtiveram diagramas de fases do modelode Little no espaço (T, α, J0), os quais revelam a presença, além de estados de reuperação deum únio padrão e de estados de vidro de spin, de soluções paramagnétias onde todos os sítiosrevertem seus estados a ada instante de tempo. Essas soluções apareem para J0 < 0, α > 0



Capítulo 1: Introdução 20e T = 0. Embora o overlap seja nulo no interior dessa fase, o que também arateriza umafase paramagnétia usual de altas temperaturas, o sistema apresenta um tipo de ordem globalaraterizada pela presença de ilos de período dois no omportamento mirosópio. Nessesentido, essas soluções diferem de uma fase paramagnétia de altas temperaturas. Contudo, si-mulações de Monte Carlo foram inapazes de detetar a presença desses estados paramagnétiosílios [39℄. Além disso, a entropia é negativa no interior dessa fase, indo a −∞ à medida que
T → 0, levando à onlusão de que esses estados seriam um artefato originado pela suposição desimetria de réplias [39℄. Por outro lado, estendendo um método que permite alular o númeromédio de estados metaestáveis orrespondentes a pontos-�xos da dinâmia [47℄, foi mostradoque, para valores pequenos de α, ilos om todos os sítios revertendo seus estados a ada passode tempo representam os atratores dominantes no espaço de on�gurações do modelo de Lit-tle [48℄. Embora soluções paramagnétias sejam desinteressantes do ponto de vista de modelosde memória assoiativa, seria importante obter informações mais eslareedoras aera da suaexistênia no diagrama de fases e investigar os meanismos físios envolvidos na sua origem.Uma análise da dinâmia do modelo de Little na presença de auto-interação poderiaforneer resultados mais onlusivos. Nessa direção, apenas um estudo aproximado foi realizado,baseado na suposição de que os sítios evoluem no tempo de forma independente uns dos outros.Com essa hipótese, o ruído do ampo loal, gerado pelos padrões não reuperados, assume umaforma Gaussiana, om média zero e variânia independente do tempo [49, 50℄. Para uma redediluída assimetriamente, a aproximação em questão é exata no limite de diluição extrema [29℄.Essa dinâmia aproximada prevê que, na ausênia de qualquer tipo de ruído (α = T = 0),estados ongelados surgem quando |J0| > |m0|, onde m0 é o overlap iniial om um padrãoqualquer. Nesse ontexto, estados ongelados representam soluções em que o overlap permanee�xo ao longo do tempo na solução iniial m0 ou osila entre m0 e −m0, se J0 for positivo ounegativo, respetivamente. Para |J0| < |m0|, a rede evolui rapidamente para uma solução dereuperação.A presença de estados ongelados em modelos de memória assoiativa é indesejável, jáque o sistema perde sua apaidade de reonstruir padrões dinamiamente. Nesse tratamentoaproximado, foi demonstrado também que a orrelação do estado da rede entre dois instantesonseutivos, de�nida pela expressão Ct t−1 = N−1

∑

i σ
t
iσ

t−1
i , assume os valores 1 ou −1, seo sistema estiver ongelado em m0 ou osilando entre m0 e −m0, respetivamente. Tomandoomo exemplo o primeiro aso, araterizado por Ct t−1 = 1, podemos esperar que uma fraçãodos sítios omee a reverter seus estados à medida que algum ruído seja introduzido no sistema,restaurando a apaidade da rede de evoluir temporalmente. Para T = 0 e α > 0, a dinâmiaaproximada disutida aima prevê a destruição dos estados ongelados e a evolução da rede parauma solução paramagnétia ou de reuperação, quando J0 < 0 ou J0 > 0, respetivamente [50℄.Contudo, no regime de α > 0, quaisquer dois sítios da rede permaneem orrelaionados ao



Capítulo 1: Introdução 21longo do tempo, restringindo bastante a validade da aproximação menionada. Uma análise dadinâmia exata do modelo de Little na presença de auto-interação poderia, além de eluidarmelhor o papel da auto-interação na dinâmia da rede, forneer resultados aera da estabilidadedesses estados ongelados na presença de ruído e da existênia das soluções paramagnétiasílias, referidas aima.1.4.2 Modelos de proessamento sequenialDentro do ontexto de memória assoiativa, a investigação de modelos de proessamentosequenial foi bastante motivada por importantes experimentos realizados om maaos no �nalda déada de oitenta [51,52℄. Além de forneerem evidênias da presença de uma dinâmia atra-tora no órtex desses animais, relaionada aos proessos de memorização de um erto onjuntode imagens, os experimentos são esquematizados de uma forma que permite a onfrontação ommodelos de redes neurais.Interessa-nos, essenialmente, os resultados experimentais relaionados à memória visualde longo prazo dos maaos. As duas etapas esseniais do experimento que trata desse assuntosão desritas a seguir de maneira resumida [52℄.
• O primeiro estágio do experimento onsiste no treinamento dos maaos. Um onjunto deimagens fratais (padrões), desorrelaionadas entre si, é gerado num omputador. Emseguida, as imagens são exaustivamente apresentadas aos maaos numa ordem sequenial�xa.
• A segunda etapa onsiste na veri�ação da apaidade de memorização dos maaos.Uma erta imagem A do onjunto de padrões usado no treinamento é reapresentadapor um urto período de tempo. Após a remoção dessa e deorrido um período de 16segundos, no qual a atividade elétria dos neur�nios do órtex é monitorada, uma novaimagem B é apresentada, que pode ser igual a A ou pertener a um novo onjunto deimagens, ompletamente distinto daquele utilizado na fase de treinamento. Os maaosdevem então deidir se A = B ou A 6= B. Esse proedimento é repetido inúmeras vezes,utilizando diferentes padrões da etapa de treinamento omo estímulo iniial.A veri�ação de uma atividade elétria persistente nos neur�nios do órtex durante operíodo de 16 segundos referido aima, mesmo após a remoção da primeira imagem, repre-senta o primeiro resultado importante. Isso aontee, na maioria dos asos, quando os maaossão apazes de disernir se as imagens do teste são iguais ou diferentes entre si. Além disso, osneur�nios do órtex do maao são seletivos om relação aos padrões, ou seja, ada um deles res-ponde diferentemente quando um erto padrão é apresentado [53℄. A presença de uma atividadepersistente é interpretada omo a atividade mnem�nia do maao e, no ontexto de modelos



Capítulo 1: Introdução 22de memória assoiativa, omo um atrator da dinâmia devido a um estímulo iniial espeí�o(a apresentação de uma das imagens do onjunto de treinamento). Além disso, veri�a-se tam-bém que, onsiderando as medidas para um únio neur�nio, a orrelação entre as atividadespersistentes, orrespondentes a duas imagens onseutivas na sequênia, é alta. À medida queimagens mais distantes umas das outras na sequênia são apresentadas, a orrelação diminui,revelando que o órtex do maao onverte a orrelação temporal (a ordem de apresentação dospadrões no treinamento) em orrelação espaial entre as atividades elétrias [52℄.Outra motivação biológia para o estudo do proessamento sequenial de padrões resideno desenvolvimento de modelos que sejam úteis na ompreensão dos meanismos envolvidosna geração de movimentos rítmios em sistemas biológios. Os geradores entrais de padrões(GCP's) são grupos de neur�nios responsáveis pelo ontrole dos músulos envolvidos numavariedade de funções motoras que apresentam omportamento rítmio omo, por exemplo, aloomoção e a respiração [1℄. Entre as propriedades que fazem dos GCP's andidatos interes-santes para serem modelados por redes neurais, podemos itar a ausênia de grupos de élulasdifereniadas das demais, uja atividade regularia a atividade global dos GCP's. A ausên-ia dessas élulas e a respetiva homogeneidade na sua estrutura sugerem que os padrões deatividade rítmios são resultantes do omportamento oletivo dessas redes de neur�nios.A maneira mais simples de provoar transições entre os diferentes padrões armazenadosé introduzindo a seguinte sinapse entre dois neur�nios i e j quaisquer
JAij =

1

N

p
∑

µ=1

ξµ+1
i ξµj . (1.23)A interação aima é assimétria (JAij 6= JAji), e assoia um dado padrão µ om o seguinte µ+ 1.Iniializando o sistema em uma das memórias, a tendênia da rede é transitar de um padrão aoutro até atingir o padrão p. Se p estiver onetado om algum outro padrão, então a rede entraem um movimento periódio, reuperando os padrões sequenialmente, numa ordem ília.Essa é uma maneira bastante natural de introduzir uma interação que favoreça a transiçãoentre diferentes memórias armazenadas. Contudo, não há garantias de que essa tarefa sejabem suedida, já que existe a possibilidade de se obter qualquer tipo de solução dependente dotempo para os parâmetros marosópios no aso de sinapses assimétrias, inluindo soluçõesperiódias, quase-periódias e aótias [54℄. Neste trabalho, a interação (1.23) é denominadainteração sequenial assimétria.Um dos primeiros modelos que obteve suesso na tarefa de reuperar uma sequêniaou ilo de padrões foi proposto por Sompolinsky e Kanter [55℄ e, quase simultaneamente,por Kleinfeld [56℄. Disutimos aqui o modelo de Sompolinsky e Kanter, embora o modelointroduzido por Kleinfeld di�ra apenas em alguns detalhes, mantendo as idéias esseniais. Omodelo onsiste numa rede reorrente ompletamente onetada omposta de sítios e padrões



Capítulo 1: Introdução 23ujas atividades são representadas por variáveis de Ising. A dinâmia pode ser sínrona ouassínrona, e a matriz sináptia é omposta de um termo Hebbiano JHij em ompetição om umtermo sequenial assimétrio JAij
Jij = JHij + νJAij , (1.24)onde ν (0 ≤ ν < ∞) mede a intensidade relativa entre as duas interações. Portanto, ada parde neur�nios é onetado por duas sinapses: uma sinapse JHij , que tende a estabilizar um dospadrões armazenados, e uma sinapse JAij , que favoree transições entre dois padrões onseutivos(µ→ µ+ 1).O uso de sinapses JAij em ompetição om a interação Hebbiana para a geração desequênias foi disutido primeiramente por Hop�eld [5℄. Ele notou que apenas a introdução deuma interação om a forma (1.24) seria insu�iente para a reuperação de uma sequênia depadrões. De fato, quando ν < 1, o termo de transição exere pouo efeito e a rede, uma vezque atinge um dos padrões, permanee nele inde�nidamente; quando ν > 1, o omportamentoda rede é fortemente dependente da forma de atualização dos sítios. Consideremos, nos doisparágrafos seguintes, uma disussão qualitativa da dinâmia quando T = 0 e ν > 1.No aso da dinâmia sínrona e p �nito, omo no primeiro passo de tempo todos ossítios são atualizados simultaneamente, todos eles alinham-se om o padrão µ+1, supondo quetenham sido iniializados no padrão µ. No instante seguinte, a situação se repete e, portanto,o sistema é apaz de proessar uma sequênia de padrões. Contudo, a rede permanee em adapadrão durante um intervalo de tempo orrespondente à esala de tempo envolvida na dinâmiamirosópia. Em termos de proessamento de informação, essa situação é in�moda, pois nãopermite identi�ar um estado persistente na dinâmia, que poderia ser interpretado omo oproessamento de um padrão. Em vista disso, seria desejável que a rede permaneesse em adaum dos padrões durante um intervalo de tempo onsideravelmente maior que a esala de tempodos proessos mirosópios.No aso da dinâmia assínrona, somente a presença de um ν > 1 não é su�ientepara fazer a rede reuperar uma sequênia de padrões. Quando p é �nito, os primeiros sítiosatualizados alinham-se om o padrão µ + 1, supondo que a rede tenha sido iniializada em

µ. Porém, omo a atualização de ada sítio leva em onta o estado dos sítios reentementeatualizados, à medida que o número de atualizações aumenta, uma fração dos sítios permaneealinhada om o padrão µ ou já sofre transições para µ + 2, ausando o rápido surgimento deestados espúrios, orrelaionados simultaneamente om diversos padrões.Com a intenção de ontornar esses problemas, Sompolinsky e Kanter introduziram umatraso temporal na transmissão de informação ao longo das sinapses {JAij} [55℄. A idéia prinipalonsiste na ativação do efeito das sinapses {JAij} somente após a permanênia da rede duranteum erto intervalo de tempo num dado padrão, maior que a esala de tempo envolvida nosproessos mirosópios. Com esse meanismo, os autores mostram, por meio de simulações



Capítulo 1: Introdução 24numérias, que, para ν > 1, a rede se estabelee num determinado padrão por um intervalode tempo onsiderável até que uma transição para o padrão seguinte aontee. Esse modelofoi apliado ao estudo de GCP's [57,58℄, produzindo resultados onsistentes om os padrões deatividade rítmios observados experimentalmente na natação de uma espéie de moluso [57℄.Outra maneira de assoiar padrões sequenialmente é de�nida pela seguinte e�áiasináptia entre dois sítios i e j quaisquer
JSij =

1

N

p
∑

µ=1

(ξµ+1
i ξµj + ξµi ξ

µ+1
j ) . (1.25)Chamamos a interação aima de sequenial simétria, já que os elementos da matriz sináptiasatisfazem JSij = JSji. Diferentemente do proessamento assimétrio, onde um padrão µ seoneta somente ao padrão seguinte µ + 1, no proessamento simétrio um dado padrão µ seoneta simultaneamente ao padrão µ+ 1 e µ− 1, om a mesma intensidadeA interação (1.25) foi introduzida pela primeira vez por Griniasty et al [59℄, na tentativade reproduzir os resultados obtidos nos experimentos om maaos. O modelo de Griniasty etal onsiste numa rede reorrente ompletamente onetada de neur�nios de Ising que evoluemno tempo por meio de uma dinâmia assínrona. As omponentes dos padrões também sãorepresentadas por variáveis de Ising e a matriz sináptia possui a seguinte forma

Jij = JHij + νJSij . (1.26)Para valores apropriados de ν, quando a rede é iniializada num determinado padrão, a intera-ção (1.26) leva a estados estaionários orrelaionados simultaneamente om diversos padrões,expressos por soluções de ponto-�xo para os overlaps.A onexão om o experimento é estabeleida através do álulo da orrelação entre pa-res de estados estaionários, ada um deles obtido a partir da iniialização da rede num úniopadrão. Esses estados estaionários são interpretados omo os estados persistentes observa-dos no experimento. Uma on�guração iniial sobreposta a uma das memórias armazenadasorresponde, em termos experimentais, ao estímulo da rede neural do maao por meio daapresentação de um dos padrões utilizados na fase de treinamento. Griniasty et al mostramque a orrelação entre os estados estaionários deai à medida que a distânia, na sequênia,entre os padrões usados omo estímulo iniial, aumenta, até atingir pratiamente zero quandoestes últimos distam de ino posições [59℄. A forma qualitativa da orrelação em função dadistânia no espaço de padrões reproduz qualitativamente os resultados experimentais.Bastante progresso foi feito no estudo da ompetição entre a interação Hebbiana e ainteração sequenial assimétria quando α = 0. Nesse regime, o modelo de Sompolinsky eKanter foi estudado analitiamente na ausênia de atraso temporal nas sinapses [60,61℄. Tendo



Capítulo 1: Introdução 25omo motivação os resultados obtidos nos experimentos om maaos, os efeitos da introduçãode orrelações entre os padrões nos estados estaionários foram investigados [61℄. Em ambosos trabalhos referidos, diagramas de fases (ν, T ) dos estados estaionários foram onstruídos.Além de soluções ílias de período �nito para JHij /JAij < 1, reminisentes daquelas obtidaspor Sompolinsky e Kanter, é revelada também a presença de soluções não-estaionárias, ujalassi�ação preisa de um ponto de vista de sistemas dinâmios não é estabeleida.Os avanços teórios no estudo da dinâmia de sistemas desordenados, prinipalmente noque onerne ao método da funional geratriz [62�64℄, têm possibilitado, nos últimos anos, ainvestigação de diferentes modelos, inluindo apenas a interação JAij , no regime de saturação dememórias [65�70℄. Düring et al [65℄ estudaram as propriedades dos estados estaionários do mo-delo de Sompolinsky e Kanter sem a presença do termo Hebbiano, onsiderando uma dinâmiaparalela e ausênia de atraso temporal nas sinapses. Esses autores obtiveram o diagrama defases desse modelo e determinaram a apaidade rítia de armazenamento para uma sequêniain�nita de padrões, dada por αc ≃ 0.269. A solução analítia para a dinâmia transiente dessemodelo foi obtida na forma de um sistema autoonsistente de relações de reorrênia para asvariáveis marosópias [67℄. Além disso, diferentes extensões do modelo de Düring et al foramestudadas, omo os efeitos da introdução de diluição �nita nas onexões entre os neur�nios [68℄e as propriedades estaionárias de uma rede que armazena um onjunto in�nito de sequênias�nitas [69℄.Todos os modelos disutidos no parágrafo aima onsideram apenas a presença da inte-ração JAij , sem o termo Hebbiano, no regime de α > 0. Nesse aso, o ampo efetivo, obtido pormeio do método da funional geratriz, não apresenta um termo de auto-interação retardada,responsável por introduzir uma dependênia explíita om relação aos estados do sistema emtempos anteriores. Esse fato, oriundo do aráter assimétrio de JAij , reduz onsideravelmenteos efeitos de memória temporal na dinâmia do sistema. A ompetição entre JHij e JAij , omointroduzida originalmente por Sompolinsky e Kanter, deve instaurar novamente o termo deauto-interação retardada no ampo efetivo, devido à presença do termo Hebbiano JHij , simé-trio. Nesse aso, seria importante analisar, no regime de α > 0, a estabilidade das soluçõesílias na presença de uma interação Hebbiana fraa, e veri�ar se essas soluções possuem um
αc signi�ativo.O modelo de Griniasty et al [59℄, devido ao suesso onquistado na reprodução quali-tativa dos resultados experimentais disutidos, susitou bastante interesse e versões mais bio-lógias foram desenvolvidas [71�73℄. Esses trabalhos revelam que as soluções orrelaionadase outras propriedades do sistema são robustas om respeito à introdução de ingredientes maisbiológios, além dos resultados mostrarem onordânia quantitativa om os dados experimen-tais em alguns asos. Diagramas de fases ompletos, exibindo apenas soluções de ponto-�xo,foram onstruídos para o modelo de Griniasty et al, tanto para α = 0 quanto para α > 0 [74℄.



Capítulo 1: Introdução 26Reentemente, uma solução para a dinâmia transiente desse modelo, no regime de α > 0,derivada por meio de uma teoria aproximada [75, 76℄, foi investigada, revelando a estabilidadede soluções orrelaionadas e soluções de reuperação de um únio padrão na mesma região dodiagrama de fases [77℄. A introdução de uma função não-monótona na dinâmia mirosópiado modelo de Griniasty et al e seus efeitos sobre os atratores orrelaionados também foraminvestigados [78℄. Em todos esses trabalhos, a dinâmia mirosópia é assínrona.Apesar da abundânia de trabalhos feitos na ompetição entre interação Hebbiana einteração sequenial simétria, em geral, a atenção tem sido direionada para os estados orre-laionados om diversos padrões, devido ao interesse experimental. Os efeitos de JSij na dinâmiada rede e os tipos de soluções estaionárias que apareem quando JHij /JSij < 1 são desonheidos.Esse regime de parâmetros permanee inexplorado mesmo quando α = 0. Motivado pelos resul-tados obtidos nos modelos de ompetição entre a interação Hebbiana e a interação sequenialassimétria [55,60℄, seria interessante investigar se existem soluções periódias, e omo elas po-deriam ser interpretadas tendo omo base o experimento om maaos disutido aqui. Uma vezque o modelo de Griniasty et al reproduz qualitativamente os fen�menos observados no experi-mento, a presença dessas soluções sugeriria um novo tipo de atividade persistente no órtex dosmaaos, araterizada por osilações periódias na atividade dos neur�nios. Nesse aso, seriaapropriado araterizar essas soluções em termos de oe�ientes de orrelação e ompará-losom aqueles já alulados para as soluções de ponto-�xo orrelaionadas. Como as interaçõesdesse modelo são simétrias, existe a possibilidade da presença de ilos de período dois apenasquando a dinâmia é paralela. A estabilidade dessas soluções em função dos parâmetros domodelo, omo o ruído gerado pelos padrões ou o ruído sináptio, e a omparação dos resultadosom aqueles obtidos para os modelos om a interação JAij , seriam importantes aspetos a seremanalisados.1.5 Proposta de trabalhoO objetivo deste trabalho é estudar o omportamento de redes neurais no regime desaturação de padrões, tendo omo foo a araterização das propriedades de memória assoi-ativa desses sistemas, tanto no que diz respeito à reuperação de um únio padrão quanto deuma sequênia de padrões. Nos onentramos na investigação dos três modelos disutidos naseção anterior: o modelo de Little-Hop�eld, que inlui apenas o termo Hebbiano na regra deaprendizado, e dois modelos de proessamento sequenial, uja regra de aprendizado é ompostapelo termo Hebbiano em ompetição om um termo sequenial, tanto simétrio quanto assimé-trio. Esses modelos de proessamento sequenial são denominados, ao longo deste trabalho,de modelo SA (sequenial assimétrio) e modelo SS (sequenial simétrio).Nossa intenção é investigar o omportamento marosópio desses sistemas em diferentes



Capítulo 1: Introdução 27regiões do espaço de parâmetros, por meio da onstrução de diagramas de fases dos estadosestaionários e/ou através de uma análise da dinâmia das variáveis marosópias, tendo aaraterização do desempenho desses sistemas omo um dos prinipais objetivos. Em ertosasos, as ferramentas disponíveis para a análise revelam-se insu�ientes, onduzindo a resultadosinonlusivos. Isso oorre, prinipalmente, devido ao omportamento extremamente omplexodesses sistemas no regime de α > 0. Portanto, pretendemos desenvolver, quando neessário,novas ténias, su�ientemente gerais e úteis, que possam ser apliadas, não apenas na soluçãode problemas pertenentes ao ampo de redes neurais, mas também na análise de outros sistemasdesordenados.O estudo do desempenho de modelos de memória assoiativa envolve diversos parâme-tros, responsáveis pela araterização, tanto estátia quanto dinâmia, das propriedades deertas soluções de interesse, representadas, neste trabalho, pela reuperação de um padrão oude uma sequênia de padrões. Entre esses parâmetros podemos destaar:
• A apaidade rítia de armazenamento.
• O tamanho das baias de atração das soluções estaionárias.
• O tempo de relaxação da rede para os estados estaionários.
• A estabilidade das soluções estaionárias om relação ao ruído sináptio.
• Os efeitos de diluição.Não pretendemos fazer uma análise ompletamente sistemátia, por meio de um estudo ompa-rativo dos diferentes itens aima para ada modelo de interesse, mas destaar os aspetos maisrelevantes relaionados ao desempenho de ada sistema, fazendo, quando possível, omparações.No que onerne à metodologia, utilizamos ténias de meânia estatístia de equilíbrioe de não-equilíbrio na análise dos modelos de interesse. Numa primeira parte, que ompreendeos apítulos 2 e 3, o omportamento de modelos de redes neurais ompletamente onetadas,sujeitas a uma atualização paralela dos sítios, é analisado de uma perspetiva dinâmia, on-siderando duas arquiteturas distintas: a arquitetura em amadas e a arquitetura reorrente.No estudo da primeira, utilizamos a análise de sinal-ruído; na segunda, o método da funionalgeratriz. O tratamento dinâmio, além de, em prinípio, possibilitar uma análise dos estadosestaionários da rede, inluindo nesse aso sistemas om interações assimétrias, tem a vanta-gem de permitir que propriedades omo as baias de atração e o tempo de relaxação para essesestados sejam estudados detalhadamente. Numa segunda parte, que ompreende o apítulo4, o omportamento de equilíbrio de uma rede diluída, sujeita a uma atualização assínronados sítios, é estudado utilizando o método das réplias. A arquitetura do modelo é onstituídade amadas de redes reorrentes, onetadas entre si por meio de sinapses unidireionais, na



Capítulo 1: Introdução 28presença de diluição �nita no interior de ada uma delas. Essa arquitetura representa um a-samento entre as duas arquiteturas estudadas, de modo separado, na primeira etapa, e permiteque onlusões sejam obtidas aera do omportamento de uma rede em amadas na presençade onexões laterais.A tese é organizada da seguinte maneira.Capítulo 2Neste apítulo, estudamos a dinâmia dos modelos SA e SS na rede em amadas,onsiderando tanto o regime de α = 0 quanto de α > 0. Os resultados são apresentados,prinipalmente, por meio de diagramas de fases dos estados estaionários da rede. Coe�ientesde orrelação são alulados em diferentes regiões do diagrama de fases e interpretados tendoem vista os resultados experimentais. Os resultados desse apítulo podem ser enontrados nasreferênias [79�81℄.Capítulo 3Este apítulo trata da dinâmia paralela de redes reorrentes ompletamente onetadasno regime de saturação de padrões. O omportamento do modelo de Little na presença deauto-interação é estudado, tendo omo foo os efeitos de ruído sobre a estabilidade dos estadosongelados. Investigamos também o omportamento dos modelos SA e SS no regime de α > 0,onsiderando essenialmente a estabilidade das soluções assoiadas à reuperação de umúnio padrão e de uma sequênia de padrões. Além disso, desenvolvemos um proedimento,baseado numa aproximação para a matriz de resposta do sistema, que possibilita uma análiseda dinâmia de redes reorrentes em intervalos de tempo mais longos. Essa aproximação éutilizada na obtenção de resultados tanto para o modelo de Little quanto para os modelos deproessamento sequenial. Os desenvolvimentos relaionados ao método aproximado assimomo os resultados para o modelo de Little estão publiados em [82℄.Capítulo 4Neste apítulo, analisamos os efeitos de diluição �nita no desempenho de um modeloomposto de amadas de redes reorrentes, onde todas as sinapses possuem a forma Hebbiana.A diluição é introduzida apenas nas onexões internas a ada amada e os resultados sãoapresentados na forma de diagramas de fases no regime de saturação de padrões. Disutimosresultados para o omportamento de uma adeia omposta de um número in�nito de redesreorrentes e de uma adeia omposta de apenas duas. O onteúdo deste apítulo está



Capítulo 1: Introdução 29publiado em [83℄.Capítulo 5Neste último apítulo, disutimos de forma resumida os resultados e fazemos algumasonsiderações aera dos problemas em aberto e de possíveis extensões do trabalho desenvolvidonesta tese.Ao �nal, estão inluídos ino apêndies que têm a intenção de eslareer alguns álulosrealizados ao longo dos apítulos 2, 3 e 4.



Capítulo 2Dinâmia na rede em amadasEste apítulo trata da dinâmia de uma rede em amadas om uma interação ompostade um termo Hebbiano em ompetição om um termo sequenial, tanto simétrio quanto assi-métrio. Disutimos as de�nições do modelo assim omo a obtenção das equações dinâmiaspara os parâmetros marosópios. Na última seção, os resultados são apresentados na forma dediagramas de fases, araterizando o regime estaionário da rede para diferentes valores de pa-râmetros. Além disso, ilustramos o omportamento dinâmio dos overlaps em ertas regiões deparâmetros e alulamos oe�ientes de orrelação no aso do modelo sequenial om interaçõessimétrias.2.1 De�nição do modeloO modelo é omposto de L amadas om N neur�nios binários em ada uma delas. Oestado oletivo da amada l é representado pelo vetor σl = (σl1, . . . , σ
l
N), onde ada σli podeassumir os valores 1 ou−1. Todos os elementos de uma determinada amada l+1 são atualizadossimultaneamente em função do estado σl da amada anterior por meio das eqs. (1.6) e (1.7),onde T = β−1 representa o grau de ruído sináptio ou temperatura. A ausênia de onexõeslaterais (entre sítios de uma mesma amada) somada ao aráter unidireional das interações,presentes apenas entre amadas onseutivas, faz om que a informação �ua numa únia direção.A on�guração iniial da primeira amada é �xada externamente.Um onjunto marosópio de p = αN padrões, representados pelos vetores ξµ l =

(ξµ l1 , . . . , ξ
µ l
N ) (µ = 1, . . . , p), é armazenado de maneira independente em ada amada da rede.A omponente i do padrão µ na amada l é designada pela variável ξµ li , a qual pode assumiros valores 1 ou −1 om igual probabilidade. As omponentes dos padrões são geradas indepen-dentemente umas das outras e todas possuem a mesma distribuição de probabilidades, de�nidaaima. O parâmetro responsável por medir o desempenho do sistema na tarefa de reuperação



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 31dos padrões é o overlap entre o estado da rede numa amada l e um padrão µ
Mµ

l =
1

N

N
∑

i=1

ξµ li σ
l
i . (2.1)Assumimos que o onjunto {ξµ l} (µ = 1, . . . , p) pode ser separado em s < ∞ padrões on-densados mais p − s padrões não-ondensados. Os padrões ondensados são aqueles passí-veis de serem reuperados, ou seja, geram overlaps marosópios, araterizados no limite

N → ∞ por Mµ
l = O(1) (µ = 1, . . . , s), para qualquer amada l. Os restantes p − s pa-drões não-ondensados originam overlaps mirosópios, araterizados no limite N → ∞ por

Mµ
l = O(1/

√
N) (µ = s + 1, . . . , p), para qualquer amada l. A presença de um númeroextensivo de overlaps mirosópios quando N → ∞ provoa o surgimento de um termo demagnitude �nita no ampo loal, que atua omo um ruído na dinâmia do sistema.A interação entre um sítio j numa amada l e um sítio i numa amada l+ 1 é dada por

J lij =
1

N

s
∑

µ, ρ=1

ξµ,l+1
i Aµρξ

ρ l
j +

1

N

p
∑

µ, ρ=s+1

ξµ,l+1
i Bµρξ

ρ l
j , (2.2)onde a matriz A é responsável pela forma de assoiação dos primeiros s padrões ondensadose B pela assoiação dos p − s padrões não-ondensados. A solução do modelo, utilizando aanálise de sinal-ruído omo desenvolvida na referênia [34℄, depende da separação do ampo loalnum termo de sinal, envolvendo somente os s padrões ondensados, mais um termo de ruído,inluindo os outros p−s padrões não-ondensados. A interação (2.2) garante essa separação, jáque exlui a presença de termos ruzados, que seriam responsáveis pela assoiação de padrõesondensados om não-ondensados. Os modelos de proessamento sequenial nos quais estamosinteressados são de�nidos pelas seguintes matrizes A e B:

• modelo SA:
Aµρ = νδµρ + (1 − ν) δµ,ρ+1 , µ, ρ = 1, . . . , s , (2.3)
Bµρ = bδµρ + (1 − b) δµ,ρ+1 , µ, ρ = s+ 1, . . . , p ; (2.4)

• modelo SS:
Aµρ = νδµρ + (1 − ν) (δµ,ρ+1 + δµ,ρ−1) , µ, ρ = 1, . . . , s , (2.5)
Bµρ = bδµρ + (1 − b) (δµ,ρ+1 + δµ,ρ−1) , µ, ρ = s + 1, . . . , p . (2.6)Em ambos os modelos, tanto na matriz A quanto na matriz B, o termo da esquerda é respon-sável pela parte Hebbiana e o termo da direita favoree transições entre os diferentes padrões



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 32armazenados, sendo, portanto, responsável pela parte sequenial (simétria ou assimétria) dasinterações. Além disso, os padrões estão ordenados de modo a formar dois ilos indepen-dentes: um para os padrões ondensados (ξs+1,l = ξ1 l , ∀ l) e outro para os não-ondensados(ξp+1,l = ξs+1,l , ∀ l).Os parâmetros 0 ≤ ν, b ≤ 1 medem a intensidade de ada tipo de interação. É provávelque ν seja responsável somente pela forma qualitativa dos estados estaionários, já que ontrolaa intensidade relativa entre as interações no termo de sinal do ampo loal. O parâmetro b,sendo responsável pela forma de assoiação dos padrões não-ondensados, entra no termo deruído do ampo loal, devendo exerer apenas in�uênia quantitativa em ertas propriedadesimportantes, omo na apaidade rítia de armazenamento. Dois asos extremos são repre-sentados por b = 1 e b = 0 que de�nem, respetivamente, um ruído puramente Hebbiano epuramente sequenial. Essa maneira de parametrizar as interações permite explorar diferentespossibilidades. É possível, por exemplo, ajustar os parâmetros de modo que a rede seja apazde reuperar um dos padrões ou uma sequênia de padrões e, então, analisar os efeitos de b nodesempenho da tarefa em questão. No aso do modelo SS, é importante ressaltar que, diferente-mente de trabalhos anteriores [59,74,77℄, essa parametrização possibilita que o omportamentoda rede na região onde a interação sequenial é dominante seja analisado num intervalo menorde valores de ν e b. Reuperamos a rede em amadas om interações puramente Hebbianasquando ν = b = 1 [33, 34℄.2.2 Equações dinâmias para os parâmetros marosópiosUma vez �xada uma on�guração iniial na primeira amada, a solução da dinâmiaonsiste no álulo da média térmia e on�guraional dos overlaps numa amada l > 1. Comoa informação é transferida apenas entre duas amadas onseutivas, esperamos que as soluçõesdos modelos possam ser expressas na forma de um sistema de relações de reorrênia para umerto onjunto de variáveis marosópias (ou médias), relaionando o estado do sistema numadeterminada amada l + 1 om o estado na amada l.O proedimento usado aqui na solução dos modelos SA e SS é uma extensão dos álulosrealizados na referênia [34℄. A média térmia, denotada por 〈. . . 〉, é alulada utilizando aeq. (1.7), e a média on�guraional, representada por (. . . ), é uma média sobre a distribuiçãode probabilidades dos padrões. Assumimos ao longo deste apítulo e no apêndie A que essanotação refere-se somente ao álulo das médias om relação às variáveis na amada l + 1, asquais devem ser mediadas expliitamente. Veremos que não é neessário alular expliitamenteas médias om relação às variáveis nas amadas anteriores. O efeito médio dessas amadas sobreo estado da amada l + 1 é levado em onta através da apliação da lei dos grandes números.A obtenção de uma equação dinâmia para os overlaps marosópios representa a pri-



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 33meira etapa da solução do modelo. Partindo da de�niçãomµ
l+1 = 〈Mµ

l+1〉 (µ = 1, . . . , s) e usandoa eq. (1.7), podemos alular diretamente a média térmia relativa à amada l + 1

mµ
l+1 =

1

N

N
∑

i=1

ξµ,l+1
i 〈σl+1

i 〉 =
1

N

N
∑

i=1

ξµ,l+1
i tanh (βhl+1

i ) . (2.7)É neessário ainda alular a média om respeito aos padrões na amada l + 1, tarefa que érealizada tendo em onta a forma do ampo loal no limite N → ∞.Substituindo a regra de aprendizado (2.2) na eq. (1.6) e usando a de�nição dos overlaps,podemos esrever
hl+1
i =

s
∑

µ,ρ=1

ξµ,l+1
i AµρM

ρ
l +

αN
∑

µ,ρ=s+1

ξµ,l+1
i BµρM

ρ
l . (2.8)O termo da esquerda (sinal) ontém apenas os overlaps marosópios e o da direita (ruído)apenas overlaps mirosópios. Como, por suposição, Mµ

l = O(1) para µ = 1, . . . , s, podemosutilizar, no limite N → ∞, a lei dos grandes números para os overlaps ondensados 1
ρ = 1, . . . , s : lim

N→∞

1

N

N
∑

i=1

ξρ li σ
l
i = 〈Mρ

l 〉 = mρ
l , (2.9)uma vez que as �utuações em torno de 〈Mρ

l 〉 são da O(1/
√
N). Portanto, a não ser pelapresença dos padrões ondensados na amada l + 1, o termo de sinal da eq. (2.8) envolveapenas quantidades médias. Por suposição, os overlaps mirosópios possuem média zero e,onsequentemente, não é possível apliar a lei dos grandes números no tratamento do termo deruído do ampo loal. Contudo, no que se refere às variáveis {ξµ,l+1
i }, a parte não-ondensadade (2.8) envolve, no limite termodinâmio, a soma de um número muito grande de variáveisestoástias independentes uja média é zero. Podemos então apliar o teorema do limite entrale notar que

zl+1
i = lim
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ξµ,l+1
i BµρM

ρ
l (2.10)é uma variável Gaussiana om respeito à distribuição dos padrões não-ondensados na amada

l + 1, de média zero e variânia
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2 , (2.11)1Somente neste aso e na eq. (2.13), os símbolos 〈. . . 〉 e (. . . ) referem-se às médias om relação às variáveisna amada l.
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Qµ
l =

p
∑

ρ=s+1

BµρM
ρ
l . (2.12)Na obtenção da eq. (2.11), utilizamos a relação ξµ,l+1

i ξν,l+1
i = δµν . Novamente, uma vez que aeq. (2.11) envolve a soma de αN → ∞ variáveis estoástias que satisfazem a relação 〈(Qµ

l )
2〉 =

O(1/N), podemos apliar a lei dos grandes números e esrever
∆2
l = αN〈(Qµ

l )
2〉 , (2.13)pois as �utuações em torno de αN〈(Qµ

l )
2〉 são da O(1/

√
N). Portanto, o ampo loal (2.8)pode, no limite termodinâmio, ser esrito da seguinte forma
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ρ
l + zl+1

i . (2.14)Essa quantidade representa o ampo efetivo no sítio i da amada l + 1 no limite N → ∞.A ontribuição oriunda dos padrões não-ondensados para a média on�guraional na amada
l+1 é levada em onta através da integração da variável Gaussiana zl+1

i , o que permite �nalizaro álulo do overlap médio nessa amada. Substituindo (2.14) em (2.7), obtemos a seguinterelação de reorrênia para os overlaps marosópios no limite N → ∞

ml+1 =

〈

ξ

∫

Dz tanhβ
(

ξ.Aml + ∆lz
)

〉

ξ
, (2.15)onde ml = (m1

l , . . . , m
s
l ), ξ = (ξ1, . . . , ξs) e Dz = e−z

2/2dz/
√

2π. O álulo da média sobre ospadrões ondensados, representada por 〈. . . 〉ξ, assim omo a dimensão do sistema de equaçõesde�nido por (2.15), dependem de s. Dado o valor de ml e ∆l na amada l, é possível entãoalularml+1 para os modelos SA e SS utilizando a eq. (2.15), om a forma explíita da matriz
A orrespondente a ada modelo.Resta ainda derivar uma relação de reorrênia para ∆l. Substituindo a forma explíitade B para ada um dos modelos na de�nição (2.12) e inserindo o resultado na eq. (2.13), avariável ∆l+1 para os modelos SA e SS pode ser esrita da seguinte forma

• modelo SA:
∆2
l+1 =

p
∑

µ=s+1

〈

[

bMµ
l+1 + (1 − b)Mµ−1

l+1

]2
〉

; (2.16)
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• modelo SS:

∆2
l+1 =

p
∑

µ=s+1

〈

[

bMµ
l+1 + (1 − b)(Mµ−1

l+1 +Mµ+1
l+1 )

]2
〉

. (2.17)Quando b = 1, as eqs. (2.16) e (2.17) dependem apenas das quantidades 〈 (Mµ
l+1)

2 〉 (µ =

s + 1, . . . , p), isto é, da média do quadrado dos overlaps mirosópios. Nesse aso, ∆l+1 é aúnia variável marosópia envolvida na evolução temporal da variânia de z e a derivação darelação de reorrênia para ∆l+1 é disutida detalhadamente na referênia [34℄.Quando b 6= 1, as eqs. (2.16) e (2.17) não dependem apenas da média do quadrado dosoverlaps mirosópios, mas também das orrelações 〈Mµ
l+1M

µ±1
l+1 〉 e 〈Mµ−1

l+1 M
µ+1
l+1 〉 (µ = s +

1, . . . , p), que envolvem, respetivamente, dois overlaps om padrões onseutivos na sequênia(µ e µ±1) e dois overlaps que distam de dois padrões (µ−1 e µ+1). O álulo da média dessasquantidades provoa, por sua vez, o surgimento de orrelações entre overlaps om padrões maisafastados na sequênia, sendo neessário, portanto, introduzir o seguinte onjunto de p − svariáveis marosópias na desrição da dinâmia:
(C l

n)
2 =

p
∑

µ=s+1

〈Qµ
l Q

µ+n
l 〉 , n = 0, . . . , p− s− 1 . (2.18)Em vista disso, no limite N → ∞, a evolução temporal da variânia do ruído z é araterizadapor um número in�nito de relações de reorrênia para as variáveis marosópias de�nidas em(2.18). No entanto, devido ao ordenamento ílio dos padrões não-ondensados, a adeia de

C l
n's satisfaz a propriedade C l

0 = C l
p−s = ∆l, para ∀ l, o que permite a obtenção de um onjuntofehado, autoonsistente, de equações dinâmias. Na prátia, a iteração numéria das relaçõesde reorrênia é feita para valores de p �nitos, porém bastante grandes, sendo o fehamentodo sistema de equações uma propriedade fundamental. Os álulos envolvidos na obtençãodas relações de reorrênia para os C l

n's e a forma explíita das equações dinâmias para essasvariáveis são apresentados no apêndie A. Nos modelos SA e SS, o sistema de relações dereorrênia é de�nido, respetivamente, pelas eqs. (A.8) e (A.9), onde aparee o parâmetro
ql = N−1

∑

i 〈σli〉2, o qual evolui no tempo de aordo om a seguinte equação
ql =

〈∫

Dz tanh2 β
(

ξ.Aml + ∆lz
)

〉

ξ
. (2.19)Para um ruído puramente Hebbiano, om b = 1, obtemos

∆2
l+1 = α + β2 (1 − ql)

2 ∆2
l , (2.20)em onordânia om os resultados presentes nas referênias [33, 34℄. Para 0 ≤ b < 1, é



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 36neessário iterar as p − s → ∞ equações dinâmias para os C l
n's. Na prátia, p deve ser �xonum valor �nito. Mantendo �xos os parâmetros do modelo e iterando o onjunto ompletode relações de reorrênia, veri�amos que, para valores de p su�ientemente grandes, os C l

n'sdeaem rapidamente a zero omo função de n para qualquer amada (l > 1), o que expressa ofato de que orrelações entre overlaps mirosópios orrespondentes a padrões muito afastadosna sequênia não in�ueniam a dinâmia da rede, tornando, na prátia, o sistema de relaçõesde reorrênia �nito e, por onseguinte, tratável numeriamente. Os valores apropriados de pdependem dos parâmetros do modelo. No entanto, variando exaustivamente os valores de p emombinação om os outros parâmetros, veri�amos que, em todas as ombinações de parâmetrostestadas, um p = O(103) garante que a maioria dos C l
n's seja nulo em qualquer amada l > 1.Todos os resultados apresentados na próxima seção foram obtidos assumindo p = 1000.Portanto, dada uma ondição iniial (on�guração da primeira amada) para os over-laps marosópios e para o onjunto {C l

n}, o sistema de relações de reorrênia, obtido quando
N → ∞, permite estudar exatamente a dinâmia dos modelos SA e SS no regime de saturaçãode padrões. Quando α = 0, todos os C l

n's são nulos e �amos apenas om uma únia equa-ção dinâmia para ml, formalmente idêntia à relação de reorrênia que desreve a evoluçãotemporal de ml dos modelos SA e SS numa rede reorrente om atualização paralela [9℄.2.3 ResultadosOs resultados são apresentados prinipalmente na forma de diagramas de fases, queilustram os estados estaionários da rede obtidos iterando as relações de reorrênia para tempossu�ientemente grandes. As diferentes fases do sistema são araterizadas pelos parâmetros
m = liml→∞ml e q = liml→∞ ql. Nesta seção, em todos os asos estudados, apresentamosresultados para o omportamento da rede quando a primeira amada é iniializada em umdos padrões ondensados, isto é, onsideramos mµ

1 = δµ 1 (µ = 1, . . . , s). Para as variáveis
{C l

n}, assumimos C1
n =

√
α ∀ n na primeira amada. Uma disussão do omportamento darede quando outras on�gurações iniiais são utilizadas pode ser enontrada nas referênias [79℄e [77℄, relativas ao modelo SA e SS, respetivamente.Primeiramente, onsideremos o aso de α = 0, a �m de ilustrar os diferentes tipos desoluções que apareem no espaço de parâmetros. Nas �gs. 2.1(a) e 2.1(b) são mostrados osdiagramas (ν, T ) para os modelos SA e SS, respetivamente. Na região P, o sistema evolui paraa solução paramagnétia om m = 0 e q = 0. Com a diminuição da temperatura, oorre umabifuração ontínua da solução paramagnétia, originando uma região de soluções de ponto-�xoonde todas as omponentes do overlap possuem exatamente os mesmos valores, denominadaregião S de soluções simétrias. Gradualmente, essas omponentes tornam-se ligeiramente dife-rentes entre si à medida que T derese no interior da região S. Dentro da região H, apareem
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(b)Modelo SS.Figura 2.1: Diagramas de fases dos modelos SA e SS para armazenamento de um número �nitode padrões (α = 0). Ambos os diagramas exibem uma fase paramagnétia (P), uma fase dereuperação de um únio padrão (H), uma fase simétria (S) e uma fase araterizada pelapresença de soluções ílias (C). Além disso, o diagrama do modelo SA exibe uma região desoluções não-estaionárias om omportamento quase-periódio (q-p), enquanto o diagrama domodelo SS possui uma fase de soluções de ponto-�xo orrelaionadas (D). As urvas heias epontilhadas indiam, respetivamente, transições desontínuas e ontínuas.estados de reuperação de um únio padrão, araterizados por um vetor overlap om a forma
m ≃ (1, 0, . . . , 0). Um aumento de T provoa um derésimo da omponente próxima de 1,aumentando o erro assoiado à reuperação do padrão µ = 1. Nas regiões S e H, o parâmetro
q é sempre diferente de zero, aproximando-se de 1 à medida que T → 0. Essas três regiões deponto-�xo apareem para ambos os modelos quando α = 0.A primeira diferença qualitativa entre os modelos SA e SS aparee para ν ≈ 0.5 e Trelativamente pequeno. Nessa faixa de parâmetros, transições desordenadas entre os diferentespadrões, provoadas pelo efeito de temperatura, oorrem om menor frequênia, e o efeito dastransições ordenadas, geradas por ada tipo de interação sequenial, em ombinação om oefeito estabilizador das sinapses Hebbianas, manifesta-se. No aso do modelo SS, o diagramade fases exibe uma região D, araterizada por soluções de ponto-�xo orrespondentes a estadosorrelaionados simultaneamente om diversos padrões. Quando s = 13 e T = 0, o vetor overlapno interior da região D é dado porm = (1/27)(0, 0, 1, 3, 13, 51, 77, 51, 13, 3, 1, 0, 0) , onde, nesseaso, a rede foi iniializada om overlap mµ

1 = δµ 7 (µ = 1, . . . , 13) . Utilizamos aqui umaondição iniial diferente daquela anuniada no iníio da seção simplesmente para apresentara solução orrelaionada de um modo mais laro. Obtemos um m qualitativamente idêntio
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l para s = 4, α = 0, ν = 0.30 e T = 0.35,no interior da região q-p de soluções não-estaionárias. Cada frequênia pode ser esrita omoombinação linear de quatro frequênias arbitrariamente esolhidas, o que é araterístio deum omportamento quase-periódio.quando iniializamos a rede em qualquer um dos padrões ondensados, isto é, as omponentesde m satisfazem a propriedade mλ+n = mλ−n, om n = 1, . . . , (s − 1)/2 para s ímpar e n =

1, . . . , (s−2)/2 para s par, onde λ, nesse aso, representa o padrão no qual a rede foi iniializada.Consequentemente, para s = 13 e T = 0, os possíveis valores numérios das omponentes sãoidêntios àqueles mostrados aima, independentemente do padrão λ (por exemplo, mλ = 77/27,
mλ+1 = mλ−1 = 51/27 ∀ λ , et). Para diferentes valores dos parâmetros no interior daregião D, somente o valor numério de ada omponente sofre ligeiras alterações, mantendoa forma qualitativa da solução. O deaimento simétrio do valor dos overlaps à medida queaumenta o distaniamento em relação ao overlap no qual a rede foi iniializada india que osistema reonhee apenas os padrões próximos, na sequênia, do padrão estimulado iniialmente.Portanto, o per�l global de atividade exibido pela rede no interior da fase D re�ete a ordemtemporal de assoiação dos padrões na sequênia. Essa solução, uja araterização em termosde oe�ientes de orrelação será apresentada no �nal desta seção, reproduz qualitativamenteos resultados experimentais obtidos por Miyashita [52℄.No aso do modelo SA, o sistema apresenta um omportamento não-estaionário no in-terior da região q-p, om as omponentes de m osilando de maneira irregular, sem apresentarperiodiidade. No entanto, para diversos valores de parâmetros (ν, T ) no interior dessa região,omparamos a evolução temporal das variáveis marosópias, obtida a partir de duas ondiçõesiniiais numeriamente muito próximas, e não observamos divergênia entre as duas trajetórias



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 39geradas. Ao ontrário, ondições iniiais muito próximas originam pratiamente a mesma tra-jetória no espaço de on�guração das variáveis marosópias. Esses resultados evideniam aausênia de soluções aótias no interior da região q-p.A natureza desses estados não-estaionários é melhor ilustrada pelo espetro de potên-ias, de�nido, para uma quantidade esalar dependente do tempo, omo o módulo ao quadradoda amplitude de Fourier por unidade de tempo [84℄. No nosso ontexto, estamos interessados noomportamento dinâmio dos overlaps marosópios, portanto, o espetro de potênias Sµ(ω)da omponente mµ
l é alulado através da seguinte equação

Sµ(ω) = lim
L→∞

1

L

∣

∣

∣

∣

L
∑

l=0

eiωlmµ
l

∣

∣

∣

∣

2

, µ = 1, . . . , s , (2.21)onde ω é a frequênia onjugada ao índie de amada l. A �g. 2.2 ilustra o espetro de potêniasassoiado à dinâmia da omponente m1
l , para um ponto típio no interior da região q-p. Ofato de existirem diversas frequênias prinipais, que podem ser esritas omo ombinaçõeslineares de quatro frequênias arbitrariamente esolhidas, revela o aráter quase-periódio dasolução [84℄.Voltando à �g. 2.1, resta ainda disutir as soluções ílias que apareem no interiorda região C para ambos os modelos. No modelo SA, uja dinâmia dos overlaps no regimeestaionário é ilustrada na �g. 2.3(a), uma omponente do overlap é aproximadamente 1 etodas as outras aproximadamente zero a ada passo de tempo. Essa forma qualitativa dasolução arateriza a reuperação de uma sequênia de padrões, onde a rede transita de umpadrão para o seguinte a ada passo tempo, até ompletar um ilo de período s (s = 13na �g. 2.3). Essas soluções são equivalentes àquelas obtidas originalmente por Sompolinsky eKanter [55℄, porém na ausênia de atraso temporal nas interações sequeniais assimétrias.Uma das prinipais novidades desta seção é a araterização do diagrama de fases domodelo SS para ν < 0.5, o qual também exibe uma região C de soluções ílias. A �g. 2.3(b)ilustra, no modelo SS, a dependênia temporal dos overlaps no regime estaionário para umponto típio no interior da região C, quando s = 13. Cada omponente osila entre dois valorespositivos, um grande e outro pequeno, de maneira que mt+2 = mt. A amplitude de osilaçãoderese à medida que onsideramos overlaps om padrões ada vez mais distantes do padrão noqual a rede foi iniializada (na �g. 2.3, utilizamos mµ

1 = δµ 1 omo ondição iniial). De modosimilar às soluções enontradas na região D, os overlaps mostrados na �g. 2.3(b) satisfazem
mλ+n
t = mλ−n

t ∀ t , om n = 1, . . . , (s − 1)/2 para s ímpar e n = 1, . . . , (s − 2)/2 para s par,onde λ representa o padrão estimulado iniialmente. Além da solução exibida na �g. 2.3(b),mais abundante no aso de s ímpar, existe ainda um outro tipo de solução ília de períododois qualitativamente diferente, enontrada no interior da região C, onde todas as omponentesde mt osilam entre os mesmos dois valores positivos, um grande e outro pequeno. Portanto,
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(b)Modelo SS.Figura 2.3: Componentes do vetor overlap em função do tempo disreto t (ou índie de amada)para os modelos SA e SS no interior da região C. Para ambos os grá�os, os valores dosparâmetros são: s = 13, α = 0, T = 0.3 e ν = 0.01. Os valores de µ relativos às omponentesde m estão indiados nas �guras, assoiando ada uma delas a um tipo de ponto. A linhapontilhada aompanha a dinâmia de m1
t ; as outras omponentes apresentam qualitativamenteo mesmo omportamento.nesse aso, todos os overlaps apresentam a mesma amplitude de osilação. Para s ímpar,esses ilos apareem somente para valores grandes de T ; para s par, eles surgem mesmo paravalores pequenos de T , sendo, nesse aso, mais abundantes no interior da fase C do que assoluções mostradas na �g. 2.3(b). Os ilos do modelo SS, em ontraste om o modelo SA,sempre apresentam período dois, independentemente do número de padrões ondensados oude qualquer outro parâmetro do modelo. Como os overlaps ílios mostrados na �g. 2.3(b)satisfazem as mesmas propriedades de simetria que os estados orrelaionados da fase D, seriainteressante alular os oe�ientes de orrelação para ambas as soluções e ompará-los.É neessário ainda disutir a estabilidade de ada tipo de solução presente na �g. 2.1om respeito à variação de s. Nessa �gura, as urvas que não estão maradas om o valor de spratiamente independem desse parâmetro; a dependênia om relação a s, quando signi�ativa,é laramente ilustrada nos diagramas de fases. Além disso, as urvas heias denotam transiçõesdesontínuas e as urvas pontilhadas transições ontínuas.No modelo SA, as transições que delimitam as regiões C e H são desontínuas e pratia-mente independem de s. A linha que separa as regiões S e P representa uma transição ontínua,uja equação, dada por T = 1, pode ser obtida analitiamente [60℄. Somente a urva que separaas regiões S e q-p depende signi�ativamente do número de padrões ondensados, de modo que



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 41um aumento de s provoa um aumento na região q-p em detrimento das soluções simétrias,omo ilustrado na �g. 2.1(a) para o aso de s par. Para valores ímpares e pequenos do parâ-metro s, as soluções simétrias são muito mais abundantes que os estados quase-periódios naporção entral do diagrama de fases. Entretanto, um aumento de s provoa, novamente, umadiminuição da região S em favor de um aumento da região q-p. Em vista disso, a tendêniageral é que as soluções simétrias desapareçam ompletamente dos diagramas de fases paravalores de s su�ientemente grandes, tanto no aso de s par quanto ímpar. Uma disussão maisdetalhada aera da estabilidade das soluções simétrias om respeito à variação de s, inluindoresultados analítios para s >> 1, é apresentada na referênia [60℄.Tratando-se da região do diagrama de fases do modelo SS em que ν > 0.5, mostradana �g. 2.1(b), a loalização das transições entre as diferentes fases de ponto-�xo pratiamenteindepende de s, sendo ontínua uniamente a transição entre as regiões S e P. Quando ν < 0.5,a loalização da urva que separa as regiões C e S depende de s da seguinte maneira: quando sé par, um aumento de s ausa uma diminuição da região C; quando s é ímpar, um aumento de
s provoa um ligeiro aumento na região C. Os resultados obtidos indiam que, para um númerode padrões ondensados su�ientemente grande, a loalização da transição entre as regiões Ce S pratiamente independe de s. O aso de s = 22, ilustrado na �g. 2.1(b), fornee uma boaaproximação para essa situação, uma vez que, para s > 22, as transições obtidas pratiamente sesobrepõem a esse aso, independentemente da paridade de s. A ontinuidade da transição entreas regiões S e C também depende da paridade de s, sendo ontínua ou desontínua quando s épar ou ímpar, respetivamente. Isso oorre devido à presença de dois tipos de soluções íliasqualitativamente diferentes entre si na região C, uma sendo mais abundante no aso par e outrano ímpar, omo disutido anteriormente.Ressaltamos que todos os resultados disutidos até aqui apliam-se igualmente paraa rede reorrente om dinâmia paralela, uma vez que, no regime de α = 0, a eq. (2.15) éformalmente idêntia à relação de reorrênia obtida na arquitetura reorrente. Para umadisussão da dinâmia da rede reorrente no regime de armazenamento de um número �nito depadrões, inluindo a derivação da equação dinâmia paramt, remetemos o leitor à referênia [9℄.Consideremos agora os efeitos do ruído gerado pelo armazenamento de um número in�-nito de padrões, assim omo do parâmetro b, responsável pela forma de assoiação dos padrõesnão-ondensados. Nas �gs. 2.4(a) e 2.4(b), são ilustrados, respetivamente, os diagramas (ν, α)para os modelos SA e SS na ausênia de temperatura (T = 0). Nesses primeiros resultados,onsideramos o aso mais simples em que b = 1 (ruído puramente Hebbiano). Com exeção daregião SG, araterizada porm = 0 e q = 1, ambos os modelos apresentam qualitativamente osmesmos tipos de soluções no regime l → ∞ que aquelas desritas anteriormente quando α = 0.Quanto às propriedades das transições entre as diferentes fases, omo o aráter ontínuo ou des-ontínuo e a dependênia om relação a s, a únia diferença om respeito ao regime de α = 0
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(b)Modelo SS.Figura 2.4: Diagramas de fases para os modelos SA e SS quando T = 0 e b = 1 (ruído puramenteHebbiano). Ambos os diagramas exibem as mesmas fases que aquelas apresentadas na �g. 2.1,om exeção da fase SG de soluções de vidro de spin. Novamente, as urvas heias e pontilhadasindiam, respetivamente, transições desontínuas e ontínuas.oorre no modelo SA, onde a transição entre as regiões S e SG agora é desontínua, e dependede s omo indiado na �g. 2.4(a). Todas as outras transições apresentam as mesmas proprieda-des que aquelas menionadas quando α = 0. Na �g. 2.4, maramos om o valor de s somenteas urvas uja loalização no diagrama de fases depende signi�ativamente desse parâmetro.Para ν = 1, a apaidade rítia de armazenamento de um únio padrão é aproximadamente
αc ≃ 0.269, em onordânia om resultados previamente obtidos [34℄.Ainda om relação ao modelo SA, destaamos que, para b = 1 e ondição iniial mµ

1 =

δµ 1 (µ = 1, . . . , s), o ruído gerado quando α > 0 suprime ompletamente as soluções quase-periódias do diagrama de fases. Veri�amos que os estados quase-periódios reapareem,loalizados abaixo da região S, em duas situações possíveis: quando mantemos a ondição iniial
mµ

1 = δµ 1 (µ = 1, . . . , s) e esolhemos um b < 1, ou quando mantemos b = 1 e esolhemos outraondição iniial, uja araterístia prinipal é a presença de diversos overlaps não-nulos. Parauma disussão mais detalhada desses dois asos, inluindo a apresentação de diagramas de fases,remetemos o leitor à referênia [79℄. Para ν = 0, a apaidade rítia de armazenamento parauma sequênia de padrões no modelo SA é dada por αc ≃ 0.269, identiamente ao aso de
ν = 1. No modelo SS, é importante destaar que as soluções ílias, presentes em C, apresen-tam novamente período dois, independentemente de s e dos outros parâmetros do modelo. Por



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 43outro lado, a loalização da transição entre as regiões C e S varia em função dos valores de s deuma forma semelhante àquela disutida no aso de α = 0. Em omparação om as soluções dereuperação presentes no regime em que ν ≈ 1, os ilos do modelo SS são bastante robustosom respeito aos efeitos do α quando ν ≈ 0. Para ν = 0.001 e s = 13, essas soluções íliasexibem uma apaidade rítia de armazenamento dada por αc ≃ 0.815. Esse resultado foi ob-tido onsiderando que a omponente m1
l de uma solução, para que seja lassi�ada omo ília,deve satisfazer, no regime estaionário, a ondição |m1

l+1−m1
l | ≥ 0.1. Para ν > 0.5, o diagramade fases da �g. 2.4(b) é qualitativamente similar ao da rede reorrente em equilíbrio [74℄, no queonerne à forma qualitativa das soluções de ponto-�xo e sua loalização no diagrama (ν, α).
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(b)Modelo SS.Figura 2.5: Capaidade rítia de armazenamento em função de b para os modelos SA e SSquando s = 13 e T = 0. Para o modelo SS, são apresentados resultados para o αc(b) no interiorda região H (ν = 1 e ν = 0.9) e da região C (ν = 0 e ν = 0.01). No modelo SA, os resultadosde ν = 1 e ν = 0.9 (região H) são, respetivamente, idêntios aos de ν = 0 e ν = 0.1 (região C).Consideremos agora os efeitos do parâmetro b no omportamento dos modelos SA e SS.Como b é responsável pela forma de assoiação entre os padrões não-ondensados, interferindouniamente na largura da distribuição do ruído Gaussiano, esperamos que os efeitos desseparâmetro manifestem-se somente na loalização das transições que delimitam a estabilidadedas diferentes soluções. De fato, realizamos álulos para diferentes valores de b, obtendo,em todos os asos analisados, diagramas de fases onstituídos por soluções qualitativamenteidêntias àquelas enontradas quando b = 1. No aso do modelo SA, diagramas (ν, α) paradiferentes valores de b são mostrados na referênia [79℄. No entanto, esse parâmetro é bastanterelevante no que se refere à araterização do desempenho da rede, omo podemos notar pelas



Capítulo 2: Dinâmia na rede em amadas 44�gs. 2.5(a) e 2.5(b), que ilustram, respetivamente, a apaidade rítia de armazenamento
αc(b) em função de b para os modelos SA e SS, onsiderando valores de ν �xos no interior dasregiões H e C. Os dois grá�os revelam a existênia de um valor ótimo de b que maximiza o αcdas fases H e C para ambos os modelos: esse valor é, aproximadamente, b ≃ 0.75 no modelo SSe b ≃ 0.50 no modelo SA.Por último, onsideremos a araterização das soluções ílias em termos de oe�i-entes de orrelação e a omparação dos resultados om aqueles obtidos para as soluções deponto-�xo da região D [59, 74℄. Cada oe�iente é de�nido omo a orrelação entre dois es-tados estaionários da rede (atratores) [74℄, ada um deles originado por uma ondição iniialorrespondente à iniialização da rede num únio padrão. De�nindo os estados estaionários
〈σλ〉 = (〈σλ1 〉, . . . , 〈σλN〉) e 〈σν〉 = (〈σν1 〉, . . . , 〈σνN〉), orrespondentes, respetivamente, às on-dições iniiais mµ

1 = δµλ e mµ
1 = δµ ν , om µ = 1, . . . , s, o oe�iente de orrelação Cλν ,apropriadamente normalizado, é dado pela seguinte expressão quando T > 0

Cλν =

∑N
i=1〈σλi 〉 〈σνi 〉
∑N

i=1〈σλi 〉 2
. (2.22)No regime de α = 0, a quantidade Cλν se automedia no limite N → ∞, assumindo a forma

Cλν =

〈

tanh(βξ.Amλ) tanh(βξ.Amν)
〉

ξ
〈

tanh2(βξ.Amλ)
〉

ξ

, (2.23)onde mλ é o overlap estaionário obtido a partir da iniialização da rede no padrão λ.Considerando s = 4 e um ponto típio no interior da região H, obtemos, por exemplo,
m ≃ (1, 0, 0, 0) ou m ≃ (0, 1, 0, 0), aso a rede seja iniializada nos padrões 1 ou 2, respeti-vamente. O mesmo oorre em qualquer outra região araterizada por estados estaionários,ou seja, a estrutura de m independe do padrão estimulado iniialmente. Essa propriedadedas soluções estaionárias faz om que Cλν dependa apenas da distânia d = |λ − ν| entre ospadrões estimulados iniialmente. Na �g. 2.6, ilustramos o omportamento de Cd em função de
d para pontos típios no interior das regiões C e D do modelo SS, quando s = 13 e α = 0. Noaso das soluções ílias de período dois, omo os overlaps estaionários osilam sempre entredois valores, um grande e outro pequeno, mostramos os resultados apenas para a orrelaçãoentre os estados orrespondentes aos valores grandes de ada overlap (resultados semelhantessão obtidos quando os estados orrespondentes aos valores próximos de zero são onsiderados).O grá�o marado por (T, ν) = (0.3, 0.01) ilustra o omportamento de Cd no interior daregião C para as soluções ílias exibidas na �g. 2.3(b). Nesse aso, Cd derese lentamente emfunção da distânia na sequênia até atingir um valor �nito. Para (T, ν) = (1.25, 0.001), aindana região C mas a uma temperatura mais alta, observamos que Cd independe de d. Essa urva
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Figura 2.6: Coe�iente de orrelação em função da distânia d entre os padrões estimuladosiniialmente para o modelo SS, quando s = 13 e α = 0, no interior das regiões D (urva inferior)e C (as duas urvas superiores). As linhas servem apenas omo uma referênia para os olhos.arateriza o omportamento do segundo tipo de soluções ílias, onde todas as omponentesdeml osilam entre os mesmos dois valores. Portanto, ao ontrário do oe�iente de orrelaçãono interior da região D, ilustrado na �g. 2.6 pelo ponto (T, ν) = (0.03, 0.625), Cd não deai a zerono interior da região ília, mas exibe um omportamento mais próximo daquele apresentadopelos estados estaionários da região S. Os grá�os de Cd obtidos quando (T, ν) = (1.25, 0.001)e (T, ν) = (0.3, 0.01) são semelhantes, respetivamente, aos resultados enontrados para o om-portamento de Cd no aso de soluções de ponto-�xo exatamente simétrias e aproximadamentesimétrias.



Capítulo 3Dinâmia na rede reorrenteNeste apítulo, estudamos a dinâmia paralela de redes reorrentes ompletamente o-netadas no regime de α > 0, empregando o método da funional geratriz. O omportamento detrês modelos distintos é analisado: o modelo de Little na presença de auto-interação, o modeloSA e o modelo SS. No modelo de Little, o objetivo prinipal é investigar a estabilidade dos esta-dos ongelados ao longo do espaço de parâmetros. Essas soluções foram observadas na ausêniade ruído (α = T = 0) e para valores su�ientemente grandes do módulo da auto-interação,por meio de uma solução aproximada para a dinâmia da rede. Nos modelos de proessamentosequenial, o objetivo prinipal é analisar a estabilidade das soluções ílias, disutidas no a-pítulo 2, quando α > 0. Em omparação om a rede em amadas, a rede reorrente possui umadinâmia muito mais omplexa, devido à abundânia de laços de realimentação, que introdu-zem efeitos de memória na evolução temporal, levando a um ampo loal om uma distribuiçãonão-Gaussiana no limite N → ∞.Utilizamos neste apítulo dois métodos numérios para a análise do sistema de equaçõesobtido através do formalismo da funional geratriz. Essas equações desrevem a evolução tem-poral da rede em termos da dinâmia efetiva de um únio sítio. O primeiro método baseia-senum algoritmo introduzido por Eissfeller e Opper [85℄, que permite resolver numeriamenteesse sistema de equações. O segundo método é baseado numa aproximação para a matriz deresposta do sistema, possibilitando que o álulo da média sobre as variáveis de estado sejafeito analitiamente. Esse proedimento leva à obtenção de um sistema de equações dinâmiasenvolvendo apenas variáveis marosópias, o que permite, embora de uma forma aproximada,uma análise numéria do omportamento do sistema em intervalos de tempo mais longos queos intervalos típios onde o método de Eissfeller e Opper gera resultados on�áveis.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 473.1 De�nição do modeloA rede é omposta de N sítios ompletamente onetados entre si, onde a atividade deum sítio i num instante t é representada pela variável de Ising σti = ±1 (i = 1, . . . , N). Numdeterminado instante t+1, todos os neur�nios são atualizados simultaneamente de aordo oma probabilidade de transição (1.3), tendo em vista os valores dos ampos loais {hti(σt)} noinstante anterior, omputados através da eq. (1.1). O parâmetro β = T−1 ontrola o nível deruído sináptio da dinâmia e θti representa um estímulo externo dependente do tempo.Um onjunto marosópio de p = αN padrões {ξµ} (µ = 1, . . . , p) é armazenado na redepor meio de uma regra de aprendizado. Cada omponente ξµi (i = 1, . . . , N) dos padrões podeassumir 1 ou −1 om probabilidade 1/2 para ada valor. As omponentes são estatistiamenteindependentes entre si e todas possuem essa mesma distribuição de probabilidades. A quanti-dade Jij representa a interação entre dois sítios i e j quaisquer e sua forma explíita dependedo modelo de interesse. Num primeiro momento, onsideremos apenas que Jij = Jij({ξµ})(∀ i e j), ou seja, que as interações do sistema dependem dos padrões e, por onseguinte, sãoquantidades aleatórias. A forma explíita das sinapses {Jij} será introduzida posteriormente,quando for neessário alular a média sobre a desordem.O overlap entre um padrão µ e o estado da rede num instante t é de�nido pela eq. (1.20).Como na rede em amadas, supomos que, para qualquer instante t, a rede possui overlapsmarosópios da O(1) om os primeiros s padrões (s <∞), denominados padrões ondensados,e overlaps mirosópios da O(1/
√
N) om os p − s → ∞ padrões restantes, denominadospadrões não-ondensados.No método da funional geratriz, as seguintes variáveis marosópias são relevantes nadesrição dinâmia de modelos de ampo médio

mµ
t =

1

N

∑

i

ξµi 〈σti〉 , µ = 1, . . . , s , (3.1)
Ctl =

1

N

∑

i

〈σtiσli〉 , (3.2)
Gtl =

1

N

∑

i

∂〈σti〉
∂θli

(l < t) , (3.3)onde 〈. . . 〉 denota a média sobre as possíveis trajetórias do sistema ao longo do espaço deon�gurações e (. . . ) representa a média sobre os padrões não-ondensados. Essas quantidadespodem ser esritas em termos de derivadas da funional Z(ψ), de�nida pela eq. (1.16), omrelação aos ampos auxiliares {ψti}, omo mostrado nas eqs. (1.17-1.19). Os elementos da matrizde resposta são nulos quando l ≥ t devido ao prinípio de ausalidade. O foo da próxima seçãoreside no álulo de Z(ψ) através da solução de uma integral por meio do método do ponto de



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 48sela.3.2 Integral de ponto de selaTendo em vista que a dinâmia do sistema é um proesso Markoviano, a probabilidade
Prob(σ0, . . . ,σt) de que o sistema exeute uma trajetória ao longo do espaço de on�guraçõespode ser esrita, utilizando a eq. (1.3), da seguinte maneira

Prob(σ0, . . . ,σt) = p(σ0)
t−1
∏

l=0

W(σl+1|σl)

= p(σ0)
t−1
∏

l=0

∏

i

1

2

{

1 + σl+1
i tanh

[

βhli(σ
l)
]

}

= p(σ0)
t−1
∏

l=0

∏

i

exp
{

β σl+1
i hli(σ

l) − ln 2 cosh
[

β hli(σ
l)
]

}

, (3.4)onde t <∞. A quantidade p(σ0) representa a distribuição de probabilidades para as possíveison�gurações mirosópias da rede no instante iniial. Podemos extrair a dependênia dosampos loais om relação às variáveis de estado mirosópias e transformá-los em variáveisde integração por meio da inserção da seguinte identidade
∫

dhlidĥ
l
i

2π
exp

[

i ĥli

(

hli −
∑

j

Jijσ
l
j − θli

)]

= 1 , (3.5)que permite reesrever a eq. (3.4) na forma
Prob(σ0, . . . ,σt) = p(σ0)

∫

{dhdĥ} exp

(

− i
∑

l<t

∑

ij

ĥliJijσ
l
j

)

×
∏

l<t

∏

i

exp
[

i ĥli
(

hli − θli
)

+ β σl+1
i hli − ln 2 cosh

(

β hli
)

]

, (3.6)om {dhdĥ} de�nido por
{dhdĥ} =

t−1
∏

l=0

∏

i

dhlidĥ
l
i

2π
. (3.7)



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 49Substituindo a eq. (3.6) na de�nição (1.16) da funional geratriz, obtemos
Z(ψ) =

∑

σ0,...,σt

p(σ0)

∫

{dhdĥ} exp

[

NF [{h, σ}] − i
∑

i

ψtiσ
t
i

]

×
∏

l<t

∏

i

exp
[

i ĥli
(

hli − θli
)

+ β σl+1
i hli − ln 2 cosh

(

β hli
)

− iψliσ
l
i

]

, (3.8)onde a função F [{h, σ}], dependente da forma espeí�a das interações, é dada por
F [{h, σ}] =

1

N
ln

[

exp

(

−i
∑

l<t

∑

ij

ĥliJijσ
l
j

)

]

. (3.9)A esolha das interações {Jij} e os álulos envolvidos na obtenção de F [{h, σ}] são disutidosna seção 3.4. Como desejamos alular Z(ψ) por meio de uma integral de ponto de sela, éneessário onheer a forma de F [{h, σ}] somente até O(N0), pois apenas os termos da O(N)no argumento da exponenial presente na eq. (3.8) ontribuem para o valor da integral nolimite termodinâmio. Portanto, vamos fazer uma suposição para a forma de F [{h, σ}], ujavalidade será veri�ada na seção 3.4 através do álulo explíito dessa função para os modelosde interesse. Vamos assumir que F [{h, σ}], em O(N0), é dada por
F [{h, σ}] = Φ

[

{

aµl (σ
l), kµl (ĥ

l
), qln(σ

l,σn), Qln(ĥ
l
, ĥ

n
), Kln(ĥ

l
,σn)

}

]

, (3.10)onde a forma funional de Φ[. . . ] depende da esolha das interações {Jij}. Os parâmetrosmarosópios presentes no argumento de Φ[. . . ] são de�nidos, independentemente dos modelosonsiderados neste trabalho, pelas equações
aµl (σ

l) =
1

N

∑

i

ξµi σ
l
i , (µ ≤ s) (3.11)

kµl (ĥ
l
) =

1

N

∑

i

ξµi ĥ
l
i , (µ ≤ s) (3.12)

qln(σ
l,σn) =

1

N

∑

i

σliσ
n
i , (3.13)

Qln(ĥ
l
, ĥ

n
) =

1

N

∑

i

ĥliĥ
n
i , (3.14)

Knl(ĥ
n
,σl) =

1

N

∑

i

ĥni σ
l
i . (3.15)



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 50Então, a inserção das seguintes identidades
(

N

2π

)ts
∏

l<t

∏

µ≤s

∫

daµl dâ
µ
l exp

[

i Nâµl

(

aµl −
1

N

∑

i

ξµi σ
l
i

)]

= 1 ,

(

N

2π

)ts
∏

l<t

∏

µ≤s

∫

dkµl dk̂
µ
l exp

[

i Nk̂µl

(

kµl −
1

N

∑

i

ξµi ĥ
l
i

)]

= 1 ,

(

N

2π

)t2
∏

l,n<t

∫

dqlndq̂ln exp

[

i Nq̂ln

(

qln −
1

N

∑

i

σliσ
n
i

)]

= 1 ,

(

N

2π

)t2
∏

l,n<t

∫

dQlndQ̂ln exp

[

i NQ̂ln

(

Qln −
1

N

∑
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ĥliĥ
n
i

)]

= 1 ,

(

N

2π

)t2
∏

l,n<t

∫

dKnldK̂nl exp

[

i NK̂nl

(

Knl −
1

N

∑

i

ĥni σ
l
i

)]

= 1 ,na eq. (3.8), permite extrair as variáveis mirosópias {σli, ĥli} do argumento de Φ[. . . ] e rees-rever a funional geratriz da seguinte maneira
Z(ψ) =

∫

{dadâdkdk̂dqdq̂dQdQ̂dKdK̂}

× exp
[

NΨ[{a, â, k, k̂, q, q̂, Q, Q̂,K, K̂}] +NΦ[{a, k, q, Q,K}]
]

×
∑

σ0,...,σt

p(σ0)

∫

{dhdĥ} exp
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−i
∑
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∑
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i

]
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[
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∏
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)

+ β σl+1
i hli − ln 2 cosh

(

β hli
)

− iψliσ
l
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]

, (3.16)onde
{dadâdkdk̂dqdq̂dQdQ̂dKdK̂} =

∏

l<t

∏

µ≤s
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daµl dâ
µ
l dk

µ
l dk̂

µ
l

]

∏

l,n<t

[

dqlndq̂lndQlndQ̂lndKlndK̂ln

]

.(3.17)A função Ψ[. . . ], presente na eq. (3.16), é dada por
Ψ[{a, â, k, k̂, q, q̂, Q, Q̂,K, K̂}] = i
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µ≤s

∑
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[

âµl a
µ
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]

.(3.18)



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 51Os fatores proporionais a N/2π, originados pela introdução das identidades envolvendo osparâmetros marosópios, foram omitidos da eq. (3.16), pois geram termos da O(lnN) no ar-gumento da exponenial, não ontribuindo para o valor da integral no limite N → ∞. Supondoque a distribuição de probabilidades para as on�gurações iniiais satisfaz p(σ0) =
∏

i p(σ
0
i ),podemos reesrever a eq. (3.16) na sua forma �nal

Z(ψ) =

∫

{dadâdkdk̂dqdq̂dQdQ̂dKdK̂}

× exp
[

NΨ[{a, â, k, k̂, q, q̂, Q, Q̂,K, K̂}] +NΦ[{a, k, q, Q,K}] +N Ξ[{â, k̂, q̂, Q̂, K̂}]
]

,(3.19)onde a função Ξ[{â, k̂, q̂, Q̂, K̂}] é de�nida por
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, (3.20)om dhidĥi =
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l<t

[

(2π)−1 dhlidĥ
l
i

]. O aráter vetorial das variáveis de estado e dos ampos pre-sentes na eq. (3.20) assinala a dependênia om relação ao tempo. A quantidade Mi[σi,hi, ĥi],de�nida pela equação
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− iψliσ
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}

,(3.21)representa, quando ψli = 0 e θli = 0 (∀ i e l), o peso efetivo assoiado à dinâmia de um úniosítio. Uma vez que, na próxima seção, os ampos ψli e θli serão utilizados, é neessário mantera dependênia de Mi[σi,hi, ĥi] om respeito ao índie de sítio.Como t é �nito, o expoente do integrando presente na eq. (3.19) é da O(N), o quepossibilita a apliação do método do ponto de sela na solução da integral. Portanto, no limite
N → ∞, a função Z(ψ) é dada por

Z(ψ) = e
N
{

Ψ[... ]+Φ[... ]+Ξ[... ]
}∣

∣

extr , (3.22)



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 52onde (. . . )|extr india que os parâmetros marosópios satisfazem as equações de ponto de sela
∂Ψ

∂aµl
+
∂Φ

∂aµl
= 0 −→ âµl = i

∂Φ

∂aµl
, (3.23)

∂Ψ

∂kµl
+
∂Φ

∂kµl
= 0 −→ k̂µl = i

∂Φ

∂kµl
, (3.24)

∂Ψ

∂qln
+

∂Φ

∂qln
= 0 −→ q̂ln = i

∂Φ

∂qln
, (3.25)

∂Ψ

∂Qln
+

∂Φ

∂Qln
= 0 −→ Q̂ln = i

∂Φ

∂Qln
, (3.26)

∂Ψ

∂Kln
+

∂Φ

∂Kln
= 0 −→ K̂ln = i

∂Φ

∂Kln
, (3.27)

∂Ψ

∂âµl
+
∂Ξ

∂âµl
= 0 −→ aµl = i

∂Ξ

∂âµl
, (3.28)

∂Ψ

∂k̂µl
+
∂Ξ

∂k̂µl
= 0 −→ kµl = i

∂Ξ

∂k̂µl
, (3.29)

∂Ψ

∂q̂ln
+

∂Ξ

∂q̂ln
= 0 −→ qln = i

∂Ξ

∂q̂ln
, (3.30)

∂Ψ

∂Q̂ln

+
∂Ξ

∂Q̂ln

= 0 −→ Qln = i
∂Ξ

∂Q̂ln

, (3.31)
∂Ψ

∂K̂ln

+
∂Ξ

∂K̂ln

= 0 −→ Kln = i
∂Ξ

∂K̂ln

. (3.32)3.3 Interpretação físia das variáveis marosópias e asequações para os parâmetros {a, k, q, Q,K}Iniialmente, é onveniente de�nir a seguinte média efetiva de uma função assoiada àdinâmia de um únio sítio
〈fi[σi,hi, ĥi]〉∗ =

∫

dhidĥi
∑

σi
p(σ0

i ) fi[σi,hi, ĥi]Mi[σi,hi, ĥi]
∣

∣

extr
∫

dhidĥi
∑

σi
p(σ0

i )Mi[σi,hi, ĥi]
∣

∣

extr

. (3.33)Num primeiro momento, desejamos obter uma interpretação das eqs. (3.1-3.3) em termos de(3.33). Para esse propósito, é neessário derivar a funional geratriz (3.22) om respeito aosampos {ψti} e {θti}, presentes apenas na função Ξ[. . . ]. Tendo em vista esse aspeto, as seguintes



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 53relações podem ser obtidas a partir da utilização das eqs. (3.20), (3.21) e (3.33)
∂Ξ

∂ψlj

∣

∣

∣

∣

extr

= − i

N
〈σlj〉∗ , (3.34)

∂Ξ

∂θlj

∣

∣

∣

∣

extr

= − i

N
〈ĥlj〉∗ , (3.35)

∂2Ξ

∂ψnj ψ
l
j

∣

∣

∣

∣

extr

= − 1

N
〈σnj σlj〉∗ −N

∂Ξ

∂ψlj

∂Ξ

∂ψnj

∣

∣

∣

∣

extr

, (3.36)
∂2Ξ

∂θnj θ
l
j

∣

∣

∣

∣

extr

= − 1

N
〈ĥnj ĥlj〉∗ −N

∂Ξ

∂θlj

∂Ξ

∂θnj

∣

∣

∣

∣

extr

, (3.37)
∂2Ξ

∂θnj ψ
l
j

∣

∣

∣

∣

extr

= − 1

N
〈ĥnj σlj〉∗ −N

∂Ξ

∂θnj

∂Ξ

∂ψlj

∣

∣

∣

∣

extr

. (3.38)Partindo então das de�nições (3.1-3.3), expressando-as em termos das derivadas da funionalgeratriz om relação aos ampos, omo nas eqs. (1.17-1.19), e utilizando o resultado (3.22) emombinação om as eqs. (3.34-3.38), obtemos a interpretação dos overlaps marosópios, doselementos da matriz de orrelação e da matriz de resposta em termos da média efetiva 〈. . . 〉∗

mµ
t =

i

N
lim
ψ→0

∑

i

ξµi
∂Z(ψ)

∂ψti
=

i

N
lim
ψ→0

∑

i

[

ξµi Z(ψ)N
∂Ξ

∂ψti

]∣

∣

∣

∣

extr

=
1

N

∑

i

ξµi lim
ψ→0

〈σti〉∗ , (3.39)
Ctl = − 1

N

∑

i

lim
ψ→0

∂2Z(ψ)

∂ψti∂ψ
l
i

= − lim
ψ→0

Z(ψ)
∑

i

[

N
∂Ξ

∂ψli

∂Ξ

∂ψti
+

∂2Ξ

∂ψti∂ψ
l
i

]∣

∣

∣

∣

extr

=
1

N

∑

i

lim
ψ→0

〈σtiσli〉∗ , (3.40)
Gtl =

i

N
lim
ψ→0

∑

i

∂Z(ψ)

∂θli∂ψ
t
i

= i lim
ψ→0

Z(ψ)
∑

i

[

N
∂Ξ

∂θli

∂Ξ

∂ψti
+

∂2Ξ

∂θli∂ψ
t
i

]∣

∣

∣

∣

extr

= − i

N

∑

i

lim
ψ→0

〈σti ĥli〉∗ . (3.41)A propriedade de normalização Z(0) = 1, usada na obtenção das eqs. (3.39-3.41), possibilitaainda, através da ombinação das eqs. (3.35) e (3.37) om as identidades
lim
ψ→0

∂Z(ψ)

∂θlj

∣

∣

∣

∣

extr

= lim
ψ→0

∂2Z(ψ)

∂θlj∂θ
n
j

∣

∣

∣

∣

extr

= 0 ,



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 54que as seguintes relações sejam obtidas
lim
ψ→0

〈ĥli〉∗ = 0 , (3.42)
lim
ψ→0

〈ĥliĥni 〉∗ = 0 . (3.43)Neste ponto, o uso da identidade (3.42) na seguinte equação
lim
ψ→0

∂〈σli〉∗
∂θni

= −i lim
ψ→0

〈σliĥni 〉∗ + i lim
ψ→0

〈σli〉∗〈ĥni 〉∗ ,derivada simplesmente da de�nição da média efetiva, permite reesrever os elementos da matrizde resposta, eq. (3.41), da seguinte maneira
Gtl =

1

N

∑

i

lim
ψ→0

∂〈σti〉∗
∂θli

, (3.44)uja utilidade irá tornar-se evidente num momento posterior. A partir de agora, assumimos
ψli = 0 (∀ i e l) ao longo dos álulos, uma vez que esses ampos já foram utilizados para seusdevidos �ns.O objetivo agora é obter, a partir das equações de ponto de sela (3.23-3.32), a interpre-tação dos parâmetros marosópios envolvidos no problema em termos das quantidades físias
{mµ

l , Cln, Gln}. Derivando a eq. (3.20) em relação aos parâmetros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂} e utilizandoos resultados obtidos para a interpretação de {mµ
l , Cln, Gln} em termos da média efetiva 〈. . . 〉∗,podemos reesrever as eqs. (3.28-3.32) da seguinte maneira

aµl =
1

N

∑

i

ξµi 〈σli〉∗
∣

∣

ψ=0
= mµ

l , (3.45)
kµl = − 1

N

∑

i

ξµi 〈ĥli〉∗
∣

∣

ψ=0
= 0 , (3.46)

qln =
1

N

∑

i

〈σliσni 〉∗
∣

∣

ψ=0
= Cln , (3.47)

Qln =
1

N

∑

i

〈ĥliĥni 〉∗
∣

∣

ψ=0
= 0 , (3.48)

Kln =
1

N

∑

i

〈ĥliσni 〉∗
∣

∣

ψ=0
= iGnl . (3.49)A forma explíita das eqs. (3.23-3.27) depende da função Φ[. . . ] e, por onseguinte, do áluloda média sobre a desordem das interações.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 553.4 A média sobre a desordem e as equações para os parâ-metros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂}Num primeiro momento, o objetivo desta seção é mostrar, por meio do álulo de Φ[. . . ],que a suposição (3.10) aera da forma de F [{h, σ}] é orreta para o modelo de Little e paraos modelos de proessamento sequenial em que estamos interessados. Essa suposição tambémé válida quando as interações são diluídas, omo mostrado nas referênias [8, 9℄. O álulo dafunção Φ[. . . ] permite determinar os parâmetros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂} através das eqs. (3.23-3.27).3.4.1 O modelo de Little om auto-interaçãoA e�áia sináptia entre dois sítios i e j quaisquer possui a seguinte forma Hebbianano modelo de Little om auto-interação
Jij =







1
N

∑p
µ=1 ξ

µ
i ξ

µ
j se i 6= j,

J0 se i = j,
(3.50)onde −∞ ≤ J0 ≤ ∞ é o parâmetro, idêntio em todos os sítios da rede, responsável pelaintensidade da auto-interação. Substituindo a eq. (3.50) na eq. (3.9) e separando os termos queenvolvem os padrões ondensados dos não-ondensados, a função F [{h, σ}] pode ser esrita daseguinte maneira

F [{h, σ}] = i(α− J0)
∑

l<t

1

N

∑

i

ĥliσ
l
i − i

∑

l<t

∑

µ≤s

(

1

N

∑

i

ξµi σ
l
i

)(

1

N

∑

i

ξµi ĥ
l
i

)

+
1

N
lnD[{h, σ}] , (3.51)om

D[{h, σ}] = exp

[

− i
∑

l<t

∑

µ>s

(

1√
N

∑

i

ξµi σ
l
i

)(

1√
N

∑

i

ξµi ĥ
l
i

)]

.A quantidade D[{h, σ}], após a inserção das identidades
∫

∏

l<t

∏

µ>s

[

dxµl dx̂
µ
l

2π

]

exp

[

i
∑

l<t

∑

µ>s

x̂µl

(

xµl − 1√
N

∑

i

σliξ
µ
i

)]

= 1 , (3.52)
∫

∏

l<t

∏

µ>s

[

dyµl dŷ
µ
l

2π

]

exp

[

i
∑

l<t

∑

µ>s

ŷµl

(

yµl − 1√
N

∑

i

ĥliξ
µ
i

)]

= 1 , (3.53)
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D[{h, σ}] =

∫

∏

l<t

∏

µ>s

[

dxµl dx̂
µ
l dy

µ
l dŷ

µ
l

(2π)2

]

exp

[

i
∑

l<t

∑

µ>s

(

x̂µl x
µ
l + ŷµl y

µ
l − xµl y

µ
l

)

]

×
∏

µ>s

∏

i

exp

[ −i√
N
ξµi
∑

l<t

(

x̂µl σ
l
i + ŷµl ĥ

l
i

)

]

. (3.54)Podemos agora alular a média sobre as variáveis {ξµi } (µ = s+1, . . . , p) e expandir o argumentoda exponenial resultante até O(N−1), omo segue
exp

[ −i√
N
ξµi
∑

l<t

(

x̂µl σ
l
i + ŷµl ĥ

l
i

)

]

= exp

{

ln cosh

[

i√
N

∑

l<t

(

x̂µl σ
l
i + ŷµl ĥ

l
i

)

]}

= exp

{

ln

[

1 − 1

2N

∑

l,n<t

(

x̂µl σ
l
i + ŷµl ĥ

l
i

)(

x̂µnσ
n
i + ŷµnĥ

n
i

)

]}

= exp

[

− 1

2N

∑

l,n<t

(

x̂µl σ
l
i + ŷµl ĥ

l
i

)(

x̂µnσ
n
i + ŷµnĥ

n
i

)

]

.Substituindo o resultado aima na eq. (3.54) e integrando nas variáveis {xµl , yµl }, obtemos
D[{h, σ}] =

∫

∏

l<t

∏

µ>s

[

dx̂µl dŷ
µ
l

2π

]

exp

[

i
∑

l<t

∑

µ>s

x̂µl ŷ
µ
l − 1

2

∑

µ>s

∑

l,n<t

x̂µl

(

1

N

∑

i

σliσ
n
i

)

x̂µn

]

× exp

{

− 1

2

∑

µ>s

∑

l,n<t

[

2x̂µl

(

1

N

∑

i

σliĥ
n
i

)

ŷµn + ŷµl

(

1

N

∑

i

ĥliĥ
n
i

)

ŷµn

]}

. (3.55)Como o expoente da equação aima é da O(N), a substituição de (3.55) na eq. (3.51) gera aontribuição de O(N0) para a função F [{h, σ}], a partir da qual onluímos, tendo em vista asde�nições (3.11-3.15), que a suposição (3.10) é válida para o modelo de Little, om a função
Φ[. . . ] sendo dada por

Φ[{a, k, q, Q,K}] = i(α− J0)
∑

l<t

Kll − i
∑

l<t

∑

µ≤s

aµl k
µ
l +

1

N
lnD[{q, Q,K}] , (3.56)onde

D[{q, Q,K}] =
∏

µ>s

[

∫

∏

l<t

[

dx̂ldŷl
2π

]

exp

(

− 1

2

∑

l,n<t

x̂lqlnx̂n + i
∑

l<t

x̂lŷl

)

× exp

(

−
∑

l,n<t

x̂lKnlŷn − 1

2

∑

l,n<t

ŷlQlnŷn

)

]

.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 57Podemos ainda integrar nas variáveis {x̂l, ŷl} da seguinte forma
D[{q, Q,K}] =

[

1

(2π)t

∫

dx̂dŷ exp
(

− 1

2
x̂.qx̂+ ix̂.ŷ − x̂.KT ŷ − 1

2
ŷ.Qŷ

)

]p

=

{

∫

dŷ

(2π)
t
2

exp
(

− 1

2
ŷ.Qŷ

)

∫

dx̂

(2π)
t
2

exp

[

− 1

2
x̂.qx̂+ ix̂.

(

I + iKT
)

ŷ

]

}p

=

{

∫

dŷ

(2π)
t
2

exp
(

− 1

2
ŷ.Qŷ

)

(det q)−
1

2 exp

[

− 1

2
ŷ.
(

I + iK
)

q−1
(

I + iKT
)

ŷ

]

}p

=

{

(

det q
)− 1

2

∫

dŷ

(2π)
t
2

exp

{

− 1

2
ŷ.
[

Q+
(

I + iK
)

q−1
(

I + iKT
)

]

ŷ

}

}p

=
(

det q
)−

p

2

{

det
[

Q+
(

I + iK
)

q−1
(

I + iKT
)]

}−
p

2

, (3.57)onde Iln = δln e KT
ln = Knl. A substituição do resultado aima na eq. (3.56) gera a forma �nalde Φ[. . . ]

Φ[{a, k, q, Q,K}] = i(α− J0)
∑

l<t

Kll − i
∑

l<t

∑

µ≤s

aµl k
µ
l

− α

2
ln det q − α

2
ln det

[

Q+
(

I + iK
)

q−1
(

I + iKT
)]

. (3.58)Por meio do resultado (3.58), das equações de ponto de sela (3.23-3.27) e daseqs. (3.45-3.49), é possível alular os parâmetros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂}, uniamente, em termos de
{mµ

l , Cln, Gln}, omo mostrado em detalhe no apêndie B. Nos limitamos aqui apenas a apre-sentar os resultados �nais
âµl = 0 , (3.59)
k̂µl = mµ

l , (3.60)
q̂ln = 0 , (3.61)
Q̂ln = −1

2
iαSln , (3.62)

K̂ln = J0δln + αRln , (3.63)om as matrizes S e R de�nidas por
S =

(

I −G
)−1
C
(

I −GT
)−1

, (3.64)
R = G(I −G)−1 . (3.65)



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 583.4.2 Os modelos de proessamento sequenialNesta subseção, alulamos a média sobre os padrões não-ondensados de um modeloonde a interação entre dois sítios i e j quaisquer é dada por
Jij =

1

N

s
∑

µ, ρ=1

ξµi Aµρξ
ρ
j +

1

N

p
∑

µ, ρ=s+1

ξµi Bµρξ
ρ
j , (3.66)A matriz A, onstituída pelos elementos {Aµν} (µ, ν = 1, . . . , s), é responsável pela forma deassoiação entre os s primeiros padrões ondensados e, portanto, pela forma do sinal no ampoloal. A matriz B, om elementos {Bµν} (µ, ν = s+1, . . . , p), espei�a a forma do ruído, umavez que o modo de assoiação entre os p− s padrões não-ondensados é determinado pela suaestrutura. A ausênia de assoiações ruzadas entre padrões ondensados e não-ondensadossimpli�a onsideravelmente o álulo da média on�guraional, pois permite a separação dos

p padrões em dois onjuntos desonetados entre si. Embora estejamos interessados no estudodos modelos SA e SS, om as matrizes A e B de�nidas de maneira idêntia ao apítulo 2, osálulos apresentados aqui independem de suas formas explíitas. Além disso, não introduzimosnenhum parâmetro de ontrole responsável pela auto-interação em ada sítio da rede. Por outrolado, também não assumimos Jii = 0 ∀ i. Como a eq. (3.66) aplia-se inlusive para i = j,ada sítio da rede apresenta uma auto-interação, dependente das variáveis estoástias {ξµi } eda estrutura das matrizes A e B. Tanto a eliminação da auto-interação quanto a introduçãode um parâmetro arbitrário que a desreva levam a di�uldades ténias no álulo da médiasobre a desordem. Para Aµν = Bµν = δµν , a interação é puramente Hebbiana e reuperamos omodelo de Little disutido na subseção anterior, om J0 = α.Substituindo a eq. (3.66) na de�nição (3.9) e separando os termos que inluem os padrõesondensados daqueles que inluem os não-ondensados, a função F [{h, σ}] assume a forma
F [{h, σ}] = −i

∑

l<t

∑

µ,ν≤s

(

1

N

∑

i

ĥliξ
µ
i

)

Aµν

(

1

N

∑

j

ξνj σ
l
j

)

+
1

N
lnD[{h, σ}] , (3.67)onde

D[{h, σ}] = exp

[

− i
∑

l<t

∑

µ,ν>s

(

1√
N

∑

i

ĥliξ
µ
i

)

Bµν

(

1√
N

∑

j

ξνj σ
l
j

)]

. (3.68)O álulo da média sobre os padrões não-ondensados é feito de maneira ompletamente análogaà subseção anterior. A inserção das identidades (3.52) e (3.53) na eq. (3.68) permite reesrevê-lanuma forma onveniente, om as variáveis {ξµi } (µ = s + 1, . . . , p) apareendo linearmente noargumento de uma função exponenial. Desse modo, a média om relação ao onjunto {ξµi }(µ > s) pode ser alulada e o resultado, expandido até O(N) no argumento da exponenial,



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 59origina, após o álulo da integral nas variáveis {xµl , yµl }, a seguinte expressão para D[{h, σ}]

D[{h, σ}] =

∫

∏

l<t

∏

µ>s

[

dx̂µl dŷ
µ
l

2π

]

exp

[

i
∑

l<t

∑

µ,ν>s

x̂µl B
−1
µν ŷ

ν
l − 1

2

∑

µ>s

∑

l,n<t

x̂µl

(

1

N

∑

i

σliσ
n
i

)

x̂µn

]

× exp

{

− 1

2

∑

µ>s

∑

l,n<t

[

2x̂µl

(

1

N

∑

i

σliĥ
n
i

)

ŷµn + ŷµl

(

1

N

∑

i

ĥliĥ
n
i

)

ŷµn

]}

.Esse resultado, quando substituído na eq. (3.67), gera a ontribuição de O(N0) para a função
F [{h, σ}], dependente apenas das quantidades marosópias (3.11-3.15), omo assumido naeq. (3.10). Em vista disso, onluímos que a função Φ[. . . ] para os modelos de�nidos pelainteração (3.66) é dada por
Φ[{a, k, q, Q,K}] = −i

∑

l<t

∑

µ,ν≤s

klµAµνa
l
ν +

1

N
ln

{

∫

∏

l<t

∏

µ>s

[

dx̂µl dŷ
µ
l

2π

]

× exp

[

i
∑

µ,ν>s

∑

l<t

x̂µl B
−1
µν ŷ

ν
l −

1

2

∑

µ>s

∑

l,n<t

(

x̂µl qlnx̂
µ
n + ŷµl Qlnŷ

µ
n + 2x̂µl Knlŷ

µ
n

)

]

}

.(3.69)Diferentemente do modelo de Little, na equação aima, a matriz B−1 aopla, para umdado tempo �xo, variáveis de integração orrespondentes a diferentes índies de padrões não-ondensados, o que expressa uma interdependênia entre o espaço dos tempos disretos e oespaço dos padrões. Consequentemente, não é possível alular diretamente a integral em
{x̂µl , ŷ

µ
l }, omo �zemos anteriormente para o modelo de Little.As variáveis {x̂µl , ŷµl } arregam informação aera do espaço εt dos tempos disretos, dedimensão t, e do espaço εp−s dos padrões não-ondensados, de dimensão p− s. Com o intuitode resolver a integral em {x̂µl , ŷ

µ
l }, onstruímos um novo espaço ε = εt⊗ εp−s [65℄, de dimensão

t(p− s), onde as seguintes operações podem ser de�nidas:
• o produto externo entre uma matriz P , pertenente ao espaço εp−s, e uma matriz R,pertenente ao espaço εt, origina um tensor Γ no novo espaço ε :

Γ = P ⊗R → Γµνln = PµνRln ,

µ, ν = s+ 1, . . . , p ,

l, n = 0, . . . , t− 1 ;

• a ação do tensor Γ nas matrizes x̂ e ŷ, ujos elementos são as variáveis de integração da



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 60eq. (3.69), gera, respetivamente, matrizes u e v, de�nidas da seguinte forma
u = Γx̂ → uµl =

∑

ν>s

∑

n<t

Γµνln x̂
ν
n ,

v = Γŷ → vµl =
∑

ν>s

∑

n<t

Γµνln ŷ
ν
n ,

µ = s+ 1, . . . , p ,

l = 0, . . . , t− 1 ;

• o produto interno entre as matrizes u e v é de�nido por
u.v =

∑

µ>s

∑

l<t

uµl v
µ
l .Evidentemente, essa mesma de�nição aplia-se ao produto interno entre as matrizes x̂ e

ŷ.Portanto, utilizando essas de�nições, podemos reesrever a eq. (3.69) da seguinte maneira
Φ[{a, k, q, Q,K}] = −i

∑

l<t

∑

µ,ν≤s

klµAµνa
l
ν +

1

N
ln

{

1

(2π)(p−s)t

∫

dx̂dŷ

× exp

[

− 1

2
x̂.
(

1 ⊗ q
)

x̂− 1

2
ŷ.
(

1 ⊗Q
)

ŷ − x̂.
(

1 ⊗KT
)

ŷ + ix̂.
(

B−1 ⊗ I
)

ŷ

]

}

,(3.70)onde 1 é a matriz identidade no espaço de padrões não-ondensados, om elementos dadospor 1µν = δµν (µ, ν = s + 1, . . . , p). Neste novo espaço ε, o álulo da integral presente em(3.70) segue passos ompletamente análogos àqueles ilustrados na eq. (3.57), gerando o seguinteresultado �nal para Φ[. . . ]

Φ = −i
∑

l<t

∑

µ,ν≤s

klµAµνa
l
ν −

1

2N
ln det (1 ⊗ q) − 1

2N
ln det

{

(1 ⊗Q)

+
[(

B−1 ⊗ I
)

+ i
(

1 ⊗KT
)]T

(1 ⊗ q)−1 [(
B−1 ⊗ I

)

+ i
(

1 ⊗KT
)]

}

.Utilizando o resultado aima para a função Φ[. . . ], as equações de ponto de sela (3.23-3.27) e as eqs. (3.45-3.49), é possível, fazendo álulos análogos aos do apêndie B, obter as



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 61seguintes equações para os parâmetros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂}

âµl = 0 , (3.71)
k̂µl =

∑

ν≤s

Aµνm
ν
l , (3.72)

q̂ln = 0 , (3.73)
Q̂ln = −1

2
iαSln , (3.74)

K̂ln = αu1δln + αRln , (3.75)om as matrizes S e R dadas por
S =

∞
∑

r,q=0

vrq[G
qC(GT )r] , (3.76)

R =

∞
∑

r=1

ur+1G
r . (3.77)Os oe�ientes ur e vrq, que inorporam os efeitos da estrutura da matriz B, são de�nidos daseguinte forma

ur =
1

p
TrBr , vrq =

1

p
Tr[Br+1(BT )q+1] . (3.78)Quando Aµν = Bµν = δµν , temos que ur = vrq = 1, e as equações (3.71-3.75) reuperam aquelasobtidas na subseção anterior para o modelo de Little om J0 = α. No aso do modelo SA om

Bµρ = δµ,ρ+1, obtemos ur = 0 e vrq = δrq, de modo que as eqs. (3.76) e (3.77) reuperam osresultados da referênia [65℄.Comparando as eqs. (3.71-3.75) om as eqs. (3.59-3.63), podemos notar que os parâme-tros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂} são desritos por equações formalmente semelhantes no modelo de Little enos modelos de proessamento sequenial. Portanto, é onveniente reesrever as equações para
{â, k̂, q̂, Q̂, K̂} na seguinte forma uni�ada

âµl = q̂ln = 0 , (3.79)
k̂µl =

∑

ν≤s

Aµνm
ν
l , (3.80)

Q̂ln = −1

2
iαSln , (3.81)

K̂ln = γδln + αRln , (3.82)válida para todos os modelos estudados neste apítulo. As matrizes S e R são dadas pelaseqs. (3.64) e (3.65) no modelo de Little e pelas eqs. (3.76) e (3.77) nos modelos de proessamento



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 62sequenial. No modelo de Little, temos ainda que Aµν = δµν . O parâmetro γ é dado, no asodo modelo de Little ou dos modelos de proessamento sequenial, por γ = J0 ou γ = αu1,respetivamente.3.5 Dinâmia efetiva de um únio sítioAssumindo θni = θn (∀ n), a média efetiva 〈fi[σi,hi, ĥi]〉∗, de�nida pela eq. (3.33), passaa depender do índie de sítio uniamente através das variáveis {ξµi } (µ = 1, . . . , s). Em vistadisso, as eqs. (3.39), (3.40) e (3.44) podem ser reesritas da seguinte maneira
mµ
t =

〈

ξµ〈σt〉∗
〉

ξ , (3.83)
Ctl =

〈

〈σtσl〉∗
〉

ξ , (3.84)
Gtl =

〈 ∂

∂θl
〈σt〉∗

〉

ξ
, (3.85)onde a média 〈. . . 〉ξ sobre o onjunto de padrões ondensados foi introduzida através daapliação da lei dos grandes números, que permite esrever, para uma função genéria f(ξi)(ξi = (ξ1

i , . . . , ξ
s
i )), a seguinte relação limN→∞N−1

∑

i f(ξi) = 〈f(ξ)〉ξ.Como mostrado na última seção, os parâmetros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂} que entram na de�ni-ção do peso efetivo M [σ,h, ĥ], agora sem o índie de sítio, dependem somente das variáveis
{mµ

l , Cln, Gln}. Consequentemente, o sistema de eqs. (3.83-3.85) determina a evolução temporalda rede de modo autoonsistente. Além disso, essas equações não envolvem o álulo da médiaefetiva de funções que dependem dos ampos {hl, ĥl}, permitindo que as integrais sobre asvariáveis {ĥl}, presentes na de�nição de 〈. . . 〉∗, sejam aluladas analitiamente. Neste ponto,torna-se lara a importânia ténia de termos expresso os elementos da resposta em termosde derivadas de 〈σt〉∗ om relação ao ampo externo. Substituindo então as eqs. (3.79-3.82) naeq. (3.33), temos que
∫

dhdĥM(σ,h, ĥ) =

∫
[

∏

l<t

dhl
]

exp

{

∑

l<t

[

βσl+1hl − ln 2 cosh
(

β hl
)

]

}

×
∫
[

∏

l<t

dĥl

2π

]

exp

[

− 1

2

∑

l,n<t

ĥn
(

αSnl
)

ĥl
]

× exp

[

i
∑

l<t

ĥl
(

hl −
∑

µ,ν≤s

ξµAµνm
ν
l − θl − γσl − α

∑

n<t

Rlnσ
n

)]

.
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√
αφl = hl −

∑

µ,ν≤s

ξµAµνm
ν
l − θl − γσl − α

∑

n<t

Rlnσ
n ,

dhl =
√
αdφl ,e reesalando ĥl → α− 1

2 ĥl, podemos integrar em {ĥl} e obter o seguinte resultado
∫

dhdĥM(σ,h,ĥ) =
[

detS
]− 1

2

∫
[

∏

l<t

dφl√
2π

]

exp

(

− 1

2

∑

l,n<t

φnS−1
nl φ

l

)

× exp

{

∑

l<t

{

βσl+1hleff
(

σ0, . . . , σl;φl
)

− ln 2 cosh
[

β hleff
(

σ0, . . . , σl;φl
)]

}

}

,(3.86)onde
hleff(σ0, . . . , σl;φl) =

∑

µ,ν≤s

ξµAµνm
ν
l + θl + γσl + α

∑

n<l

Rlnσ
n +

√
αφl . (3.87)Como, por de�nição, os elementos {Gln} são nulos para n ≥ l (ausalidade), deorre, dasequações para R nos modelos de Little e de proessamento sequenial, que Rln = 0 quando

n ≥ l. Essa é a razão para que o somatório sobre o índie n de tempos disretos, presente nade�nição de hleff , esteja restrito ao intervalo 0 ≤ n < l. Fazendo a soma sobre as variáveis deestado {σl} seguindo a ordem temporal σt, σt−1, . . . , σ0, obtemos a identidade
∑

σ

p(σ0) exp

{

∑

l<t

{

βσl+1hleff
(

σ0, . . . , σl;φl
)

− ln 2 cosh
[

β hleff
(

σ0, . . . , σl;φl
)]

}

}

= 1 ,que, em ombinação om a eq. (3.86), leva ao seguinte resultado para o denominador da médiaefetiva (3.33)
∫

dhdĥ
∑

σ

p(σ0)M [σ,h, ĥ] =
[

detS
]− 1

2

∫
[

∏

l<t

dφl√
2π

]

exp

(

− 1

2

∑

l,n<t

φnS−1
nl φ

l

)

= 1 .(3.88)Reunindo os resultados desta seção, uma interpretação físia muito lara da dinâmiada rede em termos da dinâmia efetiva de um únio sítio manifesta-se. Através das eqs. (3.86)e (3.88), a média efetiva (3.33) assume sua forma �nal
〈f(σ)〉∗ =

∫

dφP (φ)
∑

σ

P (σ|φ)f(σ) , (3.89)onde σ = (σ0, . . . , σt), φ = (φ0, . . . , φt−1) e dφ =
∏

l<t dφ
l. A quantidade P (σ|φ), de�nida
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P (σ|φ) = p(σ0)

∏

l<t

Weff(σl+1|hleff) , (3.90)representa a distribuição de probabilidades para as trajetórias efetivas de um únio sítio aolongo do espaço de on�gurações, para uma erta realização das variáveis {φl}. A quantidade
Weff(σl+1|hleff), dada pela equação

Weff(σl+1|hleff) =
1

2

[

1 + σl+1 tanh
(

βhleff
)]

, (3.91)representa a probabilidade de que, no instante l + 1, o sistema se enontre num estado σl+1,dado o ampo efetivo hleff no instante anterior, o qual é de�nido pela eq. (3.87). A eq. (3.91)possui a forma usual da probabilidade de transição araterístia da dinâmia mirosópia deredes reorrentes om atualização paralela, omo pode ser veri�ado através da omparação oma eq. (1.3). As variáveis {φl} são araterizadas pela seguinte distribuição de probabilidadesGaussiana
P (φ) =

1
√

(2π)t detS
exp

(

− 1

2
φ.S−1φ

) (3.92)de média zero e matriz de orrelação S, ujos elementos satisfazem a relação
Sln = 〈φlφn〉φ =

∫

dφφlφnP (φ) . (3.93)Portanto, no limite N → ∞, a dinâmia dos modelos de interesse se reduz à dinâmiade um únio sítio, uja evolução temporal é governada pela probabilidade de transição (3.91),dependente dos valores assumidos pelo ampo efetivo hleff a ada passo de tempo. Em geral,esse ampo inlui dois termos não-triviais envolvendo as matrizes R e S: um termo de auto-interação retardada, que aopla, por meio de uma dependênia explíita, o estado do neur�niono instante t om todos seus estados a tempos anteriores, e um termo que inlui um ruídoGaussiano de média zero, temporalmente orrelaionado de aordo om a eq. (3.93). Portanto,as matrizes R e S são responsáveis pelos efeitos de memória temporal na dinâmia da rede. Osparâmetros marosópios {mµ
l , Cln, Gln} entram na forma do ampo efetivo e são determinadospelas eqs. (3.83-3.85), tornando o sistema de equações autoonsistente. Tratando-se de modelosde ampo médio, inluindo modelos diluídos simetriamente e assimetriamente, as eqs. (3.89-3.93), em ombinação om (3.83-3.85), permitem estudar exatamente a evolução temporal dosparâmetros {mµ

l , Cln, Gln} no limite N → ∞. A espei�idade das interações de ada modelomanifesta-se somente na forma das matrizes R e S e no termo de sinal do ampo efetivo. Aforma dessas duas matrizes em modelos om diluição pode ser onsultada nas referênias [8,9℄.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 653.6 O método de Eissfeller-OpperO sistema de equações obtido na seção anterior possui uma interpretação físia bastantepreisa. Em prinípio, é possível, dada uma distribuição iniial p(σ0), obter analitiamenteas equações para os parâmetros {mµ
l , Cln, Gln} a qualquer tempo t. No entanto, devido àpresença do termo de auto-interação retardada no ampo efetivo, o qual aopla as variáveismirosópias em diferentes instantes por meio de R, a obtenção dessas equações torna-se umatarefa extremamente laboriosa já para os primeiros passos de tempo. A �m de determinar oomportamento da rede num instante t, é neessário obter analitiamente um sistema ompostode (t2 − t+ s) equações. A forma explíita das equações para os parâmetros marosópios nosprimeiros passos de tempo da dinâmia do modelo de Little pode ser onsultada, por exemplo,nas referênias [9, 40℄. Em alguns modelos onde as interações {Jij} são assimétrias, omona rede reorrente om diluição extrema e assimétria [8, 9℄ ou no modelo SA [65, 67℄, sem apresença das interações Hebbianas, o termo de auto-interação retardada no ampo efetivo énulo, sendo possível obter um sistema de relações de reorrênia relativamente simples para osparâmetros marosópios.Em vista dessas di�uldades, a utilização de ferramentas numérias na análise da dinâ-mia da rede é inevitável. Um algoritmo bastante e�az que permite resolver numeriamente osistema de eqs. (3.89-3.93) foi proposto por Eissfeller e Opper [85, 86℄. Basiamente, o métodode Eissfeller-Opper (EO) onsiste na simulação numéria da dinâmia efetiva de um únio sítio,atualizado a ada passo de tempo de aordo om a probabilidade (3.91). As variáveis {φl}podem ser geradas de aordo om a seguinte expressão [87℄

φl =
zl

(S−1
ll )

1

2

− 1

S−1
ll

∑

n<l

S−1
ln φ

n , (3.94)onde zl é uma variável Gaussiana de média zero e variânia 1, sorteada de maneira independentepara ada l. Portanto, sabemos omo gerar, num instante l, a variável φl, neessária para que ovalor de σl+1 seja omputado. Porém, o ampo efetivo, assim omo a própria eq. (3.94), depen-dem das quantidades marosópias {mµ
l , Cln, Gln}, que devem ser aluladas numeriamenteatravés das eqs. (3.83-3.85). Além disso, é preisamente a evolução temporal dessas variáveis enão a dinâmia estoástia de um únio sítio que desejamos estudar.O método de Monte-Carlo é a ferramenta apropriada para o álulo das médias 〈. . . 〉∗e 〈. . . 〉ξ, presentes nas eqs. (3.83-3.85). Sua implementação envolve, a ada passo de tempo,a geração de um número grande de amostras para as variáveis de estado (álulo do traço),por meio da probabilidade (3.91), e para as variáveis orrelaionadas {φl} (álulo das integraisGaussianas), por meio da eq. (3.94). O álulo da média 〈. . . 〉ξ depende de um número grandede amostras para os padrões {ξµ} (µ = 1, . . . , s), que permaneem �xos ao longo do tempo.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 66Cada realização dos vetores (σ, φ, ξ) onsiste numa trajetória estoástia de um únio sítio, ea média 〈〈f(σ, ξ)〉∗〉ξ pode ser alulada através da seguinte equação
〈〈

f(σ, ξ)
〉

∗

〉

ξ = lim
NT →∞

1

NT

NT
∑

α=1

f(σα, ξα) , (3.95)onde f(σα, ξα) denota o valor assumido pela função f na trajetória estoástia α, orrespon-dente a uma realização (σα, φα, ξα). O parâmetro NT representa o número total de trajetóriasestoástias ou amostras. O proedimento é autoonsistente, pois, através da eq. (3.95), pode-mos alular os parâmetros {mµ
l , Cln, Gln} em qualquer instante de tempo, neessários para queas variáveis estoástias {σlα} e {φlα} sejam atualizadas. O método de EO, por lidar om umsistema de equações dinâmias que envolve a forma exata do ampo loal no limite N → ∞,não apresenta, omo oorre nos métodos tradiionais de simulação, efeitos indesejáveis proveni-entes da utilização de um número �nito de sítios e de padrões não-ondensados. Entretanto, éneessário um número grande de trajetórias estoástias para que os erros numérios assoiadosà eq. (3.95) sejam pequenos. O algoritmo que implementa o método pode ser onsultado nasreferênias [8, 85�87℄.3.7 O método aproximadoO método de EO, omo permite resolver numeriamente um sistema de equações ujosaspetos gerais são essenialmente os mesmos em diferentes modelos de ampo médio, tem sidoamplamente apliado ao estudo de sistemas desordenados [8,86�88℄. Contudo, sua implementa-ção requer uma quantidade onsiderável de reursos omputaionais, prinipalmente no quesitomemória. Podemos estimar a memória oupada pelo programa analisando as duas matrizes dedimensão maior, responsáveis por guardar os valores das variáveis {σlα} e {φlα}. Na linguagemC, utilizada neste trabalho, são neessários 4 bytes de memória para armazenar uma variáveldo tipo �oat [89℄. Portanto, as matrizes {σlα} e {φlα} oupam 8Mt bytes. Se desejarmos, porexemplo, simular a dinâmia até t = 103 om NT = 105 trajetórias estoástias, a quantidade dememória oupada pelo programa é da ordem de 760 Mb, o que orresponde aproximadamentea 75 % da apaidade de um omputador om 1024 Mb de memória. Ressaltamos ainda que,na maioria dos asos estudados neste trabalho, o valor de NT exempli�ado aima revelou-sepequeno. Além do enorme onsumo de memória, a atualização de σlα e φlα num instante l,para uma dada trajetória estoástia α, depende de uma série de operações envolvendo todosos valores dessas variáveis a tempos anteriores, tornando o álulo numério ada vez maislento à medida que o tempo avança. Para mais disussão aera dos problemas omputaionaisenvolvidos no método de EO, remetemos o leitor à referênia [90℄.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 67Em geral, sistemas desordenados, que exibem frustração, apresentam uma dinâmiaextremamente lenta, sendo neessário, muitas vezes, esalas de tempo muito longas para que oestado estaionário seja atingido. Uma vez que o método de EO permite analisar de uma formaon�ável (isto é, para valores de NT su�ientemente grandes) apenas esalas de tempo urtas,podendo levar a resultados inonlusivos aera do regime estaionário, torna-se impresindívelo desenvolvimento de alternativas a esse método. Nesta seção, propomos um novo proedimento,uja idéia entral onsiste em abdiar da forma exata de hleff , por meio de uma aproximaçãopara a matrizG, em favor do álulo analítio do traço sobre as variáveis de estado. A exeuçãodessa tarefa torna-se extremamente laboriosa quando o ampo efetivo na sua forma exata, omode�nido pela eq. (3.87), é levado em onta. Embora os álulos envolvidos no método sejamapresentados aqui para o modelo de Little e para os modelos de proessamento sequenial,eles podem ser failmente estendidos a outros modelos, uma vez que a idéia entral é bastantesimples e geral.Como primeira aproximação, onsideramos G = 0, o que, de aordo om as equaçõespara as matrizes S e R obtidas nas subseções 3.4.1 e 3.4.2, implia em
R = 0 , S = v00C , (3.96)resultando na seguinte expressão para o ampo efetivo

hleff(σl;φl) =
∑

µ,ν≤s

ξµAµνm
ν
l + θl + γσl +

√
αφl . (3.97)A validade dessa aproximação será veri�ada posteriormente através da omparação dos resul-tados obtidos om os resultados gerados pelo método de EO, em esalas de tempo onde isso épossível. Ressaltamos que os efeitos de memória temporal do sistema não são ompletamenteremovidos: as variáveis {φl} permaneem orrelaionadas no tempo por meio da matriz C eo estado mirosópio do sistema no instante l + 1 depende expliitamente do seu estado noinstante imediatamente anterior por meio do ampo efetivo (3.97), preservando, embora emmenor grau, o aráter não-trivial envolvido no álulo da média sobre os estados. Na referên-ia [40℄, os autores estudam a dinâmia do modelo de Little, por meio do método da funionalgeratriz, e mostram a equivalênia entre uma aproximação muito semelhante à que �zemos aqui,hamada por eles de aproximação de memória urta, e uma versão mais so�stiada da análisede sinal-ruído, que permite inluir, em erto grau, orrelações entre os estados do sistema emdiferentes instantes. Contudo, esses autores não alulam o traço sobre as variáveis de estado,de modo que os resultados são gerados por meio do método de EO.Fazendo a aproximação introduzida aima, a eq. (3.89) pode ser reesrita da seguinte
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〈f(σ)〉∗ =

∫

dφP (φ)gf(φ) , (3.98)
gf(φ) =

∑

σ

f(σ)P (σ|φ) =
∑

σ

f(σ)p(σ0)
∏

l<t

exp
[

βσl+1hleff
(

σl;φl
)]

2 cosh
[

βhleff
(

σl;φl
) ] , (3.99)onde hleff(σl;φl) é dado pela eq. (3.97). O índie f refere-se à dependênia de gf(φ) om relaçãoà forma funional de f(σ). Nosso objetivo é alular a soma sobre σ presente em (3.99). Ainserção da identidade

exp
[

βσl+1hleff(σl;φl)
]

=

∫ 2π

0

dxl
π

exp
(

ixlσl+1

)

cosh
[

βhleff
(

σl;φl
)

− ixl
]

,mais a utilização da relação
cosh

[

βhleff(σl;φl) − ixl
]

= cosxl cosh
[

βhleff(σl;φl)
]

− i sin xl sinh
[

βhleff(σl;φl)
]

,permitem desaoplar a variável σl+1 do ampo hleff na eq. (3.99), reesrevendo-a omo segue
gf(φ) =

∫ 2π

0

[

t−1
∏

l=0

dxl
2π

]

∑

σ

p(σ0)f(σ) exp

(

i
t−1
∑

l=0

xlσl+1

)

×
t−1
∏

l=0

{

cos xl − i tanh
[

βhleff
(

σl;φl
)]

sin xl

}

. (3.100)Como, em geral, desejamos alular a média de funções f(σ) de�nidas pelo produto das variáveisde estado a diferentes passos de tempo, podemos assumir f(σ) =
∏t

l=0 fl(σ
l). Inserindo essasuposição na eq. (3.100), obtemos

gf(φ) =

∫ 2π

0

[

t−1
∏

l=0

dxl
2π

]

{

∑

σ0

p(σ0)f0(σ
0)
[

cosx0 − i tanh
[

βh0
eff

(

σ0;φ0
)]

sin x0

]

}

×
{ t−1
∏

l=1

∑

σl

fl(σ
l) exp

(

ixl−1σl
)

[

cos xl − i tanh
[

βhleff
(

σl;φl
)]

sin xl

]

}

×
∑

σt

ft(σ
t) exp

(

ixt−1σt
)

. (3.101)Neste estágio, om relação às variáveis de estado, o problema foi reduzido ao produto dos traçosenvolvendo funções de um únio tempo, o que é muito onveniente. A únia desvantagem éa presença da integral nas variáveis {xl}, envolvendo um integrando bastante intrinado. No



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 69entanto, essa integral pode ser alulada expressando as exponeniais restantes na forma
exp

(

ixl−1σl
)

= cosxl−1 + iσl sin xl−1 ,de�nindo o vetor e as matrizes
| xl 〉 =





cosxl

sin xl



 ,

Ω(l)(σl;φl) =





1 −i tanh
[

βhleff
(

σl;φl
)]

iσl σl tanh
[

βhleff
(

σl;φl
)]



 ,

Λ(0)(σ0;φ0) =





p(σ0) −ip(σ0) tanh [βh0
eff (σ0;φ0)]

0 0



 ,

Θ(t)(σt) =





1 0

iσt 0



 ,e reesrevendo a eq. (3.101) da seguinte maneira ompata
gf(φ) =

∫ 2π

0

[

t−1
∏

l=0

dxl
2π

]

〈 0 |
[

∑

σ0

f0(σ
0)Λ(0)(σ0;φ0)

]

| x0 〉

×
{ t−1
∏

l=1

〈 xl−1 |
[

∑

σl

fl(σ
l)Ω(l)(σl;φl)

]

| xl 〉
}

〈 xt−1 |
[

∑

σt

ft(σ
t)Θ(t)(σt)

]

| 0 〉 .Como
∫ 2π

0

dxl
π

| xl 〉〈 xl |=
(

1 0

0 1

)

,o álulo da integral nas variáveis {xl} gera o seguinte resultado
gf(φ) =

1

2t
〈 0 |

[

∑

σ0

f0(σ
0)Λ(0)(σ0;φ0)

][ t−1
∏

l=1

∑

σl

fl(σ
l)Ω(l)(σl;φl)

][

∑

σt

ft(σ
t)Θ(t)(σt)

]

| 0 〉 ,que permite alular a média efetiva de qualquer função f(σ) que satisfaça a propriedade
f(σ) =

∏t
l=0 fl(σ

l). Nos interessa aqui apenas o álulo dos overlaps {mµ
t } e dos elementos

{Ctl} da matriz de orrelação, sendo neessário, para esse propósito, espei�ar a forma dasfunções {fl(σl)}. Substituindo o resultado aima para gf(φ) na eq. (3.98) e identi�ando,



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 70através das eqs. (3.83) e (3.84), as funções {fl(σl)} para ada aso, podemos esrever
〈σt〉∗ =

1

2t

∫

dφP (φ)〈 0 |
[

∑

σ0

Λ(0)(σ0;φ0)

][ t−1
∏

l=1

∑

σl

Ω(l)(σl;φl)

][

∑

σt

σtΘ(t)(σt)

]

| 0 〉 ,

〈σtσ0〉∗ =
1

2t

∫

dφP (φ)〈 0 |
[

∑

σ0

σ0Λ(0)(σ0;φ0)

][ t−1
∏

l=1

∑

σl

Ω(l)(σl;φl)

][

∑

σt

σtΘ(t)(σt)

]

| 0 〉 ,

〈σtσn〉∗ =
1

2t

∫

dφP (φ)〈 0 |
[

∑

σ0

Λ(0)(σ0;φ0)

]{ t−1
∏

l=1

∑

σl

[

1 − δln
(

1 − σl
)]

Ω(l)(σl;φl)

}

×
[

∑

σt

σtΘ(t)(σt)

]

| 0 〉 (0 < n < t) .Assumindo θl = 0 (∀ l) e uma distribuição iniial p(σ0) = 1
2
(1 + σ0ξλmλ

0), que orresponde àiniialização da rede numa on�guração tal que mµ
0 = δµλm

λ
0 (µ = 1, . . . , s), podemos alulara soma sobre as variáveis de estado nas equações aima, utilizando a forma explíita do ampoefetivo, de�nido pela eq. (3.97), e das matrizes Λ(l), Ω(l) e Θ(l), espei�adas anteriormente. Asubstituição dos resultados desses álulos nas de�nições (3.83) e (3.84) gera o seguinte sistemade equações para os parâmetros marosópios

mµ
t =

〈

ξµ
∫

dφP (φ)

{

[

1

2

(

1 + ξλmλ
0

)

tanh β
(

ξ.Am0 + γ +
√
αφ0

)

+
1

2

(

1 − ξλmλ
0

)

tanhβ
(

ξ.Am0 − γ +
√
αφ0

)

]

U22 + iU12

}〉

ξ

, (3.102)
Ct0 =

〈

∫

dφP (φ)

{

[

1

2

(

1 + ξλmλ
0

)

tanh β
(

ξ.Am0 + γ +
√
αφ0

)

− 1

2

(

1 − ξλmλ
0

)

tanh β
(

ξ.Am0 − γ +
√
αφ0

)

]

U22 + iξλmλ
0U12

}〉

ξ

, (3.103)
Ctn =

〈

∫

dφP (φ)

{

[

1

2

(

1 + ξλmλ
0

)

tanh β
(

ξ.Am0 + γ +
√
αφ0

)

+
1

2

(

1 − ξλmλ
0

)

tanhβ
(

ξ.Am0 − γ +
√
αφ0

)

]

V
(n)
22 + iV

(n)
12

}〉

ξ

(0 < n < t) , (3.104)
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∑

µ,ν≤s ξ
µAµνm

ν
l . As matrizes U e V (n) são de�nidas da seguinte maneira

U =
t−1
∏

l=1

M (l) , V (n) =
t−1
∏

l=1

[

M (l) + δln
(

N (l) −M (l)
)

]

, (3.105)om
M (l) =







1 − i
2

[

tanh β
(

ξ.Aml + γ +
√
αφl
)

+ tanhβ
(

ξ.Aml − γ +
√
αφl
)

]

0 1
2

[

tanhβ
(

ξ.Aml + γ +
√
αφl
)

− tanhβ
(

ξ.Aml − γ +
√
αφl
)

]






, (3.106)

N (l) =







0 − i
2

[

tanh β
(

ξ.Aml + γ +
√
αφl
)

− tanh β
(

ξ.Aml − γ +
√
αφl
)

]

i 1
2

[

tanh β
(

ξ.Aml + γ +
√
αφl
)

+ tanh β
(

ξ.Aml − γ +
√
αφl
)

]






. (3.107)Portanto, esolhendo o padrão λ no qual a rede é iniializada e espei�ando o overlapiniial mλ

0 , as eqs. (3.102-3.104) permitem estudar, na aproximação disutida, a evolução tem-poral dos parâmetros {mµ
t , Ctn} no modelo de Little e nos modelos de proessamento sequenial.De aordo om a de�nição (3.84), os elementos diagonais da matriz de orrelação satisfazem

Ctt = 1 ∀ t.As médias sobre os padrões {ξµ} (µ = 1, . . . , s) e sobre as variáveis Gaussianas {φl}(l = 0, . . . , t− 1) são aluladas numeriamente por meio do método de Monte-Carlo. De umaforma análoga ao que é feito no método de EO, são geradas M amostras para ada um dos
s padrões ondensados e, a ada instante l, M amostras para a variável φl, de aordo om aeq. (3.94). Os parâmetros marosópios são alulados numeriamente por meio da identidade
〈 ∫

dφP (φ)g(φ, ξ)
〉

ξ = limM→∞M−1
∑M

γ=1 g(φγ, ξγ). Devido ao álulo analítio da somasobre as variáveis {σl}, oorre uma redução signi�ativa na dimensão do espaço amostral doproblema, de modo que o valor de M , neessário para a obtenção de uma boa estatístia noálulo dos parâmetros marosópios, sofre uma diminuição onsiderável quando omparadoom os valores apropriados de NT no método de EO. Em onsequênia disso, a implementa-ção numéria da dinâmia aproximada não onsome tantos reursos omputaionais quanto ométodo de EO, permitindo que esalas de tempo mais longas sejam estudadas.3.8 ResultadosNesta seção, apresentamos os resultados obtidos para a dinâmia do modelo de Littlee dos modelos SA e SS, empregando tanto o método de EO quanto a aproximação desritana seção anterior. Assim omo no método aproximado, para a implementação do método deEO utilizamos uma distribuição iniial dada por p(σ0) = 1
2
(1 + σ0ξλmλ

0), onde λ representa o



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 72padrão no qual a rede foi iniializada. Consideramos λ = 1 em todos os asos analisados aqui.3.8.1 O modelo de LittleNo modelo de Little, temos que Aµν = Bµν = δµν e γ = J0. Além disso, limitamosnossa análise ao aso de s = 1 e alulamos analitiamente a média sobre o padrão ξ1 naseqs. (3.102-3.104) (o índie de padrão torna-se irrelevante nesse aso). Consideremos iniial-mente a disussão da dinâmia no regime de α = 0. Nesse aso, os álulos realizados na seçãoanterior levam a resultados exatos, uma vez que o termo de auto-interação retardada, presenteno ampo efetivo (3.87), é nulo, independentemente do omportamento da função resposta.Além disso, quando α = 0, os integrandos das eqs. (3.102-3.104) independem de φ, de modoque as integrais podem ser failmente aluladas, resultando num sistema de equações onde ooverlap evolui no tempo independentemente da orrelação. Utilizando a forma explíita dasmatrizes U e V (n) para o modelo de Little, podemos então derivar as seguintes relações dereorrênia para o overlap e para os elementos da matriz de orrelação
mt+1 =

1

2
(1 +mt) tanhβ(mt + J0) +

1

2
(1 −mt) tanhβ(mt − J0) , (3.108)

Ct+1,l =
1

2
(Ctl +ml) tanhβ(mt + J0) −

1

2
(Ctl −ml) tanhβ(mt − J0) (l < t+ 1) , (3.109)onde, por de�nição, Cll = 1 (∀ l) e Cln = Cnl (∀ l, n). As eqs. (3.108) e (3.109) desrevemexatamente a evolução temporal do overlap e da orrelação no modelo de Little quando α = 0.Assumindo l = t na eq. (3.109) e de�nindo Qt = Ct+1,t, a seguinte equação dinâmia para Qtpode ser obtida

Qt =
1

2
(1 +mt) tanhβ(mt + J0) −

1

2
(1 −mt) tanh β(mt − J0) . (3.110)Esse parâmetro, responsável pela orrelação dos estados do sistema orrespondentes a dois ins-tantes onseutivos, aparee exlusivamente na desrição de sistemas om atualização paralela,e desempenha um papel importante na araterização da dinâmia mirosópia, por medir afração média de sítios que reverte seus estados a ada passo de tempo, de�nida por (1−Qt)/2.As equações de ponto-�xo, geradas a partir das ondições Qt+1 = Qt e mt+1 = mt, são idêntiasàquelas obtidas na referênia [46℄ por meio de métodos da meânia estatístia de equilíbrio.No regime de T = 0, uma análise das eqs. (3.108) e (3.110) permite obter os seguintes
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|J0| > |m0| :







mt = |m0| sgn(m0) , Qt = 1 se J0 > 0,

mt = (−1)t |m0| sgn(m0) , Qt = −1 se J0 < 0,
(3.111)

|J0| < |m0| : mt = sgn(m0) , Qt = 1 . (3.112)De aordo om esses resultados, existem duas situações dinâmias na ausênia de ruído: para
|J0| < |m0|, a rede atinge uma solução de reuperação já no primeiro passo de tempo; para
|J0| > |m0|, a rede ongela numa on�guração mirosópia iniial orrespondente a m0 om
Qt = 1, quando J0 > 0, ou osila entre duas on�gurações orrespondentes a m0 e −m0om Qt = −1, quando J0 < 0. Em ambos os asos, o sistema ongela no overlap iniial, oque representa uma situação indesejável do ponto de vista de memória assoiativa. O foodesta subseção é analisar os efeitos da presença de ruído sobre a estabilidade dessas soluçõesongeladas, na esperança de que o sistema evolua para um dos padrões armazenados. Aseqs. (3.111) e (3.112) já haviam sido obtidas na referênia [50℄ através de uma aproximação,onde o ruído gerado pelos padrões não-ondensados é tratado omo uma variável Gaussiana.Para uma disussão dos resultados quando |J0| = |m0|, remetemos o leitor a este trabalho [50℄.Começamos pela apresentação dos resultados para α = 0 e quaisquer valores de T e
J0, onsiderando m0 > 0 e foando no omportamento estaionário dos parâmetros mt e Qt,de�nido pelas relações m = limt→∞mt e Q = limt→∞Qt. Nesse aso, a dinâmia de mt e Qté estudada, exatamente, por meio da iteração das eqs. (3.108) e (3.110). A �g. 3.1 ilustra odiagrama de fases (J0, T ) dos estados estaionários, obtido a partir de diferentes valores para
m0. Quando T = 0, reuperamos os resultados apresentados nas eqs. (3.111) e (3.112). Àesquerda das urvas, a rede evolui para um estado paramagnétio (P), om m = 0 e Q > −1,para qualquer T > 0. Um aumento de T e/ou uma diminuição de |J0|, no interior da fase P,provoa um aumento no parâmetro Q. Na região H, à direita das urvas, a rede evolui parauma solução de reuperação om Q < 1 e m ≃ 1, quando T > 0. À medida que T aumentae/ou |J0| diminui, dentro dos limites da fase H, os valores de m e Q deresem. Para m0 = 0.5,a transição de fase é idêntia àquela obtida, no formalismo de equilíbrio, por meio da igualdadedas energias livres das duas fases [46℄. Conluímos então que as soluções ongeladas tornam-seinstáveis na presença de ruído sináptio.Com a intenção de ilustrar, detalhadamente, a maneira omo as soluções de ponto-�xoongeladas se desestabilizam na presença de ruído sináptio quando α = 0, e de omparar osresultados exatos obtidos através da iteração das relações de reorrênia om o método de EO,mostramos na �g. 3.2 a evolução temporal de mt e Qt para T = 0.08, J0 = 0.8 e m0 = 0.4.Para esses valores de parâmetros, podemos notar pelas �gs. 3.2(b) e 3.2(d), onstruídas a partirdas relações de reorrênia, que a rede atinge a solução de reuperação após um intervalo de
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Figura 3.1: Diagrama de fases dos estados estaionários para α = 0 e diferentes overlaps iniiais.As transições de fase orrespondem, da esquerda para a direita, aos seguintes valores de m0:
1, 0.8, 0.6, 0.4 e 0.2. O diagrama exibe uma fase paramagnétia (P) e uma fase de reuperaçãode um únio padrão (H).tempo bastante longo. A onordânia perfeita entre o método de EO e os resultados obtidospor iteração é mostrada nas �gs. 3.2(a) e 3.2(), para os primeiros 400 instantes de tempo.A obtenção de resultados numeriamente on�áveis por meio do método de EO depende dautilização de um número muito grande de amostras para as variáveis estoástias, o que limitaa esala de tempo em que é possível analisar a dinâmia. As �gs. 3.2(b) e 3.2(d) indiamque a rede sofre uma mudança abrupta de omportamento por volta de t ≃ 1575, devido aum aumento repentino na fração de sítios que partiipam da dinâmia mirosópia, levandoo sistema a uma solução de reuperação. Com exeção desse vale aentuado, o parâmetro Qté muito próximo de 1 ao longo de toda dinâmia. À medida que aumenta o valor de J0 e/oudiminui a temperatura no interior da região H, Qt aproxima-se ainda mais de 1 nos instantesanteriores à mudança de omportamento, aumentando ainda mais o tempo neessário para quea solução de reuperação seja atingida.Consideremos agora a análise dinâmia da desestabilização das soluções ongeladas deperíodo dois no interior da região P, quando α = 0 e T > 0. Seguindo a mesma formade apresentação utilizada na �g. 3.2, ilustramos os resultados obtidos através das relações dereorrênia e do método de EO na �g. 3.3, para T = 0.08, J0 = −0.5 e m0 = 0.4. Como indiaa �g. 3.3(b), a amplitude de osilação do overlap derese ontinuamente à medida que a redeevolui, sendo neessário, novamente, um número muito grande de passos de tempo para que asoluçãom = 0 seja alançada. O parâmetroQt, uja evolução temporal é ilustrada na �g. 3.3(d),
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(d)Figura 3.2: Resultados para a dinâmia de mt e Qt no interior da região H, obtidos por meioda iteração das relações de reorrênia (◦) e do método de EO (×). Valores dos parâmetros:
α = 0, T = 0.08, J0 = 0.8 e m0 = 0.4. Utilizamos NT = 5 × 105 trajetórias estoástias naimplementação do método de EO. A linha pontilhada serve apenas de referênia.é ligeiramente maior que −1 ao longo de toda dinâmia, o que assinala a presença onstantede uma fração pequena de sítios que permanee ongelada entre dois instantes onseutivos,ausando a diminuição ontínua da amplitude de osilação de mt. Analogamente à dinâmiana fase H, a rede demora um tempo maior para atingir o estado paramagnétio para valoresmenores de T e/ou maiores de |J0|. A onordânia perfeita entre os resultados obtidos pormeio do método de EO e das relações de reorrênia é apresentada nas �gs. 3.3(a) e 3.3().Mais uma vez, os resultados obtidos pelo método de EO limitam-se a uma esala de temporeduzida.Consideremos agora, no regime de T = 0, os efeitos do ruído gerado por α > 0 sobre aestabilidade das soluções ongeladas. Nesse aso, ambos os métodos apresentam di�uldades.
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(d)Figura 3.3: Resultados para a dinâmia de mt e Qt no interior da região P, obtidos por meioda iteração das relações de reorrênia (◦) e do método de EO (×). Valores dos parâmetros:
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Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 803.8.2 Os modelos de proessamento sequenialNossa intenção nesta subseção é araterizar, no regime de saturação de padrões, oomportamento típio dos modelos SA e SS em ertas regiões dos diagramas de fases. Empartiular, a estabilidade das soluções ílias, observadas quando α = 0, frente aos efeitos doruído devido aos padrões não-ondensados, assim omo a determinação do αc para a existêniadas mesmas, representam os prinipais assuntos tratados aqui.As matrizes A e B dos modelos SA e SS são de�nidas pelas eqs. (2.3-2.6). Quando
α = 0, temos que γ = 0, o que onduz às seguintes equações dinâmias para os overlaps e paraos elementos da matriz de orrelação

mt+1 =
〈

ξ tanh (βξ.Amt)
〉

ξ
, (3.113)

Ct+1,l+1 =
〈

tanh (βξ.Amt) tanh (βξ.Aml)
〉

ξ
(l 6= t) . (3.114)Por de�nição, os elementos diagonais da orrelação são dados por Ctt = 1 ∀ t. A eq. (3.113)é formalmente idêntia à relação de reorrênia obtida para mt na rede em amadas (vereq. (2.15) quando α = 0). Em vista disso, todos os resultados disutidos no apítulo 2 para oomportamento dos overlaps quando α = 0, inluindo os diagramas de fases (T, ν) (�g. 2.1) ea presença de soluções ílias quando ν é próximo de zero (�g. 2.3), apliam-se igualmente aoomportamento da rede reorrente para armazenamento de um número �nito de padrões.Assim omo na subseção anterior, o foo da análise mantém-se sobre o omportamentodas omponentes de mt e da orrelação entre dois instantes onseutivos, de�nida por Qt =

Ct+1,t. Ao longo de toda esta subseção, disutimos uniamente o aso de s = 4, iniializando arede numa on�guração iniial ompletamente alinhada om o padrão 1.Os resultados no regime de α > 0 são ilustrados onsiderando somente o aso de Bµν =

δµν (ruído puramente Hebbiano), o que implia, de aordo om a eq. (3.78), em ur = vrq = 1.Portanto, temos que γ = α, om as matrizes S e R de�nidas, respetivamente, pelas eqs. (3.64)e (3.65). Nesse aso, quando ν = 1, os modelos SA e SS reuperam o modelo de Little napresença de uma auto-interação de magnitude α. Tendo em vista os resultados obtidos nasubseção anterior, podemos esperar que a rede evolua para estados estaionários araterizadospor soluções de reuperação quando ν ≈ 1.Na �g. 3.7, mostramos, para ambos os modelos de proessamento sequenial, o omporta-mento da omponentem1
t do overlap e da orrelação Qt, após 80 passos de tempo, num intervalode valores de ν em que a interação Hebbiana é dominante. Os parâmetros T e α são diferentesde zero. Em prinípio, uma solução estaionária é de�nida pelas relações m = limt→∞mt e

Q = limt→∞Qt. Uma vez que simulamos a dinâmia, por meio do método de EO, somenteaté t = 80, esses resultados podem orresponder, em determinadas situações, a estados de não-
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(d)Modelo SS.Figura 3.7: Comportamento de m1 e Q omo função de ν onsiderando, para ada ponto dosgrá�os, um tempo máximo de evolução temporal dado por t = 80. No interior da fase dereuperação, esse tempo é su�iente para que o sistema atinja um estado estaionário. Estesresultados foram gerados por meio do método de EO om NT = 5 × 105. Valores de α: 0.001(◦), 0.01 (�), 0.05 (∗) e 0.1 (×). Outros parâmetros: s = 4, b = 1 e T = 0.35.equilíbrio, omo disutido mais abaixo. Em primeiro lugar, podemos notar pela �g. 3.7 queos modelos SA e SS apresentam omportamentos qualitativamente semelhantes na região emque ν ≈ 1. Para ada valor de α onsiderado, ambos os modelos evoluem para uma solução dereuperação, araterizada por m ≃ (1, 0, 0, 0), quando ν é su�ientemente próximo de 1. Poruma questão de lareza, não apresentamos os resultados para as outras 3 omponentes do vetor
m. O omportamento de Q india que, na fase de reuperação, uma fração dos sítios reverteseus estados a ada passo de tempo no regime estaionário, om um aumento de α provoando,para um dado valor de ν no interior dessa fase, uma leve redução de Q. Uma diminuição de
ν leva a uma mudança desontínua no parâmetro m1, aompanhada de uma redução em Q,



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 82dando origem a uma solução araterizada por um vetor m om todas as omponentes apro-ximadamente iguais entre si. Para um erto ν �xo nessa região, à medida que α aumenta, aamplitude dessas omponentes diminui ou permanee onstante no aso dos modelos SS ou SA,respetivamente, omo podemos veri�ar através das �gs. 3.7(a) e 3.7(b). Essas soluções, que,provavelmente, estão assoiadas a estados simétrios ou de vidro de spin, representam estadosde não-equilíbrio do sistema, uma vez que a dinâmia é extremamente lenta nessa região deparâmetros e o tempo máximo usado nas simulações é pequeno. Apesar disso, omo a redeatinge a solução estaionária na fase de reuperação, esses grá�os forneem uma boa idéiaaera da extensão oupada por essa fase nos diagramas dos modelos SA e SS. Podemos notarainda que, apesar de termos analisado somente 4 valores de α na �g. 3.7, o omportamentode νc, onde oorre a transição desontínua, em função de α, segue um per�l qualitativamentesemelhante aos resultados mostrados na �g. 2.4 para a urva que delimita a região H dessesmodelos na rede em amadas.
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Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 83são qualitativamente semelhantes às soluções ílias observadas na rede em amadas. Comoestamos analisando um aso em que s é par (s = 4), a solução apresentada aqui para o modeloSS não deve ser omparada om aquela mostrada na �g. 2.3(b), obtida para s = 13, mas oma outra lasse de soluções ílias disutida na seção 2.3, mais abundantes quando s é par.
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(d)Modelo SS e α = 0.005.Figura 3.9: Comparação dos resultados para a dinâmia dem1
t e Qt obtidos por meio do métodode EO (×) e da dinâmia aproximada (◦), para os modelos SA e SS. Valores dos parâmetros:

s = 4, b = 1, T = 0.5, ν = 0.01, NT = 5 × 105 e M = 5 × 104.Contudo, interessa-nos saber se essas soluções ílias orrespondem realmente a estadosestaionários do sistema na região em que ν é próximo de zero. No aso do modelo de Little,veri�amos na subseção anterior que, em ertas regiões de parâmetros, a análise do ompor-tamento da rede em esalas de tempo pequenas pode levar a resultados inonlusivos aerado regime estaionário, devido à relaxação extremamente lenta dos parâmetros marosópios.Portanto, levando em onta apenas os grá�os da �g. 3.8, não é seguro a�rmar que esses ilossão estaionários, já que a esala de tempo analisada é muito pequena.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 84Em vista disso, empregamos o método aproximado na análise da dinâmia da rede emesalas de tempo longas, onsiderando valores de α pequenos, para os quais a onordânia omos resultados obtidos pelo método de EO é bastante boa nos primeiros 100 instantes temporais.A omparação entre os resultados obtidos por ada um dos proedimentos para a dinâmiade m1
t e Qt, num ponto típio no interior de ada região onde apareem ilos, é ilustradana �g. 3.9, onsiderando ambos os modelos de proessamento sequenial. Por esses grá�os,podemos notar que existe, tanto no modelo SA quanto no modelo SS, uma boa onordâniaentre os resultados obtidos por ada um dos métodos. O regime de valores de α onde isso oorreé diferente em ada um dos modelos. Além disso, para um determinado α �xo, veri�amos que adisrepânia entre os resultados gerados por ada método aumenta à medida que a temperaturadiminui.
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t obtidos por meio do método aproximado,onsiderando ambos os modelos de proessamento sequenial. Valores dos parâmetros: s = 4,

b = 1, T = 0.5, ν = 0.01 e M = 5 × 104. Ambos os grá�os mostram os valores assumidos por
m1
t a ada 5 passos de tempo.Tendo em vista a onordânia satisfatória entre os dois métodos nos primeiros 100instantes de tempo, empregamos o método aproximado na análise da dinâmia para esalasde tempo mais longas. Na �g. 3.10, mostramos a evolução temporal da omponente m1

t até
t = 1000, onsiderando ambos os modelos de proessamento sequenial e os mesmos parâmetrosutilizados na �g. 3.9. Os grá�os da �g. 3.10 mostram que, no ontexto da dinâmia aproximada,as soluções ílias mantêm-se estáveis para um intervalo de tempo mais longo, sugerindo que,de fato, essas soluções devem orresponder aos estados estaionários típios no regime em que
ν & 0. A partir de agora, nossa atenção será direionada para a estabilidade desses ilos omrelação à variação dos parâmetros ν e α. Assumindo que, no interior da região ília, 80



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 85passos de tempo são su�ientes para que a rede atinja um estado estaionário, araterizadopelos parâmetrosm e Q, empregamos o método de EO na obtenção de resultados para valoresmaiores de α, onde a dinâmia aproximada fornee resultados insatisfatórios.
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Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 86passo de tempo. Para qualquer um dos valores de α onsiderados, um aumento de ν provoao desapareimento dos ilos de período quatro, e o sistema sofre uma transição desontínuapara uma região de soluções espúrias. A transição é aompanhada de um aumento signi�ativoe abrupto na fração de sítios que permanee ongelada entre dois instantes onseutivos. Essassoluções espúrias possuem araterístias semelhantes àquelas obtidas no regime em que ainteração Hebbiana é dominante, disutidas anteriormente. Além disso, podemos notar tambémque um aumento de α é desfavorável à presença dos estados ílios no diagrama de fases domodelo SA.
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Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 87ilustra o omportamento de m1 em função de ν. Para um determinado α �xo, a amplitudede osilação de m1 diminui gradualmente à medida que ν aumenta, dando origem a soluçõesespúrias, om todas as omponentes de m aproximadamente iguais entre si. Essa mudançaontínua de omportamento, mais evidente nos asos de α = 0.001 e α = 0.01, é aompanhadade um aumento gradual de Q, omo mostrado na �g. 3.11(d). Em omparação om os outrosregimes de parâmetros analisados até aqui, a relaxação de mt na região de estados espúrios émais rápida nesse aso. Além disso, a amplitude dos overlaps araterístios dessas soluções émais robusta om relação à variação do parâmetro α. Ressaltamos ainda que, para α = 0.1e todos os outros parâmetros mantidos �xos nos mesmos valores que aqueles utilizados na�g. 3.11, o sistema evolui, no aso do modelo SS, para uma solução espúria em todo intervalode valores de ν onsiderado na �g. 3.11(b).Finalizamos a análise dos modelos SA e SS estudando o omportamento de m1 e Qem função do parâmetro α, para T = 0 e dois valores de ν no interior da fase ília, om oprinipal objetivo de obter uma estimativa do αc para a existênia de ilos nesses modelos.Os resultados são ilustrados na �g. 3.12, para ambos os modelos de proessamento sequenial.Novamente, no aso do modelo SA, gra�amos, no interior da região ília, apenas o valor de
m1 mais próximo de 1. Esses grá�os revelam que, para T = 0, os ilos presentes em ambosos modelos desapareem abruptamente para um erto αc, dando origem a soluções espúrias.A transição no parâmetro m1 é aompanhada, igualmente, por uma desontinuidade em Q, oqual passa a assumir valores muito próximos de 1 na região onde α > αc. Um aumento deArquitetura Modelo αcCamadas SA 0.262Reorrente SA 0.163Camadas SS 1.765Reorrente SS 0.108Tabela 3.1: Valores aproximados do αc para a existênia de ilos, onsiderando ambos osmodelos de proessamento sequenial e as arquiteturas tratadas nos apítulos 2 e 3. Valoresdos parâmetros: b = 1, T = 0, s = 4 e ν = 0.01.
ν, omo esperado, torna as soluções ílias menos robustas om respeito ao aumento de α.Da �g. 3.12, podemos extrair, quando ν = 0.01 ou ν = 0.1, o valor aproximado do αc para aexistênia de ilos em ada modelo. Os resultados para ν = 0.01 são apresentados na tabela3.1, juntamente om os valores do αc obtidos na rede em amadas, onsiderando, a �m deomparar o desempenho de ambos os modelos nas duas arquiteturas, os mesmos parâmetrosque aqueles utilizados na onstrução da �g. 3.12. Podemos notar pela tabela que a arquiteturada rede possui forte in�uênia na apaidade rítia de armazenamento das soluções ílias.



Capítulo 3: Dinâmia na rede reorrente 88A presença de atividade reorrente favoree a estabilidade de soluções espúrias, assoiadas aestados simétrios ou de vidro de spin, ausando, em relação à arquitetura em amadas, umadiminuição do αc para a existênia dos ilos. Esse efeito é bastante aentuado no aso domodelo SS, onde o αc na rede reorrente orresponde aproximadamente a 6 % do αc na rede emamadas.



Capítulo 4Camadas de redes reorrentesNeste apítulo, estudamos o omportamento de um modelo de arquitetura mista onsti-tuído de amadas de redes reorrentes, om interações unidireionais entre amadas onseuti-vas. Todas as interações do modelo são puramente Hebbianas, e a introdução de diluição apenasnas onexões entre os elementos de uma mesma amada permite analisar os efeitos de uma vari-ação na onetividade no interior de ada uma delas. Esse modelo, ilustrado esquematiamentena �g. 4.1, também reebe o nome de modelo dual.
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Figura 4.1: Representação de duas amadas onseutivas do modelo dual. As sinapses {J lij},presentes no interior de ada amada l, são simétrias e diluídas. {K l
ij} representa o onjuntode sinapses unidireionais que transfere a informação da amada l−1 para a amada l. O vetor

σl denota o estado oletivo da amada l.Mesmo possuindo interações assimétrias, o modelo pode ser resolvido por meio deténias de meânia estatístia de equilíbrio, pois, no limite T → 0, todas as amadas atingemum estado estaionário. Utilizando o método das réplias, obtemos, em simetria de réplias, aenergia livre e as equações de ponto de sela, que permitem estudar o regime de equilíbrio deuma dada amada l . Diagramas de fases para uma adeia omposta de um número in�nito deamadas e para uma adeia omposta apenas pelas primeiras duas amadas são onstruídos, e o



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 90efeito da diluição no desempenho da rede é analisado. Resultados para a linha de de Almeida-Thouless, que informa onde a solução de simetria de réplias torna-se instável, também sãoobtidos.4.1 De�nição do modeloCom exeção do modo de atualização dos sítios, o modelo é de�nido de maneira bastantesemelhante à rede em amadas. São L amadas omN sítios em ada uma delas, onde σli assumeos valores 1 ou −1, dependendo se o neur�nio i da amada l enontra-se ativo ou inativo,respetivamente. A ada passo de tempo, um únio sítio do onjunto {σli} (i = 1, . . . , N e
l = 1, . . . , L) é esolhido aleatoriamente e então atualizado, ou seja, a dinâmia mirosópiaé assínrona, desrita pelas eqs. (1.4) e (1.5). O ampo loal no sítio i da amada l é de�nidopela expressão

hli(σ
l,σl−1) =

N
∑

j=1

J lijσ
l
j +

N
∑

j=1

K l
ijσ

l−1
j , (4.1)que inlui, por meio das sinapses {J lij}, uma ontribuição devido ao estado oletivo da própriaamada l e, por meio das sinapses unidireionais {K l

ij}, uma ontribuição devido ao estadooletivo da amada l − 1.Um onjunto marosópio de p = αN padrões ξµ l = (ξµ l1 , . . . , ξ
µ l
N ) (µ = 1, . . . , p) éarmazenado em ada amada da rede por meio de um aprendizado Hebbiano, resultando naseguinte forma explíita para as interações

J lij =
cijJ

cN
(1 − δij)

p
∑

µ=1

ξµ li ξ
µ l
j , (4.2)

K l
ij =

K

N

p
∑

µ=1

ξµ li ξ
µ,l−1
j . (4.3)As omponentes {ξµ li } são variáveis aleatórias geradas independentemente umas das outras.Cada omponente ξµ li pode assumir 1 ou −1 om probabilidade 1/2. O fator (1 − δij) , intro-duzido na de�nição das sinapses {J lij}, garante a ausênia de auto-interação no sistema.Os parâmetros J ≥ 0 e K ≥ 0, idêntios para qualquer amada, ontrolam, respeti-vamente, a magnitude das interações no interior de ada amada e entre duas amadas on-seutivas. Assumimos ainda que a adeia é aberta, ou seja, não existem onexões entre asamadas l = L e l = 1, de modo que, por de�nição, temos que K1

ij ≡ 0 ∀ i , j. Por onseguinte,é neessário distinguir entre dois modos de operação na primeira amada: podemos esolheruma on�guração em l = 1 e mantê-la �xa ao longo da dinâmia mirosópia ou podemosdeixar que a primeira amada relaxe livremente para um estado de equilíbrio a partir de uma



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 91on�guração iniial arbitrária.A diluição é introduzida somente nas onexões internas a ada amada através da va-riável cij, que pode assumir 1 ou 0 de maneira independente para ada par de sítios, de aordoom a seguinte distribuição
P(cij) = c δcij1 + (1 − c) δcij0 , (4.4)

cij = cji ,onde o vínulo cij = cji ∀ i , j garante a simetria das interações {J lij}. Consideramos nestetrabalho apenas os efeitos de diluição �nita, assumindo que a onetividade c varia no intervalo
0 < c ≤ 1 [25, 27℄. Consequentemente, o número médio de vizinhos, no interior de umaerta amada l, onetados a um dado sítio da mesma amada, satisfaz cN → ∞ no limitetermodinâmio. Quando c = 1, todos os sítios no interior de ada amada estão onetados entresi. Embora c esteja de�nido somente para valores maiores que 0, as equações que desrevem,em simetria de réplias, o regime de diluição extrema, podem ser obtidas a partir das equaçõespara o regime de diluição �nita fazendo o limite c → 0 após o limite N → ∞, omo disutidona referênia [27℄.Para K = 0 e J = 1, o modelo se reduz a L redes reorrentes desaopladas entre si, ominterações Hebbianas simetriamente diluídas, ujos estados estaionários podem ser obtidospor meio da meânia estatístia de equilíbrio, utilizando o método das réplias. Nesse aso,quando T = 0, a apaidade rítia de armazenamento depende dos valores de c [27℄, sendodada por αc ≃ 0.138 quando c = 1 [24℄. Para J = 0 e K = 1, o modelo se reduz a umarede em amadas usual, sem onexões laterais, uja dinâmia pode ser resolvida exatamente nolimite N → ∞ por meio de uma análise de sinal-ruído, omo disutido no apítulo 2. Quando
T = 0, a apaidade rítia de armazenamento da rede em amadas om interações puramenteHebbianas é dada por αc ≃ 0.269 [34℄. Esperamos obter esse mesmo αc quando J = 0 e K = 1,independentemente de c, já que introduzimos diluição apenas nas onexões entre os elementosde uma mesma amada.Na ausênia de temperatura, a dinâmia mirosópia é determinístia, de modo quea primeira amada atinge uma on�guração mirosópia estaionária. Em vista disso, apósum intervalo de tempo su�ientemente longo, a ontribuição do estado σ1 para o ampo loal
h2
i (σ

2,σ1) na segunda amada passa a ser estaionária, uma vez que não há �utuações térmiasno sistema, possibilitando que a segunda amada também atinja um estado estaionário emdeterminado momento. Portanto, a ontribuição da primeira amada para h2
i (σ

2,σ1) pode servista omo um ampo externo independente do tempo. Podemos então utilizar as ferramentasda meânia estatístia de equilíbrio para analisar o omportamento estaionário da segundaamada. Dessa forma, uma após a outra, ada uma das amadas relaxa para um estado de



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 92equilíbrio quando T = 0.O proedimento utilizado aqui onsiste em resolver a meânia estatístia de equilíbriodo sistema para T > 0 e, uma vez tomado o limite termodinâmio, alula-se então o limite
T → 0. Esse proedimento foi apliado ao modelo dual na ausênia de diluição e justi�ado aposteriori através da boa onordânia entre resultados teórios e simulações numérias [35℄.O overlap entre um estado de equilíbrio numa amada l e o padrão µ é de�nido pelaeq. (2.1). Para qualquer amada l, assumimos que s <∞ padrões ondensados geram overlapsmarosópios Mµ

l = O(1) (µ = 1, . . . , s), e os restantes p− s padrões não-ondensados geramoverlaps mirosópios Mµ
l = O(1/

√
N) (µ = s+ 1, . . . , p).Portanto, assumindo que uma dada amada l − 1 enontra-se em equilíbrio, a amada

l, após um tempo su�ientemente longo, também relaxa para um estado de equilíbrio arate-rizado pela distribuição (1.10), om o Hamiltoniano de�nido por
H(σl) = −1

2

∑

ij

J lijσ
l
iσ
l
j −

∑

ij

K l
ijσ

l
iσ
l−1
j . (4.5)Substituindo a forma explíita das interações {K l

ij}, a função de partição da amada l pode seresrita da seguinte maneira
Z =

∑

σ

exp

(

β

2

∑

ij

Jijσiσj + βK
∑

µ

m̃µ
∑

i

ξµi σi

)

, (4.6)onde {m̃µ} (µ = 1, . . . , p) representa o onjunto dos overlaps na amada l−1 que, por suposição,são quantidades de equilíbrio, não sendo neessário alular nenhum tipo de média sobre eles.A presença do índie de amada torna-se redundante, pois todas as quantidades presentes naeq. (4.6), om exeção de {m̃µ}, referem-se à amada l. No limite N → ∞, a energia livre porsítio se automedia om relação à desordem das interações, no que diz respeito tanto às variáveisde diluição quanto aos padrões não-ondensados, e podemos esrevê-la, usando o método dasréplias, da seguinte maneira
f = − lim

n→0
lim
N→∞

1

βNn
ln [Zn]c , (4.7)onde (. . . ) representa a média sobre os p− s padrões não-ondensados e [. . . ]c a média sobre oonjunto {cij}.



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 934.2 A média sobre a diluiçãoO objetivo desta seção é alular a média [Zn]c. Partindo da eq. (4.6), temos que
[Zn]c =

∑

σ1...σn

exp

(

βK
∑

α

∑

µ

m̃µ
∑

i

ξµi σiα

)

[

exp

(

β

2

∑

ij

Jij
∑

α

σiασjα

)

]

c

, (4.8)onde o índie α = 1, . . . , n varre o espaço das réplias do sistema. Reesrevendo a interação (4.2)omo Jij =
cij
c

(1− δij)Tij , om Tij = J
N

∑p
µ=1 ξ

µ
i ξ

µ
j , e substituindo essa de�nição na eq. (4.8), amédia sobre a diluição é alulada da seguinte maneira

[

exp

(

β

2

∑

ij

Jij
∑

α

σiασjα

)

]

c

=
∏

i<j

[

exp

(

β

c
cijTij

∑

α

σiασjα

)

]

c

=
∏

i<j

{

c exp

(

β

c
Tij
∑

α

σiασjα

)

+ (1 − c)

}

= exp

{

∑

i<j

ln

{

1 + c

[

exp

(

β

c
Tij
∑

α

σiασjα

)

− 1

]}

}

. (4.9)Como Tij = O(1/
√
N) e c = O(1), podemos expandir o logaritmo em potênias do argumentoda função exponenial até O(1/N)

ln

{

1 + c

[

exp

(

β

c
Tij
∑

α

σiασjα

)

− 1

]}

= βTij
∑

α

σiασjα +
β2

2

(

1 − c

c

)

T 2
ij

(

∑

α

σiασjα

)2

,e reesrever a eq. (4.9) da seguinte forma
[

exp

(

β

2

∑

ij

Jij
∑

α

σiασjα

)

]

c

= exp

[

β
∑

α

∑

i<j

Tijσiασjα +
β2

2

(

1 − c

c

)

∑

i<j

T 2
ij

(

∑

α

σiασjα

)2]

.(4.10)As �utuações de T 2
ij om relação aos padrões geram termos no expoente da eq. (4.10) que nãoontribuem para o omportamento do sistema no limite N → ∞. Portanto, usando a lei dosgrandes números, podemos esrever

T 2
ij = T 2

ij =

(

J

N

)2
∑

µν

ξµi ξ
ν
i ξ

µ
j ξ

ν
j =

J2α

N
. (4.11)



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 94Substituindo o resultado (4.11) na eq. (4.10) e utilizando a relação
∑

ij

(

∑

α

σiασjα

)2

= Nn2 + 2
∑

i<j

(

∑

α

σiασjα

)2

,obtemos a expressão �nal para o álulo da média sobre a diluição
[

exp

(

β

2

∑

ij

Jij
∑

α

σiασjα

)

]

c

= exp

[

− 1

4
β2J2n2α

(

1 − c

c

)

+ β
∑

α

∑

i<j

Tijσiασjα

]

× exp

[

1

4

β2J2α

N

(

1 − c

c

)

∑

αβ

(

∑

i

σiασiβ

)2]

. (4.12)A partir desse resultado podemos obter uma interpretação físia mais lara aera doefeito da diluição nas interações da rede. É possível veri�ar que a eq. (4.12) também pode serobtida fazendo a substituição Jij → Jeff
ij na eq. (4.8), onde Jeff

ij representa uma interação efetivade�nida por
Jeff
ij = Tij + δij , i < j . (4.13)A equação aima onsiste na soma da interação Hebbiana usual para uma rede reorrenteompletamente onetada mais um ruído Gaussiano δij de média zero, uja variânia inlui oefeito da diluição [25, 68, 83℄

∆2 = [δ2
ij ]c =

J2α(1 − c)

Nc
. (4.14)A substituição de Jeff

ij na eq. (4.8) e o álulo da média sobre as variáveis {δij}, por meio deuma simples integração Gaussiana, produz o resultado (4.12). Portanto, a diluição manifesta-seomo um ruído aditivo nas e�áias sináptias, o qual independe do proesso de aprendizadoda rede.Substituindo o resultado (4.12) na eq. (4.8), a média on�guraional da função de par-tição assume a forma
[Zn]c = exp

[

− 1

4
β2J2n2α

(

1 − c

c

)]

∑

σ1...σn

exp

[

β2J2α(1 − c)

4cN

∑

αβ

(

∑

i

σiασiβ

)2]

× exp

(

β
∑

α

∑

i<j

Tijσiασjα + βK
∑

α

∑

µ

m̃µ
∑

i

ξµi σiα

)

. (4.15)A próxima etapa onsiste em alular a média sobre os padrões não-ondensados. Substituindoa forma explíita de Tij na eq. (4.15) e separando os padrões ondensados dos não-ondensados,
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[Zn]c = exp

[

− 1

2
JαβnN − 1

4
β2J2n2α

(

1 − c

c

)]

∑

σ1...σn

exp

[

β2J2α (1 − c)

4cN

∑

αβ

(

∑

i

σiασiβ

)2]

× exp

{

βN
∑

µ≤s

∑

α

[

J

2

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)2

+Km̃µ

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)]

}

× exp

{

βN
∑

µ>s

∑

α

[

J

2

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)2

+Km̃µ

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)]

}

. (4.16)4.3 A média sobre os padrões não-ondensadosNesta seção, onentramo-nos uniamente no álulo do termo da eq. (4.16) que ontéma média sobre os padrões não-ondensados. A função
Ω = exp

{

βN
∑

µ>s

∑

α

[

J

2

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)2

+Km̃µ

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)]

}

, (4.17)após a inserção da identidade
exp

[

βNJ

2

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)2]

=

∫

dzµα√
2π

exp

[

− 1

2
z2
µα +

√

βNJ

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)

zµα

]

, (4.18)pode ser esrita da seguinte forma
Ω =

∏

µ>s

{

∫
[

∏

α

dzµα√
2π

exp
(

− 1

2
z2
µα

)

]

∏

i

exp

[

1

N
ξµi
∑

α

σiα
(
√

βNJzµα + βNKm̃µ
)

]

}

.Como o argumento da exponenial é linear om relação às variáveis {ξµi }, podemos alular amédia sobre os padrões não-ondensados e obter o seguinte resultado
Ω =

∏

µ>s

{

∫
[

∏

α

dzµα√
2π

exp
(

− 1

2
z2
µα

)

]

exp

{

∑

i

ln cosh

[

∑

α

σiα

(

√

βJ

N
zµα + βKm̃µ

)]}

}

.



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 96Já que os overlaps {m̃µ} (µ > s) são da O(1/
√
N), a função ln cosh (. . . ) pode ser expandidaem potênias do seu argumento até O(1/N), resultando em

Ω =
∏

µ>s

{

∫
[

∏

α

dzµα√
2π

exp
(

− 1

2
z2
µα

)

]

× exp

[

1

2

∑

αβ

∑

i

σiασiβ

(

√

βJ

N
zµα + βKm̃µ

)(

√

βJ

N
zµβ + βKm̃µ

)]

}

. (4.19)As de�nições
Λαβ = δαβ − βJ

(

1

N

∑

i

σiασiβ

)

, (4.20)
uµα = m̃µ βK

√

βNJ
∑

β

(

1

N

∑

i

σiασiβ

)

,permitem reesrever a eq. (4.19) em termos da seguinte integral Gaussiana sobre as variáveis
{zµα}

Ω = exp

{

1

2
Nβ2K2

[

∑

µ>s

(m̃µ)2

]

∑

αβ

(

1

N

∑

i

σiασiβ

)}

×
∏

µ>s

{

∫
[

∏

α

dzµα√
2π

]

exp

(

− 1

2

∑

αβ

zµαΛαβzµβ +
∑

α

uµαzµα

)

}

, (4.21)uja solução produz o seguinte resultado para Ω

Ω = exp

{

1

2
Nβ2K2

[

∑

µ>s

(m̃µ)2

]

∑

αβ

(

1

N

∑

i

σiασiβ

)

− p

2
ln detΛ +

1

2

∑

µ>s

∑

αβ

uµαΛ
−1
αβuµβ

}

.(4.22)Os elementos da matriz Λ no espaço das réplias são de�nidos pela eq. (4.20). A identidade
1 =

∫

dqαβdq̂αβ
2π

exp

[

iq̂αβ

(

qαβ −
1

N

∑

i

σiασiβ

)] (4.23)é responsável pela introdução do parâmetro de ordem de vidro de spin na desrição, representadopela matriz simétria q de dimensão n. Cada um dos seus elementos, de�nidos por qαβ =

N−1
∑

i σiασiβ (α , β = 1, . . . , n), representa a orrelação entre os estados da rede em duasréplias do sistema. Inserindo a eq. (4.23) na (4.22) e fazendo a transformação q̂αβ → Nq̂αβ ,
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Ω =

(

N

2π

)n2
∫
[

∏

αβ

dqαβdq̂αβ

]

exp

(

iN
∑

αβ

qαβ q̂αβ − i
∑

αβ

q̂αβ
∑

i

σiασiβ −
αN

2
ln det Λ

)

× exp

(

1

2
Nβ2K2

∑

αβ

qαβ
∑

µ>s

(m̃µ)2 +
1

2

∑

µ>s

∑

αβ

uµαΛ
−1
αβuµβ

)

, (4.24)om as quantidades {Λαβ} e {uµα} não dependendo mais dos estados mirosópios, mas apenasdos parâmetros marosópios {qαβ}.Voltando à eq. (4.16), substituindo o resultado (4.24) e linearizando o expoente queontém os padrões ondensados por meio da inserção da identidade
exp

[

βNJ

2

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)2]

=

(

βNJ

2π

)
1

2

∫

dmµ
α exp

[

− 1

2
βNJ(mµ

α)
2

]

× exp

[

βNJ

(

1

N

∑

i

ξµi σiα

)

mµ
α

]

(µ = 1, . . . , s) ,a função [Zn]c pode ser esrita na sua forma �nal
[Zn]c =

(

βNJ

2π

)
sn
2

(

N

2π

)n2
∫
[

∏

µ≤s

∏

α

dmµ
α

]
∫
[

∏

αβ

dqαβdq̂αβ

]

exp
[

− βNnΦ [{m, q, q̂}]
]

,(4.25)om a quantidade Φ[. . . ] de�nida da seguinte maneira
Φ [{m, q, q̂}] =

1

2
Jα− i

nβ

∑

αβ

qαβ q̂αβ +
J

2n

∑

µ≤s

∑

α

(mµ
α)

2 +
α

2nβ
ln detΛ

− J2αβ(1 − c)

4nc

∑

αβ

q2
αβ −

βK2

2n

∑

µ>s

(m̃µ)2
∑

αβ

(qΛ−1)αβ

− 1

βNn

∑

i

ln

{

∑

σi1...σin

exp

[

β
∑

µ≤s

∑

α

(Jmµ
α +Km̃µ) ξiµσiα − i

∑

αβ

q̂αβσiασiβ

]}

.(4.26)Como Φ[. . . ] é da O(1), a solução da integral (4.25) é obtida usando o método do ponto de sela.Portanto, no limite N → ∞, a função [Zn]c é dada por
[Zn]c = exp

[

− βNnΦ [{m, q, q̂}]
] ∣

∣

∣

extr
, (4.27)onde Φ[. . . ]|extr india que os parâmetros marosópios devem ser esolhidos de modo a extre-



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 98mizar Φ[. . . ]. Substituindo a eq. (4.27) na eq. (4.7), obtemos a expressão da energia livre porsítio de uma amada l
f =

1

2
Jα − lim

n→0

1

nβ

{

i
∑

αβ

qαβ q̂αβ − 1

2
βJ
∑

µ≤s

∑

α

(mµ
α)

2 − α

2
ln detΛ

+
1

2
β2K2

∑

µ>s

(m̃µ)2
∑

αβ

(

qΛ−1
)

αβ
+

1

4
β2J2α

(

1 − c

c

)

∑

αβ

q2
αβ (4.28)

+

〈

ln

{

∑

σ1...σn

exp

[

β
∑

α

σα (Jmα +Km̃) .ξ − i
∑

αβ

q̂αβσασβ

]}

〉

ξ

}

,onde
(Jmα +Km̃) .ξ =

∑

µ≤s

(Jmµ
α +Km̃µ) ξµ ,e 〈. . . 〉ξ denota a média sobre os s padrões ondensados, originada por meio da apliação da leidos grandes números à quantidade N−1

∑

i ln {. . . } da eq. (4.26). Os parâmetros marosópiospresentes em f satisfazem as equações de ponto de sela
∂f

∂mµ
α

=
∂f

∂qαβ
=

∂f

∂q̂αβ
= 0 , (4.29)om µ = 1, . . . , s e α, β = 1, . . . , n.A partir das eqs. (4.29) e (4.28), podemos derivar as seguintes equações para mµ

α e qαβ
∂f

∂mµ
α

= 0 ⇒ mµ
α =

〈

ξµ [σα]n

〉

ξ
, (4.30)

∂f

∂q̂αβ
= 0 ⇒ qαβ =

〈

[σασβ]n

〉

ξ
, (4.31)onde [. . . ]n representa a média om relação a uma distribuição efetiva de probabilidades paraos possíveis estados de um únio sítio nas diferentes réplias

[f(σ)]n =

∑

σ f(σ) exp
[

β
∑

α σα
(

Jmα +Km̃
)

.ξ − i
∑

αβ q̂αβσασβ

]

∑

σ exp
[

β
∑

α σα
(

Jmα +Km̃
)

.ξ − i
∑

αβ q̂αβσασβ

] , (4.32)om o vetor σ, nesse aso, de�nido por σ = (σ1, . . . , σn). Portanto, no limite N → ∞, oomportamento de equilíbrio da rede se reduz ao omportamento de um únio sítio, desritopor meio de uma probabilidade efetiva que inlui os efeitos da desordem das interações numtermo que aopla as diferentes réplias do sistema por meio dos parâmetros {q̂αβ}. A quantidade
mµ
α é interpretada �siamente omo a orrelação do padrão µ om a atividade média do sistema



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 99na réplia α, e qαβ representa a média da orrelação entre as atividades do sistema nas réplias
α e β. A equação de ponto de sela que envolve a derivada de f om relação a qαβ fornee aseguinte equação

q̂αβ =
1

2
iαβJgαβ +

1

2
iβ2K2xαxβ

∑

µ>s

(m̃µ)2 +
1

2
iβ2J2α

(

1 − c

c

)

qαβ , (4.33)que relaiona os parâmetros qαβ e q̂αβ . As quantidades gαβ e xα são de�nidas da seguintemaneira
gαβ =

∫

[

∏

γ dzγ

]

zαzβ exp
(

− 1
2

∑

λγ zλΛλγzγ

)

∫

[

∏

γ dzγ

]

exp
(

− 1
2

∑

λγ zλΛλγzγ

) = Λ−1
αβ , (4.34)

xα =
∑

β

Λ−1
βα . (4.35)4.4 Simetria de répliasNesta seção, apresentamos as equações da energia livre por sítio e dos parâmetros ma-rosópios obtidas fazendo o ansatz de simetria de réplias para os parâmetros de ordem

q̂αβ =
1

2
iαβ2

[

Rδαβ + r(1 − δαβ)
]

∀α , β
qαβ = δαβ + q(1 − δαβ) ∀α , β (4.36)
mµ
α = mµ (µ = 1, . . . , s) ∀α ,onde {mµ}, q, R e r devem ser determinados de maneira autoonsistente através das equaçõesde ponto de sela. Os detalhes ténios envolvidos na substituição da suposição (4.36) na energialivre por sítio, dada pela eq. (4.28), e o posterior álulo do limite n → 0, são disutidos noapêndie C. Apresentamos aqui apenas o resultado

fSR =
1

2
α
[

J + βr(1 − q)
]

+
1

2
Jm2 +

α

2β

{

ln
[

1 − βJ(1 − q)
]

− Jβq

1 − βJ(1 − q)

}

− βK2(1 − q)

2
[

1 − βJ(1 − q)
]

∑

µ>s

(m̃µ)2 − 1

4
βJ2α

(

1 − c

c

)

(1 − q2)

− 1

β

〈 ∫

Dz ln 2 cosh β
[

ξ.(Jm +Km̃) + z
√
αr
]

〉

ξ
, (4.37)onde Dz = (2π)−

1

2 e−
1

2
z2dz, m = (m1, . . . , ms) e ξ = (ξ1, . . . , ξs). A função fSR não dependedo parâmetro R, que aparee na suposição de simetria de réplias para os elementos {q̂αβ}.



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 100Utilizando a forma explíita de fSR apresentada aima, podemos alular as seguintesequações de ponto de sela em simetria de réplias
∂fSR
∂mµ

=
∂fSR
∂r

= 0 ,que forneem as relações de reorrênia para m e q entre duas amadas onseutivas
m′ =

〈

ξ

∫

Dz tanh β

{

ξ.(Jm′ +Km) + z
√

α
[

r̂′ + J2 c−1(1 − c)q′
]

}

〉

ξ

, (4.38)
q′ =

〈

∫

Dz tanh2 β

{

ξ.(Jm′ +Km) + z
√

α
[

r̂′ + J2 c−1(1 − c)q′
]

}

〉

ξ

, (4.39)onde, de aordo om a nova notação, os parâmetros (m′, q′, r̂′) e (m, q, r̂) desrevem, respeti-vamente, o omportamento marosópio de uma dada amada l e da amada anterior l−1. Oparâmetro r̂ é de�nido em termos de r por meio de r̂ = r− J2 c−1(1− c)q. A equação de pontode sela ∂fSR/∂q = 0 origina a seguinte expressão
r̂′
[

1 − βJ(1 − q′)
]2 − J2 q′ =

K2

α

∑

µ>s

(mµ)2 . (4.40)Tanto a equação aima omo a energia livre fSR possuem uma dependênia om relação aosoverlaps mirosópios na amada l− 1. Embora eles sejam da O(1/
√
N), um número maros-ópio de quantidades dessa natureza aparee nas eqs. (4.37) e (4.40), gerando uma ontribuição�nita na determinação dos estados estaionários na amada l. Portanto, é neessário derivaruma equação adiional para ∑µ>s(m

µ)2, na forma de uma relação de reorrênia entre ama-das onseutivas. Os detalhes envolvidos na obtenção dessa relação de reorrênia, que permiteesrever a quantidade∑µ>s(m
µ)2 uniamente em termos dos parâmetros de ordem do sistema,são disutidos no apêndie D.Portanto, a dependênia de (4.40) om relação aos overlaps mirosópios pode sereliminada por meio da eq. (D.4), resultando na seguinte relação de reorrênia para o parâmetro

r̂

r̂′
[

1 − βJ (1 − q′)
]2 − J2 q′ = β2K2(1 − q)2r̂ − K2q +

K2(1 + q)

1 − βJ(1 − q)
. (4.41)Com exeção das duas primeiras amadas, as eqs. (4.38),(4.39) e (4.41) permitem desrever,uma vez alulado o limite T → 0, os estados estaionários das diferentes amadas e, onsequen-temente, analisar omo a informação é transferida ao longo da adeia. Para o omportamentodas duas primeiras amadas, é neessário distinguir entre os dois modos de operação na amada



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 101
l = 1, introduzidos na seção 4.1. Se a primeira amada for mantida numa on�guração miros-ópia �xa ao longo da dinâmia, orrespondendo a um overlap ondensado m, determinadoexternamente, os valores de m′ e q′ na segunda amada permaneem sendo alulados atravésdas eqs. (4.38) e (4.39), respetivamente. No entanto, a eq. (4.41), nesse aso, assume a forma

r̂′
[

1 − βJ (1 − q′)
]2 − J2 q′ = K2 , (4.42)já que q = 1 na primeira amada. Se, por outro lado, deixarmos a primeira amada relaxarlivremente para o equilíbrio por meio de sua dinâmia mirosópia, as eqs. (4.38),(4.39) e (4.41)ontinuam determinando os estados estaionários da segunda amada. Contudo, os parâmetros

(m, q, r) em l = 1 são obtidos por meio da solução do seguinte sistema de equações
m =

〈

ξ

∫

Dz tanh β

{

Jξ.m + z
√

α
[

r̂ + J2c−1(1 − c)q
]

}

〉

ξ

, (4.43)
q =

〈

∫

Dz tanh2 β

{

Jξ.m+ z
√

α
[

r̂ + J2c−1(1 − c)q
]

}

〉

ξ

, (4.44)
r̂ =

J2 q
[

1 − βJ (1 − q)
]2 , (4.45)que desreve, em simetria de réplias, os estados de equilíbrio de uma rede reorrente sime-triamente diluída om interações Hebbianas [27℄. Esse sistema de equações pode ser obtidosimplesmente assumindo K = 0 nas eqs. (4.38),(4.39) e (4.41).Ressaltamos que o formalismo de equilíbrio utilizado na desrição do sistema é válidoapenas na ausênia de ruído sináptio, omo disutido no iníio deste apítulo. Portanto, nolimite T → 0, as eqs. (4.38),(4.39) e (4.41-4.45) onstituem a solução do modelo. Quando c = 1,reuperamos os resultados de Coolen e Viana para a rede de arquitetura mista na ausênia dediluição [35℄. As equações de ponto-�xo que desrevem a rede reorrente simetriamente diluídasão obtidas quando K = 0 e J = 1 [27℄. Para K = 1 e J = 0, reuperamos, independentementede c, as relações de reorrênia para a rede em amadas [34℄.4.5 ResultadosNesta seção, disutimos o omportamento do modelo dual no regime de T → 0 atravésda apresentação de diagramas de fases. Na ausênia de ruído sináptio, a utilização de doisparâmetros (J e K) no ontrole da intensidade relativa entre os dois tipos de interações torna-se



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 102redundante, sendo onveniente rede�ni-los da seguinte forma
J =

1

2
(1 + ω) , K =

1

2
(1 − ω) ,onde −1 ≤ ω ≤ 1. Os diagramas são onstruídos no espaço de parâmetros (ω, α), para diferentesvalores de c, ilustrando os possíveis estados estaionários numa determinada amada l. Ao longode toda seção, nos limitamos, por meio do ansatz mµ = mδµλ (µ = 1, . . . , s) para o vetor m,ao estudo da reuperação de um únio padrão, denotado por λ. Sem perda de generalidade,podemos esolher λ omo sendo qualquer um dos s padrões ondensados.Como existe um aoplamento entre quaisquer duas amadas onseutivas, o omporta-mento marosópio do sistema varia à medida que onsideramos diferentes amadas, o quetorna o omprimento da adeia um parâmetro importante no estudo desse modelo. No que on-erne a esse aspeto, duas situações distintas são analisadas nesta seção: uma adeia ompostade um número in�nito de amadas (L→ ∞) e uma adeia omposta de apenas duas amadas(L = 2). Em ambos os asos, investigamos o regime de equilíbrio da última amada (l = L) daadeia em questão, sendo neessário, em ada um dos asos, o emprego de um onjunto espe-í�o de equações, omo disutido na seção anterior. Finalizamos este apítulo om o áluloda linha AT, que delimita a região no espaço de parâmetros onde a suposição de simetria deréplias gera soluções estáveis.4.5.1 A adeia in�nitaEstamos interessados, primeiramente, nas propriedades da amada de saída de umaadeia omposta de um número in�nito de amadas. Num sistema desse tipo, esperamos que,a partir de uma erta amada l → ∞, o omportamento marosópio não sofra alterações deuma amada para outra, o que implia na relação (m′, q′, r′) = (m, q, r) para os parâmetros deordem. Portanto, a apliação dessa ondição nas eqs. (4.38), (4.39) e (4.41) permite obter, apóso álulo da média sobre o padrão ξλ originado pela substituição de mµ = mδµλ (µ = 1, . . . , s),o seguinte sistema de equações

m =

∫

Dz tanh β

[

m+ z
√

α
[

r̂ + J2c−1(1 − c)q
]

]

, (4.46)
q =

∫

Dz tanh2 β

[

m+ z
√

α
[

r̂ + J2c−1(1 − c)q
]

]

, (4.47)
r̂ =

(1 − ω)2 + q (1 + ω)2 − 2qCω (1 + ω)

4
[

1 − 1
2
C (1 + ω)

][

1 − C (1 + ω) + ωC2
] , (4.48)



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 103onde C = β(1 − q). No limite T → 0, os parâmetros m, q e C assumem a forma
m = erf

[

m
√

2α [ r̂ + J2c−1 (1 − c) ]

]

, (4.49)
q = 1 , (4.50)
C =

[

2

απ[ r̂ + J2c−1 (1 − c)]

]
1

2

exp

{

− m2

2α [ r̂ + J2c−1 (1 − c) ]

}

. (4.51)De�nindo a variável x = m/
√

2α [ r̂ + J2c−1(1 − c) ], podemos reduzir o sistema de equaçõesno regime de T → 0 a uma únia equação de ponto-�xo para a variável x
x
√
α =

erf(x)
[

A (x, ω)
] 1

2

[

(1 + ω2) erf2(x)B(x, ω) + 1
2

(1 + ω)2
(

1−c
c

)

A(x, ω)
]

1

2

, (4.52)onde
A(x, ω) =

[

erf(x) − 2x√
π
e−x

2

] [

erf(x) − (1 + ω)x√
π

e−x
2

] [

erf(x) − 2ωx√
π
e−x

2

]

, (4.53)
B(x, ω) = erf(x) −

(

ω + ω2

1 + ω2

)

2 x√
π
e−x

2

. (4.54)Comom = erf(x), a solução numéria das eqs. (4.52-4.54) permite determinar o omportamentoestaionário do overlap na amada L→ ∞ e, onsequentemente, onstruir diagramas de fases.A �g. 4.2 ilustra, para diferentes valores de c, o diagrama de fases (ω, α) que araterizaos possíveis estados estaionários da amada L → ∞. Para ada valor de c, a urva heiadelimita a região aima da qual m = 0 orresponde à únia solução da eq. (4.52). Nesse aso,omo q = 1, o sistema enontra-se num estado de vidro de spin, e o padrão em questão nãoé reuperado. Abaixo da transição, de maneira similar ao omportamento da rede reorrenteompletamente onetada [24℄, existem três soluções possíveis: m1 = 0, m2 ≃ 1 e m3 ≃ −1.As soluções m2 ≃ 1 e m3 ≃ −1 representam estados de reuperação de um únio padrão,ujo módulo derese ligeiramente à medida que α aumenta, até que a fronteira entre as fases éatingida, e então essas soluções desapareem desontinuamente. Quando ω = 1 e c = 1, obtemoso αc ≃ 0.138, araterístio da rede reorrente ompletamente onetada [24℄. Para ω = −1,reuperamos, para qualquer c, a apaidade rítia da rede em amadas, dada por αc ≃ 0.269[34℄. De aordo om a �g. 4.2, quando c = 1 e c = 0.5 , existe um máximo no αc para um balançoapropriado entre os dois tipos de interação. Veri�amos que essa situação também oorre paraoutros valores da onetividade no intervalo 0.5 < c < 1. Esses resultados indiam que apresença de um número marosópio de onexões laterais numa rede em amadas, que inluisomente interações puramente Hebbianas, melhora a apaidade de armazenamento da rede,
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Figura 4.2: Diagrama de fases dos possíveis estados estaionários da amada L → ∞, para
T = 0, diferentes valores de c e um únio padrão ondensado. Aima das urvas, a eq. (4.52)possui apenas a solução m = 0. Abaixo das urvas, existem três soluções possíveis: m1 = 0,
m2 ≃ 1 e m3 ≃ −1. No regime de T = 0, o parâmetro q assume q = 1, independentemente dosoutros parâmetros do modelo.desde que a intensidade relativa entre os dois tipos de interações seja esolhida apropriadamente.À medida que c diminui, o que orresponde a uma diminuição no número médio de sinapsesno interior de ada amada, a apaidade da rede diminui signi�ativamente. Para valores de
c próximos de zero, um αc signi�ativo só é obtido se as interações entre as amadas foremsu�ientemente fortes em omparação om as interações reorrentes internas a ada uma delas.No regime de diluição extrema, obtido assumindo c → 0, a solução de vidro de spin torna-seinstável abaixo da transição, e obtemos αc/c = 0.629 quando ω = 1, em onordânia omtrabalhos anteriores [26�28℄.4.5.2 A adeia om L = 2Nesta subseção, analisamos os efeitos de diluição na amada de saída de uma adeiaomposta de apenas duas amadas. Os valores de (m, q, r̂) em l = 1 podem ser determinadosatravés de dois modos distintos de operação.No aso em que a primeira amada é mantida �xa numa on�guração mirosópia aolongo da dinâmia, o overlap m na primeira amada entra omo um parâmetro adiional, ujovalor deve ser esolhido. O parâmetro de vidro de spin na primeira amada assume q = 1.Portanto, esolhendo um valor para m em l = 1, os parâmetros (m′, q′, r̂′) na segunda amadasão obtidos a partir das eqs. (4.38),(4.39) e (4.42).



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 105No aso em que a primeira amada relaxa livremente para uma on�guração de equi-líbrio, é neessário resolver o sistema de eqs. (4.43-4.45) a �m de determinar os parâmetros
(m, q, r̂) em l = 1. Os valores de (m′, q′, r̂′) na segunda amada são obtidos então através dasrelações de reorrênia (4.38),(4.39) e (4.41).Podemos alular, separadamente, o limite T → 0 das equações envolvidas em ada umdos modos de operação desritos aima, obtendo, para ada aso, resultados análogos àquelesmostrados nas eqs. (4.49), (4.50) e (4.51). Veri�amos que o onjunto total de equações podeser expresso, de uma forma uni�ada, em termos da seguinte equação de ponto-�xo para umavariável y [83℄
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,(4.55)onde a função F (y) é de�nida por
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. (4.56)A variável y é de�nida da seguinte maneira
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,

m′ = erf(y) .A eq. (4.55) permite obter resultados para ambos os modos de operação na primeira amada.A diferença entre eles manifesta-se na maneira de determinar os parâmetros m e ρ:
• quando a on�guração da primeira amada é mantida �xa ao longo da dinâmia, m édado e ρ = 1;
• quando a primeira amada relaxa livremente para um estado de equilíbrio, é neessárioresolver a seguinte equação de ponto-�xo para a variável u
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u =

Jm
√

2α
[

r̂ + J2c−1 (1 − c)
]

.A solução da eq. (4.57) determina os valores de m e ρ na primeira amada por meio dasrelações m = erf(u) e ρ =
[

erf(u)/F (u)
]2.
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Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 107na forma de diagramas de fases (ω, α), onsiderando apenas o aso em que a primeira amada émantida numa on�guração �xa ao longo da dinâmia. Cada um desses diagramas arateriza oomportamento de m′ = erf(y), referente à amada L = 2, obtido por meio da solução numériada eq. (4.55), onsiderando ρ = 1 e um determinado valor de m. A urva pontilhada, inluídanos grá�os apenas a título de omparação, representa a transição de fase araterístia doomportamento estaionário da amada L→ ∞, omo ilustrado na �g. 4.2.
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Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 108possíveis valores de m′. Como T = 0, o parâmetro de vidro de spin na segunda amadaassume q′ = 1, independentemente dos valores dos outros parâmetros do modelo. Na região I,presente em ambas as �guras, temos uma únia solução para a eq. (4.55). Na �g. 4.3, o overlapno interior da região I varia no intervalo 0 ≤ m′ ≤ 1 omo função dos parâmetros (ω, α),deresendo ontinuamente à medida que aumenta α; na �g. 4.4, obtemos m′ = 0 no interiorda região I, para quaisquer valores de α e ω. Na região II, presente uniamente na �g. 4.3,existem duas soluções possíveis, m′
1 ≃ 1 e m′

2 ≃ −1, ujos valores não variam de maneirasigni�ativa no interior dessa região. A região III também aparee somente na �g. 4.3, sendoaraterizada pela presença de duas soluções para a eq. (4.55), uma orrespondendo a m′
1 ≃ 1e a outra variando no intervalo 0 < m′

2 < 1 omo função de ω. O valor de m′
2 derese nointerior da região III om um aumento de ω, aproximando-se de zero à medida que ω → 1.Na região IV, presente novamente tanto na �g. 4.3 quanto na �g. 4.4, existem três possíveissoluções: m′

1 ≃ 1 e m′
2 ≃ −1, que pratiamente não variam omo função dos parâmetros, euma tereira solução m′
3. No aso da �g. 4.3, m′

3 varia no intervalo 0 < m′
3 < 1 omo funçãode ω e, no aso da �g. 4.4, obtemos m′

3 = 0 no interior da região IV para quaisquer valores de
(ω, α). De maneira semelhante à região III, a solução m′

3, no aso da �g. 4.3, tende a zero àmedida que ω → 1 no interior da região IV, em onordânia om os resultados obtidos na redereorrente ompletamente onetada [24℄ e, para valores moderados de c, na rede reorrentesimetriamente diluída [27℄.Um derésimo da onetividade c não altera o número de soluções em ada região nema forma qualitativa das mesmas, mas provoa uma diminuição de todas as regiões do diagrama.Como pode ser notado pelas �guras, a esala de valores de α onde apareem as diferentes fasesé bastante pequena quando c é próximo de zero, o que implia numa redução da apaidaderítia de armazenamento para a existênia de soluções de reuperação. No aso da �g. 4.4, nãoenontramos a solução m′ = 0 no interior da região IV para valores muito pequenos de c (porexemplo, quando c = 10−4). Tratando-se da �g. 4.3, podemos notar que, para c = 0.001, a regiãoII pratiamente domina a porção do diagrama em que ω ≈ 1 e α é pequeno. Portanto, em ambosos asos, a solução de vidro de spin desaparee gradualmente da região onde ω ≈ 1 e α < αc,à medida que c → 0. Esses resultados onordam om aqueles obtidos na rede reorrentesimetriamente diluída [27℄, onde a solução de vidro de spin torna-se instável no interior dafase de reuperação quando c = 0. Para 0 < m < 1 na primeira amada, os resultados sãoqualitativamente os mesmos que aqueles mostrados para m = 1, havendo alteração somente nosdetalhes quantitativos dos diagramas. Obtemos também resultados semelhantes aos disutidosaqui para o aso de relaxação livre da primeira amada, inluindo os efeitos degradantes dadiluição nas diferentes regiões. Para mais disussão aera desse último aso, remetemos o leitoràs referênias [35℄ e [83℄.



Capítulo 4: Camadas de redes reorrentes 1094.5.3 A linha de de Almeida-Thouless (linha AT)Para �nalizar, alulamos nesta subseção a linha AT [16℄, que delimita o regime deparâmetros onde a suposição de simetria de réplias gera soluções de ponto-�xo instáveis. Nessaregião, é neessário, onsequentemente, quebrar a simetria entre as réplias a �m de obtersoluções estáveis. Na rede reorrente simetriamente diluída (ω = 1), além da fase de vidro despin, a quebra de simetria de réplias também é neessária para a obtenção de soluções estáveisno interior da fase de reuperação, quando T é próximo de zero. Em ontrapartida, na redeem amadas (ω = −1), as soluções obtidas aqui em simetria de réplias devem ser estáveis emtodo espaço de parâmetros. Tratando-se do modelo dual na ausênia de diluição [35℄, um valorde ω in�nitesimalmente maior que −1 é su�iente para desestabilizar a solução de simetriade réplias numa erta porção do espaço de parâmetros. Esperamos que essa araterístiapermaneça na presença de diluição. Embora a solução do modelo esteja restrita ao regime de
T = 0, é possível ter uma idéia do tamanho da região onde é neessária a quebra de simetriade réplias analisando o omportamento da linha AT no regime em que T ≈ 0.A obtenção da equação que permite alular numeriamente a linha AT é disutida noapêndie E. O resultado �nal, expresso pela ondição (E.17), é obtido através de uma expansãoda energia livre f , dada pela eq. (4.28), em torno de fSR. A exigênia de que fSR orrespondaa um mínimo de f origina a ondição (E.17), ujo umprimento garante a estabilidade dassoluções de ponto-�xo derivadas a partir do ansatz de simetria de réplias. A ondição deestabilidade obtida na rede reorrente om diluição simétria é reuperada quando assumimos
J = 1 e K = 0 na eq. (E.17) [27℄. Para c = 1, a eq. (E.17) reupera o resultado para a rede dualna ausênia de diluição [35℄. Quando J = 0, a ondição (E.17) é sempre veri�ada, garantindoa estabilidade da solução de simetria de réplias em todo espaço de parâmetros.A solução numéria da eq. (E.17) em ombinação om o sistema de eqs. (4.46-4.48), quearateriza os possíveis estados estaionários de uma amada L → ∞ em simetria de réplias,permite onstruir diagramas (α, T ), ilustrados na �g. 4.5 para diferentes ombinações de valoresde ω e c. As soluções de ponto-�xo obtidas em simetria de réplias são estáveis à esquerda dasurvas e instáveis à direita. Para qualquer um dos valores de c analisados, a região onde éneessária a quebra de simetria de réplias diminui om um derésimo de ω, até olapsar noeixo T = 0 quando ω = −1. Para qualquer um dos valores de ω onsiderados, um aumento dadiluição desloa as urvas para valores menores de α, ausando um aumento signi�ativo daregião onde a solução de simetria de réplias é instável.
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Capítulo 5Resumo e onsiderações �naisEstudamos neste trabalho o omportamento de modelos de redes neurais, ompostos deneur�nios e padrões desritos por variáveis de Ising, onde ada sítio oneta-se a um númeromarosópio de sítios vizinhos (aráter de ampo médio). As interações que de�nem adaum dos modelos foram propostas originalmente om o intuito de dotá-los om propriedades dememória assoiativa, no que se refere tanto à reuperação de um únio padrão quanto de umasequênia de padrões. Em vista disso, privilegiamos uma investigação das soluções assoiadas aada um desses tipos de proessamento de informação e sua estabilidade om relação à variaçãode diferentes parâmetros, tendo em vista a araterização do desempenho destes sistemas.Analisamos o funionamento dos modelos de interesse em diferentes arquiteturas: na rede emamadas, na rede reorrente e numa rede de arquitetura mista, onstituída de amadas de redesreorrentes. Obtivemos resultados tanto no aso de armazenamento de um número �nito depadrões quanto no aso de armazenamento in�nito (regime de saturação de memórias).Nos apítulos 2 e 3, investigamos a dinâmia paralela na rede em amadas e na redereorrente, respetivamente. Os modelos SA e SS, ujas sinapses onsistem na ompetiçãoentre um termo Hebbiano e um termo sequenial, foram estudados em ambas as arquiteturas.Tratando-se desses modelos, detivemo-nos, em grande parte, à análise do omportamento darede no regime de parâmetros em que a interação sequenial é dominante, provoando transiçõesentre os diferentes padrões armazenados e, onsequentemente, a aparição de estados ílios.No apítulo 3, analisamos, além dos modelos SA e SS, o omportamento do modelo de Littlena presença de uma auto-interação em ada sítio da rede, uja magnitude, idêntia para todoseles, é ontrolada por meio de um parâmetro. Nesse sistema, o foo da análise inidiu sobrea estabilidade das soluções ongeladas, assoiadas a pontos-�xos ou ilos de período dois,na presença de ruído. Obtivemos uma solução para a dinâmia de ada um desses modelosno limite N → ∞, onsiderando o regime omplexo de saturação de memórias, onde o númerototal de padrões armazenados esala linearmente om o tamanho da rede. Empregamos téniasdistintas na solução da dinâmia em ada uma das arquiteturas: na rede em amadas, utilizamos



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 112a análise de sinal-ruído [34℄; na rede reorrente, o método da funional geratriz [9℄. Tratando-sede modelos de ampo médio, ada uma dessas ténias, quando apliada à arquitetura adequada,omo no nosso aso, leva a resultados exatos para a dinâmia, no sentido que o ampo efetivoobtido em ada arquitetura orresponde, exatamente, à forma do ampo loal mirosópio nolimite N → ∞.No aso da rede em amadas, obtivemos uma solução para a dinâmia dos modelosSA e SS na forma de um sistema de relações de reorrênia, formado por s equações para asomponentes do overlap e p − s equações para as variáveis {C l
n}, responsáveis pela evoluçãotemporal da variânia do ruído Gaussiano presente no ampo efetivo. Graças ao ordenamentoílio dos padrões, esse sistema é autoonsistente. No entanto, omo p → ∞, sua dimensãodiverge, o que poderia ser atastró�o se todas as variáveis marosópias fossem relevantespara a evolução temporal. Porém, esse não é o aso. Veri�amos que, para valores �nitos de

p mas su�ientemente grandes, as variáveis {C l
n}, em qualquer amada da rede, aproximam-serapidamente de zero à medida que n aumenta. Portanto, apenas um subonjunto �nito de

{C l
n} ontribui para a dinâmia da rede. Uma expliação para esse fato deriva da de�niçãomirosópia desses parâmetros. Cada Cn é de�nido em termos de orrelações envolvendosempre pares de overlaps mirosópios. O índie n é diretamente proporional à distânia,na sequênia, entre os dois padrões envolvidos no álulo de ada uma dessas orrelações.Valores muito grandes de n geram orrelações nulas, uma vez que os overlaps de ada parestão assoiados a padrões muito afastados na sequênia. Essa propriedade deve ser exlusivados modelos SA e SS, devido à natureza de suas interações, que assoiam somente padrõesvizinhos na sequênia. A introdução, na regra de aprendizado, de assoiações entre padrõesmais distantes deve alterar esse enário, provoando, provavelmente, um aumento no número devariáveis {C l

n} relevantes na desrição dinâmia. Do ponto de vista formal, a ténia empregadana solução dos modelos SA e SS, disutida no apêndie A, generaliza a ténia introduzida nareferênia [34℄, possibilitando que a dinâmia de modelos onstituídos por regras de aprendizadomais intrinadas sejam estudados na arquitetura em amadas.No aso da rede reorrente, obtivemos uma solução ujas equações dinâmias permitemestudar tanto os modelos de proessamento sequenial quanto o modelo de Little na presença deauto-interação. Diferentemente da rede em amadas, nessa arquitetura, salvo em determinadasirunstânias, não é possível obter um sistema de equações que envolva uniamente variáveismarosópias, devido aos efeitos de realimentação, responsáveis pela presença de orrelaçõesentre os estados do sistema em diferentes instantes de tempo. A solução, nesse aso, é expressaem termos da dinâmia estoástia de um únio sítio sujeito a um ampo efetivo, que inluiuma dependênia explíita om relação ao estado mirosópio do sistema nos instantes anteri-ores (termo de auto-interação retardada), inviabilizando o álulo da média sobre as possíveistrajetórias efetivas no espaço de on�gurações de um únio sítio. Além disso, o ampo efetivo



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 113possui um termo de ruído Gaussiano que, por ser orrelaionado no tempo, também introduzefeitos de memória temporal. A espei�idade de ada modelo estudado manifesta-se unia-mente na estrutura das matrizes S e R, responsáveis, respetivamente, pela orrelação do ruídoGaussiano e pelo termo de auto-interação retardada. A omparação entre os ampos efetivosobtidos em ada uma das arquiteturas 1 revela a simpliidade da dinâmia na rede em amadasquando omparada om a rede reorrente. Na primeira, além da ausênia de auto-interaçãoretardada, o ruído presente no ampo efetivo é gerado de forma independente para ada amada
l, de aordo om uma distribuição Gaussiana de média zero e variânia ∆l. Portanto, na redeem amadas, o ampo loal possui uma distribuição Gaussiana no limite N → ∞, enquanto,na rede reorrente, ele possui, em geral, uma distribuição não-Gaussiana, devido à dependêniaom relação aos estados mirosópios do sistema em tempos anteriores.A �m de extrair resultados prátios do problema efetivo de um únio sítio, utilizamosdois proedimentos numérios na análise da dinâmia na rede reorrente. O primeiro é o mé-todo de EO, que permite simular a dinâmia efetiva e obter a evolução temporal dos parâmetrosmarosópios. Sua prinipal vantagem é a ausênia de aproximações, no sentido que os parâme-tros marosópios são alulados onsiderando a forma ompleta do ampo efetivo, inluindotodos os seus termos. Contudo, a implementação desse método onsome uma grande quanti-dade de reursos omputaionais, limitando a esala de tempo em que é possível aompanhara dinâmia da rede om um número de amostras que produza resultados on�áveis 2. Com aintenção de ontornar essas di�uldades e analisar intervalos de tempo mais longos, propusemosum método baseado numa aproximação muito simples para a matriz de resposta: assumimosque Gln = 0 ∀ l , n. Nos modelos estudados, essa aproximação elimina quase ompletamenteos efeitos de auto-interação retardada no ampo efetivo, o qual passa a depender, num de-terminado instante t, apenas da variável σt, possibilitando que o traço sobre as variáveis deestado seja alulado analitiamente, o que reduz a dimensão do espaço amostral do problemae permite uma análise da dinâmia em intervalos de tempo mais longos. O resultado é a obten-ção de um sistema de equações envolvendo apenas quantidades marosópias, uja prinipaldesvantagem, evidentemente, é o aráter aproximado. Contudo, para valores pequenos de α etemperaturas não muito próximas de zero, obtivemos, onsiderando a dinâmia das variáveismte Qt nos modelos de interesse, uma onordânia satisfatória entre os resultados gerados pelométodo de EO e pelo método aproximado, dentro da esala de tempo onde essa omparaçãoé possível. Resultados para a dinâmia da resposta, embora não tenham sido disutidos nestetrabalho, também foram obtidos por meio do método de EO. Esses resultados revelam que Gln,para um erto instante l �xo, apresenta, omo função do tempo n, osilações de amplitudepequena, porém �nita, em torno de zero. Como as omponentes {Gln} apareem na de�nição1Ver as eqs. (2.14) e (3.87).2Para mais disussão, ver a seção 3.7.



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 114da matriz R, multipliadas por α no termo de auto-interação retardada (ver a eq. (3.87)), elasnão ontribuem de forma signi�ativa para o ampo efetivo quando α é pequeno.A suposição de que G = 0, embora extremamente simples, representa, em sistemasom auto-interação, um primeiro passo na direção de simpli�ar o ampo efetivo. A novidadedo método reside, prinipalmente, na ténia desenvolvida, que permite o álulo da médiasobre o onjunto {σl}, dado que hteff dependa apenas de uma únia variável σl, om l podendorepresentar qualquer instante no intervalo [0, t]. Este último aspeto possibilita, por exemplo,que os elementos de uma únia diagonal de G sejam inluídos na análise da dinâmia pormeio do método aproximado, quando apliado a sistemas onde a auto-interação é nula. Oemprego do método aproximado ao estudo da dinâmia do modelo de Little om J0 = 0,onsiderando a onstrução do diagrama de fases (α, T ), o álulo do αc quando T = 0 euma investigação da baia de atração das soluções de reuperação, poderia nos dar uma boaidéia aera do potenial da aproximação desenvolvida neste trabalho, já que existe uma sériede resultados na literatura relaionados às propriedades estátias e dinâmias do modelo deLittle na ausênia de auto-interação, om os quais poderiam ser feitas omparações. Alémdisso, essa análise permitiria situar o método aproximado om relação a outras aproximaçõesutilizadas para desrever a dinâmia do modelo de Little, em partiular, as diferentes versões daanálise de sinal-ruído [49,91�93℄, que possuem em omum o fato de assumirem uma distribuiçãoGaussiana para o ruído gerado pelos padrões não-ondensados, mas diferem entre si na formade aproximar a evolução temporal da variânia dessa distribuição. Disussões mais detalhadassobre as diferentes versões da análise de sinal-ruído podem ser enontradas nas referênias [9,40℄.O re�namento da aproximação desenvolvida neste trabalho depende, essenialmente, deduas linhas de investigação. A primeira onsiste numa extensão dos álulos, de modo que otraço sobre as variáveis de estado possa ser alulado levando em onta, sistematiamente, adependênia do ampo efetivo om relação a um número maior de variáveis mirosópias. Asegunda linha onsiste em estudar, por meio do método de EO, a estrutura da matriz de res-posta, para que suas araterístias mais relevantes possam ser levadas em onta na esolha deoutras aproximações, que reproduzam mais �elmente o omportamento dessa variável. Ressal-tamos ainda que o método aproximado pode ser útil na análise da evolução temporal de outrossistemas desordenados, omo vidros de spin [88℄, eossistemas de repliadores om interaçõesaleatórias [94℄ ou jogos minoritários [95℄. A dinâmia desses sistemas, quando estudados pormeio de modelos de ampo médio om araterístias análogas aos modelos disutidos aqui,é desrita, no limite termodinâmio, em termos da dinâmia efetiva de um únio elementomirosópio, analogamente aos resultados apresentados na seção 3.5.Com relação ao omportamento dos modelos SA e SS, investigamos, tanto na arquiteturareorrente quanto na arquitetura em amadas, a evolução temporal desses sistemas a partir deuma on�guração iniial ompletamente alinhada om um dos padrões. Nossos resultados



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 115indiam que, no regime de parâmetros em que a interação sequenial é dominante, a dinâmiade ambos os modelos evolui, nas duas arquiteturas, para estados estaionários orrespondentesa soluções ílias nos overlaps marosópios. Na arquitetura reorrente, a estabilidade dosilos para intervalos de tempo mais longos foi investigada por meio do método aproximado,onsiderando valores pequenos de α. Os resultados obtidos sugerem que os estados íliosorrespondem, de fato, a estados estaionários da rede. No aso do modelo SA, os ilos sãoaraterizados por um vetor overlap que possui período s de modo que, a ada passo de tempo,um dos padrões ondensados é reuperado. No aso do modelo SS, o vetor mt no interior daregião ília apresenta período dois, independentemente de s ou de qualquer outro parâmetrodo modelo. Os resultados indiam que a forma qualitativa dessas soluções é idêntia nas duasarquiteturas.Salientamos que os estados ílios não são um produto, por exemplo, do aráter bi-nário das entidades mirosópias ou do aoplamento de elementos uja dinâmia individual éosilatória. Os ilos observados nesses modelos emergem omo uma propriedade oletiva darede, resultante do aoplamento de um número muito grande de sítios por meio de um onjuntode onexões, que determina a forma qualitativa dessas soluções através do modo espeí�o deassoiação entre os padrões. No entanto, no aso do modelo SS, onde as interações são simétri-as, a atualização paralela da rede é essenial para que as soluções ílias surjam omo estadosestaionários. Embora exista uma diversidade de trabalhos dediados ao estudo do modelo SS,a presença de soluções ílias nesse modelo nuna foi disutida na literatura.Na rede em amadas, obtivemos resultados na forma de diagramas de fases para os esta-dos estaionários dos modelos SA e SS, tanto para α = 0 quanto para α > 0. Em partiular, afronteira que delimita a fase ília no modelo SA pratiamente não depende de s, enquanto que,no modelo SS, ela depende signi�ativamente do número de padrões ondensados, tornando-seindependente de s somente quando s & 22. Além disso, no aso de T = 0 e α > 0, esses resul-tados permitem obter, para um determinado ν, o valor do αc para a existênia de ilos quandoo ruído é puramente Hebbiano (ver �g. 2.4). No modelo SS, as soluções ílias, quando T = 0,são bastante robustas om relação ao aumento do ruído devido aos padrões não-ondensados.No que onerne à estabilidade dos estados ílios na rede em amadas, investigamos ainda osefeitos do parâmetro b, responsável pelo modo de assoiação entre os padrões não-ondensados.Veri�amos que, para T = 0, b pode ser ajustado em favor de uma melhora no desempenhoda rede, aumentando o αc das fases C e H. Para ambos os modelos, obtivemos, para ertosvalores de ν, os valores ótimos de b que geram um máximo na apaidade rítia de armaze-namento das soluções ílias e das soluções de reuperação de um únio padrão (ver �g. 2.5).Esses resultados sugerem que o modo de assoiação entre os padrões não-ondensados, ditadopela estrutura da matriz B, tem in�uênia direta no desempenho de uma rede neural. Nessesentido, uma investigação mais detalhada do desempenho de modelos de memória assoiativa,



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 116utilizando, sistematiamente, diferentes formas para a matriz B, seria relevante, pois dariainformações aera de quais os aspetos esseniais envolvidos na esolha das onexões entre ospadrões não-ondensados que permitem melhorar o desempenho desses sistemas.Na rede reorrente, a onstrução de diagramas de fases ompletos para os estados es-taionários, a partir da simulação numéria da dinâmia efetiva de um únio sítio por meiodo método de EO, representa uma tarefa muito laboriosa, devido à relaxação exessivamentelenta das variáveis marosópias em ertas regiões do espaço de parâmetros. Por outro lado,o método aproximado produz resultados on�áveis somente para valores pequenos de α. Por-tanto, tratando-se do regime estaionário dos modelos SA e SS na arquitetura reorrente, nosonentramos, essenialmente, na estabilidade das soluções ílias om relação à variação de αou ν, utilizando o método de EO (ver as �gs. 3.11 e 3.12). Como esperado, tanto um aumentode ν quanto um aumento de α desestabilizam as soluções ílias, dando origem a estados es-púrios. Esse fen�meno se re�ete também no regime estaionário do parâmetro Qt, que medea orrelação dos estados do sistema entre dois instantes onseutivos. Um aumento de α ou νprovoa um aumento de Q, assinalando uma redução na fração de sítios que reverte seus estadosa ada passo de tempo. Além disso, nossos resultados indiam que, para um ruído puramenteHebbiano, os valores da apaidade rítia de armazenamento para a existênia de ilos narede reorrente sofrem uma redução signi�ativa em ambos os modelos, quando omparadosom os valores obtidos na rede em amadas (ver a tabela 3.1). Isso oorre, basiamente, devidoà abundânia de laços de realimentação na rede reorrente quando α > 0, os quais aentuamo fen�meno de frustração, responsável pela proliferação de estados metaestáveis no espaço deon�gurações do sistema, di�ultando a evolução temporal em direção aos estados ílios.Os efeitos da estrutura da matriz B na dinâmia dos modelos de proessamento se-quenial na rede reorrente permaneem em aberto. Esperamos que, assim omo na rede emamadas, diferentes valores do parâmetro b não alterem a forma qualitativa das soluções estaio-nárias na rede reorrente. No entanto, os oe�ientes {ur} e {vrq}, que entram, respetivamente,na de�nição das matrizes R e S, dependem desse parâmetro e, onsequentemente, podemosesperar alterações no desempenho desses modelos. Por exemplo, no aso do modelo SA, osoe�ientes {ur}, quando b = 0, são dados por ur = 0 ∀ r, eliminando ompletamente o termode auto-interação retardada e provoando um aumento no αc para a existênia de ilos. Esseresultado pode ser inferido através da omparação dos resultados da tabela 3.1 para o modeloSA om os resultados disutidos na referênia [65℄.Os modelos SA e SS investigados neste trabalho possuem diversas limitações quandoomparados om modelos utilizados na desrição de redes de neur�nios biológios. Entre elas,podemos assinalar o aráter binário das variáveis de estado. Versões mais biológias para osmodelos SA e SS foram estudadas, respetivamente, nas referênias [57℄ e [71,72℄, onsiderandoneur�nios de integração e disparo. Os resultados apresentados nesses trabalhos sugerem que a



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 117introdução de ingredientes mais biológios nesses modelos, omo disutidos aqui, deve produzirapenas diferenças quantitativas om relação aos nossos resultados. Portanto, podemos esperarque as soluções ílias do modelo SS estejam presentes em versões mais biológias desse mo-delo, permitindo que previsões qualitativas aera de um dos experimentos de Miyashita [52℄,disutido na seção 1.4.2, sejam feitas. Uma vez que a matriz sináptia do modelo SS deveriare�etir uma fase anterior de treinamento dos maaos, podemos inferir que, em irunstân-ias de treinamento orrespondentes a valores pequenos de ν, a atividade persistente que seriamedida no órtex dos maaos exibiria um omportamento periódio, om um oe�iente deorrelação que deairia em função da distânia entre as imagens da sequênia, om a formaqualitativa ilustrada na �g. 2.6. A primeira di�uldade assoiada a essa interpretação onsistepreisamente em estabeleer, om erto grau de �delidade, uma relação entre as e�áias si-náptias utilizadas na teoria (modelo SS) e as ondições de treinamento dos maaos que oslevam a adquirir a estrutura sináptia orrespondente. Nesse sentido, uma investigação teóriados algoritmos de treinamento que levam uma rede neural a desenvolver uma matriz sináptiaomo a do modelo SS poderia ser útil. A segunda di�uldade, menos séria, está assoiada aofato de termos alulado os oe�ientes de orrelação das soluções ílias numa arquiteturaem amadas, biologiamente inverossímil tratando-se da estrutura do órtex. É bem estabe-leido que a atividade reorrente exere um papel fundamental na sustentação, ao longo dotempo, dos estados persistentes observados no órtex [96,97℄. Contudo, nossos resultados indi-am que uma arquitetura reorrente produz resultados semelhantes, uma vez que as soluçõesílias enontradas nesse aso possuem a mesma forma qualitativa que as observadas na redeem amadas.No apítulo 3, estudamos ainda a dinâmia do modelo de Little na presença de auto-interação, onsiderando o problema da reuperação de um únio padrão. Para α = 0, o ampoefetivo não depende da matriz de resposta, de modo que o método aproximado permite obterresultados exatos para a dinâmia dos parâmetros marosópios. Neste aso, derivamos re-lações de reorrênia para o overlap e para os elementos da matriz de orrelação. No regimede α > 0, empregamos tanto o método de EO quanto o método aproximado na obtenção deresultados.Na ausênia de ruído, os resultados para a dinâmia de mt e Qt oinidem om aquelesobtidos na referênia [50℄. No regime de T = α = 0 e |J0| > m0 (om m0 > 0), a redenão funiona omo memória assoiativa, permaneendo ongelada no overlap iniial m0 om
Qt = 1, quando J0 > 0, ou osilando entre m0 e −m0 om Qt = −1, quando J0 < 0. Essassoluções surgem, portanto, devido à magnitude �nita da auto-interação J0, responsável peloaoplamento do estado da rede num instante t om seu estado no instante anterior t − 1.Investigamos, basiamente, a estabilidade dessas soluções ongeladas na presença de ruído (Te/ou α).



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 118Como o ruído atua no sentido de desalinhar os sítios om relação ao termo de sinal doampo loal, o qual é dominado pelo efeito da auto-interação nas regiões de ongelamento, nosperguntamos se uma quantidade ín�ma de ruído seria apaz de tornar as soluções ongeladasinstáveis e onduzir o sistema a uma solução de reuperação. Analisamos, portanto, a dinâmiada rede quando |J0| > m0, onsiderando três situações distintas om relação aos valores de Te α: α = 0 e T > 0, α > 0 e T = 0, e α > 0 e T > 0. Nos três asos, obtivemos resultadosqualitativamente semelhantes para a dinâmia da rede 3, indiando que as soluções ongeladastornam-se instáveis mesmo para valores pequenos de T e/ou α. Para J0 > 0 (|J0| > m0) eníveis baixos de ruído, o sistema permanee pratiamente ongelado no overlap iniial duranteum erto intervalo de tempo, até que uma mudança abrupta no omportamento dinâmio darede, aompanhada por um aumento na fração de sítios que reverte seus estados a ada passo detempo, leva o overlap a uma solução de reuperação, restaurando o funionamento do sistemaomo memória assoiativa. Para J0 < 0 (|J0| > m0) e níveis baixos de ruído, a presençapermanente, ao longo de toda a dinâmia, de uma fração de sítios que permanee ongeladaentre dois instantes onseutivos provoa uma diminuição gradual da amplitude de osilaçãodo overlap, até que um valor próximo de m = 0 é atingido.Esses resultados indiam que os dois tipos de ruído exerem papéis qualitativamentesemelhantes na dinâmia do sistema quando |J0| > m0. Em geral, a introdução de ruídoprovoa, om relação ao aso em que α = T = 0 (|Qt| = 1), uma redução no valor de |Qt| aolongo de toda dinâmia, ausando a desestabilização dos estados ongelados. Para um valor�xo de |J0|, um aumento de T e/ou α faz om que uma fração maior de sítios se desalinheom relação ao termo que depende de J0 no ampo loal, tornando mais rápida a relaxaçãoda rede para os estados estaionários. Uma vez que o tempo neessário para que a rede atinjaos padrões é um parâmetro relevante na araterização do desempenho de uma rede neural,onluímos que um aumento do ruído melhora, nesse sentido, o desempenho do sistema. Otempo de relaxação para as soluções estaionárias também diminui quando, mantendo �xosos valores de (α, T ), reduzimos o valor de |J0|. Quando a rede demora muito tempo paraatingir os estados estaionários, uma análise da dinâmia em esalas de tempo pequenas podelevar a resultados inonlusivos. Nessas situações, o método aproximado, que, no regime de
α = 0, permite obter resultados exatos, é bastante útil na análise da aproximação do sistemaaos estados de equilíbrio.Para α = 0, onstruímos o diagrama de fases (J0, T ) dos estados estaionários do sistemapara diferentes valores do overlap iniial (�g. 3.1). Duas fases estão presentes para T > 0: umafase onde a rede evolui para estados de reuperação, om Q > 0, e uma fase paramagnétia,om Q < 0. Para qualquer T > 0, obtivemos |Q| < 1 no regime estaionário. A região dereuperação sofre uma diminuição em favor da região paramagnétia à medida que iniializamos3Esses resultados estão ilustrados nas �gs. 3.2-3.6.



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 119a rede om um overlap mais próximo de zero. Para m0 = 0.5, reuperamos a transição quedelimita a porção do diagrama onde os estados de reuperação são mínimos globais da energialivre, alulada na referênia [46℄ através da igualdade entre as energias livres de ada fase.De aordo om o diagrama (J0, T ), as soluções de reuperação tornam-se mais robustas omrelação ao efeito degradante do ruído sináptio à medida que J0 aumenta.Assim omo no diagrama de fases de equilíbrio [46℄, obtido por meio do ansatz de si-metria de réplias, nossos resultados sugerem a presença, para valores negativos de J0, de umafase paramagnétia quando T = 0 e α > 0. A existênia dessa fase é baseada uniamente narelaxação rápida da rede para uma solução araterizada por m ≈ 0 e Q ≈ −1. Uma outraalternativa nesse regime de parâmetros seria a presença de estados de vidro de spin. No entanto,aumentando o valor de α, om os outros parâmetros mantidos �xos, o sistema sofre uma tran-sição para uma região onde a dinâmia é extremamente lenta, om Qt relaxando, laramente,para um valor positivo, e mt atingindo um valor remanente �nito. Portanto, esses resultadossão mais indiativos do omportamento dinâmio na fase de vidro de spin. Contudo, serianeessário, a �m de araterizar de maneira rigorosa esta fase om m ≈ 0 e Q ≈ −1, estudaro omportamento dos elementos limt→∞ liml→∞Cl,l+t da matriz de orrelação, e mostrar queeles são aproximadamente nulos. Nossos resultados indiam apenas que, para T = 0 e α > 0, ovalor atingido por Qt na fase paramagnétia é ligeiramente maior que −1. Consequentemente,existe uma fração muito pequena de sítios que permanee ongelada entre dois instantes on-seutivos, tornando possível, pelo menos em prinípio, que as quantidades limt→∞ liml→∞Cl,l+tsejam próximas de zero.Finalizamos o trabalho om uma análise das propriedades de equilíbrio de um modelode arquitetura mista, formado por amadas de redes reorrentes, o qual evolui no tempo deaordo om uma dinâmia mirosópia assínrona. Quando T = 0, todas as amadas atingemum estado de equilíbrio, sendo possível de�nir um Hamiltoniano para uma amada arbitrária le estudar seu omportamento estaionário por meio de ténias de meânia estatístia de equi-líbrio. Tanto as interações unidireionais entre duas amadas onseutivas quanto as interaçõesreorrentes no interior de ada amada possuem a forma Hebbiana.Investigamos, no regime de T = 0, o omportamento de equilíbrio desse sistema napresença de diluição �nita apenas nas onexões internas a ada amada. Empregamos o métododas réplias no álulo da média sobre a desordem das interações e onstruímos, em simetria deréplias, diagramas de fases para os possíveis valores estaionários do overlap na última amadada rede, de�nida por l = L (amada de saída). No que onerne ao omprimento da adeia,duas situações foram analisadas: uma adeia omposta por L → ∞ amadas e uma adeiaomposta por apenas duas. Em ambos os asos, os resultados indiam que a diluição possuium efeito negativo no funionamento do sistema omo memória assoiativa. Uma diminuiçãoda onetividade c no interior de ada amada provoa uma redução de todas as regiões dos



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 120diagramas de fases em que a rede é apaz de reuperar um dos padrões.Contudo, na adeia in�nita (�g. 4.2), obtivemos que, para níveis moderados de diluição(c ≥ 0.5), o αc para a existênia de soluções de reuperação apresenta um máximo para umdeterminado valor de ω no intervalo −1 < ω < 1, de forma similar ao aso em que c = 1 [35℄.Esses resultados sugerem que a introdução de um número marosópio de onexões lateraisnuma rede em amadas om interações Hebbianas in�uenia de forma positiva no desempenhodesse sistema. Para valores de c próximos de zero, um αc signi�ativo é obtido, na adeiain�nita, somente quando ω ≈ −1. Na adeia om L = 2, ilustramos os resultados para omodo de operação em que a primeira amada é mantida �xa numa on�guração mirosópiaorrespondente a um overlap m (�gs. 4.3 e 4.4). Quando 0 < m ≤ 1, a ompetição entreas duas arquiteturas leva ao surgimento de quatro regiões no diagrama de fases, ada umadelas araterizada por um número diferente de valores possíveis para o overlap. Quando
m = 0, o diagrama de fases da segunda amada apresenta apenas duas regiões, de formasimilar ao diagrama da adeia in�nita. Esperamos que, om um aumento de L, o diagramade fases da amada de saída torne-se ada vez mais semelhante ao diagrama obtido para aamada L→ ∞. A �m de on�rmar essa hipótese e obter informações mais detalhadas aerada dependênia do desempenho desse sistema om relação ao omprimento da adeia, umainvestigação do omportamento do overlap omo função de L, para valores �xos dos parâmetros
(α, ω, c), poderia ser eslareedora.Neste trabalho, analisamos uniamente o omportamento de sistemas uja araterís-tia essenial é a presença de um número marosópio de sítios interagindo om um dado sítioda rede. Nos últimos anos, devido ao desenvolvimento de novas ténias analítias de meâ-nia estatístia, muito so�stiadas e gerais, o omportamento de sistemas desordenados omonetividade �nita, onde o número médio de vizinhos onetados a um dado sítio é da O(1),tem atraído o interesse da omunidade de físia estatístia [98℄, inluindo parte da pesquisadireionada ao estudo de redes neurais om araterístias formais [99�101℄. Existem diver-sas motivações para o estudo desses sistemas. Do ponto de vista tenológio, dispositivos queenvolvem um número marosópio de onexões por sítio são difíeis de serem desenvolvidos.Redes om onetividade �nita oupam menos espaço, são mais ompatas e mais fáeis deserem onstruídas. Além disso, modelos om onetividade �nita reproduzem mais �elmente atopologia de onexões observada em redes de neur�nios biológios.Portanto, além das possíveis extensões relaionadas aos problemas que permaneeramem aberto neste trabalho, as quais foram assinaladas ao longo deste apítulo, futuros trabalhospoderiam se onentrar no estudo do proessamento de informações em redes om onetividade�nita, foando na reuperação dinâmia de padrões. Até onde onheemos a literatura, nãoexistem trabalhos dediados ao estudo de modelos de proessamento sequenial em sistemasdessa natureza. Como mostramos no apítulo 4, variações na onetividade podem afetar pro-



Capítulo 5: Resumo e onsiderações �nais 121fundamente o desempenho de uma rede neural. Portanto, uma investigação do omportamentodos modelos SA e SS em arquiteturas onde existe um número �nito de onexões por sítio é fun-damental para que esses modelos possam se estabeleer omo um ponto de partida ainda maisseguro para o desenvolvimento de modelos mais realístios, que sejam úteis no estudo de redesde neur�nios biológios ou no desenvolvimento de dispositivos tenológios. No aso do modeloSS, métodos de meânia estatístia de equilíbrio, omo o método das réplias, adaptado aoestudo de sistemas om onetividade �nita [99, 100℄, poderiam ser utilizados. Tratando-se domodelo SA, onde as interações são assimétrias, um tratamento dinâmio é impresindível. Oformalismo da funional geratriz, omo desenvolvido, por exemplo, na referênia [98℄, poderiaser empregado no estudo desse sistema.



Apêndie ARelações de reorrênia para a rede emamadasA derivação das relações de reorrênia para o onjunto {C l
n} apresentada aqui onstituiuma generalização do proedimento usual, apliado originalmente à rede em amadas om inte-rações puramente Hebbianas [34℄. A obtenção de uma relação de reorrênia para a orrelaçãoentre dois overlaps mirosópios, orrespondentes a dois padrões não-ondensados quaisquer,onstitui a etapa prinipal dos álulos.Partimos então da de�nição
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µ , ν = s+ 1, . . . , p ,onde as médias referem-se somente às variáveis na amada l + 1. A eq. (A.1) pode ser esritada seguinte maneira
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. (A.4)De modo similar ao que foi feito na obtenção da relação de reorrênia para os overlaps maros-ópios (ver a seção 2.2 do apítulo 2), podemos, no limite N → ∞, apliar a lei dos grandesnúmeros aos overlaps ondensados e o teorema do limite entral à parte não-ondensada daeq. (A.4), reesrevendo-a da seguinte forma
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i novamente é uma variável Gaussiana de média zero e variânia expressa pela eq. (2.11).A média on�guraional presente em (A.3) refere-se à amada l+ 1 e, portanto, desaopla omrespeito aos índies de sítio, resultando em um produto de médias da função tanh (. . . ). Avariável Qµ
l , de�nida através da ação da matriz B num vetor formado pelos overlaps mirosó-pios, é da O(1/

√
N), desde que a matriz B não possua um número de elementos não-nulos daordem de N em ada linha (essa ondição é satisfeita, por exemplo, nos modelos SA e SS). Emvista disso, podemos substituir a eq. (A.5) na função tanh (βξµ,l+1

i hl+1
i ) e expandir o resultadoem potênias de Qµ

l até O(1/
√
N), obtendo

tanh (βξµ,l+1
i hl+1

i ) = tanh β
[

ξµ,l+1
i

(

ξl+1
i .Aml

)

+Qµ
l + ξµ,l+1

i zl+1
i

]

= tanh β
[

ξµ,l+1
i

(

ξl+1
i .Aml

)

+ ξµ,l+1
i zl+1

i

]

+ βQµ
l

{

1 − tanh2 β
[

ξµ,l+1
i

(

ξl+1
i .Aml

)

+ ξµ,l+1
i zl+1

i

]}

.Calulando a média om respeito a ξµ,l+1
i e depois om relação aos padrões não-ondensadosrestantes, ujo efeito global está inorporado no ruído Gaussiano zl+1

i , a equação aima reduz-sea
tanh

(

βξµ,l+1
i hl+1

i

)

= KlQ
µ
l , (A.6)onde Kl = β(1 − ql), om ql de�nido na eq. (2.19). Substituindo (A.6) em (A.3), obtemos arelação de reorrênia para a orrelação entre dois overlaps mirosópios quaisquer

〈Mµ
l+1M

ν
l+1 〉 =

δµν
N

+K2
l Q

µ
l Q

ν
l . (A.7)



Apêndie A: Relações de reorrênia para a rede em amadas 124A eq. (A.7) onstitui o resultado prinipal deste apêndie, uma vez que as orrelações
〈Mµ

l+1M
ν
l+1 〉 são os bloos de onstrução dos parâmetros marosópios de�nidos em (2.18).Através da utilização da forma explíita da matriz B para os modelos SA e SS e da ombina-ção das eqs. (2.12) e (2.18), podemos esrever ada variável do onjunto {C l

n} em termos deorrelações entre overlaps mirosópios, o que possibilita a obtenção de uma relação de reor-rênia por meio da eq. (A.7). Portanto, após uma erta álgebra, é possível deduzir as seguintesrelações de reorrênia para ada modelo:
• modelo SA:

∆2
l+1 =

[

b2 + (1 − b)2
] (

α + K2
l ∆2

l

)

+ 2b (1 − b)K2
l (C l

1)
2 ,

(C l+1
1 )2 =

[

b2 + (1 − b)2
]

K2
l (C

l
1)

2 + b (1 − b)K2
l

[ α

K2
l

+ ∆2
l + (C l

2)
2
]

,

(C l+1
n )2 =

[

b2 + (1 − b)2
]

K2
l (C

l
n)

2 + b (1 − b)K2
l

[

(C l
n−1)

2 + (C l
n+1)

2
]

, (A.8)
n = 2, 3, . . . , p− s− 1,

• modelo SS:
∆2
l+1 = b2

(

α+K2
l ∆2

l

)

+ 4b (1 − b)K2
l (C l

1)
2 + 2 (1 − b)2K2

l

[ α

K2
l

+ ∆2
l + (C l

2)
2
]

,

(C l+1
1 )2 = b2K2

l (C l
1)

2 + 2b (1 − b)K2
l

[ α

K2
l

+ ∆2
l + (C l

2)
2
]

+ (1 − b)2K2
l

[

3 (C l
1)

2 + (C l
3)

2
]

,

(C l+1
2 )2 = b2K2

l (C l
2)

2 + 2b (1 − b)K2
l

[

(C l
1)

2 + (C l
3)

2
]

+ (1 − b)2K2
l

[ α

K2
l

+ ∆2
l + 2 (C l

2)
2 + (C l

4)
2
]

,

(C l+1
n )2 = b2K2

l (C l
n)

2 + 2b (1 − b)K2
l

[

(C l
n−1)

2 + (C l
n+1)

2
]

+ (1 − b)2K2
l

[

(C l
n−2)

2 + 2 (C l
n)

2 + (C l
n+2)

2
]

, (A.9)
n = 3, 4, . . . , p− s− 1.Essas equações governam a evolução temporal da variânia do ruído Gaussiano z e, juntamenteom a relação de reorrênia para os overlaps marosópios, ompletam a solução para adinâmia dos parâmetros marosópios.



Apêndie BEquações para os parâmetros
{â, k̂, q̂, Q̂, K̂} no modelo de LittleO objetivo deste apêndie é alular, por meio da ombinação das equações de pontode sela (3.23-3.27) om os resultados (3.45-3.49), os parâmetros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂} em termos dosoverlaps marosópios, da matriz de orrelação e da matriz de resposta do sistema. A função
Φ[{a, k, q, Q,K}] é dada, no modelo de Little, pela eq. (3.58).Derivando Φ[. . . ] em relação a aµl e kµl , onluímos, através da ombinação das eqs. (3.23)e (3.24) om (3.45) e (3.46), que

âµl = 0 ,

k̂µl = mµ
l .Utilizando as eqs. (3.46) e (3.48), obtemos o seguinte resultado para o parâmetro q̂ln

q̂ln = i
∂Φ

∂qln

∣

∣

∣

∣

k,Q→0

= −iα
2

∂

∂qln
ln det q − iα

2

∂

∂qln
ln det

[

(I + iK)q−1
(

I + iKT
)]

= −iα
2

∂

∂qln
ln det q − iα

2

∂

∂qln
ln det q−1

= 0 ,pois det q−1 = (det q)−1. O parâmetro Q̂ln é obtido a partir da seguinte equação
Q̂ln = i

∂Φ

∂Qln

∣

∣

∣

∣

k,Q→0

= −iα
2

lim
Q→0

∂

∂Qln
ln det

[

Q+ (I + iK)q−1
(

I + iKT
)]

. (B.1)



Apêndie B: Equações para os parâmetros {â, k̂, q̂, Q̂, K̂} no modelo de Little 126A relação
ln det (Y +Q) = ln detY + ln det

(

I + Y −1Q
)

= ln detY + Tr ln
(

I + Y −1Q
)

= ln detY + Tr
(

Y −1Q
)

+O
(

Q2
)

,válida para uma matriz Y qualquer, permite linearizar a eq. (B.1) om relação a Q e alulara derivada
Q̂ln = −iα

2

∂

∂Qln
Tr
[

(

I + iKT
)−1

q (I + iK)−1
Q
]

= −iα
2

∂

∂Qln

∑

s,m

[

(

I + iKT
)−1

q (I + iK)−1
]

sm
Qms (B.2)

= −iα
2

[

(

I + iKT
)−1

q (I + iK)−1
]

ln
.Substituindo as eqs. (3.47) e (3.49) no resultado aima, obtemos a forma �nal de Q̂ln

Q̂ln = −iα
2

[

(I −G)−1
C
(

I −GT
)−1
]

ln
. (B.3)O parâmetro K̂ln é alulado a partir da equação

K̂ln = i
∂Φ

∂Kln

∣

∣

∣

∣

k,Q→0

= (J0 − α)
∂

∂Kln

∑

m<t

Kmm − iα

2

∂

∂Kln
ln det

[

(I + iK) q−1 (I + iK)T
]

= (J0 − α)δln − iα
∂

∂Kln

ln det (I + iK) , (B.4)obtida levando em onta que det
(

I + iK
)

= det
(

I + iK
)T . A derivada presente na equaçãoaima pode ser reesrita omo segue

∂

∂Kln
ln det

(

I + iK
)

=
∂

∂Kln
Tr ln

(

I + iK
)

=
∞
∑

k=1

(−1)k+1 ik

k

∂

∂Kln

TrKk .Calulando ∂
∂Kln

TrK, ∂
∂Kln

TrK2, . . . , ∂
∂Kln

TrKk, obtemos, por indução, a seguinte relação
∂

∂Kln

TrKk = k (Kk−1)nl , k ≥ 1 ,
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∂

∂Kln

ln det (I + iK) = i
∞
∑

k=1

(−i)k−1
(

Kk−1
)

nl
= i
(

I + iKT
)−1

ln
. (B.5)A substituição da eq. (B.5) na eq. (B.4) gera o seguinte resultado para K̂ln

K̂ln = (J0 − α)δln + α
(

I + iKT
)−1

ln
,uja forma �nal, obtida a partir da substituição da eq. (3.49), é dada por

K̂ln = (J0 − α)δln + α (I −G)−1
ln .O álulo dos parâmetros (q̂, Q̂, K̂) para os modelos de proessamento sequenial, uja função

Φ[. . . ] é obtida na subseção 3.4.2, segue passos ompletamente análogos aos apresentados nesteapêndie.



Apêndie CEnergia livre em simetria de répliasO objetivo deste apêndie é disutir os álulos envolvidos na obtenção da energia livreem simetria de réplias, no limite n→ 0.Consideremos iniialmente o denominador presente na média efetiva de um únio sítio,de�nida pela eq. (4.32). Após a substituição do ansatz (4.36) na eq. (4.32), esse denominador,de�nido pela expressão
Z =

∑

σ

exp

[

β
∑

α

σα
(

Jmα +Km̃
)

.ξ − i
∑

αβ

q̂αβσασβ

]

,assume a forma
Z =

∑

σ

exp

[

β

(

∑

α

σα

)

(

Jm +Km̃
)

.ξ +
1

2
αβ2n

(

R− r
)

+
1

2
αβ2r

(

∑

α

σα

)2]

.A utilização de uma identidade, análoga àquela apresentada na eq. (4.18), permite linearizar aequação aima om relação à quantidade (∑α σα
)2

Z =
∑

σ

exp

[

β

(

∑

α

σα

)

(

Jm +Km̃
)

.ξ +
1

2
αβ2n

(

R− r
)

]

×
∫

dz√
2π

exp

(

− 1

2
z2 + βz

√
αr
∑

α

σα

)

= exp
[1

2
αβ2n

(

R− r
)

]

∫

dz√
2π

exp
(

− 1

2
z2
)

∏

α

∑

σα

exp
[

βσα
(

Jm+Km̃
)

.ξ + βz
√
αr σα

]

.Agora é possível alular o traço sobre as variáveis {σα} e obter a seguinte equação
Z =

∫

dz√
2π

exp

{

− 1

2
z2 +

1

2
αβ2n

(

R− r
)

+ n ln 2 cosh β
[

(

Jm+Km̃
)

.ξ + z
√
αr
]

}

,



Apêndie C: Energia livre em simetria de réplias 129uja expansão em série de potênias até O(n) produz o seguinte resultado
Z = 1+

1

2
αβ2n(R− r)+n

∫

dz√
2π

exp
(

− 1

2
z2
)

ln 2 coshβ
[

(Jm +Km̃) .ξ + z
√
αr
]

. (C.1)Substituindo a eq. (C.1) na eq. (4.28) e expandindo novamente o resultado até O(n), podemosalular o limite n→ 0 de um dos termos presentes em f , obtendo
lim
n→0

1

nβ

〈

lnZ
〉

ξ =
1

2
αβ(R− r) +

1

β

〈
∫

Dz ln 2 cosh β
[

(Jm+Km̃) .ξ + z
√
αr
]

〉

ξ
, (C.2)om a diferenial Dz de�nida por Dz = (2π)−

1

2 e
1

2
z2dz.Consideremos agora os termos da eq. (4.28) que dependem da matriz Λ, ujos elementossão de�nidos por Λαβ = δαβ − βJqαβ (α, β = 1, . . . n). Em simetria de réplias, esses elementosassumem a forma

Λαβ = δαβ(1 − βJ) − βJq(1 − δαβ) .Calulando o determinante de Λ para n = 1, 2, 3, . . . , veri�amos, por indução, que ele podeser esrito, em termos da dimensão n, da seguinte maneira
detΛ =

[

1 − βJ (1 − q)
]n−1 [

1 − βJ (1 + nq − q)
]

. (C.3)Utilizando a eq. (C.3), podemos voltar à eq. (4.28) e alular o limite n → 0 do termo queontém detΛ, obtendo o seguinte resultado
lim
n→0

α

2nβ
ln detΛ =

α

2β
ln
[

1 − βJ (1 − q)
]

− αJq

2
[

1 − βJ (1 − q)
] . (C.4)Para o outro termo de f que depende de Λ, é neessário alular a forma explíita doselementos de Λ

−1 em simetria de réplias. Isso é feito por meio da seguinte equação
ΛΛ

−1 = I , (C.5)onde I é a matriz identidade no espaço das réplias. A matriz Λ em simetria de réplias podeser reesrita omo segue
Λ =

[

1 − βJ (1 − q)
]

I − βJq1 , (C.6)om os elementos de 1 de�nidos por 1αβ = 1 ∀ α , β. Como a inversa de uma matriz simétria



Apêndie C: Energia livre em simetria de réplias 130também é uma matriz simétria, vamos fazer o seguinte ansatz para Λ
−1

Λ
−1 = uI + (1 − I)v , (C.7)uja validade pode ser veri�ada a posteriori. Substituindo as eqs. (C.6) e (C.7) em (C.5),obtemos a equação matriial

[

1 − βJ (1 − q)
]

uI +
[

1 − βJ (1 − q)
]

(1 − I) v − βJq (u− v)1 − βJqv12 = I ,que pode ser reesrita na forma de um sistema de equações para os elementos u e v
[

1 − βJ (1 − q) − βJq
]

u+ βJqv (1 − n) = 1 ,
[

1 − βJ (1 − q)
]

v − βJqu+ βJqv (1 − n) = 0 ,uja solução é dada por
u =

1 − βJ (1 − q) − βJq (n− 1)
[

1 − βJ (1 − q)
]

{

[

1 − βJ (1 − q)
]

− βJqn
} , (C.8)

v =
βJq

[

1 − βJ (1 − q)
]

{

[

1 − βJ (1 − q)
]

− βJqn
} . (C.9)Utilizando as eqs. (C.8) e (C.9), é possível veri�ar, através da substituição direta na equação

ΛΛ
−1 = I, que a suposição (C.7) aera da estrutura de Λ

−1 é orreta. Portanto, podemosvoltar à eq. (4.28) e utilizar a forma de Λ
−1 em simetria de réplias para obter

1

n

∑

αβ

(qΛ−1)αβ =
1

n

∑

αβλ

[

δαλ + q(1 − δαλ)
][

uδλβ + v(1 − δλβ)
]

=
1

n

[

un+ v(n2 − n) + qu(n2 − n) + qv(n3 − 2n2 + n)
]

.Substituindo as eqs. (C.8) e (C.9) e tomando o limite n→ 0, obtemos
1

n

∑

αβ

(qΛ−1)αβ =
1 − q

1 − βJ(1 − q)
. (C.10)Para os termos restantes de f , a substituição da suposição de simetria de réplias e o



Apêndie C: Energia livre em simetria de réplias 131álulo do limite n→ 0 são bastante simples, gerando os seguintes resultados
lim
n→0

i

nβ

∑

αβ

qαβ q̂αβ = −αβ
2

(R− qr) ,

lim
n→0

1

n

∑

µ≤s

∑

α

(mµ
α)

2 =
∑

µ≤s

(mµ)2 ,

lim
n→0

1

n

∑

αβ

q2
αβ = (1 − q2) .



Apêndie DRelação de reorrênia para aontribuição dos overlaps mirosópiosO objetivo deste apêndie é derivar uma relação de reorrênia entre amadas onseu-tivas para a quantidade∑µ>s(m
µ)2, que aparee nas equações de ponto de sela e na expressãopara a energia livre por sítio do modelo dual. A derivação segue o proedimento disutido nareferênia [35℄.Derivando a eq. (4.7) om relação ao parâmetro J , obtemos

∂f

∂J
= − lim

n→0
lim
N→∞

[Zn]
−1

c

βNn

∂[Zn]c
∂J

. (D.1)Através da eq. (4.16), o álulo da derivada ∂[Zn]c/∂J seguido da substituição da suposição desimetria de réplias, permite obter a seguinte equação nos limites N → ∞ e n→ 0

2
∂fRS
∂J

= α− αβJ

(

1 − c

c

)

(1 − q2) −
∑

µ≤s

(mµ)2 −
∑

µ>s

(mµ)2 . (D.2)Utilizando a eq. (4.37), podemos alular a forma explíita de ∂fRS/∂J
∂fRS
∂J

=
α

2
− 1

2

∑

µ≤s

(mµ)2 − α

2

[

1 − βJ (1 − q)2 ]

[

1 − βJ (1 − q)
]2 − β2K2 (1 − q)2

2
[

1 − βJ (1 − q)
]2

∑

µ>s

(m̃µ)2

− βαJ(1 − c)

2c

(

1 − q2
)

,uja substituição na eq. (D.2) produz a seguinte relação de reorrênia entre duas amadas
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∑

µ>s

(mµ)2 =
α
[

1 − βJ (1 − q)2 ]

[

1 − βJ (1 − q)
]2 +

β2K2 (1 − q)2

[

1 − βJ (1 − q)
]2

∑

µ>s

(m̃µ)2 . (D.3)Por meio da ombinação das eqs. (4.40) e (D.3), é possível expressar a quantidade∑µ>s(m
µ)2,numa dada amada l, somente em termos dos parâmetros q e r̂ na mesma amada

∑

µ>s

(mµ)2 =
α
[

1 − βJ (1 − q)2
]

− J2αβ2q (1 − q)2

[

1 − βJ (1 − q)
]2 + αβ2 (1 − q)2 r̂ . (D.4)



Apêndie EEstabilidade da solução de simetria derépliasO objetivo deste apêndie é obter a ondição que delimita a região de estabilidade dassoluções de ponto-�xo geradas pelo ansatz de simetria de réplias. A idéia entral onsiste emanalisar as �utuações da energia livre (4.28) em torno de fSR, o que permite derivar a ondiçãopara que fSR seja um mínimo de f .Consideramos aqui apenas �utuações de f induzidas por {δqαβ} e {δq̂αβ}. Além disso,assumimos que as �utuações do parâmetro de vidro de spin satisfazem as seguintes propriedades
δqαβ = δqβα ∀α , β (E.1)
δqαα = 0 ∀α (E.2)

∑

α

δqαβ = 0 ∀ β . (E.3)A expansão da energia livre (4.28) em torno de fSR, até os termos de ordem quadrátia, é dadapor
f = fSR +

1

2!

[

∑

ησλγ

∂2f

∂qησ∂qγλ

∣

∣

∣

SR
δqησδqγλ +

∑

ησλγ

∂2f

∂q̂ησ∂q̂γλ

∣

∣

∣

SR
δq̂ησδq̂γλ

+
∑

ησλγ

∂2f

∂q̂ησ∂qγλ

∣

∣

∣

SR
δq̂ησδqγλ +

∑

ησλγ

∂2f

∂qησ∂q̂γλ

∣

∣

∣

SR
δqησδq̂γλ

]

. (E.4)Os termos lineares são nulos, pois fSR orresponde a um extremo de f , de modo que os parâ-metros de ordem satisfazem as equações de ponto de sela. É neessário então alular ada umdos termos presentes na expansão (E.4).Utilizando as eqs. (4.28), (4.34) e (4.35), podemos esrever os resultados para o álulo



Apêndie E: Estabilidade da solução de simetria de réplias 135dos oe�ientes de {δqησδqγλ} e {δq̂ησδq̂γλ} da seguinte forma
∂2f

∂qησ∂qγλ
= − β2K2J

4n

[

∑

µ>s

m̃2
µ

]

∑

ρα

(

gαλgρηgγσ + gαλgρσgγη + gαγgρηgλσ + gαγgρσgλη
)

− 1

2n
αβJ2 (1 − c)

c
δγηδλσ − αβJ2

4n

(

gγηgλσ + gγσgλη
)

, (E.5)
∂2f

∂q̂ησ∂q̂γλ
=

1

nβ

[

〈

[σγσλσησσ]n

〉

ξ
−
〈

[σγσλ]n[σησσ]n

〉

ξ

]

, (E.6)onde a média efetiva [. . . ]n é de�nida na eq. (4.32). Em simetria de réplias, a quantidade gαβassume a forma
gαβ
∣

∣

SR
= Λ−1

αβ

∣

∣

SR
= uδαβ + (1 − δαβ)v ,onde u e v são de�nidos, no apêndie C, pelas eqs. (C.8) e (C.9), respetivamente. Substituindo

gαβ
∣

∣

SR
na eq. (E.5), obtemos o primeiro termo da expansão da energia livre
∑

ησλγ

∂2f

∂qησ∂qγλ

∣

∣

∣

SR
δqησδqγλ = −αβJ

2

2n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]

∑

γλ

(δqγλ)
2 . (E.7)Para o álulo do termo da expansão que envolve a eq. (E.6), é neessário esrever δq̂γλem função de δqγλ. Isso é feito por meio da seguinte expressão

δq̂γλ =
∑

ησ

∂q̂γλ
∂qησ

∣

∣

∣

SR
δqησ ,ujo álulo em simetria de réplias é feito a partir da eq. (4.33), gerando o seguinte resultado

δq̂γλ =
1

2
iαβ2J2

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]

δqγλ . (E.8)Portanto, através da ombinação das eqs. (E.8) e (E.6), o termo da expansão proporional a
{δq̂ησδq̂γλ} assume a forma
∑

ησλγ

∂2f

∂q̂ησ∂q̂γλ

∣

∣

∣

SR
δq̂ησδq̂γλ = −α

2β3J4

4n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]2

×
[

∑

ησλγ

〈

[σγσλσησσ]n
∣

∣

SR

〉

ξ
δqησδqγλ −

∑

ησλγ

〈

[σγσλ]n [σησσ]n
∣

∣

SR

〉

ξ
δqησδqγλ

]

.(E.9)Neste ponto, é neessário alular, em simetria de réplias, a ontribuição dos termos ontendo



Apêndie E: Estabilidade da solução de simetria de réplias 136a média efetiva [. . . ]n. O somatório que envolve somente orrelações entre pares gera o seguinteresultado
∑

ησλγ

〈

[σγσλ]n[σησσ]n
∣

∣

SR

〉

ξ
δqησδqγλ = 0 , (E.10)pois, para γ 6= λ e η 6= σ, as médias [σγσλ]n e [σησσ]n independem dos índies de réplia e, alémdisso, devido às eqs. (E.2) e (E.3), a seguinte relação é satisfeita

∑

η 6=σ,λ6=γ

δqησδqγλ =
∑

ησλγ

δqησδqγλ = 0 .Para o termo da eq. (E.9) que inlui orrelações entre quatro réplias, o álulo de
〈

[σγσλσησσ]n
∣

∣

SR

〉

ξ , levando em onta todas as possíveis ombinações de relações entre os índi-es de réplia, gera o seguinte resultado
η 6= σ e λ 6= γ :

〈

[σγσλσησσ]n
∣

∣

SR

〉

ξ
= δγηδλσ + δγσδλη + G4(1 − δγη)(1 − δλσ)(1 − δγσ)(1 − δλη)

+ G2

[

δγη(1 − δλσ) + δλσ(1 − δγη) + δγσ(1 − δλη) + δλη(1 − δγσ)
]

,(E.11)onde
Gk =

〈

[σγ1σγ2 . . . σγk
]n
∣

∣

SR

〉

ξ
, γ1 6= γ2 6= · · · 6= γk .A quantidade Gk é alulada, em simetria de réplias, seguindo passos análogos aos do apêndieC, que permitem obter

Gk =

〈

N−1

ξ

∫

Dz tanhk β

{

ξ.(Jm′ +Km) + z
√

α
[

r̂′ + J2c−1 (1 − c) q′
]

}

× coshn β

{

ξ.(Jm′ +Km) + z
√

α
[

r̂′ + J2c−1 (1 − c) q′
]

}

〉

ξ

, (E.12)
Nξ =

∫

Dz coshn β

{

ξ.(Jm′ +Km) + z
√

α
[

r̂′ + J2c−1 (1 − c) q′
]

}

,onde Dz = (2π)−
1

2 e−
1

2
z2dz. A substituição de (E.10) e (E.11) na eq. (E.9) possibilita que a
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∑

ησλγ

∂2f

∂q̂ησ∂q̂γλ

∣

∣

∣

SR
δq̂ησδq̂γλ = −1

2

α2β3J4

n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]2
(

1 − 2G2 +G4

)

∑

γλ

(δqγλ)
2 .(E.13)A última etapa reside no álulo dos termos ruzados da expansão (E.4). Da equação

∂2f

∂q̂ησ∂qγλ
= − i

nβ
δγηδλσ =

∂2f

∂qησ∂q̂γλ
, (E.14)deorre que ambos os termos ruzados geram a mesma ontribuição para a expansão da energialivre. Utilizando então as eqs. (E.14) e (E.8), podemos esrever

∑

ησλγ

∂2f

∂qησ∂q̂γλ

∣

∣

∣

SR
δqησδq̂γλ =

αβJ2

2n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]

∑

γλ

(δqγλ)
2 . (E.15)Portanto, substituindo as eqs. (E.7), (E.13) e (E.15) na expansão (E.4) para a energialivre, obtemos

f − fSR =

{

αβJ2

4n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]

− 1

4

α2β3J4

n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]2

(1 − 2G2 +G4)

}

∑

γλ

(δqγλ)
2 . (E.16)Para que o ansatz de simetria de réplias origine soluções de ponto-�xo estáveis, é neessário que

fSR orresponda a um mínimo de f . Consequentemente, a seguinte ondição deve ser satisfeita
αβJ2

4n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]

− 1

4

α2β3J4

n

[

(u− v)2 +

(

1 − c

c

)]2

(1 − 2G2 +G4) > 0 .Substituindo ainda a forma explíita dos elementos de matriz u e v de�nidos, respetivamente,pelas eqs. (C.8) e (C.9), e alulando o limite n → 0, obtemos a forma �nal da ondição deestabilidade
1 > αβ2

{

J2

[

1 − βJ (1 − q)
]2 + J2

(

1 − c

c

)

}

×
〈

∫

Dz cosh−4 β

{

ξ.(Jm′ +Km) + z
√

α
[

r̂′ + J2c−1 (1 − c) q′
]

}

〉

ξ

. (E.17)
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