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Resumo

Neste trabalho apresentamos condigoes suficientes para a existéncia de graficos de curvatura
média constante (CMC) com bordo em dois planos paralelos. Também sio feitas estimativas para
a altura de superficies CMC com vetor normal orientado para fora limitadas por um cilindro ou

horocilindro.
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Abstract

In this work we present sufficient existence conditions for constant mean curvature (CMC) graphs
with boundary in two parallel planes. We also make height estimates for outwards-oriented CMC

surfaces bounded by a cylinder or horocylinder.

Keywords: Mean curvature, surfaces, geometry, riemannian manifold.
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Capitulo 1

Preludio

1.1 Introducao

Nosso principal objetivo é apresentar e demonstrar resultados a respeito da existéncia e nao
existéncia de superficies de curvatura média constante na variedade H? x R, onde H? é o plano
hiperbdlico de curvatura —1, e nos baseamos no trabalho de P. Klaser, R. Soares e M. Telichevesky
[13].

Sobre a histéria deste tipo de questdo, podemos falar de Riemann que em 1898 [16] abordou
o problema de classificar as superficies minimas em R3 em forma anular que tém como fronteira
dois circulos em planos paralelos. Este trabalho foi concluido por M. Schiffman [20] em 1956. Em
[18], A. Ros e H. Rosenberg propuseram o problema de encontrar superficies anulares de curvatura
média constante com fronteira em curvas convexas de Jordan contidas em planos paralelos. Neste
contexto, J. Ripoll e N. Espirito Santo [§] consideraram o caso em que as curvas planas a e 5 da
fronteira sao tais que a projecao ortogonal de « sobre o plano de 3 esta contida na regiao limitada
por .

Este problema também foi estudado por A. Aiolfi, P. Fusieger e J. Ripoll em [IJ, [2], [9], onde
os autores consideram graficos radiais e provam resultados de existéncia.

O estudo das superficies de curvatura média constante com bordo em planos paralelos pode
ser feito, em vez de R3, em uma variedade tridimensional da forma M x R, onde o problema
se estende de forma natural considerando o bordo como curvas contidas em planos M x {0} e
M x {h}. Com respeito a isso, L. Hauswirth [II] estudou superficies de Riemann generalizadas
em H2 xR e S? x R. Adaptando os trabalhos de M. Schiffman [20] e A.Barbosa [3], ele estabeleceu
versoes dos resultados de superficies minimas de [§] em H? x R por meio do Método de Perron,
como sera visto na Segdo Outros resultados relacionados a H? x R se encontram em [12], [15],
191, B, [@.

Neste texto serao feitas hipoteses que relacionam os parametros e a geometria do problema e
implicam a existéncia ou nao existéncia de superficies. Os resultados consistem de dois teoremas
que dao condigoes suficientes para a existéncia destas superficies e outros dois mostram condigoes
sob as quais tais superficies ndo existem, de uma forma muito parecida com o que foi feito no R?
em [3].



O desenvolvimento deste texto se dard da seguinte maneira: na Secao [I.2] deste capitulo, serd
exposto o problema e serdo fixadas algumas notagoes para em seguida, na Secao [I.3] apresentar-
mos os teoremas centrais deste trabalho. No Capitulo 2] faremos uma revisao de alguns tépicos
de Geometria Riemanniana com os quais deduziremos na Secao [2.3| uma equagao para superficies
de curvatura média constante (CMC). No Capitulo [3] construiremos alguns casos particulares de
superficies CMC com simetria rotacional (Secao [3.1). Elas serdo usadas para demonstrar os teo-
remas usando o método de Perron, o qual serd abordado na Se¢ao [3.2] Finalmente, no Capitulo

sao demonstrados os teoremas.

Algumas nogoes de Geometria Riemanniana como geodésicas, imersoes, aplicagdo exponen-
cial, conexoes, campos de vetores, volumes, curvatura, dentre outros, podem ser encontrados em
[4]. Outros conceitos que veremos mais cuidadosamente como Laplaciano, Campos de Jacobi e

curvatura média também podem ser consultados nesta referéncia.



1.2 O Problema

Passamos a descrever em mais detalhes o problema e algumas notagoes que serao bastante
usadas daqui por diante.

Consideremos na variedade H? x R duas curvas fechadas & e 3, contidas respectivamente nos
planos H? x {h} e H? x {0}. Estamos supondo que a projecio de & sobre o plano de 3 est4 contida
inteiramente na regiao limitada por 3 em H? x {0}. Denotaremos, a partir de agora, o a projegao
ortogonal da & de H? x {h} sobre o plano H? x {0}.

A respeito da geometria das curvas, considerando como ambiente apenas o plano que as contém,
suporemos as seguintes propriedades (ver figura :

«a  satisfaz a condigdo do circulo interior de raio r (1.1)

B satisfaz a condigdo do circulo exterior de raio R. (1.2)

Mais precisamente, a afirmagao sobre a quer dizer que em cada ponto da curva, existe um
circulo de raio r tangente a ela neste ponto e que esté contido na regiao limitada por a. De forma
semelhante, dizer que (3 possui a propriedade significa que, em cada ponto desta curva, existe
um circulo tangente a ela neste ponto, com raio R, de forma que 3 esteja contida na regiao limitada
pelo circulo (veja figura . Note que esta tltima condigao implica a convexidade de 3, bem

como limita inferiormente sua curvatura.

Figura 1.1: Circulos interior e exterior.

Chamaremos d a distancia entre as duas curvas no plano H? x {0} e denotaremos por diamf3

o didametro da curva f, isto é, a maior distancia entre dois de seus pontos:

d inf{d(p,q) | p € a,q € B} (1.3)
diamp = sup{d(p,q) | p.q € 8} (1.4)



Sabido que o plano hiperbélico H2, de curvatura seccional constante —1, é uma variedade
riemanniana completa e simplesmente conexa, é garantido, pelo Teorema de Hadamard, que H? ¢é
difeomorfo a R2. Entéo existe um difeomorfismo que parametriza toda a variedade, v : R2 — HZ.

Com isso, induzimos um difeomorfismo natural
U:RZxR—H?xR
(v, ) = (Y(v), ).

A parametrizagao de R, é claro, é a identidade. Assim, o espago tangente se decompoe em uma

o) (H2 X R) = T,H? & R.

Convencionaremos que a superficie serd orientada com vetor normal apontando para baixo,

(1.5)

soma direta na forma 7|

isto é, <77,X3> < 0, onde n é o vetor normal & superficie e X5 = d¥(e3) é o vetor na direcdo

positiva do eixo real.

A forma de abordar a questao serd via equagoes diferenciais: procuraremos por uma fungao
u € C%(Q) N C%Q) cujo grafico em H? x R seja uma superficie de curvatura média constante
(CMC) igual a H com fronteira o U . Isto é equivalente a encontrar uma solugao para o seguinte
Problema de Dirichlet:

Qp(u) = div (W) +2H =0em

VIH[Vu? (1.6)

u = @ em 02

onde Q C H? é o dominio duplamente conexo cuja fronteira é Q2 = a U 3 e ¢ é a funcao que

h,sepé€a
so(p)Z{

assume h em a e 0 em f3, isto é,

0,sepep.

Os operadores div e V sao respectivamente o divergente e o gradiente em H2. Assim, apenas
consideraremos valores de curvatura média H > 0, e os casos em que o vetor normal da superficie
aponta para cima podem ser obtidos se virarmos de cabeca para baixo a solugao do problema
quando h < 0.

Alguns dos resultados principais serao provados com o método de Perron usando uma familia
a dois parametros, a saber H e r, de superficies de CMC H com simetria rotacional, geradas pela
funcao
H-nod, (5) = /S 2H (cosh(r) — cosh(t + 7)) + senh(r)
0 \/senh2 (t +r) — [2H (cosh(r) — cosh(t + 7)) + senh(r)]?

dt (1.7)

que estd definida em s € [0, Ty], onde

(1.8)

+o0, se H <1/2
TH —
2H—1

In <2H+1) , se H>1/2

Em alguns casos especiais, as H-nod, serao chamadas de cat,., no caso H = 0 ou H-cap, quando
r = 0. Isto serd visto em detalhes na Se¢ao [3.1]



1.3 Teoremas

Nas notagoes anteriores, os teoremas de existéncia que provaremos no Capitulo [ serao os

seguintes:

Teorema 1.3.1. Seja H > 0. Suponha « e B satisfazendo as condigies e , respectiva-

mente, e que

h
diamf < d + 2cosh™! (cosh(r) + ser;}}r))

2Hd (1.9)
0 < h < minQ{ cat,(d), ,

coth?(r) — 4H?

considerando diamB < +oo quando H =0 e h < +o00, caso coth®(r) —4H? < 0. Se for H > 1/2,
suponha adicionalmente que

R < Ty, e também que

AH [ LA tanh® (L=1) (1.10)
7N 4H? -1

0<h<

Entao, o problema de Dirichlet @ associado a H possui solugdo unica u € C%(Q) N C°(Q).

E considerando h < 0, isto é, a curva @ abaixo de 3, o outro teorema de existéncia é
Teorema 1.3.2. Seja H >0 e« e 8 como em e . Suponha que diamp — (2r+d) < Ty,
R < Ty, e que

0 < —h < min{#-nod,(d), H-nod, (diamgs — (2r + d)) }. (1.11)
Entao o Problema (@ possui solugdo tinica u € C*(Q) N CO(Q).

Os préximos teoremas afirmam que se a distancia entre os planos paralelos for muito grande,
entao nao existe uma superficie CMC com bordo neles e vetor curvatura média apontando para

“fora”. Estes dois proximos resultados valem mesmo para superficies CMC que nao sejam grafico.

Teorema 1.3.3. Seja M C H? x R uma superficie conexa imersa de curvatura média constante
H contida num horocilindro B x R, onde B € um horodisco. Suponha que M intersecta os planos
H? x {0} e H? x {h}, com OM N (H? x (0,h)) = 0 e que o vetor curvatura média de M aponta
para OB x R. Entdo h < hg, onde hyg ¢ dado por

SH L ( 1—2H
— ———— tanh H<1/2
e ™ <V1+2H>’ se H <1/

hg =< m™—2, se H=1/2
SH L pH-1

-t — H>1/2

7 = tan < 2H+1>’ se H>1/

Teorema 1.3.4. Seja M C H? x R, uma superficie conexa imersa de curvatura média constante

H contida num cilindro B, X R onde B« é um disco de raio r*. Suponha que M intersecta dois



planos paralelos H? x {0} e H? x {h}, com M N (H? x (0,h)) = 0 e que o vetor curvatura média
de M aponta para 0B, x R. Entao

h < 2max H-nod,x.

Estes sao os resultados a serem provados. A partir daqui revisaremos alguns conceitos e con-

struiremos os elementos necessarios para demonstrar os quatro teoremas enunciados anteriormente.



Capitulo 2

Geometria do Problema

2.1 Campos de Jacobi

Quando estamos interessados em analisar o quanto as geodésicas que partem de um ponto
se afastam em uma variedade riemanniana, é natural que estudemos a aplicagao exponencial.
Podemos pensar, por exemplo, em retas partindo da origem em R2. Como quantificar ou ainda
definir o que se quer dizer por quanto elas se afastam? Uma maneira é parametrizar uma familia de
retas associando a cada angulo 6 uma reta {(tcos(f),tsin(f) € R? | t € R}. Depois, percorremos
um comprimento ty em cada reta e tomamos a derivada de 6 — to(cos(6), sin()) que, em médulo,
é to.

Generalizando esta idéia para uma variedade riemanniana M qualquer, podemos tomar uma

curva v : (—¢,€) — T, M e definir uma superficie parametrizada em M por

f(t,5) = exp,(tv(s))

onde ¢t € R e v(s) é uma curva parametrizada em T, M, com s € (—¢, €). O préximo passo é tomar

af(t,0)
0

s
como um campo de vetores definido ao longo da geodésica (t) = f(¢,0) obedece a uma equagao

a derivada . Para concluir algo, a primeira coisa que notamos é que df/Js, considerada

diferencial. No que segue, utilizaremos os dois seguintes resultados:

Lema 2.1.1 (Lema de Simetria). Se M é uma variedade diferencidvel com uma conexao simétrica

e f: ACR? = M é uma superficie parametrizada, entio

Dof _ Dof
ovou  Oudv’
Demonstragao: Seja ¢ : V C R" — M um sistema de coordenadas em uma vizinhanca de um

ponto da imagem de f. Assim,

o to flu,v) = (z1(u,v), ...,z (u,v)).

Logo,



D (o oz, 0
ov \ Ou 81} ou Ox;

Z Oy 0z & 9
dvou 6:61 — Qu %, i o O

8 €Z; 8% 8xj v 0
- el
Oudv 83: - Oou Ov 9=; Ox;
Como a conexao ¢ simétrica, vale a igualdade Vy, gy, (% =Vo,/0m: 50" y . Ao calcularmos 2 5% (gf ),
obtemos a mesma expressao. O

E também o seguinte lema que relaciona as derivadas de um campo definido sobre uma su-
perficie com sua curvatura R:

Lema 2.1.2. Seja f: A C R? — M superficie parametrizada e V = V (s,t) um campo definido
sobre esta superficie. Entdo

DD DDV_R(8f 6f>v

Ot s ds Ot ds’ Ot

Demonstracgao: Tome um sistema de coordenadas ¢ : U C R? — M no qual V = > vi(s, ) X;,
onde X; = dp(e;). Assim,

0
V sz X+Z UZXz,oqueHObda

DD DD 9v; D
&%V’Z”’ata Xit X 95

i D 2 )
+ z; %&XZ + zl: %Xi, e podemos fazer a diferenca

D D D D
_bD . A
8t35 asatv Zv <8t88 Os Ot >
Em coordenadas, temos que f(s,t) = (z1(s,t),...,z,(s,t)). Dai, % =3 (%’X 8f =5 Bka .

Desta forma, temos

D 0x;
55 %1 = V52, (00;/09)x, X = Z “oe VX

ox; 8xk
Ly oz
Z 9105 Vx, Xi+ ZZ kavx X;, procedendo com acima,
DD, DDy onom
otos " 9sot ' — ds Ot

7>

(Vx,Vx,Xi — Vx,Vx, X;)



A partir disto, obtemos finalmente

DD axjaa:k of of
9105’ 358tv D v B ot TG X)X = R(a 8t>v

.4,k

O

Agora, como t — f(t,s) define uma geodésica v, para todo s fixo, entao V.7, = 0, isto é,

D of

— — =0, qualquer que seja (t,s). Desta forma, temos o seguinte:

ot ot
0 D<D8f>_D<D8f> r(9f 8f> of
T 9s\otot) ot \ds ot (a ot ) ot

D (Dof af af\ of

= m(ata)+R(ata>at

af(t,s)
Js

Definindo Js(t) := , temos:

2

Esta é a equagao de Jacobi, e o campo J ao longo de uma geodésica ~y satisfazendo esta equagao
¢é o campo de Jacobi ao longo de ~.

Se v é uma geodésica partindo de p € M, podemos tomar em 7, M uma base ortonormal de
vetores {ej,eq,...,e,} e transportd-los paralelamente ao longo da geodésica, obtendo uma base

{ei(t),...,en(t)} de Ty M ortonormal e paralela ao longo de % isto é, Vye; = 0. Assim, o
campo de Jacobi ao longo de « pode ser escrito como J(¢ Z fi(t)ei(t), onde cada f; é uma

fungao diferenciavel. Dai, temos

n n
J"(t Zf”e] e R(Y,J)y = fi(R(Y )7 ej)e;.
j=1 j=114i=1
Portanto, definindo os coeficientes a;; := <R (', ey ,ej>, a equacao de Jacobi equivale ao

sistema de n equacoes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem:

+Zfz Jaij(t) =0, j=1,2..

que tem solucdo tnica, dadas as 2n condigoes iniciais f;(0) e f;(0), que é o mesmo que dar as
condigdes iniciais J(0) e J'(0) em p.

Note que podemos tomar um referencial ortonormal paralelo a v com e, = +'. Fazendo esta
escolha, os coeficientes satisfazem a;; = 0, se qualquer indice ¢ ou j for igual a n. Desta maneira,
a n-ésima equagao se reduz a f//(t) = 0, para a componente tangente a ' do campo de Jacobi.
Logo, se escolhermos as condigdes iniciais do campo normais a 7/, entdo o campo serd normal a
~" ao longo de toda a geodésica.

Como estamos interessados particularmente no plano hiperbélico H? cuja curvatura é constante
e igual a —1, o seguinte Lema torna muito simples a determinacao dos campos de Jacobi para
esta variedade.



Lema 2.1.3. Sejam M uma variedade riemanniana, p € M e seja R’ : T, M xT, M xT,M — T,M

a aplicagdo trilinear definida por

<R'(X,Y,W),Z> = <X,W><Y,Z> — <Y,W><X, Z>
para quaisquer X,Y, Z,W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Kq se, e
somente se, R = KqR', onde R ¢ o tensor de curvatura de M.

Demonstragdo: Suponha que K(p,0) = Ko, Vp € M Yo C T,M onde o é subespago de
dimensao dois. Denotemos <R’ (X,Y, Z),W> pela quédrupla ordenada (X,Y,Z, W) e notemos
que ela satisfaz as seguintes propriedades:

(a) (XY, Z W)+ (Z,X,Y, W)+ (Y,Z, X, W) =0

(b) (Xv Yv Za W) = _(KX, Z, W)
(c) (X,Y,Z,W)=—(X,Y,W, Z)
d) (X,Y,Z,W) = (Z,W,X,Y).

A hipétese de curvatura seccional K implica que a curvatura R de M satisfaz <R(X V)X, Y> =
Ko(|X|?|Y]? - <X,Y>2) =Ko(X,Y,X,Y), VX, Y € T,M. Assim

(RX+ZY)X+2),Y)=Ko(X +2Z,Y,X+ZY), e dai
(RIX, V)X, Y)+2(R(X,Y)Z,Y)+(R(Z,Y)Z,Y) =
Kol(X,Y,X,Y)+2(X,Y,Z,Y)+ (Z,Y,Z,Y)], donde
<R(X, Y)Z,Y> = Ko(X,Y,Z,Y),
para quaisquer X,Y,Z € T,M, onde foi usado o fato de que R satisfaz as quatro propriedades

(a), (b), (c) e (d). Por este fato recém provado, temos que
< (X, Y+W)Z,)Y + W> = Ko(X, Y+ W,Z)Y + W), que implica
(R(X,Y)Z,W) + (R(X,W)Z,Y) = Ko[(X,Y, Z,W) + (X, W, Z,Y)]. Logo,
(RX,Y)Z, W) — Ko(X,Y,Z,W) = —(R(X,W)Z,Y) + Ko(X,W, Z,Y)
- <R(Y, Z)Xv W> - KO(K Z7 Xa W)
Por outro lado, isto vale <R(Z, X)Y, W> —Ko(Z,X,Y,W). Portanto, pela propriedade (a), temos

que
3(<R(X, Y)Z,W) - Ko(X,Y, Z, W)) = 0 para todo X, Y, Z, W € T, M.

Isto é o que queriamos provar. A reciproca é dbvia. O
Agora, se escolhermos J normal a 4/, entdo, usando este Lema, a equagao de Jacobi se reduz

a uma forma muito mais simples. Seja v geodésica com |y'| = 1. Temos que:
(RO, I, X) = Ko (77 ) X) = (o, X) (7)) = Ko(J, X) VX € T, M.
Daif R(v/,J)y = KyJ, fazendo com que a equagao de Jacobi tome a forma
J"'(t) + KoJ(t) = 0.

Vamos nos restringir ao caso do H? em que Ky = —1. Assim, se {e1,...,en—1,en =7} é base
ortonormal e paralela ao longo de 7y, temos que as fungoes componentes de J sao as solucoes das
equagoes acima, e assim sao dadas por:

fi(t) = A;senh(t) + B; cosh(t), parai=1,2,...,n—1
fat)=0

10



Escolhendo J(0) =0 e |J'(0)] = 1, ficamos com B; =0 e | Y A?| =1, e daf
J(t) = senh(t) Y Ase;(t) = senh(t)w(t),

onde w(t) é o transporte paralelo de J'(0) ao longo de «, que tem mdédulo constante igual a 1,
pois o transporte paralelo preserva a norma.
Como exemplo de aplicagao do que acaba de ser visto, calculemos o perimetro e a area de um

circulo B,(p) C H?. Definindo f(t,s) = exp,(tv(s)), onde v(s) descreve um circulo em T,H? tal

que |v(s)] = |[v'(s)] = 1, temos que, para cada s, a aplicagdo t — f(¢,s) define uma geodésica
of(t,s

~s normalizada, e define um campo de Jacobi Js(t) ao longo de s, tal que J5(0) =0 e

[J2(0)] = |v'(s)] = 1. gsnormalidade de J4(t) com respeito a v.(t) segue do Lema de Gauss:

<J8<t)a’7;<t)> = <(dexpp)tv(s) (tv,(s))a (dexpp)tv(s) (U(S)>> = 7<’U/(S),U(S)> =0, (2'1)

pois |v(s)| é constante igual a 1.

Entao sabemos, pelas consideragoes anteriores, que Js(t) = senh(t)ws(t) onde ws(t) é o trans-
porte paralelo de J.(0) = v/(s), portanto |ws(t)| = 1.

Agora, o perimetro P do circulo geodésico de raio R é o comprimento da curva s — v5(R)
quando s vai de —7 a 7, isto é, v(s) d4 uma volta em T, H?. Podemos pensar como a distancia
percorrida pela ponta de uma geodésica de comprimento R quando giramos ela por uma volta

completa em torno de um ponto fixo. Assim, temos:

s d i
P = — s ds =
/,ﬂ ds”‘(R)‘ ; /

Além disso, a drea A estd definida em termos dos coeficientes g;; da métrica riemanniana. A seguir,

d
%f(Rv 5)

ds = /Tr | Js(R)| ds = /7r senh(R) ds = 2wsenh(R).

—T —T

no que diz respeito ao laplaciano da distancia, calcularemos explicitamente os componentes da

matriz dos g;; no mesmo sistema de coordenadas deste exemplo. Mas, para agora, saibamos apenas

que neste sistema, temos y/det(g;;) = senh(t). Por definicdo, temos que vol (g{(q), gf(q)) =
s

det(gi;)(g), assim:

af 8f 2 R )
A= vol [ —=,— | = senh(t) dtds = 2w cosh(R) — 27 = 4wsenh”(R/2).
f-Y(B,) ot’ Os 0 0

Outro exemplo do que podemos calcular é a fungdo laplaciano da distancia. Como esta fungao
terd um papel relevante para a continuidade do texto, vamos estuda-la com um pouco mais de

cuidado na segao seguinte.

2.2 Laplaciano da Distancia em H?

Na equacao da curvatura média, precisaremos conhecer o laplaciano da funcao distancia no
plano hiperbdlico. Para lembrar sua definicao no contexto de variedades, facamos uma breve
revisao.

O Hessiano de uma fungao diferencidvel h de uma variedade M em p € M é, por definigao, o
operador linear em T, M que aplica cada v € T, M em V,(grad h)(p). Define-se o gradiente de h,

11



grad h, por sua vez, como o campo de vetores em M, p — u, tal que <up, v> = dh,(v) para todo
v € T,M. Finalmente, o Laplaciano de h em p, cuja notagao é Ah(p), é expresso pelo trago do

Hessiano:
n

Ah(p) = tr Hess h(p) = Z(VEigrad h(p), E;),
i=1
onde {E;}?_; é uma base ortonormal de T, M.
Visto isso, passemos a calcular o laplaciano da funcdo distancia a um ponto a € H?, s, : H? —
R. E um fato bem conhecido que esta funcio é diferenciavel em H? x {a}, para qualquer ponto
distinto de a. Primeiro escolhemos o sistema de coordenadas f(¢,0) = exp,(tv(0)), 0 < t < 400,
—m < 0 < m, onde v(#) descreve um circulo unitario em T, M tal que |v(0)| = |v'(#)] = 1. Os

of of
ot’ 96

campos coordenados relativos a este sistema sao { } Para os coeficientes da métrica,

temos of of
p— —_— PR —_— 2:
s = (Gr o) = o) =1

gt = gor = <8f 3f> = l<U(9),1}’(9)> =0

ot 00 t
_|of? 2_
90 =5 = |Jp(t)|" = senh”(¢),

onde Jy(t) é o campo de Jacobi ao longo da geodésica vy : t — f(t,0), ortogonal a 7, e que se
anula em ¢t = 0. No caso do plano H?, sabemos que |Jy(t)| = senh(t) quando |J;(0)] = 1. A
ortogonalidade dos campos decorre do Lema de Gauss, conforme a equacao [2.1] e g+ = 1 se deve
ao fato de que quando variamos a coordenada radial, ¢, andamos por geodésicas normalizadas.

A funcao distancia pode ser expressa por meio da aplicagdo exponencial na forma s,(q) =

exp; ' (q)|, portanto, nas coordenadas escolhidas, a distancia é simplesmente
a
84 © f(t, 9) = [tv(9)| = t.

Agora, notando que
of o 8(311 o f) _
0F ot <g‘"ad5“’ 8t> “Ta !

<@ad&“3f>::5@%017
0 /00)2 90 90

temos, portanto que o gradiente é dado por

e que

:O7

of

ot

grad s, =

A partir disso, temos para o traco o Hessiano de s,:

. of of 1 or o
tr Hess sa = 55 <vaf/"” ot 8t> * o700 <V8f/69 ot ae>

0+T9,.
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Usando a férmula dos simbolos de Christoffel, isto é

1 (89(% Ogut 39(%) 0 1 (3999 0go: aget) gge
2

ot T o0 ot

rf _ —
ot 2 ot 90 o0

1 9go9 _ 9In(\/Gep) _ Oln(senh(t))

— coth(t).
2900 Ot ot ot coth(?)

Assim, concluimos que
Asq(q) = coth (s4(q)).

Em alguns casos, em vez de considerar a distancia a um ponto, estaremos lidando com a distancia
a um circulo geodésico de centro a € H? e raio r, C,(a), definida somente fora de uma bola
geodésica. Neste caso, temos s : H? \ B,.(a) — R dada por s(q) = s,(g) — r. Assim, temos que:

As(q) = A(sa(q)) = coth (sq4(q)) = coth (s(q) + 7).
Por 1iltimo, serd necessério analisarmos o caso em que B é um horodisco e a funcio s : H?\ B —
R é a distancia ao horociclo C' = 9 B. Podemos pensar, no modelo do semi-plano, o horociclo sendo
o limite de uma familia de circulos hiperbélicos passando por um ponto p e com centro no eixo
vertical, quando o centro se aproxima da origem (figura|2.1).

Figura 2.1: Circulos tendendo a um horociclo e seus respectivos centros tendendo ao infinito.

Assim, fica natural que tenhamos o laplaciano da distancia a um horociclo C' como o limite do
laplaciano da distancia a um circulo, As = coth(s + r), quando seu centro tende ao infinito, isto

é, r — +o0o. Portanto, para s a distancia ao horociclo, teremos

As = 1.

2.3 Equacao da Curvatura Média

13



Usando o que vimos até aqui, vamos obter a equacao da curvatura média de um gréfico em
H? x R de uma funcio u definida em um domfnio de Q C H?, Gr(u) = {(z,u(x))|z € Q}.
Em uma variedade Riemanniana M de dimensao n, definimos a curvatura média H de uma

uma hipersuperficie S C M orientada com vetor normal n em cada ponto p € S como

H(p) = ——tx(5,(0)

onde S, é o operador forma, definido em cada p € M por

S, (p) : T,M — T,M
v —(V,N)T

onde o termo ( . )” denota a componente tangencial do vetor & hipersuperficie, N é uma extensao
local de 7 & variedade e V é a conexao da variedade.

Particularizando isto ao nosso caso, temos M = H? x R, de dimenséo n = 3, e a hipersuperficie
S é gréafico de uma funcio u : 2 — R, onde Q C H2. Se definirmos agora

F:QxR—R
F(p,x) = ulp) -z

temos que S = Gr(u) = F~1({0}). Por consequéncia, temos que grad F' é normal a S. Desta

grad ', s
forma, temos que 1 = m é um campo unitario normal a S. Para obter agora a curvatura
gra

média, tomamos uma base ortonormal {E1, E»>} de T,,5:

2
2H =trS, = Z<—in77,Ei>
i=1

=0
2

= Z<—§E1U,Ei> + < _ﬁnnﬂﬁ

i=1
= 7diV]V1 (7])
Retomando a parametrizacio, ¥ de M = H? x R, dada em (1.5)), temos que grad F' = Vu— X3,
grad F'

onde V ¢ o gradiente de H?. Assim, n = e n aponta para baixo. E fcil ver que

V1+ Va2’

grad F = (Vu, —1), e portanto, a equagao da curvatura média toma a forma

Vu
" \+em=o, 2.2
V<\/1+|Vu|2> (2.2)

onde div e V sdo os operadores divergente e gradiente em H?Z.

Ser4 de interesse usarmos a equacio da curvatura média com uma funcao de H? em R da forma
¢os, onde s estd definida num dominio de H? e ¢ é uma funcdo real definida num intervalo I C R.
Neste caso teremos, para todo v € T,H?, que v(¢ o s) = ddyy,)dsy(v) = ¢'(s(p))dsp(v), do que
concluimos que V(¢ o s) = ¢/(s)Vs. Entao, com u = ¢ o s, o divergente da equagao fica:

<¢<>v> _ <V¢’<s> V>+<z><>w
1+ [¢'(s)Vs|? 1+ [¢/'(s)Vs]?’ 1419/ (5)Vs]?

_d &' (s) Ue Us ( &' (s) ) AL
ds ( 1+ ¢’(5)V5|2> (Ve, Vo) + 1+ |¢'(s)Vs]|? 03
2.3
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A razao de estarmos considerando uma tal fungao é discutida a seguir.
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Capitulo 3

Ferramentas

3.1 Superficies de Revolucgao

A fim de provar os teoremas que sao o objetivo principal desta dissertagao, sera indispenséavel
utilizarmos certa classe de funcoes. Seu propdsito serd garantir que as solugoes do problema
de Dirichlet obtidas pelo método de Perron sejam continuas até a fronteira do dominio. Neste
contexto, estas fungoes sao denominadas barreiras. No que segue, construiremos estas barreiras.

O que queremos sao fungoes definidas em dominios tipo H? \ B,(a), o exterior a uma bola
geodésica (ou uma horobola) em H? de centro a € H? e raio r prescritos, e cujo grafico em H? x R
seja uma superficie de curvatura média constante igual a H. Mais ainda, queremos que esta
superficie seja simétrica em torno do eixo {a} xR. Desta maneira, podemos supor que estas fungoes
tenham mais particularmente a forma u = ¢ o s : H? \ B,.(a) — R, onde s : H2\ B,.(a) — [0, +o0)
é a funcao distancia ao circulo geodésico Cy.(a) e ¢ : [0,T] — R é uma fungdo real definida em
algum intervalo, que como veremos serd determinado mais adiante.

Para que o grifico Gr(u) = {(p, #(s(p))) € H2 x R | p € H? \ B,.(a)} tenha curvatura média
constante H > 0, a funcao u deve satisfazer a equacao . Além disso, dada a igualdade
para o divergente de uma composta, e levando em conta que para a funcao distancia temos

|[Vs| =1 e As = coth(s + r), concluimos que ¢ deve satisfazer:

i ¢'(s) ¢'(s) coth(s +r =
dS( 1+<¢'<s>>2>+< 1+<¢'<s>>2> e = .y

Esta equagao diferencial ordinéria equivale a

d /
— &senh(s +7) | +2Hsenh(s+7) =0
ds \ 1+ (9/(5))?

que pode ser integrada para obtermos

@' (s) _ —2H cosh(s+1r)+C
1+ (¢/(s))? senh(s + 1)
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Vamos querer que ¢(s) tenha o maior alcance e a maior altura possivel. A razao disso é para
que sua superficie gerada ainda seja capaz de ser supersoluc¢ao do Problema ([1.6]) com tanto menos
restrigdoes quanto for possivel impormos sobre a e 8 e sobre h. Tendo isso em vista, exigiremos a

condigao lim,_,o+ ¢'(s) = +00, e consequentemente C' = senh(r) 4+ 2H cosh(r). Da, resolvendo
@' (s) _ 2H(cosh(r) — cosh(s +r)) + 2Hsenh(r)
L+ (¢(s))2 senh(s + 1)

para ¢, poderemos integrd-la diretamente para obter a expressao da funcao desejada. Daqui
por diante iremos chamaé-la de H-noddéide de raio interno r, e usaremos a notagao H-nod, para
a ¢. O nome é dado segundo as superficies de curvatura média constante com simetria axial do
R3, nodédides, onduléides e, em alguns casos especiais, catendides ou esferas. Quando nao houver
ambiguidade, usaremos os mesmos nomes para designar as superficies geradas por estas fungoes,

isto é, os gréficos das H-nod, o s. Assim, temos
) = /s 2H (cosh(r) — cosh(t + r)) + senh(r)
0 \/senhz(t + 1) — [2H (cosh(r) — cosh(t + 7)) + senh(r)]?

A condigao inicial foi escolhida igual a zero, mas isto nao é importante, pois diferentes condicoes

dt.

H-nod, (s

iniciais s6 alteram a H-nod, por uma constante aditiva, o que ndo muda o fato de que a curvatura
média é constante e igual a H. Podemos ver isto também pela equagao de u, que sé depende de
suas derivadas de primeira e segunda ordem.

Podemos notar que H-nod,.(s) estd definida apenas enquanto o radicando do denominador nao

for negativo para todo t € [0, s], ou seja, temos a condigao
senh?(t + r) — [2H (cosh(r) — cosh(t 4 1)) + senh(r)]? > 0
que, para t > 0, como senh(t 4+ r) > 0, equivale a

senh(t +r) > |2H (cosh(r) — cosh(t + 7)) + senh(r)|
< senh(r) —senh(t 4 r) < 2H(cosh(t + r) — cosh(r)) < senh(t + r) + senh(r)
<  4Hsenh(t/2)senh(t/2 + r) < 2senh(t/2 + r) cosh(¢/2)

< coth(t/2) > 2H.

Se H < 1/2, a desigualdade é satisfeita para todo ¢t > 0, ja que coth(z) > 1 se z > 0. Por
outro lado, se H > 1/2, como temos que lim,_, . coth(z) = 1, e a cotangente hiperbdlica é

estritamente decrescente em (0, 400), a desigualdade apenas valerd para ¢ > 0 tal que

2H+1)

t t 1
B S - < <
coth(2>2H<:)200th (2H)<:)tln(2H_1

Assim, o dominio de H-nod, é o intervalo [0, Tx], onde

+o0, se H<1/2

In (ggﬂ) , se H>1/2

Vejamos a seguir alguns casos particulares desta familia de H-noddides que serao de especial

importancia para a demonstragao dos teoremas.
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3.1.1 Calota Esférica com H > 1/2

No caso de H > 1/2, tomando o limite r — 07 de H-nod,., obtemos a calota esférica de CMC

H, denotada por H-cap.
Se H > 1/2, temos

dt

s 2H (1 — cosh(t))
H-cap(s) =
p(s) /0 \/senhQ(t) — 4H?2(1 — cosh(t))?2

AH [ LA tanh?(t/2)
1 4% 1

Figura 3.1: 0, 6-cap

Se H = 1/2, entao
(1/2)-cap(s) = 2 — 2 cosh(s/2)

Podemos observar que as H-cap sao estritamente descrescentes. Seu valor méximo é H-cap(0) =
0 e seu valor minimo é H-cap(T'y ), exceto no caso de ser H = 1/2, entéo teremos lim;_, 4 (1/2)-cap(s) =
—00, ou seja, a calota esférica de curvatura média 1/2 tem altura infinita.

Mais adiante serd ttil conhecermos o valor de H-cap(Ty), para H > 1/2, para fazermos

estimativas a respeito das demais noddides. Observando que Ty = QCoth_1(2H ), é imediato que

_AH 1
H—Ca T = — tanfl —_—— .
(Tn) = 75— (\/4H2—1)

Nao estaremos interessados nas calotas esféricas de curvatura média menor do que 1/2, pois
apenas usaremos as calotas como supersolugoes do problema de Dirichlet, e a (1/2)-cap sera

supersolugdo com qualquer H € [0,1/2] (ela satisfaz Qg ((1/2)-cap) < 0), e além disso, ela tem
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altura infinita. Assim, ndo importa o quao grande seja o valor dado de h = u|, no bordo, sempre
conseguiremos colocar esta particular calota esférica de tal modo que ela fique por cima de h em

Q.

3.1.2 Catenodides

O catendide em H? x R é a superficie de revolucio minima, ou seja, é a H-nodéide com H = 0.

Assim, denotaremos a 0-nod, por cat,., cuja expressao é

/ senh(r)
caty(
\/Senh2 t +7) — senh?(r)

dt (3.2)

Figura 3.2: caty

O catendide de raio interno r é estritamente crescente, como fica evidente pelo integrando
positivo. Além disso, é a tnica noddide com esta caracteristica. Também é um fato que as cat,
s@o limitadas superiormente por 7/2. Este fato é provado por A. Barbosa em [3]. Em seguida
provaremos esta limitagdo em decorréncia de que r — cat,(s) é crescente e cato, tem supremo

m/2. Assim, os catendides cat, sdo assintéticos a um valor menor ou igual a 7/2.

3.1.3 Horonoddides e Horocatendides

Tomando o limite » — 400 na expressao de H-nod,., obtemos a expressao para H-nod.,, a
funcao geradora do horonodédide de curvatura média H.

Os horonoddides podem ser vistos como superficies CMC geradas por rotagao em torno de
um ponto no infinito. Sao graficos de uma fungao do tipo ¢ o s conforme descrito no inicio deste
capitulo, exceto pela diferenca de considerarmos aqui s : H? \ B — R a funcdo distancia a um
horociclo C' C H?, onde B é o horodisco cuja fronteira é C. Temos que, para o laplaciano da

distancia s em H? \ B, vale As = 1. Assim, a fungao geradora da H-horonodéide satisfaz
/ ! /
A + & + 2H — 0
1+ (¢'(s))? 1+ (¢'(s))?
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Em qualquer caso, seja considerando a distancia ao horociclo ou simplesmente tomando o

limite » — 400, obtemos a seguinte expressao para as H-horonoddides:

s —2H 4+ (1+2H)e™
H-n0d(8) / + (1 +2H)e
V1= (—2H + (1+2H)e ")?
4H 1-2H 0
— ————tanh™! t = H<1/2
Y ( 1+2H an(2>>’ se H <1/ (3.3)
= 6 — tan g , se H=1/2
4H [2H — 1 0
0 — ———t tan | — H>1/2
AHZ — 1 an - ( 2H +1 <2>>’ se H>1/
onde 6 é tal que cos§ = —2H + (1 — 2H)e™®. Observamos que 0 estd bem definido: no caso

H < 1/2, cosf comega em 1, quando s = 0 e tende a —2H > —1, para s — +00. Assim, § =0
(s =0), e — cos }(-2H) < 7, s — +oo. J& o caso H > 1/2 é andlago para s = 0, mas
quando s — T, temos que cosf — —17", e dai § — 7—. Cabe aqui observarmos rapidamente que
o dominio de definicdo de H-nod, é idéntico ao de H-nod,. Em qualquer caso, seja qual for H,
sempre vale que 6 é crescente com s.

Se notarmos que a derivada de H-nod, € estritamente decrescente, fica claro que ela atinge

seu maximo absoluto no tnico valor sy > 0 tal que

—2H + (1+ 2H)e~%

=0
V1= (=2H + (1 +2H)e—%0)?

H-nod’_(so) =

1
—2H+ (1+2H)e " =0 < 59 =1In <1+2H)

pois H-nod’_(s) > 0 em 0 < s < s9 e H-nod’_(s) < 0 em s > s.
Calculando H-nod.(sg), tendo em vista que cosf(sg) = 0, isto é, § = 7/2, obtemos seu valor
maximo:
max H-nods = H -nods(sg) =

T 4H 1 1-2H
— — —————tanh , se H<1/2
2 Vioam® ( 1+2H> / (3.4)

/2 —1, se H=1/2
™ AH L 2H-1

— — ———tan~ —_— H>1/2
5 e an < 2H+1>’ se H>1/

Também serd interessante para nossos propdsitos conhecermos o valor de H-node, (7). Con-
sideremos primeiro o caso H > 1/2. Vimos acima que quando s — Ty, entdo § — m. Sabendo

disto, tomando o limite de s tendendo a Ty na expressao de H-nod(s), fica claro que

AH r 2H
H-nodo (Ty) =7 — ——0n T 1— =22 3.5
Tu)=m- Tm=2 " ( 4H21) (3:5)

No caso 0 < H < 1/2, queremos saber como se comporta H-nods (s) no limite quando s — +oo0.

Neste caso, vimos que 6 — cos™*(—2H) de maneira crescente. Para vermos o que acontece na
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expressdo de H-nod (s) quando tomamos este limite, observamos que

tan Q = ﬂ ara 0 <6 <
2 _\/1+cos9’p - i

Feito isto, fica facil ver que, neste limite, o argumento da tangente hiperbdlica inversa em H-
nod (s) se aproxima assintoticamente de 1, e lim,_,,- tanh™!(z) = 4+00. Se H = 1/2, temos que
tan(0/2) vai a 4+o00, pois § — 7. Apds estas consideragoes, o ponto a que queriamos chegar é o
seguinte:

lim H-nods(s) = —oo, para todo H € (0,1/2]. (3.6)

s—+o00o
O caso H = 0 nao tera o mesmo comportamento pois o termo que vai a —oo é nulo.
Por fim, consideremos o caso particular de uma horonodéide H-nod, quando H = 0. Temos as-
sim a 0 -nod, que denotaremos por cat,, que gera a superficie que chamaremos de horocatenéide.

Sua expressao é dada por

T_ sin~!(e™?).

s ot
)= [ s
0 V1—e2t 2

Esta fungao é estritamente crescente, como ja observamos sobre o comportamento das cat,., e

cateoo(s

tende ao valor assintético /2.

3.1.4 Mais Propriedades

Nesta segao veremos algumas propriedades gerais das noddides. Obteremos estimativas para
seus valores assintéticos e zeros, e também analisaremos como se comportam as curvas da familia
de H-noddéides de raio interno r quando variamos os parametros H e r.

Antes de comegarmos, retomemos a expressao para a H-nodéide em torno do circulo de raio r
H(cosh(r) — cosh(t + r)) + senh(r)

s 2
) = dt
‘/0 \/senh2 (t +r) — [2H (cosh(r) — cosh(t + 7)) + senh(r)]?

H-nod, (s

0 que pode ser expresso alternativamente da seguinte maneira:

* gi@)

“ o VTGP0

H-nod,(s) dt,

onde a funcio auxiliar gZ é dada por

2H (cosh(r) — cosh(t + 7)) + senh(r)

g (£) = senh(t + r) (3.7)

Esta g que depende dos parametros H e r surge naturalmente na equagao diferencial ordinéria
em u cuja solugao é H-nod,, se definirmos g := u'/+/1 + (v/)2. Desta forma, a equacao fica com

uma aparéncia muito mais simples na forma
g'(s) + g(s) coth(s + 1) +2H = 0.

Os célculos para alguns resultados desta secio serdo muito facilitados usando g para expressar
H-nod,.
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0.6

Figura 3.3: As curvas representam, de baixo para cima: 2-cap, 2-nodgp1, 2-nodg.1, 2-nodgs,
2-nod;j 2 e 2-nod,. Notamos o comportamento monotonico ao variar 7.

O primeiro fato a ser apontado, dados H > 0 e s € (0, Tg], é o seguinte:

OH-nod,(s)
=2 >0 (3.8)

Para ver que isto vale, procedemos por calculo direto
OH-nod,.(s) _ /s 3 gl (t) g — /S %gfl(t) dt
or o O\ \/1—(gE(1))? o (1=(gf(®)>)>

g (t) _ <2H(senh(r) —senh(t +r)) + cosh(r)
or senh?(t +r)

onde

) senh(t + 1)

B (2H(cosh(r) — cosh(t + 7)) + senh(r)
senh?(t + 7)

) cosh(t + r)

20
senh?(t 4 r)

(senh(r)senh(t + ) — senh?(t 4 r)

— cosh(r) cosh(t + ) 4 cosh?(t + 7))

cosh(r)senh(t + r) — senh(r) cosh(t + )
* ( senh?(t + 7) )

2H (1 — cosh(t)) + senh(¢)
senh®(t 4 r)

_ Zsenl®(t/2) [coth (%) - QH] .

senh?(t 4 r)
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Por esta expressio fica evidente que a derivada de g% () com respeito a r é estritamente positiva
para 0 < t < Ty. Isto prova o fato que H-nod,(s) é estritamente crescente em r, dados quaisquer
H>0ese(0,Ty].

Como consequéncia imediata deste fato, podemos afirmar que, se 0 < H < 1/2, entao H-nod,(s)
¢ menor do que H-node(s), e como lim,_, o H-nod(s) = —00, entdo necessariamente

lim H-nod,(s) = —oo
s——+oo

para todo r > 0. No caso minimo, ou seja, quando H = 0, vimos que limg_, 1 catoo(s) = 7/2,
e que cat, cresce estritamente ao seu valor assintético cat,(00). O que podemos afirmar agora é
que
. 71'
cat,(00) = SBIJPOO cat,(s) < 5
Outra implicagdo de dH-nod,./dr > 0 é que o valor final em Ty, da H-nod, de H > 1/2 fica
estimado por cotas inferior e superior provenientes de H-cap(Ty) € H-nodeo (T ):

—4H tan™! ( 1 ) < H-nod,(Ty) < (1 2H )
—_— —_—_ -nod, <7l —— ).
1H? —1 VAH? —1) = " 1H? —1

Além disso, dado H > 0, a funcao H-nod, fica limitada superiormente pelo valor maximo de

H-nod,, ou seja,

T 4H 2H —1
H-nod,(s) < & — ———_ tan~! : todo s € [0, T
nod,(s) < 5 O ( Y 1) para todo s € [0, Tx]|

Analisemos agora o que acontece ao variarmos o parametro H, mantendo fixos r e s. O célculo

da derivada fica

oumod(s) _ [* 0 (g \ . [*  gpel(t)
oH ‘/0 6H< 1—(93?(1%))2) dt_/o (IO DEEkE

dgf(t)  cosh(r) — cosh(t + r)
oH senh(t + r)

concluimos que a aplicagdo H — H-nod,(s) é decrescente. Desta forma, se ambas Hi-nod,.(s) e

€ como

< 0, para todo t > 0,

Hz-nod,.(s) estiverem definidas (pois lembremos que o dominio varia com H), entao

H, < Hy < Hi-nod,(s) > Ha-nod,(s). (3.9)

Consideremos agora os valores maximos das H-nod,. Ja vimos anteriormente que o maximo
valor de H-cap ¢é atingido em s = 0, e 0 maximo de H-nod em s = In(1 + ﬁ) Em geral, H-nod,

atinge um unico maximo absoluto, contanto que H # 0. Isto fica mais claro se olharmos para a

g (s)
V1= (g (s))?

que comega positiva e troca de sinal em um particular s > 0 que denotaremos por x(r), que é

derivada

H-nod.(s) =

tal que
g (xu(r) = 2H (cosh(r) S—e:liszlzizig)—i—t;)) + senh(r) o

23



Figura 3.4: As curvas sdo os graficos de, na ordem de baixo para cima, 4-nodsz, 3-nodsz, 2-nods,
1-nods e 0.8-nods.

Isso ocorre se, e somente se
2H (cosh(r) — cosh(z g (r) + r)) + senh(r) = 0,

e dai

xr(r) = cosh™ (cosh(r) + segk;(r)) - (3.10)

Podemos verificar que 2 (0) = 0 é de fato o valor em que H-cap atinge seu méximo. E também,

tomando o limite

rp(00) = 7_112100 zp(r)
B . ) senh(r) senh(r)\” ,
= TBTOO In | cosh(r) + S + \/<cosh(r) + Vi —1| —1In(e")
- cosh(r)  senh(r) cosh(r)  senh(r)\? o
= S o " 2He ‘
N S N SR I
- "2t aH 2" 1H

1
= In(1+-——
(1 2)

recuperamos o valor de sy que tinhamos calculado, onde H-nod,, atinge seu méaximo. Verifica-se
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também que x(r) é crescente:

2H

Isto é equivalente a

senh(r) + CO;};T) > \/((:osh(r) + se;ﬁ;}r)) -1

Elevando ao quadrado, temos

cosh?(r)  senh(r) cosh(r)

senh?(r)  senh(r)cosh(r) 9
4H? H

4H? H ’

senh?(r) + > cosh?(r) +

que é 0 mesmo que
cosh?(r) _ senh?(r)
12 T 4P
que sempre vale. Portanto, o ponto g (r) onde H-nod, assume seu maximo é crescente com r e

obedece

1
ngH(r)§1n<1+2H>.

A préxima estimativa serd sobre o valor positivo para o qual H-nod, é zero, a que iremos nos
referir por pg(r). Conforme o que foi visto acima, se H > 0 e r > 0, entdao H-nod, sempre terd
zero positivo. Esta afirmacao se justifica porque, incialmente, H-nod, cresce, comecando em zero,
até alcangar um valor méximo em x g (r). Apds, ela decresce monotonicamente, tendendo a —oo,
se 0 < H <1/2, ou atingindo H-nod,(Tx) < 0, caso seja H > 1/2.

O fato de que H-nod, é estritamente positiva em (0, pg (1)) serd importante para que se tenham
supersolucoes quando estivermos trabalhando com o método de Perron. Nao é possivel encontrar
uma expressdo explicita para pg(r) envolvendo funcoes elementares, entdo nos limitaremos a
estimar seu valor por baixo. Serd de grande valia ter esta estimativa, pois sabendo quando H-
nod,. é positiva, saberemos dar condicoes suficientes para que ela sirva como supersolugao. A esse
respeito, a seguinte proposicdo, que ¢ um mimetismo do que foi feito no R? em [§], garante que

pu(r) nao estd antes de 2z (r).
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Figura 3.5: H-nod, e em pontilhado z(r) e 2z (r), com H = 0.3, r = 2.

Proposicao 3.1.1. : Sejam H >0 er > 0, e seja xg(r) definido como a solug¢ao positiva de
2H (cosh(z g (r) + r) — cosh(r)) = senh(r).
Sob estas condi¢oes, H-nod-(s) > 0 para todo s € [0, 2z (r)].

Demonstragao: Por simplicidade, escreveremos em vez de zg(r), apenas . Notamos que H-
nod,(0) = 0, e H-nod,. cresce até atingir seu maximo absoluto em z, e depois decresce. Queremos
mostrar que o crescimento de H-nod, em [0, z] é maior do que o seu decrescimento em [z, 2x].

Para isto, é suficiente mostrar que
|H-nod.,.(z + t)| < |[H-nod..(x — t)|,Vt € (0,x).

Dado que H-nod..(t) = g (t)//1 — (92 (t))2, percebemos que a desigualdade acima equivale as
seguintes:

et gl

VI= (@ +6)?2 V1= (gf (@~ 1)
(g (x+1)* _ (g7 (x—1)?
L= (g (x+1)* ~ 1= (g (x—1))*
(1= (g (@ = )*) (g (x +1)* < (1= (g (2 + )*) (g (x — 1)),

(g7 (z +1)* < (g7 (w — 1))?

que, levando em conta o sinal, equivale a

—gf (z+1) < gl (x —1).
Isto é o mesmo que

—2H (cosh(r) — cosh(z + r +t)) — senh(r) < 2H (cosh(r) — cosh(xz + r — t)) + senh(r)
senh(z 4+ r + t) - senh(x +r —t)

26



que, se usarmos a definigdo de x(r), equivale a

—2H cosh(x +r) + 2H cosh(z + 7 + 1) < 2H cosh(x 4+ r) — 2H cosh(x + r — t)
senh(z 4+ r +t) - senh(z +r —t)

)

desenvolvendo mais,

cosh(z + r)(cosh(t) — 1) + senh(z + r)senh(¢) <= cosh(z + r)(cosh(t) — 1) + senh(x + r)senh(¢)
senh(x + r + t) - senh(z +r —t)

)

que implica
0 < cosh(z 4 r)senh(z + r)[senh®(t) — cosh(t)(cosh(t) — 1)],
ou equivalentemente
0 < cosh(z + r)senh(z + r)(cosh(t) — 1),

véalido para todo t > 0, o que conclui a demonstragao. O

3.2 O Método de Perron

Para demonstrar os teoremas de existéncia usaremos o Método de Perron, que aparece na secao
2.8 de [I0] como O Método das Fungbes Subharmoénicas, e esta é a referéncia principal para o que
veremos nesta secao. O método consiste em tomar o supremo das subsolugoes de Qg = 0 em §2,

com H > 0, para o operador Qg definido por

. Vu
Qu(u) = div (m> +2H

Este operador é eliptico, por isso as técnicas utilizadas sdo muito parecidas com as que usamos
para fungoes harmoénicas, como principio da comparagao e levantamento harmonico, etc.

Uma subsolugio de Q7 = 0 num dominio 2 é uma fungdo v € C°(Q) tal que, se para qualquer
UccQewu:U — R satisfazendo Qg (u) =0 em U com v]gy < u|su, entdo v < uw em U. Caso
v € C%(Q), entdo o fato de ser Qg (v) > 0 implica que v é uma subsolugio. Define-se supersolucao
de forma anéloga, com a modificacao de se considerarem as desigualdes contrarias.

Um fato muito importante é que para Qg vale o Principio de Comparagao (ver Segao 10.1 de
[10]): se v é uma subsolugéo e w é uma supersolugao e v < w em 91, entdao vale que v < w em ).
Lembremos que o Problema de Dirichlet para o qual buscamos solugdo u € C?(Q)NC°(Q) é

Qu(u) =0em Q
u = @ em OS2

para H > 0, descrito na Secao Deste principio decorre a unicidade de solugao do problema,
pois uma solugao é em particular subsolugao e supersolugao.
Considere agora
S={2eC*(Q)NCQ) | z é subsolucio de Qy =0, z|sn < p}.

O conjunto S é nao vazio pois a fungdo constante v = min{0, h} estd nele. O seguinte lema prova
que os elementos de S sao superiormente limitados, dadas algumas condigoes.
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Lema 3.2.1. Sejam Q C H?x {0} o dominio limitado pelas curvas « e 3, satisfazendo as condigies
e , e seja H > 0 constante. Se H > 1/2, suponha além disso que

R <Tyg e que h < H-cap(Tyg — d) — H-cap(Tyr). (3.11)
Entdo o Problema de Dirichlet admite uma funcio w : Q — R tal que Qp(w) < 0 em Q e wlaq > .

Demonstragao: Vejamos primeiro o caso H < 1/2. Podemos tomar L > R grande o suficiente

L L—
2 cosh (2) > 2cosh (2d> + h. (3.12)

Feito isso, considere By, = Br(a), disco em H? x {0} de centro a e raio L contendo €, e tal que

para que

Cr = OBy, é tangente a 3 em um ponto qualquer. Seja s : Q — R a funcio distancia ao ponto a
e defina w: Q = R por

w(q) = (1/2)-cap(s(q)) — (1/2)-cap(L).

Como (1/2)-cap é decrescente e Q C By, vale que ¢ € § = s(q) < L = w(q) > 0. Portanto

w|g > 0.
Se ¢ € a, entdo s(q) < L — d. Dai, por (3.12):
w(q) = (1/2)-cap(s(q)) — (1/2)-cap(L) = (1/2)-cap(L — d) — (1/2)-cap(L)
= 2cosh(L/2) — 2cosh(£5%) > h.
Isto é, temos w|pn > . Pela construgao de (1/2)-cap, temos que Qu(w) = —2(1/2) + 2H =

2H —1<0em £.

Agora, consideremos H > 1/2. Tomemos um circulo de raio Ty, Cr, (a), que delimita uma
regiao contendo 2, o que é possivel pela hipétese adicional . Seja s : @ — R a distancia
ao centro a do circulo Cr,,, e definamos w : & — R por w(q) = H-cap(s(q)) — H-cap(Ty). Por
construgao, temos Qg (w) = 0 em Q). Para pontos ¢ € §, vale s(¢q) < Ty, e portanto w(gq) > 0, pois
as H-cap sao decrescentes. Para g € «, vale s(q) < Ty — d, donde H-cap(s(q)) >H-cap(Ty — d).
Com a condigao isto implica w(q) > h. Assim, temos w|sq > ¢. |

Assim, usando o Principio do Maximo, temos que as subsolugoes de S estao superiormente
limitadas por H-cap. Portanto, podemos definir u : & — R por

u(p) = sup z(p), para p € €. (3.13)
z€S

Queremos provar que u assim definida é de classe C%(Q) e satisfaz Qg (u) = 0 em €. Atentemos
para o fato de que, mesmo apds isso, ainda restard mostrar que u é continua em 9€2. Para isso,
dada uma subsolucao de Qg = 0 em €2 e um disco D C €2, defina

Ulz) = { i)

, parax €D
u(z), paraxz € Q\ D

onde @ é a fungao tal que Qp () =0 em D e 4|lsp = u|sp, que existe para algum disco geodésico
D (Teorema 1.1 de [6]). Chamaremos U o levantamento de u em D, que acontece de também ser

uma subsolugdo. Com isso, temos o seguinte

Teorema 3.2.2. A fung¢do u dada por satisfaz Qg (u) =0 em Q.
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Demonstragao: Fixe um ponto ¢ € . Por defini¢do de u, existe uma sequéncia {z,} C S tal
que z,(q) — u(q). Podemos assumir que as z, sdo limitadas, substituindo z,, por max{z,, min ¢}
caso necessario. Agora, tome um disco D = B,(¢) CC Q e seja Z,, o levantamento de z, em D.
Assim, temos que Z, € S, Z,(q) — u(q) e a sequéncia {Z,} contém uma subsequéncia {Z,, }
convergindo uniformemente em qualquer disco B,(g), com ¢ < p, a uma fungdo v tal que que
Qu(v) =0em D. E claro que v < u e v(q) = u(g). Suponha agora que v(p) < u(p) em algum
p € D. Entdo existe uma funcdo @ € S tal que v(p) < @(p). Definindo wy = max{a,Z,,} e
também seus levantamentos W) em D, obtemos uma subsequéncia de {Wy} convergindo a uma
fungéo w tal que Qu(w) =0 com v < w < wem D e v(q) = w(g) = u(g). Mas dai, pelo Principio
de Comparagao, devemos ter v = w em B, contradizendo a defini¢ao de @. Portanto Qg (u) =0
em (). O

Uma barreira superior (inferior) em um ponto p € 992 é uma supersolugao (subsolugao) w (v)
de Qg = 0 em Q tal que w > ¢ (v < ) em IN e w(p) = (p) (v(p) = p(p)). A existéncia
de uma supersolugdo num ponto garante cada z € S (o conjunto das subsolugdbes menores ou
iguais ao dado ¢ no bordo) fica limitada superiormente por ¢ naquele ponto, pelo Principio de
Comparacao. E a existéncia de uma barreira inferior num ponto garante que solu¢ao dada pelo
método de Perron fica limitada inferiormente por ¢ naquele ponto.

Assim, para provarmos que a funcao dada por é solucao do Problema , apenas
precisamos mostrar que ela é continua e igual a ¢ na fronteira de €. Isto é feito construindo
barreiras inferiores e superiores para o Problema em cada ponto da fronteira, e é a esséncia

das demonstragoes dos teoremas de existéncia.
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Capitulo 4

Demonstracoes

Como vimos no capitulo anterior, existe uma u € C?(Q) satisfazendo Qg (u) = 0. Para provar
que u € solugao do Problema de Dirichlet , basta construirmos barreiras superiores e inferiores
em cada ponto de 91, garantindo que u é continua até o bordo de 2. Assim, seguem demonstracoes
abaixo. Os teoremas do Capitulo 1 serao enunciados novamente para conveniéncia do leitor.

Teorema 1.3.1 Seja H > 0. Suponha « e B satisfazendo as condigoes e , respectiva-

mente, e que

2H

o (4.1)
0 < h < min ¢ cat,.(d), d ;

coth?(r) — 4H?

diamf < d + 2cosh™! (cosh(r) + senh(r))

considerando diamf8 < +o00 quando H =0 e h < 400, caso coth®(r) —4H? < 0. Se for H > 1/2,
suponha adicionalmente que

R < Ty, e também que

aH 1A tanh® (ZL=1) (4.2)
1 4H? -1

0<h<

Entao, o problema de Dirichlet (@ associado a H possui solucdo tinica u € C?(2) N C°(Q).

Demonstragao do Teorema [1.3.1

Barreiras em pontos de §: Como h > 0, segue imediatamente que a fun¢do identicamente
nula, v = 0 em €, é subsolugao (Qx(v) = 2H > 0, em Q) e v|, < h. Além disso, v(p) = p(p) =
0 em p € B. Portanto esta fungao é barreira inferior para todos os pontos de 3. Para barreira
superior em qualquer ponto de 3, basta tomarmos uma das calotas esféricas utilizadas no Lema
tomando o circulo exterior tangente a 8 em p.

Barreiras em pontos de a: Construamos primeiro as barreiras inferiores. Usando a condigao
do cfrculo interior de raio r em o, tomamos um tal circulo com centro a € H2, C,. = C,.(a) tangente
a«aemp € anC,.. Este circulo estd contido na regiao limitada por a. Assim, consideraremos

daqui em diante s : Q — R a funcdo distancia a C,..
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Caso seja h < cat,.(d), a barreira inferior em p serd dada por
vp(q) = —cat,(s(q)) + h, para g € Q.

Notemos que pela construgéo de cat,, temos que Qg (v,) = 2H > 0, ou seja, v, é subsolucdo. Se

q € B, entdo s(q) > d. Dali, como cat, é crescente, temos cat,(s(q)) > cat,(d), o que implica
vp(q) = —cat,(s(q)) + h < —cat,(d) + h < 0.

Ja se g € a, é claro que temos —cat,(s(q)) < 0. Dai v, < h para ¢ € o. Por fim, como p € ¢, vale
vp(p) = h = @(p). Segue que v, é barreira inferior em p € a.

Caso tenhamos h > cat,.(d), tomamos como barreira o cone truncado de raio interno r contendo
C,. Seja v, : © — R definida por

(@) = ~55(a) + .

Temos que v, satisfaz v,(p) = h. Se ¢ € «, entdo s(q) > 0, por C, estd contido na regido limitada
por a. Pela mesma razao, temos s(q) > d para ¢ € . Estas tltimas consideragoes implicam

v|aa < ¢. Além disso, v, satisfaz

—h/d
VI+ (hjd)?

Assim, v, serd subsolugao isto é, Qg (v,) > 0, se, e somente se

Qu(vy) = coth(s +r) + 2H.

2 h/d

coth(s +7) = \/1+ (h/d)?’

Vs > 0,

que equivale a

2H _ hJd
coth(r) = \/1+ (h/d)?’

Esta desigualdade pode ser reescrita na forma

h 2H
E S i
\/coth?(r) — 4H?

que assumimos como hipdtese. Notemos, pela expressao para Qg (vp), que caso coth?(r) —4H? <

0, entdo teremos Qg (v,) > 0 Vs > 0, pois o valor maximo de coth(s + r) é coth(r), e ainda
(h/d)/+/14 (h/d)?> < 1. Assim, v, é subsolugdo para qualquer h > 0, e desta maneira, temos
uma barreira inferior para p € a.

Agora, como barreira superior em um ponto p € «, usamos uma H-nod, em torno de C,.
Onde C, = C,.(a), lembremos, é o circulo de raio r e centro a, tangente & curva « em p e contido
na regiao limitada por ela. Definamos entao wy(q) = H-nod,(s(q)) + h para ¢ € Q. Temos que
Qu(wp) = 0. Considerando agora ¢ € Q, seja ¢ € 8 o ponto onde a geodésica partindo de g
passando por a encontra 3 (ﬁgura. Dai

d(q,q") = d(a,q) +d(a,q") = s(q) +r + s(¢') +r > s(q) + d + 2.

Como d(q,q") < diamf, segue que diams > s(q) + d + 2r. Isto implica, levando em conta a
hipétese diamf < d 4 2z (1), que s(q) < 2z (r). Nestas condigdes, pela Proposigao segue
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Figura 4.1: Geodésica partindo de ¢, por a, encontrando 8 em ¢'.

que H-nod,(s(g)) > 0, portanto wp|g > h. Para concluir, verificamos que wy(p) = h = ¢(p), e

segue que wy, é barreira superior em p € . O
No Teorema abaixo estamos considerando h < 0, ou seja, a curva « estd abaixo de (3.

Teorema 1.3.2 Seja H > 0 e a e 5 como em e . Suponha que diamf — (2r +d) < Ty,
R < Ty, e que
0 < —h < min{#-nod, (d), H-nod, (diamgB — (2r + d)) }. (4.3)

Entao o Problema @ possui solugdo tinica u € C2(Q) N CO(Q).

Demonstragao do Teorema [1.3.2

Barreiras em pontos de 3: As supersolugoes que obtivemos no Lema [3.2.1] servem como
barreira superior em qualquer ponto de 8. Basta tomar uma calota esférica definida num disco
cuja fronteira é o circulo tangente a f num ponto p € § qualquer. Dependendo do valor de H
ser no méximo 1/2 ou néo, usa-se uma (1/2)-cap ou H-cap, conforme a construgdo feita no Lema
Para barreiras inferiores em [, considere o problema:s:

Qo(u) =0
u|ﬁ =0
Ulq = —h(>0).

Por hipétese, vale que —h < H-nod,.(d), o que implica, pelo fato de H — H-nod,.(s) ser decrescente,
que —h < 0-nod,(d) = cat,(d). Neste caso, o problema acima tem solucio z € C%(Q) N C°(Q),
de acordo com o Teorema Assim, —z é tal que Qu(—2z) = 2H > 0, portanto, serve como
barreira inferior para todos os pontos p € 5.

Barreiras em pontos de a:, podemos considerar primeiro v(q) = —h Vq € Q. Esta funcio
satisfaz Qg (v) = 2H > 0, sendo assim barreira inferior para todos os pontos de «. Para obter bar-

reira superior em um dado p € «, tomemos o circulo C,. contido na regiao limitada por « e tangente
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a o em p. Agora, definimos w(q) = H-nod,(s(q)) + h a noddide de raio interno r em torno de C,.,
onde s é a distancia ao circulo C,.. J4 temos w(p) = p(p) = h e Qg (w) =0 em Q, em particular
Qu(w) <0 donde w é supersolucao. Repare que, para qualquer ¢ € 8, a funcao distancia satisfaz
d < s(q) < diamp — (2r +d). Como a H-nod, é concava, seu minimo valor é atingido na fronteira,
e por esta razao a desigualdade anterior implica w(q) > min{w(d), w(diams — (2r +d)} > 0, em
B, devido & hipétese (4.3]). Desta forma, concluimos que w|g > 0 e w|, > h, sendo assim w uma
barreira superior em p. O

A seguir, as provas dos Teoremas e reproduzem um dos resultados de ndo existéncia
de [8]. Nas demonstragoes é fortemente utilizado o Principio da Tangéncia que é essencialmente o
fato de que duas superficies imersas na variedade, com mesma curvatura média e com vetor normal
apontando no mesmo sentido, ndo podem se tangenciar num ponto interior (relativo & superficie,
isto é, ndo pertencente ao bordo), a menos que elas coincidam. Assim, a altura limitada de alguma
nodéide ou horonodéide implicard a limitagdo na altura de uma CMC nas condigoes destes teo-
remas. A idéia é andloga ao que acontece com curvas planas. Se duas curvas se tangenciam num
ponto e seus vetores curvatura apontam no mesmo sentido, entao aquela que for menos curvada

estard sempre “envolvendo” a de curvatura menor, como ¢ ilustrado na figura [4.2

Teorema 4.1.1 Se My e Ms sdao duas hipersuperficies de uma variedade N, e Hy e Hs seus
vetores curvatura média, e p € My N Ms é um ponto em que My e My sdo tangentes, com My
localmente contida no mesmo lado de My definido por Ha, entao |Hp| < |Hy|. Além disso, se M

e My tém curvatura média constante, a igualdade vale se, e somente se, My = Ms.

O Teorema acima é o Principio da Tangéncia. Para referéncia, consultar o Capitulo 3 de [14].

Figura 4.2: Curva de traco continuo com curvatura menor do que a da curva tracejada.

Teorema 1.3.3 Seja M C H? x R uma superficie conexa imersa de curvatura média constante
H contida num horocilindro B x R, onde B € um horodisco. Suponha que M intersecta os planos
H? x {0} e H? x {h}, com OM N (H? x (0,h)) = 0 e que o vetor curvatura média de M aponta
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para OB x R. Entdo h < hg, onde hyg ¢ dado por

8H 1 1-2H
— ——tanh H<1/2
™ man < 1—1—2H>’ se H<1/
hg:=4¢ =2, se H=1/2

Demonstragao do Teorema Seja B um horodisco tal que M C B x R, e seja C = 9B.
Para cada t > 0, seja Cy C B o horociclo a uma distancia ¢ de C. Considere S; a translagao
vertical para cima por hgy/2 da horosuperficie de CMC H e raio interno ¢ (ver figura .

Segue do fato que {S;};>0 é uma folheagdo de B x [0, hy] que existe T' > 0 tal que M e C,
possuem um ponto de tangéncia. Se assumirmos que h > hy, entao este ponto nao pode estar
em OM e, portanto, deve existir um ponto de tangéncia interior implicando, pelo Principio de

Tangéncia, que M coincide com Crp, absurdo. Portanto, h < hy. g

figurateo3|png

Figura 4.3: Horonodéide colada com sua reflexdo em torno do plano H? x {h/2}.

Teorema 1.3.4 Seja M C H? x R, uma superficie coneza imersa de curvatura média constante
H contida num cilindro B, x R onde B~ € um disco de raio r*. Suponha que M intersecta dois
planos paralelos H? x {0} e H? x {h}, com M N (H? x (0,h)) = 0 e que o vetor curvatura média
de M aponta para 0B, x R. Entdo

h < 2max H-nod,».

Demonstracao do Teorema Seja H, a superficie obtida rotacionando o grafico de
H-nod,.(s) restrita ao intervalo [0,z (r)], colado com sua reflexio pelo plano H? x {0}, isto é,

Hy = { (p. £1-00d,(5(p))) | 0 < 5(p) < wr(r)},

onde s(p) é a distancia entre p e o circulo dB,.. Para r € (0,r*), algum membro da familia #,

deve ter um ponto de contato interior com M se h > 2 max H-nod,.«. O
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