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Resumo

Neste trabalho estudamos uma dinamica estocéastica de particulas de duas espécies
baseada em células. Basicamente, incorporamos algumas inovagoes em um modelo uni-
dimensional proposto e resolvido por R. da Silva et al. (Physica A, 2015), que considera
que em um célula, na auséncia de particulas da espécie contraria, a particula vai pra
frente com uma probabilidade p, que representaria um campo na dire¢ao longitudinal
de um corredor e fica na propria célula com q=1-p. Contudo, essa probabilidade p é
reduzida de acordo com a concentragao de particulas contrérias.

Nosso trabalho nao apenas estendeu o problema pra duas dimensoes como também
incluiu aspectos relativos a colisao e o espalhamento para células vizinhas. Nossos
resultados sao divididos em duas situagoes: a) Espécie contraria permanece imével
funcionando como obstaculos b) Espécie contrdria em movimento. Na primeira si-
tuagao podemos ver uma interessante transicao na distribui¢ao dos tempos de travessia
em funcgao das concentragoes dos obstaculos, por monitorar a curtose da distribuicao.
Quando a espécie contraria se movimenta, vemos que o tempo de destilacao entre as
particulas (tempo para que as espécies estejam geograficamente separadas no corredor)
depende do parametro ligado ao espalhamento transversal das particulas, parametro
este, que nao influencia no caso das particulas paradas. Finalmente nds colocamos as
particulas em um sistema com condicoes peridédicas de contorno. Neste caso, podemos
observar o aparecimento de padroes de bandas longitudinais ao campo, exatamente
como ocorrem em problemas de coldides carregados sob a acao de campos longitudi-
nais e em modelos de pedestres em corredores. Mostramos como o sistema relaxa para
tal tipo de estado estaciondrio utilizando um adequado parametro de ordem ligado a
segregacao das particulas. Nosso modelo, diferentemente dos modelos para pedestres,
nao se baseia em equacgoes tipo Langevin. Nossa abordagem é totalmente estocastica
e por esse ponto de vista ainda mais fundamental e geral, podendo ser estendida para
mais modelos de particulas em fluxos contrarios. Nossa solugao vem tanto através de
simulagoes Monte Carlo bem como solugoes das equacgoes diferenciais parciais que des-
crevem o sistema e que sao oriundas das recorréncias estabelecidas para os caminhantes
aleatorios. As simulagbes Monte Carlo e solugoes via EDP mostram boa concordancia
em todos os aspectos analisados, tanto qualitativa quanto quantitativamente.

Palavras chave: Dinamica de particulas em fluxo contrario; Relaxacao para o es-
tado estacionario, Segregacao de particulas; Destilacao; Equacoes Diferenciais Parciais;
Monte Carlo.



Abstract

In this work we study a stochastic dynamic of particles of two types based on cells.
Basically we incorporate some innovations on a one-dimensional model proposed and
solved by R. da Silva et al. (Physica A, 2015) which considers that in the absence of
particles of the opposite species in the cell a particle goes toward the next cell with
probability p and returns to the previous cell with probability ¢ = 1 — p. However this
motion probability linearly decreases with the relative density of the contrary species.

Our work not only expands the problem for two dimensions but also includes col-
lision aspects by adding scattering to the neighbouring cells. Our results are divided
into two different categories: a) One of the species remain fixed in their places which
means that such particles will work as obstacles; b) Both species can move in the en-
vironment. In the first situation we can observe, by monitoring the kurtosis, that an
interesting transition of the crossing time distribution arises as the concentration of the
obstacles increases. When both species can move we can observe that the distillation
time (spent time for the complete geographical separation of the species in the corri-
dor) depends on the parameter related to the perpendicular scattering of the particles.
This same parameter has shown no influence over the time distributions in the first
situation. Finally we implement periodic boundary conditions in the field’s direction.
In this case we are able to observe the arising of band patterns parallel to the field’s
direction exactly as it does with oppositely charged colloids under the influence of a
uniform electric field or pedestrian dynamics in corridors. We also show how the system
relax to such stationary state by using a suitable order parameter related to the parti-
cles segregation. Differently from other pedestrian dynamics models, our model is not
based on a Langevin-type equation. Our approach is totally stochastic and from this
point of view, more fundamental and general to be extended to more types of models
considering particles under counterflow. Our solution is obtained by both Monte Carlo
simulations and numerical integration of partial differential equations (PDE) from re-
currence relation of the directed random walkers. The Monte Carlo simulations and the
solutions of the PDE show a good agreement in all aspects analysed both qualitatively
and quantitatively.

Key words: particle dynamic under counterflow; relaxation to a stationary state;
segregation of particles; distilation; Partial Differential Equations; Monte Carlo.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas fisicos caracterizados pelo fluxo de particulas em sentidos contrarios sao
comumente encontrados na natureza e em situacoes artificiais criadas pelo ser humano.
Podemos tomar como exemplo, o processo de segregacao de substancias de densida-
des diferentes quando por exemplo agitadas em uma centrifuga [1]. Nestes processos,
particulas de menor massa colidem com particulas de massa maior o que resulta em um
processo de reorganizacao no sentido de separacao.

Contudo, encontramos casos em que todos os componentes possuem a mesma massa,
mas diferenciam-se no sentido de seu deslocamento. Em um estudo sobre misturas de
col6ides carregados Vissers et al. [2], realizam experimentos e simulagoes de dinamica
Browniana para mostrar que na presenga de um campo elétrico uniforme e constante,
um padrao de organizagao por bandas pode emergir naturalmente.

Em um contexto de dinamica de pedestres, encontramos comportamento semelhante
(ver [3] por exemplo). Em locais como corredores, calgadas, travessias ou em muitas
outros pontos dentro de uma grande cidade, pode-se observar aglomerados de pessoas
caminhando contrariamente. Este tema de estudo ganha maior importancia sempre que
grandes tragédias ocorrerem em eventos nos quais o niimero de pessoas presentes seja
muito maior que o nimero de pessoas que as localidades comportam. Em Santa Maria,
mais de 200 pessoas morreram asfixiadas devido a um incéndio em uma casa de eventos
mal projetada e superlotada '. Na Alemanha, em 2010, 21 pessoas morreram sufoca-
das devido, novamente, a superlotacao em um festival musical apds deflagar-se panico
generalizado [4]. O leitor interessado em outros interessantes trabalhos relacionados a

simulagbes computacionais em situagoes de panico ver por exemplo [5] e [6].

Thttps://pt.wikipedia.org/wiki/Incéndio_na_boate Kiss



Casos de tragédias deste tipo sao muitos e revelam a importancia do tema. Boa
parte da literatura existente sobre o assunto tem como foco, a modelagem deste tipo de
situacao a partir da criacao de uma equacao de movimento definida por uma forca “so-
cial”, além de outras forgas dependendo do autor. Um estudo tedrico [7], por exemplo,
mostra que caminhantes podem chegar a um padrao de organizacao em que permane-
cem a esquerda do corredor em seu deslocamento devido a assimetria implementada
nas paredes laterais. Um estudo experimental[8] andlisa os efeitos na capacidade de
transporte em fluxos de pedestres que intersectam-se em diferentes angulos.

Por outro lado, podemos ter sistemas em que as particulas estejam se deslocando
em apenas um fluxo, contudo interagem com um meio aleatorio e nao com particulas
em fluxo contrario. Ou, como uma outra forma de pensar, poderiamos imaginar que
as particulas no fluxo contrario estao paradas e posicionadas em células especificas de
acordo com alguma distribuicao deterministica ou aleatdria, o que funcionaria como
algum tipo de desordem. Nestas bases, exemplos a citar sao processos quimicos croma-
tograficos (ver por exemplo [9, 10, 11]) ou o transporte eletronico em semicondutores
[12], [13], [14], [15], [16], [17], [18].

Nossa idéia nesta dissertacao é abordar o tema inicialmente inspirado pelo modelo es-
tocdstico introduzido em [19]. Neste estudo, o autor sugere uma dinamica de particulas
definida por células do tipo caminhante aleatorio direcionado, onde o movimento de
cada caminhante depende da densidade da populagao contraria e é definido pela pro-
babilidade de realizar um passo a frente ou permanecer na mesma posicao (célula).
O modelo ¢ reativo, o que significa que a probabilidade de movimento é baseada na
situacao de ocupagao da célula e instante que se esteja considerando.

A sugestao deste trabalho propoe e compreende a introducao de termos adicionais
na dinamica do modelo original, oriundos da implementacao de uma dimensao espacial
adicional. Apesar do modelo de referéncia ter sido fortemente motivado pela dinamica
de pedestres, procuramos realizar uma abordagem genérica de um sistema de particulas
autodirigidas, o que abrange e muito seu potencial de aplicacao.

Nosso intuito foi também analisar o comportamento assintotico do modelo, quando
estabelece-se condigoes de contorno periddicas na dimensao do movimento direcionado.
Neste tipo de situacao, mostramos que surge ordenamento em bandas resultando em
um estado das distribuicao das particulas em que haja a otimizacao dos fluxos opos-

tos. Nossos resultados ilustram um fenomeno observado experimentalmente em coldides



carregados [2] mas também simulagoes com dinamica de pedestres baseadas em em
equagoes de movimento tipo Langevin [7]. O que é realmente surpreendente em relacao
ao trabalho encontrado em [7], é que nds nao colocamos,por exemplo, algum tipo de
condicao de contorno tipo roquete (nas paredes), embora uma comparagao direta com
esse trabalho seja complicada.

Na primeira parte deste trabalho, dedicamo-nos a apresentar o modelo original uni-
dimensional e alguns de seus resultados para estabelecer alguns parametros de com-
paragao e introduzir algumas definicbes importantes para o resto do trabalho. Ainda
no capitulo correspondente ao modelo unidimensional, nés jé introduzimos alguns pon-
tos adicionais que serdo acrescentados na nossa extensao bidimensional do modelo 1)
como introduzir o efeito de colisdes com as particulas opostas, i) como reduzir o mo-
delo a um estudo de transporte com desordem (tipo quenched), isto é, uma das espécies
permanecem paradas em determinadas células.

Posteriormente, no capitulo 3, desenvolvemos as equagoes de recorréncia baseadas
na implementacao da nossa proposta para o caso bidimensional e chegamos as equacoes
diferenciais que regem a dinamica.

Posteriormente, mostramos nossos principais resultados no capitulo 4. Nesta etapa,
primeiramente analisamos as distribuicoes de tempos de travessia de particulas em um
corredor com obstaculos (uma das espécies das particulas estao imdveis e dispostas sobre
as células no corredor de acordo com alguma distribuigao, funcionando como uma de-
sordem), a fim de estudar a evacuagao do local. Em seguida, analisamos a dependéncia
do tempo médio de destilagao com os parametros intensivos de um sistema de dois com-
ponentes onde ambas se locomovem em sentidos contrarios. O que entendemos aqui por
tempo de destilacao refere-se ao tempo necessario para particulas de duas espécies, e
partindo de uma situacao inicial onde estejam homogeneamente misturadas, atingirem
uma situagao onde estejam geograficamente isoladas em clas de forma que exista uma
linha de sec¢@o no corredor da qual de um lado sé haja particulas A(B) e do outro lado
s6 haja particulas B(A).

Na parte final deste capitulo de resultados, mostramos os resultados da imple-
mentacao das condicoes de contorno periddicas para duas condigoes iniciais diferentes
para uma espécie, mas sempre mantendo a outra espécie em uma condi¢ao bastante
abrangente: homogeneamente distribuida ao longo do corredor. Em ambos os casos,

foram realizadas simulagdo Monte Carlo (MC) e integragdo numérica da equacao di-



ferencial parcial (EDP), além da correspondente andlise dos parametros de ordem do
sistema, analisando o estado assintotico. Complementarmente, mostramos os resulta-
dos das simulacoes MC e integracao da EDP, a fim de demonstrar a compatibilidade
entre ambos e para quais condigoes os comportamentos se assemelham. Finalmente,
apresentamos nossas conclusoes e as perspectivas de continuidade de pesquisa no tultimo

capitulo dessa dissertagao.



Capitulo 2

Dinamica unidimensional - Breve
revisao

Neste capitulo, iremos brevemente descrever o modelo original proposto pelo orien-
tador deste trabalho e colaboradores em um trabalho prévio, além de mostrar alguns
pontos adicionais que acrescentamos ainda no caso unidimensional e que serao incorpo-
rados a nossa extensao para duas dimensoes do modelo a ser desenvolvido nos proximos

capitulos.

2.1 Revisao do modelo original

A idéia original, apresentando por R. da Silva et. al [19], consiste em um sistema
unidimensional divido em células, onde dois tipos de particulas podem residir. As duas
espécies de participantes, definidas por A e B, diferenciam-se pelo sentido preferencial
no qual tendem a se deslocar. Primeiramente, vamos imaginar apenas que as particulas
das duas espécies tenham uma diregao preferencial, mas que nao interajam, assim uma
particula A possui uma probabilidade p de se descolocar de z; = a j para a posicao
xj41 = a (j+1), gastando um tempo 7 para fazé-lo, onde as constantes a e 7 representam
a tamanho da célula e o tamanho do passo de tempo, com j sendo um ntimero inteiro
que indexa a célula da particula. A particula A permanece em x; com probabilidade
g = 1 —p. Um caminhante B, de maneira simétrica, possui probabilidade p de se
deslocar de x; = a j para x;_1 = a(j — 1) e permanece em z; com probabilidade
qg=1-—p.

Nestas condigoes, naturalmente definimos a equagao de recorréncia:

10



2.1 Revisdo do modelo original 11

N1 = pnj_1, + (1 —p)njy, (2.1)

onde n;; denota o nimero de particulas A na posicao z; = ja e no instante ¢t = 7,
com j =0,...,Neep el =0, ..., Thax, onde N € 0 nimero de células e Ty, € 0 nimero
maximo de passos de tempo utilizado, que teoricamente pode ser infinito.

Ao reescrevermos a equacao 2.1 de maneira apropriada, obtemos a seguinte equacao

de diferencas finitas

a1 — ngu = —p(ngp — nj-1.). (2.2)
. . : = Jca Jdca
Em uma primeira aproximacao, m;;+1 — nj; torna-se Si€ i — Njo1g fica 2.
Portanto, resta-nos que
80A aCA
— = —k—, (2.3)
ot ox

onde ¢y = ca(,t) é a concentracio de caminhantes do tipo A e k; = lim, 0 p.
O fato de aniquilarmos a probabilidade da particula voltar para uma célula anterior,
proporciona uma solucao que é uma onda que se propaga ao longo das células com uma

velocidade kq, conhecida como velocidade de deriva [20], e sem o tradicional termo de

difusao 8;;;‘. Por simetria, teriamos justamente a mesma equacao para as particulas
B, exceto pelo sinal de kq, e por isso estas sao naturalmente omitidas aqui.

Uma motivagao basica para este tipo de estudo, por exemplo, é o transporte eletronico
na presenga de um campo elétrico, onde a concentragao c(z,t), quando normalizada,
refere-se a densidade de probabilidade e c4(z,t)dxdt refere-se a probabilidade de en-
contrarmos uma particula entre x e x 4+ dx, no intervalo de tempo entre os instantes ¢ e
t 4+ dt. Contudo, o fato de nao haver interacao entre as particulas é algo bastante irreal
e, neste sentido, o deslocamento em sentido contrario dos dois tipos de particulas deve
balisar de alguma forma a interagao entre elas, pois é razoavel pensar que este seja um
aspecto do modelo que venha a aumentar a possibilidade de que colisoes e consequentes
espalhamentos ocorram. A proposta é de que os caminhantes da espécie A interfiram
no movimento coletivo da espécie B, e vice-versa, com uma dependéncia (no minimo)
linear com a densidade.

Baseado na idéia dos ‘clanish random walks’, proposta por Montroll e West [21], R.

da Silva et al. [19] propuseram uma interacao definida entre os entes que encontram-se
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Figura 2.1: Particulas A e B interagindo em uma dinamica do tipo automata celular.

na mesma célula e, portanto, uma interacao de curto alcance.

Sendo assim, iremos denotar, ja com uma notacao adequada a representacao bidi-
mensional, a probabilidade de uma dada particula da espécie A(B), situada na célula
(x,y) = (aj,bk) em um instante ¢ = 71, de dar um passo para a célula (alj + (—)1], bk),

por

PG — j+ 1k — klppa) = p—appa (2.4)
= 1—-(1—p+appa)
I P?"(A7B) (] — ja k— k|pB,A)7 (25)
onde a constante « € igual para todos os caminhantes, tal que 0 < a < p < 1, e mede o

nivel da interagdo. A concentragao relativa as espécies, pa g = pa.p(j, k,1), é dada por

et (11,1
b
154t (M get) =+ 17250 (7210

PA,B = (26)

onde n;(mjx;) ¢ o nimero de particulas da espécie A(B) na célula. a e b sdo as
dimensoes da célula, 7 é o tamanho do passo de tempo e as constantes 7, k,l € N por
simplicidade.

A partir das equagoes 2.4 e 2.5, podemos escrever a seguinte equagao de recorréncia:
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n;_ n;
nj,k,lﬂ = {p — (1 — M)} nj,Lk,l + |:1 —p =+ « (1 — ﬂ)‘| nj,k,l, (27)
Njfl,k,l Nj,k,l

onde Nj ;= mjr; +njk; ¢ o nimero total de particulas na célula.
O raciocinio é conduzido de maneira andloga para chegar a relacao de recorréncia

referente as particulas do tipo B. Desta maneira, obtemos

m; mi_
M1 g1 = [p -« (1 — ]—M)} M et + [1 —p+a (1 — L’”)} mj_1 ki (2.8)
N‘,k,l N’—l,k,l

J J
Ao rearranjarmos os termos das equagoes 2.7 e 2.8 de maneira conveniente, obtemos

as seguintes equacoes de diferencas finitas:

Mgl = Mgy = PNt — j-1)
(2.9)
— Dkl o M1k, ‘
+a [(1 Nj,k,l) Tkl (1 —Nj—l,k,l> nj—l,k,li|
e
M1kl = M1k = PNkt = M5-1,5)
(2.10)

Mgkl M1kl
—a (11— ) mie; — (1 — 5= ) m,_ .
|:< Nj,k,l) gkod < Nj*l,k,l J—Lk,l

Em uma primeira aproximagcao, a equagao 2.9 torna-se

Oca Ocy 0 CACB
- =kt k| ————
ot Ox Ox (cA + cB)
onde cy = ca(x,y,t) é a concentragao de particulas da espécie A e ky = limgp -0 2p
e ky = limgp .0 Za. A constante k1, como no caso anterior, é a velocidade de deriva
das particulas. Alids, a equacao acima recai na equacao 2.3 no caso em que nao ha
interagao (o = 0).

As particulas do tipo B devem seguir a mesma dinamica, pois sua construcao é
analoga, mudando apenas o sentido do movimento. Portanto, é de se esperar que, a
priori, uma mudanga no referencial do tipo # — —x nos leve para a equagao referente

a espécie B. Da equagao 2.10 obtemos

Ocp 8&_ 0 ( cACB )

= =y
cA+Cp

ot oz ks ox
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corroborando o raciocinio anterior. As anélises realizadas em [19] sdo restritas ao caso
fundamental em que p = 1/2. E importante salientar que trata-se de um problema
bidimensional, mas que fundamentalmente é um problema unidimensional ja que as
particulas nao transitam na direcao vertical, o que mudara a partir do préximo capitulo.
Entao, a partir deste momento nés eliminamos a dependéncia na variavel y durante todo
este capitulo, tornando-a sem perda de generalidade igual a 0, pois vamos explorar aqui
apenas o caso unidimensional.

Em [19], o modelo é estudado numericamente por simulagoes Monte Carlo e através
da evolucao temporal das equacoes de recorréncia dadas por 2.7 e 2.8 , ao tomar-se as
condicoes iniciais

1 [~ _
calz,y=0,t=0)=0(z) = %/ otk L

—00

1 ©
cp(t,y =0,t = 0) = 8(z — L) / ik La) g

T on

Naturalmente L, = aN; é o comprimento do corredor (fita) no qual as particulas estao

—0o0

inseridas. Esta escolha para as condic¢oes iniciais torna o problema simétrico, de modo
que fora escolhido apenas o referencial das particulas A para a andlise de resultados.
Na auseéncia de interacgao, i.e., a = 0, o tempo médio que um caminhante leva
para atravessar o sistema estd associado a probabilidade de que um caminhante, com
probabilidade p de avancar uma célula, necessite de m tentativas para percorrer N,

células. Pois esta é a distribuicdo binomial negativa [22] e é dada por

m 4 Neey — 1 -
Pm,Neey = ( Nooy il 1 )pNCEll(l - p) NCE”. (211)

No caso trabalhado, o tempo médio para um caminhante avangar N corresponde a
T =7Ney/p = %Lm. Quando considera-se uma resisténcia nao nula, o tempo esperado
de travessia deve ser necessariamente maior que 7.

Para estudar a evolucao do sistema com as condicoes iniciais propostas, realizamos
integragao numérica das diferencas finitas (ou das EDPs) e, concomitantemente, si-
mulagdes MC do sistema para uma fita (caso unidimensional y = 0) a fim de reproduzir
os resultados do modelo proposto em [19].

Estabeceleu-se um sistema de tamanho L, = 100 e definiu-se tanto o tamanho

da célula, a, quanto o passo de tempo, 7, como sendo unitarios — utilizou-se outros
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valores mas nenhuma alteragao qualitativa foi observado neste caso unidimensional.
Nas simulagoes Monte Carlo, definimos o ntiimero total de particulas das espécies A e B
como Ny = 10° e N = 10°. A integracao numérica e a simulacao MC foram realizadas
e seus resultados comparados para fracoes de T.

Antes de prosseguir, é importante fazer uma ressalva (convengao) que vale para toda
a dissertagao. Quando nos referimos a t e a x nos gréficos realizados, nos referimos aos
indices discretos [ e 7, respectivamente. Além disso, as curvas continuas se referem a
integracao das EDPs e os pontos se referem as solugoes via MC.

Na figura 2.2, o parametro de resisténcia escolhido é relativamente baixo, a = 0,1, e,
portanto, ve-se que a distribuicao é fracamente deformada de seu aspecto de distribuicao
binomial negativa para fracoes de tempo. Em uma interpretacao mais fisica, podemos
dizer que a fraca interagao entre particulas opostas determina uma baixa resisténcia ao

movimento em diregdo ao alvo (meta) das particulas.

10_1_; T T T T ]
] a=0.1
1073 3
o 3
> 107 ;
O<
4
5 " ] S I
— ] T ]
1074 A 3T/4 A 4
E v 4T/5 PO ]
6 ] O 5T/6
1075 Q6177 3
] > 778
20 40 60 80 100

Figura 2.2: Evolugao da concentracao das particulas A para o = 0.1.

Com a = 0,4, no entanto, a distribuicdo A altera-se mais fortemente a partir do
ponto em que as espécies comecam a interagir, como podemos observar na Fig. 2.3.

O efeito de « sobre a evolucao temporal da posicao média das particulas pode ser
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Figura 2.3: Evolucao da concentracao das particulas A para a = 0.4.
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Figura 2.4: Evolucao temporal da posigao média das particulas A para diferentes
parametros a em escala log-log. A figura interior mostra o mesmo, porém em escala
linear.

observado na Fig. 2.4. E importante notar que aparentemente

NCE
> <0 mi(t)ea(w;,t)
St calw, t)

() (1) =
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segue uma lei de poténcia (grafico log-log), mas tem um desvio deste comportamento
a longos tempos, que é ressaltado pela figura interna que é mostrada em escala linear,

indicando o efeito de « sobre a posicao média das particulas no corredor.

Figura 2.5: O desvio padrao cresce gradativamente em funcao do tempo até o momento
da interacao das particulas. Aqui utilizamos os mesmos parametros sé que a figura esta
em escala linear enquanto o o grafico interior é que esta em escala log-log. O tracejado
corresponde ao ponto de isovariancia para todos os parametros.

O efeito do « é melhor ressaltado pela a evolugao temporal do desvio padrao, for-

malmente calculado aqui por:

Nce
>y wi(t)ealw;, t)
NCC
Zj:o” ca(xj,t)

Na figura 2.5, podemos ver que a distribui¢ao gradativamente aumenta sua largura

o(t) = — ()" (1)

até o ponto de inicio da interacao. Neste instante, os caminhantes mais avancados
comecam a enfrentar resisténcia do grupo contrario, o que gera um afinamento e uma
consequente assimetrizacao da distribuicao, como pode ser visto na figura 2.6. Esta
figura mostra a assimetria da distribuigao que é calculada pelo terceiro momento central

da distribuicao:
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Figura 2.6: Evolugao temporal da assimetria (skewness) da distribuigao espacial das
particulas.

O desvio padrao diminui até seu menor valor em, aproximadamente ¢t = 100, sendo
este o instante em que os picos das distribuicoes chegam ao seus maximos ao avancar
um sobre o outro. A partir deste momento, a assimetria volta a diminuir fortemente
até o final da simulacao.

Finalmente, monitoramos a curtose (mais precisamente o excesso de curtose), que

mede o peso da cauda da distribuicao espacial das particulas, computado através da

exXpressao:
burt(t) = sz 3 [ay(0) = (@) (0] ealo.t) =3

Sabe-se que kurt = 0 indica uma distribuicdo com cauda tipo gaussiana. O mesmo
vale para skew = 0 que indicaria uma distribui¢ao simétrica como uma gaussiana. No
grafico 2.7, podemos ver uma transicao do comportamento da curtose nula para uma
curtose positiva. H4 um pequeno pico justamente no mesmo ponto onde a assimetria
apresenta um vale t = N,; = 100 passos de MC. E importante salientar a concordancia
entre as simulagoes Monte Carlo (pontos) e integracao da EDP (curvas) em toda a
analise unidimensional realizada neste trabalho.

A seguir, apresentaremos um efeito que pode ser introduzido no modelo para o

caso unidimensional e naturalmente estendido para o caso geral. Ainda neste capitulo,
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Figura 2.7: Evolucao temporal da curtose da distribuicao espacial das particulas A
visualizada para « de 0,1 até 0,4.

abriremos espacgo para falar de um outro aspecto peculiar que pode ser modelado com
nossa abordagem, também nao explorado em [19], mas que podemos estudar com esse
modelo. Trata-se do caso de um transporte com impurezas. Este estudo corresponde
ao caso onde as particulas B permanecem paradas gerando, assim, barreiras naturais

ao movimento direcionado das particulas.

2.2 Introduzindo efeitos de colisoes quasi-elasticas

A base do modelo apresentado até ento, consiste na dificuldade de deslocamento
que as particulas encontram devido ao fluxo de particulas em sentido contrario. A
resisténcia imposta ao movimento tem como maior efeito a simples manutencao da
posicao do caminhante, de modo que, em uma explicacao mais fisica, estaria associado
a ocorréncia de colisoes ineldsticas. Em resumo, os participantes nao podem retroceder
com relagao ao sentido de sua preferéncia.

Para tentar dar uma nogao mais geral aos possiveis efeitos de colisoes, dentro
de nossa abordagem estocéstica, iremos definir a probabilidade de uma particula, da

espécie A(B), retroceder de sua posi¢ao por
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P?“(A’B)(j—>j1|11,k‘—>k|p37,4) :BllpB,fb (2.12)

onde a constante 3 estd associado a componente paralela a direcao do movimento
coletivo, do momentum linear médio transferido as particulas.

Quando incluimos o termo de retorno no processo, estamos interferindo diretamente
na probabilidade de permanéncia na célula, pois ha o vinculo de normalizacao das

probabilidades. Sendo assim, devemos escrever que

PrA®P(j = jik = Kppa) = 1=p+(a—B))psa
= 1-PrAB(j 5 41,k — klpp.a)
PraB (G 5 71k — klpp.a), (2.13)

determinando que 0 < 3 <1 —p + a.
No caso em que | = a, temos a fracao subtraida da probabilidade de movimento
no sentido do fluxo, sendo adicionada integralmente a probabilidade de movimento

contrério ao fluxo, o que corresponderia a uma colisao eldstica [23].

2.3 Fluxo em meio interagente com impurezas fixas

O modelo que apresentamos pode ser aplicavel também a sistemas nos quais exista
apenas um tipo de particula deslocando-se em um tinico sentido ao mesmo tempo que
interage com um meio que lhe impoem resisténcia. Tais modelos podem representar,
por exemplo, a conducgao eletronica em semicondutores ou a formacgao de colunas cro-
matograficas observadas no processo de separagao de substancias quando ha uma fase
estaciondria [9, 10]. Em um contexto de dinamica de pedestres, podemos considerar
que hajam obstaculos no caminho dos transeuntes.

Para representarmos o meio nao homogéneo, iremos supor que uma das espécies seja
imével. Para tanto, tomamos a probabilidade das particulas do tipo B (sem perda de
generalidade) de mudar de célula como sendo nula, representando assim os obstédculos

ou barreiras no modelo. Assim, temos que

Pri®)(j = j—1,k = klpa) =Pr'®( —j+1,k—klps) =
Pri®)(j = j k= k+1lps) =PrP(j = jk—k—1ps) =0, (2.14)
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sendo, portanto, Pr®)(j — j,k — k|pa) = 1, onde impusemos nas solucoes numéricas
que my; 41 = Mjyy. De forma similar, ag—f = 0 e naturalmente cg(z,y,t) = cg(x,y,0).
Para representarmos o meio com o qual as particulas A irdo interagir durante o
processo, basta que escolhamos a condicao inicial apropriada para estudar o problema.
No proximo capitulo, trataremos de estender o modelo unidimensional agregando os
aspectos de colisoes quasi-eldsticas, bem como a possibilidade de movimento perpendi-

cular & diregdo do campo (que é aqui representado pela probabilidade p).



Capitulo 3

Fluxo de particulas em rede
bidimensional e segregacao

A dinamica unidimensional que foi apresentada no capitulo anterior, restringe as
particulas dentro do sistema de maneira a criar uma disputa direta entre o campo e a
outra espécie em contrafluxo. A incapacidade de “encontrar” ou ser desviado para um
caminho alternativo para se percorrer, determina que os caminhantes enfrentem uma
trajetoria altamente populada antes de chegar a sua meta.

Ao implementarmos uma dimensao espacial adicional ao sistema, abrimos a pos-
sibilidade dos caminhantes se movimentarem na diregdo perpendicular ao fluxo [21].
Entretanto, devemos ter em mente que as bases deste trabalho se encontram na in-
troducao do conceito qualitativo de colisoes quasi-elasticas e suas consequéncias frente
ao movimento coletivo das particulas. Portanto, iremos definir a probabilidade de um

caminhante, do tipo A(B), de realizar um passo lateral por

PrdB (G s i k= k+1)=PrP(j = jk—k—1)=Bippa (3.1)

onde (3, esta relacionado a componente perpendicular, ao fluxo de particulas, do mo-
mento linear médio transferido.

Com esta definicao, estabelecemos uma dependéncia linear da ocorréncia de espa-
lhamento lateral com a densidade de particulas em contra-fluxo.

O vinculo de normalizacao que resulta das equacoes de probabilidades 2.4, 2.12 e

3.1 nos define o seguinte conjunto de equagoes:

22
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Pri&BI(j — j4+ 1,k — klppa) = p—appa

PritB(j — i F 1L,k — klpa) = Bips.a

PridB(G— gk — k+1lppa) = Bippa (3.2)
PriAB) (5 — k= k—1lppa) = Bipsa

PriAB) (5 — j k — k|pp.a) = 1l—p+(a—PB)ppa
onde 8 = B + 2B.. Desta forma, temos um modelo bidimensional com particulas
interagentes, contudo no nosso caso cada célula pode ter mais do que uma particula
como previamente definido e as transicoes para outras células nao dependem das células
vizinhas e sim apenas das concentragoes relativas das espécies em cada célula, o que é
tipicamente diferente de um automato celular. Uma tipica interagao no nosso modelo

é representado no Fig. 3.1.

e espécieA y

e espécieB x
| [ K—a—J
A A A
— Té o | T
el R e
B 7 $ ﬁ .:> L
°
oo L ege %N
_ A A | 2® 3 A _
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_ J ? _
N T R
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Figura 3.1: Particulas A e B interagindo em uma dinamica na rede bidimensional. A
dinamica se da por células.

A partir do conjunto de equacoes acima, podemos escrever a seguinte equacao de

recorréncia referente a espécie A:
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Nj—1,k,1 Mj41,k,l
— .] K K .] K K
Njkl+1 = {p - (1 - —N N1,k + 5|| - —N Tj41,k,0

j—1k,l G+1,k,1

n,; N
+ B (1 — M) Njkt1, + BL (1 — %) N k-1,

vak+17l ]7k717l
M.
+ {1 —p+ (a—p) (1 — —]\;’k’l )} N fol- (3.3)
jvkvl

Ao reorganizarmos a equagao 3.3 em termos de fatores comuns, ficamos com

Mkl 51k,

]7 b ] b b

Njkirt = Nkt = =Pyt — Nj—1k) + Kl - —Nm) Nkt — (1 TNy ) Tk
i

VILD

ik i n;
Jok+1,1 Jk—1, 3kl
Nj7k+17l N]vk_lvl vakvl

a1,k 5.k,
+ B 1 — I )n —(1——)n~ ] 3.4
[ |:( ]ij—l—l,/@l J4+1,k,1 Nj7k‘,l 5,k,1 ( )

A partir do formato de diferencas finitas desta ultima equacao, fica facilitada a

visualizacao da transicao do discreto para o continuo. Portanto, obtemos que

Ocy dca 0 cACH 0? cACH
— = —k— + kyg— | ——— ky— | ———— 3.5
ot "o Mz (CA+CB>+ L oy? (CA—ich)’ (3:5)

: . 2
onde k3 = limgp -0 2(a + B)) e by = limg 3 -0 %ﬁl.

A equacao de recorréncia relativa aos caminhantes do tipo de B é dada por

M5 k1 m;—okl
]7 b ] b b

M1 = [p—o| L= === g+ 0 | | mj—2k
N, N2k

j7k7l
mji—1k+1, mj—1.k—1,
] I b j b b
+ Bi <—) M1 k1,0 + B <—) M1 k-1,
N1 k411 N1 k-1
mji—1k1
] 3K,
-+ |:1 —p + (Oé — ﬁ) (—>:| mj_17k7l, (36)
Nj1,k

que, apos o rearranjo de termos comums, fica



3.1 Segregacao celular 25

Mkl

M1 — M-y = PNy — Mj—1k) — A [(1 - —NH) Mk
J7 b

mMj—1.k1l mMyj—1,k+1,1

j 9 9 J ) K

— (1 — =m0 | 1= ) my—1k+11
Nj—l,k’,l Nj—l,k+l,l
mj_1 k-1, mj—1.k1l

] b b ] b b

+ (1 - | Mj-1k-1,1 — 2(1— ——= mji—1k,1

N1 k-1 N1k

m; m;_—
A ICES ) KT (O o) KT R
VLY J— LR,

A equacao diferencial correspondente a equacao de diferencas acima, fica

dc oc 0 cAC 0? caC

=B _ kl_B — ky— _tAB + k4—2 _CATB (3.8)
ot ox Oxr \ca+cp 0y? \ca+ cp

e corresponde a mesma dinamica imposta para os participantes do tipo oposto, exceto

pelo sentido de movimento em .

A densidade de particulas por célula resulta da soma das equacoes 3.5 e 3.8, ou seja,

eaten) __y deamen) o, 9 (_cxn ) 3.9)

2k
ot ox + 48y2 ca+cp

3.1 Segregacao celular

Um importante aspecto de sistemas compostos por mais de um tipo de particulas,
diz respeito ao grau de mistura de seus componentes. A segregacao que pode surgir
da dinamica das particulas pode apresentar padroes extremamente interessantes. A
segregacao pode ser, por exemplo, em bandas ou em outros rebuscados arranjos. No
caso da segregacao por tiras, as particulas de um tipo nao podem ocupar a mesma tira
da outra. Contudo, o primeiro padrao mais simples do ponto de vista configuracional
e, correspondentemente, mais entrépico (e portanto mais comum) é o que surge exata-
mente da interagao de duas componentes, o que denominamos segregacao por células.
Neste caso, os padroes podem ser muitos, de fato, mas a caracteristica que é guardada
é a de que particulas de tipos diferentes tendem a nao compartilhar a mesma célula.
Isto, do ponto de vista combinatorial, corresponde a um ntimero muito grande dado o
numero de células do sistema e, portanto, claramente a segregacao por bandas constitui

um subcaso seleto deste tipo de segregacao.
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Outro subcaso interessante de segregacao por células, mas que também é bastante
especifico, é por exemplo o conhecido padrao de tabuleiro de xadrez. Na Figura 3.2
mostramos pictoricamente a dinamica de dois tipos de particulas em fluxo contrario em

tipica situagao onde hé alta segregacao local por célula.
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Figura 3.2: Representacao de uma situacao em que haja alta segregacao local por
celular.

Como um dos nossos objetivos neste trabalho é inferir sobre padroes de ordenamento
em uma dinamica de particulas de duas espécies interagentes, é importante definirmos
um parametro que mensure a evolucao do nivel desta segregacao por célula. A idéia
de que esta variavel consiga reproduzir de maneira clara as situagoes antagonicas de
uma regiao com apenas entes de mesma espécie e de outra regiao em que ambas as
espécies estejam, nos conduziu a definir uma parametro de ordem celular de acordo

com a expressao:
Lx,Ly Lx,Ly
Dt Mg — mypal 1

cI)lcell = = — Z ’nj7k7l - mj,k,l‘, (310)
Zgii,]ﬁ:l (njukal + mj’kal> N ]:l,kzl

onde [ indexa a variavel temporal t = [T e N = Np+ Np é o nimero total de particulas.
O parametro de ordem celular, definido pela equacao 3.10, possui seu valor minimo
em zero quando todas as particulas dos dois tipos compartilham células e em proporcoes

iguais. Desta maneira, apesar de existirem células mais povoadas do que outras, todas
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as que estao povoadas possuem a mesma quantidade de particulas de ambas as espécies.
Em contrapartida, o valor méximo que o parametro de ordem pode atingir é um (1) e
acontece quando nenhum ente de uma dada espécie compartilha a mesma célula com
um de outra espécie.

Quando realizamos a transicao do plano discreto para o plano continuo, o parametro

de ordem é expresso por

CI)Cdl (t)

hma7b,7—>0 q)lcell (t)

= 0 o Jea(@y)—cp (z,y)|dyde
fOLz oLy (ca(z,y)+cp(z,y))dydx

1 Lz Ly
= 3 [, ). lea — cpldydx
onde o fator 1/2 corresponde a normalizagao das distribuigao das espécies A e B.
Na préxima secao vamos definir um tipo particular e mais seleto de segregacao que

muito nos interessa para o prosseguimento do trabalho, a segregacao por bandas.

3.2 Segregacao por bandas

Um outro padrao que pode surgir da dinamica de particulas em que haja uma
direcao preferencial de movimento, é o padrao de bandas paralelas a esta mesma direcao.
As particulas movem-se sob a influéncia de um campo externo (neste trabalho repre-
sentado pela probabilidade p) e de outras particulas em fluxo contrario e podem, even-
tualmente, apresentar alguma organizacao referente a minimizacao da resisténcia ao
seu deslocamento. Uma tipica situagao deste padrao é mostrada na Fig.3.3. Desta
maneira, necessitamos de um parametro de ordem que seja capaz de identificar o sur-
gimento destas bandas longitudinais. Com isto em mente, definimos o parametro de

ordem longitudinal ao campo como

I = =1
o) =

Lz L (3.11)
> it (Mg + myk)

Ly Lx Ly
Dpe | 2o (ymy = myed)|l 1
=N E k0 — Mg,
k=1
onde ny; e my,; representa a quantidade de caminhantes do tipo A e B, respectivamente,
somados ao longo da direcao x para a posica y = kb. Na transicao para o continuo, o

parametro de ordem longitudinal é expresso como
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Figura 3.3: Representacao de uma situacao em que haja alta segregacao local por
bandas longitudinais.

(I)H<t) = hrna,b,T%O(I)}| = % oLy fOLI<CA(x7y7t)_CB(x7y7t>>d:C dy

(3.12)
L ealy, t) — ca(y, t)|dy,

onde c4(y,t) e cp(y,t) s@o as distribuigbes marginalizadas em .

Um padrao contrario ao ultimo apresentado e que pode surgir, relaciona-se a padroes
transversais a dire¢ao do campo (veja uma tipica situacao representada na Fig. 3.4).
Neste sentido, a segregacao estd associada a destilacao das particulas, pois compreende a
separacao dos componentes em bandas transversais a direcao preferencial de movimento.

Para identificar este padrao, definimos o parametro de ordem transversal como

SIS (g — )| 1
ol — 2=t 2=\ J :szj,l_mjﬂa (3.13)
7=1

= Lz,Ly
Z]’:Lk:l(nj,k,l + mj,k,l)
onde n;; e m;; sao o nimero de particulas de A e B, respectivamente, somadas na
direcao y para a posicao x = ja.

Na transi¢ao para o plano continuo, o parametro de ordem torna-se
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dL(t) = limgp 0P = 1 OLI OLy(cA(x,y,t)—cB(x,y,t))dy dx

(3.14)

% OLx |CA(ZE,t) - CB(Jf,t)|d.I'7

onde cy(z,t) e cg(x,t) sdo as distribui¢oes marginalizadas em y das espécies A e B,

respectivamente.
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Figura 3.4: Representacao de uma situacao em que haja alta segregacao local por
bandas transversais.

3.3 Contra-fluxo em simetria anelar - Condicoes periddicas
de contorno

Neste trabalho, propusemos um sistema retangular de particulas com dimensoes
L, e L,, sendo que na direcao x ha a peculiaridade de um campo agindo sobre as
particulas. Para que possamos estudar de maneira completa os efeitos do movimento
coletivo na direcao x, precisamos analisar o seu comportamento em situacoes que efeitos
de fronteiras nao interfiram no processo. Ao aumentarmos o comprimento do sistema
o suficiente, tal que L, — o0, os efeitos de fronteiras sao negligénciaveis, entretanto,
perdemos poder computacional. Um estudo alternativo e interessante neste sentido esta

em assumir condigoes de contorno periddicas na direcao x como ilustrado na Fig. 3.5.
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Figura 3.5: Ilustragao de um sistema com condigoes de contorno periddicas. Obs.: Nao
estamos supondo uma geometria diferente da euclidiana.

A partir de condicoes peridédicas de contorno na direcao x, teriamos que

calz,y,t) =calr+ Ly, y,t)

cp(z,y,t) = cp(x + Ly, y,t).

A ideia é estudar, por exemplo, o efeito da reentrancia das particulas a fim de
observar os padroes formados como fizeram autores estudando coléides carregados [2],
dindmica de pedestres por exemplo [7], utilizando nosso modelo e os parametros de

segregacao aqui definidos. Nossa alternativa é interessante por dois motivos:

1. Nao necessariamente devemos ter uma dinamica baseada nas leis de Newton, uma
vez que temos um processo estocastico para descrever a dinamica com parametros

altamente arbitrarios inicialmente;

2. Nao necessariamente estamos limitados em estudar uma dinamica de pedestres
ou de coldides carregados. Mas claro podemos observar se nosso modelo reproduz
padroes apresentados nos trabalhos [2] e [7], o que indicaria que aspectos mais

fundamentais sao os protagonistas para a formacao de tais padroes.
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No proximo capitulo apresentaremos os resultados niimericos obtidos em nosso mo-

delo bidimensional de duas espécies de particulas auto-dirigidas e interagentes.



Capitulo 4

Resultados

O estudo do comportamento das distribuicoes de particulas regidas pelas equacoes
diferenciais propostas neste trabalho, compreende uma parte fundamental dada pela
comparacao de simulacoes em Monte Carlo e a evolucao numérica das equacoes de
recorréncias obtidas nos capitulos anteriores.

Ao escolhermos as condigoes iniciais e de contornos de maneira apropriadas, pode-
mos estudar diferentes situagoes em que os contextos das motivacoes sejam diferentes.
Por exemplo, quando estudamos a dinamica de pedestres estamos interessados em aspec-
tos que estejam relacionados a otimizagao do tempo de evacuagao ou tempo de travessia.
Um outro caso se d& quando analisamos o contexto de destilacao de substancias, onde
estamos interessados no tempo médio que um sistema misturado leva para segregar
seus componentes. Quando estamos tratando de sistemas periédicos ou muito grandes,
estamos interessados em aspectos espaciais das distribui¢coes em tempos muito longos.

Em cada etapa que segue, mostramos os resultados para diferentes condicoes iniciais
e de contorno, induzindo o leitor aos contextos nos quais o modelo pode se aplicar.

Nosso estudo referente a evolugao temporal do sistema unidimensional dado pelas
equacoes 2.9 e 2.10, teve o objetivo de analisar aspectos diferentes dos resultados em
comparagao aos realizados em [19]. Para tanto, nas se¢oes seguintes, definimos conceitos
relacionados as distribuig¢oes temporais da dinamica de particulas agora para o caso

bidimensional.

32
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4.1 Particulas B imoéveis: Distribuicao de tempos
de travessia

O estudo da dinamica de pedestres muitas vezes tem motivagao no planejamento
da construcao de grandes estruturas nas quais espera-se a passagem de grandes gru-
pos de pessoas. O conhecimento de como esses grandes aglomerados de transeuntes
comportam-se em situacoes de diferentes fluxos ajuda no planejamento de tais cons-
trugoes, inclusive com o intuito de evitar que tragédias ocorram. Em 2010, por exemplo,
morreram 21 pessoas esmagadas ou pisoteadas e mais de 500 ficaram feridas no festival
musical “Love parade” na Alemanha, devido a um inicio de panico generalizado que
resultou em correria. Mais recentemente, em Santa Maria, mais de 200 pessoas mor-
reram asfixiadas apds um incéndio iniciar-se no palco da casa de eventos “Kiss”, onde
havia poucas portas de saida para evacuacoes de emergencia. Geralmente, tragédias
deste tipo ocorrem quando grandes massas de pessoas encontram-se reunidas em locais
mal projetados para comportarem tal quantidade.

No sentido de evitar a ocorréncia de tragédias, a analise do tempo de evacuacao
torna-se fator importante para o planejamento de lugares que venham a receber um
grande numero de pessoas. Contudo, estudar tais situagoes, remete também nao ape-
nas estudar uma dinamica de pedestres em situacoes de panico, mas fenomenos fisicos
simples relativo ao transporte de particulas em meio a barreiras em um determinado
ambiente. E a andlise do tempo de evacuacao também é um importante parametro
a ser calculado nestes casos. Para fazer isso no nosso modelo necessitamos de esco-
lhas para as condigoes iniciais que venham a representar uma distribuicao inicial de
pessoas/particulas antes do inicio de um processo de evacuagao.

Uma das situagoes que procuramos simular é definida pelo alto nimero de pessoas
inicialmente localizadas em uma das extremidades (x = 0) de um sistema retangular de
dimensoes L, e L,, que devem realizar a travessia para a outra extremidade (z = L,).
Estamos supondo que nao haja fluxo de pessoas no sentido contrario, entretanto o cor-
redor possui obstaculos aleatoriamente distribuidos. A representacao dos obstaculos
foi implementada ao tomarmos um distribuigao inicial de particulas da espécie B (pa-
radas durante toda a evolugdo temporal) uniformemente distribuidas utilizando um
tradicional gerador uniforme de niimeros aleatérios, a funcao ran2 do Numerical Reci-

pes [24]. Para efeitos de obstdculos iméveis, tomamos as probabilidades de movimento
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para particulas B dadas pelas equagoes (2.14).

A obtencao dos tempos de travessia é feita através de simulagoes MC, de modo que
quando um caminhante A atinge a posicao x = L,, tomados o passo de tempo e o
nimero de chegada do caminhante. O passo de tempo que corresponde ao tempo que
um caminhante leva para a finalizar a travessia do sistema é aqui definido como 7. E
importante salientar que 7 ja fora utilizado para definir o tamanho do passo, mas nesta
secao sO tera este significado quando devidamente contextualizado.

Nossas primeiras simulacoes correspondem a verficacao da influéncia do parametro
a, que reflete a resisténcia ao movimento devido a presenca dos obstaculos. Para
estas simulacoes, definimos Ny = 10° e Ny variard depedendendo do estudo realizado.
As dimensoes espaciais sao previamente fixadas em L, = 100 e L, = 10, onde a, b
e 7 (tamanho do passo temporal) foram definidos unitarios. Ao levarmos em conta
que 0 < a < p < 1 e sempre utilizando o caso simples em que p = 1/2, realizamos
simulagoes para um caso de fraca interacao, a = 0, 2, e outro de forte interacao, o = 0, 4,
e considerando uma alta concentragao de particulas B (obstéculos): Nz = 10°.

Com o intuito de fazer uma andlise detalhada dos efeitos de cada parametro intensivo
que compoe o sistema, tomamos os parametros de espalhamento, 5 e 3., como sendo
inicialmente nulos nesta etapa do estudo e dessa forma estamos analisando a distribuicao
dos tempos de travessia como se fosse exatamente um estudo do caso unidimensional,
ja que este nao foi analisado anteriormente. Esta escolha, 8, = 0, determina que todo o
comprimento L,, para cada posicao y, defina um sistema unidimensional isolado, uma
vez que (3, é responsavel por proporcionar a possibilidade das particulas deslocarem-se
lateralmente.

Na figura 4.1, vemos que no caso em que ha baixa resisténcia ao movimento das
particulas A, a distribui¢do de tempos de travessia apresenta leve assimetria (quadrados)
em comparacao ao ajuste gaussiano (limite da binomial negativa) em vermelho. No
mesmo grafico, vemos que a assimetria acentua-se na distribuigdo de tempos (agora
descrita pelos circulos) devido a forte interagdo que as particulas A agora sentem,
afastando completamente a distribuicao do carater de binomial negativa, onde o ajuste
esta representado pela curva em azul. Notoriamente enxergamos uma parabola em
escala monolog. A resisténcia imposta pelas particulas B gera um atraso no tempo de
travessia, que apresenta um comportamento de lei de poténcia em sua cauda no breve

periodo de t = 800 a t = 1000 passos aproximadamente. Isto significa dizer que neste
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Figura 4.1: Distribuicoes de tempos de travessia 7 para diferentes valores de «, ini-
cialmente considerando 8 = 0 e 8, = 0. Temos um forte desvio do comportamento
gaussiano no caso de a = 0,4, o que corresponde a uma situacao de alta resisténcia.

intervalo de tempo, os caminhantes chegam a posicao r = L, em uma determinada
taxa que da a distribuicao um carater de lei de poténcia.

Para analisarmos de maneira controlada os efeitos que os parametros de espalha-
mento causam nas distribuicoes de tempos, definimos o parametro de resisténcia em
a = 0,4 e variamos 3 e 8, alternadamente. Neste caso, os parametros extensivos
do sistema (N4,Np,L, e L,) foram mantidos os mesmos que os utilizados na andlise
anterior, a menos do parametro Np = 10°.

Na figura 4.2, as trés curvas em que §; = 0 ainda correspondem a um sistema
bidimensional composto por L, = 10 sistemas unidimensionais independentes. Nestes

casos, vemos que o aparecimento do parametro 3|, acentua o comportamento de lei de

Np
" LuLy’

poténcia ja visto anteriormente e, apesar de a densidade média de obstaculos
ter diminuido por um fator de 102, o aumento de f| mostra que o sistema ¢ sensivel a
pequenas mudancas nos parametros intensivos.

Ainda na Fig. 4.2, vemos que aumento do parametro de espalhamento lateral, 5,
nao altera as distribuigoes de tempos. A justifica para a manutencao da forma das cur-

vas reside no fato dos obstaculos serem uniformemente distribuidos e fixos. Isto significa
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B,=0.00, =0.00
B,=0.05p =0.00
B,=0.10p, =0.00 | 3
B,=0.10p, =0.10 | 4
B,=0.10p, =0.15

Figura 4.2: Distribui¢oes de tempos de travessia deformam-se para diferentes valores
de 8. Podemos ver que hd um inerente efeito do | nos tempos de travessia. Contudo
0 mesmo nao é observado para diferentes valores de [ .

que o simples fato de um caminhante pular para uma célula lateral nao cria nenhum
beneficio de, em média, encontrar um caminho com menor densidade de obstaculos.
Finalmente analisamos os efeitos de diferentes concentragoes de particulas B no am-
biente como pode ser observado no grafico da Fig. 4.3. Nela estao postos os graficos das
distribuicao de tempos de travessia das particulas A, resultantes das simulacées Monte
Carlo para L, = 10 e Ny = 10°. Podemos ver que hd mudanga de comportamento

da distribuicao de tempos a medida que a escala de densidade média de obstéculos

Np
Laly

aumenta. Em uma situacao onde a densidade média de obstaculos é =1 em

Na
' LaLy

comparacao a de caminhantes = 102, a distribuicao de tempos ainda possui forte
aspecto de distribuicao de binomial negativa apesar de ja surgir uma flagrante assime-
tria. Nesta situagao, o formato de sino é mantido, contudo ocorre um alongamento da
cauda da distribui¢ao. Tal fenénemo pode ser explicado pelo desgarramento de alguns
caminhantes de A do grande grupo, o que os faz enfrentar uma resisténcia maior, pois
esta depende da densidade relativa.

Ainda na figura 4.3, o caso intermedidrio em que Np = 10° mostra que a forma

da distribuicao altera-se drasticamente neste contexto em que as densidades médias de
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Figura 4.3: Gréfico log-log das distribuicoes de tempos de travessia para diferentes
concentragoes N,. H& uma curiosa transicao do tipo gaussiana para lei de poténcia
para exponencial conforme aumentamos o nimero de obstaculos V.

obstaculos B e caminhantes A se igualam. Além de um aumento de mais de trés vezes
na ordem de magnitude do tempo médio de travessia, a distribuicao de tempos agora
apresenta um comportamento de lei de poténcia em praticamente toda sua extensao
e a sua curtose tem um consideravel aumento com relacao ao caso anterior. Esta
situacao, podemos interpretar como se os primeiros caminhantes a completar a travessia
fossem aqueles que conseguissem manter-se junto ao grande grupo. Os caminhantes que
nao conseguiram acompanhar o grupo principal, foram chegando em grupos cada vez
menores de tal forma que a taxa de chegada destes grupos deu um forte aspecto de lei
de poténcia para a cauda da distribuicao.

No 1ltimo caso da figura 4.3, a distribuicao altera novamente a sua forma, mas no

sentido de diminuir sua assimetria. Em uma densidade média de obstaculos superior a

Np _

N 102, a distribuicao apresenta

densidade média de caminhantes, tal que a razao é
um comportamento exponencial. Nossa interpretacao é de que a situacao se torna tao
dificil para praticamente todas as particulas que nao ha mais distingao, dado o cenéario
de alta concentracao de obstaculos.

Portanto, a distribuicao de tempos, primeiramente, realiza uma transicao de com-
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portamento gaussiano para uma funcao de lei de poténcia quando a densidade média
de obsticulos aumenta até tornar-se da ordem da densidade média de caminhantes.
A segunda transicao ocorre quando a densidade média de obstéculos torna-se muito
superior a densidade de caminhantes, alterando a forma da curva de uma funcao de lei

de poténcia para um comportamento exponencial.

4.2 Particulas B em movimento

Vamos agora concentrar nossos esfor¢os na situagao onde as particulas B se movi-
mentam contrariamente ao fluxo de A. Assim a fim de retomar os resultados obtidos no
caso unidimensional, comeg¢amos aqui por simular tanto por MC quanto via integracao
das EDPs.

Assim, tomamos um particular caso para analisar a evolucao temporal da distri-
buicao espacial de particulas A partindo de uma condicao inicial onde agora ha um alto

nimero de particulas inicialmente localizadas em uma das extremidades (z = 0):

N . . .
L—;“ if i=1,5=1,...,1L,

nA(i,j;t = O) =
0 if 2<i<L, j=1,...,1L,
que devem realizar a travessia para a outra extremidade (z = L,), contrariamente
as particulas B que inicialmente estdo localizadas na extremidade (z = L,) e devem

realizar a travessia para a extremidade (z = 0), o que seria um espelho das particulas

A na situagao diametralmente oposta:

N . . .
L—f if i=1L,, j=1,...,L,

np(i,j;t=0) =
0 if I<i<L,—-1,57=1,...L,

Aqui nés marginalizamos as concentragoes com respeito a variavel y, uma vez que
temos interesse na concentragao espacial e suas propriedades (média, desvio, assimetria
e curtose) com respeito a sua posi¢ao longitudinal com relagao ao corredor. O objetivo
é apenas ilustrar a interacao entre as particulas A e B, olhando para a distribuicao
espacial da espécie A, ja que a situagao é simétrica. A Fig. 4.4 ilustra as concentragoes
para diferentes instantes de tempo considerando uma particular escolha de parametros:
a = 0,49, B = 0,245 e B = B)/2 = 0,1225. As curvas continuas mostram os

resultados via EDP enquanto os pontos ilustram as simulacoes obtidas por MC. As
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deformagoes do comportamento gaussiano podem ser observadas bem como no caso

unidimensional.
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Figura 4.4: Distribuicao espacial das particulas A marginalizada na dire¢ao y. Podemos
observar uma excelente concordancia entre EDP e MC.

Isso nos motivou a olhar a evolucao temporal dos parametros desta distribuicao, o
que pode ser observado na Fig. 4.5. Nos quatro graficos desta figura, podemos olhar
respectivamente a evolugao temporal da posi¢ao (canto superior esquerdo), do desvio
(canto superior direito), da assimetria (canto inferior esquerdo) e da curtose (canto
inferior direito). Podemos ver claramente uma boa concordancia entre EDP e MC
e, embora para tempos maiores haja uma leve perda de similaridade entre as curvas,
qualitativamente os parametros sao corroborados.

Uma questao que parece saltar aos olhos, principalmente relativa a se¢ao anterior, é
que o 3, parece nao ser um parametro relevante para a dinamica. Isso nao é verdade,
como veremos no caso em que ha mobilidade das particulas B simultaneamente as
particulas A. Isso ficara claro na nossa analise de um parametro muito interessante que

¢é o tempo de segregacao e seu caso particular, o tempo de destilagao.
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Figura 4.5: Distribuigdes de tempos de travessia deformam-se para o's e [3's diferentes.

4.2.1 Tempo médio de segregacao e destilagao

Virias areas da ciéncia que estudam a composicao quimica de misturas necessitam
de técnicas de separagao de substancias. Um meio muito comum de realizar esta se-
paracao de componentes quimicos é através da técnica de destilagao. Neste sentido, o
tempo médio que misturas levam para separar-se em seus componentes, acaba sendo
um parametro importante do processo de destilagao.

Nossa ideia é agora estabelecer como o nosso modelo estocastico pode também
explorar estatisticas relacionadas ao processo de destilacao de dois tipos de substancias,
representadas aqui pelas espécies A e B. O processo de destilagao, do ponto de vista
experimental, acontece devido a colisoes entre particulas distintas na presenca de um
campo externo. Em centrifugas, o campo externo é gerado por inércia devida a rotagao
do recipiente das substancias. Em outros casos, como a destilagao de bebidas alcodlicas,
o0 campo que age sobre as substancias de diferentes densidades é o gravitacional.

Contudo, podemos analisar antes da destilagao propriamente dita, um caso mais
geral de separacao de duas espécies em um espago particionado por células com con-
centracoes arbitrarias de particulas. Estes casos compreendem o que nés definimos por
segregacao no capitulo 3 dessa dissertacdo, que podem ser de 3 tipos: a) celular, b)

por bandas longitudinais e ¢) por bandas verticais. Este dltimo caso corresponderia
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exatamente ao que entendemos por destilagao quando estudamos o sistema com muitas
particulas, uma vez que ¢ improvavel as particulas se segregarem por bandas verticais
em um padrao diferente da situacao onde todas particulas A estejam localizadas numa
regiao a esquerda e todas particulas B localizadas numa regiao a direita do corredor de
acordo com uma nitida separatriz como representado na Fig. 4.6. Essa afirmagao é fun-
damentada no fato de que a direcao deste tipo de segregacao é a direcao do campo, de
modo que qualquer padrao de segregacao por bandas transversais ¢ transitério, exceto

o do caso definido na Fig. 4.6.

o cspécieA

e espécieB x

“—Q
-—9

L o ﬁ—‘f—‘

Figura 4.6: Configuragao mais entropicamente provavel no caso da segregacao por
bandas verticais. Esta configuracao corresponde exatamente ao que entendemos como
destilagao.

A segregacao por bandas longitudinais sera interessante como veremos para o caso
de simetria anelar para as particulas, o que sera visto na proxima segao deste capitulo.

Neste particular estudo, também nos concentramos apenas nas simulagoes MC uma
vez que a integracao numérica das EDPs nao permitem a computagao dos tempos de
segregacao. Assim iniciamos com uma situacao bastante tipica, onde as particulas A
e B estao inicialmente espalhadas de maneira uniforme no corredor de L, = 100 por
L, = 40. Entao, para todos os valores possives de 3 e 3., deixamos o sistema evoluir

e computamos o tempo necessario para o parametro de segregacao de nosso interesse
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(previamente definidos) atingir seu valor maximo ® = 1.
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Figura 4.7: Tempo de segregacao celular para os diferentes valores de ) e §, com
dimensao lateral do sistema Ly = 40. Utilizamos o = 0, 1 para obtencao destes mapas
de cor.
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Neste caso, temos que repetir a simulagdo num numero razoavel de vezes (N, =
10?) a fim de produzir um aceitével valor para o tempo médio de segregagao. Comecamos
com o tempo médio de segregacao celular mostrado respectivamente para o = 0,1 nas
Fig. 4.7 que correspondem respectivamente a N/2 = Ny = Ng = 100, 500 e 1000.

Podemos ver que para a = 0, 1, no caso de poucas particulas, N/2 = 100 (situagao
rarefeita), o tempo de segregagao mostrado neste mapa de cores no ilustra uma situagao
de dependéncia com (;, uma vez que nao hd uma definicao clara. Contudo, para
N/2 =500 e N/2 = 1000 j& vemos com mais clareza que nao hé dependéncia com [,
de acordo com o padrao de faixas observados no grafico.

Isso muda radicalmente para o caso em que a = 0,4. Observa-se, na Fig. 4.8,
que agora surge uma dependéncia em 3, pois o padrao de faixas mostra-se inclinado.
Vemos neste caso, uma clara dependéncia de 5, no tempo de segregacao que diminui
com o aumento deste parametro, o que é bastante razoavel esperar, pois 3, representa
a existéncia de um grau de liberdade adicional para que as particulas se separem umas
das outras. Este efeito, no entanto, é mais forte nas situagoes rarefeitas, pois quanto
mais particulas o sistema tiver, menores sao as chances de encontrar-se uma célula vazia
ao lado.

Elaboramos os mesmos graficos para o caso de « = 0,1 e a = 0,4, s6 que agora
analisando a segregacao por bandas verticais (o que corresponde ao tempo de destilagao
das particulas como foi previamente explicado), que é mostrado respectivamente nos
graficos das Figs. 4.9 e 4.10.

Nesta situagao, podemos observar que a inexisténcia de relacao do tempo médio de
destilagao com 3, para o = 0, 1 acompanha o caso de segregacao celular. Ha de maneira
similar a dependéncia do parametro 5, na situacao de alta resisténcia (o« = 0,4) num
padrao de faixas inclinadas. No entanto, é importante salientar que a magnitude dos
tempos de destilagao sao maiores do que dos tempos de segregacao por células, conforme
pode ser observado pelas legendas nos graficos de cores. Isso também é esperado uma vez
que trata-se de um arranjo mais complexo do que simplesmente segregar as particulas
por células.

E importante notar que o efeito da concentracao de particulas é sentido de forma
distinta para diferentes valores de «, conforme é mostrado na Fig. 4.11. Esta figura
mostra, numa escala log-log, o comportamento do maior tempo de médio de destilacao

encontrado nos mapas de cores ({7)__ ) em fungdo de N~!. Apesar de haver apenas 4

max
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Figura 4.8: Tempo de segregacao celular para os diferentes valores de ) e ;. com
dimensao lateral do sistema Ly = 40. Utilizamos o = 0,4 para obtencao destes mapas
de cor.
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Figura 4.9: Tempo de destilacao para os diferentes valores de 3 e 3, com dimensao
lateral do sistema Ly = 40. Utilizamos o = 0, 1 para obtencao destes mapas de cor.
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Figura 4.10: Tempo de destilagao para os diferentes valores de 3 e §, com dimensao
lateral do sistema Ly = 40. Utilizamos o = 0,4 para obtencao destes mapas de cor.
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segregation per vertical strips (distillation) ‘
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Figura 4.11: Maior tempo médio de destilacao encontrado na elaboragao dos mapas de
calor em funcao de N~!, onde N = N4 = Np para os diferentes valores de a estudados.

pontos, podemos ver duas retas e uma inclinagao maior para a = 0,4 do que em relagao
aa=0,1.

Finalmente, terminamos essa andlise mostrando como os diferentes parametros de
ordem, por células e por bandas verticais (destila¢do), relaxam para o valor maximo
ao longo do tempo. Neste caso utilizamos o = 0,4 e fixamos 3 = 0, 1. Notoriamente
podemos ver que quanto maior o (3, maior é o valor de ® independente do tipo de
segregacao analisado, conforme ilustrado na Fig. 4.12.

Desta maneira, é notério que temos uma forte influéncia de 5, nos tempos de se-
gregacao mostrado por diferentes formas nesta subsecao. Agora, gostariamos de explo-
rar padroes emergentes de segregacao por bandas longitudinais. Para isso vamos fazer
as particulas de uma espécie confrontarem-se com as de outra espécie considerando
uma simetria anelar. Mostraremos que, surpreendentemente, nao apenas o padrao de
segregacao por bandas longitudinais emerge no sistema, mas também que hé relaxagao
do sistema para este padrao e que esta ocorre independentemente da distribuicao inicial

das particulas.
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Figura 4.12: Evolucao temporal dos diferentes parametros de ordem considerando o =
0,4.

4.3 Simetria anelar e estado assintotico

A implementagao de condigoes periddicas de contorno sao costumeiramente rea-
lizadas com objetivos de minimizar efeitos de bordas que sistemas pequenos podem
apresentar. O quao pequeno um sistema pode ser considerado depende muito dos
parametros que definem cada sistema fisico. Em nosso modelo, os parametros extensi-
vos sao Na, Np, L, e L, e, portanto, nossa primeira andlise de um sistema periddico
baseou-se em verificar os efeitos de suas variagoes.

Nesta etapa, estudamos a dinamica de contra-fluxo para condigoes peridédicas na
direcdo x e reflexivas na direcao y. Analisamos duas condicGes iniciais da espécie A.
A primeira condicao inicial que utilizamos é uma distribuicao homogénea. A outra
condicao inicial que utilizamos é funcao linear em y na posicao x = 0. Para ambos
os casos, a condicao inicial utilizada para a espécie B foi a distribuicao homogénea e
implementamos nossos resultados numéricos tanto utilizando simulagoes MC quanto
integrando numericamente as equagoes que dao origem as EDPs (equagoes 3.3 e 3.6).

Mostraremos que independentemente das condigoes iniciais utilizadas, o sistema
evolui para um estado de dinamica ordenado. Mostramos também que se faz necessaria

a utilizagao de condigoes iniciais com assimetria entre A e B para que a relaxagao para
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um estado ordenado possa ser reproduzida via integragao numeérica.

Nesta etapa, utilizamos a chegada a este estado estacionario como sendo critério
de parada da evolucao temporal nas simulacoes MC e integracao numérica das EDP’s
em ambas condig¢oes iniciais implementadas. Utilizamos um erro de 4 = 0.001 entre
o valor obtido do parametro de ordem e o valor ideal esperado (valor unitario) que é
teoricamente atingido quando o sistema atinge o estado ordenado.

Para o acompanhamento completo da evolugao temporal do sistema, os codigos fo-
ram escritos em FORTRAN 77, com o auxilio do programa gerador de videos ffmpeg.
Desta maneira, cada passo de tempo é esbocado através de um script do GNUPLOT ge-
rado dentro do préprio codigo e, posteriormente, é formado o video. Juntamente a esta
analise visual, acompanhamos a evolucao dos parametros de ordem celular, por bandas

longitudinais e transversais definidos pelas equagoes 3.10, 3.11 e 3.13 respectivamente.

4.3.1 Espécie A em distribuicao inicial homogénea

Vamos agora considerar o caso em que a distribuicao espacial homogénea é utili-
zada. Para gera-la, consideramos duas varidveis aleatérias uniformes para determinar
a posicao inicial de cada uma das particulas que definem o sistema. Isso restringe as
simulacoes Monte Carlo, pois o custo computacional é grande para gerar uma condi¢ao
inicial simultaneamente ao fato de que muitas repeticoes devem ser utilizadas para esta-
belecer boas estimativas, diferentemente do que acontece quando resolvemos uma EDP.
Por outro lado, vale ressaltar que as simulagoes MC proporcionam uma analise das
flutuagoes do sistema, que pode nao ser capturada pelas solugoes numéricas via EDP.

Neste ponto é importante fazer algumas ressalvas. A auséncia de flutuagdes no caso
das solugoes numéricas via EDP implica que, em uma condicao inicial simétrica entre
particulas A e B, nao ha a produgao de algum elemento gerador de assimetria necessario
para fazer o sistema evoluir para um estado ordenado. Os resultados proporcionados
por essa condigao inicial das EDPs (triviais neste caso) foram omitidos neste trabalho
por razoes ébvias, ja que o sistema nao evolui a partir de sua condicao inicial a medida
que o tempo passa.

A evolucao dos parametros de ordem também foi monitorada. As dimensdes espa-
ciais que utilizamos nesta etapa sao L, = 100 e L, = 40.

Assim, verificamos a evolucao do nivel de segregacao do sistema para diferentes den-

sidades (ocupacao das células). Na Fig. 4.13, observamos a relaxagao do parametro
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Figura 4.13: Evolucao temporal do parametro de ordem celular. Ambas as espécies
estao uniformemente distribuidas no corredor L, x L,. Utilizamos menor nimero de
repetigoes (runs) conforme aumentamos o numero de particulas.

de ordem celular para uma particular escolha de parametros, mas sem perda de gene-
ralidade. Podemos notar que ®°(t) vai pra 1 para valores grande de ¢, mostrando
notoriamente a relaxacao para uma situacao da segregacao das espécies por células.
Na situacao de altas densidades o parametro de ordem migra de um valor muito baixo
para o valor unitario, o que é razoavel esperar, pois o estado inicial é mais segregado
para menores densidades. O motivo esta no fato de que quanto maior for o nimero de
particulas para distribuir aleatoriamente em L,L, células, maiores sao as chances de
que uma particula caia em uma célula ja povoado com um caminhante da outra espécie.

Logo apds, analisamos nossos resultados mais importantes nesta secao que corres-
pondem a relaxacao do sistema ao estado de ordenamento por bandas longidudinais.
Vemos pelo gréfico 4.14, que o sistema sai de um estado aleatério (distribui¢ao uniforme
com espécies misturadas no interior das células) para um estado de ordenamento por
bandas conforme corroborado pela evolugao do parametro. Nesta figura, mostramos as
evolugoes para os casos N/2 = Ny = Np = 4.10%, 2.10* e 10°.

Por completude, apresentamos na Fig. 4.15 a evolucao temporal do parametro de

ordem por bandas transversais. Como podemos observar, os valores de ®* sao baixos



4.3 Simetria anelar e estado assintético 51
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Figura 4.14: Evolucao temporal do parametro de ordem por bandas longitudinais.
Ambas as espécies estao uniformemente distribuidas no corredor L, x L.

segregacao por bandas transversais - MC
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Figura 4.15: Evolucao temporal do parametro de ordem por bandas transversais. Am-
bas as espécies estao uniformemente distribuidas no corredor L, X L,,.



4.3 Simetria anelar e estado assintético 52

mas de forma interessante apresentam um méximo global. Este instante de maximo
corresponde a uma situagao onde o sistema segregado por bandas longitudinais pode
estar apresentando variacoes de densidades ao longo da banda. Desta maneira, caso os
pontos de altas e baixas densidades das bandas paralelas, que surgem de uma mesma
espécie, estiverem se deslocando juntos podemos ter esta situacao de maximizagao tem-
poraria do parametro de ordem transversal. Contudo, como ®!l continua crescendo esse
ligeiro padrao transversal comeca a desaparecer, pois as bandas longidutinais formadas

tendem a ficar mais homogéneas com o passar do tempo devido a estocasticidade do

Processo.

Nas figuras 4.16, 4.17, 4.18 e 4.19, podemos ver, através dos “snapshots”, como o

sistema parte de um estado de mistura e gradativamente comeca a se

organizar em

bandas.
counterflowing streams of particles - species A
100 T 50 40 T 15 T
n 80 - _ 40 B A 30| N _ 10l ° |
& 60 S 4 g 30- : 41 & %L . 1 =g
X 40 |- 4 & 20} 4 = S L 7
Voo20f - 10 | 4V 10 b 5
0 L 0 L 0 L 0 L
0.5 1 15 0.5 1 15 0.5 1 15 0.5 1 1.5
t(MCsteps) t(MCsteps) t(MCsteps) t(MCsteps)
10 T 10 T 10 T 10 T
£ 5 ) g 5 )
2 6| 4 2 6L 4
g = ° 4 £ g ot o 4 €
3 2 2r B < 2 2r B
» S5r : 4 < % S5r 4 =
-10 ! -2 = -10 L 2 u
0.5 1 15 0.5 1 1.5 0.5 1 15 0.5 1 1.5
t(MCsteps) t(MCsteps) t(MCsteps) t(MCsteps)
species A species B

0.00045
0.0004
0.00035
0.0003
0.00025
0.0002
0.00015
0.0001

5e-05

0.00C
0.00C
0.00C
0.00C
0.00C
0.00C
0.00C
0.00C
0.00C
5e-0&

Figura 4.16: Snapshot via simulagao MC no instante t = 1 da evolug¢ao temporal com

Nap= 10° particulas uniformemente distribuidas inicialmente.
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Figura 4.17: Snapshot via simulacao MC no instante ¢ = 100 da evolugao temporal com
Nap = 10% particulas uniformemente distribuidas inicialmente.
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Figura 4.18: Snapshot via simulagao MC no instante ¢ = 8000 da evolucao temporal
com Nyp = 105 particulas uniformemente distribuidas inicialmente.
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Figura 4.19: Snapshot via simulacao MC no instante ¢ = 64000 da evolugao temporal
com Ny p = 10% particulas uniformemente distribuidas inicialmente.

4.3.2 Espécie A em distribuigao inicial com assimetria em y

Nesta etapa, iremos supor que as particulas da espécie A estejam inicialmente dis-
tribuidas na posicao z = 1, caracterizando uma banda fina transversal. Esta condicao ja
retira a simetria entre as espécies que havia no caso anterior. Entretanto, utilizaremos
uma distribuicdo nao homogénea das particulas A sobre a banda fina. Estudaremos o
caso de uma distribuicao que cresce linearmente com y, na posicao x = 1.

Assim, a condicao inicial terda uma anisotropia na dire¢ao y, vindo a induzir o
sistema para um determinado estado de equilibrio. No caso anterior, por utilizarmos
as distribuicoes iniciais homogéneas, apenas o carater estocastico das simulacoes Monte
Carlo eram capazes de gerar flutuacoes necessédrias para levar o sistema a um estado
de equilibrio ordenado, de maneira que nao fomos capazes de reproduzir a dinamica do
sistema via integracao numérica.

Neste sentido, implementamos a condigao inicial para as particulas do tipo A da

seguinte maneira:
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( | Q%A(Ly—j) se i=1,j=1,..,L,
na i,j;i: =
0 se 2<t<L,,j=1,.,L,

Ng .
= —\ 1 =
L.L,’

Nossa primeira andlise numérica consiste em verificar a comparacao da dindmica em

np(i, jit = 0) 1, Ly, j=1,.. L,

simulagoes MC e integracao numérica das EDP’s. Nesta direcao, o grafico 4.20 mostra
a evolucao do parametro de ordem celular para um sistema de dimensoes L, = 100
e L, = 40. Podemos perceber que a segregacao celular reproduz o estado dado pela

condicao inicial de banda fina transversal, pois esta representa um estado ordenado.

segregacao celular
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R S ‘ 1,1
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Figura 4.20: Evolucao do parametro de ordem celular para simulagoes MC e integracao
numérica, no caso da condicao inicial assimétrica para A.

No estégio inicial da evolucao, onde o sistema percorre o trajeto ordem— desordem,
as simulacoes MC e a integragao numérica apresentam comportamento quantitativa-
mente idénticos. O cardter ondulatério que o parametro de ordem celular apresentada
nesta fase corresponde aos efeitos causados pela escolha de uma condigao inicial alta-
mente concentrada para condigoes periddicas de contorno. Resumidamente, a distri-

buigao inicial da espécie A altera a distribuicao da espécie B de maneira a criar bandas
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transversais de alta concentracao, como podemos ver comparando a figura 4.21 a figura
4.22, no caso de MC e comparando a figura 4.23 a figura 4.24 para o caso das EDP’s.

A figura 4.25 nos mostra que o padrao inicial vai sendo perdido a medida que
acontece a evolucao.

Apés o sistema atingir um estado de minima segregacao celular em ¢t = 1000 passos,
aproximadamente, um estado de ordenamento por bandas longitudinais comeca a surgir,
como podemos observar pela figura 4.26. Este padrao, no entanto, comeca a aumentar
anteriormente, em ¢t = 50 aproximadamente.

As figuras 4.27 e 4.28, para o caso das simulacoes MC, e as figuras 4.29 e 4.30, para o
caso de integracao numeérica, mostram o periodo transiente em que o sistema sai de um
estado de ordenado por banda transversal para um estado de ordenamento por banda
longitudinal. Nesta etapa do processo, o sistema percorre o trajeto desordem— ordem
e as simulacoes MC e a integragao numérica deixam de ser quantitativamente idénticas
como podemos ver pelos graficos 4.20 e 4.26, apesar de manterem o mesmo compor-
tamento qualitativamente. Os resultados mostram que a evolucao do sistema via inte-

gragao numeérica apresenta processo de formagao de bandas longitudinais mais rapido
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Figura 4.21: Snapshot para t = 1 MCstep da média das concentracoes de 200 repeticoes
para uma condicao inicial com assimetria em y.
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counterflowing streams of particles - species A
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Figura 4.22: Snapshot para t = 130 MCsteps da média das concentragoes de 200

repeti¢coes para uma condicao inicial com assimetria em .
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Figura 4.23: Snapshot para t = 1 da integracao numérica para uma condicao inicial

com assimetria em y.
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counterflowing streams of particles - species A
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Figura 4.24: Snapshot para t = 130 da integracao numérica para uma condicao inicial
com assimetria em y.
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Figura 4.25: Evolucao do parametro de ordem por bandas transversais para simulacgoes
MC e integracao numérica, no caso da condicao inicial assimétrica para A.
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segregacao por bandas longitudinais
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Figura 4.26: Evolucao do parametro de ordem bandas longitudinais para simulacoes
MC e integracao numérica no caso da condicao inicial assimétrica para A.
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Figura 4.27: Snapshot para ¢t = 300 MCsteps da média das concentragoes de 200
repeticoes para uma condicao inicial com assimetria em y.
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counterflowing streams of particles - species A
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Figura 4.28: Snapshot para t = 800 MCsteps da média das concentragoes de 200
repeti¢coes para uma condicao inicial com assimetria em .
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Figura 4.29: Snapshot para t = 300 da integracao numérica para uma condicao inicial

com

assimetria em y.
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counterflowing streams of particles - species A
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Figura 4.30: Snapshot

com assimetria em y.
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Figura 4.31: Snapshot para t = 2500 MCsteps da média das concentracoes de 200
repeticoes para uma condicao inicial com assimetria em y.
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counterflowing streams of particles - species A
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Figura 4.32: Snapshot para t = 2500 da integracao numérica para uma condicao inicial
com assimetria em y.

do que em comparacao com as simulagoes MC. Esta diferenca, quantitativamente ine-
xistente no estagio ordem—desordem, pode ser causada pelas limitacoes de validade
das equagoes de recorréncia (equacgoes 3.3 e 3.6) que dao origem as EDP’s. Contudo,
podemos ver pelas figuras 4.31 e 4.32 que as distribuigoes apresentam praticamente o
mesmo padrao.

A partir desta etapa, iremos realizar um estudo dos efeitos que a variacao dos
parametros extensivos do sistema podem vir a causar a dinamica do nosso modelo.
Nesta andlise, definimos os parametros intensivos oo = 0,45, 3, = 0,15 e ) = 0, 15.

O grafico superior esquerdo da figura 4.33 apresenta a evolucao do parametro de
ordem celular para diferentes densidades de ocupacao de células nas simulagoes MC.
Podemos perceber que quanto maior for a densidade de ocupacao celular, maior é o
tempo em que o minimo global do parametro de ordem celular ocorre. Inclusive, este
minimo ocorre com menor magnitude para maiores densidades, pois ha mais chances
de termos um estado misturado quanto mais particulas o sistema possuir.

No grafico superior direito, apresentamos o comportamento da evolugao do parametro

de ordem celular quando implementamos diferentes comprimentos ao sistema para in-
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tegracao numérica. Podemos verificar que o processo de desordem é mais lento para
maiores tamanhos de L, e o ponto de minimo global torna-se ligeiramente maior. Nossa
interpretacao do motivo esta no fato de que as condigoes periddicas de contorno sao
na direcao x, portanto quanto maior for o L,, maior sera o tempo que uma particula
qualquer demorara para reentrar no sistema. Quando esta particula reentra no sistema,
sua condicao “inicial” carrega informacao a respeito de qual sua tltima posicao antes de
“sair” do sistema provavelmente fora. Desta maneira, a cada reentrancia a organizacao

coletiva das particulas aumenta.
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Figura 4.33: Evolucao do parametro de ordem celular para diferentes andlises dos
parametros extensivos e um estudo preliminar sobre o efeito do passo espacial.

No grafico inferior esquerdo, realizamos um estudo preliminar do que seria a in-
fluéncia do efeito do espacamento espacial nas solugoes da EDP, ja que no trabalho,
realizamos o estudo considerando ¢, = ¢, = 7 = 1 uma vez que partimos diretamente

das relagoes de recorréncia e nao de uma discretizagao propriamente dita da EDP. Po-
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demos ver de forma preliminar que ha uma influéncia na relaxacao com a mudanca do
espacamento espacial e detalhes sobre isso merecem uma futura atencao.

No grafico inferior direito, mostramos como a evolucao do parametro de ordem ce-
lular é alterada para diferentes larguras do sistema na integragao numérica. Podemos
perceber que, contrariamente ao que ocorre quando varia-se o comprimento L,, ao va-
riarmos a largura L, a fase da evolucao em que ocorre a desordem praticamente nao se
altera em rapidez. Contudo, o ponto em que a segregacao celular é minimizada global-
mente é ligeiramente adiantado para menores larguras. Também ocorre um aumento
da magnitude do parametro de ordem celular no ponto de minimo quando diminui-se
0 comprimento.

Entretanto, o interessante ocorre no trajeto evolucao para um estado ordenado.
Nesta fase do processo, quanto menor for o valor de L,, menor é tempo que o sistema
leva para chegar ao estado estacionario. Este fenomeno é explicado pelo fato de que
quanto maior for a largura, maiores sao as chances de uma particula encontrar uma
banda em que a quantidade de entes de sua espécie seja maior que a de entes da espécie

oposta.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, propusemos um modelo estocastico para a dinamica de particulas
autodirigidas em contrafluxo em um sistema bidimensional de células onde mais de uma
particula pode ocupar a mesma célula. Neste modelo, a interacao acontece de acordo
com os parametros da célula e nao é dependente da situagao das células vizinhas. Defini-
mos a interagao das particulas dentro de uma célula, por intermédio das probabilidades
que cada particula tem de realizar um passo (movimento) para uma das células vizinhas
da célula em que a particula se encontra, definindo assim o modelo que aqui chamamos
de reativo. A interferéncia das células vizinhas na tomada de decisao (preditivo) deve ser
futuramente explorado. A abrangéncia do modelo proposto é fortemente motivado por
uma dinamica de pedestres, mas também tem validade para processos cromatograficos,
processos de destilagao, sistemas de coldides carregados sob a influéncia de um campo
elétrico externo, etc, desde que as condicoes sejam alteradas convenientemente.

Pudemos mostrar que em um contexto onde uma das espécies estd parada e uni-
formemente distribuida sobre o meio, a distribuicao de tempos de travessia sai de um
comportamento inicial gaussiano para uma distribuicao de lei de poténcia e, poste-
riormente, chega a um comportamento de decaimento exponencial a medida que a
densidade média de obstdculos aumenta nos parametros chamados intensivos, o e fj
nao nulos. Verificamos que o comportamento das curvas de tempos nao dependia da
probabilidade de realizacao de movimento lateral, 5, uma vez que os obstaculos eram
imoveis e aleatoriamente distribuidos.

Quando realizamos simulacoes em um contexto de processos de destilagao, mostra-

mos que o tempo médio de destilagao por bandas transversais é dependente de todos
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os parametros intensivos do sistema (a, § e f1). Vimos que a dependéncia do tempo
médio com o parametro f; é maior a medida que saimos de uma condi¢ao mais rarefeita
para uma situacao onde a densidade de ocupacao celular é maior.

Conseguimos mostrar que em simulacoes MC, quando implementamos condicoes
periodicas de contorno, o sistema possui um estado estacionario onde as particulas
ordenam-se em bandas longitudinais, otimizando o fluxo. Para a integracao numérica,
no entanto, mostramos que quando a condigao inicial apresenta assimetria relativa
as particulas, o comportamento do modelo assemelha-se as simulacoes MC, embora
diferengas quantitativas sao observadas.

Como perspectiva de continuidade deste trabalho, temos em mente analisar com
mais profundidade as diferengas apresentadas entre as simulacoes MC e a integracao
numéricas das EDPs. Mais precisamente, queremos estudar o comportamento da
dinamica das EDPs quando utilizamos diferentes passos espaciais e temporal. Outra
idéia que desejamos implementar ¢ a de estudar o sistema quando nao mais supomos que
o campo externo que define a dinamica do tipo caminhante aleatério direcionado seja
constante. Nosso intuito é verificar os efeitos de aplicar um campo externo alternado
no sistema como realizado em experimentos para coldides carregados [25].

Ja no contexto da adaptacao do modelo para uma dinamica de pedestres, preten-
demos observar os efeitos de um modelo preditivo e o real alcance do modelo reativo.
A idéia do tamanho da célula perante a predigao é algo que nao é bem claro e merece

uma profunda atengao nossa em trabalhos futuros.
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