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Este trabalho apresenta novos resultados matematicos sobre a positividade local de
funcbes escalares multivariaveis. Estes resultados sdo usados para resolver de forma

quantitativa o problema de controle /., ndo-linear. Por solucdo quantitativa, entende-se

uma solucdo (uma lei de controle) associada a uma regido de validade. A regido de
validade € a regido do espaco de estados onde o0s requerimentos de estabilidade e
desempenho sdo satisfeitos. Para resolver o problema de forma eficiente, foi
desenvolvido um procedimento que visa maximizar a regido de validade do controlador
enquanto garante um desempenho minimo. A solucdo deste problema de otimizacédo é
estudada e alternativas para sua simplificacdo s&o apresentadas. Uma aplicagéo
experimental a um sistema de controle de pH é apresentada. A utilidade dos resultados

tedricos desenvolvidos na teoria de estabilidade de Lyapunov também é estudada.
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This work presents new mathematical results concerning the positiveness of
multivariable scalar functions. These results are used to quantitatively solve the
nonlinear H-infinity control problem. A quantitative solution means a solution (a control
law) associated with a validity region. The validity region is the state-space region
where the stability and performance requirements are satisfied. To efficiently solve the
problem, it was developed a procedure to maximize the validity region while
guaranteeing a minimal performance. The solution of this optimization problem is
studied and some alternatives to simplify it are presented. An experimental application
to a pH control system is presented. The usefulness of the results when applied to the

Lyapunov stability theory is also studied.
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Capitulo 1

Introducio

Resumo

Neste capitulo é feita uma revisdo em perspectiva histérica dos desenvolvimentos da
teoria de controle e seu impacto no controle de processos quimicos de modo a situar o
assunto tratado na tese. Logo ap0s, a justificativa para a tese e 0s seus objetivos sao
apresentados. Encerrando o capitulo, é apresentada uma visdo geral da tese e dos
assuntos tratados nos préximos capitulos.

1.1 BREVE REVISAO HISTORICA DA TEORIA DE CONTROLE

O objetivo da teoria de controle é projetar dispositivos concretos ou abstratos
para manter certos sistemas operando dinamicamente de acordo com 0 nosso desejo.
Neste trabalho, entende-se por sistema uma entidade dindmica com entradas e saidas
definidas unindo-a a outros sistemas e ao ambiente externo. No dmbito da engenharia,
sistemas sdo processos ou partes destes. Sistemas de controle que operam sem a
intervencdo de um operador humano sdo ditos automaticos. Como 0s sistemas de
controle tratados neste trabalho sdo projetados exatamente para evitar este tipo de
intervencdo, deve-se considerar implicito o termo “automético” sempre que se falar em
controle. A figura 1 mostra um diagrama de blocos de um sistema de controle genérico
de uma planta quimica e como a informacdo, representada pelas linhas, flui neste
sistema.

Apesar da importancia do conceito de controle antecipatorio (feedforward), o
mecanismo fundamental pelo qual os sistemas de controle, ndo importando qual seja a
sua natureza, mantém o seu equilibrio é a realimentacdo, ou feedback, como € mais
usual na literatura de controle. O controle via realimentacdo pode ser definido como o
uso de sinais de diferenca, determinados pela comparagéo de valores atuais da saida do
sistema com os seus valores desejados, como um meio de ajustar algumas entradas do
sistema (LEWIS, 1992). Sistemas que operam em modo feedback sdao chamados de
sistemas de controle em malha fechada devido ao fato que existe uma malha fechada

entre as informac6es que circulam no sistema, ver figura 2.
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Figura 2 — Sistema de controle em malha fechada.

Na sequiéncia desta se¢do, € apresentada uma revisao em perspectiva historica da
teoria de controle comentando sempre que possivel o impacto dos desenvolvimentos no

controle de processos quimicos.

Periodo Pré-historico da Teoria de Controle.

Os primeiros dispositivos de controle de que se tem noticias datam de mais de
2000 anos atras entre os gregos e arabes. Em torno de 270 AC, o grego Ktesibios
inventou um regulador de nivel através de bdias para um relogio de agua. O regulador
de bdia em questdo desempenhava a mesma funcdo realizada hoje por algumas
descargas de banheiro e foi usado para diversos fins na antiguidade.

O primeiro sistema de controle significativo conhecido data do inicio da
revolucdo industrial e € historicamente atribuido a James Watt (OGATA, 1990). Trata-
se do famoso sistema de controle de velocidade de barcos a vapor inventado em 1769 e

aperfeicoado em 1788. Tao logo este sistema foi aperfeicoado de modo a melhorar seu



desempenho, foram encontrados alguns problemas que hoje denominamos como
instabilidade. Assim, ainda de forma incipiente, surgiram os dois problemas basicos da
teoria de controle: a analise do sistema de controle e o0 projeto do controlador para este

sistema.

O Nascimento da Teoria de Controle.

O projeto de sistemas de controle até meados do século XIX era realizado por
tentativa baseado na intuicdo do engenheiro, sendo mais uma arte que uma ciéncia. Em
torno de 1840, a matematica foi usada pela primeira vez para analisar a estabilidade de
sistemas de controle em malha fechada. Como a matematica é a linguagem formal da
teoria de controle, pode-se chamar o periodo que antecede a sua utilizacdo como a pré-
historia da teoria de controle.

O trabalho mais famoso deste periodo foi a analise da estabilidade do regulador
centrifugo de Watt (Watt’s flyball governor) realizado por J. C. Maxwell em 1868. Em
seu trabalho, Maxwell usou o ferramental da teoria do movimento de sistemas
dindmicos baseada em equacdes diferenciais desenvolvida por Lagrange (1736-1818) e
Hamilton (1805-1865). Seu método consistia em linearizar as equacdes diferenciais e
encontrar as raizes da equacdo caracteristica do sistema. Se todas as raizes tivessem
parte real negativa, o sistema seria estavel. Na década seguinte, em 1877, E. J. Routh
desenvolveu um método numeérico para determinar quando a equacdo caracteristica
tinha raizes estaveis. Outro método para este fim foi desenvolvido independentemente
por A. Hurwitz em 1895.

Um trabalho importantissimo desta época € a tese de doutorado do russo A. M.
LYAPUNOV (1892). Nesse trabalho, a estabilidade de sistemas descritos por equacoes
diferenciais ndo-lineares é analisada usando uma generalizacdo da nocdo de energia. No
entanto, este trabalho permaneceu praticamente desconhecido do ocidente até a década
de 1960. Mesmo no seu pais de origem, o trabalho de Lyapunov ficou hibernando por

aproximadamente 40 anos antes de ter sua utilidade reconhecida na teoria de controle.

Controle Classico - 1920 a 1950

A teoria de controle classico se consolidou como uma disciplina independente
nas primeiras décadas do século XX. Nesta época, os métodos de analise no dominio de
frequéncia, desenvolvidos no laboratorio da companhia de telefone Bell nos anos 30 por

H. W. Bode e H. Nyquist, e os métodos do lugar das raizes, desenvolvido por W. R.



Evans, e da carta de Nichols, desenvolvido por N. B. Nichols, ambos no Laboratorio de
radiacdo do M.L.T. nos anos 40, marcaram 0 que denomina-se atualmente como
Controle Cléssico.

As principais caracteristicas do controle classico sdo o uso de modelos muito
simplificados da realidade - modelos lineares SISO (Single Input - Single Output) - € 0
uso da transformada de Laplace como principal ferramenta de trabalho. As leis de
controle predominantes (como ainda sdo até hoje) eram as pertencentes a familia do
PID, introduzido originalmente por N. Minorsky em 1922 com o nome de controlador
de trés termos.

Os principais problemas da abordagem cléssica sdo a sua inadequacéo para lidar
com sistemas ndo-lineares e sistemas multivaridveis com interacdo entre as variaveis
(sistemas acoplados ou “multivariaveis reais”). Além disto, a dificuldade de alcancar
certos critérios de desempenho especificados em outros dominios (normalmente as
especificacfes do processo sdo feitas no dominio tempo) que ndo o de Laplace e de
frequéncia, restringem muito o uso das suas ferramentas de analise e projeto em varios
processos reais. Um ponto positivo da abordagem cléssica é que, devido a limitacdo dos
modelos lineares usados, a robustez frente as incertezas do modelo e 0 compromisso
entre robustez e desempenho tinham uma posicao central na teoria. Estas preocupacoes
eram refletidas, principalmente, através de conceitos como margem de ganho e margem
de fase.

Apesar do sucesso da teoria de controle classico em um grande numero de
sistemas, 0 projeto de sistemas de controle era feito somente de modo que o sistema em
malha fechada satisfizesse um conjunto de requisitos de desempenho mais ou menos
arbitrario. Os sistemas resultantes eram apenas aceitaveis mas ndo eram O0timos em
qualquer sentido. Este fato talvez tenha sido o incentivo para os desenvolvimentos em

controle 6timo nos anos 40 e 50.

O Controle Otimo dos Anos 50

Paralelamente ao desenvolvimento dos métodos de controle classico, ocorreram
alguns avancos na teoria de sistemas (Wierner, 1930-1950, Kolmogorov, 1940,
programacédo linear e ndo-linear, etc.) que levaram a um resultado puramente
matematico conhecido como o controle 6timo dos anos 50 e 60. Esta ramificacdo da
teoria de otimizacdo se baseava na colocacdo do problema de controle como um

problema de otimizacdo e havia 2 caminhos basicos para a sua solucéo, a abordagem de



programacédo dindmica de R. Bellman e a abordagem baseada no célculo de variagdes,
conhecida como Principio do Maximo (ou do Minimo) de Pontryagin, ambos
divulgados na segunda metade dos anos 50. Estes métodos possuiam solucdes
matematicamente trabalhosas, mas produziam uma resposta Otima para 0 modelo. O
principal fator limitante de sua aplicacdo experimental (principalmente em processos
quimicos) residia no fato que as incertezas ndo sdo consideradas na formulagdo do
problema, i.e., o controle 6timo era um procedimento que s6 poderia ser bem-sucedido
quando controlasse os proprios modelos da planta e ndo a planta propriamente dita. Seu
impacto no controle de plantas quimicas foi praticamente nulo e a sua principal
contribuicdo foi trazer de volta a andlise e o projeto de sistemas de controle para o
dominio tempo, o que permitiu usar tanto modelos lineares quanto ndo-lineares para
representar a planta. Nesta época iniciaram também as primeiras aplicacdes de controle
com computadores (ASTROM, WITTENMARK, 1984).

A Teoria de Controle Moderno - Anos 60 e 70

Desde 1960 aproximadamente, devido a possibilidade de usar computadores
digitais para analisar sistemas complexos no dominio tempo, a teoria de controle
moderno, baseada na analise e sintese no dominio tempo usando variaveis de estado
(estado é a menor gquantidade de varidveis que consegue descrever completamente um
sistema a partir de suas informacOes passadas), foi desenvolvida como alternativa a
abordagem cléssica que se mostrava ineficiente para lidar com sistemas multivariaveis e
ndo-lineares resultantes da crescente complexidade dos processos industriais.

A teoria de controle moderno possibilitava a abordagem dos problemas de
controle baseado numa descricdo no dominio tempo conhecida como Espago de Estados
(State Space, espaco euclidiano n-dimensional onde n é o numero de variaveis de estado
necessarias para descrever o sistema). A abordagem no espaco de estados permitia 0 uso
de modelos ndo-lineares para representar 0s processo, mas as principais técnicas foram
desenvolvidas para sistemas lineares. Nesta época, duas linhas de pesquisa se
destacaram para o projeto de controladores: a técnica de Colocacdo de Pdlos e o
Controle Otimo Quadratico, com uma ligeira vantagem para esta Ultima, por possibilitar
a obtencdo de uma solugéo Gtima.

Dentro deste quadro do controle moderno, e como uma extensdo da teoria de
controle 6timo, merece destaque o trabalho de R. Kalman e seus famosos controladores

0timos: 0 LQR (Linear Quadratic Regulator) € 0 LQG (Linear Quadratic Gaussian). O



primeiro foi desenvolvido para o caso de realimentacdo de estado (state feedback) e 0
segundo para o caso de realimentacdo da saida (output feedback). Nestes trabalhos sdo
obtidas solucdes fechadas elegantes para sistemas descritos por modelos lineares, onde
uma fungdo custo quadratica das variaveis de estado e das acbGes de controle €
minimizada. No caso do LQG, o G vem de Gaussian e é devido ao fato que os sinais
que entram no processo sdo considerados corrompidos com ruidos gaussianos
(totalmente descritos pela média e pela varianga) de média zero (é neste ponto que se
encontra a descricdo da incerteza do sistema como incerteza nos sinais de entrada).
Pode-se dizer que com estes controladores a teoria de controle moderno alcangava seu
apice.

Durante os anos 60 e 70, a teoria de controle moderno foi o paradigma vigente e
neste periodo a teoria de sistemas lineares foi completamente estabelecida atraves de
conceitos como controlabilidade, observabilidade, teoria da realizacdo, etc. Muitos
poderiam até imaginar que a teoria de controle classico tivesse chegado a seu fim. No
entanto, ndo foi isso que aconteceu.

Embora elegante e bem sucedida em algumas aplicacdes como a engenharia
aeroespacial nos Estados Unidos da América e na antiga Unido Soviética, a abordagem
de espaco de estados, quando transportada para o controle de processos quimicos, nao
foi bem sucedida, pois o tipo de descri¢do de incerteza como ruido gaussiano é incapaz
de representar as incertezas normais nos obscuros modelos de processos quimicos (tanto
para sinais de entrada quanto para incertezas do modelo). Assim, por considerar as
questdes ligadas a robustez de forma inadequada, o impacto do controle moderno na
industria quimica foi muito baixo. As técnicas de controle classico continuaram
predominantes.

Fora do escopo do controle moderno, mas ainda nos anos 60 e 70, surgiram
também alguns desenvolvimentos importantes ligados a andlise de estabilidade de
sistemas como a extensdo de alguns resultados de sistemas lineares para sistemas nao
lineares, principalmente na analise destes sistemas através da teoria de estabilidade de
Lyapunov, além de analises baseadas em argumentos de andlise funcional, como o
teorema do ganho pequeno (Small Gain Theorem) (ZAMES, 1966a, ZAMES, 1966b),
que posteriormente viria a se tornar o principal resultado da teoria de controle robusto,

sendo estendido para sistemas néo-lineares e variantes no tempo.



O Controle Adaptativo nos Anos 70

Extensdes ndo-lineares de resultados lineares também foram propostas nos anos
70. No entanto, como estas sdo de dificil implementacdo, este periodo também
presenciou o reaparecimento da teoria de controle adaptativo com os trabalho de Astrém
(ASTROM, 1973, ASTROM, WITTENMARK, 1989) e Clarke (CLARKE,
GAWTHROP, 1975, 1979, CLARKE et al., 1987), entre outros. Este tipo de trabalho
era na sua grande maioria baseado em modelos lineares e se dividia, basicamente, em
duas abordagens principais: 1) adaptar (ajustar) o modelo do processo a cada intervalo
de amostragem (abordagem auto-ajustavel) e 2) adaptar os parametros do controlador
quando um indicador de desempenho ndo fosse favoravel (abordagem por modelo de
referéncia).

A idéia central do controle adaptativo auto-ajustavel € que todo sistema néo-
linear suave aceita uma representacdo local linearizada. O trabalho, entdo, a ser
realizado era identificar a cada amostragem este modelo linearizado e reprojetar o
controlador de modo a assegurar 0 seu desempenho. Intuitivamente, o controle
adaptativo € uma maneira de lidar com as incertezas resultantes da aproximacéo através
de modelos lineares. Se realmente se conseguisse identificar esse modelo linearizado a
cada amostragem, seria possivel projetar um controlador bem menos conservativo que
um controlador robusto.

Pode-se imaginar que esta idéia ndo era nova e, de fato, ndo era, sua origem esta
na déecada de 1950. No entanto, devido aos desenvolvimentos da informéatica nos anos
70 e 80, houve um renovado interesse nestas técnicas nesse periodo. Esse interesse de
alguns pesquisadores era totalmente justificado pois, caso a adaptacdo fosse bem-
sucedida, seria possivel usar as técnicas de controle linear para projetar 0s
controladores.

No entanto, embora possuisse todos esses apelos de uso e, de fato, ser eficiente
em alguns casos simplificados, o controle adaptativo se mostra comprometedor quando
aplicado a processos multivariaveis e, como estes séo a realidade industrial, seu impacto
na industria quimica foi muito pequeno. Nao seria um exagero dizer que o controle

adaptativo funciona bem nas situacdes onde ele ndo é necessario.

O Paradigma MPC nos Anos 80



O panorama do controle de processos quimicos até o fim dos anos 70 nédo era
muito positivo. Apesar de todos os desenvolvimentos na teoria de controle, a indUstria
quimica continuava a usar as técnicas de controle classico devido a estas ndo serem tédo
dependentes da qualidade do modelo usado para projetar o controlador. Este panorama
S0 veio a dar mostras de melhora no fim dos anos 70 e comeco dos 80 com o
aparecimento de dois trabalhos de filosofia similar desenvolvidos independentemente: o
DMC (CUTLER, RAMAKER, 1979) e o IDCOM (RICHALET et al., 1978). Nestes
trabalhos, as acGes de controle eram calculadas através de um problema de otimizacéo
on-line da trajetdria de saida do processo em malha aberta ao longo de um horizonte de
predicdo futuro. A realimentacdo neste tipo de controle aparece na atualizacdo do
problema de otimizagdo, a cada intervalo de amostragem, usando novas medidas
disponiveis da planta.

Estes trabalhos foram desenvolvidos na industria usando modelos lineares
discretos no dominio tempo alguns anos antes de suas publicacdes e vieram a originar o
que se conhece hoje como MPC (Model Predictive Control) ou, simplesmente, controle
preditivo. Seu sucesso nas industrias quimicas foi muito grande e muitos trabalhos
foram desenvolvidos usando esta abordagem. MORARI (1996), na conferéncia de
Controle de Processos de 1996 - CPC V (Conference of Process Control), escreve em
seu artigo que a tecnologia MPC é o que mais se aproxima para a industria quimica de
um paradigma’ atual para os autores, do mesmo modo como foi o controle moderno nos
anos 60/70 para a teoria de controle.

Apareceram também muitos trabalhos que tentaram implementar as idéias do
MPC (principalmente baseadas em modelos lineares) em conjunto com esquemas
adaptativos para evitar os célculos pesados do MPC ndo-linear. No entanto, estas
abordagens também esbarram nos mesmos limites dos controladores adaptativos, i.e.,
ndo sdo confidveis para sistemas multivariaveis. Atualmente tem sido propostos alguns
esquemas adaptativos com algoritmos de identificagcdo baseados em redes neuronais que
tem obtido um desempenho melhor, inclusive para sistemas multivariaveis.

Apesar do grande sucesso do MPC e da sua crescente quantidade de aplicacdes
industriais, as principais questOes tedricas ligadas a esta classe de controladores
permanecem em aberto. Qualquer implementacdo usual que considere restricfes das

acOes de controle e um horizonte de predi¢do finito, mesmo que utilize um modelo

! Nestas notas o termo paradigma é usado no sentido proposto em (KUHN, 1966) como o conjunto de
métodos e teorias vigentes para uma area de conhecimento e nao simplesmente como um modelo.



linear para descrever o processo, ndo tem qualquer garantia de estabilidade e robustez.
No entanto, estas lacunas da teoria ndo tem impedido o sucesso cada vez maior do MPC
nas indudstrias quimicas. Atualmente, tem sido dada grande énfase ao desenvolvimento

de algoritmos MPC baseados em modelos ndo-lineares.

Controle Robusto Moderno - Anos 80 ¢ 90

Até os anos 80, com exce¢do do MPC, poder-se-ia classificar a maioria dos
métodos de projeto como pertencentes a teoria de controle classico ou a de controle
moderno. No entanto, baseado na inadequacao da teoria de controle moderno em lidar
com incertezas, alguns autores comecaram a tentar desenvolver métodos que tivessem
uma formulacdo matemaética tdo detalhada quanto a teoria de controle moderno e t&o
preocupada com a robustez como a teoria de controle classico. Assim, nos anos 70,
principalmente no Reino Unido, varios conceitos do controle classico no dominio da
freqliéncia comecaram a ser estendidos para englobar sistemas multivariaveis
(ROSEMBROCK, 1974). Em paralelo com estas extensdes, até o fim dos anos 80, a
relacdo destes resultados no dominio de freqiiéncia com o dominio tempo usado no
espaco de estados foi totalmente estabelecida.

Indo um pouco mais além no passado, pode-se atribuir o inicio do controle
robusto moderno aos trabalho de George Zames com o seu famoso teorema do ganho
pequeno nos anos 60 e posteriormente com seus trabalhos que marcam o inicio da teoria
de controle ‘4., (ZAMES, 1979, 1981). A consolidacdo deste tipo de abordagem ocorreu
no inicio de 1981 com a publicacdo de uma edicdo especial sobre controle multivariavel
linear na revista IEEE Transactions on Automatic Control. Muitos trabalhos deste
volume se tornaram referéncias nesta nova area, como os artigos de DOYLE e STEIN
(1981) e SAFONOV et al. (1981).

Algumas das principais caracteristicas deste tipo de abordagem sé&o: o uso dos
valores singulares como uma generalizacdo dos ganhos nos graficos de Bode para
sistemas MIMO (Multiple Input - Multiple Output) e a descoberta de que a
representacdo de incertezas através da norma infinita como a mais conveniente para o
tratamento do problema de analise. Alguns dos topicos correntes de pesquisa S0 0 USO
de incertezas estruturadas na formulacdo do problema e a sintese de controladores
6timos robustos com normas mistas. AplicagcBes dos métodos desenvolvidos nas duas
Gltimas décadas para o controle de processos quimicos multivariaveis podem ser
encontrados em SKOGESTAD E POSTLETHWAITE (1996).



Alguns autores consideram o apice do chamado “controle robusto moderno”
como sendo o estado da arte da teoria de controle ‘%, (ZHOU et al., 1996). De fato, os
desenvolvimentos das Ultimas décadas levaram a esta teoria. No entanto, se por um
lado, o controle 4., produz um controlador que é robusto em relagdo as perturbacdes

externas, a otimizacdo do seu desempenho pode levar a um controlador com uma
extrema falta de robustez em relacdo as incertezas paramétricas. Este problema foi
apontado pela primeira vez por KEEL e BHATTACHARYYA (1997) e a tendéncia dos
proximos anos é, apesar da resisténcia de muitos autores que trabalham na éarea, o
desenvolvimento de leis de controle /. confidveis, i.e., que sejam robustas em
situacOes reais de operagéo.

Um possivel caminho para este fim € através da teoria de controle robusto
paramétrico. Desde ha muito tempo a robustez em relagdo a variagdes nos parametros
do modelo é reconhecida como algo fundamental para a sintese de controladores
robustos. No entanto, foi somente a partir do resultado matematico de KHARITONOV
(1978) que foi disponibilizado na literatura um método pratico para a analise deste tipo
de situacdo. O amadurecimento desta abordagem, assim como uma revisdo historica
detalhada sobre o seu desenvolvimento, pode ser encontrada no livro de
BHATTACHARYYA et al. (1995).

Para fechar este assunto, a teoria de controle robusto moderno pode ser vista
como uma maneira de se introduzir robustez na teoria de controle moderno ou de
projetar mais formalmente os problemas do controle classico, i.e., de misturar 0s
métodos classicos e modernos para poder lidar com problemas MIMO, sendo uma area
ainda em desenvolvimento. Isto tudo, aliado ao fato que o assunto da presente tese se
encaixa nesta categoria, torna muito dificil a emissdo de uma opinido definitiva, ou até

mesmo imparcial sobre este tema.

Controle Nao-Linear: de 1989 até hoje

Os resultados do controle robusto moderno foram desenvolvidos usando
basicamente modelos lineares. No entanto, desde os anos 60, com a representacdo de
sistemas usando o espacgo de estados e o desenvolvimento de microprocessadores cada
vez mais rapidos nas décadas seguintes, o caminho natural da teoria de controle foi o

surgimento de uma teoria de controle ndo-linear a partir da década de 1980.
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Apesar de alguns resultados que datam dos anos 50 com o controle 6timo, a
teoria de controle ndo-linear tem como marco principal o langamento do livro Nonlinear
Control Systems em 1989 (ISIDORI, 1989) pois, a partir desta publicacéo, as
publicacBes sobre controle ndo-linear tem crescido continuamente. Antes desta data,
exceto pelo controle 6timo, os métodos de controle ndo-linear eram restritos a casos
muito particulares. Uma revisdo destas técnicas de controle tradicionais pode ser
encontrada em BEQUETTE (1998). Com excecdo destes métodos tradicionais de
controle ndo-linear, as principais abordagens de controle ndo-linear puro podem ser
divididos em 3 grupos: controle geométrico, controle 6timo ndo-linear e controle
preditivo ndo-linear.

Dentre estas, a abordagem mais bem sucedida do ponto de vista pratico é o
controle preditivo ndo-linear. Apesar de todas as implementacGes atuais ndo possuirem
nenhuma garantia teorica de estabilidade e robustez, as aplicacGes deste tipo de controle
tem crescido exponencialmente (BADGWELL, QIN, 1998). Muito deste sucesso pode
ser encarado simplesmente como uma extensdo do MPC original, baseado em modelos
lineares (CUTLER, RAMAKER, 1979).

Curiosamente, a abordagem do livro de Isidori, conhecida como controle
geométrico, devido ao seu forte embasamento nos conceitos de geometria diferencial,
talvez seja a abordagem ndo-linear que permaneca mais longe de uma aplicagéo a
sistemas reais devido a sua grande falta de robustez, entre outras razdes.

Da mesma forma que o controle geométrico, o controle 6timo néo-linear
apresenta problemas de falta de robustez. Outra limitagdo sua, que ocorre desde a
década de 1950, é a grande dificuldade em se resolver as equagdes de sintese do
controlador. Atualmente, uma nova ramificacdo do controle 6timo tem tentado
incorporar robustez na formulacdo do problema de controle. Um exemplo desta

tentativa baseado nas idéias do controle robusto moderno é a teoria de ¥, nédo-linear

(VAN DER SCHAFT, 1991, ISIDORI, 1994, ISIDORI, KANG, 1995). No entanto, se a
questdo da robustez pode ser amenizada com esta teoria, a inexisténcia de um método
pratico para computar a lei de controle tem limitado muito sua aplicagdo a sistemas
reais. Este problema é tdo antigo quanto o controle 6timo e atualmente foi classificado
(ATHANS et al., 1999) como um dos problemas mais importantes a serem atacados nos
préximos anos pela comunidade académica. Um dos objetivos da presente tese €

contribuir para esta solucao.
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Controle de Processos Quimicos — Principais Caracteristicas e Futuro

A principal diferenga entre o controle de processos quimicos e o controle de
processos de outra natureza € o tipo de sistema a se controlar. Como a maioria dos
resultados da teoria de controle € desenvolvido por engenheiros elétricos, é de se esperar
que estes sejam de utilidade relativa para a industria quimica devido as diferencas
6bvias entre os sistemas de engenharia elétrica e 0s de engenharia quimica.

Os processos quimicos tem carateristicas préprias que os diferem dos outros
processos abordados pela teoria de controle, a saber:

- S&o grande, lentos e a maioria estavel;

- Possuem tempo-morto;

- Alguns possuem fortes ndo-linearidades (do tipo exponencial, por exemplo);

- S&o multivariaveis, i.e., possuem interacdo entre as variaveis;

- S&o dificeis de modelar com preciséo e;

- Muitas vezes operam no limite das restri¢oes.

Assim, embora a grande maioria das malhas de plantas quimicas sejam
controladas satisfatoriamente através de controladores classicos tipo PID, existem
algumas situacdes onde sdo necessérias estratégias de controle mais sofisticadas, por
exemplo:

- Processos onde pequenas flutuacdes das condi¢cdes operacionais nominais

podem gerar produtos muito diferentes dos desejados;

- Processos muito susceptiveis a instabilidade, i.e., com grande risco de

instabilizar em resposta a pequenas perturbacgdes.

- Processos multivariaveis com forte interacdo entre as variaveis controladas.

Estas 3 caracteristicas listadas acima aparecem normalmente em sistemas
fortemente ndo-lineares e multivariaveis. Assim, devido ao exposto nesta secdo - e
aliado ao poder computacional atual - fica claro que os novos métodos de projeto devem
se basear em formulac6es MIMO robustas e ndo-lineares, pelo menos para o caso mais
geral.

Pode-se enunciar genericamente o problema a ser resolvido como: “Projetar
uma lei de controle baseada na melhor representagdo matemdtica do processo de modo
a obter o melhor desempenho possivel respeitando as restri¢oes impostas ao sistema.

Isto tudo sabendo que o modelo ndo representa fielmente a realidade.”
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Uma limitagé@o deste enunciado sdo as passagens referentes ao melhor modelo e
ao melhor desempenho. Isto mostra que, apesar de geral, até mesmo na otimalidade
existe um grande grau de subjetividade na definicdo do que seja o melhor modelo e o
melhor desempenho. De uma maneira geral, considera-se como melhor modelo aquele
que apresenta o melhor compromisso entre a menor diferenca para a realidade e a maior
simplicidade de representagdo. Quanto ao melhor desempenho, normalmente este é
julgado através de um critério matematico que deve refletir os beneficios que deseja-se
aumentar. No caso do controle 6timo, o melhor controlador é o que extremiza este
critério.

De todas as inovagdes atuais na teoria de controle, somente a tecnologia MPC
tem sido realmente utilizada nas inddstrias. Isto se deve muito ao fato do MPC poder
lidar com as restricBes nas variaveis e usar modelos tanto lineares quanto nédo-lineares
para calcular a sua solugdo. No entanto, questdes tedricas ligadas a estabilidade e
robustez ainda ndo foram tratadas adequadamente com esta abordagem, e por isso tem
sido uma linha de pesquisa de grande atividade atualmente.

Devido ao fato que a maioria dos desenvolvimentos tedricos importantes das
ultimas décadas néo tiveram qualquer sucesso na industria quimica, uma pergunta pode
vir a mente: o que faz uma abordagem ser bem sucedida para controle de processos? Ja
foi visto que a robustez do controlador e a existéncia de um método para computar a lei
de controle fazem parte da resposta. No entanto, uma resposta mais completa pode ser
achada no livro “Fundamental Process Control” (PRETT, GARCIA, 1988). Nesse
livro, os autores criticam o pensamento popularizado em controle de processos de que
“quanto mais simples melhor”. Segundo os autores, com o objetivo de conseguir
solucBes simples, o problema de controle tem sido alterado para torna-lo mais simples
de ser resolvido. Na maioria dos casos, esta simplificacdo tem deixado de lado aspectos
fundamentais do problema e € justamente por isso que as novas abordagens nao tém
sido bem sucedidas em aplica¢Bes industriais. Na figura 3 s&o mostrados todos os
aspectos que devem ser considerados na formulagdo do problema de controle. Prett e
Garcia chamaram este problema de “problema fundamental de controle”.

O fato do MPC ser a Unica técnica que se encaixa na formulacéo da figura 3 ateé
agora, ndo significa que seja a unica possibilidade. Muitos trabalhos de pesquisa tém
sido feitos em controle robusto e ndo-linear e é possivel que nos préximos anos outras

técnicas computacionalmente mais simples também venham a ser bem sucedidas. Ja em
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1994, SHINSKEY (1994) alertou que estavam ocorrendo muitos abusos no uso do MPC,
inclusive em situacdes onde outras leis de controle mais simples seriam mais indicadas.
Como perspectivas para a pesquisa em controle de processos nos proximos anos,
o0 controle robusto e ndo-linear parece ser a abordagem de maior potencial. No que diz
respeito ao MPC né&o-linear, do ponto de vista pratico, grande esfor¢o ainda deve ser
gasto no desenvolvimento de métodos numéricos que permitam uma solugdo rapida e
confiavel do problema de otimizagdo inerente ao MPC. Do ponto de vista teorico, o
maior desafio sera provar as propriedades de estabilidade e robustez observadas nas
implementacdes atuais, baseados em horizontes de predicdo finitos e sem restricoes
terminais. Fora do escopo do MPC, as técnicas ndo-lineares oriundas do controle 6timo
e do controle robusto modernos e que possuem garantias de robustez e estabilidade
devem ser reformuladas para se encaixar dentro da formulacdo realista da figura 3.
Somente desta forma, estas terdo chance de competir com o controle preditivo em

aplicagdes industriais.

Problema de controle

Critérios de

Objetivos F—

Restriges de

desigualdade

Restrigdes de
igualdade

Equagcées do Representacdo
modelo do processo

Descrigdo das
incertezas

Solucgdo

Figura 3 — O problema de controle fundamental.

Comentario Final
Para fechar esta secédo, deve ser dito que a revisdo aqui apresentada se restringiu

somente a leis de controle e apenas os desenvolvimentos mais populares foram
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comentados. O objetivo ao escrever esta revisdo € situar o assunto da tese, que sera
apresentado na préxima se¢do. Uma consideracdo implicita no texto € que a planta (ou
seja, 0 processo) esta construida e ndo pode ser modificada. No entanto, hoje é quase
um consenso que o controle comega na fase de projeto e que, consequentemente, este
deve levar em consideracdo todos 0s aspectos necessarios para garantir a sua boa
controlabilidade. Também néo foi discutido como obter os diferentes tipos de modelos

usados para o projeto do controlador.

1.2 OBJETIVOS DA TESE

De tudo que foi discutido na secdo 1.1, pode-se concluir que um dos maiores
conflitos da teoria de controle é entre robustez e desempenho. Sempre deseja-se 0
melhor desempenho e desde a década de 1950 o problema de controle vem sendo
tratado como um problema de otimizacdo (controle 6timo). Mais recentemente, a
questdo do desempenho vem sendo aperfeicoada através da consideracdo de modelos
matematicos mais realistas, i.e., ndo-lineares e multivariaveis. Apesar disso, a grande
maioria dos desenvolvimentos feitos fora do chamado controle cléssico ndo foi
absorvida pelas industrias quimicas. Os principais motivos desta ndo absor¢édo séo: (1) a
falta de robustez destas novas técnicas de controle e, (2) sua formulacdo muito
simplificada para o problema de controle, que despreza alguns de seus aspectos
fundamentais. O objetivo desta tese é contribuir para a obtencdo de um método de
projeto de controladores 6timos robustos baseados em formulagdes MIMO néo-lineares.

Considere o diagrama de blocos genérico da figura 4. De um modo geral, o
controlador deve ser projetado baseado num modelo matematico do processo e seu
objetivo € manter a variavel controlada dentro de certos limites especificados, mesmo
na presenca de :

1. PerturbacGes externas do tipo (ruidos, perturbacGes medidas e ndo-medidas e

mudancas de set-point);

2. Incertezas no modelo da planta e;

3. Restri¢des nas variaveis de controle (saturagdo do controlador e velocidade

do atuador).
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Dentro deste quadro geral, sabe-se que existe uma imensa quantidade de
métodos para se projetar o controlador baseado numa representacdo matematica da
planta, seja esta uma representacdo linear/linearizada (regras de ajuste PID empiricas,
controle LQG, /5, H., MPC, Sintese Direta, etc.) ou ndo-linear (Feedback Linearizing,
Controle adaptativo, Controle Deslizante, Controle /., ndo linear e MPC ndo-linear, por

exemplo).

Perturbagao
Hensores % midos
perturbagao
medida

an de

set-point = saida da
H controladores H FLANTA H Sersores
controle planta

?

Figura 4 - Diagrama de blocos de um sistema de controle genérico.

saida medida

Infelizmente, nenhuma destas técnicas consegue satisfazer formalmente os
objetivos de controle diante dos trés tipos de interferéncias citadas. A influéncia das
perturbacdes externas ndo chega a ser um problema para a maioria das técnicas.
Normalmente o fator limitante no projeto do controlador diz respeito as interferéncias 2
e 3, que normalmente s&o negligenciadas e/ou tratadas de forma ad hoc. De todas estas
técnicas, somente 0 MPC tem se mostrado viavel para uso em industrias quimicas. O
grande problema com o MPC é que as questbes tedricas ligadas a estabilidade e a
robustez ainda nédo estdo claras. No entanto, esta auséncia de garantias de robustez ndo
tem impedido um grande numero de aplicagdes bem-sucedidas pois, apesar de
desejavel, a prova matematica é fundamental somente para a teoria.

Assim, como uma alternativa ao MPC, e por ser a teoria de controle ‘#, nao-

linear a que melhor trata de algumas questdes ligadas a robustez e ao desempenho, nesta
tese, parte-se do seu estado atual de desenvolvimento e tenta-se identificar algumas
lacunas existentes que impedem sua aplicacdo a sistemas reais. Apos isto sdo feitas

algumas propostas para preenché-las.
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O principal motivo que impede a utilizacdo dos resultados da teoria de controle
H. nao-linear é a falta de um método ou algoritmo eficiente para encontrar uma
solucgéo positiva-definida que satisfaca a desigualdade de Hamilton-Jacobi-lIsaacs. Esta
ultima é uma desigualdade diferencial parcial ndo-linear de primeira ordem, que aparece
no problema de controle 4., ndo-linear da mesma forma que a equacdo de Riccati

aparece no problema de controle 6timo linear. Outro motivo que limita sua utilizagéo é
a falta de um método para determinar a regido de validade da lei de controle néo-linear.
Como um dos objetivos primordiais do controle ndo-linear € aumentar a regido de
validade do sistema em malha fechada, o conhecimento desta regido é de fundamental
importancia, tanto para determinar se a lei de controle obtida € pratica quanto para saber
qudo o controle ndo-linear ¢ melhor que o linear equivalente.

Neste trabalho, essas duas limitacbes de ordem préatica da teoria de controle
robusto ndo-linear s@o consideradas. Novos resultados sobre a positividade
(negatividade) de funcbes escalares multivariaveis sdo desenvolvidos e usados para

resolver o problema de controle “#., ndo-linear. Os resultados obtidos permitem obter,
ndo somente uma solucdo para o problema, mas também uma estimativa para a regido
de validade do controlador. Um procedimento sistematico para maximizar a regido de
validade do controlador também é apresentado e a solugdo do problema de otimizacao
associado é estudada. Os resultados comentados neste paragrafo formam a maior
contribuicdo da tese e por isso o seu titulo: “Solucdo do problema de controle /. néo-
linear”.

Outra limitacdo da teoria de controle “#., ndo-linear que merece ser citada é a

sua inabilidade, na sua formulacdo atual, para lidar com restri¢cdes nas a¢des de controle.
A questéo das restricoes é fundamental para qualquer aplicacdo de controle pois se uma
acdo de controle projetada ndo puder ser implementada, todo projeto fica
comprometido. No entanto, este assunto ndo € tratado nesta tese, pelo menos
diretamente.

Para ilustrar os resultados teoricos apresentados na tese, iniUmeros exemplos sao
apresentados ao longo do texto. Como 0 “mapa néo € o territério”, i.e., controlar um
modelo ndo € a mesma coisa que controlar o objeto modelado, uma aplicagéo
experimental da metodologia desenvolvida é aplicada a um sistema continuo de
neutralizacdo de pH. Sistemas de neutralizagcdo sdo altamente ndo-lineares e bastante

comuns na industria quimica, tendo se consagrado ao longo dos anos como um
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excelente teste padrdo para controladores né&o-lineares. Além disto, ndo é do
conhecimento do autor que exista outra aplicacdo experimental de controle “#, néo-

linear puro, ou seja, sem estar acoplada a algum esquema de linearizagdo, a algum
processo quimico.

Como comentario final sobre o objetivo da tese, deve-se ter em mente que a
principal motivacdo para o desenvolvimento deste trabalho ndo foi o alargamento da
teoria de controle robusto ndo-linear e sim possibilitar seu uso. Espera-se que 0S
resultados possam servir como ponto de partida para o desenvolvimento de novos
métodos de controle robusto e ndo-linear que sirvam de alternativa ao controle
preditivo, que tem dominado as aplica¢des industriais de controle nos ultimos anos. Esta
expectativa é totalmente justificada se for lembrado que o proprio controle multivariavel
e a consideracdo de restrices nas varidveis de controle, hoje bastante comuns na
industria quimica, também ndo eram usados até poucos anos atrds quando nao havia

ferramentas para este fim.

1.3 VISAO GERAL DA TESE

A seguir sdo apresentados 0s assuntos tratados nos demais capitulos desta tese.

Capitulo 2
Neste capitulo, a teoria de controle /., ndo-linear é explicada e seus principais

resultados teodricos revisados. As principais limitacfes da teoria sdo discutidas e o que
existe na literatura é revisado. Uma revisdo dos principais métodos de cémputo destas
leis de controle disponiveis na literatura é apresentada em detalhe. As caracteristicas e
principais limitagdes destes métodos sdo analisadas. No fim desta secéo, a abordagem a

ser seguida para a solucdo do problema na presente tese é explicada.

Capitulo 3
Os resultados matematicos mais importantes, incluindo os trés teoremas

matematicos que formam o coracdo da tese sdo apresentados e discutidos, a saber:
Teorema 3.2: Critério para determinagdo do sinal global de fungdes escalares

multivariaveis.
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Teorema 3.3: Critério para determinacdo do sinal local de funcGes escalares
multivariaveis.
Teorema 3.4: Critério para determinacdo do sinal local de fungdes escalares

multivariaveis com estimativa da regido de sinal definido.

Capitulo 4
Neste capitulo, as condicGes para a obtencdo de um controlador com regido de

validade conhecida sdo especificadas. A seguir, usando os resultados apresentados no
capitulo 3, um procedimento sistematico bastante genérico é desenvolvido de modo a

maximizar a regido de validade do controlador /., ndo-linear quando de sua sintese.

Para este fim, o grau de atenuacdo das perturbacdes é relaxado, de modo que o
problema perde sua otimalidade original. No entanto, o resultado obtido é muito mais

pratico. Alguns exemplos numeéricos ilustrativos sdo apresentados.

Capitulo 5
Uma aplicacdo experimental a um sistema de neutralizacdo de pH é apresentada.

Primeiramente, o processo é descrito e 0 seu modelo desenvolvido. As principais
caracteristicas do processo e sua relevancia para o teste de controladores ndo-lineares
sdo discutidas. Os resultados do modelo sdo comparados com os dados experimentais.
Posteriormente, a lei de controle é sintetizada, de acordo com a metodologia
apresentada no capitulo 4. A lei de controle é testada atraves de simulacGes. Finalmente,

o controlador é implementado na planta e os resultados apresentados.

Capitulo 6
A aplicacdo dos resultados do capitulo 3 a teoria da estabilidade de Lyapunov é

apresentada neste capitulo. Apesar de ndo fazer parte do objetivo da tese, os resultados
obtidos para este assunto, de certa forma relacionado com o assunto da tese, sdo inéditos
na literatura. Os principais resultados obtidos sdo: (a) um critério para a escolha de
funcbes de Lyapunov que maximizam a estimativa da regido de estabilidade do sistema
e, (b) uma extensdo do método de Zubov que permite incorporar estimativas da regido
de atracdo ao teorema original, restrito somente a regido de atracdo completa e, por esse

mesmo motivo, de muito dificil utilizacéo.
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Capitulo 7
Neste capitulo sdo apresentadas as conclusdes do trabalho de tese. Uma listagem

das principais contribuicbes também é apresentada, juntamente com perspectivas de

trabalhos futuros que podem complementar os resultados obtidos na tese.
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Capitulo 2

Computo de Leis de Controle %/, Nao-Lineares

Resumo

Neste capitulo € apresentada a teoria de controle /., ndo-linear. Apos a discussdo de
seus principais resultados e limitagdes de ordem pratica, é realizada, na se¢do 2.2, uma
revisdo dos principais métodos disponiveis na literatura usados para computar sua lei
de controle associada. Finalmente, na secdo 2.3, a abordagem a ser seguida é explicada.

2.1 FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTROLE ‘#,, NAO LINEAR

A teoria de controle /., é fruto do esforco da comunidade de controle nas duas
ultimas décadas no desenvolvimento de técnicas de controle robustas e multivariaveis
(ZHOU, DOYLE, 1998). Para obedecer uma seqiiéncia ldgica, nesta secdo, o
significado da norma “#. e a origem da teoria de controle %, ndo-linear sdo explicados.
A sequir, os principais resultados tedricos da teoria sdo apresentados. Posteriormente
suas principais limitagdes sdo discutidas, de modo a introduzir a proxima se¢do deste

capitulo.

Interpretacio da norma

“H € um termo matematico que denota um espaco normado completo (espaco

de Banach). Este espaco, conhecido como “Espago de Hardy ‘A" (Hardy Space “H..),
consiste de todas as funcdes analiticas de uma variavel complexa limitadas na metade
direita do plano aberto (open RHP?). Deixando a interpretacio mateméatica em segundo
plano, uma interpretacdo do ponto de vista de controle da norma /., sera apresentada.
Considere o sistema linear da figura 5. No caso de um sistema SISO, a norma infinita do
sistema G é equivalente ao maior ganho do sistema sobre todas as freqiiéncias (pico do
grafico de magnitude de Bode ou o ponto mais afastado da origem no grafico de

Nyquist). Para sistemas multivariaveis, a interpretacdo da norma ‘4., é semelhante

2 Metade aberta a direita do plano complexo, i.e, com parte real > 0.
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desde que se considere o maior valor singular da matriz de transferéncia como a
generalizacdo do ganho de Bode para estes sistemas. Em ambos 0s casos, a horma A

pode ser interpretada como o maior fator de amplificacdo do sistema (maior ganho de

estado estacionario) em resposta a uma excitacdo senoidal.

> G N

Figura 5 - Sistema linear descrito pela matriz de transferéncia G.

Para deixar mais claro este assunto, pode-se recordar um pouco dos conceitos de
resposta em frequéncia para sistemas multivariaveis e de norma induzida.

Considere novamente o sistema linear multivariavel da figura 5. Sabe-se da
teoria de sistemas lineares que estes sistemas quando perturbados com um sinal senoidal
persistente de freqliéncia w apresentam, apds um certo periodo de tempo (transiente),
uma resposta senoidal de mesma freqiiéncia mas de amplitude diferente e com um
atraso de fase.

Sabe-se tambeém que as razGes entre as amplitudes e as diferencas entre as fases
podem ser obtidas diretamente da funcdo de transferéncia do sistema. Assim, cada
elemento da matriz de transferéncia G(jw), representado por gj(jw), contem todas as
informacdes necessarias para saber a razdo de amplitude e o atraso de fase da saida do
canal i para a entrada do canal j.

Considere uma entrada escalar senoidal no canal j dada por:

Uj(t) = ujo.sen(w.t+(pj) (2.1)

A resposta de estado estacionario, se esta entrada é persistente e o sistema €

estavel, € também senoidal. No caso do canal de saida i, esta pode ser escrita como:

yi(t) = yjo-sen(w.t +6;) (2.2)

Neste exemplo, a amplificacdo e o atraso de fase podem ser obtidos diretamente

do nimero complexo g;;(jw), da seguinte maneira:
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10 = g jw))
Ujo (2.3
0 — @ =Dg;j(jw)

A resposta global a sinais de entrada simultaneos e de mesma frequiiéncia em
diversos canais pode ser calculada, através do principio da superposicdo, como o

somatorio das respostas individuais:

yi(iw) = gjj(jw).uj(jw) (2.4)
]

ou, na forma matricial:
y(jw) = G(jw).u(jw) (2.5)

onde os vetores das entradas e saidas senoidais sdo dados, no dominio de freqiiéncia,

por:
Elljl(jW) S é};’l(JW)E
. 2wy 2(iw)
u(jw) = e w) = 2.6
(jw) 0 0 y(jw) 00 (2.6)
NN [
R (W) Fi(iw)
No dominio tempo os sinais de entrada e saida podem ser escritos como:
[Ugo-sen(w.t+ @) O [V10-sen(w.t +61)0
u(t) =B : E,, para as entradas e, y(t) :S : S para as
Flimo-sen(w.t + ¢m ) B B10-sen(w.t +6) H

saidas (apos o transiente).

Para sistemas SISO, por razfes 6bvias, 0 ganho de G(jw) depende somente da
frequéncia w e é igual a razdo entre a norma-2 do sinal de saida dividida pela norma-2
do sinal de entrada. Para sistemas MIMO, onde os sinais de entrada e saida sdo vetores,
para saber o ganho da matriz de transferéncia deve-se somar, de alguma maneira, as
magnitudes dos elementos do vetor através do uso de alguma norma. Normalmente, €

selecionada a norma vetorial euclidiana (norma-2) que é a nogdo usual de distancia no

23



mundo real. Entdo, numa dada freqiiéncia w, as magnitudes dos vetores de entrada e

saida sdo dadas, respectivamente, por:

JuCwl, = |5 Juj(w)]” =+ ugo? + upe? + - @)
]

y(w)l, = \/ S iGiw)? = Y10 +ya0? + - (2.8)

E, o ganho do sistema G(s) para uma entrada em particular u(jw) é dada pela

razao:

Iyl _ [GGw)-uGw)l, _ yse? +yao? +--
juGwl, — uGwll fugg? + upg? + -

(2.9)

Como no caso SISO, o ganho depende da freqliéncia w e é independente da

magnitude da entrada [u(jw)],. No entanto, para um sistema multivariavel, o ganho,

diferentemente do caso SISO, depende da direcdo da entrada u (por exemplo, duas
entradas de mesma norma-2 podem ter ganhos diferentes). Assim, numa dada
freqliéncia, w, pode-se ter inimeros ganhos, dependendo da direcdo do vetor de
entradas.

Apesar desta indefinicdo do ganho, € possivel definir dois ganhos para o sistema
numa dada freqiiéncia: 0 maior e 0 menor.

O maximo valor do ganho na equacao 2.9, quando a direcdo da entrada varia, € o

méaximo valor singular de G:

o(G) = max Icul, _ ax |Gu| (2.10)
) .
uz0 [ul,  Julp=2

Enquanto que o ganho minimo é o menor valor singular de G:
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Gul, _
= min |Gu (2.11)
20 ul, [ul,=1 jIedl;

o(G) m|n
E a maior amplificacdo, dada pelo maior valor singular sobre todas as

frequiéncias, € a norma /. do sistema G:

1G], = up () 2.12)
W

Outra interpretacdo da norma “#, de um sistema pode ser obtida através do
conceito de norma induzida. Esta € um tipo especial de norma, aplicavel a operadores,
inclusive matriciais. Usando a notacdo da figura 5, a norma-p induzida de uma sistema

matricial g(t), no dominio tempo, é dada por:

v, |gu
loli,, = —r 2.13)
jl 20]ul, ~July 20 [ul,
No caso particular da norma-2 induzida, tem-se:
ol = max 2 - 210
Ju H2¢0 Jul, Hz

E um fato conhecido que a norma-2 induzida é uma generalizagdo do ganho
(ganho méximo) para sistemas multivariaveis®. Esta norma matricial pode ser
interpretada como o maior valor possivel para a amplificacdo do sinal de saida sobre o
de entrada quando esta entrada € limitada em energia (norma-2 do sinal de entrada).
Esta interpretacdo é muito importante pois permite a generalizagdo dos resultados para
sistemas néo-lineares ou variantes no tempo.

A conexdo da norma-2 induzida com a norma ‘4. para sistemas lineares pode

ser provada através de alguns resultados matematicos (ZHOU et al., 1996). Deste modo,

pode-se concluir que se o sistema g(t) for linear e limitado e, além disso, possui uma

% Note que para achar o ganho maximo ndo é preciso citar “sobre todas as freqiiéncias” pois isto ja esta
incorporado na equacgdo 2.14 que engloba todas as entradas possiveis limitadas em energia.
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transformada de Laplace G(s) que pertence a A, i.e., que seja uma matriz de
transferéncia estavel, entdo a norma 4., € equivalente a norma-2 induzida. Além disso,
pode ser mostrado que, para sistemas lineares, a norma-2 induzida do sistema, tanto no
dominio tempo como no de freqliéncia, é igual ao maximo valor singular do operador
G(s), que €é a propria definicdo da norma /., deste sistema.

Dadas estas explicacdes, pode-se agora escrever a norma “#., do sistema G da

figura 5 em funcéo dos sinais de entrada e saida no dominio tempo:

ol = sup Dl2 215
tpi,w,li”U”z
(U1 O Y100
onde G:E' Ee §/=ES E
BmoH  BioB

Note que, para 0 caso de sistemas ndo-lineares, a norma-2 induzida existe mas
ndo é igual a norma ‘4, - simplesmente porque nao existe norma “#,, para operadores
nédo-lineares. Mas, mesmo assim, talvez pelo fato da interpretacdo no dominio tempo ser
a mesma para sistemas lineares, a extensdo nao-linear do problema de controle “#,, ou
seja, o problema de minimizacdo do ganho .2.-induzido, costuma ser referido na
literatura como controle “#., ndo-linear. Na realidade, nestes casos, 0 mais correto seria
escrever controle 2,-induzido (ou de ganho ./2.-induzido). No entanto, para manter a

padronizagdo da literatura, a nomenclatura “ /., ndo-linear” foi mantida nesta tese.

Origens da teoria de controle /., nao-linear

O inicio da teoria de controle /. (linear) pode ser atribuida a G. Zames no fim
dos anos 70 e inicio dos 80 (ZAMES,1979, 1981). Suas idéias se baseavam em duas
constatacOes importantes (WILLENS, 1998):

1) O principal objetivo de controle é lidar com as incertezas e,

2) Os modelos deveriam expressar esta incerteza mas, um modelo muito

preciso da incerteza é um oximoro (i.e., um paradoxismo).
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George Zames suspeitava dos métodos do controle moderno por acha-los muito
sensiveis ao modelo. Ele era também contrario ao snobismo matematico vigente nos
anos 60 e 70 e via a robustez e a estabilidade como objetivos muito mais importantes
que desempenhos 6timos baseados em modelos matematicos precisos. Com o tempo,
estes conceitos vieram se tornar o ponto central da teoria de controle atual e hoje s&o
plenamente aceitos mas foram muito originais na época.

Inicialmente, o problema de controle /., foi tratado através de modelos lineares
SISO no dominio de frequiéncia. Esta formulagcéo se encontra em alguns livros de teoria
de controle como “A course in H., control theory” (FRANCIS, 1987), de Bruce Francis
e no artigo tutorial de KWAKERNAAK (1993).

A formulacdo no dominio de freqliéncia foi usada para resolver o problema

até o fim dos anos 80 quando, com os trabalhos de GLOVER e DOYLE (1988) e
DOYLE et al. (1989), foi possivel encontrar solu¢cbes no dominio tempo para o
problema através de descri¢cBes no espaco de estados. Esta solugdo no dominio tempo,
aléem de popularizar este tipo de controle, possibilitou estender a formulagdo do

problema ‘4., para modelos ndo-lineares e variantes no tempo, marcando o inicio de

uma série de trabalhos que até hoje procuram generalizar os resultados obtidos na
formulacéo linear para o caso néo-linear.

Segundo alguns pesquisadores, o problema linear esta praticamente resolvido e é
bem entendido. Assim, com o0 objetivo de obter controladores com melhor desempenho
e regido de validade maiores, as pesquisas da Ultima década se voltaram para a extensdo
dos resultados lineares a sistemas ndo-lineares. Ao contrario do caso linear, o problema

de controle “#, ndo-linear ainda esta na sua infancia. Os primeiros trabalhos nesta area

recém completaram 10 anos (BALL, HELTON, 1988, 1989, VAN DER SCHAFT,
1991). Existem varias abordagens, como teoria de jogos diferenciais e teoria de sistemas
dissipativos, que se complementam, e que tem sido utilizadas com sucesso para realizar
esta extensdo. Em vérios casos tém sido encontradas relagcdes interessantes entre 0s
problemas linear e ndo-linear. Uma caracterizacdo completa do problema de controle

“H. ndo-linear esta disponivel e, de uma maneira geral, um problema com realimentagdo

de estados pode ser resolvido desde que uma certa desigualdade diferencial parcial,
conhecida como desigualdade de Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI) - a versdo néo-linear da
equacéo de Riccati do problema linear - admita uma solucéo positiva definida. O nome

HJI vem do fato que a desigualdade a ser resolvida é uma equagdo do tipo Hamilton-
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Jacobi que aparece na solucdo de um jogo diferencial associado ao problema de controle
“H., ndo-linear. Esta equacdo foi desenvolvida por Rufus Isaacs em meados dos anos 50
e publicada no livro Differential Games (ISAACS, 1965), 10 anos apos.

Como ndo é de interesse na presente tese, e por ser um caso particular dos
resultados da formulacdo ndo-linear, a teoria de controle ‘%, linear ndo sera discutida

daqui por diante. Existem diversos livros textos dedicados ao assunto, por exemplo
(ZHOU et al., 1996, ZHOU, DOYLE, 1998). A seguir, sdo apresentados 0s principais

resultados tedricos da teoria de controle /., ndo-linear.

Formulac¢io do problema de controle /., ndo-linear
Considere inicialmente o sistema n&o-linear descrito pelo sistema de equacdes

2.16.

f(x,x,w,u,t)=0
a(z,x,w,u,t) =0 (2.16)
h(y,x,w,u,t) =0

Neste sistema, x M (M O O"™) é o vetor de estado do sistema, definido numa

vizinhanga da origem, w09 é o vetor de entradas exdgenas, uJ O™ é o vetor das
acBes de controle, zO0O® é o vetor de saidas exdgenas que caracterizam o objetivo de

controle, yO0OP é o vetor de informacdes que alimentam o controlador e t é o tempo.

Esta descri¢do, talvez a mais genérica possivel usando a abordagem de espaco de

estados estendido, pode se encaixar na configuragé@o geral de controle da figura 6.

W > 2 3
3 G

K <&—

Figura 6 — Configurac&o geral para sintese de controladores
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Como ndo existe uma solucdo na literatura para sistemas descritos por 2.16,
nesta tese, partir-se-4 da descricdo mais genérica para a qual existem solugdes
disponiveis na literatura. Esta € dada pelo sistema de equagdes 2.17, onde as variaveis

tem 0 mesmo significado que em 2.16.

X = F(x,w,u)
zZ=27Z(X,w,u) (2.17)
y =Y (X,w,u)

Por simplicidade, € comum considerar que a origem do espaco de estados é a
solucdo de interesse para o sistema, isto é F(0,0,0) =2Z(0,0,0) =Y (0,0,0)=0. Esta
simplificacdo serd adotada daqui por diante.

Dada uma descricdo ndo-linear como o do sistema de equagbes 2.17, por
exemplo, os objetivos do controle /., ndo-linear s&o dois:

1) Estabilizar assintoticamente a planta em malha fechada.

2) Atenuar a influéncia das entradas externas w na variavel controlada z.

A atenuacdo no objetivo 2 é definida em termos da razdo entre as normas /2, de
w para z, o0 chamado ganho ./2,-induzido ou simplesmente ganho .2, (que tem a mesma

interpretacdo da norma /., para sistemas lineares). A seguir, este ganho é definido, de

acordo com (VAN DER SCHAFT, 1992).

DEFINICAO 2.1 - Ganho (2, finito. Dado qualquer y > 0, o0 mapeamento de w(t) para

z(t) é dito ter ganho .2, finito menor ou igual a y se, sob condicéo inicial nula, x(0) =0,

lz0fPet < v fweo) et 2.18)
0 0

paratodo T =0 e todo w(.) J.£22(0,T), onde || - || denota a norma-2 euclidiana.
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No entanto, a minimizacdo do ganho /2, tem dois sérios problemas:

1. E muito dificil de realizar na pratica (mesmo para o caso linear).

2. Pode resultar num controlador com uma regido de validade muito pequena
(YAZDANPANAH et al.,, 1999) ou muito préximo da fronteira de
estabilidade (KEEL, BHATTACHARYYA, 1997).

Devido a estas duas razdes, é usual na literatura de controle considerar somente
solugdes sub-Otimas para o problema. Neste caso, 0 minimo de y é trocado pela
atenuacgédo do ganho a algum nivel aceitavel.

A solucédo sub-6tima do problema de controle /., ndo-linear via realimentacdo
de estado (y =x), para um sistema descrito pelo sistema de equacdes 2.17, pode ser

dada pelo teorema 2.1 (YUNG et al.,, 1998). Antes de enunciar este resultado, €
necessario apresentar duas consideracfes que sdo assumidas como verdadeiras no

referido teorema.

CONSIDERACAO 2.1. A matriz D1, possui posto (rank) m e a matriz D11' D11 — V2 | é

negativa definida, onde y é um nUmero positivo, DlzzEgH e

[ou Qx,w,u)=(0,0,0)
D11 = B(LZH :
[ow Qx,w,u)=(0,0,0)

CONSIDERACAO 2.2. Qualquer trajetoria limitada, x(t), do sistema x(t) = F(x(t),0,u(t))

que satisfaga Z(x,0,u) =0 paratodo t=0, é tal que lim x(t) =0.

t> o

TEOREMA 2.1 - Solucdo sub-6tima do problema de controle /., nio-linear via
realimentacao de estados.

“Considere o sistema ndo-linear 2.17 e um parametro real, y > 0. Suponha que as
consideracOes 2.1 e 2.2 sdo validas. Suponha que as seguintes hipdteses também sejam
verdadeiras: Existe uma funcédo suave positiva definida, V(x), localmente definida numa

vizinhanca da origem em 0", tal que a fungdo

He (X) = H(X, Vy T (X),01(X), 012(X))
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seja negativa semidefinida na vizinhanca de x = 0 (a desigualdade H«(x) <0 é chamada

de desigualdade HJI), onde V(x) denota o vetor linha

OV /0x) =[@V 1axq) -+ (BV I1dxy)]

eafuncdo H: 0" x 0" x O0%x O™ _ O é o pré-Hamiltoniano do sistema®, definido

numa vizinhanga de (x,p,w,u) = (0,0,0,0) como
HOGpw, u) = pT RO W, ) + 206w, u) = y2

onde p O O" é o vetor de multiplicadores de Lagrange, 0(1(x)=w*(x,VXT(x)),

0o (X) = ux (x,VXT(X)), wx(X,p) e u«(x,p) sdo definidos numa vizinhanca de (x,p) =

(0,0), que satisfaca

Z—H(x,p,W* (X, P),Us (X, p)) =0
W

Z—H(x,p,W*(x,p),u*(x,p» =0
u

com wx(0,0) =0 e u«(0,0) = 0.

Entdo, a lei de controle feedback u = ay(x) resolve localmente o problema de controle
4. ndo-linear sub-6timo via realimentacdo de estados para um nivel de atenuacéo de

perturbacdes igual ou menor que y.”

A respeito do resultado do teorema 2.1, pode ser mostrado que 0 requerimento
de estabilidade assintética do controlador é satisfeito porque V(x) é uma funcéo de

Lyapunov (para maiores informacfes sobre a teoria de estabilidade de Lyapunov,

4 Nomenclatura advinda da teoria de jogos diferenciais (VAN DER SCHAFT, 1999, ISAACS, 1965). Ao
se substituir os valores 6timos de u(t) e w(t) neste pré-hamiltoniano, chega-se ao Hamiltoniano (6timo)
que define a desigualdade HJI.
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recomenda-se ler o capitulo 6 desta tese) para o sistema n&o perturbado® (ISIDORI,
KANG, 1995). Assim, como uma conseqiiéncia da teoria de Lyapunov, a consideragdo
2.2 pode ser eliminada do teorema 2.1 se a desigualdade HJI for trocada pela sua versédo
estrita (H+(x) < 0) no mesmo teorema.

Uma descricdo bastante popular na teoria de controle /. ndo-linear, e que

aparece nos primeiros trabalhos sobre o assunto (VAN DER SCHAFT, 1991), € a
descricdo afim nas entrada, ou 1A (do inglés, Input Affine). Um sistema é dito IA se, por

exemplo, pode ser descrito pelas equagdes 2.19.

x =f(x) +g(x).u+k(x).w
(2.19)
[yo_ on(x)O

“THHHu A

onde f(x), g(x), k(x) e h(x) sdo fungdes ndo-lineares suaves e, de novo, por
simplicidade, f(0) = h(0) = 0.

Uma propriedade muito util das descricdes IA é que elas permitem o
conhecimento do formato das solugdes obtidas para o controle 6timo e para a pior
perturbacdo possivel. O teorema 2.2, a seguir, fornece a solucdo para o problema de
controle “#, ndo-linear, para sistemas IA descritos pelas equagbes 2.19, via
realimentacdo de estados (VAN DER SCHAFT, 1992). Porém agora, diferente do
teorema 2.1, é explorada a abordagem da desigualdade HJI estrita, ao inves de assumir

uma consideracdo de detectabilidade similar & consideragéo 2.2.

TEOREMA 2.2 - Soluc¢io local sub-6tima para o problema de controle %, nio-linear
via realimentacio de estados para sistemas IA.

“Considere o sistema ndo-linear 2.19 e um parametro real y > 0. Suponha que existe
uma solugdo suave positiva definida, V(x) > 0, para a desigualdade HJI dada pela

equacéo a seguir,

Y, 1 10V 1 Tv
Hx(X) = &(x).f (x) +§.hT (x).h(x) E&(X)'%(X)'QT (x) —y—z.k(x).kT (x) EPa_x(X) <0

i

® Por sistema ndo perturbado, entende-se que w(t) = 0 na equacéo 2.17.
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entéo, o sistema em malha fechada com a realimentacéo da equagéo 2.20,

)
e (x) = —g" (x)."a—x\’(x) (2.20)

é assintoticamente estavel na origem e tem um ganho /2, local (de w para z = %ﬁ

menor ou igual a y. Além disso, a pior perturbacdo que o sistema pode sofrer de modo a

. 1 7 TV y
manter esta atenuacgéo é dada por wx(x) = — k (x).a—(x) .
Y X

Note que para o resultado do teorema 2.2 ser coerente com o teorema 2.1, é
necessario que a solugdo da desigualdade HJI do teorema 2.1 seja dividida por 2.

Como o objetivo da tese € obter solugdes para o problema de controle, o caso de
realimentacdo de saidas (output feedback) ndo serd aqui discutido. Para os interessados,
o0 desenvolvimento de controladores via realimentacdo de saidas, assim como as provas
dos teoremas 2.1 e 2.2, podem ser encontradas em (YUNG et al., 1998, ISIDORI,
KANG, 1995, VAN DER SCHAFT, 1999). Da mesma forma, as relagcdes entre o0s

resultados da teoria de controle 4., ndo-linear e outras matérias de matematica aplicada

— como a teoria de sistemas dissipativos (WILLEMS, 1972, HILL, MOYLAN, 1976,
1980), a teoria de jogos diferenciais (ISAACS, 1965) e a teoria da estabilidade de
Lyapunov (LYAPUNOV, 1892, CHETAYEYV, 1955, LASALLE, LEFSCHETZ, 1961,
HAHN, 1967) - ndo serdo apresentadas. Estes temas estdo disponiveis na literatura e
tomariam um espago extremamente grande da tese. Um texto que explica estas relagdes
de modo bastante didatico esta disponivel em ISIDORI (1994).

Limita¢io fundamental da teoria de controle /., nido-linear
E interessante notar que os teoremas 2.1 e 2.2, assim como outros resultados

similares da literatura, ndo fornecem qualquer informacdo sobre como calcular a
solugéo da equacdo HJI, V(x), nem falam algo sobre o tamanho da regido local onde a
lei de controle é valida. De fato, somente condi¢cdes para a existéncia da solugdo sao

enunciadas. Nenhum resultado quantitativo € apresentado.
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Reconhecidamente, a principal limitacdo da teoria de controle “#,, ndo-linear € a

inexisténcia de métodos para resolver a desigualdade HJI (VAN DER SCHAFT, 1999),
tanto global quanto localmente. N&o é por acaso que s&o raros os relatos de aplicacfes
da teoria a sistemas reais. Recentemente, tém aparecido na literatura alguns trabalhos
sobre o computo destas leis de controle (YANG et al., 1998, TSIOTRAS et al., 1998,
HARDT et al., 2000). No entanto, com excecdo do trabalho de BEARD et al. (1998),
que sera discutido na préxima secdo, os trabalhos ndo se preocupam em fornecer
informacdes quantitativas sobre o controlador obtido, mais especificamente, sobre a
regido de validade da aproximacao local obtida com seus métodos.

Como a obtenc¢édo de uma solucgéo global para a desigualdade HJI é muito dificil,
a determinacdo da regido de validade local do controlador é de grande importancia pois,
muitas vezes, quando se aproxima da solugdo 6tima - i.e., do menor valor de yque
satisfaz os teoremas associados a solucdo do problema - a regido de atracdo em malha
fechada do sistema se reduz a uma vizinhanga cada vez menor em torno do ponto
estacionario de interesse. No pior dos casos, a solucdo converge para este ponto. Assim,
se pelo menos uma estimativa da regido de estabilidade para cada valor de y estivesse
disponivel, poder-se-ia julgar a real utilidade da solucdo obtida. Outra razdo para o
conhecimento da regido de validade é permitir comparacdes entre os desempenhos de
controladores lineares e ndo-lineares com o mesmo nivel de atenuacéo e/ou obtidos com
outros metodos.

Para trabalhar com resultados quantitativos, antes de mais nada, é necessario

definir a regido de validade do controlador /., ndo-linear e sua estimativa. A definicéo

usada neste trabalho foi extraida de (YAZDANPANAH et al., 1999) e ¢ apresentada na
definicdo 2.2. Como a descricdo 1A das equacdes 2.19 é um caso particular da descri¢édo

das equacdes 2.17, somente esta Ultima serd mencionada na defini¢éo a seguir.

DEFINICAO 2.2 — Regido de validade do controlador /., niao-linear. A regido do
espaco de estados do sistema de equagdes 2.17 que, sujeito a lei de controle feedback do
teorema 2.1, simultaneamente satisfaz a desigualdade HJI e garante a estabilidade do
sistema em malha fechada para a pior perturbagdo possivel (w=(x,p) do teorema 2.2), é
referida como a regido de validade correspondente ao controlador u(t) =a(x).
Qualquer regido do espaco de estados que seja um subconjunto desta regido € chamada

de uma estimativa da regido de validade do controlador.
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Deve ser observado que a definigdo 2.2 ndo € tdo natural quanto pode parecer a
primeira vista. Na formulacdo do problema original (VAN DER SCHAFT, 1991), um
dos objetivo € estabilizar o sistema ndo perturbado. No entanto, por parecer de maior
importancia considerar a pior perturbacdo na definicdo da regido de validade, optou-se
pela definicdo usada em Yazdanpanah et al. (1999).

Na proxima secdo, € apresentada uma revisdo da literatura sobre o computo de
leis de controle /. lineares e, nos préximos dois capitulos, a abordagem desta tese é
desenvolvida. No entanto, por uma questdo de unidade, ainda nesta sec¢do, séo

comentadas as outras limitacfes da teoria de controle /., ndo-linear.

Outras limitagdes da teoria de controle /., ndo-linear
Como foi comentado anteriormente, a principal limitacdo da teoria de controle
H., ndo-linear é a inexisténcia de métodos para o célculo da sua lei de controle e sua

regido de validade. No entanto, estas ndo séo as Unicas limitacdes da teoria. Existem
outras questBes que, apesar de ndo serem tdo cruciais, também tém limitado a sua
aplicacdo, por exemplo as colocadas a seguir.

1) Robustez as incertezas do modelo e do controlador:

A escassez de resultados ligados a robustez frente as incertezas dos modelos e
controladores também é um fator limitante para a aplicacdo da teoria. Praticamente
todas as formulac6es ndo-lineares assumem que o modelo é perfeitamente conhecido e o
controlador projetado sera implementado sem incertezas.

Quanto as incertezas do modelo, sabe-se que os problemas classicos lineares de
estabilidade robusta (RS, robust stability) e desempenho robusto (RP, robust
performance) também admitem uma formulacdo no contexto ndo-linear. No entanto,
devido a dificuldade de se lidar de forma unificada e eficiente com a representacédo de
incertezas em sistemas ndo-lineares, somente nos Ultimos 5 anos este topico comegou a
ser considerado através de incertezas limitadas em normas (LU, DOYLE, 1997,
NGUANG, 1996, LU et al., 2000).

Outro ponto para o qual atualmente foi chamada a atencdo na literatura € a
fragilidade dos controladores 6timos e robustos. KEEL E BHATTACHARY YA (1997)
alertam a comunidade de controle que alguns controladores 6timos e robustos podem
instabilizar o sistema em malha fechada se ndo forem implementados com 0s seus

parametros exatamente iguais aos calculado na etapa de projeto. Seus exemplos se
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restringiram a sistemas lineares e monovariaveis devido a possibilidade de verificar esta
fragilidade através dos conceitos de margem de ganho e margem de fase em malha
fechada. Verificar a sensibilidade da resposta para mudangas nos parametros do
controlador em sistemas ndo-lineares e multivariaveis, embora ndo seja uma questdo de
grande interesse atual, também seria uma grande contribui¢éo para a teoria de controle.
E possivel que ambos problemas ligados as incertezas (do controlador e da
planta) possam ser melhor resolvidas se forem consideradas incertezas paramétricas na

solucdo do problema. Atualmente, a maioria dos trabalhos de controle ‘4., que lidam
com incertezas somente consideram incertezas nos modelos através de termos limitados
em norma. No entanto, as incertezas dos sistemas reais sdo melhor descritas através de
incertezas parametricas. Como atualmente ja existe uma teoria de controle robusto
paramétrico para sistemas lineares, seria de se esperar que no futuro, estes resultados
pudessem ser estendidos para formulag0es néo-lineares.

2) Restrigdes:

Conforme comentado no capitulo 1, o problema de controle ‘4., ndo lida com
restricoes de forma explicita. Isto pode gerar alguns problemas quando da
implementacdo dos controladores, pois as varidveis de sistemas reais possuem restricdes
que devem ser respeitadas. Seria de grande interesse que o problema de controle /.
fosse reformulado de forma a englobar estas restricdes na etapa de projeto do
controlador. No entanto, este problema nédo é exclusivo da teoria de controle ‘4., nao-
linear, mas de toda teoria de controle. Apesar de muito importante, nesta tese, este
problema ndo é considerado de forma direta.

3) Persisténcia do off-set:

O problema de controle ‘4., ndo-linear visa obter um controlador que resulte
num sistema em malha fechada assintoticamente estavel e que minimize o parametro
que mede a atenuacdo das perturbacdes. A eliminacdo do off-set ndo faz parte do
objetivo de controle. Assim, no caso de perturbacgdes persistentes, ocorre vérias vezes o
deslocamento do ponto de equilibrio para um novo valor. Muitas vezes, este off-set pode
ser indesejado. A abordagem padrdo na literatura para este fim € a introducdo de um
integrador na lei de controle. No entanto, esta introducdo pode fazer a solucdo do
problema (a lei de controle) perder sua otimalidade. Outra maneira de adicionar um
integrador sem perder a otimalidade ¢ aumentar o modelo da planta com um estado

correspondente ao integrador. Normalmente esta introducdo, além de aumentar a
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complexidade do problema a ser resolvido, resulta num sistema sem solucdo. As vezes,
nem mesmo esta introducdo resulta num controlador com modo integral. Nesta tese,
uma maneira de introduzir um integrador sem perder a otimalidade do projeto €
apresentada no exemplo do capitulo 5. De modo a garantir a presenca do integrador, o
controlador deve apresentar uma estrutura pré-definida e, para garantir a solvabilidade

do problema, as propriedades de detectabilidade do modelo usado sdo exploradas.

2.2 APROXIMACOES DA LITERATURA E SUAS LIMITACOES

Uma grande dificuldade encontrada na implementacdo de leis de controle /.,

nédo-lineares diz respeito a como encontrar solugdes para as desigualdades HJI que
estejam numa forma adequada para a implementacdo. A desigualdade HJI dificilmente
tem uma solucdo global em forma fechada. Assim sendo, é necessario aproximar
numericamente esta solucdo de modo a obter uma lei de controle numa vizinhanca da
solucdo de interesse. Idealmente, tal aproximacéo deveria ter as caracteristicas descritas

na definicdo 2.3.

DEFINICAO 2.3 - Caracteristicas desejaveis para uma aproximacao ideal de uma lei

de controle /., nio-linear.
"Uma aproximacdo ideal de uma lei de controle “#. ndo-linear deve satisfazer de

alguma forma os seguintes critérios:
A) Ser explicita, de implementacéo facil e simples de ajustar.
B) Nao exigir um esforgo computacional proibitivo (em termos de tempo de
computacdo e necessidade de memadria).
C) A regido de validade da solugéo possa ser definida ou conhecida.
D) O aumento da complexidade do controlador deve implicar numa melhora do
seu desempenho. Essa melhora é medida de duas maneiras:
D.1) em termos do nivel de atenuagdo do sistema em malha fechada e
D.2) em termos do tamanho da regido de validade em malha fechada.
E) No caso de aproximagdes por series, ter garantia de estabilidade para

truncamentos finitos das séries.”
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Existem varias propostas na literatura para resolver a desigualdade HJI. A
grande maioria destas tenta resolver a equacdo HJI ao invés da desigualdade. Também
foi observado que a maioria destes métodos falha em, pelo menos, trés dos
requerimentos da hipotética lei de controle ideal da definicao 2.3.

Como a solucdo da equacdo HJI é uma lei de controle que deve ser
implementada, uma solugdo numérica do tipo diferencas finitas ou elementos finitos ndo
parece ser o mais indicado e, por isso, 0s métodos que se baseiam neste tipo de
abordagem néo serdo comentados. Outro método comum consiste em integrar a equagéo
HJI para uma condicdo inicial especifica. No entanto isso resulta num controle em
malha aberta que é muito dificil de implementar na pratica. A propria historia do
controle 6timo mostra que este tipo de abordagem ndo tem muitas possibilidades de
éxito na pratica. Outra possibilidade seria usar as propriedades de aproximacgéo
universal das redes neuronais para tentar resolver o problema. Em YANG et al. (1997),
esta possibilidade é explorada. No entanto, esta abordagem resulta numa lei de controle
muito complexa e sem nenhuma informacao sobre sua regido de validade.

Neste trabalho, dar-se-4 énfase aos métodos de aproximacdo por series, mais
especificamente, séries polinomiais. Esta escolha é devido ao fato deste tipo de método
ser intuitivamente o melhor candidato a obtencdo de uma lei de controle e também por
ter sido sugerido nos trabalhos tedricos iniciais da teoria.

A primeira contribuicdo para a solugdo do problema #., ndo-linear neste sentido

aparece em (Van der Schaft, 1991). Partindo possivelmente da observagdo que a matriz
jacobiana do campo vetorial hamiltoniano do problema ndo-linear tem uma estrutura

semelhante a uma matriz hamiltoniana que aparece no problema de controle /., linear,
Van der Schaft provou que existe uma solucdo nao-linear local para o problema A

ndo-linear se o problema linear correspondente pode ser resolvido. Em outras palavras,
a solucéo do problema para a aproximacéo linear € uma solucao local para o problema
ndo-linear. No entanto nada ¢ dito sobre o tamanho desta regido local.

Esses resultados iniciais foram estendidos posteriormente por Isidori (1994), que
provou que, sob algumas condicgdes faceis de serem verificadas, podem existir solu¢des
locais mesmo que o sistema linearizado ndo possa ser resolvido.

Quanto as solucBes ndo-lineares propriamente ditas, desde que Van der Schaft
(1992) citou 0 método de aproximacdo por séries desenvolvido por Lukes (Lukes, 1969)

como uma possibilidade para encontrar uma aproximacao para a equagdo HJI, este tem
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sido o método mais usado nos trabalhos que tratam deste assunto. Muitas variantes
apareceram na literatura. Neste trabalho, a variante desenvolvida por Isidori e Kang
(1995), por ser a mais genérica e de mais facil utilizacdo, é usada como exemplo desta
categoria de método. Uma observacgdo interessante é que esta variante, apesar de nédo
gerar um procedimento sistematico, parece ser a unica que explora a possibilidade de se
resolver a desigualdade HJI ao invés da igualdade (equacao).

Recentemente, um importante resultado no &mbito de aproximagGes por séries
foi apresentado por BEARD e MCLAIN (1998). Neste trabalho, a partir de uma lei de
controle inicial com regido de estabilidade conhecida, os autores conseguem obter uma

aproximacdo para a lei de controle “#,, ndo-linear com a mesma regido de estabilidade

inicial (a regido de estabilidade ndo € a mesma coisa que a regido de validade, ver
definicdo 2.2). Isto é feito através de um algoritmo que combina o método de
aproximacao de Galerkin com aproximacgoes sucessivas.

Estes dois métodos, assim como suas limitagdes, sdo descritos a seguir.

Método de Lukes — Variante de Isidori e Kang

O método apresentado em (Lukes, 1969) é conhecido por alguns como método
da perturbacdo® pois o sistema néo-linear é considerado como uma perturbacio de um
sistema linear. O custo Otimo e as agdes de controle sdo consideradas analiticas e
expandidas em séries de Taylor. Varias técnicas sdo empregadas para encontrar 0s
primeiros termos nas séries.

Na versdo original (VAN DER SCHAFT, 1992), que pode ser encontrada em
varios trabalhos (CHRISTEN, CIRILLO, 1997, TSIOTRAS et al., 1998, SHUE et al.,
2000), a aproximacdo de menor ordem corresponde ao problema linear e produz uma
aproximacgdo de primeira ordem para a lei de controle e de segunda ordem para a
solucdo da “equacdo” HJI. O método é bastante trabalhoso e ndo ha garantias de que a
lei de controle de ordem mais elevada ird& melhorar o desempenho do sistema de
controle em malha fechada. Os resultados obtidos em (CHRISTEN, CIRILLO, 1997) e
(TSIOTRAS et al., 1998) comprovam estas afirmacdes.

Por sua vez, o procedimento usado por ISIDORI e KANG (1995) se baseia na

solucdo da desigualdade HJI e ndo requer, nem a solucdo da equacdo de Riccati do

® 0s chamados métodos de perturbagéo sio técnicas de solucdo aproximadas particularmente Gteis para
resolver equacfes que contém um pequeno parametro que, quando cancelado, permite a solucao analitica
da equagdo. Seu principal uso é na solucéo de equacdes diferenciais nao-lineares.
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primeiro termo, nem dos sucessivos problema lineares que aparecem no método
original. Seus resultados foram desenvolvidos para uma classe de sistemas similares aos
das equacdes 2.17 e podem ser resumidos, para 0 caso com realimentacdo de estado, da
seguinte maneira:

Suponha que o interesse seja a determinagdo de uma funcéo positiva-definida V:

0" - 0O, definida numa vizinhanca da origem e nula para x=0, tal que:

HX, VT (%), Wi (%, Vi T (X)), U (X, VT (X)) = @(x) (2.21)

para alguma funcdo x) analitica, negativa semi-definida ou negativa definida
(dependendo das consideracGes do problema a ser resolvido) - note que a equacéo 2.21
é a propria desigualdade HJI. Suponha que V(x), w*(x), u*(x) e @x) sdo analiticas.

Entdo, podem-se realizar suam expansdes em séries:

V(x) = iv[dﬂ] (x) (2.22)
d=1

Wi (X) = W (X, VT (X)) = % wild () (2.23)

d=1
Us (X) = Us (3, V, T (X)) = %u*[d] (x) (2.24)
d=1

)= 3 ¢ (2.25)

d=2

onde o indice [d] significa que os componentes das func¢des sdo polinbmios homogéneos
de grau d.
Na abordagem original (VAN DER SCHAFT, 1992), é possivel mostrar que,

para qualquer d>1, V[d+1](x), W*[d](X) e u*[d](x) dependem somente de

v, well ), ul %), L v, walt %) e wltTx). A funcio vIA(x) ¢
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determinada através de uma equacdo de Riccati envolvendo os pardmetros que

caracterizam a aproximacéo linear da planta no equilibrio (x,w,u) =(0,0,0), enquanto
V[d+1](x), para qualquer d > 1, é determinada através de uma equacdo linear que

envolve V[Z](x),w*[l](x),u*[l](x),...,V[d](x),w*[d"l](x)eu*[d"l](x). Dessa maneira,
€ desenvolvido um procedimento recursivo que, ap6s d estdgios, produz uma
aproximacdo polinomial de ordem [d+1] para V(X) e de ordem [d] para u=(x).

Em (Isidori, KANG, 1995), os autores exploram a arbitrariedade da funcdo (x),
cujo Unico requerimento € que seja negativa-definida ou negativa semi-definida, para
simplificar a obtencdo da aproximacdo de V(x). Ao fazer isso, a necessidade de se
resolver 0s sucessivos problemas lineares é eliminada e o procedimento pode ser
consideravelmente simplificado. Isto pode ser melhor visto através do exemplo no fim
desta secdo. Note que a variante de Isidori e Kang ndo requer a solucdo do problema
linearizado e explora os graus de liberdade extras fornecidos pela desigualdade. O maior
trabalho que se tem sdo as manipulagdes algébricas que devem ser feitas para que as
solucgdes propostas satisfacam V(x) >0 e HJI <0.

Apesar de ser uma alternativa que produz uma lei de controle explicita e
relativamente simples de implementar, este método ndo satisfaz os itens C e D da
aproximacdo ideal da definigdo 2.3. Suas principais falhas séo as seguintes:

1. Existe muita dificuldade, mesmo para problemas simples, de encontrar os
termos de ordem mais elevada da aproximacdo. Assim, somente leis de
controle de ordem dois ou trés tem sido utilizadas nas aproximacdes.

2. N&o se tem qualquer informag&o a respeito da regido de validade do sistema
em malha fechada.

3. A solucdo é obtida por inspecdo, nenhum procedimento de otimizacdo de

desempenho é utilizado.

Aproximacgoes Sucessivas de Galerkin

Talvez o Unico método que considere aspectos quantitativos da lei de controle
obtida seja 0 método das aproximagOes sucessivas de Galerkin, desenvolvido por
BEARD e MCLAIN (1998). O método consiste de dois passos:

1) Transformar a equacdo HJI numa seqiiéncia de equacdes diferenciais parciais

(EDP) lineares (BELLMAN, 1957).
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2) O metodo de aproximacdo de Galerkin (residuos ponderados) é usado com
funcOes base definidas globalmente num espago compacto para aproximar cada

uma das EDP’s lineares.

Para um melhor entendimento, a explicacdo do método € dividida em duas
partes: (a) aproximagdes sucessivas e (b) aproximacdes de Galerkin.
a) Aproximagdes Sucessivas

Considere o sistema IA das equacdes 2.19. A equacdo HJI e as correspondentes
lei de controle Otima e pior perturbacdo podem ser escritas, para 0 caso de

realimentacdo de estados, respectivamente, como:

Vy ().(F +gu+kw) +hh+[uf* -y2|w|* =0 (2.26)

u(x) = —%.gT V, (0T 2.27)

w(x) = —= kT My ()T (2.28)
2.y2

A idéia bésica das aproximacOes sucessivas €, ao invés de computar V e u
simultaneamente, computar estas funcdes iterativamente. Observando a equagéo 2.26,
pode-se concluir que as unicas fontes de ndo-linearidades séo as dependéncias de Vy em
u e w. Para reduzir a equacdo HJI a uma sequéncia de EDP’s lineares, devem-se usar
duas iteracdes simultaneas para as aproximacoes sucessivas. O algoritmo da tabela 1 é a
base do método das aproximacdes sucessivas para as equacoes 2.26 a 2.28.

Esta iteracdo tem uma interpretacdo tedrica de jogos diferenciais. Dado um
controle fixo u(i), a malha interna atualiza a perturbacdo até ser atingido o pior caso
com que este controle ainda pode lidar. Apds isto, o controle é atualizado para melhorar
0 desempenho do sistema para aquela perturbacdo. Os Lemas 2.1 e 2.2 formalizam estas

afirmacgdes:
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Tabela 1 — Algoritmo de aproximacdes sucessivas (algoritmo 1).

Faca u© ser a lei de controle estabilizante inicial para o sistema 2.19 (com w=0) com regido de
estabilidade Q.
For i=0to o
Set w(i,0)=0
For j=0 to o
Solve for V(ij):
Vy (i, §)[f +guu(i) + kw(i, )] +hT.h+u(i)? - y2.w(i, j)?
Atualize a perturbagdo:
w(i,j+1) = KTV G,j)T
2.y2
End For
Atualize o controle: y(j +1) = _E_QT Vy (i,OO)T
2
End For
LEMA 2.1. “Se para cada par (i,j) o sistema: x=f +gu(i)+kw(,j €

assintoticamente estavel em Q, entdo V(i, j)(x) < V(i, j +D(x) < V(i,)(x) para cada x [

Q, onde V(i,») resolve a equacgéo:

Vy (i, ) [f +gu(i)] +h'.h+ Ju@i)|® + ﬁ.zvx (i,00).kk " Vy (i, )T =0
Y

Além disso, se V(i,j+1)(x) = V(i,))(x), entdo V(i,j+1) = V(i, =), i.e., V(i,j) » V(i, ) em
Q.

LEMA 2.2: “Se para cada i o sistema: x =f +g.u(i) + k.w(i,c) é assintoticamente
estavel em Q, entdo V(i,o)(x) = V(i +1,0)(x) = V(x) para cada x [0 Q, onde V(X)
resolve a equacdo HJI (equacdo 2.26). Além disso, se V(i+1,0)(x) = V(i, »)(x), entdo

V(i+1,00) = V(X), i.e., V(i,©) - V(X) em Q.”
A estabilidade assintdtica de u(i) em Q é formalizada no proximo Lema.

LEMA 2.3. “Se u(i)(x) € assintoticamente estabilizante em Q, ent&o u(i+1)(x) também o

é. Além disso, V(i,e0) € uma funcao de Lyapunov para u(i+1).”
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PROVA. Das equacoes:

V(i) [f +gu(i)] +h"h+|u()]* +4—12.2VX(i,00).k.kT.VX(i,oo)T =0
y

u(i +1) = —%.gT.VX(i,oo)T
pOdE'Se escrever.

Vi, o) 0f +gu()] = =h" h = Jui)? -ﬁ-vx(i,oo).k.kT.vx(i,oo)T

+ Vx (i, 0).g.u(i +1) = Vy (i, @).g.u(i)

Vie(i.).[f +gu(i)] = -h"h = u(? -#-vx(i,oo).k.kT.vx(i,oo)T
~ i) - u@i + )|

que prova a estabilidade assintética desde que a dindmica do sistema seja observavel

atraveés de h.

A esséncia do algoritmo 1 é reduzir a equacdo HJI a uma seqiéncia infinita de

EDP’s lineares do tipo:
Vy ().(F +gu+kw) +hh+[ul* -y2|w|* =0 (2.29)

onde u e w sdo funcdes conhecidas de x. BEARD e MCLAIN (1998) batizaram esta
equacdo de Equacdo generalizada de Hamilton-Jacobi-lsaacs (GHJI). Infelizmente, esta
equacdo também ndo é simples de resolver e a seguir ver-se-a como usar o método de

Galerkin para aproximar sua solugéo.



b) Aproximacdes de Galerkin

O método de Galerkin é um caso particular dos chamados métodos de residuos
ponderados (MWR, methods of weighted residuals). Neste método, o de maior acuracia
dentre as demais possibilidades dos MWR, a projecao do erro (ou residuo) € anulada no
mesmo subespaco onde a solucdo é procurada. O método pode ser explicado do seguinte
modo.

Dada uma EDP, A (V(x)) = 0, com condigdes de contorno V(0) = 0, o método de
Galerkin assume que pode ser encontrado um conjunto completo de bases {cpj}‘j”:l, tal

que @;(0) =0, 0" e V(x) = ch.cpj (x) onde o somatorio é assumido convergir em
=1

alguma regido Q. Uma aproximacdo para V(x) & formada truncando a série a

N
VN (X) = ZCJ' .9j(x) , i.e., restringindo a solucao a sua porcao presente no subespago N-
j=1

dimensional {cpj}:.\lzl. Os coeficientes c; sdo obtidos através da solucéo de N equagdes

algébricas definidas pelo cancelamento do produto interno entre o residuo e as bases:
J’QA(VN (x)).@ (x).dx =0, l=1,...,N (2.30)

Maiores explicacbes sobre o método de Galerkin podem ser encontradas em
(RICE, DO, 1995) e (VILLADSEN, MICHELSEN, 1978).

O algoritmo resultante ao unir o método de Galerkin com o algoritmo da tabela 1
€ 0 método das aproximacOes sucessivas de Galerkin (SGA, successive Galerkin
approximation). Note que, embora nada seja dito no método sobre isso, as fungdes-base
devem ser escolhidas de modo que a aproximacao V(x) seja positiva-definida.

Apesar de, talvez ser o Unico que se preocupe com 0s aspectos quantitativos da
aproximacdo obtida, o método SGA tem mais limitacdes que o método de Isidori e
Kang; por exemplo:

1. Como achar o melhor conjunto de fung¢des-base permanece obscuro. N&o se

pode usar cegamente qualquer conjunto pois o algoritmo sofre do famoso

" Ou seja, as condicdes de contorno V(0) = 0 sdo satisfeitas para todos 0s componentes da base (método
interior).
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“Curse of dimensionality”, i.e., 0 aumento exponencial dos calculos para um
aumento linear no nimero de funcgdes-base. De fato, tem-se que avaliar um
grande nimero de integrais multidimensionais, o que pode tornar o método
proibitivo computacionalmente, ferindo o item A da definigéo 2.3

2. A necessidade de uma lei de controle inicial estabilizante para o sistema néo
perturbado com bacia de atracdo definida. Nem sempre esta lei é facilmente
encontrada.

3. O método ¢ limitado a sistemas afim nas entradas (1A).

Aplicacio das aproximacdes da literatura a um exemplo cliassico
Nesta parte do texto, as duas abordagens revisadas nesta secdo sao avaliadas na

solugdo de um problema de controle /., via realimentagdo de estados para um sistema

dindmico. O sistema, descrito pelas equacgdes 2.30 e 2.31, apresenta caracteristicas
dindmicas propicias para avaliagdo de controladores ndo-lineares e foi proposto em
(ISIDORI, KANG, 1995), sendo discutido em diversos livros e artigos relevantes da
area (GUCKENHEIMER, HOLMES, 1983, VAN DER SCHAFT, 1999). Este exemplo
é trabalhado detalhadamente pois serd usado novamente nos capitulos 3 e 4 desta tese.

Considere o sistema de equacdes abaixo.

% = %il % Ezl'zxz E (2.30)
2 1 tw+u
2
;= gz Ez %“(ux) Ez EQ ;Xl E (2.31)

O pré-Hamiltoniano do jogo diferencial associado ao problema de /., ndo-linear

é dado pela equagéo 2.32.
H(X,p,w,u) = p;.X1.Xp + p2.(x12 +u+w)+ h? +u® - y2.w2 (2.32)

onde p; e p2 sdo os chamados co-estados (ou multiplicadores de Lagrange ou variaveis

adjuntas).
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Substituindo p=[p: ps]" por Vx(x)" e substituindo as expressées 6timas de u e w

(u«(x) e w«(X)) na equacdo 2.32, pode-se chegar a desigualdade HJI do problema:

X2 -

101 O
He (Vi (X)) = Vi Xg X, + Vo X7+ X, = 2,7 +x,* +Z.B}7—15V 2<0

A tarefa agora é encontrar uma solucéo V(x) > 0 para a desigualdade acima com
a condicdo de contorno V(0) = 0 para o menor valor possivel de y0 0", Se tal funcio
puder ser encontrada numa vizinhanca da solucéo de interesse, a acdo de controle 6tima

é dada por:

u. = —%.sz(x) (2.33)

e a pior perturbacéo, dada pela equacdo:

1
W, = 2.—}/2.VX2 (X) (2.34)

Antes de partir para a obtencdo do controlador com os meétodos revisados, €
interessante examinar as caracteristicas do sistema estudado.

Em primeiro lugar, deve-se ter em mente que o interesse reside no ponto dado
pela origem do sistema.

Diferente de sistemas lineares, ndo existe um procedimento padrdo para analise
do comportamento de sistemas n&o-lineares. Assim, as seguintes ferramentas
qualitativas sdo usadas para este fim: (a) Teoria de Lyapunov - método da linearizagéo e
método direto, (b) Teoria da Variedade Central (CARR, 1981) e, (c) Simulacgdes
Numeéricas (plano de fase e diagramas de bifurcagéo).

Primeiramente, é analisada a estabilidade da origem do sistema em malha aberta.

Se w =u =0, aorigem é uma solucdo possivel para o sistema, pois:

g) = X1.X2

0 ) implica em X1ss= 0 e Xoss = [ (qualquer valor)
D =x1
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Analisando a matriz Jacobiana na origem (método da linearizacao), tem-se:

Df| 50 %ol 0 OO autovalor nulo duplo ndo se pode
© " Bxe 0H P of

concluir nada sobre a estabilidade do sistema néo-linear via o método da linearizagdo®.

O segundo método de Lyapunov também foi tentado e ndo foi possivel mostrar
que a origem é estavel. Como este método fornece apenas uma condicéo suficiente para
estabilidade, tampouco pode-se provar que a origem seja instavel.

A teoria da variedade central também ndo é Util neste caso pois o0 sistema
reduzido a se analisar € o proprio sistema original.

No entanto, simula¢cBes mostram que o ponto (0,0) é instavel, como pode ser

visto no plano de fases da figura 7.

PO B e et 2 T P
R S el P
B AR e A
b R R e e e e ST T
B % N N s e S X T T
18 N N NN e e S T
R e N PPN
2_%\\\\\\\mHJ///ifff?f
I 111\\\&f/fifff
aol TS
BERA, PR e
I N R A T TR
I A A e N N T ST
F A7 777, SN NN NN
B AT e S N,
P T T e e N BN,
R I NN NN
PP i e SR S N LSRN
O S T e e e e e R

10-8 6420 2 4 6 8 10
%1

Figura 7 — Plano de fases para o sistema em malha aberta.

Analisando os sinais das derivadas, com um pouco de perspicacia, pode-se
chegar a conclusao que o sistema possui dois subespacos invariantes com caracteristicas
de estabilidade. S8o as retas xi(t)= +/- Xo(t), para valores de xo(t) < 0. Qualquer

Condicdo inicial dentro deste subespaco tende ao equilibrio desejado (0,0) e la

8 Na realidade, A. M. Lyapunov redizou um estudo deste caso particular (autovalor nulo duplo). Os
resultados, no entanto, ndo foram apresentados em seu livro de 1892 porque ndo se encaixavam na
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chegando permanece indefinidamente. No entanto, ndo se consegue formar uma
vizinhanga ao redor da origem que seja estavel no sentido de Lyapunov e o sistema
portanto é considerado instavel.

Uma pergunta que pode surgir antes de tentar partir para o controle “#., ndo-
linear é se o problema ndo pode ser resolvido através da teoria linear correspondente.
Caso isso fosse possivel, poderia ser Gtil mais tarde para comparar com desempenho do
controlador ndo-linear, ou mesmo como ponto de partida para a sintese de uma lei de
controle ndo-linear.

Linearizando o modelo do exemplo em torno da origem obtém-se a seguinte

descricdo:

Xx=A.x+B,,.w+B,.u
z=C,.x+D, .w+D,.u (2.35)
y=C,x+D,.w+D,,.u

B8 el e

0 10

agof el Pemhf

Cy=[0 1] Doy =[0] Do =[0]

O préximo passo é verificar se as condi¢cdes necessarias a existéncia dos

controladores ‘A, lineares sdo satisfeitas. Uma condicéo fundamental é a seguinte:

(i) (A, By, Cy) é estabilizavel e detectavel.
O par (A, B,) é estabilizavel se existe um F = [k; k] tal que a matriz A + B,.F

seja Hurwitz. Assim:

categoria de métodos gerais. No entanto, estes foram incluidos numa traducéo posterior para o inglés em
1966 (edigdo esta ndo disponivel nas bibliotecas pesquisadas).
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00 @@

OFB

garantir que existam controladores lineares que estabilizem o sistema

] H< H_y ndo é Hurwitz! - Logo, ndo se pode

linearizado!
Outras condic¢Ges também sdo feridas, como por exemplo:

(i) (A, By, Cy) é controlavel e observavel.

Isto é facilmente verificado que ndo vale para o sistema em questao:

[B1 A.Bl] = g OD_> rank =1 — n&o é controlavel!
o

10
OD

U, rank =1 - ndo é observavel!
od )

0]

e SISIS NP

Da condigéo (i), pode-se concluir que ndo pode ser construido um controlador
linear (independente de ser “# ou ndo) para o sistema linearizado.

No entanto, isso ndo garante que um controlador linear ndo possa controlar o
sistema ndo-linear. Para ter uma resposta mais conclusiva é necessario substituir um
controlador linear hipotético no sistema ndo-linear original e analisar suas
caracteristicas de estabilidade.

Assim, substituindo o controlador u = k1.x; + K2.X2 na equacéo 2.30 (com w=0),

tem-se (note que a origem ainda é uma solucao do sistema):

K, 0 X
X:B( HzD 5 O (2.36)
L0 X+ KX, +k,.x,0
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Analisando o Jacobiano na origem: Df|(o,0) = ﬁ kO E—» A=0 e A=k, - caso
1 2
degenerado! - ndo se pode dizer nada do equilibrio (a ndo ser que se k> > 0 o sistema ¢é
instavel).

A seguir, considerando que k, < 0, sera mostrado como a teoria da variedade
central (Center Manifold Theory) pode ser Gtil para provar que o sistema estudado com
esse tipo de controle é instavel.

A primeira coisa a fazer quando deseja-se usar o teorema da variedade central €

colocar o sistema na seguinte forma canonica®:

_ Xo (X1, Xg)

=A
h 2.37
0 =ALX +FO(X_,X,) (2.37)

[k
O,
K
onde os sub-indices ‘0" e =" denotam as porcdes degeneradas e estaveis do sistema,
respectivamente. As funcdes f° e f ndo podem possuir termos lineares (note que, no
Caso em questdo, X1 = Xo € X2 = X.).

Para colocar o sistema de interesse nesta formato, precisa-se de uma
transformacéo de variaveis que separe o sistema nestas duas partes distintas. Como é

necessario desacoplar somente a parte linear, pode-se usar uma transformacdo de

variaveis linear. Decompondo a parte linear do sistema em seus valores caracteristicos:
A=T.D.T!

onde a matriz D é uma matriz diagonal com os valores caracteristicos de A e a matriz T
é a matriz dos vetores caracteristicos correspondentes, e definindo uma nova variavel y

= T.x, obtém-se o seguinte sistema desacoplado: y=D.y.

Essa transformacéo ira desacoplar a parte linearizada, que € a de interesse:

° O estudo se restringe ao caso com autovalores estaveis e nulos.
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Autovalor Autovetor
00
ks ela

O 1 0O

0 Hk, 1k,

com a seguinte mudanca de variavel:

y=T"x N OB
H(l/kz 10
_T T = O 1 00
T T Hkrk, 1
chegando a:
Y1=X1 - X1=Y1

Yo = (k]_/kz).X]_'l'Xz - X2 =Y2— (kllkz)y]_

E, se y1 e y, forem estaveis, X; € X, também serdo estaveis.
O sistema estudado, agora pode ser rescrito em funcdo das novas variaveis

como.

A teoria da variedade central diz que a caracteristica de estabilidade do sistema é

a mesma do sistema reduzidoy,. Deste modo, escrevendo a equacdo da variedade
central comoy_ =h(y,), onde h(0) = h’'(0) = 0 é uma condicdo necessaria, e apos
algumas manipulacGes algébricas, chega-se a uma expressdo polinomial aproximada
para h(yo):
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v = LT e gl f) (239

onde &y[®) denota os termos polinomiais em y de ordem superior (pelo menos 3).

De acordo com a teoria da variedade central, pode-se substituir essa
aproximacao de segunda ordem no sistema reduzido para obter uma aproximagé&o para o
comportamento local que é topologicamente equivalente ao do sistema original (em

termos da nova variavel y). Portanto:

. Ok, /k,)? -1 k., O
Yo :yo-B 2 -yo2 __1-yoD (2-40)
L k2 k2 L

Nas proximidades da origem o termo dominante é o de menor grau, deste modo,

a estabilidade local pode ser inferida da estabilidade do seguinte sistema:

kl 2

Yo = _k_-yo (2.41)
2

que através de uma analise dos sinais da derivada, mostra-se instavel, independente do
sinal da constante, ou seja, da escolha de k; (k> ja era < 0). E se 0 comportamento da
variavel transformada (y) é instavel, a variavel original (x) também é instavel.

Logo, fica mostrado que una realimentacdo linear ndo pode estabilizar o sistema
nédo-linear da equagéo 2.31.

Note que como o problema linear correspondente ndo pode ser resolvido, isto
implica que nenhuma das abordagens para solugcdo né&o-linear baseadas em
aproximacdes de primeira ordem (VAN DER SCHAFT, 1992, TSIOTRAS et al., 1998,
HUANG, 1998, CHRISTEN, CIRILLO, 1997, SHUE et al., 2000) ndo podem ser
utilizadas.

Para aplicar a variante de Isidori e Kang, deve-se antes recordar a desigualdade

HJI do problema:

2

H (Vi () = Vg X1 X0 + Vip Xq” + X% = 2X0.%7% +x¢* +%-)\.Vx22 <0

A=1/y?) -1 (2.42)
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Em seu artigo, ISIDORI e KANG (1995), apds algumas manipulacGes

algébricas, chegam a seguinte solucdo para a desigualdade:

V(X) = a.X1? + b.xo? + C.X12 Xz (2.43)

Considerando que a=1-b —%.b.c > 0 e substituindo V(x) na desigualdade HJI,

chega-se a seguinte expressao:
@x) = (L+bZA) X2 + %.02 re+ 1%&14 +2.0x2 %52 (2.44)

A funcdo V(x) da equacgdo 2.43 é positiva definida e a equacdo 2.44 é negativa
definida, ambas localmente em torno da origem, para qualquer y > 1, desde que valham

as seguintes restrigoes:
b>0, 1+b%A<0 e %.c%cu%o (2.45)

Na pratica, estas restricbes sdo satisfeitas simultaneamente para escolhas
suficientemente altas de b e ¢ > 0 (quanto mais préximo y estiver da unidade, mais altos
devem ser os valores de b e c). Assim, através do teorema 2.2, chega-se a uma lei de

controle por realimentacdo dada por:
c_ 2
u=a(x)=-bxs, _E'Xl (2.46)

que estabiliza local e assintoticamente o ponto de equilibrio em malha fechada e resulta

num sistema com ganho /2, <y, para valores suficientemente altosdeb>0ec>0e

valores de y maiores que 1. Note que, apesar de simples, a solucdo é obtida apenas por
inspecdo. Ndo ha um procedimento sistematico para ajustar os valores de b e c e

encontrar o menor valor de yque produza a lei 6tima. Nao se tem, também, qualquer
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informacao sobre a regido de validade da lei de controle. O sucesso do método depende
exclusivamente da habilidade algébrica e da intuicdo do projetista.

Como exemplo, pode-se verificar que se A = (1Y’ — 1) = - 0,10 (equivalente a
umvalory=1,05)eb=c=100 (a=1-b- (A2).b.c =401), a desigualdade HJI toma a

seguinte forma:
He (X, Vi (X)) = (-149).x1* + (-999).x,% + (200).(X1.X2) ® (2.47)

Pode ser observado, via simulagdes numéricas, que a equacao 2.47 é localmente
negativa definida. Desse modo, V(x) pode ser considerada como uma funcdo de
Lyapunov para o sistema ndo-perturbado e o equilibrio (0,0) € assintoticamente
estavel ',

Assim, a lei de controle para o sistema tem a forma da equagéo 2.48.
u=(x) = -(1/2).g".Vx(x)" = - 50.x,° - 100.x, (2.48)

E, a pior perturbacéo é dada por:

W (X) = 2—1/2 9" Vi(X)" = 45.x,% + 90.X, (2.49)

Quanto ao método das aproximagdes sucessivas de Galerkin, precisa-se, antes de
mais nada, de uma lei de controle estabilizante inicial com bacia de atracdo Q definida
para o sistema nédo perturbado (w=0).

Como o sistema estudado é SISO e afim (linear) nos controles, a primeira
alternativa que pode-se tentar é a linearizacao exata por realimentacéo de estados.

A linearizacdo exata ou linearizacdo entrada-estado (input-state) tem 4 passos
bésicos:

1. Encontrar um difeomorfismo z = ¢ (x), i.e., uma mudanca de coordenadas

ndo-linear com inversa suave existente, que permita colocar o sistema na

19 Isidori e Kang falam em estabilidade local, mas através do segundo método de Lyapunov pode ser
mostrado que o sistema em malha fechada ndo perturbado (w=0) com a lei de controle da equagdo 38 é
globalmente assintoticamente estavel.
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forma canonica abaixo, conhecida como forma camarada (Companion

Form):
Oxq 0 O X9 0
O, 80 O
d0"2 0 0O 30
0 0°0 0 (2.50)
D(n-ll:' D Xn D
O O
Fn 0 Hex)+b(x)uH
2. Fazer a seguinte transformacéo de entrada u = u(x,v):
1
u= B'[f -] (2.51)

3. Projetar a lei de controle para a entrada v do sistema linear resultante, baseado
em qualquer técnica linear.
Por exemplo, fazer v = - ki.x3 - koo - ... — Kn.Xn1 € escolher os ganhos de

modo que o sistema seja estavel.
4. Rescrever a lei de controle nas variaveis de entrada originais, u, e
implementar o controle. (Note que a lei de controle tem como bacia de atracéo o

proprio espago 0".)

No entanto, o sistema estudado (com w=0) ndo é input-state linearizavel.

Quando se observa a matriz de controlabilidade local, abaixo, na vizinhanga da origem,

verifica-se que a mesma ndo tem rank cheio e portanto, de acordo com o0s teoremas

apresentados em (ISIDORI, 1989), ndo existe um difeomorfismo que permita colocar o

sistema na forma canénica da equacéo 2.50:

00
°THH

X,
(f,ogl=g,.f-f.0= BOH
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0 x,0
(g [f,g]):B 015 - Tem posto 1 no ponto (0,00 — N&o existe um

difeomorfismo numa vizinhanca de (0,0) — O sistema ndo pode ser colocado na forma
canonica — O sistema ndo pode ser input-state linearizado.
Apesar disso, foram tentadas algumas mudangas de coordenadas, mas oS

resultados ndo foram satisfatorios pois, apesar do sistema ter sido colocado numa forma

S « o x o : .
linearizavel com a transformacdo: z=¢@(Xx)= B—x « H ndo havia como retornar as
172

variaveis originais, i.e., 0 mapa x = ¢ *(z) nio ¢ definido na origem do novo sistema.
Assim, a linearizacao por realimentacdo de estados ndo pode ser usada e deve-se
pensar em outra maneira de obter a lei de controle com bacia de atracdo definida. Como
sabe-se que a lei de controle obtida com o método anterior é pelo menos localmente
estabilizante, uma abordagem interessante seria usar o segundo método de Lyapunov

para tentar definir a regido de atracdo desta lei de controle.

L c - N
Usando como lei inicial: u(x) =-b.x, —E.xlz, e definindo como funcéo teste

de Lyapunov a forma quadratica: V(x)=C,.x,>+C,.x,* (A fungdo V(x) é positiva
definida se C;, C, > 0), pode-se verificar a estabilidade desta lei de controle analisando

sua derivada temporal:

_ [ ] 0 X;- X, 0
V(X)=V, (x).x=|2C.x, 2C,.x,|.J _¢c, 0 (2.52)
H—b.x2+(l 2).x1 5

. c
V(x)=2C,.x,°.X, —2.b.x,” + 2.C2.(1—§).x12.x2 (2.53)
c C+C
Fazendo > = % (ou seja, ¢ > 2, pois Cy, C, > 0), a equacado 2.53 se reduz
2
a
V(x) =-2.b.x,’ (2.54)
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que é globalmente negativa semi-definida (V(x) < 0) se b > 0.

De posse destas informacdes, pode-se apenas dizer que o sistema é globalmente
estavel. No entanto, se a condicdo de LaSalle (SLOTINE, LI, 1991) for aplicada, i.e., se
forem analisadas as trajetdrias em que a derivada temporal de V(x) é nula para verificar

se estas sao realmente trajetdrias possiveis do sistema, chega-se a conclusédo que, se ¢ >
: c ,, — .
2eb>0,alei de controle u(x) =-b.x, _E'Xl é globalmente assintoticamente estavel.

De fato, as seguintes relac6es sdo implicantes:

V(X)=0 -  X)= 0 - % =0 - xt)= Csz (constante) -
c
X, :(1—5).C32(constante) - Xo(t) éumareta - Xo () = Ej.—%@:ft - lIsso so €

compativel se C4 = C3 = 0, isto é, Xy(t) = Xo(t) = 0. Logo, a Unica possibilidade
compativel com V(x)= 0 é o sistema estar na propria origem. Portanto, pode-se

concluir que o equilibrio (0,0) é globalmente assintoticamente estavel se b >0ec > 2.

Para simplificar o projeto, foi escolhida a lei de controle inicial

u(x) =-xp — 3.x12. Sua regi&o de convergéncia é conhecida e dada por 0% Note que,

apesar da estabilidade assintotica global, esta lei de controle ndo produz um sistema
com propriedade de atenuagdo de ganho /2, garantida. A lei inicial é somente uma lei
estabilizante.

O proximo passo do procedimento poderia ser, a partir da lei de controle inicial,
usar as mesmas funcbes-base usadas na solucdo obtida pelo método de Isidori e Kang
para tentar verificar se o algoritmo proposto por Beard e McLain consegue encontrar
um ajuste robusto para 0 mesmo problema (i.e., com y = 1,05).

Para isto, deve-se partir da aproximacdo dada pela equagéo 2.55 e tentar obter os

parametros ¢; com o algoritmo SGA.

N
Vy(x) = zlcj.q{(x) =C,.X," +CpuX,” +Cy X" X, (2.55)
]:

No entanto, quando tenta-se fazer isso, mesmo para aproximacdes simples como

a da equacdo 2.55, depara-se com inumeras integrais n-dimensionais que devem ser
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avaiadas. Este problema, conhecido como curse of dimensionality, € particularmente
grave pois, mesmo que somente uma base fosse usada, dever-se-iam calcular os
elementos (cada elemento é uma integral dupla) de 8 matrizes 3x3 e 2 vetores 3x1.
Assim, mesmo que o método SGA forneca um método sistematico para achar a
aproximacdo, € muito mais facil procurar uma solugé@o por inspecdo do que escrever o
algoritmo do seu método.

Para quantificar esta dificuldade, o nimero de integrais definidas n-dimensionais

a serem avaliadas com o algoritmo é dado pela equacéo 2.56.

NUmero de integrais n-dimensionais = (2 + 2.n).(NxN) + 2.N (2.56)

onde n é a dimensdo do vetor de estados e N € o nimero de funcdes-base pesquisadas na
aproximacao.
Como exemplo, se N = 8, 0 que ndo é absurdo, tem-se que calcular 1168

integrais n-dimensionais antes de escrever o algoritmo propriamente dito.

23 ABORDAGEM PROPOSTA

O desafio enfrentado ao procurar por um metodo para a solucao da desigualdade
HJI foi o de encontrar um procedimento que fosse, a0 mesmo tempo, simples e

eficiente. Para este fim, foram examinadas 3 possiveis abordagens:

ABORDAGEM 1 - Usar 0 Lema 2.3 (sobre aproximagfes sucessivas) juntamente com
outros métodos de aproximacao mais simples que as aproximacoes de Galerkin.

Esta abordagem se baseou no fato de o algoritmo de aproximacdes sucessivas
produzir uma lei de controle com regido de validade definida. A proposta desta
abordagem seria usar outro método para evitar a avaliacdo das diversas integrais n-
dimensionais que aparecem quando se usa 0 método SGA para resolver os “infinitos”
problemas lineares que surgem no uso do algoritmo 1.

Para driblar a necessidade de avaliar as integrais, poder-se-ia tentar outros
métodos mais simples e com acuracia semelhante. Uma idéia seria testar 0 método da
colocagédo ortogonal (VILLADSEN, MICHELSEN, 1978). Isto foi feito, no entanto,

isso ainda ndo elimina os infinitos problemas lineares a serem resolvidos.
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ABORDAGEM 2 - Tentar resolver a equacdo HJI diretamente pelo método dos residuos
ponderados sem aproximagdes sucessivas.

A idéia desta abordagem era simplificar a solugcdo da equacdo HJI aplicando
diretamente o método de Galerkin (ou outros métodos MWR) ao problema néo-linear.
A vantagem neste caso é que ndo precisar-se-ia mais resolver os infinitos problemas
lineares que surgem no algoritmo de aproximacdes sucessivas. No entanto, a solucdo
obtida ndo tem qualquer garantia de ser uma lei estabilizante.

Neste caso, seria necessaria uma etapa adicional para verificar a positividade da
solucdo e com isso obter sua validacdo. O problema desta abordagem é que ndo existe
na literatura um método ou algoritmo para determinar o sinal local de formas escalares

genericas. 1sso também foi uma motivacgéo para propor a terceira abordagem.

ABORDAGEM 3 - Resolver a desigualdade HJI através de métodos especificos para
determinacgéo de sinais e de regides de sinal definido.

Algo que deve-se ter em mente é que as duas propostas anteriores ndo exploram
os graus de liberdade permitidos pela desigualdade HJI. As solucdes, de acordo com o
publicado na literatura, teriam que se restringir & equacéo HJI.

Além disso, como ndo existem métodos na literatura para verificar o sinal global
e local, com a regido local definida, de formas escalares genéricas, uma idéia muito
interessante seria 0 desenvolvimento de um metodo para este fim e usa-lo, ndo so para
obter uma solucgdo positiva-definida para a desigualdade HJI, mas também para outras

aplicagdes de engenharia e matemaética aplicada.

A primeira abordagem estudada tem a grande vantagem de gerar um controle
com regido de validade bem definida. No entanto, devido ao fato de ser muito
trabalhosa, foi, logo cedo, descartada.

A segunda abordagem nao é tdo trabalhosa quanto a primeira mas os resultados
obtidos ndo foram muito bem-sucedidos. Havia sempre a necessidade de uma etapa
posterior de verificacdo numeérica do sinal das funcdes obtidas na sua solugéo.

Assim sendo, nesta tese, a terceira abordagem foi a escolhida. Tal abordagem
parece ser a mais natural pois, independente do método usado para obter a aproximacao,
na maioria das vezes, é necessaria uma etapa adicional de verificacdo do sinal das

funcbes para validar os resultados obtidos.
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No proximo capitulo, os resultados tedricos necessarios ao desenvolvimento
desta abordagem s&o explicados. Sua aplicagdo ao exemplo trabalhado na secéo 2.2

também é apresentada no capitulo 3.
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Capitulo 3

Resultados Teoricos Desenvolvidos

Resumo

O objetivo deste capitulo é apresentar os resultados obtidos na pesquisa sobre critérios
suficientes para a determinacdo de sinais locais e globais de fungdes escalares
multivaridaveis. Na secdo 3.1 a motivacdo para desenvolver este trabalho e a
interpretacdo geométrica da abordagem sdo apresentadas. Na secdo 3.2 os principais
resultados sdo apresentados. O principal resultado obtido é um teorema que permite
determinar o sinal de uma forma escalar e sua regido local de sinal definido.
Finalmente, na secdo 3.3, é apresentado o uso dos resultados para resolver
quantitativamente, por inspe¢do, um problema de controle #,, ndo-linear, 0 mesmo do
capitulo 2.

3.1 MOTIVACAO E INTERPRETACAO GEOMETRICA

Em virtude dos resultados apresentados no capitulo 2, o problema de encontrar
uma lei de controle “#. ndo-linear pode ser visto como o problema de encontrar uma

funcéo escalar positiva definida:

V(x) >0 (3.1)

que satisfaca uma desigualdade estrita - ou ndo-estrita, desde que uma condicdo de

detectabilidade seja satisfeita (consideragéo 2.2) - conhecida como desigualdade HJI:

H«(x) <0 (3.2)

Assim sendo, independente do método usado para resolver a desigualdade 3.2,
seria de grande valia um método que possibilitasse avaliar o sinal de funcdes escalares
multivariaveis, tanto global quanto localmente. Se um método para este fim estivesse

disponivel, sua utilizacdo na solucdo do problema de controle %, ndo-linear poderia ser

conduzida de duas maneiras:

62



1. Como uma ferramenta de analise, usando um método qualquer para resolver
a equacdo 3.2 e, caso este método ndo garanta que a equagdo 3.1 seja
satisfeita, usar-se-ia 0 método para verificar se V(x) > 0.

2. Como uma ferramenta de sintese, forcando a solucdo V(x) a satisfazer as

equacdes 3.1 e 3.2.

Da experiéncia que foi adquirida ao se resolver problemas de controle /., nédo-
linear, foi observado que tanto V(x) como H«(x) podem ser escritas de forma mais
compacta como formas quadréticas de bases ndo-lineares, batizadas nesta secdo como

O(x) e ®(x), respectivamente:

Bv(x) =0T (x).R,.0(x)

«(X) = @7 (x).Py.D(x) (3.3)

As bases destas formas quadraticas, aqui chamadas funcdes-eixo da
representacdo, devido a sua possivel interpretacdo geométrica, logo adiante explicada,

sdo vetores de funcbes ndo-lineares das varidveis de estado:

H009 = (810 8(x) ... 830" ”
) .
5900 = [0100 9200 .. ()

E as matrizes Py e Py podem, sem perda de generalidade, ser escritas como

matrizes simétricas de elementos reais:

F\/ aoad xn (pvij = iji ) (3 5)
I:)H DDmxm (pHij = iji )
Como a estabilidade global de sistemas lineares tem sido verificada através da
analise da matriz P da forma quadratica V(x)=x".P.x, foi pensado em explorar a

simetria das equacdes 3.3-3.5 para inferir os sinais de V(x) e H«(x).
Para este fim, antes, é necessario recordar alguns resultados das teoria de
matrizes e vetores (KREYSZIG, 1993, STEINBRUCH, 1975):

63



DEFINICOES:

1.

2
3.
4

Uma matriz A é ortogonal se A*= A",

Uma matriz A é simétrica se A" = A.

O conjunto de todos autovalores da matriz A é chamado de espectro de A.

O problema de determinar os autovalores e autovetores de uma matriz A €

chamado de um problema de autovalor.

TEOREMAS:

Os autovalores de uma matriz simétrica séo reais.

Uma matriz simétrica n X n possui uma base ortonormal de autovetores para
0 espaco euclidiano n-dimensional, O".

Se 0s autovetores de um matriz A, de dimensdo n x n, formam uma base para
0", estes podem ser usados para diagonalizar A.

Uma transformacdo ortogonal preserva o valor do produto interno dos
vetores, assim como a norma dos vetores.

Qualquer transformagdo ortogonal no plano ou no espago tridimensional €

uma rotacao.

Usando estes resultados, pode-se rescrever uma forma quadratica qualquer em

sua forma canénica. A seguir é mostrado como definir o sinal global de uma forma

quadratica para um sistema linear e como as conclusdes obtidas podem ser estendidas

para formas quadraticas compostas por bases ndo-lineares.

Considere uma forma quadratica V(x)=x'.P.x, formada por funcdes-eixo

lineares X = [X1 xz]T e com P simétrico e real:

P

. E EE (3.6)

Esta forma quadratica pode ser escrita como uma funcdo escalar de duas

variaveis:

V(X) = a.x1? + b.xo? + 2.6.X1.X2 (3.7)
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Note que se o ultimo termo do lado direito da equagdo 3.7 ndo existisse, o sinal
global desta funcéo poderia ser facilmente definido. Como o sinal ndo pode ser definido
desta maneira, usam-se as propriedades das matrizes reais simétricas para rescrever a
funcéo V(x) em funcdo de uma nova base que elimine este termo de sinal indefinido.

Assim, se P é real e simétrica, P admite uma diagonalizacdo do tipo:

P=T.D.T™%, onde D é uma matriz diagonal cujos elementos s&o os autovalores (reais)

de P e T é a matriz dos autovetores correspondentes a estes autovalores. Como T €

ortogonal (T_l = TT) pode-se escrever P como P=T.D.T" e definir uma nova variavel

y =TT .x. Esta nova variavel forma uma nova base para V(x) = V(T.y) = V(y):

V(X) = X Px=x'TDT x= yT.D.y (3.8)
Expandindo V(x) = V(y), obtém-se:

- 2 2
V(X) =A1y1” +A2y> (3.9)

A equacdo 3.9 é conhecida como a forma candnica das formas quadraticas com
bases lineares, onde A1 e A, sd0 os autovalores de P. Vista nesta forma, a analise do sinal
global de V(x) se resume a avaliacdo os sinais dos autovalores de P e o problema de
determinar o sinal de V(x) se transforma num problema de autovalores. De fato, 0s
famosos critérios de Sylvester (OGATA, 1990) para determinacdo dos sinais de

matrizes podem ser obtidos a partir da anélise dos autovalores da matriz*.

Interpretacao geométrica no espaco euclidiano bidimensional.
Uma forma quadratica permite uma interpretacdo geométrica em O e 0% . E
possivel que por inducdo matematica, as conclusfes sobre o sinal da funcdo escalar

obtidas com este tipo de interpretacdo também sejam validas paran > 2,

1 Uma vers#o, considerando somente nimeros inteiros, mas que segue a mesma linha de raciocinio, dos
critérios de Sylvester para determinacdo do sinal de formas quadraticas bidimensionais ja havia sido
desenvolvida no século XVIII por Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Para maiores detalhes,
recomenda-se consultar (SCHARLAU, OPOLKA, 1985).
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Para n = 1, a interpretacdo € Obvia pois ndo existem termos cruzados entre as
bases. Para n = 2, uma forma quadratica genérica pode ser colocada na forma canénica
através de uma transformacdo linear formada pelos seu autovetores. Como o operador
desta transformagdo é uma matriz ortogonal, esta transformacdo linear pode ser
encarada simplesmente como uma rotacdo (transformacdo que mantém a norma e o
produto interno), de modo que as conclus@es obtidas sobre o sinal da forma canénica
sd0 as mesmas para a forma quadratica original. Uma forma quadratica candnica pode
ser interpretada geometricamente em [J? como um paraboldide eliptico (de sinal
definido), hiperbolico (de sinal indefinido) ou uma superficie cilindrica parabdlica (de
sinal semi-definido), dependendo do sinal dos autovalores envolvidos. A visualizacéo

destas figuras geomeétricas em fungdo dos autovalores da forma estéo nas figuras 8 a 10.

Figura 8 —Paraboloides Elipticos.

2) Z(x) =% +2.x,% € b) Z(x) = -2x2 - x,?

Figura 9 — Paraboloide semi-definido (superficie cilindrica parabdlica z(x) = 2.x,2).
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Figura 10 — Parabol6ide ndo-definido (paraboldide hiperbélico z(x) = x,? - x,2).

Extensao para formas quadraticas de bases nao-lineares
As concluses obtidas para as formas quadraticas de sistemas lineares podem ser
estendidas para formas quadraticas compostas por bases nao-lineares. A diferenca é que,
para formas quadraticas de bases lineares, a representacdo matricial e Unica e fornece
uma condicdo necesséria e suficiente para a determinagdo do sinal da funcdo. Como
todo o espaco euclidiano € varrido, o critério obtido € global. Isto ndo é garantido se as
bases forem néo-lineares. As diferencas fundamentais das formas quadraticas formadas
por bases ndo-lineares sao as seguintes:
1. A funcdo multivaridvel escalar a ser analisada possui uma representacdo em
forma quadratica ndo-unica.
2. Como existem relacbes entre as bases, 0s critérios obtidos sdo apenas
suficientes.
3. O subconjunto do campo real assumido pelas varidveis de estado de modo a
permitir que as bases da forma quadratica (funcdes-eixo do paraboldide)
pertencam ao campo real pode ser usado para delimitar uma regido local

onde a fungdo expandida tem sinal definido.
Com base nestas diferencas, sao apresentados na proxima secao deste capitulo os

principais resultados obtidos sobre a determinacdo do sinal local e global de funcdes

escalares multivaridveis. Por questdo de simplicidade (e por permitir uma interpretacao
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geométrica), a maioria dos exemplos deste capitulo envolvem fun¢des bidimensionais,

i.e., mapeamentos do tipo: 0% — [.

3.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta se¢do, sdo desenvolvidos novos critérios suficientes para a determinacao
de sinais estritos, global e local com regido definida, de funcbes escalares
multivaridveis. Os critérios se baseiam na rescrita das fungdes escalares como formas
quadraticas de bases ndo-lineares e na exploragdo das propriedades e interpretacdes

explicadas na secédo 3.1.

Critério global para formas quadraticas nao-lineares

Antes de apresentar a extensdo dos resultados de sistemas lineares para nao-
lineares foi feita uma pesquisa na literatura para procurar resultados similares. O Unico
resultado similar ao trabalho que estd sendo realizado foi encontrado em (BOSE, LI,
1968). Neste trabalho, que continua sendo citado até os dia de hoje (HASAN, HASAN,
1996), o autor propde um critério suficiente para determinacdo de sinais globais de

formas polinomiais. O teorema 3.1 é a apresentado sem provas em (BOSE, LI, 1968):

TEOREMA 3.1

“Faca V(x) ser um polinémio real de n variaveis. Se a representacdo em forma
quadratica de V(x) é y'.B.y, onde os elementos de y sdo funcdes aceitaveis
(polinomiais) de x e B é uma matriz real simétrica obtida diretamente dos coeficientes
de V, entdo uma condicdo suficiente para a positividade (semi-positividade) de V(x) é

que B seja uma matriz positiva-definida (positiva semi-definida).”
Para mostrar onde esse teorema falha, considere a fungéo da equagédo 3.10:
V(X) = (-6.X1 + 2.X2)* + (2.X1 — 6.X2 =2.X5°)? (3.10)
Esta funcdo pode ser colocada como uma forma quadratica com fungdes-eixo

néo-lineares polinomiais, equacgao 3.11.
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040 -24 —4000K, O
V(X) =[x, x, x;].g— 24 40 120K, =07 (X)P,.0(x) (3.11)
-4 12 4HX,H

Analisando o espectro de Py, obtém-se os seguintes autovalores: {17,92 ; 0,00 ;
66,08}. Estes autovalores indicam que a matriz Py é positiva semi-definida. No entanto,
a funcdo V(x) é positiva definida, figura 11. Os Unicos valores de x que anulam V(x)

pertencem ao campo complexo.

X
e
\“n"-%f.f i

7

oo

iy L
T T e T
S

Figura 11 — Gréfico de V(X) = (-6.X1 + 2.X2)% + (2.X1 — 6.X2 —2.X5°) VErsus X1 e Xo.

Por outro lado, se V(x) fosse escrita de acordo com a equacdo 3.12, obter-se-iam
0s seguintes autovalores para a matriz Py associada: {24 ; 64.13 ; 16.62 ; 3.2413}. Neste

caso, a positividade de V(x) poderia ser concluida.

040 -24 0 -400y, O

0 O

V)= . s|F24 40 0 0%

CI=Pa X, X" Xlg g o 4 oD
2

-4 0 0 4D

0" (x).P, .O(x) (3.12)

Na realidade, quando a matriz da representacdo em forma quadratica é semi-
definida, o sinal da fungéo pode ser tanto definido como semi-definido e o teorema 3.1
poderia ser modificado para colocar este fato em evidéncia. Antes disso, porém, define-

se 0 que € uma funcdo aceitavel global para as fungdes-eixo.
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DEFINICAO 3.1 — Funcio aceitavel global. Uma funcdo escalar multivariavel de n
variaveis reais ¢ chamada de funcdo aceitavel global se assume valores reais para todos
os valores reais de suas variaveis e valor nulo somente quando todas suas variaveis

valem zero.

Agora, pode-se enunciar o teorema para determinar o sinal global de formas

quadraticas nao-lineares.

TEOREMA 3.2 — Critério global para formas quadraticas niao-lineares

“Faca V(x) ser uma funcédo escalar multivariavel de n varidveis reais. Se a representacao
em forma quadratica de V/(x) é y'.B.y, onde os elementos de y s&o funcdes aceitaveis
globais de x e B € uma matriz real simétrica obtida diretamente dos coeficientes de V,
entdo uma condicdo suficiente para a positividade (negatividade) de V(x) é que B seja

uma matriz positiva (negativa) definida.”
Prova: Suficiéncia. Se V(x) pode ser escrita como uma forma quadratica, y'.B.y, onde

y(x) sdo fungdes ndo-lineares de x e B € uma matriz real simétrica, € um fato da algebra

linear que pode-se rescrever V(x) nas novas coordenadas z = U'.y como
V(x) = 2(y()) " Az(y(x) =2() " A Z(x)

onde U € uma matriz ortonormal cujas colunas, u; , sdo os autovetores de B e a matriz A

é diagonal com os mesmos autovalores de B. Entdo, V(x) pode ser rescrita como:

V(X) =A1.292 + N 0202 +... 4 Az

com
Zi = (Uigy2(X) + Uiz y2(X) +... + Uin.yn(x)), parai=1...n.

Esta transformacéo de coordenadas ortonormal preserva a norma e o produto interno de

B e consequentemente as conclus@es sobre o sinal de V(x) sdo também mantidas.

70



Como todos os autovalores de uma matriz simetrica real pertencem ao campo real, se
todos os autovalores sdo positivos (i.e., se a matriz é positiva definida) V(x) é positiva

definida se, paratodo x diferente de zero:

1. z%(x)=0 (parai=1..n)e,

2. ziz(x) >0 (para ao menos um valor de i)

Estas duas condicdes sdo satisfeitas se y(x) é um vetor de funcbes aceitaveis globais e o
nimero de componentes em y (ou z) é pelo menos igual ao nimero de varidveis

independentes (x). Entdo, a positividade de B implica que V(x) € positiva definida.

Niao necessidade. Considere uma funcéo positiva com uma representacdo em forma
quadrética, y".B.y, com B positiva definida. Como a representacdo em forma quadratica
é arbitraria, ndo existe restricdo em adicionar um novo elemento ndo-nulo ao vetor y.
N&o ha perda de generalidade se for considerado que este novo elemento ndo tem
influéncia na funcdo positiva original pois 0s componentes de y ndo sdo
necessariamente independentes. Se isto ocorre, apesar da fungdo ser positiva, 0 novo
autovalor, correspondente ao novo elemento adicionado, serd nulo. Assim, a
positividade de V(x) ndo implica em B ser positiva definida e o teorema 3.2 (assim
como o teorema 3.1) é somente uma condicao suficiente para a positividade.

Isto também prova que a semi-positividade de B ndo implica em V(x) = 0.

OBSERVACAO 3.1. Se for considerado que toda funcdo positiva definida é, por

definicéo, positiva semi-definida, o teorema 3.1 é verdadeiro.

Critério para determinacio do sinal local de formas quadraticas nao-lineares

O teorema 3.2 é muito Util para provar o sinal global de funcdes multivariaveis
escalares. No entanto, em muitos casos as fungdes envolvida ndo possuem um sinal
global. Nestes casos, é necessario determinar o sinal local e delimitar a regido com este
sinal. Para determinar qualitativamente o sinal local de uma forma quadratica néo-

linear, pode-se usar o resultado do teorema 3.3.
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TEOREMA 3.3 — Critério para determinac¢do do sinal local de formas escalares
multivariaveis nao-lineares
“Se uma funcdo escalar multivariavel tem uma solucdo nula na origem, seu gradiente

vale zero na origem, pode ser estendida em serie de MacLaurin e rescrita como
V(X) = X" Px+fyL (X) (3.13)

onde fy.(X) contém os termos de ordem maior que 2, entdo o sinal local de V(x) pode
ser inferido através da analise dos autovalores da matriz P da seguinte maneira:
1. Se os autovalores sdo positivos (negativos), V(x) é localmente positiva
(negativa) definida;
2. Se pelo menos um autovalor é nulo e os demais tem o0 mesmo sinal, nada
pode ser dito sobre o sinal de V(x);
3. Se pelo menos um autovalor tem sinal diferente dos demais, entdo V(x)

tem sinal local indefinido.”

Prova. Considere uma fungdo que tem valor nulo na origem. A origem é um minimo
(maximo) local se:
1. Seu gradiente é nulo na origem e,

2. A matriz Hessiana na origem é positiva (negativa) definida.

Como o minimo (méaximo) local é zero, se as condigdes 1 e 2 sdo satisfeitas, a funcao é
localmente positiva (negativa) nas vizinhangas da origem.

Como a analise de uma expansdo em série de Maclaurin truncada apés o termo
quadratico é equivalente a analise da matriz Hessiana quando o gradiente € nulo na

origem, a suficiéncia do teorema fica provada.

Por exemplo, sabe-se que a funcéo escalar: V(x) = a.x1* - b.xo? - ¢.x1? + d.x1%.x2°
(com a, b, ¢, d > 0) e localmente negativa-definida. De fato, pode-se escrever V(x)

como.
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0 d/2 27
V(X) = [Xl XZ]'EOC _ bﬁg; §+ [Xlz XZZ]EZ]?Z 0 Eglzg (3-14)
2

onde o espectro de P é : {-c, -b}.

Na realidade, este critério € equivalente a analise do sinal da matriz Hessiana (de
derivadas segundas) de uma fungdo multivaridvel na origem (ponto de interesse).

A interpretacdo deste resultado é obvia, mas, muito dificilmente estas condic¢des
sdo satisfeitas na pratica. Por exemplo, se ¢ ou b sdo nulos, a matriz P do exemplo tem
um autovalor nulo e é necessario avaliar 0s termos de ordem superior para inferir o sinal
local. Neste ponto, devido & semelhanca com a teoria da variedade central, poder-se-ia

tentar uma adaptacdo desta para verificar se chega-se a um resultado util.

Critério local com regiao definida
Como dito anteriormente, do ponto de vista pratico, funcBes escalares
dificilmente apresentam sinal global definido. O mais comum é que essas funcdes
tenham uma regido local de sinal definido. Um fato que permanece ainda obscuro na
teoria de sistemas ndo-lineares ¢ como determinar essa regido. Os dois critérios
apresentados até agora, embora sejam importantes ndo sdo muito Gteis para este fim.
Como motivacdo para o desenvolvimento de um critério para a determinacéo

desta regido de sinal definido, considere a funcéo F(x) da equacéo 3.15:
F(x)=x%-4 (3.15)
Esta funcéo possui sinal global indefinido e sinal local negativo. Isto pode ser
facilmente visto na figura 12.

Seguindo o raciocinio empregado neste capitulo, a primeira coisa que pode-se

tentar fazer para analisar o sinal da funcgéo é rescrevé-la como uma forma quadrética:

@ 0 OxO

V(x) =[x 1].@ _4FAA (3.16)
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Figura 12 — Gréfico de F(X) = x* - 4 versus X.

Como era de se esperar, a analise dos autovalores neste caso indica que o sinal
ndo e definido. Note que as funcbes-eixo envolvidas na equacdo 3.16 sdo funcdes
aceitaveis globais, e, logicamente, nenhuma outra representacdo em forma quadratica
usando funcGes deste tipo poderia levar a diferentes conclusoes.

No entanto, a mesma funcgéo escalar da equacéo 3.15, alternativamente, poderia

ser escrita de acordo com a representacao da equacéo 3.17.

_Of_.2 001 0041-x20
V(x)—é/l S A = E (3.17)

Esta representacdo da equagdo 3.17, por sua vez, produz dois autovalores
negativos, indicando que a funcdo é negativa-definida. No entanto, as fungdes-eixo
desta representacdo ndo sdo mais funcbes aceitiveis globais. Isto indica que a
negatividade da funcdo ndo é global. Se for observado bem, para as fungGes-eixo de
V(X) (que séo os eixos do paraboldide) com a descri¢do 3.17 assumirem valores reais, X
deve estar compreendido no intervalo real [-1,1]. Obviamente, nesta regido V(x) €
negativa, como pode ser visto na figura 12.

A partir deste exemplo motivador, pode-se enunciar o teorema mais geral deste

trabalho. Antes porém é feita mais uma definicao:
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DEFINICAO 3.2 — Regido local real. A regido local real de uma funcdo escalar
multivariavel y(x) é o subconjunto de valores do campo real que a variavel x pode
assumir de modo que y(x) assuma valores pertencentes ao campo real e y # 0 a menos

que x = 0.

TEOREMA 3.4 — Critério para determinacao de sinal local com regido definida para
formas quadraticas nio-lineares

“Faca V(x) ser uma funcédo escalar multivariavel de n varidveis reais. Se a representacao
em forma quadrética de V(x) é y'.B.y, onde os elementos de y s&o funcdes de x e B é
uma matriz real simétrica obtida diretamente dos coeficientes de V, entdo uma condic¢éo
suficiente para a positividade (negatividade) local de V(x) € que B seja uma matriz
positiva definida (negativa definida).

Além disso, a regido local de sinal definido de V(x) é obtida pela intersecao das regides

locais reais de todas as funcgdes-eixo y envolvidos na descricdo de V(x).”

Prova: Suficiéncia.

A prova é a mesma do teorema 2 até as duas Ultimas equacgdes que aparecem na referida
prova. A diferenca € que agora deve ser notado que estas duas condi¢fes sé sdo
satisfeitas na regido local real de cada componente de y e, consequentemente, a
intersecdo destas regides fornece uma regido local onde o sinal é positivo. Entdo, a
positividade de B implica que V(x) € positiva definida dentro da regido composta pela
intersecdo entre as regides locais reais de todos componentes de y da representacdo em

forma quadratica utilizada..

Niao necessidade. A mesma do teorema 2.

Como exemplo, a regido local de sinal definido de 3.17 € dada por Q = [-1,1]

xO0QO0).

OBSERVACAO 2. Para provar a negatividade de uma funcdo V(x) usando os teoremas

3.2 e 3.4, é suficiente provar a positividade de (-1).V(x).
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Exemplo de uso dos critérios.

1. Uso do teorema 3.2 — Considere a funcdo escalar da equacgéo 3.18
V]_(X) = -X12 + X1.X2 - X22 + 0,5.X13.X2 + X14 - X;L6 (318)
Rescrevendo esta funcdo como uma forma quadratica global pode-se obter:

0-1 050 0500, [
V,(x) =[x, x, xf‘]%),so -1 025K, 0=0"(\)P,,.0(x) (3.19)
0,50 025 -1H%,’°H

O espectro de Py; € dado por: {-1.59 , -1.25 , -0.16}. Logo conclui-se pelo
teorema 3.2 que a funcdo V4(x) é globalmente negativa definida, o que pode ser visto na
figura 11.

11 05 x1

Figura 13 - Gréafico de V1(X) versus X1 e Xo.

2. Uso do teorema 3.3 — Considere agora que o termo -x;° foi excluido da equagéo 3.18:
Vz(X) = -X12 + X1.X2 - X22 + 0,5.X13.X2 + X14 (320)
Sabe-se que a fungdo acima ndo possui sinal global definido, figura 14. A

coeréncia do critério do teorema 3.2 pode ser observada ao se analisar os autovalores da

matriz correspondente a nova forma quadratica com as mesmas fungdes-eixo globais

usados na equacéo 3.19:
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-1 050 050
ACO50 -1 0,25-=(-1,52;-0,82; +0,35} (3.21)
50 025 O

Figura 14 — Grafico da equacdo 3.20 em funcdo de x; e Xo.

No entanto, sabe-se que a equacgdo possui uma regido local de sinal negativo,
figura 15. Isso pode ser inferido pelo teorema 3.3. De fato, os autovalores da matriz
Hessiana de V»(x) na origem, equacdo 3.22, comprovam que a origem é localmente

negativa.

A 105 ={-1.50; -0.50 3.22
%_5_1%—{., 50} (3.22)

E: e
e e o, e T,

e
A T

-0.2
\E\,’\ T 01 0z

2 019373 01 g

Figura 15 — Grafico da equacdo 3.20 com uma maior resolucdo em X; e Xo.
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3. Uso do teorema 3.4 — Considere de novo a funcédo escalar da equagéo 3.20
Vz(X) = -X;|_2 + X1.Xo - X22 + 0,5.X13.X2 + X14 (320)
Como comentado anteriormente, a funcdo da equagdo 3.20 tem sinal global

indefinido e é localmente negativa. Uma estimativa da regido de negatividade pode ser

obtida ao rescrever esta fun¢do como a forma quadratica da equagéo 3.23.

O X1 +04 05 0 O 0 OO X1
O O
X2 80.5 -1 0 0 0 BD X2 (3.23)

00 0 -2 0 0 09/03-x2-x,2x;
0 D

00 0 0 -2 0257  xiX»

Ho o0 0 025 -1fH x12
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Neste caso, V2(x) pode ser considerada uma funcgdo negativa definida (todos os

autovalores s&o negativos) na regido definida por x 0 Q O 0% onde Q é a intersecdo

das regides locais reais das fungdes-eixo, neste caso particular: Q = { [x],? < 03}.

Possiveis usos dos critérios desenvolvidos no trabalho
Os critérios desenvolvidos neste trabalho, e apresentados nesta se¢do, visam resolver o
problema de controle “#. ndo-linear. Na proxima sec¢do, a aplicacdo dos resultados ao
problema estudado no capitulo anterior € apresentada. No entanto, os resultados obtidos
possuem um leque de aplicagdo muito maior, tanto na engenharia quanto na matematica.
Algumas possibilidades de seu uso séo as seguintes:
- Determinacdo de intervalos locais de fun¢Ges multivariaveis sem raiz real
(matematica aplicada);
- Determinacdo de regides de sinais locais positivos e negativos para func¢oes
de Lyapunov e suas derivadas temporais (teoria de sistemas dinamicos);
- Determinacdo do tamanho da regido de validade da aproximacéo linear de
uma lei de controle /4., (controle robusto linear) e;
- Ferramenta de sintese e analise de leis de controle robusto ndo-linear

(controle robusto nao-linear).
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3.3 APLICACAO DO METODO A UM PROBLEMA DE CONTROLE ‘¥, NAO-LINEAR

Como visto no capitulo 2, os métodos disponiveis para computar a lei de
controle ‘4., ndo-linear possuem algumas limitacGes graves. A principal destas é o total

desconhecimento da regido de validade da lei de controle obtida ou aproximada. Se ndo
se conhece essa regido é dificil saber qudo melhor que o controle linear o controle néo-
linear serd. Nesta secdo, em primeiro lugar, € testada a utilidade dos critérios
desenvolvidos no modelo matematico trabalhado no capitulo anterior, para encontrar

um controlador com regido de validade definida.

Aplicacio do método ao sistema das equacdes 2.30-2.31

Recordando, a desigualdade HJI para o sistema dinamico 2.30-2.31 é:

H (VW () = Vigg X1.X +Vip Xg% + X% = 2X.%0° + %1 +%-A.VX22 <0
A=WV -1 (2.42)

Usando a abordagem de Isidori e Kang, explicada no capitulo 2, chega-se, ap0s

algumas manipulacdes algébricas, a seguinte solugdo para a desigualdade:

V(X) = a.xi® + b.xo% + c.x1%.Xo (2.43)

Considerando a=1- b—%.b.c > 0 e substituindo V(x) na equagéo 2.42, chega-

se a seguinte expressao:
Ha (X) = (L+ b2A).xo2 + %.02 re+ 1%&14 +2.0x2 %52 (3.24)

Para verificar se a solugéo satisfaz as condigdes do problema, deve-se verificar

se as fungdes V(x) e H«(x) satisfazem localmente seus requerimentos de positividade e

79



negatividade. Isso pode ser feito através do teorema 3.3. Analisando as matrizes
Hessianas de V(0) e H+(0), tem-se:

2 _ @Ra 0O
0 V(x)‘(oyo) “Ho 20 (3.25)
chp(x)‘ 0 0 O (3.26)

©00) B 2@+b2nH

Analisando a equacdo 3.25, pode-se concluir que se a e b sdo maiores que zero, a
funcdo V(x) é localmente positiva definida. Quanto a funcdo H-(x), independente da
escolha dos valores dos parametros do modelo (a, b, ¢ e A), nada se pode dizer de seu
sinal local através do teorema 3.3, pois existe um autovalor nulo na Hessiana.

Substituindo os valores testados no capitulo 2 (a =401, b =c =100 e A =-0,10)

em V(x), obtém-se:

V(X) = 401.x1% + 100.x5* + 100.X1%X> (3.27)
Hx (X) = —189.x,% = 999.x 52 + 200.X, X 5 (3.28)

Pode-se agora tentar definir a regido local onde V(x) tem sinal definido atraves

do teorema 3.4. 1sso pode ser feito se for usada a seguinte forma quadratica:

1 0 0 N X1 |:|
V(x)=[x1 X5 xl.M]g) 100 0O gg X5 E: oT(x)R B(x)  (3-29)
D 0 100554+ x2f

Assim, pode-se concluir que a fungdo V(x) da equacgdo 3.27 é positiva definida
no intervalo real definido por x 0 Q 0 0% Q = { -00 < X3 < 00, -4 < X, < 0}

Quanto a equacdo 3.28, pode-se usar a representacdo em forma quadratica da
equacdo 3.30 para tentar delimitar uma regido de sinal negativo definito. Da equagéo

3.30, pode-se extrair a informacao de que H«(x) € negativa definida na regido definida

por: [x],,* < 4,99.
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0 X2 BT 310 0 0o X2 0
2 0 0 2

H*(X) _ 0 12 0 DO -149 0 0 DD X]_2 0 (330)
S X2 E ‘o0 0 -200 O DE X2 S
8 4,99—X12 —X22 X20 EO 0 0 —ZOOEEMLQQ—X]_Z —X22 X208

Assim, fazendo a unido das regides de sinal definido de V(x) e H«(x), pode-se
definir uma regido de validade para a solucdo da desigualdade HJI. Esta solugéo, V(x)
da equacdo 3.27, como sera melhor desenvolvido no capitulo 4, tem como regido de
validade o maior valor de V(x) contido no circulo de raio r = \/@ (que, por sua vez,
delimita a intersecao das regides de sinal definido de V(x) e H«(x)).

Para ilustrar este exemplo, na figura 16, sdo apresentadas algumas trajetorias
partindo da fronteira da regido de validade do controlador para o sistema néo perturbado

com a lei de controle /., ndo-linear, equagdo 3.31.

1
Us = —E.VX2 (X) =-50.x1% - 100.X> (3.31)

Figura 16 — Algumas trajetorias partindo da regido de validade (curva tracejada) do

controlador /., ndo-linear, equacéo 3.31.
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Na figura 17, as propriedades de atenuacdo de perturbacdo séo ilustradas para a
condicdo inicial (x1,x2) = (-1,-1) e pior perturbacdo possivel, calculada na sintese do

controlador “#., ndo-linear, equacéo 3.32.

We =2 Vy (%) =457+ 90 (3.32)

2.y2 '

3000

Issipacdo

2500

= 2000

e
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S O
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Termos da desigualdade d

_500 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temno

Figura 17 — Propriedades de atenucao do ganho do controlador.

A linha continua representa o lado esquerdo da desigualdade de dissipacao®

associada ao problema e, a linha pontilhada, seu lado direito.

Note que, com os resultados apresentados neste capitulo, foi possivel definir
uma regido de validade para o problema tratado no capitulo anterior. Isto atenua um dos
grandes problemas da teoria. No entanto, a solucdo ainda foi obtida por inspe¢do. No
proximo capitulo, serd apresentado um método para escolher os pardmetros da solucgéo

do problema de modo a maximizar sua regido de validade.

12 Desigualdade de dissipa(,;z”io:‘[oT lz(t)[P ot < VZIOT [w(t)[*dt +V(x(0))
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Capitulo 4

Solucao Quantitativa Proposta para o Problema

Resumo

Neste capitulo sdo especificadas as condigdes para a obtencdo de um controlador com
regido de validade conhecida. A seguir, usando os resultados apresentados no capitulo
3 € desenvolvido um procedimento sistematico bastante genérico, de modo a
maximizar a regido de validade do controlador <%, ndo-linear quando de sua sintese.
Para este fim, é relaxado o grau de atenuacdo das perturbacdes. Deste modo, o
problema perde sua otimalidade original. No entanto, o resultado obtido é muito mais
pratico. Alguns exemplos numéricos ilustrativos sdo apresentados.

4.1 CONDICOES SUFICIENTES PARA A SOLUCAO QUANTITATIVA DO PROBLEMA

Conforme visto nos capitulos 2 e 3, o problema de controle ‘4., ndo-linear via
realimentacdo de estado se resume a achar uma solugéo positiva definida, V(x), para a
desigualdade HJI associada ao modelo matematico do sistema. A maioria dos trabalhos
sobre o computo desta solucéo se restringe a provar que existe uma solucéo local para o
problema e néo indica como calcular esta solugdo nem a faixa de validade que entende-
se por local. Assim, neste capitulo, usando os resultados apresentados no capitulo 3, é
apresentado um procedimento para computar esta solucdo de modo a maximizar a
regido de validade local do controlador. Para este, parte-se da defini¢cdo da regido de

validade do controlador, apresentada no capitulo 2:

DEFINICAO 2.2 — Regido de validade do controlador ‘%, nio-linear. A regido do
espaco de estados do sistema, sujeita a lei de controle ‘4., ndo-linear que
simultaneamente satisfaz a desigualdade HJI e garante a estabilidade do sistema em
malha fechada para a pior perturbacéo possivel associada ao problema, é referida como
a regido de validade do controlador “#. ndo-linear. Qualquer regido do espaco de
estados que seja um subconjunto desta regido é chamada de uma estimativa da regido de

validade do controlador.
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Assim, a regido de validade do controlador € formada pela intersecéo das regides
de estabilidade em malha fechada (também como dominio de atracdo) e da regido onde
a desigualdade HJI é satisfeita. Dentro desta regido, os requerimentos de estabilidade e
desempenho sdo assegurados para o sistema.

A regido onde a desigualdade HJI é satisfeita ¢ formada, simplesmente, pela
intersecdo da sua regido de negatividade com a regido de positividade de V(x). A regido
de estabilidade assintotica, por sua vez, pode ser obtida usando os resultados da teoria
de estabilidade de Lyapunov para o sistema em malha fechada com u(t) = a2(x) = u=(x)
e w(t) = a1(x) = wx(x) (de acordo com a nomenclatura do teorema 2.2). A visualizagédo

destas condi¢des para um sistema bidimensional esta representada na figura 18.

Figura 18 — Regido de validade do controlador /., ndo-linear de um sistema

bidimensional - X = (X1,X2).
Regides da figura: (a) curvas concéntricas — curvas de nivel crescentes, V(x) > 0;
(b) regido listrada — HJI < 0; (c) regido com listras tracejadas — d[V(x)]/dt < 0;
(d) regido sombreada clara — d[V(x)]/dt < 0 e HJI < O; (e) regido sombreada
escura — maior curva de nivel V(x) = ¢ > 0 onde d[V(x)]/dt <0 e HJI < 0 -

Melhor estimativa da regido de validade do controlador.

Note que ndo € necessario resolver simultaneamente o problema de atenuacéo de
perturbacdo e de estabilidade assintotica. E possivel resolver a desigualdade de
dissipacgdo (desigualdade HJI) e obter wx(x) and u«(x) como fungdes de argumento V(X).
Em seguida, poder-se-ia procurar por uma funcdo de Lyapunov que satisfizesse 0s

requisitos da teoria de Lyapunov para a maior regido de atracdo possivel, com os
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valores de u(t) = u-(x) e w(t) = wx(x), substituidos nas equacdes 2.17, por exemplo. No
entanto, esta abordagem, apesar de aparentemente atraente, pode levar a sistemas em
malha fechada com regifes de atracdo muito estreitas. Entdo, neste trabalho, a
abordagem usual (solucéo simultanea) foi mantida.

A principal dificuldade na determinacéo da regido de validade do controlador, e
que ndo tem sido discutida na literatura, reside na delimitacdo da regido de atracdo do

sistema. A observacdo crucial é que, exceto para o caso ndo perturbado (w(t) = 0), a
desigualdade de dissipacdo (HJI < 0) ndo implica na satisfagdo de V(x) <0 na mesma

regido do espago de estados. Uma excecdo a esta regra ocorre em sistema IA que

satisfazem a condicéo da desigualdade 4.1.

%(xfg(x)—yizk(x)Tk(x)Er> 0 (4.1)

Para provar a afirmacdo do paragrafo anterior, suponha que existe uma funcéo
V(x) positiva definida que satisfaz a desigualdade HJI para o sistema dado pelas

equacdes 2.109.
X =f(x) +g(x).u+k(x).w

(2.19)
_yo th(x)O

“RH Hu
Entdo, pode-se escrever a desigualdade HJI deste sistema,

V. (F (X) + g(X)-Wx (X) + K(X).s (X)) + h(x)?

2 2 4.2
Erlg(x)Tvx(x)T% -y2. %12 k(x)TvX(x)T@ <0 (42)
0 2 Y

Devido a que o termo VX.(f (X) + g(x).wx (x) + k(x).ux (x)) é igual a derivada

+

temporal de V(x) para o sistema em malha fechada com u(t) = u«(x) e w(t) = w«(x),

pode-se rescrever a desigualdade 4.2 como,
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. 1 1
V) +h()% +2 Ve ()T 900 T gV (¥) —mvx(xf kOO TKOOVy (x) <0
que, por sua vez, pode ser reorganizada para se chegar a equacao 4.3.
: 1 1
V() <=h()? =2 V()" %(xfg(x) B k() "k(x) @ (X) (4.3)

Assim, é facil concluir que, se a desigualdade 4.1 é satisfeita, a desigualdade de
dissipacdo implica na validade de [dV(x(t))/dt] < O na mesma regido do espaco de
estados onde HJI < 0.

No caso geral, onde a relacdo da equacdo 4.1 pode ndo ser valida, para
determinar a regido de validade do controlador, precisa-se de um pouco mais de
trabalho. Como deseja-se determinar a regido de atracdo para a pior perturbagdo (w(t) =
wx(Xx)), além de encontrar as regides de sinal definido de V(x) e da desigualdade de
dissipacdo, também é necessério encontrar a regido do espaco de estados onde V(x) <0
é satisfeita. A existéncia desta regido € assegurada pelos resultados da teoria de sistemas
dissipativos (Willems, 1972).

Como a regido de atracdo verdadeira € normalmente muito dificil de se calcular,
estimativas desta sdo usualmente aceitas para fins de comparagdo de tamanho na
literatura de controle. Uma boa estimativa para a regido de atragéo de uma certa funcao
de Lyapunov, V(x), é dada pela regido definida por: Q :{x O01V(x) < c}, onde ¢ é um
nimero positivo correspondente ao menor valor de V(x) que reside na regido definida
por [dV(x(t))/dt] = 0.

Assim, para resolver o problema com uma estimativa da regido de validade para
0 controlador, deve ser encontrada uma solucdo que forneca, ndo somente uma forma
matematica para V(x), mas também as regides do espaco de estados onde V(x) €
positiva definida, [dV(x(t))/dt] é negativa definida (para a pior perturbacdo w«(X)) e a
desigualdade HJI é satisfeita. Uma boa estimativa para a regido de validade do
controlador /. ndo-linear usando uma funcdo de Lyapunov fixa é dada pela maior

curva fechada V(x) =c¢> 0 onde estas 3 desigualdades séo satisfeitas.
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A sequir, usando os resultados do capitulo 3, é apresentado um procedimento
para escolher os pardmetros da solucéo V(x) de modo a maximizar a regido de validade

do controlador.

4.2 METODO DESENVOLVIDO

O objetivo desta secdo é explorar os resultados tedricos do capitulo 3 de modo a
resolver de modo sistematico e quantitativo o problema de controle “#,, ndo-linear. Para
tal tarefa, foram formulados alguns problemas de otimizacao baseados nos resultados da
secdo 4.1.

A primeira coisa que deve ser feita no método antes de enunciar os problemas de
otimizacdo é escrever as equagdes da desigualdade HJI para o sistema de interesse para
um valor varidvel do nivel de atenuacdo, y. Se uma solucéo local existe, entdo, o sistema
em malha fechada é localmente assintoticamente estavel e ndo é necessario verificar o
sinal local de [dV/(x)/dt] para este fim.

De modo a verificar se o problema de controle “#, ndo-linear tem uma solucéo
local, pode-se tentar resolver o problema de otimizacéo 4.1. Se uma solugéo é possivel,

entdo o problema admite uma solucéo local.
PROBLEMA DE OTIMIZACAO 4.1 — Solucio local do problema de controle /., nio-

linear. Escolha a forma da funcdo V(x) e a substitua em H«(x). Expanda estas duas

fungdes em séries de MacLaurin,

V(x) =xT.Px+fy (X) (4.4)

Hx (X) =X T .HX +gp (X) (4.5)

onde fyL(X) e gnu(X) contém os termos de grau maior que 2. Escolha os parametros de
V(x) de modo a minimizar o nivel de atenuacdo y (y > 0) da desigualdade HJI, sujeita as

restricdes de desigualdade P>0 e H <O0.
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OBSERVACAO 4.1. Encontrar uma solucéo efetiva para o problema de otimizacédo 4.1
ndo é uma tarefa facil. No entanto, um procedimento pratico para resolver
eficientemente este problema pode ser encontrado para a classe funces polinomiais™,
ou formas (HARDY et al. 1934). Este procedimento consiste em escolher V(x) de modo
que, quando esta forma for substituida na desigualdade HJI, todas as possiveis

combinagdes de polindmios de grau 2 sejam formadas.

A importancia de se encontrar uma solucdo para o problema de otimizacéo 4.1

pode ser dividida em 2 partes:

(1) Fornecer uma resposta concernente a existéncia de uma solucéo local para o
problema — deve ser lembrado que se esta solu¢do nédo for possivel, isto ndo
implica que o sistema em questdo ndo possua uma lei de controle
estabilizante.

(1) Mais importante que (1), se existe uma solucdo para o problema de
otimizagdo 4.1, o valor obtido para o nivel de atenuacdo pode ser
interpretado como o limite inferior de y > 0 para qualquer forma nao-linear
de V(x) (VAN DER SCHAFT, 1992). Esta informagdo é muito util para
determinar o limite maximo do desempenho nos préximos problemas de

otimizacao.

No entanto, a solugdo do problema de otimizacdo 4.1, apesar de Util, apenas
fornece uma solucgéo local, sem qualquer informacdo sobre o tamanho da regido de
validade do controlador. Como é desejavel ter-se informacgfes quantitativas sobre esta
regido, € necessario formular e resolver outro problema de otimizacéo.

Assim, apoés tentar resolver o problema de otimizacdo 4.1, independente da sua
viabilidade, o préximo passo logico seria tentar encontrar uma solucdo global para o
problema de controle. Para este fim, pode-se tentar resolver o problema de otimizagéo
4.2.

3 Deve ser dito que, pelo menos teoricamente, esta restri¢do nio é tdo restritiva quanto pode parecer. Isto
porque um importante resultado da teoria de sistemas ndo-lineares diz que todas as fungdes suaves podem
ser representadas através de séries de Volterra (i.e., séries polinomiais infinitas).
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PROBLEMA DE OTIMIZACAO 4.2 — Solucdo global para o problema de /. nio-

linear. Escolha a forma da funcdo V(x) e substitua-a em V(x) e H«(x). Escreva estas

trés funcdes como representacdes em forma quadratica de bases nédo-lineares:

V(x)=0(x)".R,.0(x) (4.6)
V(X) = W) " .Ryg.P(X) 4.7)
Hx (X) = ®(X) T .Py.®(X) (4.8)

onde os elementos de ©, W e @ sdo fungdes aceitaveis globais de x e Py, Pyq € Py séo
matrizes reais simétricas obtidas diretamente dos coeficientes de V(x), V(x)e Hx«(x),

respectivamente. Escolha os parametros de V(x) de modo a minimizar o valor de y

(y>0) da desigualdade HJI sujeita as restri¢cdes de desigualdade Py > 0, Pyg <0 e
Py <O0. (Deve ser enfatizado que V(x) deve ser radialmente ilimitada para assegurar a

propriedade de estabilizacdo global).

Resolver efetivamente o problema de otimiza¢do 4.2 ndo € uma tarefa facil
quanto resolver o problema 4.1. Isto porque é computacionalmente proibitivo testar
todas as possiveis formas de V(x) que o resolveriam. Assim, este problema pode
somente ser resolvido com sucesso se é conhecido, a priori, que existe uma certa forma
para V(X) que satisfaz globalmente as desigualdades 4.6-4.8. Neste caso, como a regido
de validade seria global, ndo é necessario se preocupar com ela, e, a solu¢do do
problema de otimizacdo 4.2 seria usada apenas para fornecer os parametros 6timos para
uma forma particular de V(x) que resolve o problema globalmente. Quanto menor o
valor de y, melhor seria o desempenho do sistema em malha fechada, sendo que, o
méaximo desempenho alcancavel seria dado pelo valor de y obtido como solugdo do
problema de otimizacéo 4.1.

Uma das maiores desvantagens do problema 4.2 é que, na maioria dos casos
praticos, a representacdo em forma quadratica que o resolve globalmente ndo €

conhecida. Muitas vezes, isto se deve a ndo existéncia de tal forma.
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Retornando ao problema de otimizagédo 4.1, se este tem uma solucdo e nao €
possivel resolver o problema 4.2, entdo, pelo menos uma solucdo local existe. Entdo, o
préximo passo a ser dado seria a procura por algum modo de usar o teorema 3.4 para
encontrar uma solucdo que maximize a regido de validade do controlador.

Quando se procura por uma solucdo para o problema de controle “#.
ndo-linear usando o teorema 3.4, chega-se a um problema com vaérias variaveis que
podem ser manipuladas (otimizadas) para encontrar V(X): o nivel de atenuagdo, y, 0
tamanho das regides de positividade de V(x) e de negatividade de H«(x), a regido de
estabilidade assintética, por exemplo.

Conforme comentado no capitulo 2, a minimizacdo de y pode levar a
controladores sem robustez paramétrica (BHATTACHARYYA, KEEL, 1997) ou com
regido de validade muito pequena (YAZDANPANAH et al., 1999). Do mesmo modo, a
maximizacdo da regido de sinal definido de V(x), [dV(x)/dt] e H«(x) pode levar a
controladores com regido de validade (ou de atracdo) sem a menor utilidade préatica
(LONGHI et al., 2000) porque nédo existe uma relacdo direta entre estas regides de sinal
definido e a regido de validade do controlador associado. Estes fatos, em adigédo ao
conhecimento de que y ndo pode assumir valores menores que o obtido como solugéo
do problema de otimizacdo 4.1, leva a formulacdo de um problema de otimizacao que
tenta maximizar diretamente a regido de validade do controlador, apresentado a seguir
como o problema de otimizacédo 4.3

Neste caso, 0 valor de y deve permanecer dentro de um intervalo : Ymin < Y < Ymax-
Estas condicdes podem ser facilmente adicionadas a um problema de otimizagdo como
duas restrigdes de desigualdade. O limite inferior de y € obtido da solucdo do problema
4.1 o limite superior é arbitrariamente definido de acordo com os objetivos de controle
desejados.

Deve ser enfatizado que o problema de otimizacdo 4.3, de acordo com a

formulacéo original da teoria de controle “#., ndo-linear, somente fornece uma solugéo

sub-6tima para o problema pois o valor de y obtido ndo € o menor possivel. No entanto,
isto ndo chega a ser algo negativo, porque é um resultado bem conhecido da literatura
de controle que quando o desempenho é maximizado (no caso, quando y se aproxima do
seu minimo), na maioria das vezes, as garantias de estabilidade diminuem. Este
conhecimento, aliado ao fato que se estd maximizando a regido de validade do

controlador, mostram que o problema de otimizagdo 4.3 é uma abordagem das mais
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interessantes para resolver locamente o problema de controle ‘%, ndo-linear para

sistemas ndo-lineares genéricos.

PROBLEMA DE OTIMIZACAO 4.3 (Controle ‘4, nio-linear maximizando o tamanho

da sua regiio de validade). Escolha a forma de V(x) e substitua-a em H+«(x). Escreva

estas duas fun¢Ges como representacdes em forma quadrética de bases ndo-lineares:
V(x)=0(x)".R,.0(x) (4.9)

Hx (X) = ®(X) T .Py.®(X) (4.10)

onde Py e Py sdo matrizes reais e simétricas obtidas diretamente dos coeficientes de
V(X) e H«(x), respectivamente. Escreva a derivada temporal de V(x) como uma

representacdo em forma quadratica de bases ndo lineares,
V(x) = W(x)T.R/g.W(x) (4.12)

onde Pyq € uma matriz real e simétrica obtida diretamente dos coeficientes de V(x).
Faca a;, Bi e & serem o0s parametros que definem as regides de positividade de V(x) e
de negatividade de V(x)e H«(x), respectivamente. Escolha os pardmetros de V(X),
O(X), ®(x) e W(x) de modo a maximizar a regido definida por V(x) = C sujeita as
restricfes de desigualdade Py > 0, Py <0, Pvg<0€ VYmin <Y < Ymax- O par@metro C [J
0" é o menor valor de V(X) que reside na intersecdo da regido de positividade de V(x) e
das regides de negatividade de V(x) e H«(x). A solucdo, V(x), resolve localmente o

problema com regido de validade definida por V(x) < C para o valor de y escolhido.

Apesar de que o problema de otimizacdo 4.3 pode ser encarado como a
abordagem mais geral para resolver o problema de controle /. nado-linear via

realimentacdo de estados, usualmente, este problema ¢ muito complexo de se resolver,
e, por vezes intratdvel. De modo a reduzir sua dimenséo, algumas simplificages podem

ser feitas.
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Uma dificuldade esperada ocorre quando € desejado usar formas nao elipsoidais
para representar V(X). Nestes casos, pode ser necessario muito algebrismo para obter
uma equacao para a area delimitada pela curva fechada V(x) = C. Além disso, a equagdo
resultante pode ter uma forma muito complexa e inadequada para uso num problema de
otimizacdo. Assim, para simplificar o problema 4.3, pode ser usado o seguinte
procedimento alternativo, composto por dois passos:

(1) Reformular o problema de otimizacdo 4.3 de modo a maximizar a regido

de sinal definido. Esta regido pode ser definida como a intersecdo das
regides de positividade de V(x) e de negatividade de V(x)and H«(x).
Algumas vezes, a forma matematica desta regido € mais simples que a area
delimitada por V(x) = C.

(2) Encontrar o menor valor da curva de nivel V(x) = C que reside na regido de
sinal definido maximizada no passo (1). Este passo € classico na
determinacdo do dominio de atracdo atraves da teoria de estabilidade de
Lyapunov. A solucdo deste problema pode ser usada como condicao inicial

do problema 4.3 original.

Apesar desta formulagdo alternativa, a dimensdo do problema ainda pode ser
reduzida em algumas situacoes:
(1) Se V(x) é globalmente positiva definida, entdo, os pardmetros o; sdo
eliminados do problema 4.3.

(2) Para sistemas IA, se a condicdo da equacdo 4.1 é satisfeita, entdo o sinal de

V(x) ndo precisa ser avaliado. Neste caso, a satisfacdo da desigualdade HJI

assegura a negatividade de V(x) na mesma regifo do espaco de estados.
Esta situacéo pode ser forcada quando a descricdo do sistema IA é conhecida
e o limite inferior de y é definido como 0 minimo necessario para satisfazer a

condicdo da equacéo 4.1.

Deve ser notado que estas duas simplificaces apresentadas acima também
podem ser usadas para diminuir a dimensdo do problema de otimizacéo 4.2.

Todos os problemas de otimizagdo desta secdo sdo problemas de otimizacéo
ndo-lineares com restricdes. Uma limitacdo relativamente grave do procedimento

desenvolvido é que estes problemas sdo, via de regra, problemas ndo-convexos, ou seja,
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formados por fungdes objetivas ndo convexas e restricbes do tipo desigualdade
matriciais ndo-lineares. Estas, por sua vez, formam um conjunto ndo-convexo - para
defini¢gdes de fungdo e conjunto convexos, recomenda-se consultar algum livro sobre o
assunto, por exemplo (KUO, 1996). Do que foi exposto, se ndo forem usados algoritmos
de otimizacdo global (FLOUDAS, 2000) para resolver os problemas 4.1-4.3, nédo
existem garantias de que a solucdo obtida para o problema é o 6timo global. Uma
alternativa ao uso de algoritmos globais é 0 uso de diversas estimativas iniciais para o
problema de controle. Este tipo de abordagem garante, a0 menos, que, se uma
quantidade razoavel de chutes iniciais for usada, uma boa solucgéo local sera encontrada
para o problema de otimizacao.

Na proxima secdo, dois exemplos extraidos da literatura sdo apresentados. Deve
ser ressaltado que todos os calculos numéricos e simbdlicos foram realizados com a

ajuda dos softwares MapleV release 5 e Matlab verséao 5.3.

4.3 EXEMPLOS

O objetivo desta secdo é mostrar como os resultados da secdo 4.2 sdo usados.

Para isto, sdo considerados dois sistemas dinamicos.
4.3.1 Exemplo 1

Considere o sistema das equacdes 4.12-4.14 (uma extensdo de um exemplo dado em
BEARD et al. (1997)).

x:%ﬁlﬁzam(x)_xz E 4.12)
'2 1T X +W+U

_ )AL
1%

(L
oo

1
2 (4.13)
u

1
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3
() = %— x13 (caso A)

(4.14)
Bt x;” (casoB)

O objetivo para este sistema é projetar uma lei de controle %, nao-linear via

realimentacdo de estados para as ndo-linearidades A e B. A solucdo de interesse € a

origem. A desigualdade HJI para este sistema € dada pela equacéo 4.15.

1
Hx = Vi (nl(X) =X2) + Vg, (X1 +X7) +><12+><22+Z.>\.VX22 <0  (4.15)

ondeA = %y%—l%

Se uma solucédo positiva definida, V(x), é encontrada para a desigualdade estrita da
equacdo 4.15, de acordo com a teoria de controle 4., ndo-linear, a lei de controle 6tima,

u=(x), é dada pela equacdo 4.16 e, a pior perturbacdo possivel, pela equagéo 4.17.

(4.16)

(4.17)

Como as equacbes 4.12-4.14 formam um sistema polinomial, o problema de
otimizacdo 4.1 pode ser resolvido eficientemente usando a forma quadréatica da equagéao
4.18.

V(x) = axl2 +bxqx, + cx22 (4.18)

A solucdo do problema de otimizacgdo 4.1 para este sistema produz 0s mesmos

resultados, tanto para a ndo-linearidade do caso A quanto para a do caso B, a saber:

y:%, a=0,00525, b = -1,9947, e ¢ = 189,22. No entanto, esta solucdo é fortemente
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dependente da sua precisdo numeérica e, consequentemente, inaceitdvel para fins

praticos. Sua principal utilidade estd em determinar o limite inferior para o valor de y.
Devido a simplicidade do sistema matematico de interesse, é possivel saber a

priori que, se o termo x,” é adicionado & forma quadrética da equacdo 4.18, é possivel

encontrar uma solucéo global para a ndo-linearidade do caso A:
— .2 2 4
V(X) = axq” +bxqxo +cxo” +dxq (4.19)

Substituindo a equacgdo 4.19 na equacédo 4.15, é obtida a desigualdade HJI para

esta solucdo, equacao 4.20.

H*(x) = - 4dx:° + (-b- 4d) x2X1° - 2 a x1* + (1+b+(1/4)Ab?) x42
+ (Acb-2a+2c+b) Xo X1 + (-b+ Ac?+2c+1) x,° (4.20)

Para resolver o problema de otimizacédo 4.2, esta forma deve ser rescrita como a

representacdo em forma quadratica da equagéo 4.21.

0,80 G0
D ,0 0L,0
_xi20 X170 4.21
He (X) = D 3 P e g (4.21)
0l g 0 g
X2 O X2 O
onde a matriz Py é dada por:
S-ad 0 0 ~b-4d .
2
g 0 -2a 0 0 g
PH:E 0 0 1+b+i.%y%—1%)2 c—a+2+%y%—1502bg
0 0
O0-b-4d Hi 0
7 g

o

N
o
(@]
I
QD
+

N o
+

A solugdo do problema de otimizacdo 4.2 para a fungdo 4.19 produz como

resultados: y = 1,0353, a = 33,73, b = -4,18, ¢ = 33,53, e d = 3,15. Como era de se



esperar, o valor obtido para y é ligeiramente superior ao obtido como solu¢do do
problema de otimizacdo 4.1. Se estes valores forem substituidos na representacdo em
forma quadrética da equacdo 4.21, o seguinte espectro da matriz H é obtido:
{—67,46;,-4,885;-0,0081;,—14,265} . Assim, pelo teorema 3.2, este resultado indica que a

funcdo H+«(x) tem um sinal global negativo. Como a forma V(x) resultante é
globalmente positiva definida, a lei de controle da equacdo 4.22 é a solucéo global do

problema de controle 4., ndo-linear para o caso A. Deve ser observado que se a forma

quadratica da equacdo 4.18 fosse usada no lugar da equacdo 4.19, a lei de controle
obtida teria a mesma estrutura linear da equagdo 4.22. No entanto, ndo poderiam ser

provadas as propriedades globais da sua respectiva lei de controle.

Us (X) = 2,09%; —3353X, (4.22)

Diferente da ndo-linearidade A, que possui caracteristicas de estabilidade, para o
caso B ndo é possivel alcancar resultados globais com a funcdo V(x) descrita pela
equacdo 4.19. Assim, é necessario formular e resolver o problema de otimizagdo 4.3
para obter resultados quantitativos. Por simplicidade, a mesma forma global da equagéo
4.18 foi usada. A desigualdade HJI obtida pode, entdo, ser rescrita como a descricdo em

forma quadratica da equacéo 4.23,

0 xq d o x 0

O X O O O

O 2 o o X2 O

He(X)=0O  X1X2 0.Py.0  X1X2 0 (4.23)
SR
B1 = V(X) X1 B1 = V(X).X15
onde a matriz Py é dada por:
0 2 0
m+1+)\b——k[31 c—a+9+)\c—b 0 0 00
0 4 2 2 0
Oc-a+24 A% 2c-p+14ac2 0 o oH
P _E 2 2 b kb E
A5 0 0 ke —+— 0f
2 2

= b kb O
g —+— ka+2a oU
0 2 O
g 0 0 kB
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Na equacdo 4.23, k € um numero real arbitrario e [3; (>0) € o pardmetro que
regula o tamanho da regido de negatividade de Hs(x). Para resolver o problema de
otimizacdo 4.3, o valor de y é arbitrariamente restrito como pertencente ao segmento da
linha real: 1 <y < 1,50. Esta escolha reduz a dimensdo do problema de otimizagéo 4.3
porque, neste caso, a equacgdo 4.1 é satisfeita. A solucdo do problema de otimizacao é
dada pelas equacdes 4.24 e 4.25. A lei de controle correspondente e a pior perturbagéo
sdo apresentadas nas equacdes 4.26 e 4.27, respectivamente. Note que, como era de se

esperar (YAZDANPANAH et al., 1999), o valor de y vai para o seu limite superior.

V(X) = 7,172 x1> — 2,639 X1X + 4,942 X,° (4.24)
y=1,50, B; = 1and, k = -2,487 (4.25)
U« (X) = —4,942x 5 +1,3195%, (4.26)
Wx (X) = 2,196 X5 — 0,598 X1 (4.27)

A estimativa da regido de validade do controlador, obtida através da solugdo do
problema de otimizacdo 4.3, é dada pela equacdo 4.28. Esta regido € graficamente
mostrada na figura 19 em linha tracejada, juntamente com algumas trajetorias partindo

de sua fronteira.

V(X) = 16,269x,2 — 3,1366X1X + 9,4556x,% < 1 (4.28)
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Figura 19. Plano de fases para a ndo-linearidade B com a lei de controle #, ndo-linear

da equacéo 4.26.

Trajetorias partindo da fronteira da regido de validade do controlador (elipse tracejada) para o sistema

perturbado com a pior perturbacédo possivel (equagéo 4.27).

4.3.2 Exemplo 2
Considere agora o sistema de equagdes estudado nos capitulos 2 e 3, dado pelas
equacdes 2.30 e 2.31. Diferente do capitulo 3, onde foi obtida uma solucdo quantitativa

por inspecdo, o0 objetivo neste capitulo é obter uma lei de controle com a regido de

validade maximizada.

Bttt

LB
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Recordando a desigualdade HJI para estes sistema:

2

HA () Vi (X)) = Vg X1:Xp + Viep Xq° + X07 = 2Xp.x1” +X1* +%-)\.Vx22 <0

A=1/y?) -1 (2.42)
Para computar a lei de controle, € necessario encontrar uma solugdo positiva
definida que satisfaca a desigualdade 2.42 para um valor arbitrario de yO O". Se tal

funcdo, V(x), é encontrada em torno da origem, a lei de controle ‘4., ndo-linear é dada

por:

u, = —%.sz(x) (2.33)

e, a pior perturbacéo, dada pela equacéo:

1
W. = 2.—}/2.VX2 (X) (2.34)

Como o sistema das equacfes 2.30-2.31 ndo pode ser estabilizado através de
controladores lineares, o problema de otimizacdo 4.1 ndo tem uma solucdo viavel.
Consequentemente, a menos que uma solucéo global para o problema de otimizacéo 4.2
seja conhecida, serdo encontradas muitas dificuldades para resolvé-lo quantitativamente
este problema. Para simplificar a procura pela solugdo, parte-se da solucdo apresentada

na equacao 2.43:

V(X) = a.xi® + b.xo? + c.x1%. Xz (2.43)

Considerando a=1—b—%.b.c > 0, e, substituindo 2.43 na desigualdade HJI, a

equacéo 2.42 toma a forma da equacéo 4.29.

Hx () = (1+ b2 A) X520 + (%.c2 +e+1).xy* +2.0x% X2 (4.29)
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Como o uso da equagéo 2.43 ndo permite uma solucdo global para o problema, o
melhor a fazer € tentar resolver o problema de otimizacdo 4.3. De modo similar ao
exemplo anterior, o problema é simplificado ao se restringir o valor de gama como
pertencente ao intervalo real: 1 <y < 1,50 (da analise da equagdo sabe-se que o limite
inferior de y é 1). Esta consideracdo implica que a condicdo da equacéo 4.1 € satisfeita.

Em adicdo a simplificacdo do paragrafo anterior, como é muito dificil obter uma
expressao para a area delimitada pela curva V(x) = C para a funcdo da equacdo 2.43, de
modo a obter um problema mais tratavel, o procedimento alternativo de dois passos,
explicado na secdo anterior, € utilizado. O primeiro passo consiste da determinacdo da
funcdo V(x) que maximiza a regido de sinal definido. Usando a representagdo em forma

quadratica das equacbes 4.30 e 4.31, a regido de positividade de V(x) é dada por

X5 <01, €, aregido de negatividade de H:(x), por ||x||22 <B;.

g X1 g
V(X)=|X1 Xo x1.1/a1+x2].F\,.B X2 B (4.30)
ESEICIRROYS
g X2 d O X2 0
H (X):E X1 0 B 0 x1® 0 (4.31)
AN X2 OoHO X2 0
%/m-xzé %/m-xzé

onde as matrizes Py e Py séo dadas por:

[@—-ca; 0 0O
R/=g 0 b 0f
g O 0 cH
Ei+b2)\+20[31 0 0 O E
_0O A24ct1 0 0O
Pr =0 4 0
0 0 -2c 0
H o 0 0 -2cH
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Resolvendo o primeiro passo do problema de otimizacdo 4.3 modificado, é
obtida a solugdo apresentada na equacgédo 4.32. Os parametros otimizados adicionais sao
apresentados na equacdo 4.33. A lei de controle “#, ndo-linear e a pior perturbagdo

possivel obtidas sdo dadas pelas equacdes 4.34 e 4.35, respectivamente.

V(X) = 409,72.X,> + 152,49.X,% + 13,248.X1°.X> (4.32)
a;=30,927; B1 = 193,40 e y=15 (4.33)
U+(X) = - 6,624 x1° — 152,49 X, (4.34)
W«(X) = 2,944 X, + 67,77 X (4.35)

Do teorema 3.4, pode ser concluido que V(x) é localmente positiva definida na

regido definida por x, <30,927 e H«(x) é localmente negativa definida na regido dada
por ||x||22 <19340. Como a regido de negatividade de H:(x) engloba a regido de

positividade de V(x), a regido de sinal definido é dada pela regido: Q :{ X | Hx(X) < 0}.

Resolvendo o proximo passo do problema de otimizagéo, é encontrado o menor
valor da curva de nivel V(x) = C que reside em H«(x) = 0. Este valor & dado por
C=2,9492.10%. Assim, a estimativa para a regido de validade do controlador € dada

pela equacado 4.36.
V(x) < 2,9492.10* (4.36)

Na figura 20, é mostrada, em linhas tracejadas, a curva fechada correspondente a
regido de validade estimada, juntamente com algumas trajetorias do sistema, com a pior
perturbacdo possivel, partindo desta curva. Na mesma figura, € mostrada, em linhas
tracejadas-pontilhadas, a curva fechada correspondente a regido de validade obtida por
inspecdo no capitulo 3. Nesta Ultima, o valor da atenuacdo foi de y = 1,05. A

comparacgdo entre estas duas curvas esta de acordo com os resultados tedricos sobre o
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tamanho da regido de validade para controladores “#., ndo-lineares apresentados em

YAZDANPANAH et al. (1999).

15 ‘

-15 | ‘ |
10 5 0 5 10

Figura 20 — Plano de fases para o sistema da equagéo 2.30 com o controle da

equacdo 4.34 e a perturbacdo da equacao 4.35.

As trajetorias partem da regido de validade estimada para o controlador (curva
tracejada). A curva interna (tracejada-pontilhada) representa a regido de validade do

controlador obtida por inspecéo no capitulo anterior.

No proximo capitulo, de modo a mostrar que a metodologia pode ser usada para
projetar controladores aplicados a problemas reais, sera apresentada uma aplicagdo da

teoria de controle ‘4., ndo-linear a um sistema nao-linear de engenharia quimica.
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Capitulo 5

Aplicacdo a um sistema de pH experimental

Resumo

Neste capitulo é apresentada uma aplicacdo experimental a um sistema de neutraliza¢éo
de pH. Primeiramente, 0 processo € descrito e seu modelo desenvolvido. As principais
caracteristicas do processo e sua relevancia para o teste de controladores nao-lineares
também séo discutidas. Posteriormente, a lei de controle € sintetizada, de acordo com a
metodologia apresentada no capitulo 4, e testada através de simulagdes. Finalmente, o
controlador é implementado na planta e os resultados séo apresentados.

5.1 DESCRICAO E MODELAGEM DO PROCESSO DE NEUTRALIZACAO DE PH

Existem certas situagdes onde ndo é recomendavel o uso de leis de controle
lineares para controlar um processo. Uma destas situa¢es ocorre quando a magnitude
do ganho do processo varia muito dentro da faixa de operacdo de interesse. Nessas
situacBes, 0 uso de um controlador linear, de ganho constante, pode levar tanto a um
baixo desempenho quanto a instabilidade do sistema. Um exemplo classico de um
processo quimico onde esta situacdo ocorre € o de um sistema de neutralizacdo onde
deseja-se controlar o pH na faixa de neutralidade. Neste tipo de processo, a curva de
titulacdo do sistema, que representa 0 seu mapa de entrada e saida, apresenta uma
grande variacdo na magnitude do ganho em resposta a adi¢cdes de &cido ou base. Na
figura 21 é mostrada a curva de titulacdo para um sistema composto por um &cido forte
e uma base forte, ambos com molaridade 0,1 M.

O aparato experimental usado neste capitulo encontra-se montado no Instituto de
Ciéncia e Tecnologia de Alimentos (ICTA/UFRGS) e é composto de um tanque de
vidro agitado com capacidade de 2 litros, sensores de pH e vazdo, um sistema comercial
de monitoramento e controle fabricado pela companhia alema Braun e um computador
remoto ligado a planta, responsavel pelo computo on-line das agdes de controle. O vaso
onde ocorre a mistura € alimentado por duas correntes, uma de acido e outra de base,
através de bombas peristélticas. O sistema é continuamente agitado numa rotagdo de

550 rpm. Além disso, toda quantidade adicionada pelas duas correntes de alimentacdo é
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eliminada do vaso de modo que o sistema pode ser considerado, para fins de
modelagem, como um CSTR (Continuous Stirred Tank Reactor). No trabalho em
questdo, a corrente acida, composta por acido cloridrico (HCI) 0,1 M, é considerada a
corrente de processo (perturbacdo) e, a corrente basica, composta por Hidroxido de
Sodio (NaOH) 0,1 M, é a variavel manipulada. A figura 22 ilustra esquematicamente o
sistema experimental descrito (Fg € a corrente de base e Fa a corrente de acido) e a

figura 23 mostra a foto do equipamento utilizado.
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Figura 21 — Curva de titulagdo de um sistema de neutralizag&o.
Acido: HCI (0,1M), Base: NaOH (0,1 M)

Existe uma quantidade razoavel de trabalhos sobre o controle de sistemas de
neutralizacéo (WRIGHT, KRAVARIS, 1991,
GUSTAFSSON et al., 1995, KLATT, ENGELL, 1996, SUNG et al., 1998). A maioria

destes trabalhos usa algum tipo de abordagem ndo-linear para controlar o processo.

na literatura, por exemplo:

Algumas abordagens se destacam, como o controle adaptativo e o uso de multiplos
modelos lineares interpolados ou com programacédo de ganho (gain scheduling), por
exemplo. Dentre as poucas propostas que exploram a solugdo do problema nédo-linear
puro, raras sdo as que resultam numa lei de controle com reais possibilidades de

implementacao.
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Outra abordagem bastante comum na literatura, e possivelmente na pratica
industrial, é a atenuacdo do mapa de entrada e saida através da adigdo de solugdes-
tampdo no meio reacional. Se por um lado o uso de tampd&es diminui a ndo-linearidade
da curva de titulacdo do sistema, diminuindo a sensibilidade de variagcdo do ganho na
zona de neutralidade, por outro lado, este procedimento aumenta a quantidade de
produtos quimicos adicionados para controlar o sistema, algo que pode ser muito
indesejavel em algumas das principais aplicagdes onde o controle de pH é necessario,
como em sistemas de tratamento de aguas e efluentes e em processos bioquimicos.
Assim, a ndo-utilizacdo de tampdes, apesar de tornar o problema de controle mais
dificil, pode ser explorada para alcancar o ponto de operacdo desejado com uma

quantidade muito menor de produtos quimicos adicionada ao sistema controlado.

Figura 23 — Foto do equipamento

No ambito do controle “#., ndo-linear, dois trabalhos recentes foram relatados na

literatura académica. No primeiro destes, LI e ZHANG (1999) apresentam o controle
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ndo-linear de um sistema composto por acido acético e hidroxido de sédio (&cido fraco
— base forte), usando o0 mesmo modelo desenvolvido por KLATT e ENGELL (1996)
para projetar o controlador. Nesse trabalho, os autores modificam o objetivo de controle
para se encaixar no método de solucdo por eles desenvolvido. O controlador /., néo-

linear obtido é testado somente através de simulacBes e, mesmo assim, a eliminagdo do
off-set em malha fechada n&o é alcancada. Diferente desse trabalho, o artigo de GALAN
et al. (2000) relata uma aplicacdo experimental bem-sucedida de controle H-inifinito
ndo-linear a um processo de neutralizagdo. Os autores usam uma abordagem de
multiplos modelos lineares interpolados para representar o processo e, deste modo,
obtém um controlador usando técnicas de projeto lineares. O controlador obtido pode
ser considerado como uma mistura da abordagem multi-linear (MURRAY-SMITH,

JOHANSEN, 1997) com a técnica de controle ‘4., linear. Deve ser ressaltado que uma

solugéo tampdo foi adicionada ao meio reacional de modo a atenuar a ndo-linearidade
do processo.

Neste capitulo, o objetivo & controlar o pH de um sistema experimental,
composto por acido e base fortes, sem tampdes, na faixa de neutralidade usando a teoria

de controle “#., ndo-linear pura, i.e., sem explorar esquemas adaptativos (SUNG et al.,

1998) ou de multiplos modelos interpolados (GALAN et al., 2000) na etapa de projeto
do controlador. A lei de controle deve satisfazer, na medida do possivel, os requisitos da

lei de controle /., ndo-linear ideal da definicdo 2.3 (pagina 36).

Para obter uma lei que possa ser facilmente implementada, grande parte da
atencdo recai na modelagem do processo. A escolha do modelo deve ser parcimoniosa,
pesando de igual forma a proximidade da realidade e a simplicidade do modelo.
Modelos de ordem minima sdo bastante desejaveis quando se busca implementar leis de
controle via realimentacdo de estados. Um modelo que se presta para este fim é o
modelo de KLATT e ENGELL (1996), equacdo 5.1, uma evolucdo dos modelos de
invariantes de reacdo (GUSTAFSSON, WALLER, 1983) e equivalente em &cido forte
(WRIGHT, KRAVARIS, 1991), que depende somente da curva de titulacéo do sistema:
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(1+ 17 (x))(Fs =17 (x)-Fa)
VR.(017(x1)/9x4)

. 1
X2 =;-(X1‘X2) (5.1)
y =X =pH

onde x sdo as variaveis de estado, Fg € a corrente basica, Fa € a corrente acida, Vg € 0
volume do reator, T € uma constante de tempo que considera os atrasos de medida dos
sensores e, It(X1) é a inversa da curva de titulacdo do sistema. No caso de um sistema de
acido e base fortes (como é o sistema estudado), esta curva pode ser obtida

analiticamente, sendo dada pela equacéo 5.2.

107PH — K. 10P7 - Cpq

- (5.2)
107PH — K y.10PH + Cg

7(pH) = (2 (pH) = -

onde Cao € a concentracdo de acido na corrente acida, Cgp € a concentracdo de base na
corrente basica e Ky = 10" é a constante de equilibrio da dissociacdo da agua em
prétons e ions hidroxila. As reagdes reversiveis que ocorrem no interior do sistema

estudado sdo mostradas nas equacgdes 5.3 a 5.5.

Ka

HCl - H" + CI” (5.3)
Kb

NaOH o Na' + OH~ (5.4)
KW

H,O < HY + OH~ (5.5)

onde as taxas das reacfes sdo tdo rapidas que estas podem ser assumidas como
instantaneas. Além disso, como o HCI e o NaOH sdo acido e base fortes, isto implica

numa total dissociacao das reagdes reversiveis 5.3 e 5.4. Assim, tem-se:

107



_[H1[e]

RRNTTS) o O [HCI]=0 (5.6)

_INaTJIOHTT 1 iNaoH] =0 (5.7)
[NaOH]

Ky =[H"][OH ]=10"% (5.8)

onde [X] denota a molaridade da espécie X (a concentracdo de X em gmol/l).
Voltando ao modelo da equacdo 5.1, apesar deste ser um modelo de ordem

minima, a sintese de uma lei de controle /., ndo-linear baseada nesta descrigdo resulta

numa desigualdade HJI bastante complicada de se resolver usando a metodologia
desenvolvida no capitulo 4. Como a ndo-linearidade problemética do modelo de Klatt e
Engell pode ser isolada, 0 caminho natural para obter um modelo mais simples ¢ através
de uma mudanca de variavel.

Existem alguns trabalhos sobre mudanca de varidvel para sistemas de pH na
literatura. Um pré-requisito fundamental para esta escolha é que a nova variavel nao
resulte apenas num modelo mais simples mas que possa ser medida com a mesma
facilidade que a variavel original. Vendo deste modo, os conceitos de invariante de
reacdo e equivalente em 4acido forte sdo inadequados para uso industrial.
NARAYANAN et al. (1998) realizaram um estudo sobre algumas das principais
transformacgdes de varidveis usadas para melhorar o desempenho de sistemas de
controle de pH e chegaram a conclusdo que as variaveis mais indicadas para este fim
sdo a concentracdo de prétons e a diferenca entre os ions hidrogénio e hidroxila,
definida com n em GOODWIN et al. (1982).

Como em (NARAYANAN et al., 1998), os autores apontam uma ligeira
vantagem para o uso da variavel n, neste trabalho foi tentada esta mudanca de variavel.
Para o processo estudado neste capitulo, o novo modelo do processo fica muito

simplificado, como pode ser visto na equacao 5.9.

1 d
V_'d_?: Fa-Cao — FB-Cgo —(Fa +Fg)N (5.9)
R
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onde a definigdo de n é dada pela equagdo 5.10 e os demais pardmetros e variaveis tem

a mesma interpretacdo das equacdes anteriores deste capitulo.

n=[H"]-[OH] (5.10)

A relacdo da variavel n com a variavel de interesse (pH) é dada na equacédo 5.11.

(5.11)

n=107PH - S —|0910§]+ : 2+4KW E

O modelo das equacbes 5.9 a 5.11 é capaz de descrever 0 comportamento
estatico e dinamico do processo com a mesma qualidade do modelo da equagédo 5.1. No
entanto, o sistema experimental possui algumas caracteristicas que ndo foram
modeladas. A principal destas € que a dgua da rede hidraulica usada nos testes possui
alguns sais dissolvidos desconhecidos de caracteristica 4cida. O pH medido para esta
agua se situa entre 5,1 e 6,3, dependendo do dia do teste. Isso explica o formato da
curva experimental apresentada na figura 24, onde as maiores diferencas, em
comparacdo com o modelo, se situam nas faixas de neutralidade e de basicidade.
Existem também outras fontes de incerteza, como as concentra¢fes das correntes acida
e bésica, ruidos nos sensores, etc. No entanto, a principal fonte de incerteza do modelo
é, sem divida, a composicdo da agua usada nos testes.

E interessante também observar que a ndo-linearidade do mapa de entrada e
saida do processo fica bastante atenuada quando se considera a variavel de processo n
ao invés do pH na curva de titulacdo do processo, como mostrado na figura 25. Deve ser
reconhecido que o problema nao-linear, neste caso, perde um pouco da sua relevancia.
No entanto, o objetivo neste capitulo, ao se fazer tal mudanca de variavel, ndo foi
amenizar a néo-linearidade do sistema, mas obter um modelo mais simples que
possibilitasse usar 0 método descrito no capitulo 4. De fato, como sera apresentado mais
adiante, uma lei de controle ndo-linear, valida em toda regido de operacdo de interesse,
foi obtida e implementada no sistema experimental. O objetivo ao se fazer tal
implementacdo ndo foi, num primeiro momento, comparar o desempenho do controle

4., ndo-linear com outras técnicas de controle, mas mostrar a viabilidade da técnica
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para controlar um sistema experimental de engenharia quimica. Para o conhecimento do

autor da tese, ainda ndo existem relatos de aplica¢Oes desta natureza na literatura.

12

10t — Model_o
= Experimental

pH

2 Il Il Il Il Il Il
09 097 098 0.99 1 101 102 103 104
Volume acido / Volume base

Figura 24 — Curva de titulacdo experimental versus curva de titulacao tedrica usando o

modelo da equacédo 5.9 e a relacdo da equacao 5.11.
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Figura 25 — Comportamento de entrada e saida do sistema de neutralizagdo usando duas
variaveis de saida diferentes.

pH - linha continua, ordenada esquerda; n - linha tracejada, ordenada direita
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5.2  SINTESE DA LEI DE CONTROLE 4., NAO-LINEAR
Para obter a lei de controle do sistema, deve-se, em primeiro lugar, rescrever as

equacdes do modelo de modo que a origem seja a solugéo de interesse. Assim, 0 modelo

da equacéo 5.9 pode ser rescrito como:

—=0a.(Cao—n)-65.(Cgo +n) (5.12)

Fa
0 =2 5.13
A Ve (5.13)
eBzi (5.14)
VR

Definindo as novas variaveis:
X1 =N-Nss

W =0p —0Oass

u=06g —Bpss

onde o sub-indice SS indica o valor da varidvel no estado estacionario (do inglés, Steady
State). No caso em questdo, o valor de nss deve ser nulo, nss = 0, 0 que equivale ao
valor de pH = 7. Consequentemente, isto implica em Bass = Bgss. Ndo ha perda de
generalidade se for considerado que os valores de Bass € Bgss Sejam iguais a zero.

Deste modo, o modelo da equacdo 5.9 pode ser rescrito de acordo com 0s

requisitos da teoria de controle /., ndo-linear, equacéo 5.15.

%1 = (Cao ~x1)w — (Cpo *+xg ) (5.15)
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Se 0 objetivo do sistema de controle for arbitrado de acordo com a descrito na

equacéo 5.16,

o xp0

=4 A o

a descricdo do sistema recai na descrigédo IA das equagdes 2.19.

X =f(x) +g(x).u+k(x).w
(2.19)
yo_ h(x)O

“THH Hu B

De modo a garantir a eliminagdo do off-set do sistema de controle, o que seria
inaceitavel do ponto de vista pratico, a lei de controle pode ter uma modo de acdo
integral forcado. Para isto, basta somar um termo integral a acdo de controle, u(x), e

rescrever a nova acdo de controle, v(x), de acordo com as equacodes 5.17.

V(X) = u(x) + Tj.Xo
(5.17)
XZ =X1

onde x = [ x1 x»]" é o vetor dos estados, T; é o parametro que regula a influéncia do
modo integral no controlador e v(x) é a lei de controle realmente implementada.

Assim, a equacdo 5.15 pode ser expandida, resultando na descricdo 1A da

equacéo 5.18.

. _ [ (Cgo *+x1).TiX2 (Cgo *+x1) A0 ~X1)
= R R A

As equacdes 5.18 e 5.16 definem o problema de controle /., ndo-linear para o

sistema de neutralizacéo estudado.
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Quando se usa uma funcdo de Lyapunov com o formato simples da equacéo

5.19, obtém-se a desigualdade HJI mostrada na equacao 5.20.

V(X) = axs? +bx,? (5.19)

H (x)—E&Z—a2 4+B—02a—2—02a2 3_2aT x{%x, +
* —Byz 1 H ] 'y2 )= 1 " |- 1 . 2
(5.20)
2
1 00122+ 0012+ 1%12 +(-02aT; +2.b)x;x,

i y

Como a condicdo de detectabilidade de LaSalle é satisfeita para o sistema de
equacdes 5.18 e 5.16, é suficiente que H+«(x) < 0 para se resolver o problema. Para
facilitar a tarefa de projeto, pode-se assumir que T;=10.b/a, cancelando, desta forma, o

termo cruzado (X;.X2) da desigualdade HJI, que agora pode ser rescrita como:

He (x) =a?Ax;% = 0,222 (A +2)x3 - 20.bxy2 X + (1+ 0,01.2° .)\)xlz
(5.21)

A=%yi2-1%

Uma condicdo necessaria para a existéncia de uma solucdo local &€ que

((’l+ 0,01.a2.)\) seja menor que zero. Isto s6 é possivel quando A <0, ou seja, quando y é

maior que 1. Logo, a condi¢cdo da equacgdo 4.1 é automaticamente satisfeita e a busca
por uma solucéo local para o problema fica facilitada.

Para resolver o problema de otimizagéo 4.3 para este problema de controle, foi
usada a representacdo em forma quadratica da equacdo 5.22 para representar a
desigualdade HJI.
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0O x O 0O x O
O« O O O
o *2 0 o *2 0
Hex)=0 x2 O.Ry,.0 x2 O (5.22)
O O O O
VBt X1.X1 VBt X1.X1
B/B2 +x2.x1H B/B2 +X2.x1H
onde Py- € dada por:
Ei+ 0,01.a%\ +0,2.a%(A +2) By E
0 +20.b3, 0O O 0 0 O
O O
0 0 O
. 0 0 0 o U
Py, = ] O]
0 0 ) 0
O 0 a“.A 0 0 O
0 O
O 0 > O
0 0 0 -02a"(A+2 0 0O
0 O
B 0 0O O 0 -20.bF
Deste modo, o problema de otimizagéo 4.3 pode ser formulado como:
[a,b,Tj,B1,B2,yI=arg  min(ab) (5.23)
a,b>0
PH. <O
B1.82>0

Ymin<Y<Ymax

B1=f(a,b),>=f (a,b)

Para simplificar a delimitacdo da regido de validade de controlador, foi
considerado que 1 = 2. Deste modo, a restricdo de igualdade, que informa que a curva

de nivel V(x) = 1 estd localizada na fronteira da regido de sinal definido, € dada

simplesmente pora = b = - Arbitrando como limites minimos e maximos para o

nivel de atenuacdo do problemas os valores de 1,0 e 1,3, respectivamente, a solucdo do

problema 5.23 é dada por:
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[(a=b=28371

B, =P, = 18741072
%31_1? =1874.10 (5.24)

Hi =10

A regido de validade do controlador é dada pela equacdo 5.25 e sua

representacdo grafica pode ser vista na figura 26.

V() = 2837,1.(x12 +X 22) <1 (5.25)

0.031
0_02—3
U.U’I-E
W2 U-

001

-0.02

00
0032 002 001 0 001 002 003
%

Figura 26 — Regido de validade do controlador.

Sombreado claro — regido de sinal definido; sombreado escuro - maior curva
de nivel dentro da regido de sinal definido, regido de validade do controlador

Apesar de aparentar ser uma regido de validade pequena, deve-se ter em mente
que a variavel de interesse é n e ndo o pH. Em termos de pH, esta regido de validade
seria equivalente a um circulo, centrado no valor de neutralidade (pH = 7), de raio igual
a aproximadamente 5, o que englobaria com sobras a regido de interesse.

Substituindo os valores dos parametros do modelo, a lei de controle ‘%, nao-
linear correspondente a solucdo do problema é mostrada na equacdo 5.26 em termos da

variavel de controle original.
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Fg(n) = L5.103.(283,71.(n ~nsp) +2837.1.(n - ngp)? + 10.x2)
(5.26)

o =(n-ngp)

onde nsp € 0 valor desejado (set-point) para a variavel n. Se for desejada uma lei de
controle em funcdo da varidvel original, pH, a transformacdo da equacdo 5.27 deve ser
incorporada a lei de controle da equacdo 5.26 (e nsp deve ser substituido por pHsp, 0

valor desejado para o pH).

_ K
=107 PH - _DOW_ 5.27
n 10-PH (5.27)

Se transformacdo ndo-linear da equacdo 5.27 ndo for considerada, a lei de
controle das equacGes 5.26 pode ser vista como um controlador Pl adicionado de um
termo extra quadratico. No entanto, devido ao fato de o termo quadratico ter uma
influéncia pelo menos mil vezes menor que 0s outros termos da lei de controle dentro da
faixa de interesse, pH entre 5 e 9, este pode ser desconsiderado. De fato, as simulagdes
realizadas mostraram que os resultados com e sem o termo quadratico da equacao 5.26
se sobrepde. No entanto, apesar da lei de controle ser Pl em relagdo a varidvel n, a lei de
controle global é ndo-linear devido a ndo-linearidade da transformacéo 5.27.

Na figura 27 é mostrado o desempenho do sistema em malha fechada com a lei
de controle desenvolvida em resposta a uma sequéncia de eventos composta por
perturbacdes no set-point € na vazdo de acido. Esta seqiiéncia de eventos € apresentada

na tabela 2.
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Tabela 2 — Seqiiéncia de eventos testados do teste de controle da figura 27.

Tempo (s) Nse (PHsp) Fa(ml/s)
0 1.10° (05) 410
50 -1.10° (09) 4.10%
100 1.10° (06) 4.10%
150 0(=7) 4.10°
200 0(=7) 2.10%
250 0(=7) 4.10%
300 1.10° (05) 4.10°
350 -1.10"° (09) 4.10°
10
9 L -
8 L i
:IC:). 7t R V i
6 L i
o |
4 | | | |
0 100 200 300 400 500

tempo ()

Figura 27 — Desempenho do sistema de controle simulado em resposta aos eventos da
tabela 2.
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Figura 28 — Ac¢des de controle correspondentes a figura 27.

Uma preocupagéo que foi levada em conta quando da sintese do controlador diz
respeito as restricdes das acOes de controle. Sabe-se que as bombas peristalticas que
alimentam o reator com a corrente basica tém como limite fisico méximo a vazéo de 8
ml/min. Também existem limites quanto a taxa de alimentagdo da corrente bésica.
Muito provavelmente, as acdes de controle da figura 28 ndo poderiam ser realizadas na
pratica. Assim, como estas duas restricdes ndo foram consideradas na etapa de sintese
do controlador, se forem projetadas acGes de controles superiores a este limite, o projeto
ficard comprometido. No entanto, testes experimentais preliminares, assim como as
simulagdes das figuras 27 e 28, mostram que, na faixa de interesse, pH entre 5,5 e 8,5,
onde ocorrem os maiores problemas de controle, o sistema ndo apresenta problemas de
saturacdo desta natureza. Somente para valores fora desta faixa central de pH é que o
controlador projetado calcularia acdes de controle superiores ao seu limite maximo. No

entanto, para estas regides, o controle de pH ndo é considerado um problema desafiador.
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5.3 IMPLEMENTACAO DO CONTROLADOR NA PLANTA

Para implementar o controlador da equacdo 5.26 no sistema experimental é
necessario medir o valor de n, calcular o valor de Fg de acordo com a lei de controle
projetada e enviar este sinal para a valvula que regula o fluxo Fg. Para obter o valor de
n, basta medir o pH e aplicar a transformacdo da equacdo 5.27. Como o sistema
comercial usado permite somente algumas leis de controle pré-definidas, é necessario
conectar o0 seu sistema de controle a um computador remoto para computar a lei de
controle desejada. O grande problema enfrentado na implementagdo do controlador é
que o sistema comercial usado ndo permite a manipulacéo de Fg através do computador
conectado a planta. O Unico parametro de entrada que é possivel de se manipular é o
valor do set-point do controlador PID responsavel pelo controle da malha de pH do
sistema, figura 29.

Assim, foi pensado em atuar diretamente no set-point do processo,
caracterizando um modo de operacdo em cascata, e tentar, de algum modo, fazer o valor
da acdo de controle calculada passar direto para o processo. Este tipo de procedimento é
matematicamente possivel, bastando para isso usar um modo de operagdo proporcional
de ganho unitério e enviar como set-point 0 valor de controle desejado (Fg, calculado de
acordo com a equacdo 5.26) adicionado do valor atual da varidvel medida, equacéo
5.28.

SP = —Fg + pH medido (5.28)

Como o valor calculado pelo sistema comercial é dado pela equacdo 5.29, se a
equacdo 5.28 for enviada como set-point para a malha proporcional de ganho unitario
(K¢ =1), a acdo proporcional serd cancelada e o valor da acao de controle desejado, Fg,
sera implementada.

u=Ke.(PHmedido ~SP) (5.29)

Para implementar a lei de controle no processo, foi desenvolvida uma interface

entre a planta e o usuario usando o soffiware SIMULINK/MATLAB (versdo 5.3). Na

figura 30, € mostrado o bloco de simulink usado para implementar a lei de controle da
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equacdo 5.26. A interface desenvolvida, como pode ser acompanhado na figura 30,
mede o valor de pH e o transforma na variavel n (no bloco Fcn). Esta variavel alimenta
o controlador PID, juntamente com o valor do set-point desejado. O bloco PID possui
os parametros lineares da lei de controle 5.26 e produz, desta forma, o valor desejado,
Fg. Este valor € subtraido do valor atual do pH e alimentado como set-point do sistema
comercial. Se o controlador opera de modo continuo e 0 modelo da planta € perfeito, o
cancelamento da acéo proporcional se verifica e a acdo implementada no processo € a
lei de controle desejada. De fato, através de simulacdes, onde o bloco do reator é
trocado pelo modelo do processo, para a sequéncia de eventos da tabela 2, obtém-se um

desempenho igual ao apresentado nas figuras 27 e 28.

.l
o — T
_n_ﬂ F+u s
O3 g
i is_fz_@ i e T

Figura 29 — Implementacéo do controlador através da manipulcéo do set-point.

No entanto, devido a implementacao discreta da lei de controle, o cancelamento
total da acdo proporcional ndo é possivel, resultando num comportamento oscilatério do
sistema em malha fechada. Na figura 31 é mostrado o desempenho do controlador
implementado em resposta a algumas mudancas de set-point € um tempo de
amostragem de 5 segundos. O uso deste tempo de amostragem é devido ao fato de ser o
padrdo usado pelo sistema comercial. Observa-se neste teste um comportamento
bastante oscilatério em torno dos valores desejados de pH.

Para tentar justificar este comportamento, além do tempo de amostragem que
parece ser muito alto, outra conjectura diz respeito ao tipo de alimentacdo da corrente de
processo (Fa). Se for levado em conta que esta corrente, fixada em 30 % da sua vazéo
méaxima para o teste da figura 31, é alimentada, a cada intervalo de amostragem, através
de pulsos pela bomba peristaltica, figura 32, pode-se tentar algum procedimento

alternativo para eliminar estes pulsos.
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Figura 30 — Diagrama do simulink responsavel pela implementacdo do controlador no

sistema experimental.

12 T T T T L
| 1 L L [] |
l ---- Acéo de controle 0o
|
: — oH b
. | :
10F--------1 i — Set-point [ " ﬁ”*ﬁ’ﬁj??
1 \ L
i T\ HA“A h
h | : : MH : L ll\“: ‘:‘ l
8 h\ ‘W H' ' iy N”wm ) R : 77777 1, U‘ T " \!4\: \‘TJ\L:\T‘T‘L:\‘TT
E " K2V T /»1,,‘4‘\\! “ M“ Ml MM | \«\ «:‘ "' V‘, e W!‘: V‘:VH\ :H:H ;' ’!‘:l‘ H
! m it H ! “"‘m‘ur""\‘u
! wn m u “M i I Crben e
6 - M i , H“ .xl“h i M ol ;;;};;{L;%Q;A‘HM
o W 4] ”' i M WJ‘/‘;‘M ! | Vi
I n 7 B Wi 4T | Cr g e
| | al T | Crag e
| | WM ' ‘\x 1l { | L ‘\p‘\ HH“ o
I I I | HHHJ“I‘”H‘\H‘
4r-- T it Haiie it e R SRR
I I I | el \; o
: : : : IR
| | | | [N
| | | | I
2 | | | | L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
tempo (s)

Figura 31 — Resposta do sistema a mudancas de Sez-Point.

A acdo de controle é o set-point enviado pelo controlador.
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Figura 32 — Perturbacéo através de pulsos na corrente de &cido.

Para tentar atenuar este comportamento oscilatério do sistema de controle, duas
alteracdes foram feitas. Primeiro, para diminuir o efeito do atraso da medida, o tempo
de amostragem foi reduzido de 5 para 0,5 segundos. Além disso, a perturbacéo em pulso
da figura 32 foi substituida por uma alimentacdo continua de acido (vazdo maxima) com
uma concentracdo 0,03 M. Esta ultima alteracdo é teoricamente equivalente a
perturbacgdo original onde a concentracdo da corrente de &cido era 0,1 M e a vazdo 30 %
do méximo. Os resultados deste novo teste séo apresentados na figura 33.

Os resultados da figura 33 também apresentam 0 mesmo comportamento
oscilatorio da figura 31. Seguindo esta mesma linha de raciocinio, poder-se-ia tentar
reduzir ainda mais o tempo de amostragem. No entanto, deste modo, o controlador
poderia comecara atuar sobre os ruidos da medida de pH, o que ndo eliminaria a
oscilacdo do sistema. Outra possibilidade seria usar 0 modelo do processo para prever o
pH do préximo intervalo de amostragem e alimentar o controlador com esta previsdo no
lugar do pH medido. Esta abordagem tem contra si o fato do modelo possuir muitas
incertezas estaticas na faixa de interesse, como pode ser visto na figura 24. Deste modo,
0 cancelamento da acdo proporcional continuaria ndo ocorrendo e, se 0 motivo da
oscilagéo for devido ao cancelamento do pH medido, provavelmente isto ndo implicaria

na sua eliminacéo.
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Figura 33 — Resposta do sistema a mudancas de Sez-Point.

A acdo de controle é o set-point implementado.

Investigando 0 processo um pouco mais, pode-se conjecturar que o principal
motivo do comportamento oscilatorio do sistema em malha fechada seja inerente ao
aparato experimental. Quando se observa a alimentacdo do processo de perto, pode-se
perceber que a mesma é feita de forma quantizada. De tdo pequenas que sdo as
quantidades de acido e base adicionadas, a alimentacdo é conduzida gota a gota. Deste
modo, muitas vezes, as agdes de controle implementadas tem que esperar até que se
alcance uma quantidade minima de rotacfes da bomba peristaltica para que a gota se
forme e caia no meio reacional. Algumas vezes, inclusive, uma a¢do minima de controle
libera uma gota de base devido ao acumulo de fluido ocasionado pelas a¢des de controle
anteriores. Como na faixa de neutralidade, qualquer adi¢do de &cido ou base resulta
numa grande alteracdo de pH, este problema limita muito o desempenho alcancéavel do
sistema. Outra possivel fonte da oscilacédo talvez seja devido ao eletrodo de pH (sensor)
utilizado. Sabe-se que o sensor utilizado ndo apresenta uma resposta instantanea. Seu
comportamento usual apresenta um pico de pH ap6s qualquer adi¢do de acido ou base

antes de alcancar o valor final da variavel.
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Para comprovar estes fatos, foram reaizados dois testes em malha aberta
(somente com o controlador proporciona do sistema comercial): um com 0 mesmo
sensor dos testes anteriores e ganho proporcional unitario e, outro com um ganho
proporcional baixo (4,44.10°%) e um novo eletrodo de resposta mais suave. Estes dois
testes sdo apresentados nas figuras 34 e 35, respectivamente. Deve ser ressaltado que
todos os testes daqui por diante usam um tempo de amostragem de 0,5 segundos.

Na figura 34, como era de se esperar, foi observado um comportamento
oscilatorio. No entanto, comparando o periodo da oscilagdo (= 10 segundos) com o
tempo de formacdo da gota (= 0,6 segundos), fica evidente que a quantizacdo da
alimentacdo ndo é a principal causa da oscilagdo. Como o teste da figura 35 apresenta
um comportamento pouco oscilatorio, fica comprovado que a oscilacdo observada era
devido, principalmente, ao elemento sensor de pH. Esta justificativa fica mais evidente
quando se compara o tipo de alimentacdo destes testes. Diferente do teste da figura 34,
onde a alimentacdo foi conduzida sem pulsos, no teste da figura 35, foi utilizada a
alimentacdo de &cido da figura 32. Assim, nos proximos testes, o eletrodo original foi

trocado pelo novo eletrodo usado no experimento da figura 35.

gl *
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Figura 34 — Controle proporcional do sistema de neutralizagcdo com o eletrodo de pH

original, ganho do controlador unitario e alimentacdo sem pulsos.

pH medido — linha s6lida, Ser-point — linha sélida grossa
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Figura 35 — Controle proporcional do sistema de neutralizagdo com o novo eletrodo de

pH, ganho do controlador baixo (Kc = 4,44.10°®) e alimentagdo em pulsos.

pH medido — linha s6lida, Ser-point — linha sélida grossa

Na figura 36, as propriedades de atenuacdo de perturbagdes na corrente de
processo sdo apresentadas. Observa-se que, mesmo dentro da regido de maior
sensibilidade do processo, o controlador consegue compensar perturbacdes tipo degrau
implementadas na corrente acida com pequenos desvios em relacdo ao set-point. Os
degraus aplicados na corrente acida sdo apresentados na figura 37.

Para fins de comparacéo, foi realizado um teste com o controlador originalmente
proposto pelo fabricante do equipamento. Este controlador é um Pl com ganho
proporcional igual & 4,44.10° e constante de tempo integral igual a 30 segundos. Pode
ser observado na figura 38 que o controlador obtido ndo consegue nem manter o set-
point no valor de neutralidade para uma perturbacdo na corrente de acido (0,1 M) em 30
% da vazdo maxima. No entanto, como estes parametros normalmente sdo usados com
solugdes de acido e base fortes 10 vezes mais concentradas (apesar de nao haver
referéncia alguma no manual do fabricante sobre a concentracdo dos reagentes), 0s
parametros do controlador Pl foram multiplicados por 10 e testados novamente. O
resultado deste controlador alterado é apresentado na figura 39, onde ainda observa-se

um comportamento oscilatorio para a mesma perturbacdo em Fa.
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Figura 36 — Atenuacdo de perturbacGes usando controle /., ndo-linear.

Acéo de controle - linhas tracejadas; pH medido — linha s6lida, Set-point — linha sélida grossa
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Figura 37 — Perturbacdes aplicadas na corrente de acido do teste da figura 36.
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Figura 38 — Controle de pH com o Pl origina do sistema (Fa = 30% em pulsos).

pH medido — linha s6lida, Set-point — linha soélida grossa
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Figura 39 — Controle de pH com o Pl aterado (FA = 30% em pulsos).

pH medido — linha s6lida, Set-point — linha so6lida grossa
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Para verificar se a alimentacdo em pulso utilizada nos testes das figuras 36, 38 e
39 tem influéncia na rejeicdo da perturbacdo com o novo sensor, 0 “#. nao-linear
desenvolvido foi testado com uma alimentacdo de corrente acida 0,03 M a 100%. Os
resultados sdo apresentados na figura 40 onde, no tempo de 200 segundos, a vazdo €
alterada para 50 % do valor maximo. Como nao se observou grandes diferencas de
desempenho neste teste em comparagdo com 0s anteriores, nos testes seguintes foi
utilizada a alimentagcdo em pulso da figura 32 com uma concentragdo de acido igual a
0,1 M.

1.2

7.15¢ 1

7.05

6.95] 1

6.8 ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500

tempo

Figura 40 — Atenuacdo de perturbagdes usando controle ‘4., ndo-linear.

Corrente acida 0,03 M: 100 % da vazdo maxima até 200 segundos e 50 % ap0s este tempo.

Acdo de controle - linhas tracejadas; pH medido — linha sélida, Set-point — linha sélida grossa

Nas figuras 41 e 42, sdo apresentados dois testes de mudancas de set-point com
o controlador “#., ndo-linear, de 7 para 6 e de 7 para 8, respectivamente. Ambos 0s

testes foram realizados com uma alimentacdo em pulsos na corrente acida 0,1 M. Pode-

se observar que o desempenho ndo é tdo bom quanto o obtido na rejeicdo de
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perturbacdes em Fa devido a existéncia de um overshoot elevado. No entanto, esta
sobrelevacdo ja era prevista nas simulagfes e, apds a sua ocorréncia, o controlador
consegue estabilizar a planta com pequenas oscilagdes em relacdo ao novo valor de
referéncia. Uma possivel justificativa para este comportamento talvez seja o fato que o

controlador /. ndo-linear foi projetada para compensar perturbacfes na corrente acida

e N&o Nno set-point.

1.5

pH

5.5¢ 1

5 | | | | |
100 200 300 400 500 600
tempo
Figura 41 — Mudanca de set-point de 7 para 6 com o controlador ‘4., ndo-linear

Acdo de controle - linhas tracejadas; pH medido — linha solida, Set-point — linha sélida grossa

Novamente, para fins de comparacgéo, o controlador PI alterado usado no teste da
figura 39 foi implementado. Na figura 43, o desempenho do sistema de controle com
este Pl é apresentado em resposta a algumas mudancas de set-point. Observa-se que,
apesar do seu comportamento oscilatério em todos os valores de referéncia testados, o

sistema apresenta uma sobrelevacdo bem menor que o controlador 4., ndo-linear.
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Figura 42 — Mudanca de set-point de 7 para 8 com o controlador /., ndo-linear

Acdo de controle - linhas tracejadas; pH medido — linha s6lida, Set-point — linha s6lida grossa
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Figura 43 — Mudancas de set-point com o controlador Pl alterado

pH medido — linha s6lida, Ser-point — linha sélida grossa
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Nas figuras 44 e 45, os desempenhos destes dois controladores (‘#., ndo-linear e
PI) em resposta as mesmas mudancgas de sez-point podem ser comparados. Neste Gltimo
teste, onde foi usada uma alimentag&o continua de &cido 0,03 M, fica claro que, quanto
mais proximo da faixa de neutralidade, melhor o desempenho obtido com o controlador
“H. ndo-linear. Isso ja era de se esperar pois o projeto foi realizado para operar nesta
faixa de pH. Quanto ao PI, o contrario ocorre, ou seja, quanto mais distante da faixa de

neutralidade, menor € a oscilacdo do sistema em malha fechada.
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Figura 44 — Mudancas de sez-point com o controlador ., ndo-linear

Acdo de controle - linhas tracejadas; pH medido — linha solida, Set-point — linha sélida grossa

Para fechar este capitulo, pode-se dizer que o controlador desenvolvido, devido
as caracteristicas inerentes ao aparato experimental utilizado, ndo pdde mostrar todo seu
potencial quando aplicado a um sistema experimental de neutralizacdo de pH. Espera-se
um desempenho experimental proximo aos obtidos via simulacdo quando a atuagéo
direta na variavel de controle for possivel. Assim mesmo, o desempenho obtido com o

controlador desenvolvido foi melhor que o controlador originalmente proposto pelo
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fabricante do equipamento, nafaixa de neutralidade. No entanto, mais importante que a
comparacdo entre desempenhos, os resultados apresentados neste capitulo mostraram
que a implementagdo deste tipo de controlador ndo so é possivel como é simples. Do
ponto de vista pratico, a abordagem utilizada se constitui-se numa alternativa aos

métodos que usam multiplos modelos lineares ou esquemas adaptativos.
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Figura 45 — Mudancas de set-point com o controlador P original do sistema

pH medido — linha s6lida, Set-point — linha soélida grossa
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Capitulo 6

Aplicacdo dos Resultados a Teoria de Estabilidade de
Lyapunov

Resumo

Neste capitulo, os resultados tedricos apresentados no capitulo 3 sdo aplicados a teoria
da estabilidade de Lyapunov. As principais contribuicdes sdo: um critério para a
escolha de funcbes de Lyapunov, de modo a maximizar a estimativa da regido de
estabilidade de um sistema dindmico e, uma extensdo do método de Zubov que permite
incorporar estimativas da regido de atracdo ao teorema original, restrito somente a
regido de atracdo completa e, por esse mesmo motivo, de muito limitada utilizacéo.

6.1 TEORIA DE ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

A determinacdo da estabilidade de sistemas dindmicos é um problema
interdisciplinar dos mais importantes da matematica. Sua origem remonta aos
primordios da ciéncia moderna e sua importancia pode ser inferida através das inimeras
publicacbes atuais relacionadas a modelos dindmicos nas diversas areas do
conhecimento humano.

A dindmica de sistemas surgiu no século XIX como uma sub-area da mecanica
e, posteriormente, consolidou-se como uma disciplina isolada. Um de seus precursores,
Alexandr Mikhailovich Lyapunov, desenvolveu uma teoria de estabilidade e alguns dos
métodos mais genéricos para a sua determinagdo. Devido a universalidade de seus
resultados, a teoria de Lyapunov tem sido extensivamente usada pelos cientistas,
principalmente nas teorias de controle e sistemas nao-lineares.

Apesar de ndo fazer parte do objetivo da pesquisa de tese, sdo apresentados,
neste capitulo, os resultados obtidos sobre a determinagdo da regido de estabilidade -
também conhecida como dominio de atracdo (DA) — de sistemas dindmicos através do
método direto de Lyapunov. Além da importancia do assunto, outro motivo para esta
incluséo € devido a similaridade entre a teoria de estabilidade de Lyapunov e a teoria de

controle ‘4, ndo-linear. De fato, muitos dos resultados apresentados nos capitulos

anteriores desta tese foram obtidos a partir dos estudos sobre a determinacéo e/ou a

maximizacdo do DA de sistemas dindmicos autbnomos (LONGHI, 2000, LONGHI et
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al., 2000a, 2000b, LONGHI et al., 2001c) pois, a grosso modo, a determinacdo de
fungdes de Lyapunov para um sistema dindmico pode ser considerada como um caso
simplificado do problema de controle %, ndo-linear.

Neste capitulo ndo sera gasto muito tempo explicando os resultados da teoria de
Lyapunov - ja existem OGtimas referéncias sobre o assunto (CHETAYEV, 1955,
LASALLE, LEFSCHETZ, 1961, HAHN, 1967, KHALIL, 1996). Somente o0s aspectos
relevantes para as contribui¢des apresentadas séo discutidos.

Do mesmo modo que a teoria de controle “#., ndo-linear, a teoria de estabilidade
de Lyapunov leva a um problema composto por duas desigualdades a serem resolvidas.
A principal diferenga entre estes problemas é a substituicdo da desigualdade HJI do
problema de controle pela derivada temporal da funcdo de Lyapunov que deseja-se
determinar.

Considere o sistema dindmico autbnomo da equacéo 6.1:

ax() _
at

x =f(x) (6.1)
onde x é o vetor de variaveis de estado, f: D~ O" é um mapeamento localmente
Lipschitz de um dominio do espaco de estados D 00 0" em " e a origem € o ponto de
equilibrio de interesse, i.e., f(0) = 0.

A determinacdo da estabilidade assintOtica deste sistema através do método
direto de Lyapunov pode ser visto como o problema de encontrar uma funcéo escalar

positiva,
V(x)>0 (6.2)

que satisfaca uma desigualdade diferencial parcial estrita (ou ndo-estrita combinada com

a condicdo de invariancia de LaSalle, como serd visto mais adiante):

dv(x) _ V()

_0V(x)
o S X = (x) <0 (6.3)

ambas numa vizinhanca da origem.
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A principal dificuldade do método direto de Lyapunov € a auséncia de técnicas
sistematicas e eficientes para resolver as desigualdades 6.2-6.3 de modo quantitativo. Se
0 sistema da equacdo 6.1 for linear, x = A.x, sua estabilidade global pode ser
facilmente estabelecida através da anélise dos autovalores da matriz A. Se o sistema for
ndo-linear, pode-se encontrar uma resposta local sobre seu comportamento através do
método da linearizacdo de Lyapunov (SLOTINE, LI, 1991), desde que o sistema
linearizado resultante ndo seja degenerado. No caso de equilibrios degenerados, ou ndo-
hiperbdlicos, devem ser usados outros métodos, como a teoria de variedades centrais
(CARR, 1981), para tentar obter uma resposta local.

Se 0 ponto de interesse for estavel, o proximo passo no estudo do sistema €
determinar qual a extensdo desta estabilidade. Sabe-se que muitos sistemas localmente
estaveis apresentam um DA tdo pequeno que, do ponto de vista pratico, ndo podem ser
considerados estaveis (LASALLE, LEFSCHETZ, 1961). Para saber se a estabilidade
local é pratica, muitas vezes é suficiente obter uma estimativa do DA do sistema. Para
este fim, pode-se lancar mdo de um teorema 6.1. Este teorema ja inclui o principio da
invariancia de LaSalle e sua prova pode ser encontrada em diversos livros texto, como
(KHALIL, 1996) , por exemplo.

TEOREMA 6.1 — Extensao do teorema de Lyapunov devido a LaSalle para sistemas
autonomos

“Considere o sistema da equacdo 6.1 e seja G O 0" um dominio contendo a origem.
Suponha que existe localmente uma fungdo de Lyapunov, V(x), com as seguintes
propriedades:

1) V é continuamente diferenciavel e positiva definidaem G, i.e.,

WV(x)>0
(=0

OxOG
2) A derivada temporal de V(x) satisfaz

V(x)<0

%./(0) 0o UxUOG
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3) Nenhuma trajetéria é possivel na regido definida por V(0) = 0.

Entdo, a estimativa mais simples do dominio de atracdo do sistema da equacdo 6.1 é

dada pelo conjunto Q. ={x0O0 | V(x)<d}, onde Qc é limitado e contido em G.”

OBSERVACAO 6.1. Se a condicdo 3 do teorema 6.1 ndo for valida, o teorema ainda pode
ser valido, desde que a desigualdade ndo-estrita da condigédo 2 seja substituida pela sua

versao estrita.

Do teorema 6.1 pode-se concluir que a principal dificuldade encontrada na
determinacdo da regido de estabilidade de sistemas dindmicos reside em encontrar
solugdes quantitativas para as desigualdades 6.2 e 6.3, ou seja, encontrar as regides G e
Qc. Mesmo solugdes por inspecdo ndo sdo faceis, porque ndo existem critérios para
determinar a regido de sinal definido de funcGes escalares multivaridveis. Assim, a
principal ferramenta usada na delimitacdo do DA de sistemas dindmicos tem sido o
emprego de simulagdes numéricas. Neste trabalho, com o auxilio dos resultados obtidos
no capitulo 3, séo apresentadas algumas contribui¢des para a determinacao da regido de
estabilidade atraves da teoria de Lyapunov. Na se¢do 6.2, usando uma abordagem
similar a do capitulo 4, é apresentado um método para a escolha de funcbes de
Lyapunov de modo a maximizar a estimativa do DA do sistema e, na secdo 6.3, é
apresentada uma extensdo do teorema de Zubov que permite incorporar estimativas do

DA ao teorema original.
6.2 ESTIMATIVA DO DOMINIO DE ATRACAO E SUA MAXIMIZACAO

Esta secdo apresenta um método para escolher fungdes de Lyapunov de modo a
maximizar o DA de um sistema dinamico. Para este fim, os resultados obtidos no

capitulo 3 sdo usados para fornecer restricbes nos problemas de otimizacao formulados.

Antes de apresentar o metodo, € feita uma breve revisao historica sobre o assunto.
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Breve revisao historica sobre o computo do DA de sistemas dinamicos

Um dos problemas mais importantes da dindmica de sistemas é a determinacgdo
da estabilidade das solugbes de um dado sistema. Existem diversas abordagens para
qualificar e quantificar a estabilidade de sistemas dinamicos, mas nenhuma até hoje
supera o grau de generalizacdo do trabalho desenvolvido por A. M. Lyapunov no final
do século XIX. Em sua tese de doutorado, LYAPUNOV (1892) apresenta alguns
métodos para determinar qualitativamente a estabilidade de sistemas descritos por
equacdes diferenciais ordinarias (EDO). Como sabe-se que qualquer sistema dinamico
pode ser descrito por meio de um sistema de EDO’s (HIRSCH, SMALE, 1974), seus
resultados apresentam um grau de generalidade extremamente amplo. Seu resultado
mais importante € conhecido como método direto de Lyapunov. Este método leva o
nome “direto” porque permite inferir diretamente a estabilidade de um sistema de
EDO’s sem a necessidade de resolvé-lo — isso era muito importante pois no século X1X
ndo haviam computadores para realizar integragdes numericas.

E interessante notar que o trabalho de Lyapunov, apesar do reconhecimento do
autor como grande cientista de sua época, ndo gozava do prestigio que tem hoje no meio
académico. Foi somente na década de 1930 que seus resultados tedricos comegaram a
ser usados de modo mais pratico, para obter resultados quantitativos. Esta nova fase
comecga com a citacdo de N. G. Chetayev (KIRIN ET AL., 1982) de que a propria prova
do método direto de Lyapunov continha elementos suficientes para determinar o
tamanho da regido de estabilidade do sistema. No entanto, o primeiro resultado que lida
diretamente com o tamanho da regido de estabilidade assintdtica s aparece em 1949
(AIZERMAN, 1949) - antes disto, 0 método direto de Lyapunov s0 era utilizado para
obter resultados qualitativos. Assim, na década que se seguiu teve inicio na antiga
Unido Soviética a famosa escola de teoria de estabilidade de Leningrado (atual e
novamente Sao Petersburgo) que formulou e resolveu muitos problemas de estabilidade,
principalmente os relacionados a estimacdo e construcdo de regides de estabilidade. Um
dos mais importantes resultados da escola de Leningrado é devido a V. I. Zubov, que
em meados da década de 1950 apresentou novos resultados teoricos que permitiram-no
desenvolver um método para determinacdo da regido de estabilidade completa para
sistemas dindmicos autbnomos e ndo-autdnomos'® nas décadas de 1960/70. Este

método, hoje conhecido como método de Zubov, objetiva a construcdo de uma fungéo

4 No caso de sistemas nado-autbnomos, como a regido de atragdo depende do tempo inicial, s6 é possivel
obter estimativas da regido de atracéo.
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de Lyapunov que permita a determinacdo da regido de estabilidade completa. No
entanto, para obter esta funcdo deve-se achar a solucdo de uma equacdo diferencial
parcial, o que dificulta sua ampla utilizagdo, mesmo para 0s sistemas nédo-lineares
simples.

Fora da antiga Unido Soviética, o trabalho de Lyapunov so foi se popularizar no
ocidente (Europa e América) nos anos 60 durante a época do chamado Controle
Moderno. Isso deveu-se muito ao fato de que os resultados do controle moderno eram
baseados em equacdes diferenciais ordinarias. Assim, todo o ferramental desenvolvido
por Lyapunov para lidar com EDO7s foi amplamente utilizado e expandido pelos
tedricos de controle. Uma das principais extensdes desta época é devida a Joseph La
Salle com seu famoso principio da invariancia (LA SALLE, LEFSCHETZ, 1961). Deve
ser ressaltado que esta extensao é muito mais citada e utilizada que o método de Zubov,
devido a sua simplicidade de uso. Outras contribui¢des visando a utilizacdo sistematica
da teoria de Lyapunov a classes especificas de sistemas com aplicacBes a teoria de
controle foram desenvolvidas nesta época.

Observando as publicacdes atuais, pode-se notar que as pesquisas sobre a teoria
de estabilidade de Lyapunov mantém esta tendéncia. Enquanto que no leste Europeu e
na regido da Russia predomina uma escola matematica de estabilidade, de cunho
predominantemente tedrico, no ocidente predomina uma visdo mais aplicada onde o
objetivo principal parece ser o uso dos resultados existentes para resolver problemas de
engenharia de controle e de fisica.

Do ponto de vista pratico, tdo importante quanto a obtencdo de resultados
qualitativos a respeito da estabilidade de um sistema dinamico é a quantificacdo destes
resultados. A principal informacdo quantitativa sobre a estabilidade de um sistema € o
tamanho da regido de estabilidade de suas solugbes. Como foi comentado
anteriormente, a ferramenta basica para determinar a regido de estabilidade usando a
teoria de Lyapunov é o método de Zubov. No entanto, devido a complexidade de sua
solugdo, na maioria das vezes é mais interessante ter pelo menos uma estimativa desta
regido do que gastar tempo tentando encontrar a regido de estabilidade completa.
Entende-se por estimativa, qualquer subconjunto da regido de estabilidade completa.

Quanto a determinacdo da regido de estabilidade via métodos de Lyapunov, as
pesquisas atuais podem ser divididas em dois grupos: (1) busca por métodos tedricos

que permitam encontrar a regido de estabilidade verdadeira de maneira mais simples
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que o método de Zubov (VANELLI, VIDYASAGAR, 1985) e, (2) busca por métodos
simples e eficientes para obter estimativas ndo-conservativas da regido de estabilidade
(TESI et al., 1996). Do ponto de vista tedrico, 0 primeiro grupo € o mais importante e,
do ponto de vista de engenharia, 0 segundo é o mais importante. Os resultados deste
capitulo podem ser encaixados neste segundo grupo.

Ja foi colocado que a aplicacdo do método direto de Lyapunov para a analise de
sistemas dinamicos leva a um problema composto por duas desigualdades a serem
resolvidas (¢ atribuido a Lyapunov (BOYD et al., 1994) o pioneirismo da analise de um
sistema dindmico através da solucdo de desigualdades algébricas ao invés de resolver
suas equacdes diferenciais). Assim, o problema de determinar o tamanho da regido de
sinal definido de funcgdes escalares multivariaveis tem um papel central na delimitacéo
do DA. Convém lembrar que, apesar de sua importancia e de ainda néo existir até hoje
uma solucdo satisfatoria para este problema, sdo escassos na literatura os metodos para
determinacdo do sinal local e global de fungdes multivariaveis escalares nao-lineares.
Alguns trabalhos sobre este assunto aparecem na literatura de controle, principalmente
nos anos 60 e 70 (GADENZ, LI, 1964, BOSE, LI, 1968, BOSE, JURY, 1975, HASAN,
HASAN, 1996). No entanto, todos estes trabalhos lidam somente com o sinal global das
fungdes e se restringem apenas a algumas classes muito especificas de sistemas. N&o é
do conhecimento do autor que existam na literatura de controle trabalhos que tratem da
determinacédo da regido local de sinal definido para fungdes genéricas.

Assim, explorando os resultados sobre o sinal local de funcbes ndo-lineares
escalares apresentados no capitulo 3, sdo apresentadas duas contribui¢cdes ao estado da
arte da teoria de estabilidade de Lyapunov, ligadas ao computo do dominio de atragédo
do sistema de interesse, uma nesta secdo e outra na proxima. O pré-requisito
fundamental para o desenvolvimento do método da presente se¢do € que 0s sistemas

dindmicos cuja DA deseja-se determinar sejam estaveis.

Abordagem usual na literatura

A abordagem padrdo usada pela maioria dos métodos para encontrar uma
estimativa da regido de atracdo de um sistema dinamico consiste de dois passos. No
primeiro, uma funcdo de Lyapunov é escolhida segundo algum método especifico e, no
segundo, tenta-se encontrar uma estimativa para o DA resolvendo-se o problema de

otimizacéo 6.1.
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PROBLEMA DE OTIMIZACAO 6.1 (Estimativa da regiao de atracdo dada uma funcio

de Lyapunov). A maior estimativa para a regido de atracdo, dada uma funcdo de

Lyapunov, V(x), é dada pelo conjunto D(x) = {x: V(X) <p}, onde o valorde p>0 ¢é
obtido através da minimizacdo de V(x) sujeito a restricdo de igualdade V(x)=0, ou

seja, p= inf  V(X).
x0o"
st.V(x)=0

O problema de otimizacgdo 6.1 tem algumas limitagdes. Em primeiro lugar, € um
problema ndo convexo. Assim, dependendo do método de otimizacdo, pode-se chegar a
solugdes que s@o apenas minimos locais e ndo globais, o que invalida o resultado obtido.
Outro problema € que a funcdo de Lyapunov é escolhida sem o menor compromisso
com o tamanho da regido de atragdo. A proposta desta secdo é usar os resultados

tedricos do capitulo 3 para eliminar estes dois problemas.

Procedimento proposto

O principal motivo de ndo se resolver um problema que maximize o DA é a
auséncia de critérios na literatura para analisar o sinal de funcGes escalares
multivariaveis nédo-lineares. No entanto, um critério para este fim é dado pelo teorema
3.4 desta tese. Assim, pode-se formular um problema de otimizacdo, chamado de
problema de otimizacdo 6.2, que escolhe os pardmetros de uma dada funcdo de
Lyapunov de modo a maximizar sua regido de atragcdo engquanto assegura a positividade

de V(x) e a negatividade de sua derivada temporal.

PROBLEMA DE OTIMIZACAO 6.2 (Determinacio dos parametros de uma funcio de

Lyapunov para maximizacio da estimativa da regidao de atracdo). Escolha a forma
da funcdo V(x) e obtenha sua derivada temporal, V(x). Escreva estas duas funcdes

como representacdes em formas quadraticas:
T
V(x)=y .RYy (6.4)

V(x)=z".Pyz (6.5)
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onde P, e P4 sdo matrizes reais simétricas obtidas diretamente dos coeficientes de V(X) e
V(x), respectivamente. A regido definida pela intersecdo das regides locais reais das
funcbes-eixo y(x) e z(x) fornecem uma estimativa das regides de positividade de V(x) e

negatividade de V(x), respectivamente. Faca «; e B; serem os parametros que definem

o tamanho das regides de sinal definido de V(x) e V(x), respectivamente. Escolha a;, [B;

e os parametros de V(x) de modo a maximizar a regido definida por V(x) = C sujeita as

restricdes Py > 0 e Py < 0. O pardmetro C 0 0" é obtido através do minimo de V(x) que

intersecta a regido de positividade de V(x) ou de negatividade de V(x).

Se o0 problema de otimizagdo 6.2 puder ser resolvido a contento, ele fornece a
melhor estimativa simples para uma dada estrutura de funcdo de Lyapunov V(x). Note
que, apesar de ainda ser um problema ndo convexo, a sua solugdo nédo acarreta o risco
de se encontrar uma solucgéo local que néo satisfaca as condicGes de estabilidade de
Lyapunov pois estas, gracas ao critério do teorema 3.4, estdo incluidas como restri¢cdes
no proprio problema de otimizacao.

As principais dificuldades do problema de otimizacéo 6.2 estdo em:

Q) Encontrar uma fungdo que descreva o0 espagco n-dimensional

correspondente a regido da curva fechada V(x) = C.

(2) Encontrar o valor do parametro C da restricdo de igualdade do problema.

No caso da funcdo de Lyapunov ser uma forma quadrética, V(x) = x".P.x, a
regido correspondente a area n-dimensional de forma V(x) = 1 pode ser facilmente
mostrada como sendo proporcional ao inverso do produto dos autovalores de P. Assim,
a funcdo objetivo a ser minimizada pode ser escrita como o determinante da matriz P.
Neste caso, como V(x) é globalmente positiva se P > 0, também os parametros a; sao
eliminados do problema de otimizacéo.

Ja a determinacdo do pardmetro C da restricdo de igualdade é uma questdo um
pouco mais complicada. Usando um tipo especial de representagdo em forma
quadratica, explicada na secdo 6.3, este problema pode ser eliminado. No entanto, de
um modo geral, sua determinacdo é muito complicada. Nestes casos, pode-se tentar

maximizar a regido de sinal definido, ou seja, a regido onde V(x) € positiva definida e
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V(x) < 0 e depois resolver o problema de otimizac&o 6.1. Para maximizar a regiéo de

sinal definido, pode-se tentar resolver o problema de otimizacéao 6.3.

Na realidade, este ultimo procedimento ndo apresenta muitas vantagens sobre a
maioria dos métodos disponiveis na literatura. Como serd mostrado no exemplo 2,
apesar de ser tentador pensar que maximizando a regido de sinal definido aumenta-se a
regiao de atracdo, este procedimento pode levar a um DA sem valor pratico. No entanto,
este procedimento ndo deixa de ser mais uma possibilidade para escolher a funcdo de

Lyapunov do sistema.

PROBLEMA DE OTIMIZACAO 6.3 (Determinacio dos parametros de uma funcio de

Lyapunov para maximizacio da estimativa da regiio de sinal definido). Escolha a
forma da funcdo V(x) e obtenha sua derivada temporal,V(x). Escreva estas duas

funcbes como representacdes em formas quadraticas:
_T
Vx)=y Ry

V(x)=z".Py.z

onde P, e P4 sdo matrizes reais simétricas obtidas diretamente dos coeficientes de V(x) e
V(x), respectivamente.

A regido definida pela intersecdo das regides locais reais das func¢des-eixo y(x) e z(x)
fornecem uma estimativa das regides de positividade de V(x) e negatividade de V(x),
respectivamente. Faca a; e [3; serem os pardmetros que definem o tamanho das regides
de positividade de V(x) e V(x), respectivamente. Escolha o;, B e os parametros de
V(x) de modo a maximizar a regido definida pela intersecdo das regides de positividade

de V(x) e negatividade de V/(x) sujeito as restricdes de desigualdade, Py > 0 e P4< 0.

Exemplo 1 — um sistema classico

Considere o sistema apresentado na equacao 6.6.

R
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Este sistema dindmico foi originalmente estudado por V. I. Zubov e, ao longo
dos anos, inimeros autores determinaram estimativas da sua regido de atracdo usando

seus métodos. Na figura 46 sdo mostrados algumas destas estimativas, juntamente com
a regido de atracdo completa, dada pela curva x1.x» < 1.

Figura 46. Regi0es de atracdo para o exemplo 1 segundo varios autores.

1) regido exata, 2) resultado de Zubov com otimizacdo, 3) resultado de Zemlyakov e
Matrosov (VORONOV E MATROSQV, 1987), 4) resultado de Zubov sem

otimizacdo, 5) resultado de Ingwerson, 6) resultado de DAVISON E KURAK
(1971) e 7) resultado de LEVIN (1994).

O primeiro objetivo neste exemplo é mostrar que o método desenvolvido pode

ser usado para obter uma estimativa rapida e simples da regido de atragdo. Para

simplificar esta tarefa, pode-se considerar que a func¢do de Lyapunov usada tem a forma
da equacéo 6.7.

V(X) = a.xi® + b.x? (6.7)

cuja derivada temporal é dada pela equacao 6.8.

V(X) = —2ax;2 - 26X 52 +4ax5X 5 (6.8)
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que, por sua vez, pode ser rescrita como a representacdo em forma quadratica da

equacéo 6.9.
0 x d@za+l1 0 03 xg 0
: U U (] (]
V(x) = g X5 g .B 0 -2¢ O %D X 3 (69
Hl-4axixpxiH B 0 0 -1551-4.ax1.x2.X1H

Assim, a regido de atracdo € dada por V(x) < 1 e os valores dos parametros de
V(X) que maximizam a estimativa da regido de atracdo, usando a representacdo em
forma quadrética da equacdo 6.9, é dada pela solucdo do problema de otimizacdo da

equacao 6.10.

[a,b] =arg Min (ab) (6.10)
a,b

st. a-0,5>0; b>0

2
b\/g+b\/B:4
alb a

onde as restricdes de desigualdade sdo impostas de modo a satisfazer as condicOes de
positividade de V(x) e negatividade da equagdo 6.9. A restricdo de igualdade €
necessaria para informar que o valor 6timo de V(x) é igual a 1.

Note que o problema acima é um problema de otimizacdo ndo-convexo. Assim,
como ndo foi usado um algoritmo de otimizacdo global, foi necessario testar varias
estimativas iniciais para se ter uma certa seguranca sobre o resultado obtido. O
problema foi resolvido usando as ferramentas da Optimization Toolbox do MATLAB
versdo 5.3 (assim como 0s demais problemas de otimizacao deste capitulo) e a solucao
encontrada foi: a = 0,5 e b = 1,2599. Assim, a regido de atracdo obtida pode ser escrita

analiticamente como mostrado na equacao 6.11.
V(x) = 0,5.x1% + 1,262 < 1 (6.11)

A forma geométrica da regido de atracdo pode ser vista na figura 47, juntamente

com a regido de atragdo verdadeira.
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Figura 47 — Regido de atracdo estimada (elipse) e

regido de atracdo verdadeira (curva aberta).

Para mostrar que o método desenvolvido nesta secdo ndo se aplica somente a
formas quadréticas, pode-se, com um pouco de perspicacia, considerar a funcédo de
Lyapunov da equacdo 6.12 e tentar encontrar uma estimativa da regido de atracdo a

partir desta.
V(X) = X1% + X% (1 —a.X1.X2) (6.12)

Note que esta forma € positiva na regido definida por a.x;.X2 < 1, 0 que coincide
com a regido de atracdo verdadeira se a = 1. Sua derivada temporal ao longo das

trajetdrias € dada pela equacao 6.13.

V(X) = —6.ax52x; % + (4+4.8) X% - 2,2 - 2.ax,% x,2 (6.13)

+ 4.ax23.x1 - 2.X22

Colocando em evidéncia a forma V(x) da equacédo 6.12, obtém-se:

V(x) = _2%_ 3axX,2 X1 —a(XyXoS + X2 X0) = 2X° X +aX 2 X" B\/(x) <0 (6.14)
V(x)
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Assim, a regido onde V(x) é negativa é dada pela intersecdo das regides onde

V(x) € positiva definida e a regido definida por:

%_ 3.a.x22.x14 —a.(xl.x23 + x13.X2) - 2-X13-X2 + a-Xlz'X24 %0 (6.15)
V(x) |

que ocorre quando:
V(x) > 3.ax22.x14 —a(xl.x23 + x13.x2) - 2.x13.x2 +ax12.x24 (6.16)

Escolhendo o parametro ‘a’ como sendo de valor igual a 1, pode-se chegar a
uma solugdo que apresenta a regido de atracdo mostrada na figura 48. Esta regido tem
uma forma analitica consideravelmente mais complexa que a equagdo 6.11. Note que a
obtencdo desta regido ndo é nem um pouco sistematica e possui uma forma analitica
complicada. Devido a esses motivos, ndo foram realizados mais esfor¢cos nos outros

exemplos deste capitulo em cima de solugdes deste tipo.

0
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Figura 48 — Regido de atracdo estimada com a forma das equagdes 6.12-6.16 com a = 1.

Note que no primeiro e no terceiro quadrantes a curva da regido de atracéo estimada

coincide com a regido de atracdo verdadeira.
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Exemplo 2 — um contraexemplo para o problema de otimizacio 6.3

Considere o sistema dindmico da equagdo 6.17 (LONGHI et al., 2000a).

% = @1 E: gxl; X1%2 E (6.17)
2 X1 —X2

A determinacdo da estabilidade da origem do sistema da equacdo 6.17 ndo €
6bvia. A analise local, via método da linearizacdo, ndo permite que se conclua nada
sobre sua estabilidade pois trata-se de um equilibrio degenerado. Com um pouco mais
de esforco, através da teoria da variedade central (CARR, 1981), pode-se chegar a
concluséo que a origem é estavel, mas ndo se tem qualquer informacéo sobre o tamanho
da regido de atracdo local. Uma maneira de encontrar uma estimativa para esta regido é
atraves do método direto de Lyapunov.

De modo a simplificar o procedimento desta se¢do, pode-se novamente tentar a

seguinte forma para V(x):
V(x) =ax;® +bx,? (6.18)
Assim, a derivada temporal de V(x) tem a forma da equagéo 6.19.
V(x) = —2ax,> +(2a+2b).x;% X5 — 2b.X," (6.19)

Ao contrario do exemplo 1, primeiramente tenta-se resolver o procedimento

alternativo composto pelos problemas de otimizagdo 6.3 e 6.1, respectivamente. Para
isto, tem-se que propor uma representacdo em forma quadrética para V(x) que explicite

sua regido de negatividade. Isto pode ser feito usando a representacdo da equagéo 6.20.

0 x; Omy2a+2b)-2a 0 0 o x4 O
V(x) =E X2 E B 0 -2b 0 SE X o2 E (6.20)
E;al—xz.xla = 0 0 —(2a+2b)@5¢0(1—x2.x1§

Na equacdo 6.20, o parametro o, 00 € 0 Gnico parametro que regula o tamanho
da regido de sinal definido do problema de otimizacdo 6.3. A solucdo deste problema

leva necessariamente aos valores: a>0, b — 0" ey - 1. Para calcular a maxima regi&o
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de atracdo para esta solucdo, deve-se resolver o problema de otimizagdo 6.1. Este
produz como solugdo: x* = [0,00 1,00]. Substituindo este valor em V(x), obtém-se

V(x*) = 0. Assim, a regido de atracdo obtida é o segmento do eixo X», definido por:

Q={x0 0?2 X1 =0 e -1<x, <1} . Obviamente, uma regido de atragdo como esta nédo
tem o menor valor prético.
Por outro lado, pode-se tentar resolver o problema de otimizacéo 6.2, usando a

mesma representacdo em forma quadratica da equagéo 6.20:

[ab,a] = Min (ab) (6.21)
a,b,04

st. a>0, b>0, a1>0
Pg<0

b (112 -1=0

onde Pq representa a matriz da representacdo em forma quadréatica da equacéo 6.20.
A solucédo deste problema de otimizacdo leva aos seguintes valores: a = 5,33;

b =1778, e a; = 0,75. Na figura 49 é mostrada a representacdo geométrica do DA
estimado. Na mesma figura, a regido de atracdo verdadeira, delimitada pelas variedades
estaveis dos pontos-sela (-1,1) e (1,1), também é apresentada.

A concluséo que se pode tirar deste exemplo € que, como o valor de y baixou de
1,0 (solucéo sequencial dos problemas 6.3 e 6.1) para 0,75 (solugédo do problema 6.2),
fica claro que nédo existe uma relacdo direta entre o tamanho das regifes de positividade

de V(x) e de negatividade de V(x) e o tamanho da regido de atracio gerada pela

respectiva forma V(x).
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Figura 39 — Regio de negatividade de V(x) (linha sélida), estimativa do DA (linha

tracejada), DA completo (linha pontilhada) e pontos estacionarios (*).

6.3 EXTENSAO DO TEOREMA DE ZUBOV

O teorema de Zubov é a ferramenta basica para o computo do DA completo de
sistemas dinamicos. De modo a introduzir o assunto, considere a seguinte versdo do

teorema de Zubov para sistemas autbnomos extraida de KHALIL (1996):

TEOREMA 6.2 — Teorema de Zubov

“Considere o sistema dindmico da equacéo 6.1 e seja G O 0" um dominio contendo a
origem. Suponha a existéncia de duas funcées V: G — O, que satisfaz V(0) = V(0) =0,

e h: 0" - O com as seguintes propriedades:

* V é continuamente diferenciavel e positiva definida em G e satisfaz a desigualdade
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0<V(x)<1 OxOG-{0}

* Quando x se aproxima da fronteira de G, ou, no caso de um dominio G ilimitado,

quando x| - o,
lim V(x) = 1.
« h é continua e positiva definidaem O".

» Paratodo x O0G, V(x) satisfaz a equacéo diferencial parcial:

Vs (x) = —=h(x)[1- V(x)] (6.22)
ox

entdo x = 0 é assintoticamente estavel e G é o dominio de atracdo completo.”

Apesar de fornecer um resultado tedrico forte, dificilmente o teorema 6.2 é
aplicado integralmente. Existe uma grande dificuldade associada a solucdo da equacéo
diferencial parcial 6.22. Isto tem levado muitos autores a procurar por aproximagoes
para esta equagdo, ao invés de insistir em solugdes em forma fechada. Uma investigacdo
sobre este assunto pode ser encontrada em GENESIO et al. (1985).

Para realizar a extensdo do teorema 6.2, o fato crucial € a observacao da equacao
6.22 como uma representacdo em forma quadratica de bases ndo-lineares. A principal
diferenca para a representagdo geral é que esta equacdo especifica s6 possui um tipo de
funcéo-eixo.

De fato, pode-se rescrever a equagdo 6.22 do teorema de Zubov como uma
representacdo em forma quadrética para a derivada temporal de V(x) que contenha

apenas uma unica funcéo-eixo, como pode ser visto na equagao 6.23.

V(x)=2' (x).R, .z(X)
= [\/1= V(). m(X)].[=1].[\[1 = V(X).m(X)] (6.23)

= -m(x)%.[1- V(X)]
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onde m(x) € uma funcdo aceitavel global (de acordo com a definicdo do capitulo 3).
Como consequéncia, m(x)2 =h(x) >0.

Deste modo, pode-se enxergar o teorema de Zubov como um caso particular do
método desenvolvido na secdo anterior, onde é possivel determinar a regido de atragdo
verdadeira para sistemas dinamicos autdbnomos. Para isto, basta que todas as funcdes-
eixo tenham o mesmo formato usado na equacédo 6.23. Se outras fungdes-eixo estiverem
presentes na representacdo em forma quadratica, a regido definida por V(x) < 1 é apenas
uma estimativa da regido de atracdo completa. Mais formalmente, estas conclusdes

podem ser apresentadas na forma de um novo teorema (teorema 6.3).

TEOREMA 6.3 — Extensdo do Teorema de Zubov.

“Considere o sistema da equacédo 6.1 e seja G O 0" um dominio contendo a origem.
Suponha que existem duas funcdes V: G — [, que satisfaz V(0) =V (0) =0, e ¢(X),

que é um funcdo continua com regido local real sendo o campo real, com as seguintes

propriedades:

* V(x) é continuamente diferenciavel e positiva definidaem G; 0 G:

V(x)>0, OxOGq-{0}

« \V/(x) pode ser rescrita de acordo com a representacéo em forma quadratica da equacéo

6.24.

0 BT 0 0 o
V(x)=U0 yzfX) S.F\,dot.g yzfx) S (6.24)
3VEE 8-V

com Pyget Sendo uma matriz negativa definida e yj(x) (i =1, 2, ... ) tendo como suas

regides locais reais o campo real.

* Aregido G, = {x | V(x) < 1} esta contida em Gy, isto é, G, 0 G;
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entdo X = 0 é assintoticamente estavel e G, € uma estimativa do DA.

Além disso, se ndo sdo necessarias outras funcdes-eixo, além de /1-V(X)@(x), para

descrever V(x) e ¢(x) é uma funcdo definida, entio G, é o DA completo do sistema da

equacgéo 6.1.”

Prova: Suficiéncia. A primeira parte da prova consiste em mostrar que V(x) = 1 é uma

estimativa do DA.

E um resultado bem conhecido da teoria de Lyapunov, através de seus teoremas
conversos, que, se um sistema dindmico é estavel, entdo existe uma funcdo de Lyapunov
para este. Como consequiéncia, existe uma regido G; contida em 0" onde V(x) > 0. Esta
funcdo de Lyapunov pode ser usada para determinar uma estimativa do DA, dada por

V(x) = C > 0. Os parametros de V(x) podem ser normalizados para obter V(x) = 1
(DAVISON, KURAK, 1971). Se V(x) pode ser rescrita como a representacdo em
forma quadratica da equacdo 6.24, com Pyge Sendo uma matriz negativa definida e
¢(x) sendo uma funcdo continua com regido local real sendo 0", ento, de acordo com
o teorema 3.4, V(x) = 1 é uma estimativa da regio de negatividade de V(x). Se a

regido G, é englobada por G; (ambas como definidas no teorema 6.3) entdo, de acordo

como teorema 6.1, G, esta contida no DA completo.

A segunda parte da prova consiste em mostrar que, se as condi¢des da primeira parte da
prova sdo validas e adicionalmente, exceto por /1-V(X)@(X), ndo sdo necessarias

outras funcBes-eixo para escrever a equagao 6.24, entdo V(x) = 1 é o DA completo.

Para mostrar isto, € suficiente notar que, no caso de uma simples funcdo-eixo,
Mcp(x) , as equacoes 6.22 e 6.24 séo as mesmas se cp(x)2 = h(x). Entéo, a Unica
condicdo extra a ser verificada € a positividade de h(x). Esta condicdo é satisfeita se e
somente se ¢(x) é uma funcgdo definida. Se esta condicdo é verdadeira, todas as demais

condi¢des do teorema 6.2 séo satisfeitas e G, € o DA completo para o sistema da

equacéo 6.1.
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Note que o teorema 6.3 ndo € um resultado particular restrito a uma certa classe
de sistemas mas, um resultado geral que pode ser aplicado a uma grande classe de
sistemas ndo-lineares. De fato, o teorema 6.3 pode ser interpretado como uma
generalizacdo do teorema 6.2 e o caso particular do teorema 6.1 correspondente a
representacdo em forma quadratica da equacgdo 6.24. A principal vantagem do teorema
6.3 sobre o0 teorema 6.2 é que € muito mais facil encontrar uma fungdo de Lyapunov que
satisfaca a equacdo 6.24 do que a equacdo 6.22. No entanto, a representacdo em forma
quadratica da equacédo 6.24 ndo € unica e, apesar de sempre ter-se conseguido aplica-lo
nos sistemas dinamicos estudados, ndo se sabe se é sempre possivel encontrar tal
descricdo para V(X).

Tao importante quanto apresentar a extensdo do teorema 6.2 é apresentar um
procedimento para usa-lo. Do mesmo modo que na se¢do 6.2, pode-se tentar maximizar
a estimativa do DA usando os resultados do teorema 6.3 quando a funcdo de Lyapunov
escolhida ndo se encaixa no caso particular do teorema 6.2. Para obter esta estimativa
maximizada usando a representacdo em forma quadratica da equacdo 6.24, deve-se

maximizar a &rea da curva V(xX) = 1 sujeita as restricbes de desigualdade
correspondentes a V(x) >0 eV(x)<0. Este tipo de problema ja foi enunciado e

chamado de problema de otimizagdo 6.2 na secdo anterior. Note que a restricdo de
desigualdade que informa que V(x) = 1 se localiza na fronteira da regido de sinal
definido ndo é mais necessaria pois, no caso da equacao 6.24, a fronteira da regido de
sinal definido € a prépria curva V(x) = 1.

Ainda assim, este tipo de problema de otimiza¢do néo é facil de ser resolvido
para fungdes ndo-lineares genéricas V(x). No entanto, como é um resultado bem

conhecido que func¢des quadraticas podem ser usadas como funcgdes de Lyapunov para

sistemas hiperbdlicos estaveis, usar-se-a este tipo de funcdo (V(x) =xT.P.x) para

simplificar o procedimento. Neste caso, o problema pode ser facilmente colocado como
a maximizacdo da superficie de uma hiper-elipse sujeita a duas restricGes de
desigualdade matriciais. Como o volume de tal regido elipsoidal é proporcional ao
inverso do produto dos autovalores da matriz P, o problema de otimizacdo pode ser

rescrito como a minimizagao do determinante de P, sujeitoa P>0 e R, . <O:
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P= Min det(P) (6.25)
P>0
I:)Vdot <0

O problema de otimizagdo 6.25 é ndo-convexo devido a funcao objetivo, det(P).

Usualmente, a desigualdade matricial nao-linear, R/, <O, também forma um

conjunto ndo-convexo. Consequentemente, se um algoritmo de otimizacdo global nédo
for usado, a solucdo do problema de otimizacdo 6.25 ndo tem garantias de resultar na
melhor estimativa para 0 DA. Como o problema da equacdo 6.25 é muito dificil de
convexificar, uma abordagem interessante para melhorar o DA obtido é partir de uma
estimativa inicial proxima a solucdo 6tima. DAVISON E KURAK (1971) estudaram
este assunto e propuseram uma metodologia que produz um chute inicial que tenta
diminuir a excentricidade do DA. No entanto, sua solugéo, apesar de ser de grande valor
pratico, ndo pode garantir que o minimo global seja alcangado. Outra abordagem
interessante para resolver o problema da equacdo 6.25 é resolver um problema de
otimizacdo auxiliar através de técnicas de envelope convexo e usar esta solugdo como
chute inicial para o problema original ndo-convexo. Como esta abordagem também néo
garante que a solucdo étima seja alcangada, talvez o mais indicado seja mesmo o uso de
algoritmos de otimizagé@o global, como os novos algoritmos de ramificacdo e limitagédo
(branch and bound) (FLOUDAS, 2000), por exemplo.

Exemplo 3 — Retornando ao exemplo classico de Zubov

Considere novamente o sistema apresentado na equacéo 6.6.

B Xq + 2X12 X5 6.6
” EEZEH —X2 E 0

Considere, para simplificar o procedimento, a funcdo de Lyapunov da equagéo
6.26.

V(X) = axi? + b x? (6.26)

cuja derivada temporal é dada por:
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V(X) = —2ax;? -2bx,2 +4ax; X, (6.27)

Rescrevendo a equagdo 6.27 de acordo com a representagdo em forma

quadratica da equacéo 6.24, tem-se:

0 x3 O 0 x4 O
U U U U
o *2 g o *2 g
y(X) =0 X1X2 [l 'PVd tl'D X1X2 U (628)
O 2 0O "0 2 O
o X1 O o X1 0
F1y1-V(x) B F1y1-V(x) B
com Pygot1 dado por:
+2a+k O 0 0 00
U o -2 0 o ol
O O
Rigon =8 O 0 -kb 2a 00O
a0 0 2a -ka O0F
H O 0 0 0 -kH
Minimizando o produto [ab], sujeito a restri¢do de desigualdade,
4 0 0 B
%) b 0 D> 0,
H) 0 - I:\/dotl H
é encontrado o DA dado pela equacéo 6.29.
V(X) =x12 +x22 <1 (6.29)

Esta estimativa alcanca o minimo global do problema de otimizacdo. Além
disso, a equacdo 6.29 representa a elipse menos excéntrica permitida como solucéo

6tima quando a estrutura da equacdo 6.28 é usada como a representagdo em forma
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quadrética de V(x). Esta estimativa do DA é mostrada na figura 50, juntamente com o

DA completo, dado por x1X, <1.

Figura 50 — O DA estimado (circulo) e o DA completo para o sistema da equagéo 6.6.

Exemplo 4 — Oscilador de van der Pol
Um exemplo extensivamente usado na teoria de sistemas ndo-lineares € o

oscilador de van der Pol, cujas equagdes sdo apresentadas a seguir:

X gj; Ez %ﬂ - (1_‘XX212)-X2 E (6:30)

Neste exemplo, é usada a forma quadréatica da equacdo 6.31 como funcéo
candidata de Lyapunov.

V(x):xTPx:ax12+bx1 X2 +cx22 (6.31)
cuja derivada temporal é dada por:

V(X) =bx13Xp +2CX12X 02 +bxg2 +(~2a-b+20) XX, +(-b—20) x,2  (6.32)
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Se a equacdo 6.32 é rescrita de acordo com a representacdo em forma quadratica
da equacéo 6.33,

0 x; O 0 x; 0O
0% 00 % 0
V(x) = E X12 E PRlgora 'E X12 E (6.33)
0 X1X2 [ 0 X1X2 [
H/1-V(x) x1H H/1-V(x) x1H

onde Py otz € dada por

0 b+k c—a—-b/2 0 0 00O
%—a—blz ~b-2c 0 . 0 og

0 0 0 ka 2@-k) 00O
oz = 0 ] 2 0
. S0k 2K =

H 0 0 0 -kH

entéo, a solucdo global do problema de otimizagdo da equagéo 6.25,

0 p20
[a,b,c,k] = Min [@c——0 (6.34)
ab,ck g 4 g

st. P>0, F\/dotz <0
fornece o DA dado pela equacéo 6.35 e um valor de k = 2,4139.
V(X) = 2,415x,° - 2,415%,X +1,208%,% <1 (6.35)

Este DA maximizado e o DA completo sdo mostrados na figura 51.
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X2
o

Figura 51 — O DA estimado (elipse) e o DA completo (curva tracejada-pontilhada)

para o oscilador de van der Pol.

Exemplo S — Obtencio do DA completo
Para ilustrar a relagdo entre os teoremas 6.2 e 6.3, considere o sistema da
equacédo 6.36 (SLOTINE E LI, 1991).

@Xl X1. (Xl +X2 —2) 4X1X22

(6.36)
@(2 X>. (xl +x2 -2) +4x1 Xo
Se ¢ escolhida a forma quadrética da equacéo 6.37,
V(X) = Xg2 +X,2 (6.37)

como a funcdo de Lyapunov do sistema, sua derivada temporal € dada por:
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V(X) = 2.(x* + X%+ 2x,2 X, = 2., = 2.X,%) (6.38)

Usando o teorema 3.3, pode-se facilmente concluir que a origem é

assintoticamente estavel:

V(0)=0 (6.39)

OV(0) = %é (6.40)
2\ E+4 00

04V(0) = DO _4% <0 (6.41)

Para encontrar uma estimativa da regido de atracdo, pode-se rescrever a derivada

temporal de V(x) de acordo com a representacdo em forma quadratica da equagédo 6.42.

0 Xy d o Xq O

D X2 D D X 0

0
\Y} 6.42
09= E\/lg X1 ~X2 Xlg Fa Eng X1 ? %% Xlg (6:42)

%‘/1,9 Xl —X2 ng a/l,g Xl —X2 XZE

onde Pyq € dada por

-0 0
Rd=g0 o -1 on
0 i

de onde pode-se concluir que a regido definida por V(x) = ||x||22 <1,9 é uma estimativa

do DA do sistema da equacéo 6.36.
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Por outro lado, se a equacdo 6.38 € rescrita de acordo com a representacdo em

forma quadratica da equacgéo 6.43,

0 > 2.0 0 > 2.0
:D\/Z'O_Xl —Xo .X]_D +2 ODD\/Z,O—X]_ — X9 XlD(643)

V() .
B‘/Z,O—Xlz—XZZ.Xza BO _ZHB‘/Z,O—X]_Z—XZZ.Xzﬁ

pode-se concluir que na regido definida por V(x) < 2, o sistema é assintoticamente

estavel.
No entanto, se for observado que a representacio de V(x) da equagéo 6.43 pode

ser rescrita de acordo com a equacéo 6.22,
Y — _ __ 2 2\ (9 v 2_y 2
V(x) =-h(x).[C-V(X)] = —2.(X1" +X27).(2—X1" —X2%) (6.44)

pode-se concluir, do teorema 6.2, que a regido definida por V(x) = ||x||22 <2.0 ndo é

apenas uma estimativa da regido de atragdo, mas a regido de atragcdo completa para a
origem, 0 que é um fato. Para ser mais rigoroso, a fungdo de Lyapunov escolhida

deveria ser a da equacdo 6.45. Neste caso, 0 DA completo seria dado por V(x) < 1, 0

que é equivalente a ||x||22 < 2.0 e estaria de acordo com os teoremas 6.2 € 6.3.
V(x) = %.xf + %.xzz (6.45)

Na figura 52 essa regido € apresentada, juntamente com algumas trajetérias do

sistema partindo da sua fronteira.
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Figura 52. Algumas trajetdrias partindo da fronteira do DA completo, ||x||22 <2,0.

Finalizando o capitulo

Neste capitulo, duas contribuicdes ao metodo direto de Lyapunov que tratam
diretamente do computo do DA de um sistema dindmico foram apresentadas.
Resumidamente, os resultados matematicos sobre a positividade de fungdes néo-
lineares, apresentados no capitulo 3, foram usados de modo a fornecer critérios para a
escolha de funcbes de Lyapunov para sistemas ndo-lineares auténomos. Outra
contribuigéo interessante, dentro da mesma linha de atuacéo, foi a apresentacdo de um
teorema que permite incorporar estimativas da regido de atracdo ao teorema de Zubov.
Alguns exemplos ilustraram os resultados apresentados neste capitulo. Deve ser
ressaltado que estes sdo resultados gerais que se aplicam a uma grande classe de

sistemas dinamicos ndo-lineares.
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Capitulo 7

Conclusao

Resumo

Este capitulo apresenta a conclusdo sobre o trabalho desenvolvido, uma listagem das
contribuicdes apresentadas ao longo do texto e algumas perspectivas para futuros
trabalhos de pesquisa relacionados ao assunto da tese.

7.1 CONCLUSOES

Esta tese diz respeito ao computo de leis de controle /., ndo-linear via
realimentacdo de estados. A principal limitacdo ao uso da teoria de controle /. néo-
linear ¢ a auséncia de métodos efetivos para resolver a desigualdade de Hamilton-
Jacobi-lsaacs, que aparece no processo de sintese do controlador da mesma forma que a
desigualdade de Riccati aparece no problema de controle /., linear.

Neste trabalho foi apresentado um procedimento para resolver o problema de
controle 4., ndo-linear. Este método, diferente do usualmente reportado na literatura,

pode ser aplicado a uma grande classe de sistemas nédo-lineares e permite a obtencéo de
resultados quantitativos concernentes a regido de validade do controlador. A
metodologia desenvolvida é baseada em novos resultados matematicos sobre a
positividade local e global de funges multivariaveis escalares (LONGHI et al., 2001a),
também desenvolvidos durante o periodo de tese e apresentados no capitulo 3.
Exemplos do uso do método foram apresentados na forma de exemplos matematicos
simulados no computador e também através de uma aplicacdo experimental a um
sistema de neutralizacdo de pH. A aplicacdo dos resultados teoricos obtidos a teoria de
estabilidade de Lyapunov também foi apresentada devido a importancia deste assunto
para a teoria de controle.

Na proxima secdo, as principais contribuicdes da tese sdo listadas e brevemente

explicadas.
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7.2

7.2.1

PRINCIPAIS CONTRIBUICOES DA TESE

As principais contribuigdes da tese, na ordem que aparecem no texto, sdo:

Resultados matematicos sobre a regiao de sinal definido de func¢oes

escalares multivariaveis

A inexisténcia de métodos para determinar o tamanho da regido de sinal definido

de funcbes escalares multivariaveis € reconhecidamente uma grande limitacdo da teoria

de controle, onde muitos indices e critérios podem ser escritos matematicamente como

desigualdades n&o-lineares. Nesta tese, alguns resultados relativos a esta questdo foram

desenvolvidos com o objetivo de resolver as desigualdades diferenciais parciais

provenientes do problema de controle ‘4., ndo-linear. Os resultados tedricos obtidos

foram formalizados em trés teoremas e constituem o coracdo da tese j& que, todos os

demais resultados dependem destes:

7.2.2

Teorema 3.2: Critério para determinacdo do sinal global de fungdes escalares
multivariveis.

Este teorema é uma extensdo do resultado obtido por BOSE E LI (1968) com
uma pequena correcdo na condicao de sinais semi-definidos.

Teorema 3.3: Critério para determinacdo do sinal local de funcbes escalares
multivariaveis.

Este resultado é decorrente do célculo de funcBes de varias variaveis. Sua
principal utilidade se situa no método desenvolvido para computar a lei de

controle “#, ndo-linear onde, através do seu uso, pode-se determinar 0 maximo

desempenho que a lei de controle pode alcancgar.

Teorema 3.4: Critério para determinacdo do sinal local de funcGes escalares
multivariaveis com estimativa da regido de sinal definido.

Este é o principal resultado da tese e pode ser considerado como uma extensdo
do teorema 3.1. Seu uso permite, além de definir o sinal local da funcéo,

encontrar uma estimativa do tamanho da regido que mantém este sinal.

Método para resolver o problema de controle “/,, ndo-linear
A maioria dos métodos da literatura sobre o computo de leis de “#., ndo-linear,

ou trata da solucdo global de uma classe especifica de sistema (NGUANG, CHEN,
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1999, ISIDORI, LIN, 1998), ou se restringe a obtencdo de aproximacdes locais para a
lei de controle, sem definir o tamanho da regido local onde a lei de controle é valida.
Como a obtengdo de uma solucdo global é algo raro devido a dificuldade de colocar o
problema na forma requerida pelo seu respectivo método de solucdo, o maior interesse
tedrico reside na determinacdo de solugdes locais com regido de validade definida.
Nesta tese, a partir dos resultados tedricos comentados anteriormente, foram formulados
trés problemas de otimizagdo que permitem obter uma solucéo local para o problema
com uma regido de validade conhecida. Por regido de validade do controlador entende-
se a regido do espaco de estados onde os requerimentos de estabilidade e desempenho
sdo mantidos. Todos os problemas de otimizagdo formulados usam os teoremas 3.2 a
3.4 para fornecer suas restricdes de desigualdade. O primeiro problema responde se
existe uma solucdo local para o problema e também permite definir o melhor
desempenho possivel do controlador. O segundo problema pode ser usado para
maximizar o desempenho do controlador, quando existe uma solucdo global conhecida.
Finalmente, o terceiro problema relaxa o desempenho do sistema em malha fechada de
modo a obter um controlador com uma regido de validade maior.

O procedimento, ao mesmo tempo que permite resolver de forma quantitativa o
problema de controle ‘4., ndo-linear, é suficientemente simples para ser usado na
pratica. O ponto crucial do método € a escolha da estrutura da solugédo da desigualdade
HJI. A principal desvantagem do método reside no fato de as regras para esta escolha
ainda ndo terem sido desenvolvidas. Para este fim, talvez seja necessario restringir os
resultados a algumas classes especificas de sistemas ndo-lineares. No entanto, o
procedimento obtido é bastante geneérico e sua facilidade de uso foi apresentada, ao
longo do texto, atraves de varios exemplos. Uma condicédo inédita na literatura, equagao
4.1, relacionado a desigualdade HJI e o DA do sistema em malha fechada com os

valores 6timos de controle e perturbacdo obtidos pela teoria de controle ‘4., ndo-linear,

também foi desenvolvida.

7.2.3 Aplicacio experimental de controle /., ndo-linear a um processo quimico
De modo a mostrar que o método desenvolvido, descrito anteriormente, ndo é

um resultado puramente matematico, foi realizada uma aplicagdo experimental a um

sistema de neutralizacdo de pH. Este sistema foi escolhido devido as suas caracteristicas

nao-lineares desafiadoras. Primeiramente, o modelo do sistema foi descrito e o
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controlador foi sintetizado baseado no método desenvolvido. ApOs mostrar o
desempenho do sistema em malha fechada através de simulagdes, o controlador foi
implementado na planta. Para o conhecimento do autor, esta € a primeira aplicacdo
experimental a um processo quimico de um controlador ‘%, nado-linear. Isso talvez se

deva ao fato que ainda ndo existe um método simples e geralmente aceito para o

computo deste tipo de lei de controle.

7.2.4 Aplicacao dos resultados matematicos a Lyapunov

As contribuigOes desta linha de pesquisa podem ser divididas em duas partes:

A) procedimento para escolher funcées de Lyapunov que maximizem o DA

O procedimento usual na literatura para estimar o DA de um sistema dindmico
consiste em escolher uma funcdo de Lyapunov segundo algum critério e, depois,
encontrar a melhor estimativa do DA usando esta func¢do escolhida. Nesta tese, usando
0s resultados tedricos dos teoremas 3.2 e 3.4, foi desenvolvido um método genérico em
que a escolha da funcéo de Lyapunov é feita de modo a maximizar a estimativa do DA
do sistema. Para este fim, foram formulados problemas de otimizacao similares - porém,

de um modo geral, mais simples — aos do problema de controle “#, nédo-linear. As

estimativas do DA obtidas mostraram que o método produz regides de estabilidade

préximas as obtidas por outros métodos mais complexos disponiveis na literatura.

B) Extensao do teorema de Zubov

Nesta parte do trabalho, baseado na observacdo de que a principal equacdo do
teorema de Zubov para sistemas autdbnomos pode ser vista como uma representacdo em
forma quadratica de uma unica base ndo-linear de estrutura pré-definida, foi
desenvolvida uma extensdo ao a esse teorema original. Esta extensao foi apresentada na
forma de um teorema no qual a obtengcdo do DA completo — correspondente ao teorema
de Zubov original, de muito dificil aplicacdo - € um caso particular do resultado geral,
onde se obtém uma estimativa para o0 DA. A principal vantagem do novo resultado é
que é muito mais facil encontrar uma funcdo de Lyapunov que satisfaca o teorema
estendido do que uma funcdo que satisfaca o teorema original. Um procedimento para
maximizar a estimativa do DA, quando as condi¢fes do caso particular correspondente
ao teorema original ndo sao satisfeitas, também foi apresentada, no mesmos moldes da

outra contribuigéo deste item.
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7.3 PERSPECTIVAS PARA TRABALHOS FUTUROS

Baseado nos resultados obtidos durante o periodo de tese, algumas sugestdes

para trabalhos futuros podem ser feitas.

7.3.1 Sistematizacio do método restrito a algumas classes de sistemas
Como dito anteriormente, o coragdo do método desenvolvido para resolver o

problema de controle ‘4., ndo-linear reside na escolha da estrutura da solugdo da

desigualdade HJI. No entanto, o desenvolvimento de um resultado geral teve como
preco a ndo automatizacdo de seu uso. Apesar do método desenvolvido, no caso mais
geral, ndo poder ser automatizado, sempre se conseguiu encontrar uma representagéo
em forma quadratica para todos 0s exemplos estudados cujos sistemas dinamicos eram
compostos por equacdes polinomiais. Assim, uma sugestdo interessante para pesquisas
futuras é a sistematizacdo do método desenvolvido para alguma classe restrita de
fungdes, como a classe dos polindmios, por exemplo. Para isto, basta desenvolver um
teorema que informe que para todo sistema dinamico polinomial sempre é possivel
escrever uma representacdo em forma quadréatica de bases nao-lineares pré-definidas. Se
pelo menos as fungbes-eixo cuja regido local real ndo é o campo real puderem ser pré-
definidas, ndo serd dificil desenvolver a sistematizacdo do procedimento desenvolvido

nesta tese.

7.3.2 Controle “//, integral e rejei¢io de perturbacdes persistentes
Uma grande limitacdo da teoria de controle “#., ndo-linear € sua incapacidade de

lidar com perturbacdes persistentes. De um modo geral, este tipo de perturbacdo leva o
sistema a um outro ponto de operacéo diferente da origem, o que pode ser inaceitavel
em algumas aplicacbes. Como perturbacGes persistentes ocorrem na maioria das
aplicagdes, se faz necessario o desenvolvimento de métodos que garantam a sua
rejeicdo. Neste trabalho, a solucdo utilizada foi a adicdo de um termo integral ao
controlador. Este procedimento restringiu a estrutura do controlador projetado, mas
permitiu a obtencdo de um controlador que rejeitou as perturbagdes persistentes a que o
sistema esteve sujeito. No entanto, o procedimento utilizado nesta tese foi feito de um

modo bastante informal e se restringiu apenas a uma aplicagdo onde era realmente
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necessaria a auséncia de off-set. Assim, seria de grande relevancia a expansao dos
resultados da teoria de modo a incorporar a rejei¢cdo de perturbacgdes persistentes, com

ou sem a adicdo de um integrador ao controlador.

7.3.3 Controle sujeito a restri¢oes nas acoes de controle

Como comentado no primeiro capitulo da tese, as duas principais limitagdes ao
uso dos resultados da teoria de controle /., ndo-linear séo:

1. Falta de um algoritmo efetivo para calcular a lei de controle.

2. Falta de um método para obter resultados globais ou locais com a regido de

validade definida.

Nesta tese, estas duas limitacbes foram estudadas e foram desenvolvidas
contribuicdes ao assunto. Outra falha importante da teoria de controle 4., ndo-linear é:

3. Inabilidade em lidar com restri¢cGes nas a¢des de controle.

Sabe-se que todo sistema de controle esta sujeito a este tipo de restri¢do e a sua
desconsideracdo pode inutilizar qualquer analise ou projeto feito para um sistema sem
restricdes. Deste modo, todas as garantias de estabilidade e desempenho desaparecem.
Deve ser ressaltado que esta limitacdo ndo € inerente a teoria de controle /., ndo-linear
mas a toda teoria de controle.

Para lidar com esta questdo existem técnicas classicas como a Describing
Function e AWBT (Anti-Windup Bumpless Transfer). No entanto, apesar de Uteis, estas
técnicas se restringem a sistemas lineares e sdo muito mais ferramentas de analise que
de projeto. Quanto as ferramentas de projeto, existem relativamente poucos
procedimentos que lidem com tais restricdes e, em se tratando de sistemas nao-lineares,
a unica excecdo é o controle preditivo (MPC). As técnicas MPC, por sua vez, ndo
possuem garantias tedricas de estabilidade e robustez. Recentemente, uma abordagem

de horizonte movel da teoria de controle /., ndo-linear que permite unir estas duas

abordagens foi reportada na literatura (MAGNI et al., 2001).

Muito da ndo existéncia de métodos de projeto para sistemas de controle ndo-
linear com este tipo de restricdo € devido ao fato que ndo existem ferramentas para a
analise de sistemas de controle ndo-lineares com restricdes nas acdes de controle. No

entanto, a partir dos resultados tedricos apresentados nesta tese, é possivel tentar
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estender os resultados existentes sobre sintese de sistemas de controle lineares com
restricdes nas agoes de controle (TARBOURIECH, GARCIA, 1997) para sistemas néo-
lineares. Para este fim, seria necessario escrever as condi¢cdes de estabilidade de um
sistema de controle ndo-linear com restricbes através de uma NLMI, ao inves das
condi¢des do tipo LMI (desigualdades lineares matriciais, do inglés Linear Matrix
Inequalities) do problema linear. Se isto for possivel, o problema é garantido ter uma
solugéo e pode ser resolvido usando os resultados apresentados nesta tese. Assim, a
investigacdo sobre a viabilidade desta abordagem € uma boa sugestdo para uma

pesquisa futura de grande valor, tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico.

7.3.4 Controle robusto paramétrico

Sistemas de controle sdo projetados com base em modelos matematicos.
Modelos matematicos sdo diferentes da realidade (ORESKES et al., 1994), i.e., sdo
incertos. Estratégias de controle realistas devem levar em conta estas incertezas para
serem bem-sucedidas. Leis de controle que consideram as incertezas sdo chamadas de
leis de controle robustas. Uma maneira de projetar leis de controle robustas para

sistemas ndo-lineares multivariaveis é através da teoria de controle /., ndo-linear. Isso é

obtido através da equivaléncia entre atenuacdo de perturbacdes e desempenho robusto
em relacdo a incertezas paramétricas. No entanto, este tipo de projeto robusto, baseado
em incertezas do tipo fungbes limitadas em norma resulta, normalmente, em
controladores conservativos. Sabe-se que uma descrigdo mais realista das incertezas de
processos reais é dada através de incertezas paramétricas reais.

Como na ultima década foi consolidada uma teoria de controle robusto
paramétrico, baseada em modelos lineares (BHATTACHARYYA et al., 1995), outra

proposta interessante é estender os resultados da teoria de controle 4., nado-linear — ou

qualquer outra técnica ndo-linear — para considerar este tipo de descri¢do de incerteza.
Como no caso do controle com restri¢fes, o problema de controle robusto paramétrico
linear € baseado em desigualdades lineares. Seria I6gico imaginar que a extensao desta
teoria para sistemas ndo-lineares seria baseada em desigualdades nédo-lineares. Se isto
for possivel, o que precisa ser mais investigado, poder-se-ia usar 0s resultados
matematicos apresentados nesta tese para tentar encontrar uma solucdo para o problema

de controle resultante.
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