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___________________________________________________________________Resumo 

RESUMO 

Durante a realização de projetos de sistemas de refrigeração assistidos por sistemas 

de armazenagem de energia, na forma latente, é necessário que se saiba de antemão as taxas de 

transferência de energia dos mesmos. Na literatura soluções para este problema são escassos e 

não abordam todas as geometrias utilizadas para o armazenamento de energia latente, inexistindo 

correlações matemáticas que permitam aos projetistas prever o comportamento da fusão e da 

solidificação do material de mudança de fase (MMF) e as taxas de transferência de energia tér-

mica. Na solução destes problemas são usualmente adotadas hipóteses simplificativas para ame-

nizar o grau de complexidade da descrição matemática do problema Uma destas hipóteses 

constitui-se em desconsiderar o processo advectivo na transferência de calor no MMF, em sua 

fase líquida. Outra hipótese adotada, quando o MMF é a água pura, consiste em utilizar um 

comportamento linear para a massa específica ou um comportamento médio, consistindo em um 

afastamento da realidade. Este trabalho descreve esforços no sentido de aproximar estas soluções 

cada vez mais da realidade física do problema. São apresentadas simulações para a mudança de 

fase da água pura levando em conta a inversão da massa específica, em geometria polar, na 

forma transiente, utilizando o método de Volumes Finitos para solução das equações 

governantes. As soluções apresentadas, otimizadas quanto às malhas espacial e temporal, 

envolvem condições de contorno de primeira e terceira espécies. Como resultado das soluções 

são apresentados o Nusselt local, ao longo da parede do cilindro além do Nusselt médio. Corre-

lações matemáticas para o número de Nusselt médio durante a fusão e para o volume de MMF 

fundido, são propostos e apresentados. A evolução geométrica da fronteira de mudança de fase 

também é avaliada para as duas condições de contorno e diversos números de Rayleigh. 

Comparações entre o volume fundido considerando apenas o processo difusivo e o volume 

fundido utilizando a convecção são realizadas. Para a verificação da independência de malha 

aplica-se o índice de convergência de malha (GCI). Algumas comparações qualitativas com 

soluções experimentais disponíveis na literatura são apresentadas. 
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___________________________________________________________________Abstract 

ABSTRACT 

Working with refrigeration system projects assisted by energy storage systems in the 

latent form  requires knowing their energy transfer rate beforehand. Extant literature offers scant 

solutions to this problem, and they do not deal with all kinds of geometry utilized in the storage 

of latent energy. There are no mathematical correlations that allow researchers to anticipate the 

behavior of the fusion and solifidification of Phase Change Material (PCM) and the thermal 

energy transfer rates. Simplifying hypotheses are usually adopted in the solution of these 

problems to reduce the complexity of their mathematical description. One of these hypothesis 

consists in disregarding the advective process in the heat transfer in the PCM in its liquid phase. 

Another hypothesis adopted when the PCM is pure water is using either a linear behavior for 

specific mass or an average behavior, both procedures lead solutions distant from reality. 

This work describes efforts in the direction of increasingly approximating these 

solutions to the physical reality of the problem. Simulations for the phase change of pure water 

are presented, considering the inversion of the specific mass, in polar geometry and transient 

form. The Finite Volume Method is adopted for the solution of the governing equations. The 

solutions presented, including spacial and temporal grid optimization, involve boundary 

conditions of the first and third kind. As a result of these solutions, the local Nusselt number 

along the inner wall of the cylinder is presented.  Mathematical correlations for the average 

Nusselt number during fusion, and for the melted PCM are proposed and presented. 

Comparisons between the melted volume when considering only the difusive process and the 

melted volume when taking convection in consideration are studied. The use of the Grid 

Convergence Grid (GCI) for the testing of its independence is also presented. Some qualitative 

comparisons with experimental solutions offered by literature are presented and discussed. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1. Armazenamento de Energia em Materiais de Mudança de Fase 

A humanidade atualmente possui forte dependência de fontes de energia para produ-

zir os seus bens e serviços. As fontes de energia de origem mineral, petróleo e carvão, por exem-

plo, são largamente empregadas e não são renováveis, além do fato da conversão da energia as-

sociada a estas fontes gerarem grande quantidade de resíduos nocivos ao meio ambiente. A ener-

gia entregue durante a fissão nuclear também é empregada, sendo uma forma que traz enormes 

riscos ao meio ambiente. Outra fonte de energia largamente empregada está associada à biomas-

sa (álcool, madeira), esta renovável e mais conservativa sob o aspecto ecológico. A conversão da 

energia hidráulica em elétrica é uma das formas mais utilizadas no Brasil para suprir as necessi-

dades do atual estágio de desenvolvimento. No aspecto ecológico, esta conversão é denominada 

de limpa, não gerando resíduos, mas tem o inconveniente de ocupar grandes áreas de terra. For-

mas de energia denominadas de limpas, como a conversão da energia solar e eólica, em térmica 

ou elétrica, ainda não tem um emprego abrangente, competitivo economicamente, sendo empre-

gadas em baixa escala. 

Inúmeras fontes de energia são conhecidas, mas a sua conversão para formas de energia 

convencionalmente utilizadas pela sociedade, em muitas situações, são de baixo rendimento e 

poluidoras. Como exemplo, pode-se citar a utilização dos motores endotérmicos. A crescente 

demanda de energia, exigência do desenvolvimento, associada com a questão ecológica, tem sido 

um dos elementos de maior motivação no desenvolvimento de formas mais eficazes de conver-

são de energia. Além da conversão, a utilização racional da energia tem sido objeto de estudos, 

buscando consumir apenas o necessário, tornando os processos mais eficientes e menos onerosos 

evitando desperdícios, preservando o ambiente e as fontes não renováveis, evitando gastos des-

necessários no sentido de ampliar a matriz energética. Para que isto aconteça é necessário o de-

senvolvimento científico através da compreensão dos fenômenos, impulsionando o desenvolvi-

mento tecnológico nos quesitos conversão e conservação de energia. 

Neste sentido, a utilização do armazenamento de energia térmica tem como objetivo bási-

co tornar o consumo de energia, em suas diversas formas, mais racional. Este armazenamento é 

realizado, basicamente, de três formas distintas: na forma de energia sensível, na forma de ener-

gia latente e na forma termoquímica. 

O armazenamento termoquímico não encontra aplicações relevantes enquanto que as de-

mais formas são amplamente utilizadas. Os sistemas que operam com energia sensível necessi-
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tam de altos gradientes térmicos em relação a temperatura ambiente e grande quantidade de mas-

sa da substância armazenadora. Isto gera alguns inconvenientes, como a necessidade de grandes 

espaços para acomodar o sistema e o aumento nas espessuras de isolamento térmico adotados. 

Os sistemas que utilizam a segunda forma, energia latente, possuem uma capacidade de armaze-

namento superior, devido à mudança de fase do material escolhido para atuar como substância 

armazenadora. A temperatura final normalmente é limitada pela temperatura de fusão do mesmo 

e o tempo de armazenamento é dependente dos processos para o qual o sistema foi projetado 

podendo ser diário, semanal, mensal, anual ou ainda sazonal. 

O emprego de sistemas que se utilizam desta tecnologia, armazenamento térmico, pode 

ser no aquecimento, resfriamento ou ainda no isolamento térmico. O seu princípio de funciona-

mento consiste em armazenar a energia térmica durante o período em que há disponibilidade de 

energia, trocando a energia acumulada com o meio ou material que se deseja controlar termica-

mente em um período posterior no qual não haja disponibilidade de energia. A escolha da subs-

tância armazenadora deve ser feita com base nas propriedades físicas adequadas do mesmo. Nos 

sistemas empregados para produzir refrigeração, retira-se energia da substância armazenadora 

em um primeiro instante, utilizando para isto um refrigerador. A substância armazenadora é en-

tão conservada em um nível energético baixo, até que se faça necessário a sua utilização através 

da troca de energia com o meio ou material que está em um nível energético superior. Nos siste-

mas empregados para produzir o aquecimento o processo acontece de forma contrária. Em um 

primeiro instante doa-se energia ao sistema armazenador e em uma situação posterior, quando 

houver necessidade, promove-se a transferência de energia entre o meio ou corpo com a substân-

cia armazenadora que está com um nível energético superior. 

O isolamento térmico dinâmico é uma outra forma de se utilizar o armazenamento de e-

nergia por mudança de fase e caracteriza-se por utilizar substâncias com temperaturas de fusão 

próximas a temperatura ambiente, como por exemplo parafina. Em substâncias homogêneas a 

solidificação e a fusão ocorrem isotermicamente, e esta característica termodinâmica, juntamente 

com a baixa temperatura de fusão, proporciona a possibilidade de se utilizar tais substâncias co-

mo isolantes térmicos de ambientes. A energia que iria penetrar no ambiente proveniente de uma 

fonte externa, e que provocaria uma elevação da carga térmica, é absorvida pela substância pro-

movendo a sua fusão. Posteriormente, ao cessar a fonte de energia o produto libera a energia 

voltando a fase inicial. 

Ismail, 1998, apresenta como exemplos de material de mudança de fase (MMF) atu-

almente empregados os materiais orgânicos, a água e os hidratos de sais e sais fundidos. Na clas-

se dos orgânicos são citados como materiais utilizados: o Ácido Esteárico, Ácido Palmítico, Gli-
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cóis Polietileno, e a parafina como o material mais empregado. Esta classe possui características 

de transferência térmica pobres, baixa massa específica, inflamável e o custo de um modo geral 

elevado. Os sais hidratados são disponíveis nas faixas de temperatura de 7 a 117°C de temperatu-

ra de fusão, nesta classe pode-se citar: Hexahidrato de Cloreto de Cálcio Modificado, Hexahidra-

to de Brometo de Cálcio e o Decahidrato de Sulfato de Sódio (Sal de Glauber ou Mirabilite) en-

tre outros. Esta classe possui alto calor de fusão e com propriedades de transferência térmica 

boas. A pressão de vapor dos produtos desta classe aumenta com a temperatura necessitando 

enclausuramento hermético. São estáveis do ponto de vista químico, inflamáveis e geralmente 

compatíveis com recipientes plásticos. Na Fig. 1.1 estão alguns candidatos a MMF para tempera-

turas acima de 0°C. 
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Fig. 1.1 – Candidatos a material de mudança de fase (MMF) 
para temperaturas acima de 0°C. 

 

O desenvolvimento de sistemas para conter o MMF necessita especial atenção, devi-

do a vários fatores críticos como o encapsulamento, proteção, trocas térmicas e manuseio. Os 
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tipos de encapsulamento são variados e a sua escolha é função do tipo de aplicação, disponibili-

dade de MMF, o meio e a necessidade de troca térmica, entre outros fatores. O encapsulamento 

pode dar-se na forma de trocador de calor macroencapsulado em metais, plásticos, filmes e ou-

tros materiais, ou na forma de micro encapsulamento. 

O macroencapsulamento é o método mais comum, onde o MMF é encapsulado em 

unidades discretas e o seu volume por unidade, pode variar entre algumas gramas até alguns qui-

logramas. Este método é usado em sistemas que utilizam tanto o ar como os líquidos como fluido 

de transporte, e nas aplicações em que envolvam MMF de baixa temperatura de fusão e peque-

nos volumes de armazenamento. Para garantir uma adequada transferência de calor estes siste-

mas são projetados para possuírem uma razão [área superficial f(D)/volume f(D2)], relativamente 

grande (pequenos diâmetros no lugar de grandes diâmetros). Isto possibilita uma alta capacidade 

de armazenamento, reduzindo volume necessário. 

O sistema de microencapsulamento é geralmente composto de unidades discretas e 

finas de MMF dispersas no meio, formando um tipo de mistura. Este sistema utiliza gotas de 

MMF de tamanho pequeno coberto por uma resina formando uma matriz rígida. A desvantagem 

do microencapsulamento é a alta razão do meio encapsulado em relação ao volume de MMF, 

reduzindo a capacidade de armazenamento e aumentando os custos. A troca térmica pode ser 

afetada, pois a matriz de encapsulamento impede correntes convectivas durante o processo de 

“carregamento” e “descarregamento”. 

Os materiais empregados no encapsulamento devem ter alguns requisitos básicos tais 

como: compatibilidade com o MMF, alta condutividade térmica, facilitando os processos de car-

ga e descarga de energia, estabilidade nas temperaturas extremas de utilização, e suportar os es-

forços mecânicos provocado pelas variações de volume do MMF. Os materiais mais comumente 

empregados são sem dúvida os metálicos e os plásticos, e em segundo plano materiais como ro-

chas, concreto e vidro. Os materiais metálicos utilizados no encapsulamento podem sofrer corro-

são com o MMF de alta temperatura de fusão, sendo essencial uma escolha entre o MMF e o 

material de encapsulamento, de modo a evitar efeitos danosos. Já os materiais plásticos podem 

sofrer efeitos danosos, tais como a dissolução da matriz do plástico, ocasionando inchação e a-

molecimento, resultando em rompimento. Estes efeitos são provocados pela difusão de MMF na 

parede do encapsulante. A oxidação do plástico, ou pelo oxigênio atmosférico ou por agentes 

oxidantes do MMF, provoca o efeito denominado de fragilizção podendo reduzir a flexibilidade 

do plástico e em função dos esforços mecânicos vir a romper. 

Segundo a ASHRAE Applications, 1995, o emprego de sistemas que armazenam e-

nergia térmica pode ser atrativo do ponto de vista econômico quando as cargas de aquecimento 
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ou resfriamento possuírem uma ou mais das seguintes características: curta duração, freqüentes, 

cíclicas, incompatibilidade com a fonte de energia disponível, custo da energia variável com o 

tempo, incentivos econômicos para a instalação de sistemas, suprimento de energia limitado. 

No campo da refrigeração têm-se usado bancos de gelo como armazenadores de e-

nergia, na forma latente, como solução para diminuir o consumo de potência elétrica nas horas 

de pico, levando a curva de consumo para uma situação mais favorável. Deve-se observar que no 

Brasil, a exemplo de outros países, o custo de energia elétrica industrial é variável ao longo do 

dia, tendo seus valores mais elevados nos períodos de pico de consumo. Existe ainda a demanda 

contratada, que se for ultrapassada acarretará em multa para o consumidor. Visando a viabilidade 

econômica, tem-se recorrido cada vez mais aos sistemas que utilizam o armazenamento de ener-

gia latente, mesmo reconhecendo seus aspectos indesejáveis. São eles a maior irreversibilidade, 

diminuição do rendimento do ciclo termodinâmico, aumento do espaço físico necessário para 

acomodar o banco de gelo, incertezas no equacionamento da taxa de transferência de energia 

térmica entre o MMF e o fluido que serve de veículo térmico para o sistema. 

A água, na fase sólida, tem sido utilizada como substância armazenadora no campo 

da refrigeração e ar condicionado em função de suas propriedades e características, elevado calor 

latente de fusão e solidificação (334 kJ/kg), temperatura de fusão de 0°C na pressão atmosférica, 

fácil aquisição, baixo custo, não polui o meio ambiente e possui estabilidade química. Como 

ponto desfavorável mais importante, pode-se citar o super-resfriamento (equilíbrio metaestável) 

durante a solidificação. Os bancos de gelo constituem-se de tanques isolados termicamente e 

inseridos em um circuito de refrigeração. Nos sistemas mais antigos o gelo é formado externa-

mente aos tubos. Um conjunto de tubos fica imerso em água e no interior dos mesmos passa o 

fluido refrigerante a baixa temperatura. Nestes sistemas deve haver uma limitação na espessura 

do gelo formado sobre as tubulações, pois se a mesma ultrapassar determinados valores haverá 

uma carga excessiva no sistema de refrigeração, e uma diminuição nas trocas térmicas durante o 

processo de descarga devido à obstrução do fluxo, pois a água utilizada para a produção do gelo 

é a mesma que irá circular e produzirá a refrigeração. Neste caso, o circuito de refrigeração pode 

utilizar tanto um circuito com expansão direta como um com expansão indireta. Uma melhoria 

deste sistema consiste em efetuar a carga e descarga internamente aos tubos, não existindo circu-

lação da água do tanque e, neste caso, torna-se necessário um circuito de refrigeração com ex-

pansão indireta utilizando um fluido intermediário. Neste sistema as serpentinas ocupam apro-

ximadamente 10% do volume do tanque e outros 10% são reservados para a expansão da água 

durante a solidificação. O restante do volume é ocupado pela água ou uma solução de água e 

anticongelante quando as temperaturas desejadas são inferiores a 0°C. A espessura do gelo sobre 
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as serpentinas, conseqüentemente o percentual do volume solidificado, dependem da configura-

ção das serpentinas e do sistema. Nesta opção pode-se utilizar a configuração shell and tube dis-

posto horizontalmente ou verticalmente.  

O encapsulamento do gelo em tubos é uma das formas bastante difundidas de arma-

zenamento latente. O armazenamento internamente em tubos pode ser realizado com fluxo para-

lelo ou transversal ao tubo. A primeira opção se dá com uma configuração que utiliza tubos de 

diâmetros diferentes e concêntricos sendo que, neste caso, o MMF pode ocupar o espaço central 

dos tubos com a circulação do fluido que serve de veículo térmico no canal anular. Uma segunda 

opção é a colocação do MMF no espaço anular e o fluido circulante escoa no duto interno. Outra 

possibilidade para a primeira situação é a configuração shell and tube de fluxos paralelos. Nos 

sistemas que atuam com fluxo transversal os sistemas consistem de um tanque com uma bancada 

de tubos dispostos horizontalmente, e sobre os mesmos escoa o fluido que serve de veículo tér-

mico promovendo a descarga ou carga do sistema. Em ambos os casos normalmente os tubos 

utilizados são confeccionados em metal e o MMF é a água.  

O encapsulamento em esferas, barras retangulares e em espirais são outras 

possibilidades. As esferas e as barras retangulares são normalmente de plástico e com água 

deionizada, associada a agentes nucleadores, atuando como MMF. Estas formas de 

armazenamento utilizam normalmente esferas de 10 mm de diâmetro, ou retângulos com 

dimensões de 35 mm por 300 mm por 760 mm. A geometria esférica é utilizada em tanques de 

armazenamento cilíndricos e o fluxo do veículo térmico ocorre de forma vertical. A geometria 

retangular é utilizada em tanques, com a mesma geometria, onde o fluxo se dá horizontalmente. 

Os sistemas em espirais são construídos normalmente através do enrolamento em espiral de duas 

lâminas de cobre, formando duas espirais cilíndricas com suas extremidades vedadas. As sessões 

formadas pelas espirais tem a geometria retangular, e em uma delas fica enclausurado o MMF, e 

na outra circula o fluido de transporte de energia. Um sistema parecido com este é produzido 

comercialmente em módulos onde tubos trocadores de calor, em plástico, são dispostos em 

forma espiral no interior do tanque e circundados com água. Quando existe demanda de energia 

é transferido calor do sistema até que 95% da água solidifique. 
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1.2. A Solidificação 

A grande maioria dos produtos industrializados, metálicos e não metálicos, que so-

frem algum processo de conformação passam em algum estágio de sua fabricação por um pro-

cesso de solidificação. Além dos processos industriais de fabricação pode-se citar ainda o isola-

mento térmico dinâmico, o armazenamento de energia na forma latente, além de inúmeros fenô-

menos meteorológicos, como exemplos onde a solidificação se faz presente. Como principal 

exemplo dos processos industriais tem-se a fundição que tem como objetivo fundamental dar 

forma adequada a um sólido, vertendo-o em estado líquido para o interior da cavidade de um 

molde. 

A história registra que a fundição de objetos simples em cobre já ocorriam a 4000 

anos AC. Na China em 1600 AC eram produzidos objetos altamente sofisticados em bronze. O 

processo de cera perdida foi desenvolvido na Mesopotâmia em 3000 AC. A fundição do Ferro 

aconteceu primeiramente na China em 500 AC, sendo esta tecnologia desconhecida na Europa 

até o séc. XVI, onde recebeu aceitação como matéria de construção na Inglaterra no séc. XVIII 

[Kurz e Fisher, 1992]. No âmbito do Rio Grande do Sul, segundo Werner Hoffmann, 1973, tem-

se registros históricos da fundição do ferro pelos padres jesuítas, nas Missões, para a confecção 

de sinos e equipamentos de trabalho no ano de 1700. A matéria prima inicialmente era trazida do 

Chile, e em um período posterior com matéria prima local, extraída de uma pedra denominada 

Itacururú pelos índios da região, rica em minério de ferro. 

1.3. Estruturas e Arranjos Atômicos 

Para o completo entendimento do comportamento dos materiais durante as suas 

transformações de fases faz-se necessário uma breve revisão sobre as forças que atuam e mantêm 

coesos os átomos que formam as substâncias, forças estas que são função da estrutura eletrônica 

dos átomos. Da ciência dos materiais, Smith, 1993, e Callister, 2001, sabe-se que durante a mu-

dança de fase o material passa por uma reorganização molecular ou cristalina, e em algumas si-

tuações pode ocorrer o polimorfismo (alotropia). Como exemplo pode-se citar os metais subme-

tidos a tratamentos térmicos, onde uma mudança na estrutura cristalina pode implicar em altera-

ções das forças atômicas. 

A mudança de fase da água é exemplo de uma transformação onde as forças de atra-

ção intermoleculares são alteradas, mas a molécula permanece intacta. Já a mudança de fase alo-

trópica do ferro é exemplo de transformação onde a relação energética entre átomos é alterada 

juntamente com a mudança do cristal e conseqüentemente do retículo cristalino, permanecendo o 
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tipo de ligação atômica.  

Do referencial atômico as forças atuantes na união são classificadas de fortes ou fracas. 

Com exceção dos gases nobres, estáveis eletronicamente, os demais elementos tendem a adquirir 

estabilidade quando a sua camada de valência estiver completa. Isto se dá através dos mecanis-

mos de doação, ganho ou compartilhamento de elétrons, gerando assim as formas de ligação 

atômicas denominadas iônicas, covalentes, e metálicas e que pertencem ao grupo de forças for-

tes. A ligação interatômica iônica resulta da atração entre íons positivos e negativos, implicando 

na existência das forças Coulombianas. A ligação covalente é caracterizada pelo fato de átomos 

possuírem estruturas eletrônicas relativamente estáveis, e a estabilidade completa pode ser alcan-

çada através do compartilhamento de elétrons com átomos vizinhos. Uma terceira forma de esta-

bilização eletrônica é a ligação do tipo metálica, que se aplica a átomos que possuem poucos 

elétrons na camada de valência. Neste caso os elétrons podem ser removidos facilmente, ficando 

os demais firmemente ligados ao núcleo, originando-se assim uma estrutura formada por íons 

positivos e elétrons “livres”. É denominada de Nuvem Eletrônica a possibilidade que estes elé-

trons tem de se mover livremente dentro da estrutura metálica. Esta mobilidade dos elétrons é 

responsável por algumas propriedades dos metais, como a condutividade térmica e elétrica. 

As ligações fracas secundárias normalmente são agrupadas sob a denominação de 

forças de Van der Waals. Entre os tipos que geram as forças fracas tem-se a polarização molecu-

lar, que engloba a maior parte das forças de atração de Van Der Waals, e se originam de dipolos 

elétricos por desbalanceamento elétrico. Isto ocorre quando os elétrons compartilhados circun-

dam mais eficazmente um dos núcleos envolvidos na ligação, não coincidindo os centros de car-

gas positivas e negativas formando um dipolo elétrico.  

Um caso especial e que será analisado com mais ênfase posteriormente são as liga-

ções de Hidrogênio (Pontes de Hidrogênio) que mantém as moléculas de água unidas. Outra 

forma de força fraca é devido ao movimento ao acaso dos elétrons gerando o denominado “efeito 

de dispersão”. 

Os arranjos atômicos possíveis são divididos em três grupos que são: arranjos mole-

culares, cristalinos e o arranjo intermediário denominado de amorfo e que não receberá atenção 

neste trabalho. Estes arranjos são função direta do número de coordenação. A importância do 

conhecimento dos arranjos atômicos se dá no fato de que um grande número de propriedades dos 

materiais é função destes arranjos. 

A molécula pode ser definida como sendo um número limitado de átomos fortemente 

ligados entre si. Já a estrutura molecular é caracterizada pela união de inúmeras moléculas por 

forças relativamente fracas, forças de Van Der Waals. Este arranjo permite grupos de átomos 
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relativamente neutros agindo como uma unidade. Um indicativo para o fato de as forças de atra-

ção molecular serem do tipo fraco, é o fato de os pontos de ebulição e fusão serem relativamente 

baixos para materiais que possuam estas estruturas. As transformações de fase, no arranjo mole-

cular, estão associadas a alterações no equilíbrio de forças intermoleculares através do recebi-

mento ou doação de energia térmica, provocando alterações de energia cinética das moléculas. 

Por sua vez as estruturas cristalinas se caracterizam pela repetição nas três dimensões 

de uma unidade básica, sendo esta repetição devida a coordenação atômica do material. A altera-

ção de fase pode ocorrer através de uma alteração do estado vibratório, conseqüência de trocas 

de energia térmica, ou ainda por energia mecânica produtora de tensões, sendo responsável, nes-

te caso, pelas transformações alotrópicas. O arranjo cristalino é uma forma de empacotamento 

atômico bastante eficiente, e normalmente encontrada no estado sólido dos metais. Tal como os 

átomos, as moléculas podem formar arranjos cristalinos, mas a unidade básica permanece a mo-

lécula, enquanto que para os metais a unidade básica é o cristal. 

1.4. A Solidificação nos Processos Metalúrgicos de Fabricação 

Na solidificação de um metal, a energia associada à mudança de fase é consumida na 

reorganização atômica, onde o próprio molde encarrega-se de retirar a energia do líquido. Esta 

inicialmente ocorre de forma sensível, e após a condição de equilíbrio ser atingida a retirada de 

energia se dá de forma latente, provocando a sua mudança de fase. Infelizmente a solidificação é 

de natureza ativa e dinâmica onde diversos eventos, que se não forem controlados, podem com-

prometer o desempenho do produto final, ou até mesmo interromper a seqüência de fabricação. 

Estes eventos podem gerar heterogeneidades físicas, (rechupes, trincas de contração, porosidade, 

etc.) sendo normalmente decorrentes da variação do volume específico, heterogeneidades quími-

cas (segregação de impurezas ou de elementos de liga em escala macroscópica e microscópica) e 

heterogeneidades estruturais (tipo, orientação, tamanho e orientação dos grãos cristalinos). 

A solidificação tornou-se ciência a partir dos últimos sessenta anos, o que possibili-

tou um melhor conhecimento das heterogeneidades, causas e efeitos, indicando parâmetros de 

controle, passíveis de mudanças, possibilitando processos de fundição otimizados e com produ-

tos finais maximizados nos aspectos de qualidade e desempenho final. A solidificação se proces-

sa em duas etapas sucessivas de nucleação e crescimento. A nucleação traduz o modo pelo qual a 

fase sólida surge de forma estável no seio da fase líquida, e o crescimento traduz o modo pelo 

qual estes núcleos crescem. A nucleação pode ocorrer de forma homogênea (sem contribuição de 

elementos estranhos ao sistema metal líquido) ou heterogênea (com contribuição de elementos 

estranhos). Na fase líquida em temperaturas próximas da temperatura de fusão surgem regiões 
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atomicamente ordenadas, estas regiões com ordenação de curto alcance são denominadas de em-

briões da fase sólida. Estes formarão núcleos homogêneos da fase sólida desde que sejam está-

veis, e para isto devem ter um tamanho superior ao raio crítico rc, como demonstrado na Fig. 1.2. 

 

Fig. 1.2 – Curva da variação da energia livre δF em função do 
tamanho do núcleo da fase sólida. 

 

Na Fig. 1.3 pode-se observar que, do enfoque termodinâmico, a fase líquida deverá 

estar com temperatura abaixo da temperatura de fusão Tf, em estado de líquido super-resfriado, 

caracterizando uma situação de desequilibro entre as energias livres do líquido, δFl, e do sólido, 

δFs, (δFl > δFs). Na Fig. 1.4 pode-ser visualizar o comportamento das curvas de energia livre. 

Em função disto a fase sólida possui maior estabilidade, consistindo em um fator estimulante da 

nucleação homogênea. Na Fig. 1.5 pode-se observar a influência do super-resfriamento sobre a 

energia livre. O crescimento estável do embrião está associado a uma diminuição de sua energia 

livre de volume, δFv, e uma energia livre de superfície, δFs, crescente.  
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Fig. 1.3 – Registro térmico revelando a existência do super-resfriamento 
do líquido antes do início da solidificação. 

Fig. 1.4 – Curvas de energia livre das fases líquida e sólida mostrando a 
estabilidade relativa de ambos em torno da temperatura de fusão Tf. 
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Fig. 1.5 – Influência do super-resfriamento térmico sobre a variação da 
energia livre na nucleação homogênea. 

 

Durante a solidificação a forma como o núcleo sólido cresce depende da estrutura a-

tômica e da interface, sólido-líquido, podendo ser interface instável ou estável. Neste trabalho 

serão assumidas, para a solidificação e fusão da água, no interior de tubos, interfaces macroscó-

picas estáveis. 

1.5. A Molécula Água 

Em função deste trabalho abordar a fusão e solidificação da água, faz-se necessário 

uma abordagem específica quanto ao tipo de ligação e arranjos estruturais da mesma. A água é 

composta de moléculas essencialmente covalentes, nas quais um átomo de Oxigênio divide um 

par de elétrons com cada dois átomos de Hidrogênio. Esta “união” covalente é realizada com 

uma distância O – H de 0,96 Â e um ângulo de ligação HOH de 105°. Nas ligações do tipo cova-

lente, quando os átomos “unidos” são de elementos diferentes, o elemento que é mais eletronega-

tivo atrai a nuvem de elétrons de forma mais eficiente. Na água isto acontece, o átomo de oxigê-

nio é mais eletronegativo que os átomos de Hidrogênio. Como resultado o átomo de Oxigênio 

adquire uma carga parcial negativa, e os átomos de Hidrogênio adquirem uma carga parcial posi-
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tiva, ficando assim a molécula de água com características polares (molécula polar). Devido a 

estas características ocorre uma atração mútua entre moléculas de água vizinhas, onde os átomos 

de Hidrogênio, cargas parciais positivas, exercem atração sobre os átomos de Oxigênio (cargas 

parciais negativas) de outra molécula. Estas ligações intermoleculares recebem a denominação 

de Ligações de Hidrogênio ou Pontes de Hidrogênio, e mantém a união de moléculas adjacentes 

na água líquida. Através destas uniões ocorre a formação de agregados moleculares, onde cada 

átomo de Oxigênio tende a cercar-se de átomos de Hidrogênio, e cada átomo de Hidrogênio ten-

de a cercar-se de átomos de Oxigênio, sendo que, em valores médios, cada átomo de Oxigênio 

forma uma Ponte de Hidrogênio com dois átomos de Hidrogênio. A estrutura destes agregados é 

como que tecida de modo fechado, mas extremamente flexível, onde as moléculas de um dado 

agrupamento deslocam continuamente as suas posições relativas, e também se movem para ou-

tros agregados de forma aleatória, o que é uma característica da agitação térmica. 

Estas ligações de Hidrogênio são mais fracas do que as ligações intramoleculares do 

tipo covalente, sendo que a distância intermolecular entre os átomos de Hidrogênio e de Oxigê-

nio de duas moléculas de água é de 1,77 Â, apreciavelmente maior do que a distância intramole-

cular entre os átomos de Hidrogênio e Oxigênio. São necessários cerca de 29,3 kJ para quebrar 

todas as ligações de Hidrogênio de um mol de água, enquanto que a energia necessária para que-

brar uma das ligações covalente H-OH, dentro da molécula de água, necessita-se de 460 kJ para 

cada mol de ligações covalentes. 

Na medida que se diminui a temperatura da água líquida, abaixo da temperatura am-

biental, a agitação térmica também diminui, aumentando a eficiência das ligações de Hidrogênio. 

A distância média entre moléculas também diminui e conseqüentemente há aumento na massa 

específica da água. Quando a temperatura da água atinge valores próximos a 4°C os agregados 

de moléculas começam a adquirir uma estrutura mais fixa e simétrica. Nesta situação cada átomo 

de Oxigênio fica tetraédricamente cercado por quatro átomos de Hidrogênio, e cada átomo de 

Hidrogênio por dois de Oxigênio. Nesta organização o arranjo de moléculas agregados é menos 

denso, com espaços relativamente largos separando as moléculas. Abaixo dos 4°C esta estrutura 

torna-se cada vez mais predominante a medida que se reduz a temperatura ocorrendo assim um 

diminuição da massa específica. 

Com a diminuição da temperatura as forças que tendem a manter a organização do 

arranjo superam cada vez mais as forças decrescentes da energia cinética de translação das molé-

culas do líquido. Finalmente a 0°C, aproximadamente, ocorre a superação completa e a solidifi-

cação, onde a água adquire uma estrutura fixa formando uma rede cristalina molecular. Na estru-

tura cristalina o arranjo atômico permanece aquele registrado para a água líquida abaixo dos 4°C, 
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tendo como diferença para as duas situações a estrutura cristalina molecular, onde a estrutura 

resultante é uma rede de “túneis” hexagonais. Este hexágonos não são lisos, e sim enrugados, 

tendo consideráveis espaços vazios, tornando o sólido menos denso que o líquido. 

Para a água, a transformação líquido-vapor exige a quebra das ligações de Hidrogê-

nio, enquanto que para a transformação sólido-líquido existe uma reorganização molecular, e do 

ponto de vista energético sabe-se que para a realização da primeira necessita-se de uma parcela 

de maior energia. 
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

2.1. As Soluções Clássicas 

2.1.1. Problema de Stefan 

Stefan, J., 1891, foi um dos pioneiros na abordagem do problema de transferência de 

calor nos processos de fusão e solidificação de substâncias puras. Em sua abordagem a transfe-

rência de calor foi considerada unidirecional, desde uma superfície com temperatura superior a 

temperatura de fusão do MMF. Uma outra hipótese simplificadora utilizada por Stefan foi a de 

que a difusão seria o único mecanismo de transferência de calor atuante. Foi ignorada a possível 

interferência dos gradientes de massa específica e conseqüentemente o desequilíbrio entre as 

forças viscosas e de empuxo, que origina a convecção natural. Como conseqüência destas hipó-

teses simplificadoras tem-se que a morfologia da frente de mudança de fase mantém-se geome-

tricamente plana, e idêntica nos processos de fusão e solidificação. A Fig. 2.1 descreve o modelo 

físico onde T representa a temperatura, x a coordenada espacial, t o tempo, δ a espessura de ma-

terial fundido e dδ a evolução da fronteira de mudança de fase em um período de tempo ∆t. Po-

de-se ainda observar o comportamento do perfil de temperatura T(x,t). 

T* 
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Fig. 2.1 - Modelo físico para o problema de Stefan em coordenadas cartesianas. 

 

Nesta abordagem a condição inicial consiste em admitir que o domínio sólido encon-
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tra-se na temperatura de fusão T* permanecendo assim para qualquer período de tempo posterior, 

Tw é a temperatura na parede. 

Como pode-se observar para a determinação da quantidade de material fundido é ne-

cessário conhecer a posição da fronteira de mudança de fase, obtendo-se assim a fração fundida e 

conseqüentemente as parcelas de energia sensível e latente doadas ou retiradas. Esta classe de 

problema apresenta um grau de dificuldade superior aos clássicos problemas atacados na transfe-

rência de calor, em virtude da não linearidade física proveniente do fato de existir uma fronteira 

livre que se movimenta no interior do domínio. 

Para a solução do problema é necessária a resolução da equação governante, que em 

função das hipóteses simplificadoras torna-se a equação da difusão, que é escrita unidimensio-

nalmente para a situação transiente da seguinte forma, 

 
2

2l
T
t x

T∂ ∂
= α

∂ ∂
, (2.1) 

onde T representa a distribuição de temperatura na região líquida e αl a difusividade térmica do 

líquido. Para a situação tratada tem-se como condição de contorno, 

 0 , (2.2) wT T x t= = ∀

∀

∀

l

 , (2.3) *T T x t= = δ

e condição inicial disposta a seguir, 

 . (2.4) 0T T * t x= =

Com a solução da equação governante tem-se a distribuição da temperatura no domí-

nio líquido em regime transiente. Na região de mudança de fase a temperatura é constante, não 

existindo trocas sensíveis não sendo possível a aplicação da eq. (2.1) neste domínio. 

A evolução da frente de fusão pode ser avaliada através do balanço de energia na re-

gião de interface sólido-líquido. A energia doada para a região líquida pode ser expressa como: 

 t sE E E= + , (2.5) 

onde Et é a energia total doada a massa líquida enquanto que Es e El representam a parcela de 

energia sensível e latente doadas ao sólido, respectivamente para a sua fusão e posterior aumento 

de temperatura. Ambas as parcelas são equacionadas como: 
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 s p mE c T dm= ∆ , (2.6) 

 lE dm= λ , (2.7) 

onde cp representa o calor específico, dm representa a massa que muda de fase, que varia com o 

tempo, ∆T a diferença de temperatura na massa fundida, que não é constante, mas pode-se assu-

mir como aproximação, sem comprometer a solução, um valor médio para este termo, represen-

tado por ∆Tm e λ a energia necessária para a mudança de fase (Calor Latente de fusão e solidifi-

cação). 

A parcela de massa líquida é representada por: 

 sdm Ad= ρ δ , (2.8) 

onde ρs representa a massa específica do sólido, A representa a área de face, por onde cruza a 

energia doada ao sólido, e dδ a evolução da fronteira de mudança de fase em um período de tem-

po. 

Para os inúmeros MMF empregados nos processos de armazenamento de energia 

térmica na forma latente, a parcela de energia sensível envolvida normalmente é pouco relevante 

e na elaboração de projetos busca-se minimizar a sua existência. A relação entre as duas formas 

de energia é descrita pelo número de Stefan: 

 
( )*

p wc T T
Ste

−
=

λ
. (2.9) 

Segundo Vielmo, 1993, para Ste < 0,5 a parcela sensível pode ser desconsiderada, 

sendo uma boa aproximação a utilização apenas da parcela de energia latente para avaliar a evo-

lução da fronteira de mudança de fase. Nos sistemas de armazenamento de energia latente nor-

malmente trabalha-se com Ste << 0,5, possibilitando a aplicação da hipótese simplificadora, ou 

seja, considerar apenas a parcela latente como atuante. 

O balanço de energia na fronteira livre torna-se: 

 "
l

x

Tq dt k dt d
x =δ

∂
s= − = λ

∂
ρ δ , (2.10) 

onde q” representa o fluxo de calor, kl é a condutividade térmica do líquido e 
x

T
x =δ

∂
∂

é o compor-
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tamento do perfil de temperatura na fronteira de mudança de fase. A evolução da fronteira livre 

pode ser avaliada agora pela expressão dada a seguir, 

 l

xs

kd
dt x

T

=δ

δ ∂
= −

λρ ∂
. (2.11) 

Observando as expressões matemáticas anteriores, pode-se notar que existe uma in-

terdependência entre a evolução da frente de mudança de fase e o campo de temperatura na re-

gião líquida. Tem-se, assim, duas incógnitas e duas equações. 

Para a determinação do campo de temperatura é necessária a obtenção da solução e-

xata da equação da difusão transiente unidirecional. Isto pode ser realizado pelo clássico método 

da separação de variáveis ou pela transformação, da equação original, em uma equação diferen-

cial ordinária através da utilização de uma variável de ligação η, definida como: 

 
2

x
t

η =
α

. (2.12) 

Aplicando a variável de ligação tem-se para os termos da eq. (2.1), 

 
4

T T x
t t t t

∂ ∂ ∂η ∂
= = −

∂ ∂η ∂ ∂α
T
η

, (2.13) 

 1
2

T T
x x t

∂ ∂ ∂η ∂
= =

T
∂ ∂η ∂ ∂ηα

, (2.14) 

 
2 2

2

1
4

T T
x x x t

∂ ∂ ∂ ∂η ∂ = = ∂ ∂η ∂ ∂ α ∂η  2

T , (2.15) 

assim, a equação da difusão eq. (2.1), torna-se: 

 
2

2 2d T dT
d d

= η
η η

. (2.16) 

As condições de contorno para a nova situação, baseadas nas condições de contorno 

utilizadas para a equação original, são: 

 0 0 , (2.17) 0η =wT( ) T x= =

 



________________________________________________________Revisão Bibliográfica    19

 
2

* ( t )T( ) T x
t

δ
Ω = = δ η = Ω =

α
. (2.18) 

Da condição inicial tem-se, 

 0 . (2.19) *T( ) T t∞ = = η = ∞

A solução da equação diferencial é obtida por integração de forma simples, e está 

exposta em Incropera e de Witt, 1995, sendo, 

 
2

1T( ) C e d C−η
2η = η +∫ , (2.20) 

onde C1 e C2 são as constantes de integração obtidas com a aplicação da solução a uma situação 

conhecida e que são as condições de contorno obtidas para x=0 e x=δ. 

A solução final, obtida com a aplicação das constantes de integração, é, 

 ( )
( ) 2

2

0

0

*
w

w

T T e d
T

e d

η
−η

Ω
−Ω

− η
η = +

Ω

∫

∫
T , (2.21) 

onde Ω está definida na eq. (2.18), e esta expressão pode ser rescrita com a função erro, erf(x), 

quando multiplica-se e divide-se a expressão pela constante 2π-1/2, assim, 

 
*

w
w

erf ( )(T T )T( ) T
erf ( )
η −

η =
Ω

+ , (2.22) 

sendo que a função erf(η) encontra-se definida a qual assume os valores  limites erf(0)=0 e 

erf(∞)=1. 

Com a solução acima, o perfil de temperatura fica estabelecido para uma determina-

da posição da fronteira de mudança de fase δ(t) em um período de tempo t. 

Para a determinação da posição δ(t) deve-se solucionar a eq. (2.11), que escrita com 

a expressão da temperatura fica: 

 
( ) 2

0

2 *
l w

s x ( t )

k T Td e d
dt xerf ( )

η
−η

=δ

−  δ ∂
= − η ∂πλρ Ω  

∫ , (2.23) 
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( )

2

2
( t )

* t
l w

s

k T T ed
dt erf ( ) t

δ − 
α −δ

= −
λρ Ω α π

. (2.24) 

Utilizando agora a expressão da condição de contorno eq. (2.18) onde é definida a 

constante Ω  tem-se, 

 d
dt t
δ α

= Ω , (2.25) 

combinando as duas expressões anteriores eqs. (2.24) e (2.25) obtém-se: 

 
2

e Ste
erf ( )

−Ω

Ω =
Ω π

, (2.26) 

logo, a posição da frente será determinada por: 

 2( t ) tδ = α Ω . (2.27) 

A posição da frente de mudança de fase para cada período de tempo necessita da de-

terminação da variável Ω da equação transcendental eq. (2.26). A obtenção de resultados para 

este modelo torna-se simples quando da utilização de um software matemático. A título de e-

xemplo utilizou-se o software Mathcad para a obtenção de resultados para a fusão de um bloco 

de gelo submetido a Tw=5°C, e utilizando a hipótese de substância pura, T*=0°C. 

A energia doada ao domínio por unidade de área pode ser determinada pela equação 

de Fourier da condução de calor, aplicada na parede, em x=0, 

 
0

l
x

Tq" k
x =

∂
= −

∂
, (2.28) 

e utilizando a eq. (2.22) que fornece o perfil de temperatura tem-se: 

 
( )*

wl
T Tkq"
erf ( )t

−
= −

Ωπα
, (2.29) 

e finalmente com o auxílio da eq.(2.26), podes-se escrever o fluxo de calor, 

 
( )2 *

wl
T Tk eq"

Stet

Ω −Ω
= −

α
. (2.30) 
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A seguir nas Fig. 2.2, Fig. 2.3,Fig. 2.4 e Fig. 2.5, são apresentadas soluções para este 

problema. 

δ t( )

t
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0

0.0017
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0.0067
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0.0101

 

Fig. 2.2 – Tw=5°C, T*=0°C, Ste=0,0631 e α=1,35x10-7. Posição da fronteira de mu-
dança de fase δ (m), em função do tempo t (s), para uma situação difusiva pura. 

 

T x 6000,( )

x
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

0

1.2

2.4

3.6

4.8

6

 

Fig. 2.3 – Tw=5°C, T*=0°C, t= 6000 s, Ste=0,0631 e α=1,35x10-7. Perfil 
de temperatura na região líquida, x (m). 
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vel t( )

t
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0.01

Fig. 2.4 – Tw=5°C, T*=0°C, Ste=0,0631 e α=1,35x10-7. Velocidade da fronteira 
de mudança de fase (m/s) em função do tempo, t (s). 
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Fig. 2.5 - Tw=5°C, T*=0°C, Ste=0,0631 e α=1,35x10-7. Taxa de calor por uni-
dade de área, qp (W/m2), na fronteira em x=0 (m), em função do tempo, t (s). 
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2.1.2. Problema de Neumann 

O Problema de Neumann, 1860, é outra abordagem clássica da transferência de calor 

durante os processos fusão ou solidificação, assim como o problema de Stefan. Esta abordagem, 

mesmo sendo antecessora é mais evoluída, do ponto de vista técnico, que a abordagem proposta 

por Stefan. Ela não utiliza a condição inicial simplificadora no qual o domínio se encontra na 

temperatura de fusão no início do processo de fusão ou solidificação, sendo assim mais realista. 

Nesta abordagem clássica ocorre a transferência de calor em ambas as faces da fronteira de mu-

dança de fase, líquido e sólido. O sentido do fluxo de energia depende do processo ser de fusão 

ou de solidificação. Do ponto de vista matemático, o problema de Neumann é mais extenso, mas 

com um grau de complexidade muito semelhante ao problema de Stefan. 

Na Fig. 2.6 está disposto o modelo físico para o problema de Neumann onde Tsup re-

presenta a temperatura de super-resfriamento do sólido, Ts(x,t) é o comportamento do perfil de 

temperatura na região sólida e TL(x,t) o comportamento do perfil de temperatura na região líqui-

da. 

T* 
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qu
id
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Ts(x,t) 

Tsup 

TL(x,t) 

dδ 

Ts<T*

Líquido 

Sólido 

Tw>TL>T* 
Tw 

T 

δ  

x 

Fig. 2.6 – Modelo físico para o problema de Neumann. 

 

Para a solução do problema de Neumann necessita-se conhecer os comportamentos 

dos perfis de temperatura nas regiões sólida e líquida, o que possibilitará a realização do balanço 

de energia na fronteira de mudança de fase. O procedimento adotado neste problema para a regi-

ão de líquido é idêntico ao adotado no problema de Stefan, utilizando as mesmas equações. O 

perfil de temperatura na região líquida é dado pela eq. (2.22) e a posição da frente de mudança 
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de fase pela eq. (2.27), sendo esta expressão conseqüência direta da variável de ligação η na po-

sição geométrica onde x assume o valor da posição δ(t), que indica a localização da fronteira de 

mudança de fase. 

Fazendo o volume de controle em torno da fronteira de mudança de fase e aplicando 

o balanço de energia tem-se: 

 vc
e s

dEE E
dt

− = , (2.31) 

onde Ee representa a energia doada pelo líquido ao volume de controle, Es representa a energia 

que sai do volume de controle em direção ao sólido, e que está a uma temperatura inferior e 

vcdE
dt

 representa a variação de energia no interior do volume de controle. Considerando apenas o 

mecanismo da condução, o balanço de energia pode ser rescrito, 

 sL
l s s

x x

TT dk
x dt=δ

k
x =δ

∂∂ δ
− = λρ −

∂ ∂
. (2.32) 

O termo L

x

T
x =δ

∂
∂

, conhecido do problema de Stefan representa o comportamento do 

perfil de temperatura na região de líquido na fronteira de mudança de fase, ks é a condutividade 

térmica do sólido e s

x

T
x =δ

∂
∂

 representa o comportamento do perfil de temperatura na região de 

sólido na fronteira de mudança de fase. O comportamento na região de líquido é determinado 

com o auxílio das conclusões obtidas no problema de Stefan, e o termo do lado esquerdo da eq. 

(2.32) é dado por: 

 
( )

2

2

2

* t
wL

x

T T eT
x erf t

t

δ − 
α 

=δ

−∂
=

δ∂   πα α 

. (2.33) 

Para o completo equacionamento do balanço de energia se faz necessário a determi-

nação do perfil de temperatura, na região sólida, através da solução da equação da difusão, eq. 

(2.1), transformada na eq. (2.16), através da utilização da variável de ligação η, eq. (2.12), des-

crito no problema de Stefan.  

A região sólida pode ser resolvida para a situação de sólido semi-infinito, que é uma 
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idealização adequada, pois as informações conhecidas se restringem a apenas uma superfície, 

juntamente com a condição inicial e a propagação da energia ocorre apenas em uma direção. As 

condições para esta situação tornam-se, 

 
2

*
s s

s

( t )T T x t
t

δ
= = δ η = Ω = ∀

α
, (2.34) 

 0 . (2.35) supT T t x= = η = ∞ ∀

A solução da equação transformada é dada pela eq. (2.20), aplicando as condições de 

contorno na solução tem-se para a região sólida, 

 1
1

* s
s sup sup

s

erf ( )T (T T ) T
erf ( )

 η −
= − + Ω − 

, (2.36) 

com a equação acima é possível determinar, 

 ( )
( )

( )

2 1
1 1

s
*s

sup
x ss

T eT T
x erft

−− Ω

=δ

 ∂
= − −∂ Ωπα  

 . (2.37) 

Aplicando as eqs.(2.37) e (2.33) na eq. (2.32), e considerando ρs e ρL como seme-

lhantes, obtém-se, 

 
( )

2
2

1

1 1
L

L L
ssL L

s
L L

L
s

d Ste e Ste e
dt erft t

erf

−

 α
−Ω − Ω  α 

 
 

αα  δ
= + Ω  π π α Ω   α  

−  , (2.38) 

onde, 

 
( )L

*
p w

L

c T T
Ste

−
=

λ
, (2.39) 

 
( )S

*
p s

S

c T T
Ste

−
=

λ
up . (2.40) 

Empregando a eq. (2.25) na eq.(2.38) obtêm-se a equação transcendental, 
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( )

( )

2 2

2
1

0
1 1

L

L s L
L L L

L

Ste erf ( )eerf ( )e Ste

erf

Ω −Γ
Ω Ω

Ω π Ω − − =
 

Γ − 
Ω Γ 

, (2.41) 

onde, 

 L

s

α
Γ =

α
. (2.42) 

Com a solução da eq. (2.41), determina-se a incógnita ΩL. Aplicando ΩL na eq. 

(2.27), que é reescrita abaixo, obtém-se a evolução da fronteira de mudança de fase para um de-

terminado instante t, 

 2 L( t ) tδ = α Ω . 

A título de exemplo apresenta-se solução para a mesma situação apresentada para o 

problema de Stefan, com a temperatura inicial de super-resfriamento Tsup=-4,5°C. A transferên-

cia de calor na parede pode ser determinada pelas eq. (2.29) e (2.30), expostas para o problema 

de Stefan. A parcela de energia trocada entre o líquido e a fronteira de mudança de fase é dada 

por: 

 
( ) 2

L*
L w" L

L L
x L L

k T T eTq k
x erf ( ) t

−Ω

=δ

−∂
= − = −

∂ Ω πα
, (2.43) 

e a parcela de calor transferido da fronteira de mudança de fase para a região sólida é dada, 

 
( ) 2

1 1

s*
s" s

s s
x

s
s

k T T eTq k
x

t
erf ( )

−Ω
∞

=δ

−∂
= − = −

∂  
− πα Ω 

. (2.44) 

A seguir, desde a Fig. 2.7 até a Fig. 2.12 são apresentadas soluções para o compor-

tamento da fronteira de mudança de fase, perfil de temperatura e as taxas de transferência de 

calor em x=0 e x=δ. Comparando as Fig. 2.2 e Fig. 2.7 pode-se notar que frente de fusão na a-

bordagem de Stefan possui um pequeno avanço, quando comparado com os resultados da abor-

dagem de Neumann. Isto se deve a simplificação adotada para a condição inicial. 
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Fig. 2.7 – Tw=5°C, T*=0°C, Tsup=-4,5°C, SteL=0,0631, Stes=0,027, αL=1,35x10-7 
e αs=1,02x10-6. Posição da fronteira de mudança de fase δ  (m), em função do 

tempo t (s), para uma situação difusiva pura. 
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Fig. 2.8 – Tw=5°C e T*=0°C, Tsup=-4,5°C, t= 6000 s, SteL=0,0631, Stes=0,027, 
αL=1,35x10-7 e αs=1,02x10-6. Perfil de temperatura nas regiões líquida, xL (m) 

e sólida, xS (m). 
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Fig. 2.9 - Tw=5°C, T*=0°C, Tsup=-4,5°C,  SteL=0,0631, Stes=0,027, αL=1,35x10-7 
e αs=1,02x10-6. Taxa de calor por unidade de área, qp (W/m2), na fronteira 

x=0 (m), em função do tempo, t (s). 
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Fig. 2.10 - Tw=5°C, T*=0°C, Tsup=-4,5°C, SteL=0,0631, Stes=0,027, αL=1,35x10-7 
e αs=1,02x10-6. Taxa de calor por unidade de área, qf  (W/m2), na fronteira 

móvel, x=δ  (m), doado pelo líquido, em função do tempo, t (s). 
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Fig. 2.11 - Tw=5°C, T*=0°C, Tsup=-4,5°C, SteL=0,0631, Stes=0,027, 
αL=1,35x10-7 e αs=1,02x10-6. Taxa de calor por unidade de área, qfs 

(W/m2), doado pela região de mudança de fase ao sólido em x=δ (m), em 
função do tempo, t (s). 

Fig. 2.12 – Tw=5°C, T*=0°C, Tsup=-4,5°C, SteL=0,0631, Stes=0,027, 
αL=1,35x10-7 e αs=1,02x10-6. Velocidade da fronteira de mudança de 

fase (m/s) em função do tempo, t (s). 
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2.2. As Investigações Mais Recentes 

Problemas envolvendo mudança de fase têm sido abordados pela literatura técnica 

devido a sua importância em muitos campos da engenharia e da ciência, como já citado. Sabe-se 

que o conhecimento do mecanismo de troca térmica é importante no desenvolvimento de proje-

tos otimizados, de dispositivos que utilizam os processos de mudança de fase para atingirem seus 

objetivos. Inúmeros trabalhos publicados nos últimos anos dedicam-se ao estudo da transferência 

de calor em bancos de gelo objetivando o aprimoramento dos conhecimentos associados a fusão 

e a solidificação de um MMF tanto nos sistemas em que o fenômeno ocorre externamente a tu-

bos como naqueles em que o MMF está enclausurado. Coexistem duas abordagens clássicas na 

literatura. A primeira analisa o escoamento do fluido externo, empregado como veículo térmico 

na “carga” e “descarga” do sistema de armazenamento e se dá através de simulações ou medi-

ções das variações da quantidade de energia associada ao fluxo, utilizando alguma técnica sim-

plificadora para atacar a transferência de calor para ou do MMF. A segunda classe de trabalhos 

dedica-se ao mecanismo da mudança de fase do MMF utilizando condições de contorno geral-

mente de primeira espécie. Nesta classe de trabalhos pode-se fazer uma subdivisão entre aqueles 

que atacam a mudança de fase ocorrendo externamente, principalmente em tubos, daqueles que 

atacam a mudança de fase interna, MMF enclausurado. Esta classe de trabalho busca identificar, 

tanto nos trabalhos numéricos como nos experimentais, a localização da fronteira da mudança de 

fase e os gradientes de temperatura e velocidade na forma transiente, a fim de quantificar a ener-

gia doada ou retirada do MMF. Também é de interesse a identificação do mecanismo dominante 

da transferência de calor. 

Neste item do trabalho é realizada uma apresentação em ordem cronológica crescen-

te, por assunto, dos principais trabalhos científicos relacionados ao tema. Os trabalhos que serão 

citados tratam dos seguintes assuntos: transferência de calor entre tubos concêntricos, fusão ex-

terna, fusão interna e aqueles que enfocam o super-resfriamento durante a solidificação (metaes-

tabilidade).  

No estudo da transferência de calor entre tubos concêntricos pode-se citar 

inicialmente Kuehn e Goldstein, 1976 e 1978, que apresentam soluções experimental e numérica 

para o problema da transferência de calor para Rayleigh (Ra) desde 2,11x104 até 9,76x105. Dados 

experimentais são mostrados para cilindros dispostos excentricamente, com Ra desde 2,2x102 até 

7,7x107. Apresentam uma discussão com referência ao surgimento da convecção turbulenta e 

equações de correlação para Nusselt e para a condutividade equivalente, keq, O fluido de trabalho 

para a obtenção dos resultados foi o ar. 
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Na mesma linha, Vasseur, Robillard e Shekar, 1983, simularam a transferência de 

energia entre cilindros concêntricos para a água, com Ra desde 2x103 até 7,6x104. O efeito da 

inversão na massa específica foi considerado, sendo a sua variação ajustada através de polinô-

mios, resultados referentes as isolinhas de temperatura, linhas de corrente e o Nusselt local são 

apresentados. 

Como trabalhos que tratam da fusão ocorrendo externamente a tubos pode-se citar i-

nicialmente o trabalho Sparrow, Patankar e Ramadhyany, 1977, onde foi simulada a fusão de um 

sal na presença da convecção natural externamente a um tubo disposto verticalmente, sendo este 

trabalho um dos pioneiros a avaliar a influência da convecção nos processos de fusão. A aproxi-

mação de Boussinesq foi utilizada no tratamento da massa específica do líquido nas equações 

governantes. As soluções apresentadas foram obtidas com a utilização do método das diferenças 

finitas, com aplicação do esquema implícito. Os autores apresentam soluções para o perfil de 

temperatura, taxa de transferência de calor, linhas de corrente e posição da fronteira de mudança 

de fase. Comparações com soluções obtidas considerando o fenômeno difusivo puro também são 

apresentadas e discutidas. 

Bathelt, Viskanta e Leidenfrost, 1979, apresentam um trabalho experimental tendo 

como objetivo determinar as características da convecção natural nos problemas envolvendo 

fusão durante a carga de armazenadores de energia latente. Para a determinação das característi-

cas os autores fotografaram e realizaram medições de temperatura durante a solidificação do 

MMF, parafina neste caso, ocorrendo externamente a tubos dispostos horizontalmente em duas 

configurações com três tubos. Como resultado os autores conseguiram determinar o comporta-

mento da fronteira de mudança de fase e avaliações sobre a influência da convecção natural no 

processo também puderam ser comprovadas. O Nusselt local e médio para as configurações tes-

tadas também foram avaliados durante a evolução da região sólida. 

Ho e Chen, 1986, apresentaram um trabalho que se enquadra nesta classe de proble-

mas (fusão externa), um tubo circundado de sólido. Os autores adotaram a água como MMF. As 

hipóteses simplificadoras adotadas são semelhantes àquelas adotadas em outros trabalhos já cita-

dos, ou seja, geometria bidimensional, laminar e fluido incompressível. Com exceção da massa 

específica as demais propriedades foram consideradas constantes com a temperatura, tornando as 

equações governantes lineares. As equações governantes normalizadas foram escritas em função 

da vorticidade, do perfil de temperatura adimensional e da função corrente. O tratamento do 

comportamento anormal da massa específica da água foi aproximado por uma função exponen-

cial. Para a solução das equações governantes acopladas foi utilizada a aproximação por diferen-

ças finitas para frente nos termos temporais e diferenças finitas centrais nos termos espaciais, 
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para os termos advectivos o Upwind foi utilizado. O esquema ADI foi utilizado para a tridiago-

nalização e a solução foi obtida com o algoritmo de Thomas (TDMA). Os autores apresentam 

soluções gráficas onde as isotermas e linhas de corrente podem ser visualizadas para diversas 

situações de Stefan e diferentes tempos adimensionais. Nas soluções gráficas pode-se observar 

claramente a atuação da convecção natural a partir de um certo período, bem como a influência 

da inversão da massa específica. As soluções apresentadas têm um aspecto gráfico, no início da 

solução, semelhante aos trabalhos já citados para a transferência de calor entre tubos concêntri-

cos. Uma comparação com resultados experimentais, fotografias, é apresentada onde pode-se 

observar qualitativamente a concordância entre ambos. 

Zhang e Faghri, 1995, desenvolveram semianaliticamente a solução transiente para o 

processo de fusão externo, com escoamento de fluido ocorrendo internamente, em tubos. Resul-

tados foram obtidos através da solução da equação da energia unidimensional, usando o método 

da aproximação integral e considerando o processo difusivo puro na região ocupada pelo MMF. 

Na região interna o processo foi considerado ocorrendo em regime permanente e os mecanismos 

de transferência de calor atuante advectivo-difusivo. O regime de escoamento laminar comple-

tamente desenvolvido foi considerado na região em estudo. A relação entre as temperaturas nas 

duas superfícies da parede da tubulação foi obtida pelo balanço energético. Os autores apresen-

tam resultados e comparações para a fronteira de mudança de fase, ao longo da posição axial 

para diversos tempos adimensionais e números de Peclet. Os números de Nusselt local ao longo 

das posições axiais também são apresentados. Os autores apresentam algumas conclusões óbvias 

como a que o processo de transferência de calor não atinge o estado de completamente desenvol-

vido e que o número de Nusselt não pode ser calculado sem erros usando as correlações para a 

região de entrada. 

Na mesma linha de trabalho que o artigo anterior Yeh e Ho, 1996, e Ho, Yeh e 

Wang, 1998, apresentam dois trabalhos semelhantes onde o processo de fusão de gelo é tratado 

semianaliticamente através da solução da equação da difusão unidimensional transiente. No pri-

meiro trabalho o problema resolvido consiste de uma barra de gelo disposta horizontalmente e 

submetida a um fluxo de ar em uma de suas superfícies, caracterizando uma condição de contor-

no de terceira espécie. Para o tratamento da interface ar sólido os autores adotaram uma expres-

são do número de Nusselt, apresentada na bibliografia básica de transferência de calor e indicada 

para a camada limite mista sobre placas planas. No segundo artigo o problema resolvido consiste 

de um sólido, gelo, semi-infinito, com sua face esquerda submetida a uma condição de contorno 

de segunda espécie. Em ambos os trabalhos o tratamento matemático das equações é semelhante. 

A solução é obtida através da integração da equação da energia ao longo das regiões sólida e 
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líquida. Com a aplicação das condições de contorno foram obtidas expressões algébricas tornan-

do possível a determinação da espessura da região fundida e a taxa de transferência de calor para 

diversas situações. Soluções neste sentido são apresentadas. 

Benta, Jesus e Moura, 2000, apresentam um estudo numérico experimental sobre a 

solidificação da água externamente a tubos. Neste trabalho os autores comparam os resultados 

numéricos obtidos com a técnica de imobilização da fronteira, com valores obtidos experimen-

talmente em um dispositivo constituído de um tubo submerso em água em um tanque de acrílico, 

isolado termicamente, com o Etanol a baixa temperatura sendo usado como fluido secundário. O 

comportamento da fronteira de mudança de fase foi observado e registrado através de fotografi-

as. Os efeitos da variação da temperatura do fluido secundário e do número de Reynolds do es-

coamento deste fluido, sobre a espessura de solidificação em relação ao tempo são apresentados 

graficamente. As conclusões obtidas pelos autores foram que a temperatura do fluido secundário 

tem influência relevante, enquanto que o número de Reynolds tem pouca interferência. As espes-

suras medidas não foram uniformes sendo, as espessuras na parte superior do tubo maiores que 

as inferiores, esta diferença é creditada a existência da convecção livre no tanque, efeito este 

desconsiderado na simulação numérica. 

Em dois trabalhos contínuos Abugderah e Ismail, 2000, investigaram numericamente 

a solidificação externa a tubos dispostos verticalmente e pertencentes a um armazenador de calor 

latente Shell and Tube. A simulação foi realizada utilizando a técnica de Volumes Finitos para a 

discretização das equações as quais foram escritas na formulação em entalpia (método da ental-

pia). Neste trabalho os autores resolveram as equações da energia para os três ambientes distin-

tos, fluxo interno, parede das tubulações e o MMF que neste caso é água. Apresentam resultados 

referentes à distribuição de temperatura no domínio bem como o comportamento da fronteira de 

mudança de fase nas direções axial e radial, em função do número de Reynolds, número Stefan e 

materiais utilizados na tubulação. No artigo mais recente, os autores apresentam ainda resultados 

referentes à energia latente e sensível acumulada ao longo dos tubos, em função dos parâmetros 

adimensionais número de Reynolds, Stefan e do parâmetro dimensional diâmetro. O modelamen-

to neste trabalho não considera os efeitos convectivos nem a variação das propriedades físicas 

dos materiais que compõem o domínio, água nas fases sólida e líquida, parede do tubo e fluido 

secundário. 

Ismail, Henriquez, Moura e Ganzarolli, 2000, apresentam o desenvolvimento de um 

modelo e a solução numérica para a solidificação radial externa a tubos aletados dispostos hori-

zontalmente submetidos a uma condição de contorno de primeira espécie. O modelo é baseado 

na condução pura e no método da entalpia. As equações governantes são aproximadas pelo mé-
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todo das diferenças finitas associado a um esquema implícito. São apresentados resultados refe-

rentes à fração de massa solidificada em função do tempo para diversos números e espessuras de 

aletas, relação entre os diâmetros das aletas e da tubulação, temperatura da parede, e ainda em 

função de vários materiais utilizados na construção de aletas. A posição da fronteira de mudança 

de fase ao longo das posições axiais para diversos períodos também é apresentada. 

Stampa, Nieckele e Braga, 2002, desenvolveram um estudo numérico da solidifica-

ção da água no lado externo de um tubo vertical. Neste trabalho os autores consideraram a inver-

são da massa específica da água. O comportamento das isotermas e linhas de corrente em tempos 

específicos foi apresentado. O transiente das energias sensível e latente, do fluxo de calor médio 

adimensional, e da fração de massa solidificada, também são apresentados. 

Entre os trabalhos que tratam da fusão ocorrendo internamente pode-se citar Saitoh e 

Hirose, 1982, que apresentam soluções numéricas para a fusão e solidificação em cápsulas cilín-

dricas dispostas horizontalmente, mantendo o sólido fixo no centro, com elevados números de 

Ra (3x106). Utilizaram parafina e água como MMF submetidos a condições de contorno de pri-

meira espécie. As soluções foram desenvolvidas considerando a existência da convecção natural. 

Diferenças finitas com formulação explícita foram utilizadas para desenvolver as simulações. 

Em função das malhas grosseiras adotadas (14x14 e 18x14) foi necessária a utilização de técni-

cas de suavização nas soluções para diminuir a instabilidade numérica, característica desta classe 

de problema. Soluções para as funções de corrente, isotermas, fração de energia armazenada, 

geometria e comportamento da fronteira de mudança de fase em função do tempo são apresenta-

das, discutidas e comparadas com outros autores. Nas comparações pode-se observar a existência 

de divergências nas soluções. 

Rieger, Projahn, Bareiss e Beer, 1983 investigaram numericamente e experimental-

mente o processo de fusão no interior de tubos dispostos horizontalmente para Ra de 105 a 106. O 

sólido foi mantido fixo no centro do tubo e este submetido à condição de contorno de primeira 

espécie. A principal motivação apresentada pelos autores para a realização do trabalho está na 

divergência apresentada nas soluções apresentadas por Saitoh e Hirose, 1982, e as obtidas pelos 

autores. Os resultados experimentais foram obtidos utilizando como MMF a parafina C18H38. 

Para a obtenção dos resultados numéricos foi utilizado um modelamento, bidimensional, onde 

todas as propriedades foram consideradas constantes com exceção da massa específica. Para o 

tratamento das forças de empuxo utilizou-se a aproximação de Boussinesq. As equações foram 

aproximadas e discretizadas utilizando diferenças centrais com o método de evolução temporal 

totalmente implícito. A malha adotada foi de 21x30. Os autores apresentam e comparam as solu-

ções obtidas numericamente e experimentalmente para as isotermas, linhas de corrente e posição 
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da fronteira de mudança de fase, com soluções obtidas por outros autores e dispostos na literatu-

ra até aquele período. Pode-se observar a divergência em relação a outros autores e a convergên-

cia entre as soluções numéricas e experimentais apresentadas pelos autores. As justificativas para 

as divergências segundo os autores são devido à utilização, por outros autores, de malhas gros-

seiras e a influência das estabilizações forçadas no algoritmo numérico (técnicas de suavização). 

Soluções para o Nusselt local para diversos tempos adimensionais são apresentadas e excelentes 

comparações entre resultados numéricos e experimentais (fotografias da região sólida e líquida) 

são apresentadas. 

Ho e Viskanta, 1984, apresentam resultados experimentais e numéricos para a fusão 

no interior de tubos horizontais. Segundo os autores a justificativa do trabalho está na discrepân-

cia entre os resultados apresentados na literatura e ainda no fato destes resultados serem limita-

dos e insuficientes. No trabalho é apresentada uma excelente revisão bibliográfica onde são dis-

cutidas e apontadas as falhas dos trabalhos até então publicados. O objetivo deste trabalho está 

na obtenção de informações experimentais da posição da interface juntamente com a taxa de 

transferência de calor local, que são dados essenciais para a simulação de um sistema de armaze-

namento de energia latente. Os resultados apresentados utilizaram como MMF a parafina 

CH3(CH2)16CH3 ou C18H38. Na simulação numérica foi assumido: fluido Newtoniano incompres-

sível, propriedades termofísicas constantes com a temperatura e a aproximação de Boussinesq foi 

considerada. As soluções foram obtidas utilizando diferenças finitas empregando o procedimento 

ADI para tridiagonalizar o sistema de equações governantes e o TDMA foi empregado para solu-

cionar o sistema de equações resultantes. Para a avaliação do comportamento da fronteira de 

mudança de fase os autores apresentam diagramas obtidos a partir de fotografias da região sóli-

da, em diversos tempos, o que possibilitou a determinação do volume fundido em função do 

tempo. Discussões referentes ao comportamento do MMF durante a fusão também são apresen-

tadas. A correlação de Nusselt local com Rayleigh (Nu/Ra1/4), normalmente apresentada na lite-

ratura nos problemas envolvendo convecção livre, é mostrada para diversos tempos dimensio-

nais, números de Stefan e parâmetros de super-resfriamento. Correlações empíricas para a fração 

do volume fundido e do Nusselt médio também são apresentadas. Como nos demais artigos ficou 

evidente que inicialmente o processo de transferência de calor é dominado inicialmente pelo pro-

cesso difusivo e a partir de um determinado período a convecção começa a agir e a sua impor-

tância na transferência de calor se intensifica com o passar do tempo. Nas comparações qualitati-

vas entre os resultados numérico e experimental obtidos pelos autores verifica-se uma boa con-

cordância apenas nas situações onde o processo é difusivo puro. Já nas comparações quantitati-

vas observa-se um distanciamento entre as soluções continuando a existir a discrepância entre os 
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resultados. 

O trabalho de Rieger e Beer, 1986, foi um dos primeiros estudos experimentais e 

numéricos sobre mudança de fase, utilizando como MMF a água no interior de tubos. O movi-

mento do sólido foi evitado mantendo-o fixo no centro do tubo. Este trabalho tem um enfoque 

direcionado à influência da convecção natural sobre a transferência de calor, considerando o re-

lacionamento não linear da massa específica com a temperatura em situações acima e abaixo dos 

4°C. Para a realização da simulação numérica o fluido foi considerado Newtoniano com as pro-

priedades termofísicas constantes, com exceção da massa específica que teve o seu comporta-

mento descrito por um polinômio considerando a aproximação de Boussinesq válida. As condi-

ções de contorno utilizadas foram as de primeira espécie e como condição inicial considerou-se 

todo o domínio na temperatura de fusão (problema de Stefan). O esquema numérico adotado 

para discretizar as equações governantes foi diferenças centrais de segunda ordem no espaço, 

diferenças finitas atrasadas para discretizar os termos temporais. A fronteira de mudança de fase 

e seu comportamento podem ser visualizados através das linhas de fluxo e isotermas, que são 

apresentadas para diversas temperaturas de parede e dois diâmetros. Os resultados apresentados 

são comparados com fotografias da solução experimental. Gráficos comparativos das soluções 

numérica e experimental, contra uma solução que considera o processo de transferência de calor 

como difusivo puro, para a posição da frente de mudança de fase em várias posições angulares, 

também são apresentadas. Comparativos semelhantes são apresentados para a fração de massa 

fundida e o Nusselt médio em função do tempo adimensional. Pode-se observar a influência das 

condições de contorno sobre a geometria da fronteira de mudança de fase. 

Hirato e Nishida, 1989, apresentam um artigo onde tratam experimentalmente o pro-

cesso de fusão de um MMF, parafina CH3(CH2)16CH3 com 99% de pureza, fixo no centro de um 

tubo. Os resultados foram obtidos para uma faixa de números de Rayleigh considerados elevados 

9,62x106 ≤ Ra ≤ 7,97x107. Novamente pode-se observar através do comportamento geométrico 

da região sólida durante a ocorrência do processo que a convecção natural é atuante e predomina 

a partir de um determinado instante. Baseado nas expressões empíricas, para tubos concêntricos, 

do Nusselt escrito em função dos diâmetros externo e interno propostas por Kuehn e Goldstein, 

1976 e 1978, os autores apresentam expressão para a condutividade equivalente (keq.) desprezan-

do os efeitos da convecção natural. Comparações dos resultados desta correlação com os resulta-

dos para a convecção entre tubos concêntricos são apresentadas. A fração de massa fundida em 

relação ao tempo obtidas experimentalmente pelos autores é comparada com o processo difusivo 

puro e com valores disponíveis na literatura para os regimes laminar e turbulento. Uma das prin-

cipais conclusões obtidas dos resultados expostos para a taxa de transferência de calor, em rela-
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ção ao tempo adimensional, é que para o Ra < 105 os resultados experimentais coincidem com o 

processo difusivo puro. 

Cao, Faghri e Juhasz, 1991, apresentam um artigo onde simulam dois problemas dis-

tintos de fusão interna a tubos. O primeiro consiste de dois tubos concêntricos, horizontalmente 

colocados, com o MMF preenchendo o tubo de menor diâmetro e no espaço anular entre os dois 

tubos circula o fluido utilizado como veículo térmico. O segundo problema consiste de três tubos 

concêntricos, também na horizontal, sendo que o MMF é enclausurado no espaço anular entre os 

tubos de menor diâmetro, e o fluxo do fluido secundário ocorre nos demais espaços em contra-

corrente. As equações da quantidade de movimento adimensionalizadas foram resolvidas para 

uma situação bidimensional desconsiderando a existência das forças de campo. Na equação da 

energia resolvida, os autores utilizaram o modelo da temperatura modificada que em outros tra-

balhos recebeu a denominação de temperatura de Kirchhoff e as propriedades termofísicas foram 

consideradas constantes com a temperatura. O domínio para o qual o problema foi solucionado 

envolveu o MMF, as paredes da tubulação e o fluido utilizado como veículo térmico. Para a so-

lução das equações foi empregado o método dos Volumes Finitos utilizando o SIMPLE para o 

acoplamento pressão velocidade. Nas interfaces, parede-fluido e parede-MMF, foi utilizada a 

média harmônica para tratar a condutividade térmica. O TDMA foi utilizado em cada passo de 

tempo. Como resultados os autores apresentam a evolução da fronteira de mudança de fase, a 

distribuição de velocidade e o perfil de temperatura em todo o domínio, e a energia armazenada 

para diversos períodos. Como conclusão os autores afirmam que o processo de armazenamento é 

mais eficiente na segunda configuração. 

Arnold, 1990, 1991 e 1994, desenvolveu trabalhos numéricos e experimentais para 

avaliar a taxa de transferência de calor durante a solidificação e a fusão do MMF, em armazena-

dores de calor latente dispostos vertical e horizontalmente. Estes são formados por camadas de 

cápsulas contendo água, banhadas por uma solução de água e Etileno Glicol. Através de medi-

ções de temperatura na solução e no interior de algumas cápsulas foi possível avaliar a taxa de 

transferência de calor. Um modelo dinâmico para simular bancos de gelo e analisar o processo 

físico da fusão e da solidificação foi sugerido. A determinação da taxa de transferência de calor 

das ou para as cápsulas é feita pela quantificação da fração de líquido ou sólido existente no inte-

rior das cápsulas, e o valor da energia latente do MMF. A interferência do super-resfriamento na 

transferência de calor no banco de gelo também é abordada. 

Nóbrega e Braga, 1996, que simularam a recuperação da energia latente utilizando 

um modelo teórico, avaliando a interferência da geometria das cápsulas. A energia a ser retirada 

do MMF foi transformada em um termo fonte no interior das equações e do modelo matemático. 
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Neste trabalho os autores resolveram o fluxo do fluido secundário sem preocupação com o fe-

nômeno da solidificação. A transferência de calor para o MMF foi tratada como difusiva pura. O 

MMF utilizado foi um Penta-Hidrato. Os autores apresentam resultados referentes ao aumento 

do volume do MMF e aumento do número de tubos. Para ambas as situações os autores avaliam 

o tempo para descarregar o sistema, a duração do patamar de temperatura inicial e a duração do 

patamar de regime permanente. 

Tsai e Hwang, 1998, investigaram experimental e numericamente o efeito da varia-

ção da massa específica da água durante um escoamento laminar no interior de dutos. As paredes 

dos dutos foram mantidas abaixo da temperatura de fusão da água, promovendo a solidificação 

durante o escoamento. Os autores não descrevem com detalhes o aparato experimental utilizado 

para a visualização da morfologia da mudança de fase e dos escoamentos secundários. O elemen-

to indicador utilizado pelos autores para a visualização foi o Mercúrio Cromo. O tratamento nu-

mérico não é apresentado, mas os autores citam referências onde os métodos são apresentados e 

discutidos. Soluções numéricas e fotografias da evolução da região sólida, no experimento, são 

apresentadas e comparadas. A interferência do processo convectivo no mecanismo de transferên-

cia de calor pode ser observada e avaliada. Os escoamentos secundários podem ser observados, 

além da excentricidade entre a região líquida e a parede da tubulação, originada pelos escoamen-

tos secundários, devido aos gradientes de massa específica. Comparações com as soluções exis-

tentes na literatura também são apresentadas para a taxa de transferência de calor ao longo da 

tubulação.  

Milón e Braga, 2000, investigaram o desempenho térmico de sistemas de armazena-

mento de energia latente em geometrias esféricas utilizando como MMF a água. Para isto cons-

truíram um dispositivo no qual circularam uma mistura de Álcool-Água como veículo térmico, 

efetuando medições de temperatura e fluxo, bem como medições de temperatura no interior da 

esfera. Com isto controlaram as condições de fluxo e avaliaram o comportamento do transiente 

térmico do MMF quando da alteração da temperatura do banho, possibilitando a visualização da 

ocorrência do super-resfriamento. A posição da fronteira de mudança de fase também pode ser 

detectada juntamente com o comportamento da potência térmica para as diversas situações de 

ensaio. Os autores concluíram que com a diminuição da temperatura do fluido secundário a pos-

sibilidade da ocorrência do super-resfriamento é minimizada. O super-resfriamento pode ainda 

reduzir a capacidade de armazenamento. Os autores apresentam conclusão referente ao aumento 

do volume de armazenamento, esferas com diâmetros maiores tem maior resistência a retirada de 

energia, mas os resultados apresentados no trabalho são válidos para apenas um diâmetro. 

Scalon, Padilha e Ismail, 2000, simulam através da técnica de elementos finitos a fu-
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são de um MMF em uma cavidade anular. Neste trabalho os autores avaliam a contribuição da 

convecção natural na solução através da comparação com uma solução onde foi assumido o pro-

cesso puramente difusivo. A influência da razão entre os raios da cavidade sobre o processo de 

mudança de fase também é discutido chegando a conclusão que do ponto de vista térmico é a-

conselhável a utilização de diâmetros menores para que a fusão completa ocorra em tempos me-

nores. 

Rocha e Nieckele, 2002, simulam através da técnica de volumes finitos, o processo 

de solidificação de um metal puro no interior de uma cavidade fechada, bidimensional cartesia-

na, sob influência da convecção natural turbulenta. A influência do regime turbulento na cinética 

dos do processo de solidificação foi avaliada. A influência do número de Rayleigh nos campos 

de temperatura, velocidade, energia cinética turbulenta e sua taxa de dissipação também foi in-

vestigada. Resultados para a posição da fronteira de mudança de fase são apresentados 

Alguns trabalhos nesta subclasse (fusão interna) consideram o sólido livre no interior 

do duto e entre estes trabalhos pode-se citar Bareiss e Beer, 1984, que apresentam uma solução 

analítica e experimental para o problema considerado utilizando como MMF a parafina C18H38 e 

o P-xylene C9H10. Neste trabalho o sólido foi considerado livre, a mercê das forças de empuxo. 

Através da observação da evolução da fronteira de mudança de fase por fotografias, observou-se 

que o processo de fusão para estes MMF não ocorreu em sua totalidade na parte superior do tu-

bo. Através da fixação de um sinalizador na superfície superior do sólido, comprovou-se que o 

processo de transferência de calor, e conseqüentemente a fusão, são mais intensos na região de 

contato entre o sólido e a parede, permitindo assim ao sólido manter uma geometria na forma de 

um arco circular durante todo o processo na face superior. Na região de contato entre o sólido e a 

parede do tubo existe um “canal” por onde escoa a massa líquida, oriunda da fusão do sólido, em 

direção às extremidades onde está a região de líquido. A energia do escoamento provém da pres-

são exercida pelo sólido em função das diferenças de massa específica. São apresentados resul-

tados comparativos entre as espessuras de sólido fundidos na região parede líquido, onde predo-

mina a convecção, e a região sólida, onde não é claro a forma predominante de transferência de 

calor. Foram propostas expressões para a duração do processo e para o Nusselt através da avalia-

ção do comportamento geométrico das regiões, sólida e líquida, em conjunto com relações de 

forças de empuxo entre sólido e líquido no “canal” formado entre o MMF na fase sólida e a pa-

rede na região superior. Os resultados apresentados são válidos apenas para os MMF apresenta-

dos no trabalho.  

Webb et al., 1987, realizaram estudos experimentais sobre a fusão em geometria ci-

líndrica com o sólido livre, sendo a evolução da fronteira de mudança de fase em função do tem-
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po visualizada através de fotografias. A água e a parafina foram utilizadas como MMF 

Fomin e Saitoh, 1999, trabalharam a mesma classe de problema para geometria esfé-

rica utilizando a formulação proposta por Bareiss e Beer, 1984. 

Uma outra subclasse de trabalhos, na área do armazenamento de energia latente, pro-

cura aumentar o grau de conhecimento sobre a metaestabilidade durante a solidificação do 

MMF. Nesta classe de trabalhos pode-se citar Saito et al, 1990, onde a interferência do super-

resfriamento na solidificação da água foi investigada de forma experimental. O principal objetivo 

dos autores foi a de obter correlações entre as propriedades da superfície de transferência de ca-

lor, taxa de resfriamento e temperatura de solidificação da água super-resfriada. O processo de 

mudança de fase foi visualizado e registrado com o auxílio de fotografias e vídeos. No trabalho 

são expostos fotografias para diversas superfícies de resfriamento. Os efeitos da rugosidade su-

perficial também foram investigados. 

Chen e Lee, 1997, apresentam um trabalho onde iniciam mencionando que uma das 

principais desvantagens ao se utilizar água pura como MMF está no fato de existir um elevado 

grau de super-resfriamento, em baixas velocidades de resfriamento, que ocorre para a solidifica-

ção da água. Para que a nucleação aconteça e os pontos de nucleação sobrevivam é necessário 

que a temperatura na água atinja valores abaixo da temperatura de equilíbrio, caracterizando um 

estado de metaestabilidade. Este estado terminará após o início da nucleação e ocorre então o 

crescimento dendrítico de cristais de gelo dentro da região super-resfriada. Durante o crescimen-

to dendrítico a energia retirada na solidificação será consumida pelo MMF líquido super-

resfriado e no final do processo de crescimento dendrítico o líquido estará com a temperatura de 

equilíbrio de 0°C. 

Se a metaestabilidade perdurar em grande parte ou por todo o processo de fusão en-

tão a energia de resfriamento armazenada será na forma sensível. Para ser possível o armazena-

mento e conseqüentemente a mudança de fase, traduzida pela nucleação, é necessário que a tem-

peratura do banho atinja valores ainda mais baixos do que aqueles necessários para haver a nu-

cleação. Isto irá promover um rebaixamento do coeficiente de performance do ciclo termodinâ-

mico do equipamento de refrigeração. A eficiência no armazenamento está associada à minimi-

zação do efeito do super-resfriamento, aumentando a probabilidade da ocorrência da solidifica-

ção. Com esta finalidade os autores desenvolveram este trabalho teórico experimental para a so-

lidificação ocorrendo internamente a tubos. Neste trabalho são apresentados resultados experi-

mentais para a interferência da taxa de resfriamento, diâmetro do cilindro e agentes nucleadores 

sobre as temperaturas de super-resfriamento. Através de fotografias e medição de temperatura no 

interior do MMF pode-se observar que o crescimento dendrítico ocorre somente nas regiões su-
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per-resfriadas e que quanto mais intensa for a taxa de resfriamento menor será o crescimento 

dendrítico. Pode-se dizer que para temperaturas de parede menores que -10°C o crescimento 

dendrítico é desprezível. Gráficos com o comportamento da probabilidade de solidificação ver-

sus temperatura do banho são apresentados, onde pode-se observar que para temperaturas de 

banho abaixo dos –9°C em 100% dos experimentos ocorreu a solidificação, enquanto que para 

temperaturas na faixa dos -7°C em apenas 50% dos experimentos. Já para temperaturas de banho 

a –4°C em nenhum experimento ocorreu a solidificação. O material utilizado para o tubo no ex-

perimento foi o cobre, possuidor de uma alta condutividade térmica. O crescimento dendrítico 

torna-se mais intenso com a diminuição do diâmetro da tubulação e a probabilidade de solidifi-

cação aumenta com o aumento do diâmetro até certos limites. O efeito dos agentes nucleadores e 

o comportamento da solidificação também foram observados pelos autores. Uma das conclusões 

a que os autores chegaram é que se a temperatura no centro do tubo ficar na faixa do –3°C o ci-

lindro não será bloqueado pelo crescimento dendrítico. 
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3. FORMULAÇÃO EMPREGADA NO PRESENTE TRABALHO 

A transferência de calor, do ou para o fluido, origina o surgimento de gradientes tér-

micos que por sua vez proporcionam a existência de gradientes de massa específica no interior 

do domínio fluido. Na presença do campo gravitacional, dependendo das configurações físicas, 

os gradientes de massa específica podem causar movimento e conseqüentemente a existência da 

convecção natural ou livre. 

Em configurações verticais, a convecção natural existirá sempre que houver diferen-

ças de temperatura entre o fluido e a superfície sólida, na presença de um campo de aceleração. 

Já nas configurações do tipo horizontais ou inclinadas, a existência da convecção livre pode so-

frer restrições impostas pela geometria. 

Em configurações restritivas, denominadas na literatura de cavidades, onde o fluido 

se encontra enclausurado entre superfícies que estão a temperaturas diferentes, a convecção só 

irá existir quando as forças de empuxo superarem as resistências opostas oriundas da ação da 

viscosidade. Em cavidades paralelepipédicas horizontais, com aquecimento na superfície superi-

or, para fluidos que possuem o coeficiente de expansão térmica, β, positivo e que expandem com 

a elevação da temperatura, o processo de transferência será difusivo, ocorrendo a estratificação. 

Para os fluidos que contraem com a elevação da temperatura (β negativo) irá ocorrer a convec-

ção quando as forças de empuxo superarem os efeitos da viscosidade. Na situação com aqueci-

mento pela superfície inferior o fenômeno se inverte, para fluidos que se contraem (β negativo) 

irá ocorrer a estratificação enquanto que para fluidos que expandem (β positivo) o predomínio 

das forças de empuxo começará a acontecer quando RaL > 1708, sendo, 

 
3

1 2
L

g (T T )LRa β −
=

αν
, (3.1) 

onde g é a aceleração gravitacional, L a dimensão característica que, para esta configuração, é o 

espaçamento entre as paredes, α a difusividade térmica, ν a viscosidade cinemática e T1 e T2 são 

as temperaturas das superfícies horizontais da cavidade. Assim, haverá um predomínio do meca-

nismo convectivo na transferência de calor através de células circulares de recirculação regular-

mente espaçadas. Para RaL ≥ 5x104, as células desaparecem e o movimento se torna turbulento. 

Em cavidades com as faces horizontais isoladas, o movimento celular é recirculatório, onde na 

parede quente o fluido tende a subir, e na parede fria, descer. Para RaL ≤ 103 o mecanismo pre-

dominante é difusivo com os efeitos viscosos superando o empuxo. Elevando-se o RaL, as cor-

rentes celulares se intensificam concentrando-se nas regiões próximas às paredes. No centro o-
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corre a estagnação do fluido. 

Em cavidades anulares, formadas por cilindros coaxiais, a configuração é caracteri-

zada pela existência de duas células convectivas simétricas em relação ao plano vertical. Segun-

do Raithby e Hollands, 1975, para Ra*
C < 102 o processo é difusivo puro, sendo: 
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  =
+

Ra , (3.2) 

onde De é o diâmetro externo, Di é o diâmetro interno e para esta geometria L é o espaçamento 

onde haverá fluido, sendo L= (De-Di)/2. 

Em trabalhos sobre cavidades anulares Kuehn e Goldstein, 1976 e 1978, apresentam 

soluções para RaL ≤ 2,4x103 onde o processo de transferência de calor é difusivo puro, enquanto 

que para valores de RaL ≤ 6,5x106, a convecção natural laminar predomina. Para RaL = 1,64x107, 

existem pontos de turbulência localizada na região superior dos tubos, enquanto que para RaL > 

2,4x107, o movimento interno é parcialmente turbulento. 

O tratamento de cavidade pode ser aplicado a um grande número de fenômenos natu-

rais e de processos industriais, associados a fusão e a solidificação. Como exemplo pode-se citar 

a fusão e a solidificação de um MMF, empregado como armazenador de energia em forma laten-

te, enclausurado em esferas, placas ou tubos, onde a superfície interna é móvel (fronteira de mu-

dança de fase). 

Na fusão, tanto no problema de Stefan como no de Neumann, a transferência de calor 

ocorre inicialmente por difusão. Com a evolução do processo o gradiente térmico da região na 

fase líquida aumenta, elevando a diferença de temperatura do líquido em relação ao sólido, assim 

como, um aumento no espaço físico ocupado pelo líquido. Em função disto, o número de Ra-

yleigh aumenta intensificando a convecção natural, tornando-a, em alguns processos, o meca-

nismo predominante de transferência de calor.  

Na solidificação, principalmente no problema de Neumann, o processo ocorre inici-

almente na presença da convecção natural, pois nesta classe de problema ocorrem gradientes 

térmicos elevados no início do processo. Com a evolução temporal os gradientes térmicos e os 

espaços preenchidos com líquido diminuem promovendo uma redução no número de Rayleigh 

fazendo, a partir de um determinado período, da difusão o mecanismo predominante de transfe-

rência de calor. 

Em virtude do exposto, as soluções propostas por Stefan e Neumann tem seu campo 

de aplicação reduzido, pois em sua abordagem utilizam condições simplificadoras que desconsi-
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deram a existência da convecção natural. A aplicação destas abordagens se justifica em situações 

em que as de forças de empuxo são suplantadas pelos efeitos da viscosidade. Assim a aplicação 

destas abordagens a problemas onde a convecção natural atua geram soluções com erro apreciá-

vel. 

Quando a intenção é a obtenção de soluções mais realistas é necessário o tratamento 

das não linearidades no interior das equações governantes, provenientes do fato de ter-se propri-

edades termofísicas, do MMF, variáveis. Isto, associado com a não linearidade física do proble-

ma (fronteira livre), promove um aumento no grau de complexidade exigindo formas de 

tratamento também mais complexas. A completa solução do problema exige o conhecimento de 

campos de temperatura, pressão, velocidades e massa específica, variáveis estas, que são inter-

dependentes, o que caracteriza um problema acoplado. 

A principal dificuldade na solução de problemas de mudança de fase está na identifi-

cação da posição da interface sólido líquido. Uma das necessidades desta identificação de posi-

ção ocorre devido ao comportamento particular das propriedades dos MMF no domínio para 

cada fase. Além disto a identificação da fronteira permite a determinação das parcelas de energia 

latente e sensível doadas através da avaliação do volume fundido. Assim, a geometria da frontei-

ra juntamente com os campos de temperatura e velocidades, permite avaliações no sentido de 

determinar as posições onde a transferência de calor é mais intensa, e o mecanismo predominan-

te nesta troca. Buscando a solução desta classe de problemas foi desenvolvida a formulação em 

entalpia, que será apresentada e discutida na seqüência. 

 

3.1. Formulação em Entalpia 

Uma das dificuldades em resolver os problemas de mudança de fase está associado 

ao fato da temperatura ser constante na interface líquido-sólido, no caso de substâncias puras. 

Isto faz com que a identificação da região de mudança de fase seja tarefa com certo grau de difi-

culdade. Nestas situações o emprego da equação da energia escrita em temperatura não consegue 

resolver a região de mudança de fase, necessitando do emprego de artifícios matemáticos como 

na formulação em temperatura apresentada em Sparrow et al., 1977. Uma forma de suplantar 

esta dificuldade é escrever as equações diferenciais governantes em função de propriedades que 

não sejam constantes naquela posição. Ao utilizar-se a propriedade termodinâmica entalpia como 

variável, nas equações governantes, essa dificuldade estará suplantada, pois o valor da mesma 

não é constante na interface, como pode ser observado pela Fig. 3.1. Além disto a identificação 

da posição da interface pode ser obtida através da avaliação do valor da entalpia no domínio com 
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o calor latente. Uma outra característica do método é o fato da malha computacional permanecer 

fixa, não havendo necessidade de adequações de malha na medida que a interface avança, 
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Fig. 3.1 – Comportamento da entalpia h em função da temperatura 
para uma substância pura. 

 

As equações governantes para o problema de mudança de fase ocorrendo em uma si-

tuação bidimensional, e no sistema de coordenadas cartesianas são apresentadas a seguir.  

A equação da energia, que escrita com a variável entalpia h nos termos advectivos, 

torna-se: 

 ( )h ( u h ) ( v h ) T Tk k
t x y x x y

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂ + + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   y

 , (3.3) 

onde u, e v são as velocidades nas respectivas direções x e y. A propriedade termodinâmica en-

talpia pode ser escrita com o auxílio da propriedade termodinâmica calor específico, 

 ( )P
P

hc T
T

∂ =  ∂ 
. (3.4) 

Para o fenômeno em estudo o comportamento do calor específico cp(T) pode ser a-

proximado para um valor constante devido ao fato da faixa de temperaturas não ser extensa. O 
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comportamento da entalpia com a temperatura pode ser observado na Fig. 3.1, onde convencio-

na-se que para o sólido na temperatura de fusão, T*, a entalpia assuma h=0. Quando o líquido 

estiver na temperatura de fusão a entalpia assume o valor h=λ o que segue a formulação de Cao 

et al., 1989. Assim a temperatura, para as diversas fases termodinâmicas que compõem o domí-

nio, pode ser escrita como 
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= → < < λ
 − λ + → ≥ λ


 (3.5) 

Introduzindo a temperatura de Kirchhoff, Solomon et al., 1986, 

 ( )
*

T

k
T

T k d= η η∫ , (3.6) 

onde k(η) representa a condutividade térmica, considerada constante para cada fase, e η é a fun-

ção que descreve o comportamento de k nas fases que compõem o domínio. Assim tem-se, 

  (3.7) 
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 − → ≥ λ →

Inserindo na temperatura de Kirchhoff, eq.(3.7), a expressão para a temperatura, 

eq.(3.5), obtém-se: 
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 (3.8) 

Introduzindo a eq. (3.7) nos termos difusivos da equação da energia, eq. (3.3), ob-

tem-se: 
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 ( )
** kk TT TTh k( u h ) ( v h ) kk k
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      ∂ +∂ +      ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂     + + = +
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, (3.9) 

e sendo T* constante a eq. (3.9) torna-se 

 ( ) 2 2

2
kh T T( u h ) ( v h )

t x y x
∂ ρ ∂ ∂∂ ρ ∂ ρ

+ + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 2

k

y
. (3.10) 

Escrevendo a temperatura de Kirchhoff como uma nova função, 

 ( )kT h h S(= Ε + h ) , (3.11) 

onde, empregando (3.8), 
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 (3.12) 

Assim equação da energia eq. (3.10), com a introdução da eq. (3.11), torna-se: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 2

h h h( u h ) ( v h )
t x y x y x y

∂ ρ ∂ Ε ∂ Ε ∂ ∂∂ ρ ∂ ρ
+ + = + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 2

S S
, (3.13) 

A equação da energia fica então escrita em função de uma única variável, podendo 

ser aplicada às três regiões distintas do domínio, região sólida, líquida e de mudança de fase. 

Aplica-se ainda a equação da conservação de massa, que para um escoamento in-

compressível é escrita da seguinte forma, 

 0u v
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
, (3.14) 

e as equações da quantidade de movimento nas coordenadas x e y, respectivamente, 
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 ( ) 2 2

2 2 x

u ( u ) ( uv ) p u u2

B
t x y x x y

∂ ρ  ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
+ + = − + µ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

ρ , (3.15) 

 ( ) 2 2 2

2 2 y

v ( uv ) ( v ) p v v B
t x y y x y

∂ ρ  ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
+ + = − + µ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

ρ , (3.16) 

sendo µ a viscosidade absoluta, Bx e By são as forças de campo que atuam nas respectivas coor-

denadas. Para este problema tem-se apenas a força de campo, gravitacional, atuando na direção 

negativa do eixo y, ficando By=-g e em x não existem forças de campo atuando. 

No interior das equações da quantidade de movimento em y, pode-se identificar os 

termos responsáveis pela força de empuxo (Fe), que originam as correntes convectivas, 

 e
pF
y

g∂
= − − ρ

∂
. (3.17) 

Nas regiões junto ao sólido, o movimento do fluido tende a desaparecer, u e v são a-

proximadamente iguais a zero. Assim, as equações da quantidade de movimento, para as coorde-

nadas y e x, tornam-se respectivamente, 

 p g
y

∂
= −ρ

∂
, (3.18) 

 0p
x

∂
=

∂
. (3.19) 

Das relações termodinâmicas de Maxwell [Van Wylen et al., 1998, Callen, 1985, e 

Bejan, 1994] tem-se a equação de estado termodinâmico que relaciona a massa específica com a 

temperatura e pressão, para uma determinada substância, 

 (T , p )ρ = ρ , (3.20) 

para pequenas variações de massa específica é aceitável expandir a função em torno de uma situ-

ação de referência, com uma série de Taylor, originando: 

 ( ) ( )ref ref ref
p T

T T p p ...
T p

 ∂ρ ∂ρ ρ ≅ ρ + − + − +  ∂ ∂   
 (3.21) 
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para líquidos pode-se escrever: 

 0
Tp

 ∂ρ
→ ∂ 

, (3.22) 

e utilizando o coeficiente de expansão térmico, definido como: 

 1

pref T
∂ρ β = −  ρ ∂ 

, (3.23) 

a eq. (3.21) assume, 

 ( )1ref refT T ρ ≅ ρ + β −  , (3.24) 

ρref  representa a massa específica de referência, conhecida para uma determinada temperatura de 

referência Tref. Com o conhecimento do coeficiente de expansão térmico pode-se determinar o 

comportamento da massa específica em função da temperatura, e a eq. (3.18) torna-se: 

 (1ref ref
p g T
y

∂ )T = − ρ + β − ∂
. (3.25) 

Na região líquida, a força de empuxo dada pela eq. (3.17), pode ser escrita com a uti-

lização da eq. (3.24), ficando, 

 (1e ref ref
pF g T
y )T∂  = − − ρ + β − ∂

, (3.26) 

inserindo, a eq. (3.26) na eq. (3.16), escrita na forma não conservativa, tem-se para a coordenada 

y, 

 
( )

( )
2 2

2 2

1ref ref ref

ref ref

u v v pT T u v g
t x y y

v vg T T .
x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ρ + β − + + = − − ρ     ∂ ∂ ∂ ∂   
 ∂ ∂

− ρ β − + µ + ∂ ∂ 

 (3.27) 

Observando na eq.(3.27), que o termo gρref representa a pressão hidrostática por uni-

dade de comprimento, pode-se definir a pressão total que incorpora a parcela hidrostática como: 
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 H
ref

p p g
y y

∂ ∂
= − ρ∂ ∂ 


 . (3.28) 

Segundo Bejan, 1994, o termo ( )refT Tβ −  contido no lado esquerdo da eq. (3.27) 

pode ser desconsiderado quando as variações de temperatura forem pequenas. Para situações 

onde o fluido de trabalho é um líquido submetido a pequenos gradientes térmicos pode-se rees-

crever a eq. (3.27) na forma conservativa, para a coordenada y da seguinte forma, 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
ref ref ref H

ref ref

v uv ( v ) p v vg T T
t x y y x

 ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ  ∂ ∂ + + = − − βρ − + µ +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   y
∂ . (3.29) 

Na coordenada x não existe um campo gravitacional atuando, gρref=0, portanto o 

termo da pressão não engloba a parcela hidrostática como em y. De modo análogo ao efetuado 

para a coordenada y, 

 
( ) 2 2 2

2 2
ref ref refu ( u ) ( uv ) p u u .
t x y x x

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ

y
 ∂ ∂ ∂

+ + = − + µ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (3.30) 

Com a eq. (3.29) tem-se uma expressão que incorpora os efeitos das forças de empu-

xo no interior do líquido, função dos gradientes térmicos, e responsáveis pela existência da con-

vecção natural. O procedimento adotado anteriormente, para tratar a equação da quantidade de 

movimento (3.29), é denominado na literatura de aproximação de Boussinesq. 

Para exemplificar a utilização da formulação em entalpia com malha fixa selecionou-

se, na literatura, os trabalhos de Cao et al., 1989, e Vielmo, 1993, os quais serão apresentados 

separadamente a seguir. 

O problema resolvido por Cao et al., 1989, consiste de uma barra de gelo com duas 

paredes isoladas, condição de contorno de segunda espécie, e as outras duas paredes a uma con-

dição de contorno de primeira espécie, como descrito na Fig. 3.2. 

Para obtenção da solução do problema foi empregada a técnica de Volumes Finitos 

para aproximar as equações governantes. Os autores desconsideraram a convecção natural, pois 

consideraram a massa específica, ρ, constante em todo o domínio, ρs=ρL, enquanto que as de-

mais propriedades foram mantidas constantes em cada fase do domínio. Na interface sólido-

líquido, foram considerados valores médios para as propriedades termofísicas.  

A solução obtida por Cao et al foi comparada com a solução obtida por Crowley, 

1978, e Hsiao, 1984, foram utilizando os parâmetros temperatura adimensional, θ, e número de 
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Stefan. As soluções para a interface de mudança de fase ao longo da diagonal são mostradas na 

Fig. 3.3 e Fig. 3.4. As soluções foram obtidas utilizando uma malha tridimensional de 20x20x30. 

 

D

Tw

Tw 

Fig. 3.2 – Descrição geométrica do modelo físico do problema de Cao et al., 
1989, (Bloco de Gelo) juntamente com as condições de contorno nas paredes. 

 

CAO ET AL

Fig. 3.3 – Posição da interface de mudança de fase ao longo da diagonal 
central durante a solidificação, em função do tempo adimensional τ  para 

kL=0,9kS, αL=0,9αS, θ=1,0, Ste=0,641 e (Tw-T*)=20 K, Cao et Al., 1989. 
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CAO ET AL 
CAO ET AL (∆T=20°C)

Fig. 3.4 - Posição da interface de mudança de fase ao longo da diagonal 
central durante a solidificação em função do tempo adimensional τ  para 

kL=0,9kS, αL=0,9αS, θ=1,3 e Ste=2 e (Tw-T*)=2 K, Cao et Al., 1989. 

O segundo exemplo é o problema apresentado e resolvido parcialmente por Gobin e 

Bérnard, 1989, resolvido totalmente por Vielmo, 1993, e também no presente trabalho. Este pro-

blema consiste de um bloco de uma substância pura, que neste caso é Estanho, submetido à con-

dição inicial onde todo o domínio encontra-se na fase sólida na temperatura de fusão T*. Em um 

determinado instante a superfície esquerda do referido bloco é submetida a uma temperatura Tw, 

superior a temperatura de fusão, enquanto que as superfícies superior, inferior e lateral direita 

são mantidas em uma condição adiabática, como descrito pela Fig. 3.5. As propriedades termofí-

sicas consideradas para este problema exemplo foram: 
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Fig. 3.5 - Descrição geométrica do modelo físico do problema  bloco de estanho 
juntamente com as condições de contorno nas paredes e a condição inicial. 

 

Para a solução deste problema de mudança de fase foi aplicada a técnica de Volumes 

Finitos utilizando uma malha computacional de 58x58 volumes. O esquema Power Law foi utili-

zado para tratar os fluxos nas fronteiras, e o algoritmo SIMPLEC foi utilizado para tratar o aco-

plamento pressão-velocidade. O sistema algébrico resultante foi resolvido utilizando o TDMA 

com correção por blocos. Valores da ordem de 10-8 foram utilizados como critérios de conver-

gência, tanto para as variações relativas da entalpia como para os máximos resíduos de massa. 

Este problema também foi investigado experimentalmente por Gau e Viskanta, 1986. 

A seguir são apresentados alguns resultados referentes a este problema. Entre os resultados 

expostos na Fig. 3.6, existem duas situações, t=3643 s e t=7484 s, as quais foram obtidas para 

fins de comparação com as soluções experimentais e as soluções numéricas obtidas por Vielmo, 

1993. Pode-se observar que para a situação de t=500 s a fronteira de mudança de fase já possui 

uma leve inclinação, indicando que a convecção natural já é atuante. A partir deste ponto ocorre 

uma deformação na região superior, intensificando-se com o passar o tempo. Isto ocorre em vir-

tude da existência dos vórtices e do predomínio da transferência de calor convectiva. 
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0 0.02 0.04 0.06 0.08
X (m)

Y
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)

Presente Solução 500 s

Presente Solução 1500 s

Experimental 3643 s

Vielmo 3643 s

Presente Solução 3643 s

Experimental 7884 s

Vielmo 7884 s

Presente Solução 7484 s

Presente Solução 9000 s

Fig. 3.6 - Comportamento espacial da fronteira de mudança de fase para di-
versas posições temporais para o problema descrito pela Fig. 3.5. 

 

Na figura Fig. 3.6 nota-se que existe discordância entre os resultados experimentais e 

numéricos. Segundo Vielmo, 1993, estas diferenças são parcialmente creditadas à dificuldade de 

se manter a condição de contorno, ∆T=2°C, no experimento, principalmente nos primeiros ins-

tantes do desenvolvimento do ensaio experimental. No início do experimento ocorrem as maio-

res taxas de transferência de calor. No seu decorrer isto não acontece, já que a condição de con-

torno não pode ser mantida, portanto a fronteira de mudança de fase avança mais rapidamente na 

simulação, causando as diferenças registradas. Outra fonte de discordância pode estar associada 

aos valores das propriedades físicas utilizadas na simulação que podem ser diferentes daquelas 

que ocorrem no desenvolvimento do ensaio experimental. 

O comportamento do processo de transferência de calor será detalhado nas Fig. 3.7, 

Fig. 3.8 e Fig. 3.9, que apresentam as linhas de corrente para diferentes instantes de tempo. As-

sim pode-se visualizar a complexidade e a dinâmica da estrutura de vórtices no domínio líquido. 

Na situação t=3643 s existem quatro vórtices, um central, que é o maior responsável pela trans-

ferência convectiva girando no sentido horário, e outros três girando em sentido contrário. Na 

situação t=7484 s, ocorre o surgimento de um quinto vórtice na posição inferior, de pequena 

intensidade. Este vórtice não sobrevive, pois na situação seguinte, em t=8500 s, ele desaparece, e 

a configuração anterior retorna. 
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Fig. 3.7 – t=3643 s, comportamento das linhas de corrente . Valores nega-
tivos significam sentido horário e os positivos os anti-horários. 
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Fig. 3.8 - t=7484 s, comportamento das linhas de corrente. Valores negati-
vos significam sentido horário e os positivos os anti-horários. 
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Fig. 3.9 - t=8500 s, comportamento das linhas de corrente. Valores nega-
tivos significam sentido horário e os positivos os anti-horários. 

 

Mesmo com as pequenas diferenças entre as soluções, a simulação conseguiu prever 

o comportamento da fronteira de mudança de fase. Com a solução deste problema conseguiu-se 

testar e validar o método da entalpia, e a rotina computacional que serão utilizados para atingir o 

objetivo a que se propôs o presente trabalho. 
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4. ARMAZENAMENTO DE CALOR EM MMF NO INTERIOR DE CILINDROS 

Entre os diversos sistemas de armazenamento de energia na forma latente, emprega-

dos para auxiliar plantas de refrigeração industriais e de ar condicionado, encontra-se a configu-

ração demonstrada na Fig. 4.1. Nesta configuração, empregada em bancos de gelo, o MMF nor-

malmente utilizado é a água. Dependendo do nível de temperatura desejado podem ser utilizadas 

outras substâncias, ou até mesmo a água associada a produtos que baixem o seu ponto de fusão. 

Segundo Chen e Lee, 1998, agentes nucleadores são utilizados para evitar o super-resfriamento, 

que é prejudicial ao processo de “carga” dos bancos de gelo. 

Fig. 4.1 – Esquema de um banco de gelo. 

Nesta configuração o MMF fica enclausurado no interior de uma bancada de tubos, 

inserido em um tanque trocador de calor. Os tubos por sua vez são expostos ao escoamento de 

um fluido em sua parte externa. O fluido do escoamento atua como veículo térmico ao sistema 

de refrigeração, ou central de ar condicionado, promovendo a “carga” e “descarga” do banco de 

gelo de acordo com as necessidades. 
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Para a aplicação destes sistemas auxiliares de termoacumulação, é necessário um 

projeto de engenharia que incorpore entre suas etapas avaliações que visam determinar o tama-

nho, configurações físicas da instalação, capacidade de armazenamento e quantidade de MMF 

necessária para satisfazer os requisitos. A potência das trocas de energia entre o veículo térmico 

e o MMF é um fator crucial no projeto destes sistemas, e para que as avaliações sejam realizadas 

de forma coerente é necessário que se tenha em mãos correlações matemáticas que modelem a 

transferência de calor, durante os processos de fusão e solidificação em regime transiente durante 

as situações de “carga” e “descarga” dos referidos bancos de gelo. No atual estágio de desenvol-

vimento científico as correlações para estes problemas são escassas e aplicáveis a situações bas-

tante simplificadas. 

Os problemas fusão e solidificação da água em bancos de gelo se inserem na classe 

dos problemas do tipo fronteira livre, e possuem as complexidades características desta classe de 

problema, com não linearidades matemáticas e físicas. Para obter resultados alguns autores têm 

recorrido a hipóteses simplificadoras objetivando diminuir o grau de complexidade associada as 

não linearidades nas equações governantes. É comum a utilização da hipótese de que as proprie-

dades termofísicas da água sejam constantes com a temperatura. Entre as propriedades da água, a 

que mais interfere é a massa específica, que além de ser variável com a temperatura apresenta 

uma inversão de valor em uma situação próxima a temperatura de fusão, como mostrado na Fig. 

4.2. Este comportamento é responsável por uma configuração complexa nas linhas de fluxo, sen-

do de difícil tratamento para os métodos de solução. A aproximação que considera a massa espe-

cífica do MMF, ρ, constante em todo o domínio, fase líquida, sólida e interface, ainda é empre-

gada em bancos de gelo. Uma conseqüência imediata desta simplificação adotada é a desconsi-

deração da existência da convecção natural, tornando o processo de troca térmica difusivo puro. 

Em trabalhos onde a convecção natural é tratada a aproximação de Boussinesq é aceita normal-

mente. Nestes casos o comportamento da massa específica é usualmente considerado linear com 

a temperatura, e o coeficiente de expansão térmica, β, constante. 

Deve ser salientado que algumas modelagens matemáticas propostas para esta classe 

de problema tornam-se impraticáveis se não forem adotadas hipóteses simplificadoras. Em fun-

ção disto grande parte das soluções apresentadas na literatura apresenta um certo grau de distan-

ciamento com a realidade.  

A utilização de condições de contorno de primeira espécie homogênea, em toda a pa-

rede da tubulação, também é um fator a auxiliar no distanciamento da realidade, pois sabe-se que 

nas paredes do tubo a convecção não é uniforme, como se pode observar pelos resultados de Gi-

ede e Calif, 1948, apresentados na Fig. 4.3. 
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Fig. 4.2 - Comportamento da massa específica relativa da água, 
ρ0, em relação a temperatura. 

O comportamento da transferência de calor externa a um tubo depende da velocidade 

do escoamento não perturbado, das características do fluido externo, dimensões do tubo, particu-

laridades da superfície do tubo, regime de escoamento, posição da transição entre escoamento 

laminar e turbulento na camada limite, e da posição onde ocorre separação da camada limite. As 

correlações matemáticas para a transferência de calor convectiva externa a tubos são apresenta-

das normalmente para uma situação média, não apresentando correlações para o comportamento 

angular, correlações locais. Isto é justificado pelo fato de que na engenharia é necessário, nor-

malmente, se determinar o fluxo total de transferência de calor, portanto necessita-se de valores 

médios que englobam todos os efeitos locais em torno do cilindro. 

Para feixes de tubos a transferência de calor possui comportamento diferenciado en-

tre os tubos que estão nas primeiras fileiras e aqueles que estão em fileiras mais internas ao feixe. 

A transferência de calor na primeira fileira é muito semelhante àquela que ocorre para um tubo 

único. O coeficiente de transferência de calor é menos intenso para os tubos situados até a quinta 

fileira, ficando estabilizado para as demais fileiras na maioria das configurações. Isto se deve ao 

fato de que os primeiros tubos atuam como malha de turbulência. Fatores adicionais do tipo dis-

posição dos tubos em relação ao escoamento (alternados ou alinhados), o número de tubos, o 

passo longitudinal SL e o passo transversal ST, interferem na transferência de calor em feixes de 

tubos. Da mesma forma que para um tubo, a bibliografia específica apresenta correlações médias 

para a transferência de calor. 
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Fig. 4.3 - Comportamento do número de Nusselt em função da posição 
angular θ para um tubo submetido a um escoamento externo de ar 

[resultados de Giede e Calif, 1948]. 

Estas correlações médias são normalmente utilizadas como condições de contorno de 

terceira espécie, mas possuem o inconveniente, mesmo dentro de um certo conjunto de condi-

ções, de apresentarem incertezas máximas da ordem de 25%. 

Uma maior aproximação com a realidade pode ser atingida através da aplicação de 

uma modelagem que permita o tratamento das complexidades que interferem de forma significa-

tiva no processo. Tendo isto como objetivo, enfocou-se o problema prático do processo de fusão 

e solidificação de um MMF, água pura neste caso, enclausurado no interior de um tubo perten-

cente a um módulo armazenador, levando em conta o comportamento variável da massa especí-

fica em relação à temperatura, utilizando condições de contorno de primeira e terceira espécies, 

sendo a última localizada. 
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4.1. Modelo Físico e Condições de Contorno 

Para simular este problema foram consideradas as condições de contorno de primeira 

e terceira espécies, como demonstrados pelos modelos físicos expostos na Fig. 4.4. 

 

Tw rs rs 

Fig. 4.4 – Modelo físico para as situações com condição de contorno de primei-
ra e de terceira espécies na parede do tubo. 

As condições de contorno de primeira espécie utilizadas para a equação da energia na 

fusão e na solidificação, 

 0 0wT( r , ) T tθ = → > , (4.1) 

e para a condição de contorno de terceira pode-se escrever, 

 ( )
0

0 0
r r

Tk h T T r , t
r θ ∞

=

∂
− = − θ →  ∂

> . (4.2) 
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Para o problema hidrodinâmico as condições de contorno utilizadas, para ambos os 

casos, foram de não deslizamento e impermeabilidade nas paredes, tanto do tubo como do MMF 

sólido, 

 . (4.3) 00 Su v r r e r r= = → = =

A condição inicial a ser assumida na solução do problema térmico durante a fusão é 

dependente da abordagem a ser utilizada. Na abordagem de Stefan tem-se: 

 ( ) 0*T r, T tθ = → = , (4.4) 

enquanto que na abordagem de Neumann, 

 ( ) 0SupT r, T tθ = → = . (4.5) 

Na solidificação a condição inicial será: 

 ( ) 0iniT r , T tθ = → = . (4.6) 

Para o problema hidrodinâmico, 

 0 0 . (4.7) u v t= = → =

4.2. Equações Governantes 

As equações governantes que descrevem os fenômenos fusão e solidificação, para o 

sistema de coordenadas cilíndricas, são escritas a seguir. A equação da continuidade é escrita 

como: 

 ( ) ( )1 1 0
r v u

t r r r
∂ ρ ∂ ρ∂ρ

+ +
∂ ∂ ∂θ

= , (4.8) 

onde r e θ representam as coordenadas radial e angular, v e u as velocidades radial e angular, 

respectivamente. 

Equações da quantidade de movimento nas direções r e θ, 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 2
r

r vv uv rvu p v u B ,
t r r r r r r r r r r

∂ ρ  ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + µ + + +  ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂θ   

ρ (4.9) 
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( ) ( ) ( )

( )

2

2

2 2 2

1 1

1 1 1 2

uu r vu uv
t r r r r

rup u v B ,
r r r r r r θ

∂ ρ∂ ρ ∂ ρ ρ
+ + + =

∂ ∂ ∂θ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + µ + + + ρ  ∂θ ∂ ∂ ∂θ ∂θ   

 (4.10) 

onde Br e Bθ são as componentes radial e angular das forças de campo, que em ambos os casos é 

a aceleração gravitacional g. Com o auxílio das definições já utilizadas, no Capítulo Três deste 

trabalho, a aproximação de Boussinesq é aplicada aqui também, 

 ( )1ref refT T ρ ≅ ρ −β −  , (4.11) 

aplicando a equação anterior nos termos de empuxo das eq. (4.9) e (4.10), assumindo a tempera-

tura de referência como a temperatura de fusão Tref=T* e ρref=ρ* pode-se escrever, 

 (*H
r

p p pg g( cos ) g cos T
r r r

∂ ∂ ∂
− + ρ = − + ρ − θ = − + ρ β θ −

∂ ∂ ∂
)*T , (4.12) 

 (1 1 1 *Hp p pg g( sen ) g sen T
r r rθ

∂ ∂ ∂
− + ρ = − + ρ θ = − − ρ β θ −

∂θ ∂θ ∂θ
)*T

−

, (4.13) 

onde pH é a componente hidrostática da pressão, como na eq. (3.28). 

Em função da massa específica da água não se comportar de forma  linear com a 

temperatura, como descrito na Fig. 4.2, é necessário determinar o comportamento do coeficiente 

de expansão térmico β em função da temperatura, para cada volume discretizado. Para isto utili-

zou-se o polinômio que descreve o comportamento da massa específica em função da temperatu-

ra, apresentado por Vasseur et al., 1983, através do qual obteve-se: 

 , (4.14) 7 2 5 51 9364 10 1 7507012 10 6 59759847 10, x T , x T , x− −β = − + −

onde na eq. (4.14) o valor da temperatura deve ser utilizado na escala Celsius. Para os demais 

termos das equações de quantidade de movimento, onde está presente a massa específica, o 

comportamento da mesma será considerado constante por dois motivos. O primeiro por estar-se 

trabalhando com um fluido que possui variações na massa específica da ordem de 0,02%, para 

variações de temperatura de 10°C. O segundo é devido ao fato de que a massa específica, nos 

termos advectivos das equações, está associada ao fluxo de massa e as pequenas variações de 

massa específica que ocorrem devido à variação na temperatura pouco interferem na solução. 
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Com valores de β conhecidos pode-se inserir as eqs. (4.12) e (4.13) nas eqs. (4.9) e 

(4.10), obtendo: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2 2 2

1 1

1 1 2

* * * *
H

* *

v r v uv u p
t r r r r r

rv v u g cos T T ,
r r r r r

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ρ ∂
+ + + = −

∂ ∂ ∂θ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ µ + + + ρ β θ −  ∂ ∂ ∂θ ∂θ   

 (4.15) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

2 2 2

1 1 1

1 1 2

* * * *
H

* *

u r vu u uv p
t r r r r r

ru u v g sen T T .
r r r r r

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ρ ∂
+ + + = −

∂ ∂ ∂θ ∂θ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+µ + + − ρ β θ −  ∂ ∂ ∂θ ∂θ   

 (4.16) 

A equação da energia, 

 ( ) ( ) ( ) 2

2 2

1 1 1 1h r vh uh Tk r
t r r r r r r r

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ T  ∂ ∂  ∂ + + = +   ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂   θ 
, (4.17) 

escrita como no item formulação em entalpia, sem o termo fonte. Segundo o modelo de Cao et 

al., 1989, onde foi utilizado o conceito de temperatura de Kirchhoff Tk, para uma substância pura 

tem-se: 

 ( ) ( ) ( ) 2

2 2

1 1 1 1Kh r vh uh Tr
t r r r r r r r

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ KT  ∂ ∂  ∂ + + = +   ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ   
, (4.18) 

e utilizando a temperatura de Kirchhoff como uma função, 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )22

2 2 2 2

1 1 1

1 1 1

h r vh uh ( h )hr
t r r r r r r

S h S h( h )h r ,
r r r r r

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ  ∂ ∂Ε  + + =   ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂  
 ∂ ∂ ∂ Ε ∂

+ + +   ∂θ ∂ ∂ ∂θ  

 (4.19) 

onde como no Capítulo Três do presente trabalho, tem-se: 

 



_____________________Armazenamento de Energia em MMF no Interior de Cilindros    65

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0

0

S

p S

L L

p pL L

kh S( h ) h ( fase Sólida ),
c

h S( h ) h ( Interface ),
k kh S( h ) h ( fase Líquida ).
c c

Ε = = → ≤ →

Ε = = → < < λ →

λ
Ε = = − → ≥ →

 (4.20) 
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5. O ESQUEMA NUMÉRICO 

Para a discretização das equações da quantidade de movimento e a equação da ener-

gia em geometria polar, empregou-se a aproximação descrita em Patankar, 1980 e Maliska, 

1995. Neste método as equações são discretizadas pela aplicação da lei da conservação sobre 

volumes de controle. 

Para a aplicação do esquema numérico é conveniente escrever as equações da ener-

gia e da quantidade de movimento de forma semelhante e que serão representadas por uma equa-

ção genérica. As equações da quantidade de movimento são, inicialmente para a coordenada r, 

 
( ) ( ) ( )2

2

1 1 1 1
* * *

r

v r v uv v vr
t r r r r r r r

φ
∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂   + + = µ + µ   ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ ∂θ   

G+ , (5.1) 

onde, 

 ( ) (
2

2 2

2*
*H

r

uu v pG
r r r r

φ ∂ µρ µ ∂
= − − − + ρ β θ −

∂θ ∂
)*g cos T T . (5.2) 

Para a coordenada θ, 

 
( ) ( ) ( )2

2

1 1 1 1
* * *u r uv u u ur
t r r r r r r r

φ
θ

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂   + + = µ + µ   ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ ∂θ   
G+ , (5.3) 

onde, 

 ( ) (2 2

2 1*
*Hv v pG u g s

r r r r
φ
θ

∂ µ  µ ρ ∂
= − + − − ρ β θ − ∂θ ∂θ 

)*en T T . (5.4) 

A equação da energia, 

 ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 1h r vh uh h hE Er
t r r r r r r r

φ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂   + + = +   ∂ ∂ ∂θ ∂θ ∂θ ∂ ∂   
G+ , (5.5) 

onde, 

 ( ) ( )2

2 2

1 1S h S h
G r

r r r r
φ ∂ ∂ ∂

= + ∂ ∂ ∂  θ
. (5.6) 

As equações da quantidade de movimento e da energia podem assim ser representa-
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das, por uma equação diferencial para uma variável genérica φ. 

 ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 1r v u
r G

t r r r r r r r
φ∂ ρφ ∂ ρ φ ∂ ρ φ ∂ ∂φ ∂ ∂φ   + + = Γ + Γ   ∂ ∂ ∂θ ∂θ ∂θ ∂ ∂   

+




, (5.7) 

onde Γ é o coeficiente difusivo, que assume valores específicos para cada caso e Gφ é o termo 

fonte. 

Fig. 5.1 - Volume elementar e seus vizinhos para situação bidimensional 

Definindo o fluxo total da variável genérica como: 

 
Fluxo advectivo Fluxo difusivo

J
da variável da variável

  
= +  φ φ   

, (5.8) 

assim os fluxos nas respectivas direções são: 

 rJ u e J v
r rθ
Γ ∂φ ∂φ

= ρ φ − = ρ φ − Γ
∂θ ∂

. (5.9) 

A expressão (5.7) pode ser reescrita como: 

 ( ) ( )1 1 0rJ rJ G
t r r r

φθ∂ ρφ ∂∂
+ + +

∂ ∂θ ∂
= , (5.10) 

e integrando nos elementos de volume de controle, e no tempo, obtém-se: 

 ( ) ( )1 1 0
t t s e

r

t n w

J rJ G rd drdt
t r r r

+∆
φθ∂ ρφ ∂ ∂

+ + + θ ∂ ∂θ ∂ 
∫ ∫ ∫ = . (5.11) 
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Os esquemas de evolução temporal podem ser expressos de uma forma também ge-

nérica, da seguinte forma: 

 ( )1 01
t t

p p
t

dt f f
+∆

p φ = φ + − φ ∫ , (5.12) 

onde 0 ≤ f ≤ 1. Para o esquema explícito f=0 e para o esquema totalmente implícito f=1. Para 

garantir a positividade dos coeficientes e evitando as divergências associadas à evolução tempo-

ral, o esquema totalmente implícito será adotado conforme mostrado na figura a seguir: 

Fig. 5.2 - Esquema  para a evolução temporal totalmente implícito 

Na fronteira adota-se a média harmônica para tratar os coeficientes difusivos das e-

quações, e para o tratamento dos termos advectivos é adotada a função de interpolação Power 

Law, conforme Patankar, 1980. O resultado do esquema numérico aplicado a equação diferencial 

genérica, eq. (5.7), resulta em uma equação algébrica da seguinte forma: 

 , (5.13) P P E E W W N N S Sa a a a aφ = φ + φ + φ + φ + b

cujos coeficientes a´s são definidos da seguinte forma: 

 
( ) [ ]{ }
( ) [ ]{ }

0

0

E e e

W w w

a D A P max F , r

a D A P max F ,

θ θ

θ θ

= + −

= + −

,

r ,

∆

∆
 (5.14) 

 
( ){ }
( ){ }

0

0

N r n r n

S r s r s

a D A P max F , r

a D A P max F , r

 = + − 

 = + − 

,

,

∆θ

∆θ
 (5.15) 

onde: 
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1

1

e n
e r n

e

w s
w r s

w s

D e D
r r

D e D
r r

θ

θ

Γ Γ
= =

∆θ ∆
Γ Γ

= =
∆θ ∆

n

,

,

,

,

 (5.16) 

 r s s r n n

w w e e

F v e F v

F u e F uθ θ

= ρ =

= ρ = ρ

ρ
 (5.17) 

 FP
D

= . (5.18) 

Nos termos A(|P|) das eqs. (5.14) e (5.15) são inseridas as funções de interpolação 

que, no caso da Power Law, pode ser escrita para qualquer valor de P, 

 ( 5
0 1 0 1max , , P ) −

 
, (5.19) 

função esta que tem um comportamento muito semelhante à solução exata da equação genérica 

para uma dimensão. 

Para a solução do problema em questão o coeficiente aP recebe tratamento específi-

co, dependendo da equação que está sendo resolvida, enquanto que no termo b são inseridos os 

termos fontes descritos pelas eqs. (5.2), (5.4) e (5.6), mais os termos referentes à variável genéri-

ca no passo de tempo anterior, oriundos do esquema de evolução temporal totalmente implícito. 

Para as equações de quantidade de movimento o termo aP torna-se: 

 
0

P E W N S
r ra a a a a
t

ρ ∆ ∆θ
= + + + +

∆
, (5.20) 

enquanto que para a equação da energia o termo aP é descrito como: 

 
0

P P P PP E W N S
r ra a a a a
t

ρ ∆ ∆θ
= + + + +

∆
, (5.21) 

onde, 

 
( ) [ ]{ }
( ) [ ]{ }

0

0
P

P

E ep e

W wp w

a D A P max F , r

a D A P max F ,

θ θ

θ θ

= + −

= + −

,

r ,

∆

∆
 (5.22) 
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( ) [ ]{ }
( ) [ ]{ }

0

0
P

P

N rnp rn

S rsp rs

a D A P max F , r

a D A P max F , r

= + −

= + −

,

,

∆θ

∆θ
 (5.23) 

 
1 1

P P

P P

P P
r n r s

n

P P
e w

e w

D D
r r

D D
r rθ θ

s

,

.

Γ Γ
= =

∆ ∆
Γ Γ

= =
∆θ ∆θ

 (5.24) 

Na equação da energia os coeficientes difusivos não são tratados pela média harmô-

nica. Isto se deve ao fato de que na região onde está ocorrendo mudança de fase, estes coeficien-

tes são nulos e isto promove a diferença nos coeficientes das eqs. (5.16) e (5.24). Neste caso, se a 

média harmônica fosse utilizada, ter-se-ia uma inconsistência física e a simulação não evoluiria. 

Na equação da energia o coeficiente difusivo e a variável genérica assumem, 

  (5.25) E( h ) e h,Γ = φ =

e para as equações da quantidade de movimento o coeficiente difusivo e a variável genérica tor-

nam-se: 

  (5.26) 
u ( Para a Coordenada ),
v ( Para a Coordenada r ),

( Para ambas as coordenadas ).

φ = θ
φ =
Γ = µ

Com o objetivo de validar o código computacional, simulou-se o problema apresen-

tado por Vielmo, 1993, e que está exposto no capítulo que trata da mudança de fase na presença 

da Convecção Natural, deste trabalho. Em seu trabalho Vielmo, 1993, utilizou uma malha carte-

siana com 28x28 pontos nodais, enquanto que neste trabalho utilizou-se uma malha com 58x58 

pontos nodais. Com esta malha conseguiu-se identificar uma estrutura de vórtices não detectado 

por Vielmo, 1993. 

As soluções apresentadas no capítulo posterior foram obtidas utilizando malhas 

computacionais de 40x40 volumes uniformemente distribuídos, Fig. 5.3, desencontradas, posi-

cionando as velocidades nas fronteiras dos volumes. O algoritmo SIMPLEC foi utilizado para 

tratar o acoplamento pressão-velocidade. O sistema algébrico resultante foi resolvido utilizando 

o TDMA, com correção por blocos, com varreduras feitas linha por linha e coluna por coluna, 

alternadamente. Avaliações de alternância nas varreduras foram feitas no sentido de aumentar a 

taxa de convergência, e verificar a unicidade da solução. Subrelaxações da ordem de 0,85 foram 
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utilizadas para todas as variáveis devido às instabilidades do problema hidrodinâmico. Valores 

da ordem de 10-8 foram utilizados como criterios de convergência, tanto para as variações relati-

vas da entalpia como para os máximos resíduos de massa (SMAX). Em função das divergências 

numéricas foi necessária a adoção de evoluções temporais variáveis. Os passos de tempo utiliza-

dos foram escolhidos de forma que a entalpia, no domínio líquido, evoluísse na ordem de 200 

J/kg, quando não havia volumes de controle mudando de fase. Quando havia volumes de contro-

le próximos à mudança de fase, os passos de tempo foram reduzidos a valores que produziam 

variações na entalpia da ordem de 10 J/kg, no líquido. A existência de três domínios distintos, e 

com propriedades específicas para cada região, contribuí com a complexidade do problema. 

Quando os volumes elementares passam para a fase líquida ocorrem os momentos mais críticos 

da simulação, e nestes instantes os passos de tempo foram reduzidos. Para imobilizar a região 

sólida foi atribuído um valor elevado para viscosidade absoluta, µ=1050, nas posições onde h<λ.  
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Fig. 5.3 – Malha computacional, 40x40 volumes elementares, utilizada 
para o desenvolvimento das simulações, r0=0.032 m. 
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6. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

6.1. O Número de Nusselt Para o Problema 

Inicialmente é necessário definir uma expressão para o número de Nusselt que atua 

na fusão do MMF enclausurado no interior do tubo, e para isto adotou-se o tratamento de cavi-

dade. Portanto faz-se necessário o estudo do balanço do fluxo de energia sobre o volume de con-

trole representativo, como demonstrado na Fig. 6.1, onde apenas a difusão é considerada 

inicialmente. 

 

T2

T1

r 1

r 2
"" qq dr

∂+
∂

"q

dr

dz

r dθ
r

Fig. 6.1 – Volume demonstrativo sobre o qual é 
realizado o balanço de energia. 

 

Para esta geometria a equação da difusão unidimensional, no regime permanente e 

sem os termos fontes, pode ser escrita, como: 

 1 0d dT( r )kr
r dr dr

  = 
 

. (6.1) 

A solução da equação (6.1) fornece o perfil de temperatura, que adaptado para o pro-

blema enfocado neste trabalho, T1= T*, T2 =Tw, r1=rs e r2=r0, pode ser escrito da seguinte for-

ma: 
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0

0

*
w

w
s

T T rT( r ) ln T
rrln

r

 −
= +    

 
 

. (6.2) 

A taxa do calor, difusivo, que cruza a superfície do tubo em uma posição qualquer de 

r é obtido utilizando a lei de Fourier. Para o elemento de volume da Fig. 6.1, tem-se: 

 ( ) ( )
0

0 0

* *
w

r w
s s

T T T Td rq k A r ln T k A r
dr rr rln r ln

r r

 
  − − = − + = −          
     

w , (6.3) 

onde qr é a taxa difusiva total que penetra no volume, e A(r) é a área de troca na posição r. 

No estudo da convecção a taxa de energia total, qconv, é escrita utilizando expressão 

geral, 

 ( ) ( )0
*

conv wq A r h T T= − − , (6.4) 

onde h é o coeficiente de transferência de calor por convecção, e A(r0) é a área de troca na posi-

ção r0. 

Em uma situação em que o MMF estiver parte líquido e parte sólido, entretanto sem 

ter-se ainda iniciado a convecção, a taxa que penetra em r0, por difusão, é transferida pelo líqui-

do até a fronteira de mudança de fase. Nesta situação pode-se escrever, para uma determinada 

posição angular θ, 

 ( ) ( ) ( )(
0

0 0 0

0

*
*w

w
r r s

w

T TT( ,r )k A r k A r h A r T T
r rr ln

r

θ
=

−∂ θ
− = − = −

∂  
 
 

)− . (6.5) 

Isto resultará em uma relação adimensional, que é definida como o número de Nus-

selt para este problema, e que na situação de difusão pura assumirá: 

 
0

0
0

1conv s

r

q h rNu r ln
q k r

θ
θ

 
= =  

 
= . (6.6) 

A situação descrita pela eq. (6.6) ocorre nos instantes iniciais da fusão. Para a situa-

ção em que a convecção natural estiver atuando, toda a energia que penetra no domínio de forma 

difusiva é carregada para o interior do domínio pela convecção. Utilizando o conceito de parede 
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fina juntamente com as eqs. (6.3) e (6.5), para uma situação bidimensional, o Nusselt pode ser 

escrito como: 

 
( )

( ) ( ) ( )
0

0

0
0

0

0

2
2

r rconv s
* *

r rr w w

s

T( ,r )k A r
rq r T( ,r ) rNu ln

q rT T T T
k A r

rr ln
r

=
θ

=

∂ θ
−

∂  π ∂ θ
= = =  ∂ π− −  

−
 
 
 

r
r r

. (6.7) 

Definindo o perfil de temperatura adimensional como: 

 ( ) w
adm *

w

T ,r T
T

T T
θ −

=
−

, (6.8) 

 ( ) ( )* adm
w

T ,r TT T
r r

∂ θ ∂
= −

∂ ∂
, (6.9) 

o Nusselt torna-se: 

 
0

0
0

s adm

r r

r TNu r ln
r rθ

=

  ∂
=   ∂ 

. (6.10) 

O Nusselt, assim definido, representa uma relação entre a taxa de transferência de ca-

lor convectiva existente e a taxa de transferência de calor que existiria se o processo fosse difusi-

vo puro. Alguns autores mencionam esta relação como Keq, [Tsui e Tremblay, 1983 e Prusa e 

Yao, 1983]. Todas as equações anteriores fornecem resultados para um volume em uma determi-

nada posição do ângulo θ. Na seção seguinte serão expostas figuras que mostram o comporta-

mento local do número de Nusselt nas posições angulares θ.  

Normalmente na engenharia o interesse está no comportamento médio do fenômeno; 

portanto se faz necessário a determinação do comportamento médio do Nusselt, que é realizado 

da seguinte forma: 

 
( ) ( )

( )
0

2

0
0 0 0

1 1
2

__

A r

Nu Nu dA r Nu r d
A r r

π

θ= =
π∫ ∫ 0θ θ . (6.11) 
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6.2. Fusão com Condições de Contorno de Primeira Espécie 

Serão apresentadas a seguir soluções obtidas para a condição de contorno com tem-

peratura prescrita na parede, de Tw=2°C, a Tw=14°C, partindo da temperatura inicial do sólido 

T=0°C. Em função do fenômeno ser dinâmico, com a mudança da temperatura da parede e com 

o tempo, foram escolhidas soluções em diversos instantes t, para a gama de temperaturas de inte-

resse na parede. Sobrepostos aos gráficos da massa específica estão os que representam as linhas 

de corrente na região líquida. Isto possibilita a compreensão do fenômeno associado à inversão 

de massa específica. O comportamento do Nusselt local, equação (6.10), e Nusselt médio, equa-

ção (6.11) são apresentados para todas as temperaturas mencionadas. 

Inicialmente são apresentadas as soluções para a massa específica, temperatura e li-

nhas de corrente, para Tw=2°C. Estas soluções estão expostas nas Fig. 6.3, Fig. 6.4 e Fig. 6.5, e 

os comportamentos dos números de Nusselt local e médio, para este caso, estão expostos nas 

Fig. 6.2 e Fig. 6.6. 

Observando a Fig. 6.2, pode-se notar que para os instantes iniciais, em t=200 s, o va-

lor do Nusselt é a unidade, caracterizando uma igualdade de taxas como descrito na Eq.(6.6), ou 

seja, predomínio da difusão. Em tempos posteriores, t=6000 s, pode-se observar o início da ma-

nifestação dos efeitos convectivos, através de uma pequena elevação do valor de Nusselt para 

posições angulares 0° < θ < 100° (parte superior). Em posições 100° < θ < 180° (parte inferior), 

ocorre uma diminuição do valor de Nusselt. A máxima temperatura que o líquido pode atingir, 

nesta simulação, é próxima a 2°C e a mínima próxima a 0°C, e de acordo com Fig. 4.2 (massa 

específica) a parcela de líquido com temperatura mais elevada terá uma massa específica maior. 

Devido à ação do campo gravitacional, o fluido com menor massa específica e menor temperatu-

ra irá concentrar-se nas posições superiores, intensificando a transferência de energia naquela 

região. O fluido com maior temperatura e com maior massa específica irá ocupar as regiões infe-

riores do tubo, promovendo uma diminuição na taxa de transferência de calor da parede para o 

fluido. Como conseqüência o Nusselt atinge valores abaixo da unidade. Esta diminuição ocorre 

devido à hipótese assumida nas deduções para o número de Nusselt, Eq. (6.5), onde foi conside-

rado que a taxa que penetra por difusão na fronteira é carregada, em quase a sua totalidade, pela 

advecção para o interior do domínio. Nas Fig. 6.3, Fig. 6.4 e Fig. 6.5, é possível observar a evo-

lução da fronteira de mudança de fase, juntamente com o comportamento das variáveis do pro-

cesso, temperatura e massa específica, comprovando a discussão anterior. Pelo comportamento 

do campo de temperatura pode-se observar que ocorre concentração de líquido com temperatura 

elevada na parte inferior do domínio. Com a evolução temporal as características do processo 
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ressaltadas anteriormente se  intensificam, ou seja, o Nusselt aumenta nas posições superiores, 

diminuindo nas regiões inferiores.  

θ

N
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t=200 s
t=6000 s
t=12000 s
t=21000 s
t=30000 s
t=38000 s

Tw=2°C

Fig. 6.2 – Tw=2°C, comportamento do Nusselt local para diversos períodos de tempo. 
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Fig. 6.3 - Tw=2°C, t=6000 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no sentido horá-
rio) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.4 - Tw=2°C, t=12000 s e t=21000 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no 
sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.5 - Tw=2°C, t=30000 s e t=40000 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no 
sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.6 – Tw=2°C, comportamento do Nusselt médio em função da relação 
volume fundido/volume inicial. 

Na Fig. 6.4, para t=12000 s ocorre o aparecimento de um segundo vórtice na posição 

superior com sentido anti-horário (positivo), enquanto que o vórtice maior tem o sentido horário 

(negativo). Este vórtice retira energia da parede desde a parte superior, e “carrega” esta energia 

até a parte inferior onde retorna e entrega calor promovendo a fusão do sólido. O líquido da re-

gião inferior já resfriado após ceder calor para o sólido, associado ao líquido oriundo da fusão, 

desloca-se, devido ao empuxo, para as posições superiores do anel. Naquela região a estrutura de 

vórtice local gera um pico no número de Nusselt na posição em que o fluido, com temperatura 

inferior, incide sobre a parede externa que está cedendo calor ao sistema. Esta posição coincide 

com a fronteira entre os dois vórtices. Como é possível notar, estes picos intensificam-se com a 

evolução do problema, pois os vórtices também se intensificam com o tempo, além de ocorrer 

uma mudança de posição pelo aumento do tamanho do vórtice secundário, como em t=21000 s, 

onde é possível detectar, com maior ênfase, a influência da estrutura de vórtices no formato ge-

ométrico do sólido no interior do domínio. Na Fig. 6.5 pode-se observar uma nova alteração na 

estrutura de vórtices, t=30000 s. Na mesma figura em t=40000 s existe apenas um vórtice com 
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sentido horário (negativo) atuando. Nesta situação tem-se 99,8% do volume do domínio na fase 

líquida. A espessura do anel de líquido é um fator que também interfere no número de Nusselt, 

contribuindo para o seu comportamento oscilatório ao longo de θ . 

Na Fig. 6.6, demonstra-se o comportamento do Nusselt médio em função da relação 

volume fundido/volume inicial para a condição de Tw=2°C. É possível observar que o compor-

tamento médio torna-se pronunciadamente convectivo depois que 40% do volume inicial torna-

se líquido. 

A seguir serão apresentados os resultados obtidos para a segunda situação, onde a 

temperatura na parede foi mantida em 4°C. Semelhante ao que acontece para o caso com 

Tw=2°C, nos instantes iniciais pode-se observar que o fenômeno é difusivo puro, como mostra-

do na Fig. 6.7, em t=100 s. Em tempos posteriores, como em t=3000 s, ocorrem variações no 

número de Nusselt. Comparando com a situação anterior percebe-se que com o aumento da tem-

peratura da parede a convecção começa a atuar mais cedo, como se esperava. As forças de em-

puxo necessárias para promover a movimentação do fluido são mais intensas devido ao gradiente 

de temperatura ser mais elevado. 
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Fig. 6.7 – Tw=4°C, comportamento do Nusselt local em diversos 
períodos de tempo. 

 



__________________________________________________Resultados e Discussões    81

Nesta situação uma parcela do líquido atinge os valores da máxima massa específica 

que ocorre próximo aos 4°C, região junto a parede do tubo. Observando a Fig. 6.3, situação com 

Tw=2°C, para t=6000 s e a Fig. 6.8 situação com Tw=4°C, t=3000 s, é possível visualizar a dife-

rença na intensidade das linhas de corrente que são maiores no segundo caso, devido às forças de 

empuxo também serem maiores. Nestas duas figuras o volume de líquido é semelhante. Em situ-

ações mais evoluídas no tempo, como em t=5000 s, é possível observar a existência de dois pi-

cos no número de Nusselt. O primeiro pico se deve ao aparecimento de um segundo vórtice que 

gira em sentido anti-horário, ao contrário do vórtice maior, horário. Da mesma forma que no 

caso anterior, na fronteira dos vórtices, o deslocamento de massa vai da região próxima ao MMF 

para a parede do tubo, originando regiões com alto gradiente térmico, como observado no lado 

esquerdo da Fig. 6.8, que representa o campo de temperatura. O segundo pico ocorre em uma 

posição angular intermediaria, e é originado pela variação da espessura do anel de MMF no esta-

do líquido. Em soluções mais avançadas no tempo, t=7000 s, a estrutura de vórtices é alterada 

novamente, e na Fig. 6.9 pode-se observar o aparecimento de um terceiro vórtice. Dois vórtices 

giram no sentido horário (negativos) e um vórtice gira no sentido anti-horário (positivo). Isto faz 

com que existam dois locais onde ocorrem picos no número do Nusselt, e esta estrutura de vórti-

ces também é registrada em t=12000 s. Em t=18000 s, Fig. 6.10, tem-se uma nova estrutura de 

vórtices. O vórtice que gira no sentido horário, negativo, predomina, ficando um vórtice positivo 

na região inferior do domínio, sem interferir significativamente no processo de transferência de 

calor. Nesta situação ocorre o pico do número de Nusselt na posição superior do tubo, região 

para onde o líquido, com menor temperatura e massa específica se concentram. 

O comportamento médio do número de Nusselt para Tw=4°C pode ser visualizado na 

Fig. 6.11, onde nota-se que existe semelhança com o caso anterior, ou seja o comportamento 

médio é difusivo dominante para relações Vf/V0 < 0,4, e convectivo dominante para relações 

Vf/V0 > 0,4. O comportamento oscilatório do tratamento localizado desaparece na situação mé-

dia. 
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Fig. 6.8 – Tw=4°C, t=3000 s e t=5000 s. Na direita linhas de corrente ( + recirculação no 
sentido anti-horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.9 – Tw=4°C, t=7000 s e t=12000. Na direita linhas de corrente ( + recirculação no 
sentido anti-horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.10 – Tw=4°C e t=18000 s. Na direita linhas de corrente ( + recirculação no sentido 
anti-horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.11 – Tw=4°C, comportamento do Nusselt médio em função da relação 
volume fundido/volume inicial.
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Nas figuras posteriores são colocadas as soluções obtidas para a condição de contor-

no com Tw=6°C. Neste caso, para t=100 s, o comportamento do fenômeno é difusivo, como 

pode-se observar na Fig. 6.13. Com a evolução temporal novamente a convecção começa a ma-

nifestar-se, como pode ser observado na Fig. 6.12.  
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Fig. 6.12 – Tw=6°C, t=3000 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no sentido 
horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 

Agora a estrutura de vórtices é composta por um vórtice principal girando em sentido 

horário, negativo, e três outros vórtices de pequena escala girando no sentido anti-horário. No 

lado esquerdo da figura mencionada, onde aparece o comportamento do campo de temperatura, é 

possível observar na parte superior do anel o deslocamento de fluido, com baixa temperatura, em 

direção a parede do tubo, promovendo uma intensificação da transferência de calor naquela regi-

ão. Novamente o líquido com a menor massa específica, junto ao MMF sólido, desloca-se para a 

parte superior do anel. Junto à parede do tubo o líquido está próximo à máxima massa específica, 

fazendo com que o mesmo se movimente na direção da região inferior do anel, diminuindo a 

taxa de transferência de calor do tubo para o fluido. Nesta situação a região de máxima massa 

específica não é junto à parede, mas sim em uma região próxima. Esta região pode ser facilmente 

identificada pela temperatura, T=4°C. Este afastamento promove a existência dos pequenos vór-

tices já mencionados.  
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Fig. 6.13 – Tw=6°C, comportamento do Nusselt local em diversos períodos de tempo. 
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Fig. 6.14 – Tw=6°C, t=7000 s e t=10500 s. Na direita linhas de corrente ( + recirculação no 
sentido anti-horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.15 – Tw=6°C, t=11000 s e t=15000 s. Na direita linhas de corrente ( + recirculação no 
sentido anti-horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.16 – Tw=6°C, comportamento do Nusselt médio em função da relação 
volume fundido/volume inicial. 

Soluções mais avançadas no tempo permitem compreender de forma mais clara esta 

nova situação, como na Fig. 6.14 para t=7000 s e t=10500 s, onde a estrutura de vórtices é dife-

rente da estrutura encontrada em tempos anteriores. Existem agora 4 vórtices e a região onde 

ocorre a máxima massa específica é aquela onde ocorre a inversão no fluxo hidrodinâmico, e 

estas posições coincidem com a fronteira entre vórtices que giram em sentidos contrários. Este 

comportamento deve-se ao fato das temperaturas reinantes no líquido, nestas simulações, serem 

próximas àquelas da máxima massa específica da água. O comportamento do Nusselt local no-

vamente é alterado e para estas soluções pode-se observar dois picos na parte superior do tubo, e 

o crescimento do Nusselt na parte inferior. Isto se deve ao comportamento da estrutura de vórti-

ces, que novamente desloca fluido de baixa temperatura para regiões próximas à parede do tubo, 

intensificando a transferência de calor. 

Em soluções mais avançadas t=11000 s e t=15000 s, Fig. 6.15, a estrutura de vórti-

ces já está completamente modificada, existindo agora apenas dois vórtices grandes: um externo 

girando em sentido anti-horário e um interno girando no sentido horário. Como conseqüência da 

nova estrutura de vórtices ocorre uma diminuição dos picos de Nusselt na parte superior do tubo. 

Na parte inferior do tubo o Nusselt aumenta, mas de forma mais homogênea, pois o escoamento 
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é paralelo à parede do tubo. Na Fig. 6.16 encontra-se exposto o comportamento do Nusselt mé-

dio para este caso, e como pode ser observado novamente o comportamento médio do fenômeno 

é difusivo para relações Vf/V0 < 0,4. 

 A seguir, na Fig. 6.17, são apresentados os resultados para a situação com Tw=8°C, 

onde novamente o processo difusivo é registrado nos instantes iniciais, e com a evolução tempo-

ral a convecção se manifesta. O comportamento das estruturas de vórtices, do campo de massa 

específica e do campo de temperatura novamente são singulares. Para a situação com t=3000 s, 

Fig. 6.18, é possível notar uma inversão de comportamento. Nos dois primeiros casos simulados, 

Tw=2°C e Tw=4°C, havia uma concentração de fluido com alta temperatura na região inferior. Já 

neste caso a concentração do líquido com alta temperatura passa a ser na parte superior do tubo. 

Isto se deve ao fato de existir uma parcela maior de fluido com temperaturas acima de 4°C, e 

massa específica menor. O fluido com temperatura abaixo dos 4°C também tem massa específica 

baixa, mas em parcela menor. A região dos 4°C fica mais próxima agora da região sólida, sendo 

um divisor das duas regiões. Pode ser observada a existência de dois vórtices, um externo sentido 

anti-horário em toda a extensão do tubo e um vórtice interno girando em sentido horário, cobrin-

do parcialmente o sólido. 
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Fig. 6.17 – Tw=8°C, comportamento do Nusselt local em diversos períodos 
de tempo. 
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Fig. 6.18 – Tw=8°C, t=3000 s e t=6500 s. Na direita linhas de corrente ( + recirculação no 
sentido anti-horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.19 – Tw=8°C, t=8500 s e t=11000 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no 
sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.20 – Tw=8°C, comportamento do Nusselt médio em função da relação 
volume fundido/volume inicial. 

O vórtice externo retira a energia do tubo, sendo uma parcela desta energia doada di-

retamente ao sólido, na parte superior do anel, e a outra parcela ao vórtice interno. Este compor-

tamento não produz os picos de Nusselt registrados para os casos anteriores. Isto torna o compor-

tamento do Nusselt local mais harmonioso, fazendo com que o comportamento médio difusivo 

se estenda para valores da relação Vf/V0 > 0,4, conforme mostra a Fig. 6.20. 

Outro aspecto a ressaltar agora é o comportamento observado para a situação com 

Tw=6 °C. Inicialmente o fenômeno se comporta como nos dois casos anteriores, Tw=2°C e 

Tw=4°C, e após um determinado período o comportamento tende a ser semelhante ao registrado 

neste caso, Tw=8°C. Em situações mais avançadas no tempo, t=6500 s, Fig. 6.18, percebe-se que 

a concentração de fluido com maior temperatura ocupa uma região maior na parte superior do 

anel. A geometria da região sólida também sofre modificações. Agora a região superior do sólido 

recebe mais energia e conseqüentemente funde numa taxa maior. Na região inferior o vórtice 

interno retira energia da parede também, e a entrega para o sólido, principalmente em sua parte 

inferior. Assim pode-se notar que a parte superior e inferior são abastecidas com um suprimento 

maior de energia. Este aspecto fica mais ressaltado pelo formato geométrico do sólido na Fig. 

6.19. 

Na Fig. 6.17 percebe-se mais claramente a inversão no comportamento do fenômeno. 

Agora o processo de transferência de calor, entre o fluido e o tubo, acontece com mais intensida-

de na parte inferior do tubo e isto se deve, como nas situações anteriores, devido ao comporta-
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mento do campo de temperatura, que é uma conseqüência do comportamento “anormal” da mas-

sa específica da água. 

A seguir são apresentadas, em seqüência, as soluções para as condições de contorno, 

Tw=10°C e Tw=14°C. O comportamento do processo de fusão para os casos que utilizam tem-

peraturas na parede acima dos 8°C, como condições de contorno, não são dotados das singulari-

dades registrados para todos os caso anterior. Em função disto são apresentados apenas duas so-

luções com intervalos de temperatura maiores que nos casos anteriores. Optou-se por apresentar 

as soluções para Tw=10°C e Tw=14°C, sem a apresentação dos resultados da situação 

intermediaria, Tw=12°C. Observando as figuras Fig. 6.21 até Fig. 6.28, pode-se perceber que o 

padrão de solução é semelhante às soluções obtidas para Tw=8°C . Em soluções com 

temperaturas na parede maiores o padrão de solução observado também é semelhante, não 

justificando a apresentação destes resultados. Nestes casos observa-se o comportamento 

antagônico ao registrado para as Tw<6°C, ocorrendo a transferência de calor máxima, entre o 

líquido e o tubo nas partes inferiores do tubo. Já para o MMF sólido, a energia é doada com mais 

intensidade na parte superior. Nas Fig. 6.24 e Fig. 6.28, estão expostos o comportamento médio 

do número de Nusselt, nos quais pode-se verificar que o comportamento difusivo médio ocorre 

para valores da relação Vf/V0 menores do que aqueles registrados nos casos anteriores. Isto é um 

indicativo de que com o aumento da Tw o empuxo se manifesta mais intensamente, em
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Fig. 6.21 – Tw=10°C, t=1500 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no sentido 
horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.22 – Tw=10°C, t=2250 s e t=6000 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no 
sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.23 – Tw=10°C, comportamento do Nusselt local em diversos 
períodos de tempo. 
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Fig. 6.24 – Tw=10°C, comportamento do Nusselt médio em função da 
relação volume fundido/volume inicial. 
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Fig. 6.25 – Tw=14°C, t=1000 s e t=2600 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no 
sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.26 – Tw=14°C e t=3800 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação no sentido 
horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a temperatura. 
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Fig. 6.27 – Tw=14°C, comportamento do Nusselt local em diversos 
períodos de tempo. 
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Fig. 6.28 – Tw=14°C, comportamento do Nusselt médio em função da 
relação volume fundido/volume inicial. 

Na Fig. 6.29 é apresentado um comparativo para a relação Vf/V0 ao longo do tempo, 

entre as soluções obtidas, considerando a hipótese simplificadora da inexistência dos efeitos 

convectivos, processo difusivo puro, e as soluções que levam em conta os efeitos da convecção. 

Nota-se claramente o afastamento da realidade quando da adoção da hipótese simplificadora, 

sendo as diferenças entre os volumes fundidos, Vf, maiores quanto maior for a temperatura da 

parede. Na situação de maior temperatura ocorrem diferenças superiores a 30%. Outra 

característica que pode ser identificada é a igualdade entre as duas situações, difusivo puro e 

convectivo, no início do processo de fusão, fornecendo informações de quando o fenômeno se 

afasta do comportamento do processo difusivo puro. Isto vem ao encontro ao que pode ser 

observado nas figuras que fornecem o comportamento do Nusselt médio em a relação Vf/V0 onde 

o Numédio=1 durante a difusão. 

Normalmente nas avaliações de engenharia sobre processos de transferência de calor 

convectivos, utiliza-se as propriedades termofísicas dos fluidos definidas em relação a uma tem-

peratura média aritmética, ou temperatura de filme. Isto é aceitável em situações onde o compor-

tamento da massa específica não possui inversão, e o fenômeno é “comportado” do ponto de 

vista hidrodinâmico. Neste sentido efetuou-se investigações em relação ao comportamento da 
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temperatura da mistura do líquido, Tmist, durante a fusão, Fig. 6.30. Percebe-se claramente que a 

temperatura do líquido no interior do domínio difere da média aritmética entre a T* e Tw, 

possuindo ainda um comportamento variável com o tempo e volume fundido. 
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Fig. 6.29 – Comparativo do comportamento da relação Vf/V0, para diversas Tw, 
em relação ao tempo s, entre as soluções obtidas considerando apenas a difusão 

e as soluções considerando a atuação da convecção. 

A Tmist é definida da seguinte forma: 

 
( )

1
l volume

mist
l

h dv
m

T
cp

 
ρ − λ 

=
∫

 , (6.12) 

onde ml representa a massa total na fase líquida no domínio. A média aritmética das temperaturas 

de mistura, Tmist, em relação à temperatura de parede, também foram avaliadas, estando expostas 

na Fig. 6.31. Percebe-se claramente que comportamento pode ser facilmente aproximado por 

uma função linear. O valor da Tmist-médio apresentada é calculada em função dos valores apresen-

tados na Fig. 6.30. Estes comportamentos servem de indicativos dos erros de avaliação que po-

dem ser cometidos quando da utilização de hipóteses simplificadoras, como o da utilização de 
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um valor para a massa específica, ρ, e do coeficiente de expansão térmica, β, determinados em 

função da temperatura média aritmética, entre Tw e T*. 
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Fig. 6.30 – Comportamento da relação Tmist/Tw, para diversas temperaturas de 
parede, em relação ao volume fundido Vf. 
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Fig. 6.31 – Comportamento da média aritmética da temperatura de mistura, 
Tmist, em relação a temperatura de parede, Tw. 
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6.3. Fusão com Condições de Contorno de Terceira Espécie 

Buscando uma maior aproximação com a realidade física foram desenvolvidas simu-

lações utilizando condições de contorno de terceira espécie não uniforme ao longo de θ, Fig. 4.4 

e condição de contorno representada pela eq. (4.2). São poucos os trabalhos científicos que apre-

sentam o comportamento do número de Nusselt em função da posição angular, θ, para um tubo 

submetido a um escoamento externo. Para a realização desta etapa dos trabalhos utilizou-se os 

resultados obtidos por Giede e Calif, 1948, expostos na Fig. 4.3, para gerar funções que aproxi-

mam o comportamento local do Nusselt externo a tubos para as situações de Re=101300 e 

Re=219000. Os resultados expostos no artigo destes autores foram obtidos em experimentos com 

um escoamento de ar externo a tubos. 

As funções utilizadas para aproximar os valores de Nusselt para Re=101300 são: 

  (6.13) 

4 3 2

4 3 2

103 756 128 89 73 377 1 45
3 567 319 897
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e as expressões utilizadas para Re=219000 são as seguintes: 
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, x

+ θ − θ → < θ < π

+

(6.14) 

Estas funções geraram os valores que estão expostos na Fig. 6.32, os quais foram uti-

lizados para determinar os coeficiente convectivo local h(θ), inseridos na condição de contorno, 

eq.(4.2), onde: 

 ( ) arNu kh
D
θθ = . (6.15) 
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Entende-se que com o passar do tempo o próprio Nusselt externo mudará, decorrente 

da mudança da temperatura da parede, em função da fusão do MMF no interior do duto. Entre-

tanto a não observância deste fato constitui-se em hipótese simplificativa do problema. 
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Fig. 6.32 - O Nusselt local para um tubo submetido a um escoamento exter-
no de ar, utilizando as aproximações, eqs. (6.13) e (6.14). 

 

Para agregar esta condição de contorno foi adotado o procedimento que utiliza volu-

mes inteiros na fronteira. A fronteira foi isolada e o fluxo de calor convectivo, foi inserido no 

domínio como um termo fonte dos volumes vizinhos à fronteira, a fim de eliminar a necessidade 

de saber de antemão o valor da temperatura, Tw, sobre ela, como segue: 

 , (6.16) " " "
conv difq q q= =

 ( )( ) ( )
0 0

w int"
w MMF MMF

r r r r

T TTq h T T k k
r r∞

= =

−∂
= θ − = ≅

∂ ∆
, (6.17) 
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w w int
MMF

MMF

T Tq q rT T T T q rh k
h k

∞
∞

−∆
= − = − =

∆θ +
θ

, (6.18) 

onde ∆r representa a distância desde a fronteira até o centro do volume vizinho a fronteira, kMMF 

é a condutividade térmica do MMF e Tint representa a temperatura nesta posição. O fluxo total, 

, eq.(6.18), é inserido como um termo fonte fictício, na equação da energia eq. (5.5). O valor 

da variável na fronteira é calculado posteriormente. 

"q

A seguir, desde a Fig. 6.33 até a Fig. 6.35 , são apresentadas as soluções obtidas 

considerando um escoamento externo de ar sobre o tubo, de forma que Re=101300, 

considerando a temperatura do escoamento de ar externo T∞=16°C, com condutividade térmica 

kar=0,02542 W/m K. 
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Fig. 6.33 – T∞=16°C, Re=101300 e t=1000 s. Na direita linhas de corrente ( - recirculação 
no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a entalpia (J/kg)  

 

Na Fig. 6.32 é possível verificar o comportamento da condição de contorno para as 

duas situações simuladas. Quando Re=101300 percebe-se que o valor de Nusselt inicia com va-

lores máximos, em θ=0, e diminui até atingir um valor mínimo, em θ≅1,45 rad, e a partir deste 

valor retorna a crescer até θ=π. Este comportamento indica como será a distribuição da taxa de 
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transferência de calor ao longo da parede do domínio, pois nos pontos de máximo e mínimo nú-

mero de Nusselt serão também os pontos de máxima e mínima transferência de calor, do fluido 

externo para o MMF. Na Fig. 6.33 é possível comprovar este comportamento através da avalia-

ção do campo de entalpia no líquido, e do formato da região sólida. O líquido com maior nível 

de entalpia concentra-se nas regiões, superior e inferior do tubo, onde existe a maior taxa de 

transferência de calor. A linha pontilhada no lado esquerdo da mesma figura indica a posição 

onde ocorre o valor h=350000 J/kg, T≅4°C, região de máxima massa específica. No lado direito 

da figura é exposto o comportamento da massa específica juntamente com as linhas de corrente, 

onde é possível constatar que, no início do processo, já existe uma estrutura de vórtices bastante 

complexa. Existem dois vórtices girando em sentido anti-horário, nas regiões inferior e superior 

do tubo, entre a parede e a região de maior massa específica. Um terceiro vórtice, maior, gira no 

sentido horário com uma estrutura bastante complexa, pois é composto de inúmeras células de 

recirculação. Na Fig. 6.34 este comportamento semelhante ocorre para o instante t=1800 s, com 

uma modificação na estrutura dos vórtices e no campo da entalpia creditada ao comportamento 

da massa específica e a atuação do campo gravitacional. 

Com a evolução do fenômeno a estrutura de vórtices é completamente modificada, 

pois o fluido com maior nível de entalpia e menor massa específica passa a se concentrar nas 

posições superiores. Na Fig. 6.34, em t=4000 s, é possível visualizar este comportamento. Na 

Fig. 6.35, em t=9000 s, encontra-se uma situação próxima da fusão completa, sendo possível 

verificar que o fluido com entalpia mais elevada, concentra-se na parte superior do anel. A estru-

tura de vórtices alterou-se novamente, sendo agora composta de dois vórtices principais e um 

pequeno vórtice de sentido horário, de recirculação, na parte superior do tubo, em t=10000 s está 

exposta uma situação onde ocorreu a fusão completa, estando o domínio com distribuição quase 

homogênea de temperatura. 

Para fins comparativos entre o processo difusivo e convectivo, é exposta a  Fig. 6.36 

para os período t=4000 s onde encontra-se a solução para este mesmo problema, condição de 

contorno convectiva, considerando apenas a difusão como mecanismo de transferência de calor. 

Através dela pode-se visualizar novamente a interferência da convecção natural, e o afastamento 

da realidade se a mesma for desconsiderada. 
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Fig. 6.34 – T∞=16°C, Re=101300, t=1800 s e t=4000 s. Na direita linhas de corrente     
( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a 

entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.35 – T∞=16°C, Re=101300, t=9000 s e t=10000 s. Na direita linhas de corrente 
( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a 

entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.36 – T∞=16°C, Re=101300 e t=4000 s. Resultado com processo difusivo, na direita a 
massa específica e na esquerda a entalpia (J/kg). 

Da Fig. 6.37 até a Fig. 6.39 estão apresentadas as soluções para Re=219000, conside-

rando a temperatura do escoamento de ar externo T∞=27°C e o kar=0,0263 W/m K. Para a simu-

lação deste caso utilizou-se as eqs. (6.14) para gerar o fluxo de calor convectivo. Novamente 

percebe-se a atuação da convecção natural que, neste caso, ocorre mais intensamente em virtude 

do gradiente térmico ser maior do que o do caso anterior. A estrutura de vórtice durante todo o 

processo é dinâmica, e a concentração de fluido, com elevada entalpia, ocorre novamente na re-

gião superior. Nos dois casos analisados a região onde o Nusselt externo é mais intenso é aquela 

onde as trocas térmicas acabam por serem minimizadas, em função do aumento da temperatura 

do líquido na parte superior do anel. Nestes casos, para Re=101300, o processo de transferência 

de calor poderia ser intensificado se a direção do escoamento de ar fosse invertida, fazendo com 

que a região de máximo Nusselt externo coincida com a região de maior gradiente térmico inter-

no. Para ambas as situações de Re ocorrem picos do número de Nusselt externo, ocasionados 

pela transição do escoamento externo de laminar para turbulento e devido ao descolamento da 

camada limite do escoamento externo. Portanto o comportamento do processo interno de transfe-

rência de calor é influenciado pelo comportamento externo, sendo adequada a investigação do 

acoplamento de ambos. 
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Fig. 6.37 – T∞=27°C, Re=219000, t=650 s e t=1300 s. Na direita linhas de corrente ( - recir-
culação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a entalpia (J/kg). 

 



__________________________________________________Resultados e Discussões    110

 

 

-0.03 -0.02 -0.01 0.00
-0.03

-0.02

-0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

0

50000

100000

150000

200000

250000

300000

350000

400000

0.9968

0.9971

0.9974

0.9977

0.9980

0.9983

0.9986

0.9989

0.9992

0.9995

0.9998

0.00 0.01 0.02 0.03

h - J/kg ρ/ρ 4°C

t=1800 s
-

-

+

+

0

50000

100000

150000

200000

250000

300000

350000

400000

-0.03 -0.02 -0.01 0.00
-0.03

-0.02

-0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

0.9968

0.9971

0.9974

0.9977

0.9980

0.9983

0.9986

0.9989

0.9992

0.9995

0.9998

0.00 0.01 0.02 0.03

h - J/kg ρ/ρ 4°C

t=2150 s

+

+

+
-

 

Fig. 6.38 – T∞=27°C, Re=219000, t=1800 s e t=2150 s. Na direita linhas de corrente 
( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a 

entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.39 – T∞=27°C, Re=219000, t=2800 s e t=3000 s. Na direita linhas de corrente 
( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a 

entalpia (J/kg). 
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6.4. Correlações Para o Nusselt na Fusão 

Analisando os resultados das simulações expostas nas seções anteriores, onde alguns 

casos foram mostrados, pode-se compreender o mecanismo do processo de transferência de calor 

e verificar a sua dinâmica com o tempo, e com as condições de contorno. O comportamento 

“anormal” da massa específica da água líquida, em relação à temperatura, é o principal 

responsável pelo fenômeno, que aumenta o grau de dificuldade no equacionamento em 

aplicações de engenharia. 

O comportamento dinâmico do fenômeno inviabiliza a utilização de conclusões lo-

cais para prever, com antecedência, o comportamento das variáveis do processo, sendo mais a-

dequada a utilização do comportamento médio, que são mais representativos no aspecto global. 

Para esta classe de problema inexistem correlações, e esta seção, 6.4, tem portanto como princi-

pal objetivo a determinação de uma correlação matemática, para o adimensional de Nusselt. 

Inicialmente, na Fig. 6.40, é apresentado o comportamento médio do número de 

Nusselt em função da relação volume fundido e volume inicial, (Vf/V0). Esta relação foi apresen-

tada na secção anterior de forma individual para cada caso, e o agrupamento em um único gráfi-

co tem como objetivo a determinação de um padrão de comportamento que possibilite a deter-

minação de correlações matemáticas, entre as variáveis ou grupos adimensionais que governam o 

fenômeno. Como pode-se visualizar, individualmente as soluções tem um comportamento enco-

rajador, mas quando agrupadas este comportamento não se repete. Seria cômodo, mas inadequa-

do, expressar correlações individuais para cada condição de contorno. 

Em cavidades, quando o fluido de trabalho possuir Pr >1, que é o caso da água, o 

equilíbrio de efeitos será aquele originário do empuxo e da viscosidade [Bejan, 1984]. Os parâ-

metros adimensionais que relacionam estes efeitos são os números de Grashof e de Rayleigh. As 

soluções exatas das equações que governam a convecção livre laminar em uma superfície verti-

cal fornecem o número de Nusselt como função do número de Rayleigh. De um modo geral a 

literatura técnica apresenta as correlações para o número de Nusselt, para outras geometrias, es-

critas como função do número Rayleigh. Isto serviu de orientação para a busca de um padrão de 

comportamento que pudesse ser correlacionado. 

Inicialmente buscou-se avaliar o comportamento do Nusselt médio com o número de 

Rayleigh, definido na sua forma usual: 

 
( )3 *

wg L T T
Ra

β −
=

να
. (6.19) 
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Inúmeros trabalhos apresentados na literatura utilizam o número de Rayleigh defini-

do pela eq. (6.19) para correlacionar com Nusselt, entre eles pode-se citar: Kuehn, 1980, Date 

1985 e Yoo, 1996 e 1998. 
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Fig. 6.40 – Comportamento do Nusselt médio em função da relação Vf/V0 
para diversas temperaturas da parede Tw. 

Na Fig. 6.41 é exposto o comportamento do Rayleigh em função da relação Vf/V0, 

para diferentes temperaturas de parede Tw, onde pode-se notar que existe um padrão de compor-

tamento quando são utilizadas escalas logarítmicas. Mas infelizmente o mesmo é oscilatório com 

a temperatura. Os menores valores de Ra acontecem para Tw=8°C e o maior para Tw=16°C, a 

forma adequada para este comportamento seria um comportamento crescente com a temperatura 

da parede. 

Quando busca-se verificar o comportamento direto, do Nusselt em relação ao Ra-

yleigh, Fig. 6.42, percebe-se que este também carrega consigo o comportamento oscilatório de-

tectado anteriormente. Na mesma figura nota-se que o comportamento para Tw=8°C se destaca 
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dos demais, devido ao comportamento do Rayleigh. Todas as demais temperaturas têm um com-

portamento semelhante, onde as situações para Tw<8°C ficam “escondidas”, no gráfico, pelo 

comportamento dos casos onde Tw>8°C. O comportamento diferenciado para a situação com 

Tw=8°C é devido ao comportamento do coeficiente de expansão térmica, β. Todos os valores das 

propriedades termofísicas são utilizados baseados na temperatura média que, neste caso, é de 

4°C. Nesta temperatura o coeficiente β assume o seu menor valor, região em que ocorre a máxi-

ma massa específica da água. Assim o valor do Rayleigh oscila em torno da temperatura média 

de 4°C, promovendo a existência de duas regiões comportamentais. Isto leva a concluir que o 

Rayleigh, definido como na eq. (6.19), não é a melhor alternativa para determinar um padrão de 

comportamento. 
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Fig. 6.41 – Comportamento do Rayleigh definido na eq. (6.19), Ra, em 
função da relação Vf/V0 para diversas temperaturas da parede Tw. 

Na busca de um parâmetro que fosse independente de oscilações utilizou-se a ex-

pressão que consta em Ho et al., 1986 e 1997, e Sasaguchi et al., 1998, para o comportamento da 

massa específica em função da temperatura, 
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 ( ) ( )1 b
m mT Tρ = ρ − η −T , (6.20) 

onde ρm=999,972 kg/m3, η=9,297173x10-6 °C-b, Tm=4,0293 °C e b=1,894816. Na Fig. 6.43 está 

exposto o comportamento da massa específica obtida com a eq. (6.20). 
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Fig. 6.42 – Comportamento do Nusselt médio em função do Rayleigh defi-
nido na eq. (6.19), Ra, para diversas temperaturas da parede Tw. 

Um estudo sobre as equações de quantidade de movimento eqs. (3.15) e (3.16), adi-

mensionalisadas e com a eq. (6.20), aplicada nos termos representantes do empuxo, revela um 

novo Rayleigh, Rac, que tem a seguinte forma: 

 
3

_b*
ref

c

g T T L
Ra

η −
=

α ν
, (6.21) 

onde: 

 2
0 0

2
Solido total f fV V V L r r V= − → = − −

π
, (6.22) 
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sendo que L , representa a espessura “média” do anel de MMF na fase líquida, r0 o raio do tubo e 

Vf o volume de MMF fundido no instante t. Tref é a temperatura característica, que nos processos 

de fusão assume Tw, e durante a solidificação assume a temperatura média do líquido, Tmist. Desta 

forma o Rac não sofre alterações em função das alterações da geometria do sólido interno. 
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Fig. 6.43 – Comportamento da massa específica, eq.(6.20), em fun-
ção da temperatura °C.  
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Fig. 6.44 – Comparativo entre os comportamentos dos números de Rayleigh 
em função da temperatura, definidos pelas eq´s. (6.19) e (6.21). 
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Na Fig. 6.44 é apresentado um comparativo para os numeros de Rayleigh definidos 

pelas eq´s. (6.19) e (6.21), de onde percebe-se que a segunda definição é mais adequada para a 

determinação de correlações. 

Na Fig. 6.45, é apresentado o comportamento do Rac em função da relação de volu-

mes Vf/V0, em escala logarítmica. Como pode-se observar este comportamento não é oscilante e 

é crescente com a temperatura da parede. 
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Fig. 6.45 – Comportamento do Rayleigh modificado, Rac, em função da 
relação Vf/V0 para diversas temperaturas da parede Tw. 

 

Com o comportamento do novo Rayleigh em função Vf/V0 definido, é conveniente 

investigar-se o comportamento do termo Numédio/Rac em função relação Vf/V0. Este comporta-

mento está mostrado na Fig. 6.46, onde é possível verificar que existe um tendência ao compor-

tamento linear. 
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Fig. 6.46 – Comportamento da relação do Nusselt médio com o Rayleigh modificado, 
Nu/Rac, em função da relação Vf/V0 para diversas temperaturas da parede Tw. 

 

Este comportamento foi então aproximado por funções lineares do tipo, 

 
0

f

c

VNuLog a Log b
Ra V

   
= +   

  
, (6.23) 

onde a é a inclinação das funções, e b é o ponto onde as retas cortam o eixo das ordenadas. Os 

comportamentos de a e b, em função do numero de Stefan, eq.(6.26), estão demonstrados na Fig. 

6.47. Este comportamento também pode ser aproximado por funções, as quais são escritas da 

seguinte forma: 

 

 , (6.24) 1 1
1 1

1 1

0 0012 3 1 0 1
0 0502 3 5 0 1

a , b , Ste
a a Ste b

a , b , Ste
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4 , (6.25) 3 2
1 2 3b C Ste C Ste C Ste C= + + +
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onde 

 
( )*

pl wc T T
Ste

−
=

λ
, (6.26) 

e os coeficientes da eq. (6.25) assumem: C1=-531,1047, C2=-245,216, C3=-39,2225 e C4=-

3,0842. 
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Fig. 6.47 – Comportamento da inclinação a, eq. (6.24) e coeficiente b, eq. (6.25), em 
função do adimensional de Stefan. 

Substituindo as eqs (6.24) e (6.25) na eq. (6.23) obtêm-se: 
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 ( ) ( )3 2
1 1 1 2 3

0

f

c

VNuLog a Ste b Log C Ste C Ste C Ste C
Ra V

   
= + + + + +   

  
4 , (6.27) 

Na Fig. 6.48, em escala logarítmica, pode ser visualizada a evolução da relação Vf/V0 

em função do tempo adimensional, Fo , para as diversas situações de temperatura da parede.  
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Fig. 6.48 - Comportamento da relação Vf/V0  em função do tempo adimen-
sional, para diversas temperaturas da parede Tw. 

Nota-se novamente um comportamento linear, e que pode ser facilmente aproximado 

por uma função do mesmo tipo, 

 ( )
0

fV
Log d Log Fo c

V
 

= + 
 

, (6.28) 

onde, d é a inclinação das aproximações, c é o ponto onde as aproximações cruzam o eixo das 

ordenadas, e Fo, Fourier, é tempo adimensional, definido como: 

 2
0

tFo
r
α

= . (6.29) 
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Os comportamentos dos termos d e c, em função do número de Stefan, é dado pelas 

Fig. 6.49 e Fig. 6.50, e como é possível observar, os termos d e c possuem comportamentos pró-

ximos de lineares, e podem ser equacionados como: 
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Fig. 6.49 – Comportamento da inclinação d, eq.(6.28), em função do 
adimensional de Stefan. 

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Ste

c

Variações de 5%

 

Fig. 6.50 – Comportamento do coeficiente c, eq.(6.28), em função do 
adimensional de Stefan.

 . (6.30) 2 2 3d a Ste b c a Ste b= + = + 3
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Substituindo as eqs. (6.30) na (6.28), obtêm-se: 

 ( ) ( ) (2 2 3
0

fV
Log a Ste b Log Fo a Ste b

V
 

= + + + 
 

)3 . (6.31) 

Aplicando a eq. (6.31) na eq. (6.23), após a combinação dos coeficientes obtêm-se 

uma expressão para o número de Nusselt, com a seguinte forma: 

 1 210E E
cNu Fo Ra= . (6.32) 

Os termos E1 e E2, são definidos como: 

 , (6.33) 

3 2

1
3 2

531 105 244 60 50 58 1 682 0 1

531 105 259 85 53 95 1 5 0 1

, Ste , Ste , Ste , Ste ,
E

, Ste , Ste , Ste , Ste ,

− + − − →
= 
− + − − →

≤

>

≤
 . (6.34) 

2

2
2

0 395 0 894 1 6418 0 1

5 2 2 86 1 4924 0 1

, Ste , Ste , Ste ,
E

, Ste , Ste , Ste ,

− − − →
= 
 − − → >

Baseado nos comportamentos dos coeficientes apresentados anteriormente, é possí-

vel estabelecer correlações para o volume fundido e conseqüentemente para a espessura média 

do anel de MMF fundido, 

 , (6.35) 010c dVf Fo V=

 ( )2
0 0 1 10d cL r r Fo= − − , (6.36) 

onde as inclinações a2 e a3, juntamente com os coeficientes b2 e b3 para os cálculos dos coefici-

entes d e c, são expostos a seguir, 

  
2 2

2 2

3 3

0 2631 0 5304 0 1
1 3044 0 4264 0 1

3 6912 0 4531

a , b , Ste ,
a , b , Ste ,

a , b , .

= = →
= = →

= = −

,
,

≤
>

A verificação da eficiência das correlações apresentadas nas eqs. (6.32) e (6.35), para 

prever o comportamento do Nusselt médio e volume fundido, é feita através do comparativo com 
 



__________________________________________________Resultados e Discussões    123

os resultados das simulações. Portanto, nas figuras seguintes são apresentados gráficos onde são 

expostos os resultados das simulações, e das correlações para todas as temperaturas de parede 

simuladas. Nos valores das simulações foram acrescentadas barras que demonstram variações 

percentuais, com o objetivo de demonstrar as máximas diferenças que existem entre os valores 

simulados e os valores obtidos com o uso das correlações. 
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Fig. 6.51 – Tw=2°C e Ste=0,0253, comparativo entre os resultados obtidos via 
simulação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as relações 

Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 
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Fig. 6.52 – Tw=4°C e Ste=0,0505, comparativo entre os resultados obtidos via 
simulação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as relações 

Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 
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Fig. 6.53 – Tw=6°C e Ste=0,0757, comparativo entre os resultados obtidos via 
simulação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as rela-

ções Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 
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Fig. 6.54 – Tw=8°C e Ste=0,1, comparativo entre os resultados obtidos via simu-
lação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as relações 

Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 
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Fig. 6.55 – Tw=10°C e Ste=0,126, comparativo entre os resultados obtidos via 
simulação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as rela-

ções Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 
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Fig. 6.56 – Tw=12°C e Ste=0,151, comparativo entre os resultados obtidos via 
simulação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as relações 

Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 
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Fig. 6.57 – Tw=14°C e Ste=0,176, comparativo entre os resultados obtidos via 
simulação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as rela-

ções Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 
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Fig. 6.58 – Tw=16°C e Ste=0,2, comparativo entre os resultados obtidos via si-
mulação numérica e os resultados obtidos pelas correlações, para as relações 

Log(Nu/Rac) e Vf/V0, em função do Fo. 

Como é possível observar, as diferenças máximas entre os valores simulados e os va-

lores obtidos pelas correlações são, em sua grande maioria, inferiores a 25%, ficando na faixa de 

incertezas das correlações utilizadas para o tratamento da convecção. Segundo Incropera e de 

Witt, 1998, na maioria dos cálculos de engenharia não se pode esperar exatidões maiores que 

25%. 
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6.5. Fusão Parcial com Ressolidificação e Solidificação Normal 

Nesta seção são apresentadas as soluções para dois casos onde ocorre inicialmente a 

fusão parcial do MMF, seguido da ressolidificação. Um terceiro caso que considera a solidifica-

ção normal, ou seja, desde o início do processo o MMF está líquido com T>T* também é apre-

sentado. Nos primeiros dois casos a abordagem de Neumman é utilizada, com o sólido mantido 

inicialmente na temperatura de super-resfriamento, Tsup, e a temperatura da parede, Tw, é mantida 

acima da temperatura de fusão, T*. Após um determinado período uma parcela do MMF se en-

contra na fase líquida, e então a temperatura da parede é alterada para um valor abaixo da tempe-

ratura de fusão. Isto faz com que o processo de solidificação inicie, criando uma capa externa de 

MMF na fase sólida, confinando o MMF líquido entre as duas regiões de mudança de fase, que 

evoluem na mesma direção. A fronteira de mudança de fase interna continua a evoluir devido à 

energia sensível do líquido, que perdura por um determinado período, cuja extensão é função da 

temperatura de Tw utilizada durante a fusão. Nos instantes inicias da ressolidificação, o líquido 

doa energia sensível para as duas fronteiras de mudança de fase, retardando a evolução da frente 

de solidificação, e evoluindo a frente de fusão. 

Ao contrário do que acontece na fusão, na ressolidificação o processo no início é 

predominantemente convectivo, e, à medida que o mesmo evolui, a importância da difusão au-

menta, sendo predominante após a retirada da energia sensível do líquido enclausurado. A fron-

teira de mudança de fase externa mantém uma geometria homogênea, pois a energia sensível do 

líquido é consumida rapidamente, estabelecendo uma homogeneidade na massa específica do 

líquido, minimizando a atuação da convecção natural. O Rayleight considerado nestas 

simulações, Rac, é definido pela eq. (6.21). 

Os resultados expostos nas Fig. 6.59 a Fig. 6.63 foram obtidos para um diâmetro de 

0,032 m, Tsup=-5,5 °C. Em t=0 s a parede do tubo foi exposta a Tw=8 °C iniciando a fusão. Após 

o período de t=7760 s a temperatura na superfície externa passa a Tw=-5 °C. As cores intermedi-

árias estão associadas à região de mudança de fase. A linha tracejada representa a entalpia na 

região de máxima massa específica do líquido que ocorre próximo à 4 °C. 
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Fig. 6.59 – Fusão com Tw=8°C, Tsup=-5,5°C, t=200 s e t=3000 s. Na direita linhas de 
corrente ( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na es-

querda a entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.60 – Tw=8°C e Tsup=-5,5°C, fusão em t=6500 s  e inicio da ressolidificação em 
t=7780 s com Tw=-5°C. Na direita linhas de corrente ( + recirculação no sentido anti-

horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda a entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.61 –Ressolidificação com Tw=-5°C, t=7800 s e t=8000 s. Na direita linhas de cor-
rente ( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda 

a entalpia (J/kg). 
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Fi -
rente ( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na esquerda 

g. 6.62 – Ressolidificação com Tw=-5°C, t=8500 s e t=8750 s. Na direita linhas de cor

a entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.63 – Ressolidificação com Tw=-5°C, t=9750 s, t=10750 s, t=12500 s e t=13000 s. Situ-
ações onde a convecção não se manifesta, predomínio do processo difusivo. 
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Na Fig. 6.59 está exposto o comportamento da fusão no começo do processo, em 

t=200 s, onde percebe-se a existência da energia sensível associada ao sólido, abordagem de 

Neumann. Rac=106 caracteriza um fenômeno difusivo puro. Na mesma figura pode-se observar 

que a energia sensível associada ao super-resfriamento desaparece rapidamente. Em t=3000 s já 

não há vestígios da energia sensível, e a convecção já está instalada, Rac=15975, contribuindo 

para a transferência de calor. Pode-se observar a existência de dois vórtices, um mais intenso 

ocorrendo na parte externa, onde o líquido está com um nível de entalpia mais elevada, e menor 

massa específica, girando em sentido anti-horário, sinal positivo. O comportamento da estrutura 

é variável com o tempo, massa específica e com as condições de contorno. Esta evolução pode 

ser avaliada observando a situação para t=6500 s, na Fig. 6.60. Nesta situação o sólido na região 

central adquire uma geometria irregular pela ação da convecção natural. Em t=7780 s a condição 

de contorno já foi alterada para que a solidificação ocorra. Pode-se observar uma fina capa de 

material solidificado na região externa, ficando o líquido confinado entre as duas fronteiras de 

mudança de fase. A energia sensível associada ao líquido é doada para as duas fronteiras. Nos 

instantes iniciais da solidificação a transferência de calor, do líquido para as fronteiras, diminui o 

avanço da frente de solidificação externa. Na fronteira interna a fusão continua até que o equilí-

brio térmico seja atingido. A estrutura de vórtices é completamente alterada com a mudança da 

condição de contorno, ocorrendo uma inversão no sentido dos vórtices, como pode ser observado 

na mesma figura. 

Nas Fig. 6.60 e Fig. 6.61, o comportamento da solidificação pode ser visualizado. I-

nicialmente a espessura da camada externa solidificada não é uniforme como em t=7800 s, isto 

acontece pelo fato de que na região superior fica concentrado o líquido com menor massa especí-

fica e maior nível de entalpia. Esta diferença é de pequena dimensão, sendo mais acentuada 

quanto maior for a temperatura Tw, utilizada para promover a fusão. Na solidificação ocorre uma 

mudança bastante drástica na estrutura de vórtices, em função do comportamento da massa espe-

cífica do MMF líquido, como pode ser observado para os períodos t=7780 s, t=7800 s, e t=8000 

s. À medida que a solidificação avança, o desequilibro térmico entre o líquido e o sólido interno 

diminui, como em t=8300 s. Deste ponto em diante os efeitos do empuxo são desprezíveis, as 

velocidades associadas ao líquido são de tal intensidade que a convecção deixa de atuar, predo-

minando a difusão novamente, Rac=63. A partir deste instante a massa específica no líquido é 

homogênea. O sólido interno fica isolado, sem alterar o seu estado energético, até um período 

posterior a t=10750 s, Fig. 6.63. Neste momento as duas fronteiras de mudança de fase encon-

tram-se. Daí em diante ocorre transferência de energia do sólido interno por difusão. Em 

t=13000 s pode-se observar que não existe mais MMF líquido. Pode-se observar ainda o com-
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portamento das isoentálpicas, que não são concêntricas. Nesta figura não são expostas as linhas 

de correntes, pois as mesmas possuem valores insignificantes, e a massa específica é homogênea. 

Na seqüência são apresentadas soluções para o mesmo problema com alteração nas 

condições de contorno e inicial. Neste caso tem-se em t=0, Tw=4°C e Tsup=-8°C e em t=15000 s 

prescreve-se Tw=-5,5°C. Na Fig. 6.64 verifica-se a fusão para o período de t=6000 s e 

Rac=4356. Nesta situação a convecção está atuante, e é possível notar a deformação geométrica 

que ocorre no sólido interno. Na Fig. 6.65 estão expostos os instantes iniciais da ressolidificação, 

t=15010 s. Nesta figura o líquido interno ainda está dotado de energia sensível, e a convecção 

interna se faz presente, Rac=15128, retardando a frente de solidificação nas regiões mais inferio-

res, onde ocorre a concentração de líquido com elevada entalpia e máxima massa específica. Em 

t=15500 s, os padrões de solução já foram modificados, alterando a estrutura de vórtices, e neste 

instante a convecção natural já está minimizada, Rac=30,3, devido ao fato do campo de entalpia 

estar próximo da uniformidade. Em t=17000 s, Fig. 6.66, ocorre o encontro das duas frentes de 

mudança de fase. Nesta situação o processo de transferência de calor é difusivo puro. A partir 

deste instante o sólido interno deixa o isolamento no qual foi mantido pela fronteira de mudança 

de fase, e passa a transferir energia de forma difusiva. Em t=20600 s tem-se a situação próxima a 

fusão completa. 
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Fig. 6.64 – Fusão com Tw=4°C, Tsup=-8°C, t=6000 s. Na direita linhas de corrente 
( + recirculação no sentido anti-horário) sobrepostas a massa específica, na es-

querda a entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.65 –Ressolidificação com Tw=-5,5°C, t=15010 s e t=15500 s. Na direita linhas 
de corrente ( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na 

esquerda a entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.66 – Ressolidificação com Tw=-5,5°C, nos períodos t=17000 s e t=20600 s. Compor-
tamento da entalpia (J/kg) para uma situação próxima da fusão completa. 

Nas próximas figuras serão expostas as soluções para uma situação de solidificação 

normal. Neste caso todo o MMF está líquido. Em t=0 s a temperatura do líquido é Tini=8°C, e 

h=367039,2 J/kg, u=v=0,0 m/s, e com a temperatura na parede prescrita em Tw=-5,5°C. 

No início, o processo é dominado pela convecção. Para t < 80 s existe um único vór-

tice no líquido, girando no sentido horário (negativo), pois na posição junto à fronteira de mu-

dança de fase o líquido possui uma temperatura inferior a aquela que existe em regiões mais in-

ternas do domínio, portanto nesta região a massa específica é maior, fazendo com que o fluido 

escoe para regiões inferiores. Na medida em que a fronteira de solidificação evolui a energia 

sensível inicial vai sendo consumida, alterando o campo de massa específica. Em t=80 s, Fig. 

6.67, é possível verificar, no lado direito, um novo padrão de movimento composto de três vórti-

ces. Um maior girando no sentido horário, e dois outros girando no sentido anti-horário. Nesta 

figura é possível identificar a posição em que se encontram as máximas e mínimas massas espe-

cíficas. No lado esquerdo das figuras o comportamento da entalpia é mostrado, sendo que a linha 

tracejada é utilizada para identificar a região onde o líquido possui T=4°C. Em t=200 s o número 

de vórtices se manteve, mas o comportamento foi alterado juntamente com os valores do campo 

de entalpia. 
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Fig. 6.67 – Solidificação com Tw=-5,5°C, Tini=8°C, t=80 s e t=200 s. Na direita linhas 
de corrente ( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na 

esquerda a entalpia (J/kg). 
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Em t=300 s e Rac=21234, a posição que o fluido com energia sensível mais elevada 

ocupa pode ser identificada na Fig. 6.68. Verifica-se que uma grande parte do domínio líquido 

está na situação de máxima massa específica, região em vermelho no lado direito da figura. No-

vamente o padrão de movimento é alterado. Agora um vórtice maior atua na parte externa giran-

do com sentido anti-horário e um vórtice menor, confinado no centro do domínio, girando com 

sentido horário. Outra característica que pode ser visualizada é a deformação que ocorre na pare-

de do sólido, na parte inferior e em uma pequena porção da parte superior do tubo. Nestas re-

giões a fronteira de solidificação avançou mais devido à convecção natural. 
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Fig. 6.68 – Solidificação com Tw=-5,5°C, Tini=8°C, t=300 s. Na direita linhas de cor-
rente ( - recirculação no sentido horário) sobrepostas a massa específica, na es-

querda a entalpia (J/kg). 

Na Fig. 6.69, está a solução no instante t=1300 s, para o valor de Rac=23, situação 

próxima da homogeneidade de temperatura no líquido, sendo predominado por um único vórtice 

que gira no sentido horário. Neste instante a difusão já é o mecanismo predominante, pois a e-

nergia sensível que existe está próxima dos valores mínimos, assim o líquido logo estará na tem-

peratura de fusão. Na Fig. 6.70, foram colocadas as situações para t=3600 s, onde o líquido está 

na T*, a convecção no líquido não existe. Em t=8000 s, atingiu-se uma situação muito próxima 

da fusão total, que acontece a t=8300 s. 
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Fig. 6.69 – Solidificação com Tw=-5,5°C, Tini=8°C, t=1300 s. Na direita linhas de 
corrente ( + recirculação no sentido anti-horário) sobrepostas a massa específi-

ca, na esquerda a entalpia (J/kg). 
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Fig. 6.70 – Solidificação com Tw=-5,5°C, Tini=8°C, t=3600 s e t=8000 s. Apenas 
o comportamento da entalpia (J/kg). 
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Na solidificação o tempo e a intensidade de atuação da convecção natural serão mai-

ores para as situações onde a energia sensível inicial, traduzida pela temperatura do líquido Tini, 

seja elevada com uma Tw baixa. Para avaliar a influência da convecção natural no processo de 

solidificação plotou-se o comportamento da Tmist, definida pela eq. (6.12), para duas simulações. 

Em ambas as situações considerou-se o mesmo modelo físico, condições de contorno e condição 

inicial, sendo que a diferença entre ambas está no método de solução. A primeira foi desenvolvi-

da considerando o processo de solidificação como difusivo puro, e a outra com a convecção atu-

ando. 

O que se observa é um decréscimo mais rápido da Tmist na simulação resolvida com 

convecção natural, Fig. 6.71, e este comportamento se repetiu para outras simulações desenvol-

vidas, com condições de contorno, e inicial, diferentes. A intensidade da diferença entre as duas 

soluções diminui com o decréscimo da energia sensível do líquido no início do processo. O tem-

po para que ocorra a homogeneização da temperatura no interior do domínio líquido também 

decai pelo mesmo motivo, e a diminuição da Tini causa os mesmo efeitos. 
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Fig. 6.71 –Comportamento da relação Tmist/Tini em função do volume solidificado 

utilizando Tini=16°C e Tw=-5,5°C. Simulações desenvolvidas considerando na primei-
ra situação processo difusivo puro e na segunda a presença da convecção natural. 

 

A influência da convecção natural e da energia sensível, existente no início do pro-

cesso, sobre o tempo de solidificação do MMF, pode ser visualizado na Fig. 6.72, onde estão 
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expostos os resultados para duas situações distintas na solidificação. Na primeira considerou 

Tini=8°C, e na segunda Tini=16°C, com Tw=-5,5°C em ambas as situações. Em ambos os casos 

as soluções foram obtidas para o processo difusivo puro e para o processo ocorrendo na presença 

da convecção natural. O que se percebe, ao avaliar estas soluções, é a proximidade das mesmas, 

pois mesmo havendo uma diminuição mais rápida da Tmist, quando a convecção é considerada, 

isto não é suficiente para produzir diferenças apreciáveis entre as duas soluções, difusiva pura e 

na presença da convecção natural. Este comportamento pode ser justificado pelo fato de que a 

energia sensível é muito menor do que a latente, números de Stefan baixos. O nível da energia 

sensível do líquido tem pequena interferência sobre a velocidade de solidificação, para tempera-

tura na ordem de 8°C, sendo coincidente as soluções com convecção natural e difusivo puro. 

Para temperatura superiores, como em 16°C, a velocidade da solidificação é menor nos primeiros 

instantes, Vf/V0 > 0,6, no processo convectivo, Fig. 6.72. Após a homogeneidade de temperatura 

ser atingida, Fig. 6.71, para Vf/V0 < 0,4, ocorre uma inversão nas velocidades de solidificação, 

sendo o processo convectivo mais rápido. No final do processo o volume solidificado é idêntico 

para os dois casos, e o tempo para que isto ocorra, tmax, é semelhante em todos os casos simula-

dos.  
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Fig. 6.72 – Comportamento da relação Vf/V0 em função da relação t/tmax utili-
zando Tini=8°C e Tini=16°C com Tw=-5,5°C. Simulações desenvolvidas conside-
rando o processo difusivo puro e o processo na presença da convecção natural. 
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Assim pode-se afirmar que a solução desenvolvida apenas na presença da difusão ge-

ra resultados aceitáveis, para os níveis de temperatura simulados. Isto conduz a uma situação 

onde recomenda-se que a solução analítica das equações governantes do fenômeno sejam obti-

das, atentando para uma solução fechada do problema. 
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7. DISCUSSÃO SOBRE A CONSISTÊNCIA FÍSICA DAS SOLUÇÕES APRESENTA-

DAS. 

Na busca da validade dos resultados obtidos é necessária uma avaliação dos erros 

associados. As fontes de erro no âmbito da simulação numérica, segundo Maliska, 1990, podem 

ser divididos em dois níveis quando comparados à realidade física. Em um primeiro nível estão 

os erros associados a má solução das equações diferenciais sendo necessário uma validação 

numérica da solução através da comparação com outras soluções numéricas ou analíticas. Se-

gundo Demuren et al., 1993, a abordagem numérica dos fenômenos pode conter as seguintes 

fontes de erro: 

A - 

B - 

C - 
D - 
E - 

 Erros associados à utilização de geometrias inadequadas ocasionando “anorma-

lidades” nos volumes. 

 Malhas não refinadas em regiões de maior interesse, regiões onde a condição de 

contorno é o motor do fenômeno, condições de contorno com comportamento 

inesperado. 

 Erros de truncamento dos esquemas numéricos. 

 Erros de convergência devido ao número de iterações insuficientes. 

 Erros de discretização em função da escolha de malhas inadequadas para avaliar 

o fenômeno. 

Num segundo nível estão os erros associados ao modelamento inadequado do fenô-

meno, e ao uso de equações inadequadas na solução do problema. Neste nível existe a necessida-

de da validação física das soluções, utilizando resultados experimentais. 

Com o objetivo de avaliar esta questão foram utilizadas as soluções, numéricas e ex-

perimentais apresentadas por Rieger e Beer,1986, Fig. 7.1. Na Fig. 7.2 encontra-se a solução 

desenvolvida no presente trabalho, para a mesma situação lá apresentada, tornando possível uma 

comparação com valores da Fig. 7.1. Pode-se observar que existe uma excelente concordância 

entre ambos. Assim, baseado nas afirmações anteriores pode-se admitir que os erros associados 

ao segundo nível têm poucas chances de deteriorar os resultados apresentados neste trabalho. O 

modelamento que foi utilizado para a obtenção dos resultados foi amplamente testado e aplicado 

na solução de um grande número de fenômenos e comparado com as soluções experimentais. 

Quanto aos erros associados ao primeiro nível, e que estão associados com má solu-

ção das equações governantes, pode-se afirmar que, para o item A, a geometria utilizada não 

possui anormalidades, não sendo fontes de erros. No item B, com referência ao comportamento 

das condições de contorno, estas são possuidoras de um comportamento normal, mesmo assim, 
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realizou-se para algumas soluções um refinamento local na malha, e não ocorreram variações 

perceptíveis nas soluções. No item C, o método das diferenças finitas foi utilizado para avaliar os 

erros de truncamento que estão associados à ordem das aproximações, utilizadas para resolver as 

equações diferenciais. A ordem do erro de uma aproximação é definida, normalmente, em rela-

ção à série de Taylor e à posição de seu truncamento.  

 

 

 

Fig. 7.1 - Resultados obtidos por  Rieger e Beer, 1986. Em b solução numérica para 
Tw=6°C, ro=32 mm, SteFo=0,059 e 0,09. Em c solução experimental Tw=6°C, ro=30mm, 

SteFo=0,053 e 0,082. 

Neste trabalho utilizou-se a função de interpolação Power Law, que caracteriza-se 

por tentar reproduzir o comportamento da solução exata em uma dimensão, por faixas do número 

de Peclet. A justificativa de sua utilização se encontra no fato de ser um esquema bem conhecido 

e amplamente testado. Na impossibilidade de se ter funções de interpolação isentas de erro, é 

necessário avaliações referentes ao tamanho de malha, a fim de minimizá-los. 

Para minimizar os erros associados ao item D utilizou-se um número mínimo de cin-

co iterações para cada passo de tempo, nas situações em que não havia volumes mudando de 

fase. Já nas situações em que havia volumes mudando de fase o número de iterações mínimo foi 
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de dez. Além disto, utilizou-se critérios de convergência da ordem de 10-8 para diferenças relati-

vas entre os termos das entalpias, obtidas para duas iterações no mesmo passo de tempo, bem 

como para os máximos resíduos de massa (resíduo da equação da continuidade SMAX). A dife-

rença percentual, da ordem 10-2, entre os fluxos que penetram no volume de controle (SMAX 

Normalizado), em duas iterações sucessivas em um mesmo passo de tempo, foi utilizada como 

terceiro critério de convergência. Deve-se ter cuidado quanto ao resíduo de massa (SMAX) e na 

sua utilização como critério de convergência, pois quando da utilização de malhas refinadas, 

ocorre a diminuição do tamanho dos volumes, promovendo o decréscimo no resíduo, necessitan-

do uma reavaliação no valor do critério utilizado. Acredita-se que os erros associados ao número 

de iterações insuficientes foram minimizados, pelos critérios e cuidados adotados. 
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Fig. 7.2 – Na esquerda das figuras estão linhas de corrente e na direita estão as isotermas, 
para TW=6°C, SteFo=0,059 e para TW=6°C, SteFo=0,09. 

 

No item E é mencionada a questão da malha ser inadequada para o tratamento do fe-

nômeno, ou seja, malha que não consegue captar todas as particularidades do fenômeno. As so-

luções apresentadas neste trabalho utilizaram malhas de 40x40 volumes. As perguntas básicas 

para este item são: atingiu-se uma independência de malha. Se aumentar o número de volumes a 

solução se manterá. Se pode estar na presença de multiplicidade de soluções. 

Aplicou-se a metodologia do GCI, Roache, 1998, e que está descrita no apêndice, 

nos resultados das simulações desenvolvidas para a fusão. Utilizou-se a abordagem de Neumann 

na condição inicial, Tini=-5,5°C, e para a condição de contorno Tw=10 °C, e um tubo com diâme-

tro D=60 mm. Inicialmente empregou-se a eq. (II.11), 
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para avaliar a ordem do método utilizado. Para isto foi necessária a obtenção de resultados em 

três situações de malhas distintas. A relação de malhas utilizada foi r=3, malhas com número de 

elementos de volume de 40x40, 120x120 e 360x360. Isto se fez necessário para que houvesse 

uma coincidência geométrica entre os pontos avaliados, juntamente com a coincidência tempo-

ral, que também foi observada. A variável utilizada para a averiguação da ordem do método foi a 

entalpia. Ela foi escolhida por ser a variável central do problema. Os resultados obtidos estão 

expostos na Tabela 1.1. 

Avaliações foram desenvolvidas para três posições angulares no tubo, e em cada uma 

destas posições foram escolhidas três posições ao longo do raio. Os ângulos das posições são 

referenciados em relação ao eixo das abscissas. Estas posições foram escolhidas de forma que, 

uma ficasse na região superior do tubo, outra na região intermediária, e a terceira na região infe-

rior do tubo. Ao observar os resultados nota-se que, a ordem do método ficou próxima de 1, co-

mo era de se esperar, a exceção ficou para os volumes de controle que estão junto da parede do 

tubo. Nesta região as velocidades tendem a zero, predominando a difusão. Nas regiões inferiores 

também ocorre uma diminuição nos gradientes de velocidade, deixando o fenômeno mais difusi-

vo do que convectivo. Nestas posições também ocorrem diminuições na ordem do método. 

As avaliações do erro relativo foram realizadas utilizando a eq. (II.6), reescrita aqui,  

 2 1

1

f f
f
−

ε = , 

O GCI foi determinado utilizando a eq. (II.9), considerando a ordem da aproximação 

local, p, eq. (II.11), 

 2
12 1

p
s s pr

GCI F E F
r

=

=

ε
= ε = =

−
. 

Como pode-se observar o erro relativo máximo, ε, atingiu valores da ordem de 0,1%, 

entre comparações efetuadas com os resultados obtidos pelas malhas de 40x40 e 360x360. Para o 

GCI, tem-se como erro máximo 0,3%, na mesma situação. Pode-se dizer, baseado nos resultados 

apresentados na Tab. 1.1, que a malha utilizada de 40x40 volumes foi suficiente para as análises 

aqui efetuadas. Além disto, a relação de malhas entre as duas soluções é r=9, representando um 
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custo computacional elevado para a obtenção de apenas 0,1% de diferença relativa entre os valo-

res das soluções. 

Em todas as soluções obtidas, com as diferentes malhas, não foram registradas mu-

danças nos padrões de solução. A verificação da presença de multiplicidade de soluções foi 

investigada através da alteração das vareduras no TDMA, nas simulações que utilizaram as 

condições de contorno Tw=4°C e Tw=6°C, apresentadas no capítulo Resultados e Discussões. 

Utilizou-se varreduras nos coeficientes e nas variáveis em todas as orientações, e não foram 

registradas alterações nas soluções. 
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8. CONCLUSÕES  

Como esperado, o mecanismo predominante de transferência de calor para o interior 

do tubo varia com o tempo e com as condições de contorno. Os processos de fusão são inicial-

mente difusivos, e a partir de um determinado período de tempo, variável com a taxa de calor 

transferida, surgem vórtices que interferem no mecanismo de troca térmica, e na posição por 

onde é transferida a maior quantidade de energia. 

O grau de complexidade do fenômeno de transferência de calor, está associado ao 

comportamento “anormal” da massa específica da água. Este comportamento é responsável pelas 

variações das estruturas de vórtices e formato das isotermas no interior do tubo. Estas estruturas, 

no caso da fusão, recolhem a energia ao longo da parede do tubo entregando-a ao sólido, intensi-

ficando o mecanismo de troca, em posições específicas, promovendo picos de transferência de 

calor. As estruturas de vórtice têm influência sobre a fronteira de mudança de fase. No início, 

enquanto o processo difusivo predomina, o sólido conserva um formato geométrico cilíndrico. 

Na medida que a estrutura de vórtices se intensifica a geometria da fronteira de mudança de fase 

sofre deformações. Na fusão, ao contrário do que acontece na solidificação, ocorre a intensifica-

ção dos gradientes de temperatura e massa específica, com a evolução do processo. 

Nos processos de solidificação e ressolidificação, a transferência de calor para o inte-

rior do tubo também é variável com o tempo. Inicialmente o processo convectivo predomina, 

devido ao movimento do líquido. Nos instantes iniciais as estruturas de vórtices são dinâmicas, 

devido aos elevados gradientes de temperatura e massa específica. Na medida que o processo 

evolui os gradientes diminuem, até serem extintos. Na solidificação, com todo volume líquido no 

início do processo, o tempo de sobrevivência dos gradientes é função da condição inicial, Tini, e 

da condição de contorno Tw. Na ressolidificação este período depende da condição de contorno, 

Tw, no início dos processos de fusão e ressolidificação, e do volume de MMF líquido. Nas simu-

lações desenvolvidas na presença da convecção natural, a homogeneização da temperatura e da 

massa específica ocorre mais rapidamente, devido a existência de movimento. Das comparações 

entre processos de solidificação convectivos e difusivos puros, pode-se concluir que o volume de 

MMF solidificado ao longo do tempo é semelhante. 

Entre as soluções que consideram apenas a difusão, os resultados para o processo de 

solidificação são mais próximos da realidade, do que aqueles obtidos para a fusão. Isto ocorre 

devido ao comportamento da energia sensível, que nos casos da fusão se intensifica com a evo-

lução do processo, acontecendo o contrário na solidificação. 

Na fusão, o formato geométrico cilíndrico mantém-se para problemas resolvidos com 

difusão pura, e condição de temperatura prescrita constante na parede. Isto demonstra o afasta-
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mento entre o modelamento e a realidade física do problema quando adotam-se hipóteses simpli-

ficadoras, desconsiderando a convecção interna e o comportamento “anormal” da massa especí-

fica da água. Na solidificação o formato geométrico do anel sólido não possui deformações apre-

ciáveis, tanto nos problemas difusivos como nos convectivos, o que serve de indicativo da pe-

quena influência da convecção natural na solidificação. 

Na fusão com condição de temperatura prescrita constante na parede, em todas as si-

tuações apresentadas, o número de Nusselt local assumiu a unidade nos instantes iniciais. Isto é 

característica do processo difusivo de transferência de calor. Para temperaturas Tw < 4°C existem 

picos no número de Nusselt local, na região superior do tubo, e diminuição do número de Nus-

selt local, na região inferior do tubo. Para temperaturas Tw ≥ 8°C, os picos de vórtices ocorreram 

na parte inferior do tubo, e a diminuição do número de Nusselt na região superior do tubo. Para 

Tw = 6°C o comportamento do número de Nusselt local tem dois comportamentos distintos. Nos 

primeiros instantes se comporta como para Tw < 4°C e após um determinado período como para 

Tw ≥ 8°C. Para todas as situações pode-se afirmar que a dinâmica de comportamento é função 

das estruturas de vórtices que ocorrem, e que dependem do comportamento da massa específica. 

O comportamento do número de Nusselt médio, na fusão com temperatura da parede 

constante, possibilita a realização de avaliações sobre o processo de transferência de calor no 

aspecto global. Em termos médios o processo de transferência de calor é difusivo, Nu=1, até 

certos valores do volume fundido, e que é variável com a temperatura de parede Tw. Para o nú-

mero de Nusselt médio é possível identificar dois comportamentos distintos. Para Tw ≤ 6°C, o 

comportamento médio difusivo ocorre para Vf/V0 < 0,4. Para Tw = 8°C, o comportamento médio 

difusivo ocorre para valores de Vf/V0 < 0,5, e com a elevação da temperatura da parede este valor 

diminui ainda mais, como para Tw = 14°C onde o comportamento médio difusivo aparece para 

Vf/V0 < 0,2. A temperatura da parede influência o processo de transferência de calor. Para Tw ≥ 

8°C o aumento da temperatura da parede promove o aparecimento dos efeitos convectivos para 

relações Vf/V0 menores. 

O comportamento médio permitiu a determinação de correlações matemáticas, na fu-

são com temperatura de parede constante, para o número de Nusselt e fração de volume de MMF 

fundido. Tem-se assim condições de prever o volume de material fundido para uma determinada 

situação, bem como a velocidade da fusão. As taxas de transferência de calor também poderão 

ser previstas, dentro de uma faixa de incerteza aceitável.  

Simulações da fusão, utilizando condições de contorno de terceira espécie locais, 

também foram realizadas. Nesta etapa utilizou-se condições de contorno oriundas de ensaios 

experimentais, representado em uma maior aproximação com a realidade física. Esta etapa deve-
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rá servir de base para trabalhos futuros, onde serão abordadas as bancadas de tubos em um arma-

zenador de energia na forma latente. 

Outra característica detectada durante o tratamento dos resultados da simulação é o 

comportamento da temperatura de mistura, Tmist, na fusão. Na maioria das correlações utilizadas 

para o tratamento da convecção, as propriedades dos fluidos são utilizadas para a temperatura 

média. Nos resultados expostos para a fusão percebe-se a existência de regiões distintas, no lí-

quido, de baixa temperatura e elevada temperatura. Nestes casos, acredita-se que a utilização da 

temperatura de mistura seria uma alternativa mais adequada a ser utilizada para a determinação 

das propriedades. 

A simulação dos processos de ressolidificação proporcionou a visualização da com-

plexidade do fenômeno. No início da ressolidificação o processo possui a dinâmica de um pro-

cesso de fusão, com uma estrutura de vórtices característicos, um campo de temperatura e massa 

específica e em certa evolução. Fixa-se então a temperatura da parede para um valor abaixo da 

temperatura de fusão. Este procedimento provoca alterações drásticas no comportamento do fe-

nômeno. Nesta nova situação ocorre uma inversão nas direções dos fluxos internos para se rea-

dequar a nova situação, exigindo uma redução no passo de tempo da simulação, sob pena de o-

corram divergências numéricas. O grau de complexidade do fenômeno aumenta, pois existem 

duas fronteiras de mudança de fase a serem tratadas. 

Com o objetivo de qualificar os resultados obtidos nas simulações, utilizou-se o GCI 

para determinar a independência de malha, de onde foi possível comprovar o baixo valor das 

diferenças relativas para todas as situações analisadas. Uma comparação com resultados expos-

tos na literatura, originados por ensaios experimentais e simulação numérica, também foi feita 

demonstrando a excelente concordância de resultados. 

Baseado nos resultados obtidos para a fusão, solidificação e ressolidificação acredita-

se que se tenha conseguido atingir o principal objetivo deste trabalho, que era o de aproximar as 

soluções desta classe de problemas da realidade física. As simulações desenvolvidas aqui não 

ignoraram os efeitos da inversão da massa específica. As correlações desenvolvidas deverão ser-

vir de ferramenta na resolução de problemas de engenharia. Além disto as soluções apresentadas 

servirão de base para futuras tomadas de decisão no controle de processos de termoacumulação. 

Durante a realização deste trabalho, visualizou-se uma segunda classe de trabalhos para os quais 

as correlações obtidas poderão ser adequadas. Esta classe está associada à transferência de calor 

entre tubos concêntricos e excêntricos. 

Uma etapa que deve ser cumprida em trabalhos futuros será a inserção da flutuação 

do sólido, nos problemas de fusão e ressolidificação. Isto tornará a simulação desta classe de 
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trabalhos completa. Na solidificação não existe a necessidade de abordar a flutuação, pois a cas-

ca de material solidificado permanece presa junto à parede. Avaliações futuras sobre os efeitos 

das características microscópicas na solidificação e fusão também deverão ser feitas. A determi-

nação de correlações para o volume solidificado e para o número de Nusselt na solidificação 

deverá ser abordado em trabalhos futuros. 
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APÊNDICE I 

Extrapolação de Richardson 

 

A avaliação dos fenômenos, utilizando técnicas experimentais, é a fonte de informa-

ções mais confiável, pois trabalha diretamente com a realidade física, e os resultados assim obti-

dos são contaminados apenas com os erros de medição, sistemáticos, aleatórios e grosseiros. 

Existem alguns fatores que tornam a abordagem experimental proibitiva em algumas áreas, entre 

eles pode-se citar como exemplo a questão custo dos ensaios, e a segurança necessária (nas á-

reas, nuclear e de biotecnologia, etc.). A impossibilidade da obtenção da semelhança em alguns 

eventos pode inviabilizar a utilização desta abordagem, pois em algumas situações é necessária a 

utilização de modelos, associada a uma análise dimensional na tentativa de obter-se a semelhan-

ça entre os fenômenos, em escala natural e em escala reduzida. Nestes casos, a opção é a realiza-

ção dos ensaios com semelhança incompleta, não traduzindo a realidade em sua plenitude. 

A investigação teórica pode ser dividida em analítica e numérica, conseqüência do 

procedimento adotado para a solução das equações governantes. Na investigação analítica as 

equações diferenciais governantes são resolvidas a partir simplificações usualmente mais fortes 

do que nas numéricas. Um importante ponto a favor deste método é a obtenção de soluções fe-

chadas, requerendo pouco tempo para a obtenção dos resultados. Se uma solução analítica estiver 

disponível fornecendo resultados com a precisão desejada, ela deverá ser preferida. 

A evolução exponencial da computação proporcionou o aparecimento de computado-

res de alta velocidade e de grande capacidade de armazenamento, isto, associado ao desenvolvi-

mento das ferramentas numéricas (técnicas de aproximação), disponibilizou, introduziu e concre-

tizou a simulação numérica computacional como uma ferramenta na solução de equações mate-

máticas que modelam fenômenos, nas diversas áreas da ciência. No âmbito acadêmico (pesquisa 

científica), o emprego da simulação tornou-se “popular”, pois possibilitou a investigação e solu-

ção de problemas que até então eram de difícil solução, ou inacessíveis ao tratamento analítico e 

a técnica experimental. Atualmente a simulação numérica computacional extrapolou as fronteiras 

das academias e o seu emprego industrial é uma realidade, pois inúmeros softwares são disponi-

bilizados comercialmente e vários exemplos de aplicações poderiam ser citados. 

A ampla aceitação dos modelos numéricos pela comunidade interessada na solução 

de problemas é explicada pela grande versatilidade e relativa simplicidade de aplicação dessas 

técnicas. Com a evolução da Ciência dos Materiais, ficará cada vez mais fácil, tanto no meio 

acadêmico-científico como no industrial, o uso de técnicas numéricas para a solução de proble-
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mas de engenharia, uma vez que, os custos dos equipamentos necessários são cada vez menores. 

A experimentação numérica, praticamente, não apresenta restrições, sendo adequada e confiável 

quando se está de posse de um método numérico que resolva corretamente as equações diferen-

ciais que governam o fenômeno e de um modelo matemático que represente com fidelidade o 

fenômeno físico. Problemas com complicadas condições de contorno, definidos em geometrias 

arbitrárias podem ser resolvidos com algumas vantagens sobre os demais métodos, na maioria 

dos casos. Evidentemente que existe a necessidade de despender atenção a algumas condições 

restritivas, segundo Patankar, 1980: o custo da simulação deve ser sempre inferior aos custos 

experimentais. As soluções numéricas em geometrias complexas, quando associadas as não line-

aridades sensíveis, podem ser mais difíceis de serem obtidas, comparativamente com a solução 

experimental. Em problemas instáveis pode existir mais de uma solução, sendo necessário avali-

ações externas para determinar a solução real. Em fenômenos de pequena escala a necessidade 

de malhas adequadas podem tornar a solução numérica inviável. Estas restrições tendem a dimi-

nuir com a evolução do par, computação técnicas numéricas. 

Em situações onde a descrição matemática do fenômeno ainda não está concretizada 

faz-se necessário uma validação dos resultados numéricos. Isto é realizado através da compara-

ção com os resultados experimentais, quando os mesmos existirem. Na ausência destas soluções 

a validação numérica é realizada através de comparações com outras soluções numéricas ou ana-

líticas da mesma classe de problemas. 

Portanto, a confiabilidade dos resultados obtidos na experimentação numérica é um 

ponto importante a ser considerado. Na busca da validade dos resultados obtidos é necessária 

uma avaliação dos erros associados, para isto é necessário o conhecimento das fontes de erro.  

De acordo com Roache, 1998, existem várias técnicas para quantificar incertezas 

numéricas, as mais comuns são as avaliações da convergência de malha, sendo estas as mais di-

retas e mais confiáveis. Segundo este autor, existe inconsistência e confusão nos trabalhos 

apresentados na literatura e que tratam da convergência de malha. Isto lhe serviu de motivação 

para o desenvolvimento do Grid Convergence Index (GCI). O seguinte exemplo é citado para 

demonstrar a confusão existente na literatura: considere-se uma solução obtida para uma 

determinada malha e considerada correta. Utilizando um método de primeira ordem com uma 

malha 50% mais densa, obtêm-se uma solução com diferença percentual 4%, em relação a 

solução original. Uma outra situação para o mesmo problema, utilizando um método de segunda 

ordem, mas com a densidade de pontos da malha dobrada, possui diferença de 6% em relação a 

solução original. Em que situação tem-se maior confiabilidade? É valida a comparação? Em que 

bases foram realizadas estas comparações? Refinar a malha e mudar o método de interpolação 
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lizadas estas comparações? Refinar a malha e mudar o método de interpolação garante a solu-

ção? 

A necessidade de realizar comparações entre soluções, objetivando a quantificação 

das incertezas associadas à convergência de malha, estimulou o desenvolvimento do GCI, que é 

um método de comparação embasado matematicamente, este método é derivado da teoria da 

extrapolação generalizada de Richardson. 

Segundo Burden e Faires, 1989, a técnica de extrapolação de Richardson foi apresen-

tada em 1927, sendo empregada para gerar resultados com alta precisão com o emprego de mé-

todos de baixa ordem. Segundo Demuren e Wilson, 1993, o valor exato funcional pode ser apro-

ximado a partir de resultados gerados por discretização numérica adicionado dos erros de trun-

camento, da seguinte forma: 

 ( )1M N h Erro de trunc.= + , (I.1) 

N1(h) é uma expressão que produz aproximações com erro de truncamento de ordem p, para um 

valor desconhecido de M, o termo h representa o incremento e o erro de truncamento é dado por: 

 ( ) ( ) ( )1 2 3
1 2 3

p p pErro de trunc. K h K h K h ...+ + += + + + , (I.2) 

onde K1, K2 e K3 são funções diferenciáveis, definidas no contínuo e independentes de h. 

Assume-se que a aproximação de N1(h) para M seja realizada pelo método das dife-

renças centrais, que é de ordem p=2, o erro de truncamento neste caso é dado pela equação (I.2) 

sem os termos exponenciais ímpares é escrito como: 

 ( ) ( ) ( )2 4 6
1 2 3Erro de trunc. K h K h K h ...= + + + . (I.3) 

Em situações em que o incremento h é de pequeno valor o primeiro termo no lado di-

reito das equações (I.2) e (I.3) predomina. Pode-se reescrever a equação (I.1) como: 

 ( ) ( ) ( )2
1 1

4M N h K h O h= + + . (I.4) 

Se o incremento for diminuído, fazendo h/2, isto resultará em um ganho de precisão 

para a expressão de aproximação N1(h/2). Com isto a expressão (I.1) torna-se: 

 
2 4

1 12 4 16
h h hM N K O

   = + +   
    





. (I.5) 

 



______________________________________________________________Apêndice I       172

Em ambas as situações acima a ordem do erro das aproximações permaneceu de or-

dem quatro. Se multiplicar a eq. (I.5) por quatro e subtrair esta nova equação da eq. (I.4) tem-se: 

 
( )

(
1 1

4
4

2
3

hN N h
)M O h

  − 
 = + . (I.6) 

Como pode ser observado com duas soluções utilizando incrementos diferentes, mas 

com um método de segunda ordem, pode-se obter soluções com erros de truncamento da ordem 

de O(h4). Se o incremento h for diminuído ainda mais, tem-se maior precisão nas aproximações. 

Para um fator de diminuição do incremento de malha, h/n, equação (I.6) pode ser escrita generi-

camente: 

 
( )

(
1 1

1

p

p

hn N N h
n )M O h

n
ψ

  − 
 =

−
+ . (I.7) 

onde ψ=p+1. Quando o erro de truncamento, equação (I.2), não possuir expoentes ímpares, se-

melhantes ao caso das diferenças centrais (UDS) assume-se, ψ=p+2. Isto implica que a ordem 

do erro é dependente da representação do erro de truncamento. Para as situações onde N1(h) tem 

a ordem p=1, como em diferenças adiantadas (UPWIND) ou atrasadas (DOWNWIND), ψ=2. Se 

o objetivo for obter soluções com a ordem do erro de truncamento mais elevado, procede-se de 

forma análoga ao efetuado para a situação anterior, como descrito em Burden e Faires, 1989. 

Esta técnica possibilita obter soluções com erros de truncamento de alta ordem com 

baixo custo computacional. Este método é aplicável nas equações discretizadas, resolvendo pro-

blemas dimensionais, no pós-processamento de duas soluções obtidas com malhas diferentes, em 

posições geométricas coincidentes sendo independente de códigos computacionais, algoritmos e 

equações governantes. A sua aplicação não é restrita a soluções do tipo ponto a ponto, mas tam-

bém a soluções funcionais. Uma conclusão que se chega, ao observar as deduções, está associada 

à função de aproximação N(h), que pode ser de qualquer tipo. Além disto, a técnica pode ser 

aplicada a funções N(h) que tenham qualquer valor para a ordem do erro de truncamento. 

 

Segundo Roache, 1998, uma significativa desvantagem da extrapolação de Richard-

son está no fato de que as soluções extrapoladas não serem conservativas. Em soluções de deri-

vadas de alta ordem é recomendada precaução, pois a extrapolação pode introduzir “ruído” na 

solução, diminuindo a precisão. Assim a decisão, de utilizar a extrapolação de Richardson para 

melhorar soluções já obtidas, deve ser avaliada com cautela evitando equívocos. Por outro lado, 

a diferença entre a solução obtida pela técnica de extrapolação, que é de ordem superior, e a so-
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lução previamente conhecida obtida pela função de aproximação N(h), que é de menor ordem, 

pode servir como uma ferramenta de diagnóstico de erro para uma ampla gama de problemas. 

Com o objetivo de avaliar erros nas soluções é que se desenvolveu o Grid Convergence Index 

(GCI). 
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APÊNDICE II 

O Índice de Convergência de Malha (GCI) 

 

Para o desenvolvimento do GCI, a equação (I.6) deve ser representada de forma al-

ternativa mantendo os incrementos, como apresentado por Roache, 1998: 

 
( ) ( )

( )
(

2
2

1 1
4

2
2

2 2

2

h hN h h N
)M O h

h h

   −   
   =

  − 
 

+ . (II.1) 

Definindo que: 

 
( )

1 1 1

2 1 1

2 2
h hf N e h Malha refinada,

f N h e h h Malha grossa,

 = = 
 

= =
 (II.2) 

tem-se: 

 (
2 2

42 1 1 2
2 2
2 1

h f h f )M O h
h h

−
= +

−
. (II.3) 

Definindo a relação de refinamento r=h2/h1, é possível escrever a equação (II.3) co-

mo: 

 ( )41 2
1 2 1

f fM f O
r

h−
= + +

−
, (II.4) 

de forma análoga ao empregado na equação (I.7) tem-se genericamente: 

 (1 2
1 1p

f f )M f O
r

hψ−
= + +

−
. (II.5) 

A avaliação tradicionalmente empregada para a verificação da independência de ma-

lha pode ser escrita da seguinte forma, 

 2

1

1f f
f
−

ε = , (II.6) 
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onde f1 e f2, foram definidos na equação (II.2), ε é a diferença relativa entre duas soluções obtidas 

por um mesmo método com duas situações de malha distintas, com coincidência geométrica. 

Fazendo M=fexata, pode-se escrever o erro relativo para uma solução com malha refinada utili-

zando a equação (II.5), sem os termos relativos ao erro de truncamento, 

 
( )

1 2 1
1

1 1 11
exata

pp

f f f fE
f rf r

− − ε
= = =

−−
, (II.7) 

onde E1 é o avaliador de independência de malha de Richardson. Uma comparação entre as e-

quações (II.6) e (II.7), permite concluir que a segunda expressão é mais completa, pois leva em 

conta a relação de malhas, a ordem das aproximações e a diferença relativa entre duas soluções 

distintas, além de ser uma expressão baseada em teoria consistente e racional. 

A idéia atrás do GCI é relacionar o ε obtido por qualquer estudo de convergência de 

malha, realizado com qualquer ordem p e relação de malha r, com o ε que seria obtido para o 

mesmo problema, utilizando soluções obtidas com a ordem p=2 e a relação r=2. Esta compara-

ção é baseada na uniformidade do erro, pois segundo Roache, 1995, devido à experiência acumu-

lada pela comunidade que desenvolve a Dinâmica de Fluidos Computacional, CFD, o ε da eq. 

(II.6) goza de um certo nível de confiança quando os resultados são gerados por métodos, vali-

dados, possuidores de erros da ordem p=2 com uma relação de malha r=2, neste caso, 

 1
1
3

E = ε . (II.8) 

Para a determinação do Índice de Convergência de Malha é necessária a determina-

ção inicial de ε utilizando duas soluções do problema com malhas distintas e em seguida obter 

E1, eq. (II.7). Com o valor de E1 determina-se o valor de um novo ε equivalente que seria obtido 

se fosse utilizado a ordem p=2 e a relação r=2. Este ε equivalente é o Índice de Convergência de 

Malha, GCI, que pode ser expresso matematicamente como: 

 2
12 1

p
s s pr

GCI F E F
r

=

=

ε
= ε = =

−
, (II.9) 

onde o termo Fs para p=2 e r=2 assume: 

 1 3p
sF r= − = .  (II.10) 
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Pela eq. (II.9), constata-se que o GCI será o próprio ε, quando a ordem do erro de 

truncamento for p=2 e a relação de refinamento da malha for r=2. O termo Fs pode ser conside-

rado como um fator de segurança aplicado a E1. Em Roache, 1995, a utilização de outros valores 

para Fs é discutida, sendo recomendada a adoção de Fs=3, quando duas malhas são utilizadas 

para a avaliação da independência de malha. 

Para a aplicação do GCI é necessário o conhecimento prévio da ordem do erro de 

truncamento, o que em muitas situações é um complicador. A ordem dos esquemas de interpola-

ção empregados pelo método de Volumes Finitos, no tratamento dos termos convectivos, são 

normalmente definidos em relação a ordem de truncamento da série de Taylor, mas infelizmente, 

isto não pode ser aplicado a todos os esquemas. Segundo Marchi 1993, e de acordo com a defini-

ção da ordem de um esquema, a solução exata é de primeira ordem e os esquemas que procuram 

seguí-la também. A ordem do esquema numérico pode ser determinada segundo Demuren e Wil-

son, 1993, e Roache, 1998, com a seguinte expressão, deduzida da extrapolação de Richardson: 

 
( )

3 2

2 1

f fln
f f

p
ln r

 −
 −=  , (II.11) 

onde os termos f são soluções do problema com três malhas distintas, tendo uma relação r entre 

as mesmas, obedecendo a coincidência geométrica das mesmas. 
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