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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se um estudo preliminar sobre problemas in-

versos com aplicação na identi�cação de parâmetros em biorreatores e transferên-

cia radiativa. A identi�cação se baseia na busca de soluções aproximadas a partir

do critério dos mínimos quadrados. Para tal, métodos determinísticos implícitos

são analisados e posteriormente utilizados, destacando-se o método de Levenberg-

Marquardt. No caso do biorreator anaeróbico, discute-se brevemente a teoria acerca

dos processos internos e, a partir da implementação do modelo matemático de An-

tonelli, considerada a solução exata do problema direto, procede-se com a adição

de diferentes níveis de ruídos gaussianos e análise de seus efeitos na reconstrução

dos parâmetros do modelo. Iniciando a estimação sempre pelos parâmetros corre-

tos, conhecidos a priori, pode-se perceber que é possível proceder com a estimação

destes quando a magnitude do erro é da ordem de 1%. No caso de perturbações

maiores nos dados de saída do modelo, contudo, embora não seja possível estimar

os parâmetros, a simulação continua con�áveis. No que tange à transferência radi-

ativa, usa-se a solução em forma fechada em relação à variável espacial da equação

íntegro-diferencial linear de Boltzmann pelo método das Ordenadas Discretas Analí-

ticas como solução exata do problema direto. Investiga-se a e�ciência do método de

Levenberg-Marquardt na estimação dos parâmetros de albedo e grau de anisotropia

em problemas de transporte de radiação. É possível concluir que bons resultados

são obtidos na identi�cação do parâmetro de albedo, mas que o grau de anisotropia

é mais suscetível às perturbações.
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ABSTRACT

In this report, a preliminary study on the application of inverse pro-

blems in parameter estimation problems in transport of radiation and anaerobic

bioreactors is presented. This estimation is based on the search of approximate

solution to the inverse problem by the least squares criterion. Implicit determinis-

tic methods are analyzed and subsequently used, mainly the Levenberg-Marquardt

method. The anaerobic bioreactor theory is discussed and the mathematical mo-

del of Antonelli is considered the exact solution of the direct problem. After, the

e�ects of the addition of di�erent levels of Gaussian noise on the reconstruction of

the model parameters is analysed. Starting the estimation always by the correct

parameters, known a priori, it is possible to verify that the correct estimation can

be achieved when the magnitude of the error is 1%. In the case of larger errors in

the model output data, however, although it is not possible to correctly estimate

the parameters, the simulation remains reliable. In the case of transport of neutral

particles, the closed solution of the linear integral-di�erential Boltzmann equation

obtained by the Analytic Discrete Ordinates method is considered as the exact so-

lution of the direct problem. The e�ciency of Levenberg-Marquardt method for

estimating the albedo and degree of anisotropy is then investigated. It is possible

to conclude that good results are obtained for the reconstruction of albedo, even

with larger orders of error, but the degree of anisotropy is more susceptible to the

perturbations.
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1 INTRODUÇÃO

Uma questão de importância sempre atual e de interesse mundial é a

prospecção de petróleo. Para a otimização de processos e obtenção de progressos

nas pesquisas, é um procedimento natural que, por exemplo, a partir da análise de

dados obtidos por medições de sondas nucleares, antes da perfuração de poços, ou

mesmo, após perfurados, para monitoramento de suas condições, se busque estimar

as características das rochas [28]. Por outro lado, o crescimento industrial e agrícola

das últimas décadas trouxe consigo o problema do aumento da poluição e geração

de lixo, com graves consequências ao meio ambiente, o que conduziu à criação, pe-

los orgãos ambientais, de normas cada vez mais rígidas em relação à quantidade

de matéria orgânica despejada no meio ambiente pelos e�uentes industriais e mu-

nicipais [11]. Busca-se hoje desenvolver uma noção de economia verde, que alie o

desenvolvimento tecnológico e econômico ao desenvolvimento sustentável, a �m de

reduzir os impactos ambientais decorrentes das atividades produtivas. Nesse sentido,

o tratamento de resíduos orgânicos por biorreatores passa a desempenhar papel im-

portante, já que alia o tratamento de e�uentes à produção de combustível renovável

na forma de biogás. Estudar, portanto, meios de identi�car os parâmetros internos

de biorreatores, de modo a otimizar a produção de gás metano e, portanto, energia

gerada, se torna fundamental [11, 12,22].

Os dois processos descritos envolvem aspectos que caracterizam uma

classe de problemas chamados problemas inversos. De fato, esta classe de proble-

mas está relacionada a diversas áreas da ciência, dentre as quais pode-se citar, além

dos problemas apresentados, a reconstrução de imagens médicas, como tomogra-

�as [10, 38], eletrocardiogramas e ultrassom [24, 32]; explorações sísmicas [39, 58],

calibração de modelos econômicos [23], determinação da intensidade de fontes de

radiação, em problemas de segurança, propriedades radiativas do meio ou os co-
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e�cientes de absorção e de espalhamento em tomogra�a [54, 55], determinação de

parâmetros atmosféricos, a partir da intensidade de radiação medida [16], entre

outras. Além disso, há problemas em engenharia nos quais, devido à di�culdade

de medir determinados parâmetros, é usual proceder com a estimação destes [43].

Desse modo, são problemas de ordem multidisciplinar que têm atraído interesse de

pesquisadores por suas implicações em fatores sociais e econômicos e também por

propiciarem desenvolvimento de novas tecnologias.

Neste trabalho, tem-se como objetivo realizar um estudo preliminar

sobre problemas inversos com aplicação na identi�cação de parâmetros em biorrea-

tores e transferência radiativa. Para tal, apresenta-se a formulação geral de proble-

mas inversos e procede com a estimação de parâmetros pelo critério dos mínimos

quadrados. Para tal, métodos determinísticos implícitos são analisados e posteri-

ormente utilizados, destacando-se o método de Levenberg-Marquardt e métodos do

tipo Trust-Region.

Dessa forma, o texto está estruturado em seis capítulos. Neste primeiro

capítulo, apresenta-se uma visão geral do trabalho que será desenvolvido, bem como

as motivações e objetivos do estudo conduzido. No segundo capítulo, apresenta-se

um conjunto de de�nições e caracterizações importantes a respeito dos problemas

inversos, bem como as di�culdades associadas à solução deste tipo de problema. No

terceiro capítulo, de�ne-se a abordagem utilizada para a busca de uma solução apro-

ximada para os problemas inversos, o critério dos mínimos quadrados, que se baseia

na minimização dos resíduos quadráticos entre os dados observados e os modelos

considerados para os problemas diretos associados. Os casos linear e não-linear são

abordados, apresentando-se métodos determinísticos implícitos para a minimização

no caso não-linear. Além disso, a análise da qualidade das estimativas a partir dessa

metodologia nos casos lineares é observada do ponto de vista estatístico. No quarto

capítulo, após breve caracterização e descrição dos processos bioquímicos internos
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em um biorreator, de�ne-se o modelo considerado como problema direto, onde se

escolhe utilizar o modelo de Antonelli, um modelo de média complexidade obtido

a partir de um balanço de massa. Discute-se, então, a implementação do modelo

em tempo discreto a partir do método de Runge-Kutta de quarta ordem. Sobre a

saída do modelo discreto, são adicionadas perturbações gaussianas de ordem conhe-

cida e, após a repetição do experimento diversas vezes, a �m de coletar informações

estatísticamente relevantes, procede-se com a análise dos resultados da estimação

dos parâmetros do biorreator a partir dos dados perturbados. Para a estimação,

usa-se como vetor inicializador sempre o conjunto de parâmetros que, conhecida-

mente, leva à saída não-perturbada do modelo e, como resultado, observa-se que, no

caso de pequenas perturbações, é possível estimar os parâmetros do modelo pois as

estimativas se aproximam, em média, dos valores corretos. No caso de perturbações

de ordem maior, as estimativas não são con�áveis, mas, mesmo assim, a simula-

ção condiz com o resultado esperado. No quinto capítulo, introduz-se a teoria de

transporte de partículas neutras de forma breve. Após, apresenta-se o modelo con-

siderado como problema direto, a equação íntegro-diferencial de transporte linear,

que é a versão linear da equação de Ludwig Boltzmann. A equação de Boltzmann

foi derivada, originalmente, para aplicação em teoria cinética dos gases, a �m de tra-

tar fenômenos em dinâmica de gases rarefeitos [25], sendo posteriormente aplicada

para o tratamento de problemas de transferência radiativa e transporte de partículas

neutras, sendo hoje usada como modelo matemático em diversas aplicações, desde

tomogra�as [3,5] até caracterização de vegetações [14]. Uma solução por ordenadas

discretas para a equação de transporte é determinada, usando o método ADO, e

passa a ser considerada a solução fechada exata do problema. De modo análogo ao

capítulo anterior, sobre a saída do modelo são adicionadas perturbações gaussianas

de ordem conhecida e deseja-se, então, investigar a qualidade das estimativas para o

albedo e grau de anisotropia para diferentes níveis de ruído. A determinação desses

parâmetros é importante em problemas inversos onde a caracterização do meio é
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importante, como em problemas de tomogra�a ou sensoriamento. Conclui-se que

o parâmetro de albedo pode ser estimado com boa precisão mesmo nos casos em

que há considerável quantidade de ruído nos dados mas que o mesmo não pode ser

a�rmado na estimação do grau de anisotropia. O último capítulo trata das con-

siderações �nais a respeito dos resultados encontrados e apresenta perspectivas de

estudo futuras dentro dos tópicos apresentados.
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2 PROBLEMAS INVERSOS: ASPECTOS
FUNDAMENTAIS

Neste capítulo, trata-se de tópicos fundamentais relativos aos proble-

mas inversos, tal como a conceituação e classi�cações, ressaltando as di�culdades

de solução. Antes, contudo, faz-se necessário tratar e caracterizar aquele que se

denomina problema direto.

Conforme aponta Tarantola [56], �cientistas e engenheiros desejam, fre-

quentemente, relacionar um determinado conjunto de parâmetros físicos, P , que

caracterizam um modelo, a observações coletadas, que constituem um conjunto de

dados, Y �. Assumindo que se compreenda adequadamente a física aplicada ao sis-

tema em estudo, é possível considerar uma determinada relação mathcalA entre o

conjunto de parâmetros e os dados coletados. Ou seja,

A(P ) = Y , (2.1)

onde Y pode depender continuamente do tempo/espaço ou se referir a uma coleção

discreta de observações.

Quando P e Y são funções, é usual referir-se a A como um opera-

dor. O operador A, por sua vez, pode se apresentar de diversas maneiras, como,

por exemplo, uma equação diferencial ordinária ou parcial ou, ainda, uma equação

integral. Quando esse operador é capaz de representar com su�ciente exatidão o

comportamento do sistema em estudo, é comum chamá-lo de modelo matemático

do sistema em estudo.

De�ne-se, então, problema direto (PD) como aquele em que se deseja

encontrar Y a partir de P dado. Em outras palavras, se deseja encontrar a saída ou

efeitos de um sistema, conhecidos os parâmetros de entrada e considerado um deter-

minado modelo matemático que descreva o comportamento interno do mesmo. Um
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problema inverso (PI), por sua vez, é aquele em que, conhecido um determinado

conjunto de dados Y , deseja-se determinar o conjunto de parâmetros P , ou parte

deste, que, aplicado ao modelo, conduz aos dados observados. Pode-se entender

ainda como aquele problema em que, conhecido o efeito de saída de um determi-

nado sistema, deseja-se encontrar os parâmetros ou, ainda, o comportamento que

conduziu a essa resposta [15]. A Figura 2.1 procura caracterizar, de forma sucinta,

as de�nições de problemas direto e inverso.

Figura 2.1: Caracterização de problemas diretos e inversos

2.1 Classi�cação dos problemas inversos

Deve-se considerar que, por haver mais de uma maneira de formular e

resolver problemas inversos, haja vista que a própria �causa� a determinar pode ser

usada para sua distinção [13], estes podem ser, também, classi�cados de diversas

formas [15, 54�56]. Campos Velho [13], por exemplo, indica que algumas das cate-

gorias de classi�cação possíveis são em relação à natureza da solução, em relação à
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natureza matemática ou estatística do método empregado para a solução ou mesmo

em relação à natureza da propriedade estimada.

Beck e colaboradores [8] classi�cam os problemas inversos em relação

à natureza de sua solução. Essa caracterização, separa os problemas inversos ba-

sicamente em dois grupos: discretos ou contínuos. O problema inverso discreto,

ou problema de estimação de parâmetros, é aquele em que se faz necessário

determinar apenas um número �nito n de parâmetros que de�nem o modelo. Estes

parâmetros podem estar relacionados diretamente a alguma entidade física relevante

para o problema físico estudado ou então serem coe�cientes ou outras constantes em

uma relação funcional que descreva o processo em estudo [56]. Nesse caso, o con-

junto de parâmetros P pode ser expresso como um vetor de dimensão n e, de modo

análogo, se houver um número �nitom de dados experimentais à disposição, Y pode

ser representado como um vetor de dimensão m. O problema inverso contínuo, ou

problema de estimação de funções, por sua vez, se dá quando temos parâmetros

que representam funções dependentes de tempo e espaço, ou seja, que dependem de

dados contínuos. Esse tipo de problema inverso costuma ser mais complicado que

o de estimação de parâmetros e, por esse motivo, tende a ser aproximado por uma

discretização do problema original [56].

Levando em consideração a natureza dos métodos matemáticos usados

na solução dos problemas inversos, Colaço et al. [18] indicam que os mesmos podem

ser classi�cados segundo duas abordagens: métodos inversos puros e métodos base-

ados em otimização. Com base nessa classi�cação, Silva Neto e Campos Velho [54]

se referem às formulações implícitas e explícitas para os problemas inversos.

Nesse contexto, a formulação explícita de um problema inverso refere-

se à manipulação direta das equações usadas na modelagem do problema direto, de

modo a obter-se uma expressão analítica na qual as incógnitas a determinar apa-

reçam de forma explícita [54]. A formulação implícita, por sua vez, consiste na
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�minimização de uma função objetivo, também denominada função custo (...). O

ponto focal da busca da solução do problema inverso passa então a ser o emprego

de métodos determinísticos, métodos estocásticos e/ou métodos híbridos para a mi-

nimização da função objetivo� [54].

2.2 Di�culdades na solução de problemas inversos

Deve-se considerar que, em geral, o conjunto completo de dados reais,

Y , é desconhecido, tendo-se acesso apenas a um conjunto de observações experi-

mentais, Yobservado, sucetível à presença de ruídos, que podem estar relacionados a

fatores externos como erro na leitura dos dados ou erros de arredondamento numé-

rico [56]. As medidas experimentais, portanto, consistem geralmente de um �con-

junto de observações de um experimento `perfeito' acrescidos de um componente de

erro� [56]. Ou seja, considerando-se

Y = A(P0), (2.2)

em que Y satisfaz de modo exato ao modelo proposto para um conjunto de parâ-

metros, P0, considerada a solução exata do problema inverso, implicando que os

dados experimentais sejam dados por

Yobservado = Y + ε, (2.3)

onde ε representa uma perturbação nos dados reais. Um outro conjunto de parâ-

metros, Pobservado, passa então a satisfazer os dados experimentais com o modelo

proposto, ou seja,

Yobservado = A(Pobservado), (2.4)

de modo que Pobservado representa a solução observada do problema inverso. É

importante ressaltar que nem sempre existe, contudo, um conjunto Pobservado que

atenda 2.4.
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Uma série de di�culdades no tratamento dos problemas inversos advém,

contudo, justamente dos ruídos presentes nas observações. Uma característica im-

portante que diferencia os problemas diretos dos inversos é que o segundo, em geral,

é mal-posto no sentido de Hadamard. Citando Cézaro [15], um problema de qual-

quer natureza �é dito bem-posto no sentido de Hadamard se satisfaz as condições de

existência, unicidade e dependência contínua dos dados iniciais.� Quando

qualquer uma dessas condições não é satisfeita, o problema é então dito mal-posto

nesse sentido. Ao proceder com uma análise dos problemas inversos em relação a

estas condições, percebe-se que:

1. Existência: um problema inverso nem sempre admite uma solução ob-

servada, ou seja, nem sempre será possível determinar um conjunto de

parâmetros P que, aplicado ao modelo considerado, conduza às observa-

ções experimentais, o que pode decorrer das perturbações presentes nos

mesmos ou da imprecisão do modelo utilizado para explicar o fenômeno,

entre outros. Nesse caso, faz-se necessário �exibilizar a ideia de solução,

procurando-se uma aproximação da solução observada. De�ne-se so-

lução aproximada, P̂ , como aquela que, quando aplicada no modelo

considerado, retorna um conjunto Yaproximado, ou seja,

Yaproximado = A(P̂ ), (2.5)

que é o mais próximo possível de Yobservado, de modo que

Yobservado = Yaproximado + δ, (2.6)

onde δ representa um resíduo.

2. Unicidade: mesmo no caso em que o problema inverso apresente so-

lução, contudo, esta geralmente não é única [55, 56]. Isso signi�ca que

pode existir uma in�nidade de conjuntos de parâmetros diferentes de
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P0 que, quando aplicados ao modelo, estimem perfeitamente as obser-

vações experimentais Yobservado [56]. Nesse caso, Silva Neto [55] aponta

que é necessário buscar restrições adicionais que obriguem a unicidade

da solução, já que a falta de unicidade, em geral, está relacionada à

falta de informação.

3. Dependência contínua dos dados iniciais: a última condição está

relacionada à dependência da solução do problema inverso aos da-

dos.Isso signi�ca que, em muitos problemas inversos, o nível de ruídos ε

presente nas observações, mesmo quando de pequena magnitude, pode

conduzir a uma solução observada do problema inverso, Pobservado, que

apresenta pouca ou nenhuma correspondência com a solução exata, P0.

No caso de sistemas lineares, essa condição é traduzida pelo condicio-

namento do operador A. Um exemplo simples desse tipo de problema

é dado pelo sistema linear1 1

1 1, 001

P =

2

2

 ,
mal-condicionado. A solução exata do problema inverso é dada por

P0 = (2, 0)T . Supondo, contudo, que os dados tenham sido obtidos

experimentalmente, sendo expressos por Yobservado = (2; 2, 001)T . Ao

resolver o problema inverso e estimar os parâmetros, temos, então uma

solução observada Pobservado = (1, 1)T , pouco relacionada à solução

exata.

Percebe-se, então, que tanto os ruídos nos dados quanto a própria na-

tureza dos problemas inversos levam a di�culdades matemáticas e numéricas para

sua solução.

Ao longo desse trabalho, consideradas as caracterizações acima apresen-

tadas, serão tratados problemas inversos discretos, formulados implicitamente como
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problemas de minimização, cuja função objetivo a minimizar é dada pela soma dos

resíduos quadráticos entre os dados observados e predições teóricas dadas pelo pro-

blema direto. Esta estratégia, capaz de fornecer uma solução aproximada para o

problema inverso, é conhecida como aproximação por Mínimos Quadrados, e será

abordada no próximo capítulo.
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3 APROXIMAÇÃO POR MÍNIMOS
QUADRADOS

Considere um modelo no qual determinado efeito de saída Y é dado em

função de um conjunto de parâmetros P0, ou seja,

Y = A(P0), (3.1)

e que estejam disponíveis m dados experimentais na forma

Y =
[
y1 y2 y3 . . . ym

]T
, (3.2)

deseja-se estimar o vetor de parâmetros P ∈ Rn, dado por

P =
[
p1 p2 p3 . . . pn

]T
, (3.3)

com n ≤ m, tal que (3.1) seja satisfeito. Em outras palavras, deseja-se encontrar a

solução de um problema inverso discreto.

Caso o problema inverso apresente solução exata, tem-se que

P = P0. (3.4)

Sabe-se, contudo, que este problema inverso pode não apresentar uma solução exata.

Supondo então que se deseje encontrar a melhor solução aproximada possível. Neste

capítulo, apresenta-se uma metodologia, referenciada na literatura como aproxima-

ção pelo critério dos mínimos quadrados [56], para a determinação desta solução

aproximada.

Seja o vetor de resíduos

R(P ) =
[
r1(P ) r2(P ) r3(P ) . . . rm(P )

]T
, (3.5)

em que

R(P ) = Y −A(P ), (3.6)
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onde Y representa o vetor contendo os dados disponíveis e A(P ) a solução do

problema direto para um determinado vetor de parâmetros P . De�ne-se a função

objetivo dos mínimos quadrados, ou, ainda, funcional dos mínimos quadrados

como

S(P ) =
1

2
‖R(P )‖22 =

1

2

m∑
i=1

r2i (P ). (3.7)

.

A solução aproximada por mínimos quadrados para o problema

inverso proposto, é, então, aquela que gera um vetor de parâmetros P capaz de

minimizar (3.7), ou seja

P = arg min
P

[S(P )]. (3.8)

Há diversas maneiras de encontrar esse argumento mínimo, que de-

pendem exclusivamente da natureza do problema estudado. Conforme citado an-

teriormente, pode-se utilizar métodos determinísticos ou, então, métodos de cunho

estocástico, como os métodos de Monte Carlo ou Algoritmos Genéticos. Este traba-

lho, contudo, se atém a estudar apenas métodos determinísticos. Nesse caso, sabe-se

que o mínimo ocorre quando o gradiente de S(P ), de�nido como

∇S(P ) =
[
∂S(P )
∂p1

∂S(P )
∂p2

∂S(P )
∂p3

. . . ∂S(P )
∂pn

]T
, (3.9)

é nulo, ou seja, quando
∂S(P )

∂pj
= 0, j = 1, . . . , n. (3.10)

Embora este trabalho se preocupe, sobretudo, com a aplicação do mé-

todo em operadores não-lineares, devido à importância e quantidade de resultados

interessantes encontrados na literatura para os problemas em que A(P ) é linear,

ambos os casos serão tratados nas próximas seções.
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3.1 O caso linear e as equações normais

Uma classe de modelos matemáticos para a qual uma série de resultados

úteis estão disponíveis são os sistemas lineares em relação aos parâmetros [56]. Esses

sistemas são aqueles que obedecem as propriedades

A(P1 + P2) = A(P1) +A(P2), (3.11)

e

A(αP ) = αA(P ), (3.12)

onde α é escalar. No caso de um problema inverso linear discreto, é sempre possível

escrever (3.1) como um sistema linear de equações algébricas [56], de modo que se

pode escrever

A(P ) = AP = Y . (3.13)

O caso linear dos mínimos quadrados é de interesse devido à grande

quantidade de problemas na literatura que são lineares ou podem, então, ser linea-

rizados.

Além disso, uma propriedade interessante que se observa no caso linear

é que, a aplicação da condição dada por (3.10) conduz sempre a um sistema de n

equações algébricas que dependem de P , de modo que é possível estabelecer uma

solução aproximada determinística.

Considere o modelo (3.1) linear em relação aos parâmetros, ou seja,

aquele que pode ser escrito como (3.13) e, substituindo essa de�nição em (3.7),

tem-se

S(P ) = [Y −A(P )]T [Y −A(P )] = [Y −AP ]T [Y −AP ] (3.14)

ou, ainda,

S(P ) = P TATAP − (P TATY + Y AP ) + Y TY (3.15)
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onde S(P ) é uma função quadrática. Tem-se que ATA é simétrica e, quando for,

também, positiva de�nida, então a função objetivo admite um mínimo global único.

Deseja-se, então, determinar qual o vetor de parâmetros capaz de minimizá-lo ou,

ainda, encontrar P tal que

∇S(P ) = 0. (3.16)

Aplicando-se essa condição, pode-se facilmente encontrar que

0 = 2ATAP − (ATY +ATY ) + 0, (3.17)

e, por �m,

ATAP −ATY = 0, (3.18)

que pode ser escrito como o sistema de equações lineares dado por

ATAP = ATY . (3.19)

As equações dadas por (3.19) são chamadas de equações normais

do sistema. Esse sistema sempre admite soluções e, quando ATA for inversível, é

possível determinar uma solução aproximada única via mínimos quadrados na forma

P = (ATA)−1ATY . (3.20)

Com isso demonstra-se que, quando o sistema é linear em relação aos

parâmetros, é possível determinar uma solução analítica em relação aos mesmos. A

solução por Equações Normais, contudo, não é recomendada em aplicações compu-

tacionais, visto que o condicionamento de ATA será ampliado quando o condici-

onamento do operador A for alto. Dá-se preferência, nesse caso, a soluções como

a obtida via Fatoração QR ou então por Decomposição SVD. Mais informações a

respeito dessas metodologias de resolução podem ser encontradas na literatura [19].

Ressalta-se ainda que, no caso de a matriz A do sistema ser quadrada e

inversível, a solução do sistema de equações normais naturalmente equivale à solução
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do problema AP = Y , já que é possível estabelecer a relação

A−1 = (ATA)−1AT , (3.21)

onde a expressão do lado direito da igualdade recebe o nome de pseudo-inversa

da matriz ou, ainda, inversa generalizada de Moore-Penrose [19] e existe mesmo no

caso de A não ser quadrada.

3.2 Caso não-linear e os métodos iterativos determinísticos

No caso de sistemas não-lineares, é comum que não seja possível encon-

trar uma solução diretamente do gradiente da função custo. Isso se deve ao fato de

as derivadas
∂ri
∂pj

, (3.22)

que surgem em (3.10) serem dadas por funções nas quais não é possível isolar P .

Nesses casos, portanto, a solução aproximada por mínimos quadrados

ou, ainda, o conjunto de parâmetros que satisfaz (3.8), passa a ser encontrado de

forma iterativa, sendo re�nado a cada passo. De modo genérico, temos que, dado

um vetor inicializador, proceder-se-á com o processo iterativo

P ≈ Pk+1 = Pk + (∆P )k, (3.23)

em que k indica o número da iteração e o vetor de incrementos ∆P , chamado

na literatura de shift vector [56], deve ser escolhido de modo que, a cada passo, Pk

se aproxime mais daquele que minimiza a função objetivo.

Há mais de uma maneira de determinar o vetor de incrementos a cada

iteração. Três formas muito utilizadas são os métodos conhecidos como o método

do Gradiente, os métodos de Newton e os métodos de Trust-Region. Nas próximas

seções descreve-se as ideias que fundamentam a escolha do shift vector em cada um

desses métodos, apontando as vantagens e desvantagens de cada um deles.
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3.2.1 Método do Gradiente

Um dos modos mais simples de determinar a atualização do vetor de

parâmetros, de forma que este se aproxime cada vez mais daquele que minimiza

(3.7) é o método do gradiente ou da descida máxima. A ideia é, a partir de uma

escolha inicial livre, criar um processo iterativo no qual cada nova estimativa para

o mínimo da função seja dada por um passo na direção de maior decrescimento

da função na estimativa atual [40]. Nesse sentido, como o gradiente de S, ou seja,

∇S(P ), representa a máxima variação no ponto aplicado, considera-se que um passo

na direção oposta será, também, uma �descida máxima� em direção ao mínimo da

função [27].

Um passo de magnitude do gradiente, contudo, pode ser exagerado e

levar o método não convergir. De�ne-se, portanto, uma variável de damping, ou

fator de amortecimento, λ > 0, cujo papel é regular o tamanho do passo dado na

direção desse gradiente. Desse modo, a atualização do parâmetro passa a ser dada

pelo processo iterativo

Pk+1 = Pk − λk∇S(Pk), (3.24)

que poderá, eventualmente, convergir para P que minimiza a função objetivo.

O comportamento do método do gradiente �ca, portanto, atrelado à

correta escolha do fator de amortecimento, já que é este que regula o tamanho dos

passos no algoritmo, de forma que sejam pequenos o su�ciente para garantir sua

estabilidade. A escolha dessa variável pode ser �xa ou então variar dinamicamente

a cada iteração, sendo que várias regras de atualização estão disponíveis na literatura

[27,40,41].
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Em linhas gerais, tem-se que o método do gradiente é simples, cada

iteração é computada de forma menos complexa, em relação a outros métodos apre-

sentados na literatura, e que, do ponto de vista teórico, existe uma sequência de

passos que converge, caso exista, ao menos para um mínimo local - desde que λ seja

su�cientemente pequeno - já que cada atualização deverá caminhar em direção ao

mínimo [19].

O maior problema relacionado ao método do gradiente está no número

de iterações necessárias para que se atinja a convergência. Considerando um λ �xo

pequeno o su�ciente para garantir a convergência, é possível que um número con-

siderável de iterações sejam necessárias até que o método convirja para o mínimo

local. Desse modo, o método, quando usado isoladamente, é considerado �uma má

escolha para problemas de otimização� [27] mas, quando usado em conjunto com

outras ferramentas, aumenta as chances de se encontrar a melhor solução aproxi-

mada para o problema. Embora o método do gradiente não seja, neste trabalho,

aplicado diretamente para a solução de problemas inversos, ele ajuda a compreender

o comportamento do método de Levenberg-Marquardt, tratado na próxima seção.

3.2.2 Métodos de Newton

No caso dos métodos de Newton, a função objetivo é expandida em série

truncada de Taylor e a direção de atualização do vetor passa a representar, então,

a direção ótima em relação ao mínimo dessa aproximação em cada passo. Antes de

proceder com uma descrição mais formal do método de Newton, é importante que

algumas informações sejam reforçadas e novas de�nições sejam estabelecidas.

Considerando novamente a função objetivo dos mínimos quadrados,

dada por

S(P ) =
1

2
‖Y −A(P )‖22 =

1

2
‖R(P )‖22, (3.25)
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tem-se que o gradiente de S é dado por

∇Sj(P ) = −
m∑
i=1

ri(P )
∂A(P )

∂pj
; j = 1, . . . , n. (3.26)

Seja

Ai(P ) = yi, (3.27)

de�ne-se a matriz jacobiana, J , como aquela cujos elementos são tais que

Jij =
∂Ai(P )

∂pj
, (3.28)

com i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n, ou seja,

J =



∂A1(P )
∂p1

∂A1(P )
∂p2

· · · ∂A1(P )
∂pn

∂A2(P )
∂p1

∂A2(P )
∂p2

· · · ∂A2(P )
∂pn

...
...

. . .
...

∂Am(P )
∂p1

∂Am(P )
∂p2

· · · ∂Am(P )
∂pn


. (3.29)

Então é possível escrever o gradiente da função objetivo na forma vetorial como

∇S(P ) = −JTR(P ). (3.30)

Além disso, considere que

∇2S(P ) =
∂∇S(P )

∂P
(3.31)

representa a matriz Hessiana, H , de S(P ), cujos elementos são dados por

Hi,j =
∂2S(P )

∂pi∂pj
.

As de�nições acima apresentadas serão utilizadas no desenvolvimento

dos métodos de Newton nas próximas subseções.
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3.2.2.1 Método de Newton Clássico

Considere que a função objetivo S(P ) seja aproximada, a cada iteração,

por uma série de Taylor truncada nos termos de segunda ordem em torno de Pk.

Tem-se

S(Pk+1) ≈ S(Pk) +∇S(Pk)(Pk+1 −Pk) +
1

2
(Pk+1 −Pk)T∇2S(Pk)(Pk+1 −Pk)

(3.32)

e derivando essa expressão em relação a Pk+1, além de presumir que S(Pk+1) é o

mínimo, tem-se

0 = 0 +∇S(Pk) +∇2S(Pk)(Pk+1 − Pk). (3.33)

Manipulando a expressão acima, tem-se que

∇2S(Pk)Pk+1 =∇2S(Pk)Pk −∇S(Pk). (3.34)

Substituindo-se, �nalmente, as de�nições vetoriais do gradiente de S(P ) e da Hessi-

ana, tem-se que o passo ótimo para P é aquele dado pela solução do sistema linear

HkPk+1 = HkPk − JT
k R(Pk) (3.35)

e, portanto, o passo ∆P , na k-ésima iteração, passa a ser dado por

∆Pk = (Hk)−1Jk
TR(Pk), (3.36)

sempre que Hk for inversível.

O Método de Newton, embora bem fundamentado e, geralmente, e�ci-

ente quando aplicado a uma condição inicial de qualidade, traz consigo di�culdades

computacionais. A mais imediata dessas di�culdades reside na necessidade de, além

de computar a Jacobiana, também a Hessiana associadas ao problema direto A(P ),

bem como sua inversa, a cada passo, o que acaba tornando o método computacio-

nalmente oneroso. Na sequência, serão apresentadas sugestões feitas na literatura
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que amenizam o custo computacional do método de Newton por evitar computação

direta da Hessiana, dando preferência a aproximações da mesma. A estas dá-se o

nome de Métodos Quasi-Newton.

Outro problema enfrentado pelos métodos do tipo Newton se refere à

escolha do vetor de chute inicial P0. Numa grande gama de aplicações, uma escolha

inapropriada do vetor inicial pode conduzir a soluções que não se referem àquelas de

�norma mínima�. Ou seja, o método eventualmente convergirá para mínimos locais

e não para o mínimo global do funcional de resíduos quadráticos.

3.2.2.2 Método de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton se trata de uma adaptação do método de

Newton, que considera uma aproximação de primeira ordem para a computação da

Hessiana.

Retornando à de�nição da Hessiana, tem-se que cada um de seus ele-

mentos é dado por

Hi,j =
∂2[S(P )]

∂pi∂pj
=
∂[∇S(P )]

∂pj
=

n∑
j=1

(
∂[ri(P )]

∂pi

∂[rj(P )]

∂pj
+ rj(P )

∂2[rj(P )]

∂pi∂pj

)
.

(3.37)

Levando-se em consideração, ainda, que

∂ri
∂pj

=
∂[yi −A(P )]

∂pj
= −∂A(P )

∂pj
, (3.38)

é possível reescrever a Hessiana, na forma matricial, como

H = JTJ +
n∑
j=1

[
rj(P )

∂2[rj(P )]

∂pi∂pj

]
. (3.39)
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Desconsiderando-se, �nalmente, os termos de segunda ordem, tem-se

uma aproximação da Hessiana dada por

H ≈ JTJ , (3.40)

usualmente chamada de matriz de informações de Fischer [2].

O método de Gauss-Newton se baseia na substituição, em (3.35), da

Hessiana por essa aproximação [4], de modo a obter o sistema

JT
k Jk∆Pk = −JT

k R(Pk). (3.41)

no qual a matriz de informações de Fischer é simétrica e positiva semide�nida [4].

Desse modo, o processo de atualização de P passa a ser dado por

Pk+1 = Pk − [JT
k Jk]−1JT

kR(Pk). (3.42)

Embora a convergência de Gauss-Newton exija um número, em geral,

maior de iterações do que o método original, ela costuma ser mais rápida, já que o

custo de cada iteração é minimizado pelo fato de não mais ser necessário computar a

Hessiana. Os problemas de convergência do método anterior são, contudo, replicados

aqui. O fato de a matriz de Fischer ser positiva semide�nida, contudo, impede que a

atualização se dê em sentido "oposto"ao do mínimo, resultando em mais estabilidade

na convergência, dada uma estimativa inicial de qualidade.

3.2.2.3 Método de Levenberg-Marquart

Visando permitir a convergência do método de Gauss-Newton para uma

gama mais ampla de estimativas iniciais, Levenberg propôs a introdução de um

fator de amortecimento, de modo semelhante ao método do Gradiente, na diagonal
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da matriz de informações de Fischer, em (3.41). Na prática, isso garante que o

gradiente tenha maior peso na atualização de Pk. Nessa perspectiva, o passo ∆Pk

passa, então, a ser dado como solução do sistema [47]

[JT
k Jk + λkI]∆Pk = −JT

k R(Pk) (3.43)

É fácil de perceber que, quando esse fator de amortecimento é muito

pequeno, a atualização obtida é muito próxima da que se obtém por Gauss-Newton,

enquanto que, quando é muito grande, tem-se

JT
k J + λkI ≈ λkI, (3.44)

e o passo de atualização é dada por

∆Pk ≈ −
1

λk
JT
k R(Pk) =

1

λk
∇S(Pk), (3.45)

uma aproximação do tipo Gradiente.

O maior desa�o associado ao método de Levenberg envolve a determi-

nação de um valor ótimo para λ em cada iteração. Na literatura, é possível encontrar

uma série de sugestões a respeito de como essa atualização pode ser controlada. Uma

delas é controlar esse valor de λk de acordo com o comportamento da última itera-

ção. Nesse caso, atribui-se, inicialmente, um valor relativamente grande a λinicial,

de modo que a diagonal tenha um peso maior na primeira iteração e se obtenha

um passo do tipo Gradiente, cuja convergência tende a ser estável para uma gama

maior de valores inicializadores. Ao longo das iterações, quando um passo se mostrar

e�ciente, indicando que o método está funcionando bem, ou seja, que o módulo da

função objetivo está reduzindo, procede-se com uma atualização que reduza também

o valor de λ. De modo análogo, quando o método estiver funcionando mal, ou seja,

quando o módulo da função objetivo aumentar, descarta-se a atualização do shift

vector e se procede com a ampliação do fator λ.
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Desse modo, quando o método estiver funcionando bem, tenta-se impor

uma atualização mais próxima da de Gauss-Newton, cuja convergência é rápida e

estável próximo do mínimo e, quando estiver funcionando mal, força-se uma atua-

lização do tipo Gradiente, que é lenta, mas mais estável. Com isso, espera-se que

o método conduza Pk para a vizinhança de P , dentro do raio de convergência dos

métodos de Newton e que, consequentemente, λ seja reduzido de tal modo que seja

quase nulo quando houver a convergência [26, 33].

Uma desvantagem do algoritmo proposto por Levenberg é que, nos ca-

sos em que λ é muito grande, como na primeira iteração, a matriz de informações

de Fischer, calculada, não apresenta relevância alguma para a solução do sistema, e

pode-se acabar direcionando a próxima estimativa a alguma área de baixa conver-

gência. Uma solução para o problema foi introduzida por Marquardt, que sugeriu

a substituição da matriz identidade, no passo de atualização, pela matriz com os

elementos da diagonal da matriz de informações de Fischer. Assim, o passo ∆Pk

�ca dado pela solução do seguinte sistema de equações [47],

[JT
k Jk + λkDk]∆Pk = −JT

k R(Pk) (3.46)

onde

Dk = diag(JT
k Jk), (3.47)

de modo que cada iteração produz uma nova aproximação na forma,

Pk+1 = Pk + [JT
k Jk − λkDk]−1JT

k R(Pk). (3.48)

O método descrito acima é conhecido como método de Levenberg-

Marquardt e é um dos mais importantes na solução de problemas de otimização,

já que, em comparação com o de Newton, aumenta a gama de chutes iniciais que

levam à convergência, dispensando a necessidade de calcular a Hessiana.
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3.2.3 Métodos Trust-Region

A classe de métodos do tipo Trust-Region é relativamente nova e se

baseia em limitar a uma região de con�ança, as atualizações de passo dadas pelo

vetor de incrementos ∆P . Essa ideia é razoável, considerando que os modelos

não-lineares, quando aproximados linear ou quadraticamente, como nos métodos

anteriores, só são capazes de coincidir com o modelo real localmente [60].

Supondo que uma determinada iteração k gere a estimativa Pk para

o vetor de parâmetros que minimiza a função objetivo, a região de con�ança (ou

trust-region) é de�nida, nesse passo, como um círculo em torno da estimativa atual

de raio lk.

A ideia é iniciar com um raio pequeno e, quando a próxima aproxima-

ção é calculada, veri�ca-se, então, se há indicativos de que essa região do modelo

aproximado representa bem o modelo real, caso no qual, a região de con�ança pode

ser ampliada, aumentando-se o raio lk. No caso, contudo, em que uma nova iteração

indique que a região não mais representa de forma adequada o modelo real, o raio

lk é diminuído [60].

De modo geral, de�ne-se então um método do tipo trust-region para

mínimos quadrados como aquele que visa encontrar

P = arg min
P

[S(P )]

a partir de um processo iterativo

Pk+1 = Pk + ∆Pk (3.49)

e

‖∆Pk‖2 ≤ lk. (3.50)
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Há, na literatura, uma série de sugestões a respeito de como a região

de con�ança pode ser testada e atualizada a cada passo, a �m de veri�car se a nova

iteração deve ser aceita ou rejeitada. Uma discussão mais aprofundada sobre o tema

pode ser encontrada no artigo de Ya-xiang Yuan [60] e foge do escopo desse trabalho.

Por conta de a região de con�ança ser limitada, esse tipo de método

se comporta bem mesmo quando a função objetivo considerada não é convexa ou

quando aplicados a problemas altamente mal-condicionados, conservando fortes pro-

priedades de convergência [60]. Neste trabalho, será utilizada a implementação do

Matlab de um método do tipo trust-region, chamado pelo comando lsqnonlin.

3.3 Análise estocástica do método para o caso linear

Nesta seção, procede-se com a introdução de conceitos fundamentais

em probabilidade e estatística, posteriormente utilizados para a execução de análise

mais aprofundada da qualidade esperada para a solução aproximada por mínimos

quadrados de problemas inversos discretos lineares.

De�ne-se erro como toda discrepância entre os valores reais e observa-

dos para uma determinada grandeza. Em geral, não é possível conhecer o erro real

nos dados, mas sim um erro aparente, que é a diferença entre os valores observa-

dos e o valor mais provável. Em relação à sua natureza, pode-se classi�car os erros

dentro de três categorias:

1. Grosseiro: em geral de ordem humana, como, por exemplo, o erro

na leitura de uma medida, ou então por defeitos advindos do equipa-

mento de medição. Esse tipo de erro, comumente chamado de outlier,

pode ser detectado e corrigido antes mesmo da aplicação do método dos

mínimos quadrados.
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2. Sistemático: proveninente de uma causa permanente, conhecida ou

não. Ocorre sempre no mesmo sentido, ou seja, é polarizado, podendo

ter causa física. Ocorrem, geralmente, devido à falta de calibração do

equipamento de medição ou acabam sendo introduzidos pelo observa-

dor. Esse tipo de erro costuma se acumular, polarizando, ou seja,

desviando em um determinado sentido, os parâmetros aproximados por

mínimos quadrados.

3. Estocástico: erros de ordem aleatória. São, em geral, pequenos e

inevitáveis e causam discrepâncias que, a princípio não contêm confor-

midade matemática. Sua in�uência sobre as observações é aleatória

e, como tendem a se apresentar em todas as direções, acabam por se

anular quando uma grande quantidade de dados está disponível.

Antes mesmo de aplicar o método dos mínimos quadrados, faz-se essen-

cial proceder com uma análise inicial das observações, de modo a eliminar os erros

grosseiros e corrigir os erros sistemáticos.

Considere-se X uma variável aleatória contínua, considerando f(x) a

função de densidade de probabilidade, de�ne-se valor esperado de X como

E[X ] =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx. (3.51)

Considerando-se ainda um vetor T de dimensão m, onde cada uma de suas compo-

nentes sejam variáveis aleatórias,Ti, tem-se

E[T ] =
[
E[T1] E[T2] E[T3] · · · E[Tm]

]T
. (3.52)

A precisão ou acurácia aparente entre os dados aponta para o grau de

re�namento da medição, ou seja, o quanto os valores medidos estão próximos uns

dos outros. Esta é, em geral, representada pela variância, que, para uma variável
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aleatória X é de�nida como

σ2
0(X ) = var(X ) = E[(X − E[X ])2]. (3.53)

Pode-se, ainda, de�nir a covariância entre duas variáveis aleatórias

X e Z. Essa relação indica a tendência e força da relação linear entre essas duas

variáveis e é dada por

σ0(X ,Z) = cov(X ,Z) = E[(X − E[X ])(Z − E[Z])]. (3.54)

Quando apenas um conjunto de n observações de uma variável aleatória

X estiver disponível, contudo, não é possível encontrar o valor esperado exato. Nesse

caso, quando n for su�cientemente grande, considera-se que amédia das observações

representa uma boa aproximação do valor esperado. De�ne-se média das n

observações de X na forma {xi}ni=1 como

X̄ =
1

n

n∑
i=1

xi. (3.55)

Na mesma situação, de�ne-se, a aproximação da variância de deter-

minada variável aleatória como

σ2(X ) = V (X ) =
1

n− g

n∑
i=1

(xi − X̄ )2, (3.56)

onde g representa o número de graus de liberdade na aproximação. De modo

análogo, a aproximação da covariância entre duas variáveis aleatórias é dada

por

σ(X ,Z) =
1

n− g

n∑
i=1

(xi − X̄ )(zi − Z̄). (3.57)

3.3.1 Qualidade da solução aproximada por mínimos quadrados

Suponha-se que as observações em Y possam ser descritas por

Y = A(P ) +W . (3.58)
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onde A(P ) é determinística eW representa um vetor de perturbações de variáveis

aleatórias com média zero e variância individual σ2
0, representado por

W =
[
W1 W2 W3 · · · Wm

]T
. (3.59)

Pelas características deW , sabe-se que

E[W ] = 0 (3.60)

e, portanto,

cov(W ,W ) = E[[W − E(W )][W − E(W )]T ] = E[WW T ] = L. (3.61)

Se o problema em questão for linear em relação aos parâmetros, sabe-se

ainda que sua solução aproximada por mínimos quadrados é aquela que atende às

equações normais, ou seja, com P tal que

P̂ = [ATA]−1ATY (3.62)

conforme anteriormente demonstrado. Considerando-se P0 a solução exata do pro-

blema inverso, de modo que

Y = AP0 +W (3.63)

e substituindo essa formulação na equação(3.62), tem-se

P̂ = [ATA]−1AT (AP0 +W ) = [ATA]−1[ATA]P0 + [ATA]−1ATW =

= P0 + [ATA]−1ATW (3.64)

e, por (3.60), segue que

E[P̂ ] = E[P0 + [ATA]−1ATW ] = E[P0] + [ATA]−1ATE[W ] = E[P0], (3.65)

ou seja, que

E[P̂ ] = P0, (3.66)
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donde pode-se concluir que P̂ é não polarizada no caso em que uma descrição

verdadeira do sistema esteja disponível.

Considerando-se então as equações (3.58), (3.65) e (3.62), é possível

concluir que

cov(P ,P ) = E[(P − E[P ])(P − E[P ])T ] = E[(P − P0)(P − P0)T ] (3.67)

e, por (3.64), tem-se que

P̂ − P0 = [ATA]−1ATW , (3.68)

de modo que, levando-se em consideração (3.61), conclui-se que

cov(P̂ , P̂ ) = E(([ATA]−1ATW )(W TA[ATA]−1)) = ([ATA]−1AT )L(A[ATA]−1)

(3.69)

que independe da forma de A(P ), desde que [ATA]−1 exista.

Caso a variância do ruído seja igual para todas as amostras, e dada por

σ2
0, e estas sejam independentes entre si tem-se, ainda, que L = σ2

0I [31], e, nesse

caso, a matriz de covariância das soluções aproximadas é dada por

C = σ2
0[A

TA]−1. (3.70)

Em relação à sua distribuição, as estimativas P̂ e P0 são variáveis

aleatórias, visto que foram construídas a partir de variáveis aleatórias Y . Assumindo

que o vetorW das perturbações tenha distribuição gaussiana, pode-se concluir que

Y também tenha distribuição gaussiana, com média A(P ) e variância L, ou seja

Y ∼ N (A(P ),L). (3.71)

Como P é dada por uma combinação linear de Y , será, também, gaussiana

P̂ ∼ N (P0,C), (3.72)
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onde C é a matriz de covariância dos dados.

Mesmo no caso em que as observações não estejam distribuidas normal-

mente, �é comum que a distribuição de P se aproxime de uma distribuição normal

conforme n→∞, o que segue da aplicação do teorema central do limite para a soma

das variáveis aleatórias� que constituem as estimativas [31]. É possível veri�car na

literatura [31], também, que a variância real, σ2
0, é uma variável aleatória e segue

uma distribuição qui-quadrada com n graus de liberdade, ou seja

n

σ2
0

V (P0) ∼ χ2(n). (3.73)

3.3.2 Elipses de erro para as soluções aproximadas

Considerando-se, novamente, o caso linear dado por

A(P0) = AP0, (3.74)

onde o parâmetro P0 correto existe, os resultados anteriores permitem inferir que a

diferença entre P e P0 está distribuída normalmente, de modo que

P̂ − P0 ∼ N (0,C). (3.75)

Como C é matriz de covariância da distribuição do vetor P , pode-se

obter informações úteis a respeito da covariância e correlação entre as diferentes

componentes de P . A partir da equação (3.75), é possível determinar que [31]:

(P̂ − P0)TC−1(P̂ − P0) ∼ χ2(d) (3.76)

e, por aplicação direta da de�nição da distribuição qui-quadrada, segue que a pro-

babilidade de

(P̂ − P0)TC−1(P̂ − P0) ≥ η (3.77)
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é aquela de nível η em uma distribuição qui-quadrada com d graus de liberdade.

Essa expressão nos permite determinar elipsóides em Rd, cuja forma é determinada

por C.

Quando σ2
0 for conhecida, veri�cou-se que é possível determinar essa

matriz pela relação

C = σ2
0[ATA]−1. (3.78)

Nos casos em que σ2
0 for desconhecida, é importante que a variância seja estimada

a partir dos dados.

Neste capítulo, o critério dos mínimos quadrados foi apresentado como

uma forma e�ciente para a determinação de uma solução aproximada para problemas

inversos. Demonstrou-se que, ao menos no caso linear, a solução aproximada P̂ tende

a representar uma boa estimativa do conjunto de parâmetros P0 quando apenas

ruídos gaussianos de média zero estiverem presentes nos dados experimentais. Além

disso, ferramentas para a análise da qualidade das estimativas foram apresentadas

e serão posteriormente utilizadas para a veri�cação dos resultados numéricos deste

trabalho.
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4 BIORREATORES ANAERÓBICOS

Um biorreator, ou reator biológico, trata-se de um equipamento em

que se dá o crescimento de biomassa de um ou mais microorganismos, resultando na

criação de algum produto. O biorreator contém um inóculo, ou seja, um ambiente

com alta concentração de microorganismos e substrato, que é um meio fermentativo

com os ingredientes necessários para o crescimento desses microorganismos.

Entende-se como biomassa "qualquer matéria orgânica que possa ser

transformada em energia mecânica, térmica ou elétrica" [45]. Esta é, em geral,

classi�cada de acordo com sua origem, podendo ser �orestal, agrícola ou de rejeitos

urbanos e industriais. Há diversas técnicas utilizadas para transformar matéria-

prima em energético, sendo que cada uma dá origem a determinado derivado. A

fermentação microbial, no interior do biorreator, é um processo no qual uma

população de micro-organismos, como bactérias, são cultivadas usando elementos

nutritivos especí�cos em condições favoráveis - como temperatura, pH, agitação,

aeração, entre outros. Esquematicamente corresponde �à transformação de subs-

tâncias (geralmente substratos carbonáceos) em produtos, resultantes da atividade

metabólica das células� [20]. Os principais componentes desse tipo de reação são

os substratos, �necessários para o crescimento de micro-organismos, ou mesmo pre-

cursores de um composto a ser produzido�, a biomassa microbiana e os produtos

�nais [20].

Em relação ao tipo de digestão bacteriana, os biorreatores podem ser

classi�cados em aeróbicos ou anaeróbicos, ou seja, com ou sem a presença de

ar [12]. A digestão anaeróbica, contudo, apresenta uma série de vantagens em re-

lação à aeróbica. Além de possuir �alta capacidade de degradação de substratos

concentrados e complexos (resíduos de plantas, dejetos animais, resíduos da indús-

tria de alimentos, entre outros), produz poucos resíduos, requer pouca energia e, em
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alguns casos, ainda é possível recuperar energia usando a combustão de metano� [9].

Nesse sentido, se justi�cam os estudos feitos na área nos últimos anos, no sentido de

desenvolver e analisar modelos para o processo de digestão anaeróbica considerando

a concepção, operação e otimização de biorreatores anaeróbicos [11].

Já em relação ao modo de operação, os biorreatores são em geral ca-

racterizados pelo método de alimentação de substratos. Nesse sentido, é possível

caracterizá-los dentro de três categorias: biorreatores descontínuos (ou batelada),

semi-contínuos ou contínuos.

No caso dos biorreatores batelada, todos os elementos nutritivos

necessários para o crescimento biológico são introduzidos no início da reação, não

havendo alimentação de in�uentes ou remoção de resíduos após o início do processo,

de modo que a reação ocorre com volume constante. Este tipo de biorreator é

de fácil implementação e há a garantia da pureza das culturas inseridas, já que há

pouco risco de contaminação. Isso acarreta, contudo, na di�culdade de operar o meio

fermentador a �m de otimizar o uso dos micro-organismos, além de reduzir a duração

do processo, já que a introdução de uma grande quantidade de substrato inicial, em

geral, acaba por inibir o crescimento dos micro-organismos que o consomem [20]. Já

no caso dos biorreatores semi-contínuos, é possível alimentar o sistema, após o

início da reação, com os elementos nutritivos necessários no meio fermentativo. Com

isso, é possível eliminar os problemas de inibição presentes nos modelos batelada,

podendo otimizar as taxas de crescimento biológico. Os biorreatores contínuos,

por sua vez, são caracterizados por um circuito aberto de alimentação, com volume

constante de reação, onde a taxa de saída do meio é igual à de entrada de nutrientes.

Isso permite produções signi�cativas mesmo em reatores de dimensões pequenas e,

por isso mesmo, são largamente utilizados. É possível encontrar, no livro de Dochain

[20], uma ilustração que evidencia a diferença entre os três tipos de biorreatores, que

é reproduzida na Figura 4.1.
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Fonte: Dochain [20] (2008)

Figura 4.1: Diferentes tipos de biorreatores, de acordo com seu modo de operação

Por �m, em relação ao processo interno do reator, após a introdução

de moléculas orgânicas complexas, como polissacarídeos e gorduras, há quatro es-

tágios de decomposição que conduzem aos produtos �nais: hidrólise, acidogênese,

acetogênese e metanogênese. Após a alimentação, procede-se com a adição de água.

Passa então a ocorrer um processo de hidrólise, no qual ocorre uma primeira quebra

de ligação química das moléculas. A molécula de água é, também, quebrada em

íons de hidrogênio e hidroxila, que se ligam às moléculas resultantes da quebra das

moléculas poliméricas. Esse processo se dá devido à alteração do pH do meio. Após

essa primeira reação, estarão presentes no interior do biorreator monômeros, como

a glicose, aminoácidos e ácidos graxos. Nesse momento, há a ação das bactérias

acidogênicas, que passam a decompor esses materiais em ácidos orgânicos, álcoois e

cetonas, em um processo que recebe o nome de acidogênese. Em paralelo, as bacté-

rias acetogênicas decompõem esses matérias em acetato, dióxido de carbono (CO2) e

gás hidrogênio (H2). Após a acetogênese, as bactérias metanogênicas decompõem os

acetatos, produzindo gás metano (CH4). Todo o processo pode ser visualizado, de

forma resumida em diagrama encontrado em material de Pedroso [46], reproduzido

na Figura 4.2.
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Fonte: Pedroso [46] (2012)

Figura 4.2: Diagrama do processo de decomposição de matéria orgânica em um bi-

orreator descontínuo

Ao �nal do processo, a matéria originalmente introduzida é, então, de-

composta em produtos como gás metano, dióxido de carbono, hidrogênio, nitrogênio,

oxigênio e outros. Um quadro do percentual estimado de saída de cada um destes

produtos [46] pode ser visualizado na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Distribuição estimada dos produtos �nais em um biorreator descontínuo

Produto Porcentagem

Metano 50 a 75

Dióxido de Carbono 25 a 40

Hidrogênio 1 a 3

Nitrogênio 0,5 a 2,5

Oxigênio 0,1 a 1,0

Ácido Sulfídrico 0,1 a 0,5

Amônia 0,1 a 0,5

Água variável

O objetivo deste trabalho é avaliar a qualidade das estimativas para

os estágios de decomposição em um reator, sendo conhecida apenas da saída de

gás metano do mesmo. Para tal, se faz necessário, contudo, de�nir primeiro qual

será o modelo matemático que se considera su�cientemente preciso para explicar os

processos internos do mesmo, ou seja, o problema direto.

4.1 Descrição do modelo matemático considerado

É possível encontrar na literatura modelos capazes de descrever o fun-

cionamento de um biorreator anaeróbico em diferentes graus de complexidade. Um

modelo simples, por exemplo, é o proposto por ANDREWS (1968), que descreve os

processos internos do reator com apenas uma população de bactérias. Um modelo

mais complexo, capaz de representar tanto as reações bioquímicas quanto as reações

�sico-químicas envolvidas na digestão anaeróbica foi proposto pelo grupo IWA Ana-

erobic Digestion Modelling Task Group e é chamado de ADM1 [12]. Esse modelo
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é composto por 32 variáveis de estado e, embora teoricamente represente o sistema

de forma mais acurada, a identi�cação de um grande número de parâmetros com

desejada precisão se torna uma tarefa difícil [12], além de computacionalmente one-

rosa [11]. Considerando-se que, para a otimização e, sobretudo, controle desejados

do biorreator, além de não ser possível ou necessário conhecer todos esses estados, o

tempo necessário para a iden�cação passa a desempenhar papel importante. Nesse

sentido, vê-se larga aceitação nos artigos mais recentes [1,22] de um modelo de média

complexidade, com quatro a seis variáveis de estado, representando as reações de

acidogênese, metanogênese e balanço de íons do biorreator, ou seja, desconsiderando

o processo de acetogênese.

Esses modelos são capazes de descrever a dinâmica do processo com

precisão su�ciente [11] em menos tempo e com menor complexidade computacio-

nal. Neste trabalho, considera-se o modelo proposto por Antonelli [1], baseado em

balanço de massa e composto por quatro estados e uma saída, descrito por

x′1(t) = [v1(S1(t))− αD]x1(t) (4.1)

x′2(t) = [v2(S2(t))− αD]x2(t) (4.2)

S ′1(t) = D[Sin1 (t)− S1(t)]− k1v1(S1(t))x1(t) (4.3)

S ′2(t) = D[Sin2 (t)− S2(t)] + k2v1(S1(t))x1(t)− k3v2(S2(t))x2(t), (4.4)

onde x1(t) representa a concentração de bactérias acidogênicas (mg/L), x2(t) a con-

centração de bactérias metanogênicas (mg/L), S1(t) é a concentração de demanda

química de oxigênio, ou COD (mg/L), S2(t) é a concentração de ácidos graxos vo-

láteis (mmol/L), Sin1 (t) e Sin2 (t) representam, respectivamente, as concentrações de

in�uentes, ou seja, de entrada de S1(t) e S2(t), D, por sua vez, é a taxa de diluição

dos in�uentes (dia−1) enquanto que α ∈ (0, 1] é um parâmetro de proporcionalidade

determinado experimentalmente. Tem-se, ainda k1, o coe�ciente de degradação

de COD (mgCOD/mg de x1), k2 o coe�ciente de produção de ácidos graxos volá-
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teis (mmolVFA/mg de x2) e k3 o coe�ciente de consumo de ácidos graxos voláteis

(mmolVFA/mg de x2).

Por �m, v1(S1) e v2(S2) representam as taxas de crescimento especí�co

das duas bactérias, e são responsáveis pela não-linearidade do processo. Há mais

de uma forma de representar esse crescimento especí�co, dentre as quais as mais

utilizadas são a lei de Monod e a lei de Haldane [12]. Neste trabalho, considera-se

que sejam expressas pela lei de Monod, de tal modo que

vi(Si(t)) = µmi
Si(t)

KSi
+ Si(t)

, i = 1, 2 (4.5)

onde µm1 e µm2 (dia−1) representam, respectivamente, as taxas de crescimento má-

ximas de biomassa acidogênica e metanogênica e KSi é o parâmetro de saturação

associado à Si(t) correspondente.

Esse modelo pode representar biorreatores contínuos, semi-contínuos ou

batelada [22]. No caso de biorreatores do tipo batelada, que será alvo deste trabalho,

visto que a alimentação se dá apenas no início do processo, é possível proceder com

uma série de simpli�cações. Primeiro, considerando a ausência de in�uentes dos

substratos, tem-se que, para todo t,

Sin1 (t) = Sin2 (t) = 0.

Além disso, se não há in�uentes, tampouco é necessário considerar a diluição dos

mesmos no meio, de tal modo que D = 0. Considerando essas simpli�cações, o

modelo, no caso batelada, se reduz a

x′1(t) = v1(S1(t))x1(t) (4.6)

x′2(t) = v2(S2(t))x2(t) (4.7)

S ′1(t) = −k1v1(S1(t))x1(t) (4.8)

S ′2(t) = k2v1(S1(t))x1(t)− k3v2(S2(t))x2(t), (4.9)
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cujo tratamento é mais simples. A medida experimental disponível é a saída da taxa

de �uxo de gás, onde

Qgas(t) = qC(t) + qM(t) (4.10)

dada pela soma da taxa de �uxo de dióxido de carbono qC(t) e pela taxa de �uxo

de metano qM(t) produzidos pelo reator. Em particular, conhece-se a taxa de �uxo

de gás metano que sai do sistema, expressa por

qM(t) = k6v2(S2(t))x2(t), (4.11)

onde k6 representa a taxa de saída de gás.

4.2 Solução aproximada do problema direto pelo método de

Runge-Kutta

Uma maneira de implementar a solução do problema direto, a partir

do modelo de�nido anteriormente, é através dos métodos de Runge-Kutta. Estes

podem ser vistos como um desenvolvimento do método de Euler [21] e se baseia na

solução de um problema de valor inicial a partir da integração da equação diferencial

envolvida e de um procedimento iterativo.

Considere um problema de valor inicial dado na forma

y′ = f(u, y) (4.12)

y(u0) = y0 (4.13)

e considere que y(u) seja contínua e diferenciável no intervalo (a, b), então (4.12)

pode ser integrada no intervalo [ui, ui+1] ∈ (a, b) como∫ ui+1

ui

y′du =

∫ ui+1

ui

f(u, y)du (4.14)

dando origem ao procedimento iterativo

yi+1 = yi + Yi, (4.15)
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no qual

Yi =

∫ ui+1

ui

f(u, y)du. (4.16)

O método de Euler se baseia na aproximação da integral dada por Yi a partir da

regra do retângulo, tomando um passo h e considerando

Yi ≈ hf(ui, yi), (4.17)

onde ui é o nodo do início do intervalo [ui, ui+1].

Um modo de melhorar essa estimativa é usar, para a aproximação da

integral em questão, é usar um polinômio interpolador de primeiro grau entre o nodo

do início e �m do intervalo, obtendo-se

b1 = f(ui, yi) (4.18)

b2 = f(ui + h, yi + b1h) (4.19)

yi+1 = yi +
1

2
(b1 + b2)h. (4.20)

Esse método é conhecido na literatura como método de Runge-Kutta de ordem 2.

Nesse caso, b1 representa o valor exato de f(u, y) em ui enquanto que b2 dá uma

estimativa para f em ui+1.

Uma estimativa ainda melhor é encontrada quando Yi é aproximada

usando-se

b1 = f(ui, yi) (4.21)

b2 = f(ui +
h

2
, yi + b1

h

2
) (4.22)

b3 = f(ui +
h

2
, yi + b2

h

2
) (4.23)

b4 = f(ui + h, yi + b3h) (4.24)

yi+1 = yi +
1

6
(b1 + 2b2 + 2b3 + b4)h, (4.25)

Esse modo de aproximar os resultados do problema de valor inicial é, em geral,

conhecido como método de Runge-Kutta de ordem 4. Nesse caso, b1 representa
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o valor exato de f(u, y) em ui, b2 e b3 dão uma estimativa para f na metade do

intervalo e b4 dá uma estivativa para f no �m do intervalo.

Assim sendo, considerando o modelo de biorreator anaeróbico dado

acima na forma vetorial, tem-se

y′ =


x′1(t)

x′2(t)

S ′1(t)

S ′2(t)

 =


v1(S1(t))x1(t)

v2(S2(t))x2(t)

−k1v1(S1(t))x1(t)

k2v1(S1(t))x1(t)− k3v2(S2(t))x2(t)

 = f(t, y), (4.26)

onde

y =


x1(t)

x2(t)

S1(t)

S2(t)

 (4.27)

e, por �m, encontra-se a saída de metano a partir da expressão

qM(t) = k6v2(S2(t))x2(t). (4.28)

4.3 Resultados Numéricos

Pretende-se, nesta seção, investigar a e�ciência dos métodos de Levenberg-

Marquardt e Trust-Region na identi�cação de parâmetros de um biorreator do tipo

batelada, a partir do Modelo de Antonelli, quando conhecida apenas a saída de gás

metano. Se considerará a implementação discreta do modelo com Runge-Kutta de

quarta ordem, conforme de�nida na seção anterior, como a solução real do problema

direto associado. Sobre essa solução, serão inseridas perturbações gaussianas de or-

dem controlada e, então, proceder-se-á com a aplicação de problemas inversos para

a estimativa dos parâmetros reais, com posterior análise das soluções aproximadas

via mínimos quadrados em relação à sua qualidade.
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4.3.1 Implementação do problema direto

O modelo apresentado neste capítulo foi implementado, com período de

amostragem �xo, usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, que, conforme

se observa na literatura [12,22] é su�cientemente preciso para a solução do problema

direto. Descreve-se, nos próximos passos, brevemente o modo como o problema foi

implementado, bem como veri�ca-se a qualidade da implementação.

Considere-se que o modelo dado por (4.6)-(4.9), cujos estados são re-

presentados por (4.27) esteja parametrizado pelo vetor

θ =
[
µm1 KS1 µm2 KS2 k1 k2 k3 k6

]T
. (4.29)

A saída do modelo, dada pela quantidade de gás metano, depende portanto dos

parâmetros em θ. Para melhor representar essa situação, denomine-se por qM(T )

os dados experimentais coletados e por q̂M(T, θ) os valores de saída do modelo

discretizado, onde T representa o conjunto de valores discretos de tempo nos quais

o modelo foi aplicado.

Neste trabalho, considerar-se-á o problema exemplo encontrado na li-

teratura [11,12,22] em que os parâmetros reais do sistema são dados por

θ0 =
[
0, 42912 13, 065 2, 6493 571, 27 0, 31204 0, 062776 3, 1473 278, 62

]T
(4.30)

e no qual as condições iniciais são dadas por

y(0) =


0, 2

0, 8

74

93

 . (4.31)

A �m de veri�car a e�cácia da estratégia, compara-se a saída do modelo

com as amostras experimentais disponíveis. Como estão disponíveis 120 amostras



44

qM(T ), referentes a coletas feitas três vezes ao dia pelo período de 40 dias, usa-se

T =
[
0 1

3
2
3
· · · 40

]T
para a simulação numérica. Considerando esse conjunto de dados inicializadores,

obtém-se, a partir do método de Runge-Kutta de 4a ordem o grá�co apresentado

na Figura 4.3, que, percebe-se, está de acordo com os resultados encontrados na

literatura [11,12,22].
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Figura 4.3: Grá�co da simulação da saída de metano no biorreator anaeróbico

4.3.2 Análise das estimativas de θ pela solução de problemas inversos

Considere-se o vetor solução da simulação numérica realizada anterior-

mente como a solução real do problema direto associado e q̂M o conjunto de dados

experimentais coletados. Deseja-se, então, determinar os parâmetros do sistema que

minimizam o funcional dos mínimos quadrados dado por

S(θ) =
N∑
i=1

[qM(ti)− q̂M(ti, θ)]
2. (4.32)
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Sabe-se que, devido à alta não-linearidade do sistema, esta função ob-

jetivo é não-convexa e, portanto, pequenas alterações nas condições iniciais podem

conduzir a estimação de mínimos locais, resultando em parâmetros que não explicam

de forma adequada a dinâmica interna do reator. Por esse motivo, neste trabalho,

a estimativa inicial dada será sempre o vetor θ0, ou seja, pela solução exata do

problema inverso, desejando-se observar qual o re�exo da adição de perturbações

apenas na saída do modelo para a reconstrução deste conjunto.

Sobre a saída do sistema, adiciona-se ruído gaussiano com média zero

e desvio padrão dado por uma porcentagem (i ∈ (0, 1)) do maior valor dentre os

qM(T ). Após a execução de cem estimações, a partir da solução exata acrescida de

erros distintos mas de mesma ordem, a análise estocástica da qualidade dos parâme-

tros estimados se baseará na análise da média e variância dos resultados encontrados,

bem como pela construção de elipses de erros entre pares de parâmetros. Deseja-se

veri�car se, em média, os resultados são satisfatórios ou se as soluções se desviam

do valor original do problema, mesmo quando a média dos erros agregados é nula.

Este modo de operação para a análise caracteriza o que se convenciona chamar de

métodos de Monte Carlo. Para tal, serão utilizados dois dos métodos apresenta-

dos anteriormente, o método de Levenberg-Marquardt, implementado pelo autor, e

o Método do tipo Trust-Region pré-implementado na biblioteca do Matlab 2015 e

chamado pelo comando lsqnonlin. Os critérios utilizados nos dois métodos são

um um resíduo da ordem de 10−12 ou então um máximo de dez mil iterações.

Para compreensão das tabelas abaixo, considerar-se-á que θ̄LM e θ̄LSQ

representam as médias das iterações utilizando-se o método de Levenberg-Marquardt

e lsqnonlin, respectivamente. De modo análogo, σ2
LM e σ2

LSQ representam as

variâncias de cada um dos parâmetros a partir de cada método e errelLM e errelLSQ

os erros relativos em relação ao valor real, dado por θ0. Para tal, de�ne-se erro
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relativo como

errel(x̄, x0) =

∣∣∣∣x0 − x̄x0

∣∣∣∣, (4.33)

onde x0 refere-se ao valor real do parâmetro e x̄ representa o valor médio encon-

trado. Em todos os testes, utilizar-se-á estimativa inicial coincidente com o vetor de

parâmetros real, θ0.

Considerando-se, inicialmente, a adição de perturbação gaussiana da

ordem de 1% (i = 0.01) - ou seja, com média zero e desvio padrão de 1% do maior

dentre os valores de saída de gás metano do problema direto associado - nos dados

de saída do modelo discreto e após a repetição de cem estimações, observa-se o

resultado apresentado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Média, variância e erro relativo das estimativas para chute inicial exato

e perturbação gaussiana com desvio padrão de 1% do valor máximo da

saída do modelo

Levenberg-Marquardt LSQNONLIN

θ0 θ̄LM σ2
LM errelLM θ̄LSQ σ2

LSQ errelLSQ

µm1 0,42912 0,42719 0,00070 0,451% 0,42718 0,00070 0,451%

KS1 13,065 12,99404 2,42595 0,543% 12,99398 2,42588 0,544%

µm2 2,6493 2,65385 0,03976 0,172% 2,65385 0,03976 0,172%

KS2 571,27 572,44107 2253,66896 0,205% 572,44005 2253,67204 0,205%

k1 0,31204 0,33678 0,01108 7,927% 0,33678 0,01108 7,929%

k2 0,062776 0,06839 0,00053 8,949% 0,06839 0,00053 8,951%

k3 3,1473 3,15167 0,00141 0,139% 3,15167 0,00141 0,139%

k6 278,62 278,90019 8,46762 0,101% 278,90021 8,46768 0,101%

É possível perceber, nesse caso, que alguns parâmetros são estimados,

em média, com maior precisão que outros. Na Figura 4.4, é possível veri�car a matriz

de covariância, representada por CLM , dos resultados obtidos nas cem aproximações

usando o método de Levenberg-Marquardt.
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CLM =



7, 02.10−4 3, 79.10−2 2, 52.10−3 6, 14.10−1 −2, 65.10−3 −5, 72.10−4 −3, 91.10−4 −1, 44.10−2

3, 79.10−2 2, 426 7, 51.10−2 1, 83.101 −1, 29.10−1 −2, 77.10−2 −1, 23.10−2 −2, 83.10−1

2, 52.10−3 7, 51.10−2 3, 97.10−2 9, 463 −1, 13.10−2 −2, 53.10−3 −6, 85.10−3 −4, 67.10−1

6, 14.10−1 1, 83.101 9, 463 2, 25.103 −2, 756 −6, 16.10−1 −1, 617 −1, 09.102

−2, 65.10−3 −1, 29.10−1 −1, 13.10−2 −2, 756 1, 10.10−2 2, 41.10−3 1, 71.10−3 6, 42.10−2

−5, 72.10−4 −2, 77.10−2 −2, 53.10−3 −6, 16.10−1 2, 41.10−3 5, 27.10−4 3, 84.10−4 1, 46.10−2

−3, 91.10−4 −1, 23.10−2 −6, 85.10−3 −1, 617 1, 71.10−3 3, 84.10−4 1, 41.10−3 1, 05.10−1

−1, 44.10−2 −2, 83.10−1 −4, 67.10−1 −1, 09.102 6, 42.10−2 1, 46.10−2 1, 05.10−1 8, 468



Figura 4.4: Matriz de covariância das estimativas para chute inicial exato e pertur-

bação gaussiana com desvio padrão de 1% do valor máximo da saída do

modelo usando LM

É possível veri�car que, embora a variância queKS2 seja grande, em mé-

dia o valor estimado não se distancia muito do valor real. Na Figura 4.5, apresenta-se

o grá�co da saída do problema direto (em azul), da comparação entre esta saída e

uma das perturbações agregadas (em vermelho), da comparação entre esta saída e a

simulação quando se utiliza o conjunto de parâmetros estimado cujo resíduo com a

solução exata do problema direto é o menor entre as execuções (laranja) e, por �m,

da comparação no caso em que se utiliza o conjunto de parâmetros estimado cujo

resíduo com a solução exata do problema direto é o maior entre as execuções (roxo),

onde se percebe que, mesmo no último caso, as saídas praticamente coincidem.
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Figura 4.5: Grá�cos do modelo usando parâmetros corretos, aquele que gera o menor

e aquele que gera o maior resíduos, na reconstrução com perturbação

gaussiana com desvio padrão de 1% do valor máximo da saída do modelo

direto usando LM

Com o auxílio da matriz de covariância, apresentada anteriormente, foi

possível proceder com a construção de elipses de erros para os pares de parâmetros

µm1 e µm2, KS1 e KS2, k1e k2 e k3e k6. Conforme veri�cado anteriormente, mesmo

nos casos em que a variância entre essas estimativas foi alta, os resultados tenderam a

se concentrar no entorno da média (ponto preto), levando ao resultado anteriormente

observado, conforme se observa na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Elipses de erro das estimativas para chute inicial exato e perturbação

gaussiana com desvio padrão de 1% do valor máximo da saída do modelo

usando LM

Conclui-se, portanto, que para perturbações gaussianas da ordem 1%

do valor máximo do modelo, os dois métodos se mostram e�cientes tanto para a

estimação dos parâmetros do sistema, quanto para a simulação numérica.

Considera-se, então, a adição de perturbações gaussianas da ordem de

10% (i = 0.1) nos dados de saída do modelo discreto e após a repetição de cem

estimações, é possível observar o resultado apresentado na Tabela 4.3.
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Tabela 4.3: Média, variância e erro relativo das estimativas para chute inicial exato

e perturbação gaussiana com desvio padrão de 10% do valor máximo da

saída do modelo

Levenberg-Marquardt LSQNONLIN

θ0 θ̄LM σ2
LM errelLM θ̄LSQ σ2

LSQ errelLSQ

µm1 0,42912 4,530 1612,74 956% 0,939 20,789 119%

KS1 13,065 312,887 8527921 2295% 51,818 109275,9 297%

µm2 2,6493 1598,646 129470232 60242% 211,413 1111577 7880%

KS2 571,27 381213,190 7,36E+12 66631% 50408,446 63154112057 8724%

k1 0,31204 8,217 800,398 2533% 10,885 1317,97 3388%

k2 0,062776 3,939 290,391 6175% 5,537 483,049 8721%

k3 3,1473 3,329 0,1843 6% 3,337 0,2357 6%

k6 278,62 286,513 766,7048 3% 286,110 926,821 3%

É possível perceber, nesse caso, que as estimativas, além de apresenta-

rem grande variância, ampliam o ruído nos dados, conduzindo a resultados desviados

em relação ao valor esperado para os parâmetros. Ou seja, já não há con�ança su�-

ciente nos resultados obtidos a partir de problemas inversos quando o erro na saída

é de maior magnitude. Na Figura 4.7, por sua vez, é possível veri�car a matriz de

covariância, representada por CLM , dos resultados obtidos nas cem aproximações

usando o método de Levenberg-Marquardt.

CLM =



1, 61.103 1, 17.105 −5, 59.103 −1, 33.106 −3, 66.101 −1, 77.101 −1, 93.100 8, 46.101

1, 17.105 8, 53.106 −4, 20.105 −1, 00.108 −2, 57.103 −1, 24.103 −1, 38.102 −6, 11.103

−5, 59.103 −4, 20.105 1, 29.108 3, 09.1010 −1, 32.104 −6, 34.103 −9, 65.102 −6, 37.104

−1, 33.106 −1, 00.108 3, 09.1010 7, 37.1012 −3, 14.106 −1, 51.106 −2, 30.105 −1, 52.107

−3, 66.101 −2, 57.103 −1, 32.104 −3, 14.106 8, 00.102 4, 79.102 8, 02.100 2, 52.102

−1, 77.101 −1, 24.103 −6, 34.103 −1, 51.106 4, 79.102 2, 90.102 3, 78.100 1, 60.102

−1, 93.100 −1, 38.102 −9, 65.102 −2, 30.105 8, 02.100 3, 78.100 1, 84.10−1 1, 05.101

−8, 46.101 −6, 11.103 −6, 37.104 −1, 52.107 2, 52.102 1, 60.102 1, 05.101 7, 67.102



Figura 4.7: Matriz de covariância das estimativas para chute inicial exato e pertur-

bação gaussiana com desvio padrão de 10% do valor máximo da saída

do modelo usando LM
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Na Figura 4.8, apresenta-se, de modo análogo ao feito na Figua 4.5, a si-

mulação usando os parâmetros corretos, uma das perturbações agregadas sobre este

e a comparação entre as simulações nos casos em que se utiliza os parâmetros esti-

mados que geram, com a solução exata do problema direto, o menor e maior resíduo.

É interessante veri�car que, novamente, mesmo no caso em que se obtém o maior

resíduo quadrático, com um conjunto estimado de parâmetros pouco relacionados

com θ0, a simulação numérica obtida é consideravelmente boa. Pode-se reparar, na

Figura 4.8, que, mesmo nesse caso, os grá�cos da simulação real e aproximada quase

coincidem.
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Figura 4.8: Grá�cos do modelo usando parâmetros corretos, aquele que gera o me-

nor e aquele que gera o maior resíduos, na reconstrução com perturbação

gaussiana com desvio padrão de 10% do valor máximo da saída do mo-

delo direto usando LSQNONLIN



52

Com o auxílio da matriz de covariância, uma investigação mais apurada

pode ser feita com a construção de elipses de erros para os pares de parâmetros µm1

e µm2, KS1 e KS2, k1e k2, k3 e, por �m, k6.
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Figura 4.9: Elipses de erro das estimativas para chute inicial exato e perturbação

gaussiana com desvio padrão de 10% do valor máximo da saída do mo-

delo usando LSQNONLIN

A partir das elipses de erro, é possível veri�car que a maioria dos va-

lores concentra-se, também, em torno da média, havendo, contudo, polarização das

estimativas. É possível veri�car, ainda, que algumas das execuções conduziram a
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mínimos locais distantes dos valores esperados, o que pode explicar os resultados

obtidos na Tabela 4.3.

Deve-se observar que, mesmo usando-se a solução exata do problema

inverso, quando a saída não é perturbada, θ0, como chute inicial para a reconstrução

de parâmetros, mínimos locais foram encontrados, nos dois níveis de erros, o que

mostra a alta não-linearidade do modelo ou, então, a característica de não-unicidade

da solução quando não se têm acesso aos dados não perturbados de saída do pro-

blema direto. A partir das observações pode-se concluir, contudo, que quando a

perturbação sobre os valores observados é su�cientemente pequena, é possível esti-

mar com boa precisão os parâmetros do sistema, já nos casos em que a perturbação

nos dados é mais signi�cativa, os resultados das estimativas não são su�cientemente

con�áveis mas, ainda assim, podem ser utilizados para o estudo do comportamento

do reator via simulações numéricas.
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5 TRANSPORTE DE PARTÍCULAS

O transporte de partículas e radiação é, em geral, modelado pela versão

linear da Equação de Boltzmann, esta que foi derivada, inicialmente, para o trata-

mento de fenômenos em dinâmica de gases rarefeitos [14]. Um dado de interesse nas

aplicações é a estimativa do �uxo de radiação ou intensidade radiativa. A inten-

sidade radiativa é a quantidade de radiação recebida por um objeto desde uma

determinada fonte, podendo se apresentar, por exemplo, na forma de partículas.

A composição dos materiais nos quais ocorre o transporte ou, então, a

estimação das fontes de radiação representam problemas de interesse com aplicações

tanto na solução do problema direto, quanto de problemas inversos em transporte.

No que se refere aos problemas inversos em radiação, muito já foi feito desde a

década de oitenta. Cita-se, como exemplos, a determinação de radiação incidente

nos contornos de uma barra [30], em radiação de calor, a estimação de propriedades

radiativas e termofísicas em materias a altas temperaturas [34], a identi�cação de

per�s de temperatura em um meio [43], estimação da lei de espalhamento em �ssão

em termos do �uxo radiativo [35,36,52,53] e do albedo em radiação atmosférica [51],

a reconstrução de fontes externas de radiação [44] e a determinação do meio em

tomogra�as computadorizadas [3, 5].

Neste trabalho, considera-se a possibilidade de identi�car sobretudo

dois parâmetros a partir do �uxo de radiação conhecido: o albedo e o grau de

anisotropia, em tranferência radiativa. Estes coe�cientes, relacionados ao modelo

considerado, descrevem o meio material em relação a quanto absorvedor este é ou,

então, como se dá o espalhamento de radiação, sendo de vital importância no estudo

de tomogra�as [3].
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Ainda em 1917, Johann Radon [49] atentou para a possibilidade de

reconstruir imagens a partir de diversas projeções. Sua abordagem levou, mais

tarde, ao desenvolvimento de procedimentos médicos para diagnóstico, como é o

caso da tomogra�a computadorizada. Esta foi desenvolvida durante as décadas

de sessenta e setenta, sobretudo por Cormack e Hounis�eld, em um estudo que

lhes rendeu o Nobel em 1979. Neste procedimento, �a absorção é o mecanismo

dominante e medidas experimentais da radiação atenuada pelo meio sob análise

permitem identi�car estruturas do mesmo [57]. Em outro tipo de tomogra�a, mais

recente, do tipo Near Infrared Optical Tomography, o espalhamento também passa

a ser levado em consideração, �estando então no mesmo contexto de transferência

de calor por radiação térmica em meios participantes e transporte de nêutrons em

reatores nucleares� [57].

Para a descrição do transporte tridimensional de partículas em um meio

material, em particular o nêutron, considera-se o mesmo como uma partícula pon-

tual. Isso signi�ca que, nesse contexto, uma partícula pode ser caracterizada por sua

posição e velocidade. Dessa forma, além da variável temporal, o chamado espaço

de fase, no qual se considera o balanço de partículas, inclui ainda três variáveis

espaciais e três referentes ao vetor de velocidade, totalizando sete variáveis. Sejam,

então

X =
[
x1 x2 x3

]T
, (5.1)

υ =
[
v1 v2 v3

]T
(5.2)

e o instante de tempo t considerado e caracterize-se a velocidade por

υ = vΩ,

onde v = |υ| e Ω é um vetor unitário de direção. Levando-se em conta, ainda, a

energia cinética descrita por

E =
1

2
mv2, (5.3)
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onde m é a massa da partícula, conclui-se que é possível, também, substituir a

magnitude da velocidade das partículas por sua energia.

O fenômeno físico considerado é a migração dessas particulas pontuais

no interior do meio material, com a probabilidade de interação com os núcleos dos

átomos do meio. Uma das formas de interação é a colisão, de�nida como o choque

dos nêutrons com núcleos, seguida pela absorção ou emissão de energia ou outras

partículas [25]. Algumas das reações esperadas são a captura radiativa, ou absorção,

o espalhamento e a �ssão. A absorção é uma reação na qual um nêutron incidente é

absorvido pelo núcleo-alvo, deixando-o em um estado excitado. O espalhamento,

por sua vez, que pode ser elástico ou inelástico, é aquele onde o nêutron atinge o

núcleo e é desviado. No espalhamento elástico, o núcleo não tem seu estado alterado,

já no espalhamento inelástico, o núcleo é excitado, decaindo posteriormente [44].

Nessas reações, uma partícula costuma ser considerada um projétil que atinge outra

partícula-alvo.

Ao tratar de partículas neutras, é necessário compreender sua natureza

randômica, o que implica na impossibilidade de determinar um número exato de

partículas em uma certa região, mas sim trabalhar com uma distribuição de proba-

bilidades e prever um número esperado de particulas nessa. De�ne-se a função de

distribuição

f(X, E,Ω, t) (5.4)

como aquela que descreve a distribuição de partículas em um meio material em

relação a seu espaço, direção e energia. A densidade angular de nêutrons

N(X, E,Ω, t) (5.5)

representa, por sua vez, o número provável de nêutrons presente numa esfera de

volume dV ao redor de X que viajam em direções dΩ ao redor de Ω com energias

no intervalo dE ao redor de E em um determinado instante t. Assim, considerando-

se a caracterização pontual, a taxa de variação do número esperado de partículas em
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torno de X e, portanto, na região delimitada pela bola de volume dV , com energia

no intervalo [E,E+dE] no ângulo sólido dΩ e no instante t pode ser representada [25]

por [
d

dt
N(X, E,Ω, t)

]
dV dEdΩ. (5.6)

A probabilidade de interação de um nêutron por unidade de compri-

mento de sua trajetória é chamada de seção de choque macroscópica e depende

da posição e da energia da partícula. Esta costuma ser representada por uma letra

sigma maiúscula (Σ), mas é comum, nos trabalhos sobre teoria de transporte, ver

a representação por uma letra sigma minúscula (σ) [25], notação que será adotada

doravante. A seção de choque macroscópica total é de�nida [6, 25] como

σ(X, E) = σa(X, E) + σs(X, E) + σop(X, E), (5.7)

onde,X representa o vetor de posição, E a energia, σa(X, E) a seção de choque ma-

croscópia de absorção, σs(X, E) a seção de choque macroscópica de espalhamento

e σop(X, E) está associada à seção de choque que leva em conta outros processos de

interação do nêutron com o núcleo, menos importantes que a absorção e espalha-

mento [25]. Estas seções de choque podem, ainda, ser decompostas como

σa(X, E) = σcr(X, E) + σf (X, E) (5.8)

σs(X, E) = σn(X, E) + σn′(X, E), (5.9)

onde os subindices de σ representam, respectivamente, as seções de choque de cap-

tura radiativa (cr), de �ssão (f), de espalhamento elástico (n) e de espalhamento

inelástico (n′).

Há ainda a chamada seção de choque diferencial, dada por

σ(X, E ′ → E,Ω′ → Ω) = σ(X, E ′)f(X, E ′ → E,Ω′ → Ω), (5.10)
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que depende da seção de choque macroscópica e da função probabilidade de trans-

ferência, dada por

f(X, E ′ → E,Ω′ → Ω) (5.11)

que representa a probabilidade de um nêutron com direção Ω′ e energia E ′, ao sofrer

reação com um núcleo, causar a emissão de nêutrons no intervalo com direções dΩ em

torno de Ω e energias no intervalo dE em torno de E [50]. Essa reação é normalizada

sobre todas as energias �nais e a probabilidade total passa a ser de�nida sobre todas

as reações [25] que produzem nêutrons na forma

σ(X, E ′)f(X, E ′ → E,Ω′ → Ω) =
∑
X

σ(X, E ′)f(X, E ′ → E,Ω′ → Ω). (5.12)

O �uxo angular de nêutrons, Ψ(X,Ω, E, t), por sua vez, é dado por

Ψ(X,Ω, E, t) = vN(X,Ω, E, t), (5.13)

ou seja, sua unidade é dada em quantidade de nêutrons por unidade de área, por

unidade de tempo, por unidade de ângulo sólido e por unidade de energia.

5.1 Descrição do modelo considerado

A dedução da equação de transporte pode ser encontrada em diversas

referências na literatura [6, 17, 25, 37, 42] e não será detalhada aqui. No entanto,

considerando-se as de�nições anteriores, pode-se introduzir uma ideia geral do ba-

lanço de partículas. Conside-se v′ o módulo da velocidade do nêutron com energia

E ′, a taxa de produção de nêutrons é dada [25] por[ ∫
E′

∫
Ω′
σ(X, E ′)f(X,Ω′ → Ω, E ′ → E)v′N(X,Ω′, E ′, t)dΩ′dE ′+S(X,Ω, E)

]
dV dΩdE,

(5.14)

onde o primeiro termo representa os nêutrons que são transferidos a outras direções

e energias após colidirem em dV , cuja integral se dá em todas as direções e energias,
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e o segundo termo representa nêutrons produzidos por fontes externas localizadas

no interior do meio material, enquanto que a taxa de perda de nêutrons é dada por[
vΩ �∇N(X,Ω, E, t) + σ(X, E)vN(X,Ω, E, t)

]
dV dΩdE (5.15)

onde o primeiro termo, chamado de termo de fuga, representa a fuga líquida de

nêutrons do volume angular considerado, enquanto que o segundo termo corresponde

aos nêutrons que deixam os intervalos angulares e energéticos considerados devido

a interações no volume espacial considerado [25, 50]. Assim, considerando que a

taxa de variação do número mais provável de nêutrons em dV , dada por (5.6) e

procedendo com a substituição pelo �uxo angular de nêutrons, dado por (5.13), é

possível encontrar a forma mais geral da equação de transporte, dada por

1

v

∂

∂t
Ψ(X,Ω, E, t) + Ω �∇Ψ(X,Ω, E, t) + σ(X, E)Ψ(X,Ω, E, t) =

=

∫
E′

∫
Ω′
σ(X, E ′)f(X,Ω′ → Ω, E ′ → E)Ψ(X,Ω′, E ′, t)dΩ′dE ′ + S(X,Ω, E).

(5.16)

Pode-se observar que, nesta forma de escrita, todos os termos que se encontram

no lado esquerdo da igualdade representam perdas enquanto que, os termos do lado

direto da igualdade, representam produção de novos nêutrons na região considerada.

Deve-se ressaltar que, nesta equação, considera-se que as partículas

descrevam trajetória retilínea entre colisões e se desconsidera qualquer espécie de

interação entre as mesmas. Considera-se, ainda, que as propriedades do material

independam do tempo e que as colisões entre as mesmas sejam instantâneas [44].

No caso da equação linearizada, negligencia-se ainda a interação entre partículas e

se considera que as colisões são instantâneas, ou seja, que as partículas são emitidas

exatamente após as colisões [25].

Neste trabalho, considera-se apenas problemas em estado estacionário,

ou seja, aqueles nos quais os nêutrons atingiram o equilíbrio em relação à variável

de tempo, de modo que a equação geral pode ser reduzida a
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Ω �∇Ψ(X,Ω, E) + σ(X, E)Ψ(X,Ω, E) =

=

∫
E′

∫
Ω′
σ(X, E ′)f(X,Ω′ → Ω, E ′ → E)Ψ(X,Ω′, E ′)dΩ′dE ′ + S(X,Ω, E).

(5.17)

Além disso, sabe-se que o termo de fuga é o único na equação que depende explici-

tamente da geometria do problema [25]. Tomando o problema em geometria plana

com simetria axial, tem-se

Ω �∇ = µ
∂

∂z
, (5.18)

com

µ = Ω � k = cosθ, (5.19)

onde k representa o versor na direção do eixo z. Considerando-se ainda simetria

azimutal, nos casos em que as seções de choque forem independentes de energia ou,

de modo equivalente, em que todas as partículas neutras tenham a mesma energia,

pode-se escrever a equação como

µ
∂

∂z
Ψ(z, µ) + σΨ(z, µ) = σc

∫ 1

−1
f(µ′ → µ)Ψ(z, µ′)dµ′ + S(z, µ), (5.20)

onde c representa o número médio de nêutrons produzido pela interação

nêutron-núcleo e está associado ao número médio de nêutrons no espalhamento.

De�nindo-se, por �m, a variável ótica x = σz, adimensional [25], é

possível reescrever a equação como

µ
∂

∂z
Ψ(x, µ) + Ψ(x, µ) = c

∫ 1

−1
f(µ′ → µ)Ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ), (5.21)

onde

Q(x, µ) =
S(x, µ)

σ
. (5.22)

Por �m, é comum que se expresse a probabilidade de transferência

f(µ′ → µ) através de uma expansão truncada de polinômios de Legendre [6, 25],
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na forma

f(µ′ → µ) =
1

2

L∑
l=0

βlPl(µ
′)Pl(µ), (5.23)

onde L representa o grau de anisotropia do sistema, os coe�cientes {βl} são tais que

β0 = 1 e |βl| < 1 para 1 ≤ l ≤ L e Pl(µ) representa o polinômio de Legendre de ordem

l computado em µ. Há ao menos duas formas de descrever a lei de espalhamento

da função de transferência, uma delas é a forma binomial, na qual os coe�cientes βl

são calculados a partir de uma fórmula de recursão dada [6] por

βl =

(
2l + 1

2l − 1

)(
L+ 1− l
L+ 1 + l

)
βl−1, (5.24)

para l = 1, 2, . . . , L, com β0 = 1.

A equação de transporte é, então, �nalmente escrita como

µ
∂

∂z
Ψ(x, µ) + Ψ(x, µ) =

=
c

2

L∑
l=0

βlPl(µ)

∫ 1

−1
P (µ′)Ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ), (5.25)

sujeita às condições de contorno

Ψ(0, µ) = F1(µ) (5.26)

e

Ψ(a,−µ) = F2(µ), (5.27)

onde x ∈ (0, a), µ ∈ [−1, 1] e F1(µ) e F2(µ) são funções conhecidas que descrevem

a incidência externa de partículas nos contornos da placa. Além disso, (5.25) é

chamada de homogênea quando Q(x, µ) = 0. Esta equação representa o problema

de transporte unidimensional com simetria azimutal, que será objeto de estudo deste

trabalho.

Deve-se observar que esta mesma equação modela o problema em que

se considera a propagação de um feixe de radiação com um determinado intervalo
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de comprimento de onda transportado em um elemento de área dA em todas as

direções de um elemento de ângulo sólido dΩ. A dedução da equação, nesse caso,

pode ser encontrada na literatura [6]. Destaca-se que o coe�ciente c, o número médio

de nêutrons na interação, representa então o albedo do espalhamento simples do

problema de radiação, dado pela razão entre o coe�ciente de espalhamento e o

coe�ciente de extinção [6], enquanto que x ∈ (0, a) representa a variável ótica, com

a representando a espessura do meio plano-paralelo.

5.2 Solução em forma fechada para problema direto usando

o método ADO

Considere a equação de transporte dada pela equação (5.25) para x ∈

(0, a), µ ∈ [−1, 1], com as condições de contorno (5.26) e (5.27) e c < 1, ou seja, um

meio não-multiplicador e não-conservativo.

Diversas técnicas analíticas, estocásticas e numéricas foram propostas

para a solução da equação de transporte. Cita-se, como exemplos, o método de

Case, a expansão em harmônicos esféricos, também conhecido como método PN , o

método das ordenadas discretas, ou método SN , métodos estocásticos como os de

Monte Carlo [6, 25,48].

O método de ordenadas discretas, originalmente desenvolvido por Wick

[59] e Chandrasekhar [17], foi proposto pelo segundo em seu trabalho sobre trans-

ferência radiativa na atmosfera e se baseia na discretização da variável angular da

intensidade radiativa (µ). A solução por ordenadas discretas para o problema de

transporte é encontrada, então, em direções discretas ao longo da esfera unitária.

O método de ordenadas discretas considera portanto, a aproximação da integral

angular no termo de espalhamento por uma fórmula de quadraturas [25].
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O método ADO, uma modi�cação do método das ordenadas discretas

proposto por Chandrasekhar, e desenvolvido por Barichello e Siewert [6,7] apresenta

uma série de contribuições positivas em relação à proposta original. Além de manter

as soluções analíticas em relação à variável espacial, os problemas de autovalores as-

sociados à determinação das constantes de separação na solução têm ordem menor,

em geral da metade do tamanho do problema original. Além disso, por trabalhar

com o mapeamento das direções no intervalo µ ∈ [0, 1], é possível utilizar esquemas

arbitrários de quadratura, o que torna o método viável para a aplicação em diver-

sas áreas. Recentemente, problemas inversos de reconstrução de fontes [44] foram

apresentados usando-se como solução do problema direto o método ADO.

O primeiro passo para encontrar a solução por este método se baseia

em reescrever o termo integral da equação (5.25) em um semi-intervalo, obtendo-se

µ
∂

∂z
Ψ(x, µ) + Ψ(x, µ) =

=
c

2

L∑
l=0

βlPl(µ)

∫ 1

0

P (µ′)[Ψ(x, µ′) + (−1)lΨ(x,−µ′)]dµ′ +Q(x, µ). (5.28)

Após, procede-se com a de�nição da quadratura a ser utilizada na aproximação da

integral. Sabe-se que a aproximação da integral de uma função por quadraturas

numéricas, usando-se a quadratura de Gauss-Legendre, segue a relação [6]∫ 1

−1
f(x)dx =

m∑
i=1

wif(xi) (5.29)

onde os chamados nós {xi} são os zeros do polinômio de Legendre de ordem m e

{wi} são pesos associados, com a aproximação se tornando exata quando f(x) for

um polinômio de grau

grau(f) ≤ 2m− 1. (5.30)

Quando o intervalo de integração é um segmento �nito arbitrário [a, b],

é possível estabelecer um mapeamento linear que relacione a integral original com
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uma integral de�nida sobre o intervalo [−1, 1], como na relação anterior [25]. Con-

forme citado anteriormente, uma das contribuições do método ADO é o mapeamento

do intervalo [−1, 1] no intervalo [0, 1], o que permite a utilização não apenas da qua-

dratura de Gauss-Legendre [6], mas também outros esquemas arbitrários.

Embora existam tabelas, na literatura [29], apontando os pontos e pesos

dessa quadratura para diversos valores de m, é possível derivar um método e�ciente

para computar esses nós [6], que se baseia na fórmula de recorrência dos polinômios

de Legendre. Do mesmo modo, os pesos podem ser computados a partir de relações

já encontradas na literatura [29]. O mapeamento dos nós e pesos para o intervalo

de interesse é dado, então, por [6, 25]

µk =
yk + 1

2
ewk =

1

2vk
. (5.31)

Após de�nida a quadratura {µi, wi}mi=1, pode-se derivar as equações das

ordenadas discretas da equação de transporte na forma

µi
∂

∂x
Ψ(x, µi) + Ψ(x, µi) =

c

2

L∑
l=0

βlPl(µi)
m∑
k=1

wkPl(µk)[Ψ(x, µk) + (−1)lΨ(x,−µk)]

(5.32)

e

−µi
∂

∂x
Ψ(x,−µi)+Ψ(x,−µi) =

c

2

L∑
l=0

βlPl(µi)
m∑
k=1

wkPl(µk)[Ψ(x,−µk)+(−1)lΨ(x, µk)],

(5.33)

que compõem um sistema de 2m equações diferenciais ordinárias [6, 25]. Esse con-

junto de equações certamente admite soluções exponenciais [25]. Propõe-se, então,

pelo método ADO, a hipótese de solução [6]

Ψ(x,±µi) = Φ(ν,±µi)e−x/ν , (5.34)

onde ν representa uma constante de separação e Φ(ν,±µi) é uma função cujo com-

portamento é, por hora, desconhecido.
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Após essa substituição, obtém-se [6]

± µi
∂

∂x
[Φ(ν,±µi)e−x/ν ] + Φ(ν,±µi)e−x/ν =

=
c

2

L∑
l=0

βlPl(µi)
m∑
k=1

wkPl(µk)[Φ(ν,±µk)e−x/ν + (−1)lΦ(ν,∓µk)e−x/ν ]. (5.35)

Operando essa expressão, é possível obter

[±µi
∂

∂x
[e−x/ν ] + e−x/ν ]Φ(ν,±µi) =

= e−x/ν
c

2

L∑
l=0

βlPl(µi)
m∑
k=1

wkPl(µk)[Φ(ν,±µk) + (−1)lΦ(ν,∓µk)] (5.36)

que pode ser simpli�cada, após aplicação da derivada, para

[1∓µi
ν

]Φ(ν,±µi) =
c

2

L∑
l=0

βlPl(µi)
m∑
k=1

wkPl(µk)[Φ(ν,±µk)+(−1)lΦ(ν,∓µk)]. (5.37)

Introduz-se, então, notação matricial. Sejam os vetores m× 1

Φ±(ν) = [Φ(ν,±µ1),Φ(ν,±µ2), . . . ,Φ(ν,±µN)]T (5.38)

e

Π(l) = [Pl(µ1), Pl(µ2), . . . , Pl(µN)]T (5.39)

e as matrizes N ×N

M = diag{µ1, µ2, . . . , µN} (5.40)

e

W = diag(w1, w2, . . . , wN}, (5.41)

é possível reescrever as equações dadas por (5.37) na forma de duas equações ma-

triciais, que podem ser expressas por [6]

(Im −
1

ν
M)Φ+(ν) =

c

2

L∑
l=0

βlΠ(l)ΠT (l)W [Φ+(ν) + (−1)lΦ−(ν)] (5.42)
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e

(Im +
1

ν
M )Φ−(ν) =

c

2

L∑
l=0

βlΠ(l)ΠT (l)W [Φ−(ν) + (−1)lΦ+(ν)], (5.43)

onde Im representa a matriz identidade de ordem m.

Por questão de simplicidade de notação, de�na-se, também a matriz

m×m dada por

Υ(l) = βlΠ(l)ΠT (l)W (5.44)

de modo que as equações (5.42) e (5.43) podem ser reescritas como

(Im ∓
1

ν
M)Φ±(ν) =

c

2

L∑
l=0

Υ(l)[Φ±(ν) + (−1)lΦ∓(ν)]. (5.45)

Somando as duas equações anteriormente apresentadas, tem-se

(Im −
1

ν
M )Φ+(ν) + (Im +

1

ν
M )Φ−(ν) =

=
c

2

L∑
l=0

Υ(l)[Φ+(ν) + (−1)lΦ−(ν) + Φ−(ν) + (−1)lΦ+(ν)] (5.46)

ou, ainda

[Φ+(ν) + Φ−(ν)]− 1

ν
M [Φ+ −Φ−(ν)] =

c

2

L∑
l=0

[1 + (−1)l]Υ(l)[Φ+(ν) + Φ−(ν)].

(5.47)

De�nindo, então, os vetores

U = Φ+(ν) + Φ−(ν) (5.48)

e

V = Φ+(ν)−Φ−(ν), (5.49)

a expressão pode ser ainda reescrita como

U − 1

ν
MV =

c

2

L∑
l=0

[1 + (−1)l]Υ(l)U (5.50)
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donde se tem

[Im −
c

2

L∑
l=0

[1 + (−1)l]Υ(l)]M−1MU =
1

ν
MV . (5.51)

De modo análogo, subtraindo as duas equações dadas por (5.42) e

(5.43), obtém-se a expressão [6]

[Im −
c

2

L∑
l=0

[1− (−1)l]Υ(l)]M−1MV =
1

ν
MU . (5.52)

De�na-se, então, as matrizes

E = Im −
c

2

L∑
l=0

[1 + (−1)l]Υ(l)]M−1 (5.53)

B = Im −
c

2

L∑
l=0

[1− (−1)l]Υ(l)]M−1 (5.54)

e os vetores

X = MU (5.55)

Y = MV , (5.56)

é possível reescrever (5.51) e (5.52) como [6]

EX =
1

ν
Y (5.57)

e

BY =
1

ν
X (5.58)

que podem ser combinadas de forma a obter o problema de autovalores [6, 7]

(BE)X =
1

ν2
X (5.59)

de onde se pode obter as constantes de separação νj usadas na suposição de solução

dada pela equação(5.34), que sempre aparecem em pares ±νi [6].

Escrevendo então

νEX = Y
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e somando X nos dois termos dessa expressão, tem-se

(Im + νE)X = X + Y = M (U + V ) (5.60)

ou, ainda,

(Im + νjE)X(νj) = 2MΦ+(νj), (5.61)

de onde se obtém [6]

Φ+(νj) =
1

2
M−1(Im + νjE)X(νj). (5.62)

De modo análogo, subtraindo-se X dos dois lados da expressão, é pos-

sível obter [6]

Φ−(νj) =
1

2
M−1(Im − νjE)X(νj). (5.63)

Assim, com as constantes de separação dadas pelo problema de auto-

valores (5.59) e as soluções elementares de dadas pelas equações (5.62) e (5.63),

pode-se escrever as soluções por ordenadas discretas do problema dado, na forma

vetorial [6], como

Ψ±(x) = [Ψ(x,±µ1),Ψ(x,±µ2), . . . ,Ψ(x,±µN)]T (5.64)

na forma

Ψ±(x) =
N∑
j=1

[ajΦ±(νj)e
−x/νj + bjΦ∓(νj)e

−(x0−x)/νj ], (5.65)

onde {aj} e {bj} são coe�cientes a determinar e a segunda exponencial é escrita dessa

maneira a �m de evitar problemas de over�ow durante o cálculo computacional [6,7],

o que representa outra vantagem do método ADO.

A �m de determinar os coe�cientes {aj} e {bj}, substitui-se (5.65) nas

condições iniciais Ψ(0, µi) = F1(µi) e Ψ(x0,−µi) = F2(µi) , com i = 1, 2, . . . ,m,

obtendo o sistema linear de tamanho 2m dado pelas equações

N∑
j=1

[ajΦ+(νj) + bjΦ−(νj)e
−x0/νj ] = F1(µi) (5.66)
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N∑
j=1

[ajΦ−(νj)e
−x0/νj + bjΦ+(νj)] = F2(µi). (5.67)

A partir dos passos anteriores, é possível determinar a solução da equa-

ção de transporte pelo método das ordenadas discretas, mas mantendo essa solução

analítica em termos da variável espacial. Este tipo de solução costuma ser chamada

de solução por ordenadas discretas em forma fechada para a variável espacial da

equação de transporte considerada.

Considere-se, então, que a intensidade em todas as direções não está

disponível, mas que se tem a informação relativa à densidade radiativa em alguns

pontos no intervalo x ∈ [0, x0]. A densidade radiativa é de�nida em termos

das intensidades de radiação em todas as direções. Considerando o esquema de

quadratura escolhido [6], pode-se escrever

ρ(x) =

∫ 1

0

[Ψ(x,+µ) + Ψ(x,−µ)]dµ, (5.68)

que, em termos da solução em ordenadas discretas, é dada [6, 25] por

ρ(x) =
N∑
j=1

[aje
−x/νj + bje

−(a−x)/νj ]Φ0(νj) (5.69)

onde

Φ0(νj) =
N∑
i=1

wi[Φ(νj, µi) + Φ(νj,−µi)]. (5.70)

5.3 Resultados Numéricos

Discute-se, nessa seção, a e�ciência de métodos numéricos na identi�-

cação do parâmetro de albedo e detecção do grau de anisotropia em um problema

inverso de transporte de radiação. Esses parâmetros identi�cam o meio e o pro-

blema inverso associado pode ser relacionado com reconstruções, por exemplo, em

problemas de tomogra�a ótica [3, 5].
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A metodologia consiste na solução de problema direto usando o método

ADO e posterior identi�cação dos parâmetros �xados com técnicas inversas. Usa-

se como conjunto de dados experimentais a informação relativa à intensidade de

radiação (ρ(x)) em diferentes pontos de uma barra de comprimento x0. Pretende-se

concluir a respeito da qualidade das estimativas para o parâmetro de albedo (c)

e grau de anisotropia (L) após a introdução de perturbação gaussiana aos dados

experimentais, estes que serão gerados de forma sintética.

5.3.1 Geração de dados sintéticos a partir implementação do problema
direto

A solução do problema apresentado neste capítulo foi derivada segundo

o método das Ordenadas Discretas Analíticas, apresentado anteriormente. A �m

de veri�car a correta implementação do método, considera-se inicialmente o pro-

blema teste de transporte unidimensional homogêneo com simetria azimutal e sem

dependência energética, dado pela equação

µ
∂

∂x
Ψ(x, µ) + Ψ(x, µ) =

c

2

L∑
l=0

βlPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)Ψ(x, µ′)dµ′ (5.71)

com grau de anisotropia L = 6, constante de albedo c = 0.99, e quadratura de ordem

m = 10. Além disso, considera-se que as condições de contorno sejam conhecidas e

dadas por

Ψ(0, µ) = 1 (5.72)

e

Ψ(x0,−µ) = 0 (5.73)

e que o comprimento da barra seja dado por x0 = 1. Compara-se os resultados da

densidade de radiação com aqueles apresentados na literatura [6].
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Tabela 5.1: Comparação dos resultados numéricos com os apresentados na literatura

x literatura implementação

0.0 1,29320 1,29320

0.1 1,20038 1,20037

0.2 1,13796 1,13796

0.3 1,08352 1,08352

0.4 1,03279 1,03279

0.5 0,983728 0,983728

0.6 0,934947 0,934947

0.7 0,885085 0,885085

0.8 0,832215 0,832215

0.9 0,772365 0,772365

1.0 0,684710 0,684710

Percebe-se, na Tabela 5.1, que os resultados encontrados via implemen-

tação estão de acordo com aqueles disponíveis na literatura, o que permite concluir

que a mesma pode ser utilizada como solução do problema direto considerado neste

trabalho.

Nesse sentido, passa-se a considerar um problema alternativo, que será

utilizado como problema teste neste trabalho. Neste, o grau de anisotropia é dado

por L = 8 e o albedo por c = 0.8. Mantém-se as condições de contorno idênticas ao

problema anterior e comprimento da barra x0 = 2. A densidade de nêutrons (ρ) é

tomada para os pontos

x =
[
0, 1 0, 5 0, 9 1, 3 1, 7

]T
. (5.74)

Além disso, a variável angular é discretizada com m = 10. A saída do modelo é

apresentada na Figura 5.1.
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Figura 5.1: Grá�co da densidade radiativa ρ(x) sobre a barra

Este problema será utilizado na geração dos primeiros resultados nu-

méricos a respeito da identi�cação dos parâmetros de albedo e grau de anisotropia.

Mais tarde, outros problemas serão considerados a �m de veri�car os resultados

obtidos.

Considere a saída da simulação numérica realizada, denotada por ρ0(x),

como a solução exata do problema direto associado. Sejam os parâmetros a identi-

�car dados por

P =
[
c L

]T
. (5.75)

com dados experimentais sintéticos gerados a partir de uma perturbação gaussiana

sobre a saída do modelo com os parâmetros de�nidos nos problemas, com média zero

e desvio padrão dado por uma porcentagem (i) do maior valor do �uxo de radiação

em cada caso. Deseja-se, determinar o conjunto P de parâmetros que minimize a

função objetivo dada por

S(P ) = [ρ̂(x)− ρ(x,P )]T [ρ̂(x)− ρ(x,P )], (5.76)
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onde ρ(x,P ) representa a densidade de nêutrons calculada para o vetor de parâme-

tros P e nos pontos x dados anteriormente.

5.3.2 Análise do comportamento da função objetivo em relação ao
albedo

Antes de proceder com a identi�cação dos parâmetros a partir de mé-

todos numéricos, uma breve análise da con�abilidade esperada para os resultados,

a partir da análise dos grá�cos da função objetivo, como problema direto, para

diferentes valores de albedo, foi estabelecida.

Considerando, inicialmente, que o grau de anisotropia do problema

(L = 8) seja conhecido, procede-se com a análise do caso em que não há per-

turbação nos dados. É natural esperar que o mínimo exista e seja nulo exatamente

no valor do albedo, dado no problema teste. Na Figura 5.2, que representa o grá�co

da função objetivo para c contínuo, pode-se veri�car que o comportamento está de

acordo com o esperado, ou seja, que o mínimo ocorre em c = 0, 8 e que, nesse ponto,

o resíduo é nulo.
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Figura 5.2: Grá�co da função objetivo S(x,P ) para L conhecido, dados não per-

turbados e c contínuo
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Pode-se notar, além disso, a suavidade da curva que caracteriza a função

objetivo, fator positivo no processo de identi�cação de parâmetros quando se utiliza

processos iterativos de re�namento, como neste trabalho.

Em sequência, consideram-se perturbações da ordem de 1% e 10% com

distribuição gaussiana aplicada sobre a saída do problema direto. Sabe-se que o

mínimo obtido não será necessariamente nulo, mas deseja-se observar se, nesses

casos, o parâmetro associado ao menor resíduo se mantém ou se há a tendência de

algum desvio do valor correto.

Com base na Tabela 5.2, conclui-se que, no caso de de perturbações de

baixa magnitude, é possível identi�car o albedo obtendo resíduo na ordem de 10−5.

No caso de perturbações de maior magnitude, �ca clara a tendência de um desvio

em relação ao valor correto. Em ambos os casos, contudo, o erro relativo, conforme

de�nido em (4.33), é menor que o nível de perturbação agregado aos dados.

Tabela 5.2: Valores de c que minimizam S(x,P ) quando o grau de anisotropia é

conhecido

grau da perturbação c erro relativo resíduo

1% 0,80167 0, 21% 2, 025.10−5

10% 0,73685 7, 8932% 2, 307.10−2

A Figura 5.3 apresenta o grá�co que relaciona os diferentes valores de

c ao resíduo encontrado na identi�cação do albedo, que permite veri�car o compor-

tamento observado na Tabela 5.2.
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Figura 5.3: Grá�cos da função objetivo S(x,P ) para grau de anisotropia conhecido

e ruídos da ordem de 0% (azul), 1% (verde) e 10% (vermelho) na saída

do modelo

5.3.3 Resultados numéricos para a identi�cação do albedo

A identi�cação do parâmetro é efetuada, neste trabalho, a partir do

método de Levenberg-Marquardt, �xando-se como critérios de parada, o máximo de

15 iterações ou a obtenção de resíduo de magnitude inferior a 10−15. A estimativa

inicial é dada por valores aleatórios dentro do intervalo c ∈ (0, 1). Ao efetuar os

testes iniciais, sem perturbação nos dados, foi possível obter o valor exato para o

parâmetro de albedo, c = 0, 8, a partir de estimativas iniciais em, na média, cinco

iterações.

Ao introduzir perturbações da ordem de 1% na saída do modelo e,

assim como realizado no caso do biorreator, estimar o parâmetro de albedo um total

de cem vezes, foi possível encontrar uma distribuição aproximadamente normal dos

resultados, com média muito próxima do valor real e baixa variância. Um histograma

desses resultados pode ser observado na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Histograma dos valores obtidos para o parâmetro de albedo a partir de

dados perturbados em 1%

Levando em consideração que o ruído agregado é da ordem de 1% e que

o valor encontrado apresenta erro relativo, em média, inferior a 0, 1% ao parâmetro

real, é possível concluir que esse tipo de abordagem se mostra e�ciente para a iden-

ti�cação do parâmetro de albedo quando se puder garantir que os erros nos dados

sejam su�cientemente pequenos, conforme se observa na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo com da-

dos perturbados em 1%

média variância erro relativo

c 0, 79983 1, 35047.10−5 0, 021446%

Além disso, ao tomar intervalos de con�ança de 95% em relação à mé-

dia dos resultados é possível, ainda, veri�car que as estimativas encontradas se

distribuem de acordo com o esperado na teoria. Pode-se observar, na Figura 5.5, o

conjunto de estimativas (em vermelho), bem como o valor real do parâmetro (em

verde) e a média e limites do intervalo de con�ança (em azul).
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Figura 5.5: Intervalos de con�ança para as estimativas na determinação do parâme-

tro de albedo a partir de dados perturbados em 1%

Repetindo o experimento para perturbações maiores, da ordem de 10%,

é possível veri�car, no histograma apresentado na Figura 5.6, que a variância dos

resultados é ampliada. Além disso, diversas estimativas se distanciam do valor real

do parâmetro para o problema considerado.
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Figura 5.6: Histograma dos valores obtidos para o parâmetro de albedo a partir de

dados perturbados em 10%
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Em média, contudo, o método consegue estimar o parâmetro de albedo

de forma adequada, com erro relativo médio inferior a 1%, como se veri�ca na Tabela

5.4.

Tabela 5.4: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo com da-

dos perturbados em 10%

média variância erro relativo

c 0, 79417 0, 00128 0, 7281%

Além disso, é possível veri�car, comparando-se com o resultado anterior,

que a variância está relacionada ao quadrado do nível de perturbação agregada às

saídas, conforme esperado. Ao construir o intervalo de con�ança de 95% em relação

ao valor esperado, veri�ca-se, na Figura 5.7, novamente, que as estimativas estão de

acordo com a teoria.
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Figura 5.7: Intervalos de con�ança para as estimativas na determinação do parâme-

tro de albedo a partir de dados perturbados em 10%
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5.3.3.1 Análise da média e variância quando da alteração do número de
estimações consideradas

A �m de complementar o estudo conduzido nessa seção, foram construí-

dos intervalos de con�ança para os resultados obtidos parcialmente, ou seja, para

parte dos experimentos realizados. A ideia é veri�car se o número de estimativas

realizadas exerce grande in�uência sobre a qualidade da estimativa média obtida.

Ao proceder com a análise dos resultados parciais na inserção de per-

turbações da ordem de 1% nos dados de saída do modelo, pode-se veri�car que,

mesmo com um número inferior de estimativas, a teoria dos intervalos de con�ança

é satisfeita. Além disso, é possível perceber pela Figura 5.8 e Tabela 5.5, que a

média dos resultados tende a se aproximar do valor real quanto mais estimativas

são executadas, bem como a variância tem uma tendência de redução conforme se

aumenta o número de testes, conforme esperado.
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Figura 5.8: Intervalos de Con�ança para perturbações da ordem de 1% e 10, 20, 50

e 100 estimativas

Tabela 5.5: Resultados médios com diferentes números de estimativas na determi-

nação do albedo com perturbações da ordem de 1%

estimativas média variância erro relativo

10 0,80241 2, 77 · 10−5 0,30%

20 0,80107 2, 33 · 10−5 0,134%

50 0,79999 1, 58 · 10−5 0,001%

100 0,79983 1, 35 · 10−5 0,02%

De modo análogo, no caso em que a perturbação agregada é da ordem

de 10%, a teoria dos intervalos de con�ança é satisfeita, mas a variância se mostra

menos sensível ao aumento número de estimativas tomadas, conforme se observa na

Figura 5.9 e Tabela 5.6.
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Figura 5.9: Intervalos de Con�ança para perturbações da ordem de 10% e 10, 20,

50 e 100 estimativas

Tabela 5.6: Resultados médios com diferentes números de estimativas na determi-

nação do albedo com perturbações da ordem de 10%

estimativas média variância erro relativo

10 0,79502 1, 51 · 10−3 0,620%

20 0,79077 1, 4 · 10−3 1,154%

50 0,79163 1, 46 · 10−3 1,046%

100 0,79417 1, 28 · 10−3 0,729%

É possível concluir, portanto, que o número de experimentos não é

determinante na identi�cação do parâmetro de albedo. Ou seja, boas estimativas

podem ser obtidas mesmo sem a realização elevado número de experimentos.
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5.3.4 Resultados numéricos para a identi�cação do albedo e grau de
anisotropia

Nesta seção, investiga-se a possibilidade estimar, em conjunto, o parâ-

metro de albedo e o grau de anisotropia, a partir dos dados sintéticos gerados para

o problema teste, usando-se o método de Levenberg-Marquardt. O grau de ani-

sotropia, relacionado à discretização da função de probabilidade de distribuição de

partículas, dá uma ideia do termo a partir do qual a série de polinômios de Legendre,

dada por

f(µ′ → µ) =
1

2

L∑
l=0

βlPl(µ
′)Pl(µ), (5.77)

foi truncada, e explica como é dado o espalhamento da radiação no meio material.

Cabe ressaltar que o método de Levenberg-Marquardt foi concebido

para a estimação de parâmetros contínuos, e não discretos. Além disso, as cons-

tantes βl, na equação anterior, dependem (5.24) diretamente do valor inteiro desse

parâmetro. Desse modo, a cada passo iterativo do método, toma-se os valores de

L arredondados para o número inteiro mais próximo, de acordo com a convenção,

como nova estimativa.

Após a introdução de perturbações da ordem de 1% na saída do modelo,

e da realização de cem estimações, usando o método de Levenberg-Marquardt com

os mesmos critérios de parada de�nidos anterioremente e chute inicial aleatório no

intervalo c ∈ (0, 1), é possível observar, na Figura 5.10, a seguinte distribuição de

resultados.
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Figura 5.10: Histograma de estimativas para o grau de anisotropia na identi�cação

conjunta com dados perturbados em 1%

Destaca-se que, embora a reconstrução nem sempre tenha conduzido ao

valor real do grau de anisotropia (L=8), a maior parte dos resultados se concentra-

ram em uma vizinhança aceitável, já que não se faz necessário estimar exatamente

L, mas sim determinar um valor para o qual o modelo discreto represente bem o

modelo contínuo e os dados experimentais. O parâmetro de albedo, por sua vez,

apresenta distribuição semelhante à encontrada quando estimado isoladamente. Os

resultados se distribuíram conforme histograma apresentado na Figura 5.11.
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Figura 5.11: Histograma de estimativas para a constante de albedo na identi�cação

conjunta com dados perturbados em 1%

Ao proceder com uma análise mais aprofundada, é possível perceber,

na Tabela 5.7, que, em média, as estimativas de ambos os parâmetros são precisas,

apresentando erros relativos baixos em relação aos valores reais dos parâmetros do

problema.

Tabela 5.7: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo e grau

de anisotropia com dados perturbados em 1%

média variância erro relativo

c 0, 79996 1, 41246 · 10−5 0, 04125%

L 8, 33 ≈ 8 1, 961 ≈ 2 4, 12%

Na Figura 5.12, apresentada abaixo, é possível observar a comparação

entre as saídas do problema direto computado com o conjunto correto de parâmetros

do problema e com uma das estimativas encontradas com o método de Levenberg-

Marquardt com dados experimentais perturbados em 1%, onde se veri�ca uma boa

concordância entre as simulações.
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Figura 5.12: Comparação entre a saída do problema direto com os parâmetros cor-

retos e com um dos conjuntos de parâmetros estimados no caso de uma

perturbação de 1%

Ao proceder com a análise das estimativas no caso de uma saída pertur-

bada em 5%, contudo, é possível perceber uma tendência de que o grau de anisotropia

passe a não ser estimado de forma correta, como pode se observar no histograma

presente na Figura 5.13.
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Figura 5.13: Histograma de estimativas para o grau de anisotropia na identi�cação

conjunta com dados perturbados em 5%

A constante de albedo, contudo, apresenta uma boa distribuição de

estimativas e, embora se veri�que uma dispersão maior de resultados, veri�ca-se

que, em média, tende a ser estimada de forma su�cientemente precisa, com erro

relativo reduzido em relação aos ruídos agregados, conforme se veri�ca na Figura

5.14.
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Figura 5.14: Histograma de estimativas para a constante de albedo na identi�cação

conjunta com dados perturbados em 5%

Estes resultados podem ser con�rmados na Tabela 5.8, apresentada

abaixo.

Tabela 5.8: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo e grau

de anisotropia com dados perturbados em 5%

média variância erro relativo

c 0, 79879 3, 317199 · 10−4 0, 15057%

L 13, 6 ≈ 14 227, 37 ≈ 227 70%

De modo análogo ao anterior, é possível observar, na Figura 5.15, a

comparação entre as saídas do problema direto computado com o conjunto correto

de parâmetros do problema e com uma das estimativas encontradas com o método

de Levenberg-Marquardt com dados experimentais perturbados em 5%. Nesse caso,

embora o resultado continue satisfatório, com uma boa concordância entre as si-

mulações, é possível notar uma maior discrepância que no caso anterior, devido à

estimação incorreta do grau de anisotropia.
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Figura 5.15: Comparação entre a saída do problema direto com os parâmetros cor-

retos e com um dos conjuntos de parâmetros estimados no caso de uma

perturbação de 5%

5.3.5 Resultados numéricos adicionais

Nesta subseção, resultados para casos teste adicionais são apresenta-

dos. Em um primeiro momento, considera-se o mesmo problema, investigando, no

entanto, os efeitos da disponibilidade de diferentes quantidades de dados experimen-

tais para a estimação do albedo e grau de anisotropia. Posteriormente, veri�ca-se

se os resultados obtidos na identi�cação do albedo em casos limite na solução do

problema direto, conforme implementada nesse trabalho.

Considere-se o problema inicial, com os �uxos conhecidos apenas sobre

os pontos dados por

x =
[
0, 4 0, 8 1, 4

]T
. (5.78)
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E possível obter, após a repetição de cinquenta experimentos e identi�-

cação dos parâmetros de albedo e grau de anisotropia, com o método de Levenberg-

Marquardt, com os mesmos critérios de�nidos na seção anterior, os resultados médios

apresentados na Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo e grau

de anisotropia no primeiro problema, considerando apenas três pontos

e perturbação da ordem de 1%

perturbação média variância erro relativo

c 0,8005 1,9·10−5 0,06%

L 8,5951 4,7882 7,44%

Pode-se perceber que, no caso de perturbações da ordem de 1%, foi

possível identi�car com su�ciente precisão a constante de albedo. O grau de ani-

sotropia, em média, também pôde ser encontrado, mas com maior variância nos

resultados obtidos.

Tabela 5.10: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo e grau

de anisotropia no primeiro problema, considerando apenas três pontos

e perturbação da ordem de 5%

perturbação média variância erro relativo

c 0,7807 2,1·10−2 2,41%

L 132,36 9,96·104 > 1000%

Quando perturbações maiores, da ordem de 5%, são adicionadas à saída,

veri�ca-se, na Tabela 5.10, a impossibilidade de identi�car, corretamente, ambos os

parâmetros. Em testes anteriores, nos quais mais informação estava disponível, o
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grau de anisotropia tampouco havia sido estimado corretamente, mas a constante

de albedo havia sido identi�cada.

Pode-se concluir, portanto, que quando níveis maiores de ruído estão

presentes nos dados experimentais e há menos informação disponível, a estimação

dos parâmetros considerados nesta tarefa é comprometida.

Em seguida, deseja-se investigar se uma maior quantidade de informa-

ção a respeito da saída do sistema tende a melhorar as estimativas encontradas.

Considerando o problema inicial, com os �uxos conhecidos sobre os pontos dados

por

x =
[
0, 1 0, 3 0, 5 0, 7 0, 9 1, 1 1, 3 1, 5 1, 7 1, 9

]T
, (5.79)

e procedendo com cinquenta estimações pelo método de Levenberg-Marquardt, é

possível encontrar os resultados médios apresentados na Tabela 5.11.

Tabela 5.11: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo e grau

de anisotropia no primeiro problema, considerando nove pontos e per-

turbação da ordem de 1%

perturbação média variância erro relativo

c 0,7995 5,82·10−6 0,06%

L 8,2379 6,94·10−1 2,97%

Percebe-s que, nesse caso, ambos os parâmetros podem ser identi�cados,

em média, de forma correta, ou seja, com baixo erro relativo. Vale notar, também,

que a variância entre as diferentes estimações é baixa.

Comparando-se com os resultados anteriormente obtidos, contudo, não

é possível a�rmar que o maior número de informações disponíveis a priori resulte

em melhor estimação dos parâmetros considerados.
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Tabela 5.12: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo e grau

de anisotropia no primeiro problema, considerando nove pontos e per-

turbação da ordem de 5%

perturbação média variância erro relativo

c 0,7936 1,1·10−3 0,8%

L 16,0059 819,15 100%

No caso em que perturbações da magnitude de 5% são adicionadas aos

dados experimentais, é possível veri�car, na Tabela 5.12, que, mesmo com mais

informações disponíveis, o grau de anisotropia continua não sendo identi�cado de

forma correta, apresentando erro relativo de 100% em relação ao valor no problema

original (L = 8) e grande variância nos resultados obtidos. Conclui-se, novamente,

que o método utilizado não é e�caz na determinação do grau de anisotropia quando

perturbações dessa magnitude estão presentes nos dados experimentais.

Por �m, levando em consideração que neste trabalho estamos consi-

derando apenas os casos em que c < 1, veri�ca-se, a seguir, a possibilidade de

identi�car o albedo em caso limite, ou seja, quando c ≈ 1.

Para tal, considera-se, como segundo problema, aquele em que o albedo

é dado por c = 0, 99. Todos os demais parâmetros são mantidos em relação ao

problema anterior e as medidas experimentais continuam sendo tomadas sobre os

pontos

x =
[
0, 1 0, 3 0, 5 0, 7 0, 9 1, 1 1, 3 1, 5 1, 7 1, 9

]T
. (5.80)

Após a adição de perturbações da ordem de 1% e 10% nos dados e posterior execução

do algoritmo num total de cinquenta vezes, pode-se perceber que o parâmetro de

albedo pôde ser estimado no caso em que a perturbação nos dados era da ordem

de 1%. No segundo caso, embora o parâmetro estimado não seja exato, o erro em
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relação ao valor real é da ordem de 0,25%, ou seja, inferior à perturbação agregada

nos dados experimentais. Estes resultados podem ser observados na Tabela 5.13,

apresentada abaixo.

Tabela 5.13: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo no se-

gundo problema considerado

perturbação média variância erro relativo

1% 0,9906 2,24·10−6 0,06%

10% 0,9925 1,27·10−4 0,25%

Considera-se, ainda, um terceiro problema teste, onde o albedo tem

valor dado por c = 0, 05. Veri�ca-se, a possibilidade de identi�cação do albedo no

caso em que c ≈ 0. Após a adição de perturbações da ordem de 1% e 10% nos dados

e da repetição de cinquenta estimações, os resultados presentes na Tabela 5.14 foram

obtidos, na identi�cação.

Tabela 5.14: Resultados médios para a identi�cação da constante de albedo no ter-

ceiro problema considerado

perturbação média variância erro relativo

1% 0,0474 9,66·10−5 5,19%

10% 0,0470 1,45·10−2 5,93%

No caso do terceiro problema considerado, é possível perceber que o

albedo não pôde ser estimado com boa precisão mesmo no caso em que perturbações

da ordem de 1% foram adicionadas sobre os dados experimentais. Em casos limites

nos quais c ≈ 0, portanto, pode-se concluir que o método de Levenberg-Marquardt

não produz resultados tão e�cientes na identi�cação do albedo.
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Nesta última seção, os resultados encontrados para o problema teste

considerado anteriormente foram con�rmados nos casos em que menos e mais da-

dos experimentais estavam disponíveis. Além disso, veri�cou-se a possibilidade de

estimar o albedo em problemas limite.

Em suma, foi possível concluir que o albedo é um parâmetro identi-

�cável por Levenberg-Marquardt mesmo quando ruídos de maior magnitude estão

presentes nos dados, exceto quando c ≈ 0. O grau de anisotropia, por sua vez, se

mostra mais sensível às perturbações nos dados, deixando de ser identi�cável quando

ruídos de maior magnitude estão presentes.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, problemas inversos foram estudados através da identi-

�cação de parâmetros em biorreatores e problemas unidimensionais de transporte

de partículas. No caso dos biorreatores anaeróbicos, os problemas diretos foram

tratados com a utilização de esquemas numéricos. No caso de transporte de partí-

culas, uma solução em forma fechada foi determinada, usando o método ADO. Os

problemas inversos de identi�cação se basearam no critério dos mínimos quadra-

dos, a partir da implementação de métodos iterativos determinísticos, dos quais se

destaca o método de Levenberg-Marquardt. Foi possível concluir que os parâme-

tros do biorreator são identi�cáveis apenas quando ruídos de baixa magnitude estão

presentes nos dados. Observou-se, contudo, que mesmo os parâmetros incorretos,

encontrados nos casos em que maiores perturbações estão presentes nos dados, po-

dem ser utilizados para a simulação numérica da saída de gás metano do biorreator.

No caso analisado em transferência radiativa, o parâmetro de albedo pôde ser iden-

ti�cado, usando Levenberg-Marquardt, mesmo quando ruídos de maior magnitude

foram introduzidos nos dados e foi possível perceber que a qualidade da estimativa

encontrada não depende diretamente do número de experimentos realizados. O grau

de anisotropia, por sua vez, se mostrou mais sucetível a erros experimentais e, em-

bora identi�cável quando os ruídos são de baixa magnitude, não pôde ser estimado

de forma correta quando perturbações maiores foram adicionadas nos dados de saída

do modelo considerado.

Este estudo apresentou, contudo, apenas resultados preliminares, que

devem ser investigados com mais atenção na continuidade dessa pesquisa. Nesse

sentido, destacam-se alguns tópicos que fazem parte das perspectivas de estudo:

1. A identi�cação dos parâmetros do biorreator é obtida, na literatura,

sempre a partir dos dados de saída de gás metano do sistema. Outros
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dados experimentais, contudo, como a saída de gás carbônico, estão

disponíveis. Levando em consideração que mais informação possibilita

a conduzir a melhores estimativas, pretende-se revisitar a identi�cação

dos parâmetros com métodos que permitam a estimação dos mesmos

simultaneamente para ambos os conjuntos de dados.

2. No caso do transporte de partículas, mais resultados devem ser analisa-

dos a �m de con�rmar as conclusões obtidas neste trabalho. Além disso,

deseja-se veri�car a aplicabilidade dos métodos citados na identi�cação

das condições de contorno e fontes externas de radiação.
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