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Resultados preliminares

Propriedade da Especificação. Seja f : M → M função

expansora topologicamente exata, com M compacto. En-

tão, dado qualquer ε > 0, existe k≥ 1 tal que, dado quais-

quer x1, . . . ,xs ∈M, quaisquer n1, . . . ,ns ≥ 1 e quaisquer

k1, . . . ,ks≥ k, existe um ponto p∈M tal que, escrevendo

m j = ∑
j
i=1 ni+ ki para j ∈ 1, . . . ,s e m0 = 0:

(i) d( f m j−1+i(p), f i(x j))≤ ε , para 0≤ i < n j e 1≤ j≤

s.

(ii) f ms(p) = p.

Proposição. Sejam ψ1, . . . ,ψN : M → R funções men-

suráveis e limitadas em um espaço de probabilidade

(M,B,µ). Então dado ε > 0, existem x1, . . . ,xs ∈ M e

números positivos α1, . . . ,αs tais que ∑
s
i=1 αi = 1 e∣∣∣∫ ψ jdµ−

s

∑
i=1

αiψ j(xi)
∣∣∣< ε

para todo j = 1, . . . ,N.
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Dado um ponto periódico p ∈M de período n, considere

a medida

µp =
1
n

(
δp+ · · ·+δ f n+1(p)

)
.

Teorema. Dada f : M → M uma aproximação expan-

sora e M compacto. Então toda probabilidade invariante

µ pode ser aproximada por probabilidades invariantes su-

portadas em órbitas periódicas na topologia fraca-∗.

Demonstração. Seja ε > 0 e φ = {φ1, ...,φN} uma família

finita de funções contínuas e limitadas em M.

Nosso objetivo é provar que existe µp ∈V (µ,φ ,ε) supor-

tada em uma órbita periódica.

Temos que

φ̃i(x) = lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
j=0

φi
(

f j(x)
)

existe µ quase todo ponto para todo i, pelo Teorema de

Birkhoff. Como φi são limitadas, fixe c ∈R de modo que

c > sup |φi| ≥ sup |φ̃i|.

Escolha δ > 0 tal que

d(x,y)< δ =⇒ d(φi(x),φi(y))<
ε

5
para todo i.

A existência deste δ é garantida pela continuidade das φi

e pela compacidade de M.

Fixe k = k(δ )≥ 1 dado pela propriedade de especificação.

Escolha x j,1 ≤ j ≤ s pontos satisfazendo o Teorema de

Birkhoff e também escolha α j ∈ R tais que ∑
s
j=1 α j = 1

com ∣∣∣∫ φ̃idµ−
s

∑
j=1

α jφ̃i(x j)
∣∣∣< ε

5

para todo i.

Na propriedade de especificação, escolha k j = k,

j = 1, . . . ,s, e n j >> k tais que∣∣n j

ms
−α j

∣∣< ε

5cs
Portanto, ∣∣∣n j+1

∑
t=0

φi
(

f t(x j)
)
−n jφ̃i(x j)

∣∣∣< ε

5
n j

Além disso,∣∣∣∫ φidµ−
s

∑
j=1

n j

ms
φ̃i(x j)

∣∣∣
=
∣∣∣∫ φ̃idµ−

s

∑
j=1

n j

ms
φ̃i(x j)

∣∣∣
≤
∣∣∣∫ φ̃idµ−

s

∑
j=1

α jφ̃i(x j)
∣∣∣

+
∣∣∣ s

∑
j=1

α jφ̃i(x j)−
s

∑
j=1

n j

ms
φ̃i(x j)

∣∣∣
<

ε

5
+
∣∣∣ s

∑
j=1

(
α j−

n j

ms

)
φ̃i(x j)

∣∣∣
≤ ε

5
+

s

∑
j=1

∣∣(α j−
n j

ms

)
φ̃i(x j)

∣∣
=

ε

5
+

s

∑
j=1

∣∣α j−
n j

ms

∣∣∣∣φ̃i(x j)
∣∣

<
ε

5
+

s

∑
j=1

ε

5cs
c

=
ε

5
+

ε

5
=

2ε

5

Pela propriedade de especificacão, existe um ponto p de

período ms tal que

d
(

f m j−1+k(p), f k(x j)
)
< δ ,0≤ k < n j,1≤ j < s

Então,∣∣∣n j−1

∑
t=o

φi
(

f m j−1+t(p)
)
−n jφ̃i(x j)

∣∣∣≤
≤
∣∣∣n j−1

∑
t=0

φi
(

f m j−1+t(p)
)
−

n j−1

∑
t=0

φi
(

f t(x j)
)∣∣∣

+
∣∣∣n j−1

∑
t=0

φi
(

f t(x j)
)
−n jφ̃i(x j)

∣∣∣
<
∣∣∣n j−1

∑
t=0

φi
(

f m j−1+t(p)
)
−

n j−1

∑
t=0

φi
(

f t(x j)
)∣∣∣+ ε

5
n j

=
∣∣∣n j−1

∑
t=0

(
φi
(

f m j−1+t(p)
)
−φi

(
f t(x j)

))∣∣∣+ ε

5
n j

≤
n j−1

∑
t=0

∣∣∣φi
(

f m j−1+t(p)
)
−φi

(
f t(x j)

)∣∣∣+ ε

5
n j

<
n j−1

∑
t=0

ε

5
+

ε

5

=
ε

5
n j +

ε

5
n j =

2ε

5
n j

Como temos que

ms =
s

∑
j=1

(n j + k j) =
s

∑
j=1

(n j + k) =
s

∑
j=1

n j + sk

e

sk = ms−
s

∑
j=1

n j

vale que

sk = |sk|=
∣∣∣ms−

s

∑
j=1

n j

∣∣∣= ∣∣∣ms

(
1− 1

ms

s

∑
j=1

n j

)∣∣∣
=
∣∣∣ms

( s

∑
j=1

α j−
1

ms

s

∑
j=1

n j

)∣∣∣
= |ms|

∣∣∣ s

∑
j=1

(
α j−

n j

ms

)∣∣∣≤ ms

s

∑
j=1

∣∣α j−
n j

ms

∣∣
< ms

s

∑
j=1

ε

5cs
= ms

ε

5c

Então,∣∣∣ms−1

∑
t=0

φi
(

f t(p)
)
−

s

∑
j=1

n jφ̃ j(x j)
∣∣∣

≤
∣∣∣ms−1

∑
t=0

φi
(

f t(p)
)
−

s

∑
j=1

n j−1

∑
t=0

φi
(

f m j−1+t(p)
)∣∣∣

+
∣∣∣ s

∑
j=1

n j−1

∑
t=0

φi
(

f m j−1+t(p)
)
−

s

∑
j=1

n jφ̃ j(x j)
∣∣∣

≤ sk sup |φ̃i|

+
∣∣∣ s

∑
j=1

(
∑
t=0

n j−1
(
φi( f m j−1+t(p))−n jφ̃ j(x j)

))∣∣∣
≤ sk sup |φ̃i|+

s

∑
j=1

∣∣∣n j−1

∑
t=0

φi
(

f m j−1+t(p)
)
−n jφ̃ j(x j)

∣∣∣
≤ sk sup φ̃i+

s

∑
j=1

2ε

5
n j

< skc+
2ε

5
ms

<
ε

5c
msc+

2ε

5
ms =

3ε

5
ms.

Seja µp a probabilidade invariante suportada na órbita de

p.

Portanto,∣∣∣∫ φidµp−
∫

φidµ

∣∣∣
≤
∣∣∣∫ φidµp−

s

∑
j=1

n j

ms
φ̃i(x j)

∣∣∣
+
∣∣∣ s

∑
j=1

n j

ms
φ̃i(x j)−

∫
φidµ

∣∣∣
=
∣∣∣ 1
ms

ms−1

∑
t=0

φi
(

f t(p)
)
− 1

ms

s

∑
j=1

n jφ̃i(x j)
∣∣∣

+
∣∣∣ s

∑
j=1

n j

ms
φ̃i(x j)−

∫
φidµ

∣∣∣
≤ 1

ms

∣∣∣ms−1

∑
t=0

φi
(

f t(p)
)
−

s

∑
j=1

n jφ̃i(x j)
∣∣∣+ 2ε

5

<
1

ms

(3ε

5
ms

)
+

2ε

5
= ε

para todo 1≤ i≤ N.

Logo, µp ∈V (µ,φ ,ε).
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