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Resumo

SOARES, L.G.F. Método Variacional Dependente do Tempo para a Equagdo de Schrodinger
Nao-Linear e Nao-Local em Condensados de Bose-FEinstein. 2017. 76p. Dissertacao de
Mestrado - Instituto de Fisica de Porto Alegre, Universidade Federal do Rio Grande do
Sul, 2017.

Condensacao de Bose-Einstein é um fendmeno quantico que pode ser observado macroscopi-
camente. Para a sua obtencao sao necessarios aprisionamentos externos, porém a presenca
desses leva ao colapso da funcao de onda. As interacdes de longo alcance sao propostas
como uma forma alternativa ao confinamento externo, um vez que podem prevenir o
colapso da funcao de onda. Neste trabalho sera apresentada uma revisao sobre os estudos
de condensados de Bose-Einstein. Também, sera buscada a solucao aproximada da equagao
de Schrodinger nao linear e nao-local, a qual descreve condensados de Bose-Einstein com
auto-interagoes de longo alcance. Para isso, sera suposta uma forma espacial da fungao
de onda, permitindo o tratamento analitico do sistema dinamico resultante. Ao fim, por
meio do método variacional dependente do tempo, sera demonstrado que existem solugoes
estaveis para a funcao de onda sujeito a interacoes de longo alcance na forma gaussiana e

gravitacional.

Palavras-chave: Condensados de Bose-Einstein. Interagao de longo alcance. Método

variacional dependente do tempo.



Abstract

SOARES, L.G.F. Time-Dependent Variational Method for the Non-Linear and Non-Local
Schradinger Equation in Bose-FEinstein Condensates. 2017. 76p. Dissertacao de Mestrado
-Instituto de Fisica de Porto Alegre, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 2017.

Bose-Einstein condensation is a quantum phenomenon that can be observed macroscopically.
External trappings are required to obtain them, however the presence of these leads to
the collapse of the wave function. Long-range interactions are proposed as an alternative
to external confinement, since they can prevent the collapse of the wave function. In this
work a review will be presented on the Bose-Einstein condensate studies. Also, we review
the approximate solution of the non-linear and non-local Schréodinger equation, which
describes Bose-Einstein condensates with long-range auto-interactions. For this, a spatial
form of the wave function will be assumed, allowing the analytical treatment of the system.
Finally, through the time-dependent variational method, it will be demonstrated that there
are stable solutions for the wave function subject to long-range interactions in gaussian

and gravitational form.

Keywords: Bose-Einstein condensates. Long-range interactions. Time-dependent varia-

tional method.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — A sequéncia de imagens mostra a formacgao em tempo real do condensado
de Bose-Einstein. Todas as imagens sao provenientes de uma tnica
amostra. O carog¢o de atomos que se forma no meio é o BEC. . . . .. 9
Figura 2 — Configuracao de uma armadilha magneto-6ptica. Trés pares de lasers
apontando para o mesmo centro em sentidos opostos, juntamente com
um par de bombinas anti-Helmholtz que geram um campo magnético
quadrupolar. . . . ..o 10
Figura 3 — O numero esperado de particulas para valores diferentes de fugacidade.
¢ =0.3 (em azul), £ = 0.6 (em laranja) e £ = 1.0 (em verde). . . . .. 13
Figura 4 — Comportamento da fracao de particulas no estado fundamental. Sistema
particula-livre (azul) e sistema confinado (laranja). . . . . .. ... .. 18
Figura 5 — Comportamento da onda solitaria para a > 0 para diferentes valores de
comprimento caracteristico. ¢ = 0.4 (em azul), ¢ = 1.2 (em laranja) e
¢=20(emverde). . . ... 31
Figura 6 — O comprimento da onda solitaria para diferentes valores de comprimento
caracteristico. ¢ = 0.4 (em azul), ¢ = 1.2 (em laranja) e ¢ = 2.0 (em
verde). ... 32

Figura 7 — Perfil da densidade de ondas solitdrias em ¢ = 0. Escuro v = 0 (em

azul), cinza v = 0.4¢s (em laranja) e claro v = 0 (em verde). . . . . . . 33
Figura 8 — O potencial para P =1 (em azul) e P = 0.2 (em laranja). . ... ... 45
Figura 9 — O potencial para P = 0.3 (em azul) e P = 0.2 (em laranja). . ... .. 46
Figura 10 — O potencial para P = 0.6 (em azul) e P = 0.7 (em laranja). . .. . .. 46

Figura 11 — Perfil de densidade em ¢ = 0 para r = 20um com N = 10000. O centro

de massa esta centralizado na origem. Corte no intervalo de ¢ € [7m/4, 27| 51
Figura 12 — Perfil de densidade em ¢t =0 e p = 0 para r = 20pum com N = 10000. . 53
Figura 13 — Perfil de densidade em t = 0 e p = 1 para r = 20um com N = 10000.

Corte no intervalo de ¢ € [Tw/4,27) . . . . . . . ..o L oL 53
Figura 14 — Potencial U(o) para o € [0,100pum] . . . . . .. .. ... ... 57
Figura 15 — Potencial U(o) para o € [100pm,500um] . . . . . . . ... ... .. .. 57

Figura 16 — o(t) para 6(0) < Fescape com 6(0) = 50pum/s em azul. Valor de ¢, em
amarelo . . ... 58
Figura 17 — o(t) para ¢(0) > Gescape com d(0) = 200um/s em azul. Valor de o¢; em
amarelo . . ... 58
Figura 18 — Potencial U(o) para o € [0,100um] parap=0 . . ... . ... .. .. 62
Figura 19 — Potencial U(o) para o € [0,100pum] parap=1 . . ... ... ... .. 62



Figura 20 — o(t) para ¢(0) < Fescape com 6(0) = 50um/s para p = 0 em azul. Valor
de ogy em amarelo . . . ...
Figura 21 — o(t) para 6(0) > Gescape com o (t) = 200um/s para p = 0 em azul. Valor
de ggy em amarelo . . . . ...
Figura 22 — o(t) para 6(0) < Gescape com 6(0) = 50um/s para p=1. Valor de o¢,
emamarelo . . . ...
Figura 23 — o(t) para d(t) > Gescape com (0) = 200um/s para p = 1. Valor de o¢,

em amarelo . . ..o



Sumario

Introducdo . . . . . . . . ... e e e e 8
Condensados de Bose-Einstein . . . . ... .................. 12
2.1 Formulacao estatistica do gas ideal quantico . . . . . ... ... ... ... 12
2.2 Condensacao de Bose-Einstein . . . . . . . . .. ... 14
2.2.1 Particulalivre . . . . . .. 15
2.2.2 Sistema confinado . . . . .. ... 16
Equacao de Gross-Pitaevskii . . . . . . . . ... ... .. 0 0000l 19
3.1 Colisoes bindrias . . . . . . . . . ... 19
3.1.1 Equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo . . . . . . . .. 22
3.1.2 Equacao de Gross-Pitaevskii estacionaria . . . . . . ... ... ... 24
3.1.3 Aproximacao de Thomas-Fermi . . . .. ... .. ... ... .... 25
3.1.4 Colapso da funggodeonda . . . . . . .. . ... 26
3.2 SOlitons . . ... 27
3.2.1 Solitons estaticos . . . . . ... 29
3.2.2  Solitons dinamicos . . . . . . ... 32
Método variacional . . . . . . . . . . ... e e e e 35
4.1 Equacao de Euler-Lagrange . . . . . . ... .. ... ... ... ... 35
4.2 Densidade lagrangiana . . . . . . . . ..o 0o 37

4.2.1 Sistema de equagoes para um confinamento axial genérico em BECs 38

4.2.2  Sistema de equagoes para um confinamento transversal genérico em
BECs . . . . 40

4.2.3 Equagoes de movimento paraocaso3D . . . . ... ... 42

Método variacional dependente do tempo para a Equacao de Schrodinger

Nao-Linear e Nao-Local em Condensados de Bose-Einstein . . . . ... .. 47
5.1 Motivagoes e objetivo . . . . . . ..o Lo A7
5.2 Sistema estudado e método . . . . . ... 48

5.2.1 Potencial gaussiano . . . . . .. ... Lo 50

5.2.2  Potencial gravitacional . . . . . .. ... 00000000 51
Desenvolvimentoeresultados . . . . . ... ... ... ............ 54
6.1 Potencial gaussiano . . . . . . ... 54
6.2 Potencial gravitacional . . . . . .. ... oo 59
Conclusdao . . . . . . . . e e e e e e e e 66

Refer@ncias . . . . . . v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 68



1 Introducao

No inicio da década de 20, Satyendra Nath Bose concluiu que para obter o resultado
da quantizacao da energia do corpo negro, seria necessario tratar estatisticamente fétons
como indistinguiveis [1]. Inspirado neste trabalho, em 1925, Einstein aplicou a estatistica
desenvolvida por Bose para um géas de particulas e observou que, para temperaturas muitos
baixas, haveria uma ocupagao macroscopica no estado fundamental de energia. Esse estado

ficou conhecido como condensado de Bose-Einstein (Figura 1) (Bose-Eisntein Condensate,

ou BEC) [2].

Esse fenomeno foi observado em laboratorio pela primeira vez em 1995, em gases
diluidos de metais alcalinos, tais como: rubidio [3], sédio [4]e litio [5]. Para a criacdo do
condensado de rubidio, foram somadas técnicas de resfriamento por laser, aprisionamento
magnético e resfriamento evaporativo. Esse processo consiste da seguinte maneira, no
primeiro momento sao colocados seis lasers, com frequéncia ressonante ao atomo, um em
cada diregdo e apontados para o mesmo centro (Figura 2). Devido as colisoes frontais,
os atomos colidem com os fétons e acomodam o momento destes. A emissao do foton
excitado em direcao arbitraria deixa em média os atomos com uma velocidade mais baixa.
Diminuindo a frequéncia com o tempo, a velocidade dos atomos reduz continuamente.
Esse primeiro processo resfria o gas até uma temperatura da ordem de microkelvins. No
segundo momento, sao desligados os lasers e aplica-se um campo magnético forte para
evitar que atomos escapem. Por fim, abaixa-se o campo lentamente permitindo que atomos
mais energéticos escapem, processo de evaporacao, levando-os para a temperatura e a

densidade necessarias para a transicao para o condensado.

Quando comparados a outros estados da matéria os BECs apresentam certas
diferencas. Inicialmente, é necessario alcancar densidades muito baixas, nota-se que a
densidade de particulas nos condensados é tipicamente da ordem de 10'® ~ 10%em ™3,
enquanto que para o ar, em condi¢oes normais de pressao e temperatura, a densidade de
particulas é da ordem de 10%em ™. Essa densidade para liquidos e sélidos é da ordem
de 10*2cm™3. A baixa densidade é necessiria para que o sistema nao condense no estado
liquido normal ou congele antes de ocorrer a condensagao de Bose-Einstein. Outro fator
importante é uma temperatura extremamente baixa, para a observacao do estado de
BEC em um géas diluido de rubidio confinado magneticamente e resfriado por evaporacao,
¢é preciso alcancar uma temperatura da ordem de nanokelvins. Em contrapartida, para
observar a superfluidez do Hélio é necessario alcancar uma temperatura da ordem de 1K
e para observacao de efeitos de fonons na contribuicdo do calor especifico é necessario
atingir a temperatura de Debye, que é da ordem de 10*°K. Além disso, condensados sao

sistemas metaestaveis e a sua existéncia é da ordem de segundos a minutos [6].



Capitulo 1. Introdugdo 9
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Figura 1: A sequéncia de imagens mostra a formacao em tempo real do condensado de
Bose-Einstein. Todas as imagens sao provenientes de uma tnica amostra. O
caroco de atomos que se forma no meio é o BEC.

Fonte: Figura retirada de [7]

Nos estudos de BECs, uma das principais quantidades fisicas que pode ser mensu-
rada ¢é a densidade de particulas. A distribuicao das particulas, depois da expansao do gés
diluido, depende da distribuicao espacial da densidade e da distribuicao das velocidades. A
observacao do comportamento dessas distribui¢gdes pode ser feita por meio de dois processos:
imagem de contraste de fase [8, 9] e imagem de absorgao [5]. No método de imagem de
absor¢ao, ilumina-se a amostra com frequéncia ressonante e apds medir o comportamento
de absor¢ao havera informagcao sobre a distribuicdo espacial da densidade. A desvantagem
do método se deve a absorcao da luz que muda os estados internos dos dtomos e aquece de
maneira significativa o gas, sendo assim um método destrutivo. Além disso, para estudos
de dependéncia temporal, seria necessario preparar uma nova amostra para cada instante
de tempo. Ja para o método de contraste de fase, é utilizada a dependéncia do indice de
refragdo com o meio, nesse caso, sua dependéncia com a distribui¢ao espacial da densidade
de particulas. Dessa forma, havera mudanca no caminho éptico, e ao interferir com um
feixe de referéncia sua intensidade sofrerda mudanca. A partir dessa informagao tém-se a
distribuicao espacial da densidade. Por ser um método pouco destrutivo é possivel obter o

comportamento da dependéncia temporal somente com uma amostra [6].

No regime em que temperatura do sistema tende ao zero Kelvin, somente as colisoes
bindrias sao relevantes. Em um estado quantico em que todas as particulas se encontram
no estado fundamental com seu espacamento interatéomico maior que o comprimento de

espalhamento, a dindmica do condensado é dada pela equacao de Gross-Pitaevskii [10, 11]:

5 02(r 1)
! ot 2m

em que ®(r,t) é a fungdo de onda do condensado para um aproximagao de campo médio,

P (i) + (e 07 o), Ly

Vewt(r) é o potencial confinador externo, m a massa dos atomos do condensado e g,
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denominada como constante de acoplamento, dada por g = 4wha/m, h é a constante de
Planck reduzida e a é o comprimento de espalhamento de onda-s. E possivel obter tanto

condensados repulsivos (a > 0) quanto atrativos (a < 0).

Z

Figura 2: Configuragdo de uma armadilha magneto-optica. Trés pares de lasers apontando
para o mesmo centro em sentidos opostos, juntamente com um par de bombinas
anti-Helmholtz que geram um campo magnético quadrupolar.

Fonte: Figura retirada de [12]

Essa equacao ¢ do tipo Schrodinger nao linear, o termo de nao-linearidade é
proveniente da consideracao das interacoes por meio das colisoes. Como BECs nao ocorrem
abaixo de trés dimensoes, pois o niimero de particulas nos estados excitados nao convergem
para o nivel fundamental devido a efeitos térmicos, é necessario armadilhas externas para
que ocorra transicao de fase, por isso leva-se em consideracao o termo de potencial externo,
Vewt(r), geralmente da forma de um potencial harmoénico. Entretanto, a presenga desse

pode ocasionar ao colapso da funcao de onda para quando as interagoes sao atrativas
(13, 14, 15, 16, 17].

Devido ao colapso da funcao de onda, interagoes nao-locais tém atraido interesse
na comunidade cientifica, pois é uma forma alternativa ao confinamento por armadilhas
externas, uma vez que um dos principais atrativos desse tipo de modelo esta na possibilidade
de evitar o colapso do condensado [18]. Esse é o maior motivador deste trabalho. Além
disso, suportam grande variedade de solitons espaciais estaveis [19], vortex estaveis [20, 21]
e azimutons estaveis [22, 23, 24]. A existéncia de sélitons em meios ndo-locais foi observada

experimentalmente em cristais liquidos [25] e vidros de chumbo [26]. Somada a isso, com
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a adicao da interagao nao-local ha proposta experimental para a deteccdo de ondas de

matéria e sélitons de Rydberg auto-induzidos [27].

A proposta deste trabalho é estudar BECs repulsivos (a > 0) com interagoes nao-
locais por meio do método variacional. Serdo estudados os potenciais gaussiano [23, 28, 29
e gravitacional [19, 30, 31] na auséncia de potencial externo, com o objetivo de estudar
as solugoes quanto a estabilidade dos pontos fixos. O estudo sera feito na auséncia do
potencial externo, pois é de interesse estudar a estabilidade somente com a presenca
do potencial de longa distancia. A dindmica desses sistemas é descrita pela equacao de

Gross-Pitaevskii nao-local, que é do tipo Schrodinger nao-linear e nao-local, dada por:

]

O (r,t) ( h*V?
h—r = -
ot 2m

+g[<I>(r,t)|2+/@*(r/,t)V(|r/—r|)<I>(r',t)dr’)<I>(r,t), (1.2)

em que a interagao nao-local é descrita por um potencial que s6 depende do moédulo da

distancia relativa entre dois pontos, V (|’ — r|).

A divisao desta dissertagao é feita com o propésito de apresentar uma evolucao nos
estudos de condensados de Bose-Einstein. O inicio é dado no segundo capitulo, no qual
sera apresentado o gas ideal quantico aplicado em bdésons, em seguida serdo encontrados
as condigdes de condensacao para o caso de particula livre e sistema confinado [6, 32, 33].
No terceiro capitulo, serd desenvolvida a primeira tentativa de descrever um condensado
real, adicionando um termo de interac¢oes binarias, que levara na deducao da equagao de
Gross-Pitaevskii, também, serd apresentada a aproximacao da Thomas-Fermi juntamente
com o colapso da funcao de onda. Ainda no mesmo capitulo, serd estudada uma solucao
analitica para essa equagao, do tipo séliton [6, 34, 35, 36, 37]. No quarto capitulo, serd
apresentado o método variacional e sua aplicagdo na obtencao das equagdes de movimento
em condensados de Bose-Einstein [36, 38, 39, 40]. O quinto capitulo inicia-se apresentando
as motivagoes e o sistema estudado. Somado a isso, apresentara a lagrangiana adotada
para o sistema nao linear e nao-local, também, como a descricao dos potenciais adotados e
a apresentacao dos ansatz adotados. No sexto capitulo, sera apresentado o desenvolvimento
do trabalho e seus resultados, no qual serd apresentado a lagrangiana de cada sistema, as
equacoes que descrevem a dinamica de cada parametro relevante para a descricao completa
da funcao de onda do condensado e os estudos sobre os pontos fixos. Por fim, no sétimo

capitulo, serd feita uma sintese deste trabalho.
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2 Condensados de Bose-Einstein

Para inciar o estudo sobre BECs é preciso primeiro falar do modelo mais simples
em que ocorre a condensacao, ou seja, o das particulas nao interagentes. Sendo assim,
neste capitulo sera feita uma discussao tedrica sobre um gas ideal de bdsons e BECs,
apresentando principais topicos acerca do assunto. No primeiro topico serd apresentado o
tratamento estatistico para bésons [32]. Seguido pelo estudo da condensagao em um sistema
de particulas livres e sistema confinado com simetria esférica e azimutal, neste topico serao
obtidas as temperaturas de transicao de fase para esses sistemas e, também, serao obtidas

a fragdo de particulas que se encontram no estado de condensado de Bose-Einstein [6, 35].

2.1 Formulacao estatistica do gas ideal quantico

A representacdo da funcdo de onda para um sistema de N particulas é dada por:

® = &(qy, ..., qn), (2.1)

em que q; designa todas as coordenadas da particula i. Por exemplo, q; = r; representa
a posi¢ao da particula i em fungdo de coordenadas cartesianas r; = (x;,y;, ;). Para os
bodsons, particulas com spin inteiro tais como o féton, os glions, o boson de Higgs, a troca

de posi¢ao das particulas nao leva para um novo estado quantico, ou seja,
(p<q17 e Qi ey q]7 veey qN) = +‘I)<QI7 XS] q]7 e Qi eny QN) (22)

Devido a propriedade de simetria da funcdo de onda, um estado quantico fica
inteiramente caracterizado pelo conjunto de nimeros {n;}, em que j é o estado quantico
de um orbital e n; o nimero de particulas no orbital j. No caso de bésons, n; pode variar

de 0 a N, sendo N o nimero total de particulas.

A energia do sistema, E£{n;}, e o nimero total de particulas, N{n;}, correspondente

ao estado quéantico {n;}, sdo dados respectivamente por:

E{n;} = ij”j (2.3)

N{n;} = an, (2.4)

sendo €; o valor da energia no orbital j
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Figura 3: O nimero esperado de particulas para valores diferentes de fugacidade. £ = 0.3
(em azul), £ = 0.6 (em laranja) e £ = 1.0 (em verde).

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Devido a auséncia de restri¢oes sobre a conservacao do nimero total de particulas,
uma vez que ¢ de interesse somente saber o nimero de particulas em cada nivel de energia,
serd utilizado o formalismo do ensemble grande canonico. Dado um sistema de volume
V', com temperatura, T, fixa e potencial quimico, p, também fixo, tem-se que a fungao
de parti¢do no ensemble grande candnico, = = Z(T,V, ), para um gés ideal quantico, de

particulas nao interagentes, é dado por:

E= ) exp(BuN) D exp(—=B8> einj), (2.5)
N=0 {n;} J

em que »_ indica o vinculo dado pela equagdo (2.4) e 8 = 1/k,T com k;, sendo a constante

de Boltzmann. Devido a restri¢do do vinculo e ao somatoério sobre todos os valores possiveis

de N, pode-se fazer uma soma miltipla sobre todos os nimero de ocupacao, tornado o

/

problema livre de qualquer restricao, ou seja Z Z — Z Z ... . Sendo assim,
N=0{n;} no  ny

= = S exp(—A(e0 — o). X exp(=Be; — my) = [T {Zexpw@j - u>n>} . (26)

J

para obter esse resultado o termo exp(SuN) é reescrito como exp(SuN) = exp (6 wy nj> .
J

Ja que para bésons a ocupacao varia entre 0 e N, isto é, estatistica de Bose, no
caso de um nimero muito grande de particulas, N — 0o, o somatoério (2.6) tem a forma
de uma série geométrica convergente. Portanto a forma da funcao de particao para um
gas ideal de bésons ¢ dado por:

B 1
g S E—

(1]

(2.7)
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Uma vez que pela fisica estatistica o nimero esperando de particulas por orbital,

< n; >, ¢ dado por:
10In=

_B Oe j ’
chega-se que a funcao de distribuicao para bdosons nao interagentes possui a seguinte forma
[32]:

<n; >= (2.8)

1
§texp(Pe;) — 17

em que f(g;) é a funcao distribuicao para um dado nivel de energia €; e £ = exp(Bpu) é

f(gj) =<n; >= (2.9)

definida como a fugacidade.

Como o nimero de particulas que ocupa o estado quantico é sempre positivo
f(g;) > 0. Essa condigdo garante a conservacao do nimero de particulas e conclui-se
que 0 < ¢ < 1, ou seja, 4 < 0. Logo, nao ha sentindo fisico para o potencial quimico
assumir valores positivos. Quando £ — 1 inicia-se uma ocupacao macroscopica no estado
fundamental como pode ser visto na Figura 3, fenomeno de condensacao de Bose-Einstein,
enquanto que para valores baixos de fugacidade ha uma menor ocupacgao do estado
fundamental, regime classico. Uma outra estatistica possivel é dado quando o niimero
de ocupacgao varia entre 0 e 1, estatistica de Fermi, dando base ao estudo de férmions,

particulas com spin semi-inteiro tais como o elétron, o préton e o neutrino.

2.2 Condensacao de Bose-Einstein

Na temperatura ambiente, o comportamentos dos atomos em um gas é descrito
classicamente. Ja em baixas temperaturas, pode-se tratar atomos como pacotes de ondas
com comprimento de onda de de Broglie, A\yg = h/2mmk,T, em que h é a constante de
Planck. Na medida em que o gas é resfriado, esse comprimento se torna comparavel a
distancia média entre atomos e ocorre uma sobreposicao de todas as ondas de de Broglie,
criando, assim, uma grande onda de matéria coerente, consequentemente, ocorrendo uma
ocupacgao macroscopica no estado fundamental, ou seja, a formacao do condensado de
Bose-Einstein. A ocupagao macroscépica do estado fundamental ocorre a partir de uma
temperatura critica T' = T, chamada temperatura de Bose-Einstein. Uma vez que ha uma
ocupacao macroscopica no estado fundamental o peso estatistico desse estado é maior,
sendo assim, as propriedades termodinamicas do sistema mudam, sendo possivel observar
fendmenos puramente quanticos. Em seguida serao obtidas a temperatura critica e a fragao
de particulas no condensado para os casos de particula livre e sistema confinado em um

potencial harmonico.
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2.2.1 Particula livre

A funcao de onda para particula livre é dada por:

-
;(r,t) = Aexp (z’k T — Z;Z), (2.10)

em que A é uma constante de normalizacao e com autovalores €; = h2 k> /2m, sendo m a

massa e k o vetor de onda.

O ntmero termodindmico de particulas, N, é dado por:

1
N:;<nj >:;§_16Xp(6€j)_1, (2.11)

porém é conveniente transforméa-la numa integral através da introdugao de densidade de

estado. Comecando a contagem a partir do estado fundamental, tem-se que:

N = N, + /OOO f(e)p(e)de, (2.12)

em que Ny é o niimero de particulas no estado fundamental e p(¢) representa a densidade
de estados do sistema com energia entre € e € 4 de, deve ser nula no nivel mais baixo
de energia. Essa integral se justifica uma vez que, para que a energia seja considerada
um continuo, é necessario V. — oo, além disso, para que & — 1 é preciso que N — oo.

Portanto toma-se o limite termodindmico, V' — co e N — oo com N/V = cte.

Para obter a densidade de estados é preciso encontrar o nimero de estados do

d
Gle) . O ntmero de estados em

sistema, G(¢), para uma dada energia, ¢, j4 que p(e) =
trés dimensoes, de uma particula livre, ¢ dado pelo nimero células elementares de volume
(27h)? contidas no volume do espaco de fase com &' < . O volume do espaco de fase é
dado pelo produto do volume do gés, V, e pelo volume da esfera de raio, R. = (2ms)%,

esse raio é devido a isotropia dos momentos. Portanto G(¢) é:

2z V(me)?

G(e) = 52 73 (2.13)
Sendo assim, a densidade de estados é dado por:
Vm% 1
ple) = 1 s (2.14)

Obtida a densidade de estados é possivel encontrar a temperatura critica. A
temperatura de Bose-Einstein ¢ determinada quando o potencial quimico ¢ igual ao menor
nivel de energia, no caso do sistema livre, tem-se que p = 0, ou seja, & — 1. Usando esta
condigao em (2.12), tomando Ny = 0 e substituindo a densidade (2.14), segue que:

3
2

Vms [ 3 Vme 3 (3\ (3
N = de = . 2D = -, 2.15
25ﬂ253/0 exp(ef) — 1 2%%35 <2><<2> (219
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em que 3. = 1/kyT., I'(z) é a fungdo Gamma com I'(3/2) = 71'%/2 e ((x) é a fungdo zeta de
Riemann com ((3/2) = 2.612. Partindo do resultado acima, conclui-se que a temperatura

de Bose-Einstein para particula livre é:

Rask2 [ (3\ (3\] 5 (N\°
=2 rG)E)] () 210

Uma vez conhecida a temperatura critica é possivel determinar em um regiao de

coexisténcia, T < T, a fragao de particulas que se encontram no condensado, Ny/N. Para

isso, retorna-se a expressao (2.12) com o resultado (2.15) e conclui-se que:

(- )

observa-se que Ng — N paraT — 0 e Ny — 0 para T' — T..

2.2.2 Sistema confinado

Dado um potencial harmoénico externo da forma:

2.2
Vie)=— > wy, (2.18)
"7:2:723’73
em que r = (x,y, z) é o vetor posigao em coordenadas cartesianas, w, ¢é a frequéncia de
oscilacao em cada direcao com n = x,y, z. A solucao da funcao de onda para esse sistema
¢ dada por:
iEjt

®;(r,t) = AH(r) exp ( - h)’ (2.19)

em que A é uma constante de normalizacdo, H(r) é a solu¢ao do oscilador harménico em

termos dos polinémios de Hermite com autovalores dados por:

1
n=2,y,2
em que 1, ¢ zero ou inteiro positivo.
No estado fundamental,
1 m 9
Po(r,t) =Aexp | — = D wpt —— Y wn?). (2.21)
2 ey 2h e

A distribuicdo espacial da densidade é dada por n(r) = N|Uy(r,t)|*>. Para um
potencial confinador com simetria esférica w, = w, = w, = wy, essa distribuicao é dada

por:

i) = e (- ). (2.22)
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em que ag = (h/ mwo)% é o comprimento tipico do oscilador. A obtencao da distribuigao
das velocidades, n(p), pode ser dada em termos do vetor momento p = (py, py, p.) em
coordenadas cartesianas. Realizando a transformada de Fourier em (2.22) tem-se que a

distribuicao das velocidades é dada por:

n(p) = al exp (— ii) (2.23)

em que ¢g = h/ay.

. . . A 1
Para uma simetria axial com frequéncias w, e w, = w, = w,, parar; = (2% +97)2,

a distribuicao espacial da densidade é dada por:

L 2 2
n(r) = A exp ( ST AE +2)\Z ), (2.24)

3
m2a3

em que a, é o comprimento do oscilador na diregao perpendicular e o pardmetro A = w, /w
caracteriza a assimetria da armadilha. Se A > 1, obtém-se a forma disk-shaped, para A < 1,
a forma cigar-shaped e A = 1, a forma esférica. A distribuicao das velocidades para essa

simetria é:

Az P2+ Ip?
n(p) = — 5 exp (— —=, (2.25)
T2y 1

em que ¢, = hlay, |l =1/Aep, = (p? +p§)%. Conclui-se a partir de (2.22), (2.23),
(2.24) e (2.25) o tamanho do condensado, assim como a sua distribui¢ao de velocidade, é
independente do niimero de atomos e somente depende da frequéncia da armadilha. Esse

resultado é contra intuitivo e justificado por ndo considerar a interacao entre os atomos.

Diferente do caso para particula livre, o menor nivel de energia nao é dado para

e =0 esim por e = (h/2) Z w,. Sendo assim, o valor para o potencial quimico para que
17::1“7/yiz
comece a transicao para o estado de BEC para uma simetria esférica, w, = w, = w, = wo,

é dado por gy = (3/2)hwy. Esse valor para uma simetria axial, w, = w, = w, # w,, é
igual a po = (1/2)hw, + hw, .

Para determinar a temperatura de condensacao é necessario determinar a densidade
de estados correspondente ao sistema. Para isso precisa-se determinar o niimero de estados
do sistema dada uma energia € = €, + ¢, + .. Considerando o caso em que o espacamento

entre as energias é muito menor que a energia térmica da nuvem, o nimero de estados é

1 € E—¢€z E—Ex—Ey 83
G — d " d d s = — 226
(¢) (hw)3/0 € /0 Ey/o € 6(hw)? ( )

_ 1 . .
em que w = (wyw,w,)3. Por sua vez, a densidade de estados é:

dado por:

ple) = 5 (2.27)
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Voltando para a expressao (2.12), que é vélida no caso em que o espagamento entre
as energias ¢ muito menor que a energia térmica, com valores de energia dados por (2.20)

e utilizando a densidade (2.27), encontra-se:

1 o0 2 1
N = v » |
2<hu_)>3 /() exp(gﬁc — %Zn=ﬂﬁ,y,z wn) -1 € (hu—)>36c C<3)7 (2 28)
em que ((3) = 1.202

Partindo do resultado acima, conclui-se que a temperatura de Bose-Einstein para

um sistema confinado em um potencial harmoénico genérico é:

no( N \3
T — kb<c(3)> . (2.29)

Em contraste com (2.16) a expressao (2.29) mostra que a dependéncia da tempera-
tura de Bose-Einstein é proporcional a N 3. Esse resultado é contrario ao resultado obtido
para a particula livre com a temperatura proporcional a N 3. Obtida a temperatura critica,
sO resta determinar em uma regiao de coexisténcia a fracao de particulas que se encontram

no condensado. Para isso, retorna-se a expressao (2.12) com o resultado (2.28) e conclui-se

v-(-3))

tem-se que Ny — N para T — 0 e Ny — 0 para T" — T, conforme (2.17), porém,

que:

com diferenca na dependéncia com a temperatura. Pela Figura 4 é possivel observar a
comparacao entre as convergéncias da fragao de particulas no estado fundamental. Observa-
se que apesar da diferenga na dependéncia com a temperatura para as expressoes (2.17)
e (2.30), ambas convergem para um estado em que todas as particulas se encontram no

estado de menor energia quando 7" — 0.

1.0 —
0.8}
0.6/
No/N
0.4}

0.2}

0.0 . . . . N
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
TiTe

Figura 4: Comportamento da fragdo de particulas no estado fundamental. Sistema
particula-livre (azul) e sistema confinado (laranja).

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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3 Equacao de Gross-Pitaevskii

No capitulo anterior foi apresentado um estudo de um gés quéntico ideal, ou seja,
sem interagdo, porém para obter um primeiro modelo teérico coerente com a realidade é
preciso considerar intera¢oes entre os atomos. Portanto neste capitulo serda apresentado
no primeiro tépico uma discussao sobre colisoes, primeiro termo relevante de interacao,
no qual serd obtido o potencial que descreve essa interagao [35]. Uma vez obtido esse
potencial, no segundo e terceiro tépicos, serao determinadas as equagoes que descrevem o
comportamento dindmico e estacionario da funcao de onda, conhecidas como equagao de
Gross-Pitaevskii [10, 11] e a sua forma estacionaria. Como primeira tentativa de se obter
uma forma analitica para a densidade do condensado, sera apresentada a aproximacao de

Thomas-Fermi.

Devido a utilizagao de armadilhas magnético-Opticas para o confinamento do gas
de bdsons, a condensacao de Bose-Einstein obtida em laboratorio contém nao apenas uma
localizagdo nas varidveis de momentum, mas também nas variaveis espaciais. Consequen-
temente, a equacao que sera obtida inclui um potencial externo, o qual geralmente tem
a forma de um potencial harmonico isotrépico ou anisotropico. Porém o aprisionamento
forcado pode ocasionar uma singularidade, portanto, serd apresentado a condi¢ao para
ocorrer o colapso da funcao de onda. Como dito anteriormente, esse é o motivador para
esta dissertagao, pois alternativamente ao confinamento externo, ha a possibilidade de
considerar interacoes de longo alcance. Para finalizar esta secao, serda apresentado como
exemplo uma solucao estavel dessa equacao, solugao tipo soéliton, para o caso em que a

armadilha externa é desligada [6, 35].

3.1 Colisoes binarias

No estudo de teoria das colisdes é utilizado o sistema no referencial do centro de
massa, sendo assim, a fungao de onda, ®(r, t), serd dependente da posicao relativa entre dois
atomos de massas my e mg, r = r; — ry, com massa reduzida m, = myms/(m; +ms). Para
um potencial de interagdo, V (r), no caso de interesse V' (r) é potencial central, independente
do tempo, é possivel buscar solugoes estacionérias da forma ®(r,t) = ®(r) exp —(iEt/h)
em que £ = p?/2m é a energia com momento p = fik e que k sendo o vetor de onda.
Entao a equacao de Schrodinger que descreve o sistema é comumente escrita da forma
[35]:

(V2+ K>+ U(r))®(r) =0, (3.1)

em que U(r) = mV (r)/h* é o potencial reduzido. No processo de espalhamento a sua

descricao é dada por fungoes assintéticas, seu comportamento para grandes distancias,
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r — oo, ignorando a normalizac¢do, é dada por:
Oy (r) ~ exp(ik - ) + Py (1), (3.2)

em que r = (1,0, ¢) é o vetor posicao dado em coordenadas esféricas. O primeiro termo
¢ a solucao da onda plana (onda incidente) e ®.4,(r) = fi(0, ¢) exp(ikr)/r é a solucao
da onda espalhada, fi(6,¢) é denominada amplitude de espalhamento. Como no caso de
interesse o potencial é central, logo, s6 ha dependéncia com angulo de espalhamento 6,
angulo entre a onda incidente e espalhada. Entao, a dependéncia em ¢ desaparece. Sendo

assim, ®(r) pode ser escrita em base de polindémios de Legendre, P;(cos0):
Z Api(r)Pi(cosb). (3.3)

Cada termo dessa série é denominada onda parcial.

Substituindo a expressao acima na equagao (3.1) escrita em coordenadas esféricas
e assumindo que U(r) — 0 mais rapido que 72 para r — oo, tem-se que Ay/(r) possui a
solucao geral dada pela soma de fungoes esféricas de Bessel e fungoes de Newman com
seus respectivos coeficientes. Além disso, usando expressoes assintéticas para essas fungoes,

¢é possivel escrever para grandes distancias que:
By [
Akl( ) ~ k—; sen (k”l“ — g + 5kl> (34)

em que a diferenca de fase J; que respresenta o quao espalhada foi a funcdo de onda

devido ao potencial U(r). A diferenca de fase torna-se zero quando U(r) = 0.

A densidade de corrente associada a @y (r) é dada por J(r) = R[(h/(im,)) P} (r) VO, (r)].
Para grandes distancias a densidade de corrente é proporcional ao niimero total de particu-
las espalhadas por unidade de area e tempo. Entao, o niimero de particulas incidentes com

velocidade v = hk/m, em que atravessam uma area dS = rdf), em que dQ ¢ o elemento

de angulo sélido, do detector define uma secao de choque diferencial, dada por:

dQ
= (@) (3.5)

dO’k

Para relacionar a diferenca de fase com a amplitude de espalhamento, fi(0), é
necessario escrever a solucao da onda incidente em termos de polindmios de Legendre para
grandes distancias

00 'l l
exp(ik-r)=> (2l +1)— — sen (l{;'/’ - ;) Py(cosb). (3.6)
1=0

Voltando em (3.2) para @y (r) escrita na forma (3.3) e escrevendo fi(0) como uma

série de polinomios de Legendre obtém-se que:

o0

£u(0) = ,1€ >-(21-+ 1) explid)sen(f)Plcos ) (3.7)
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e devido a relacao (3.5) conclui-se que a dependéncia entre a se¢do de choque e a fase de

espalhamento é dada por:

kiz (21 + 1) sen? (). (3.8)
=0

Como o interesse é estudar atomos no estado fundamental, no limite de baixas
energias, serd feito um estudo no limite de & — 0. A relagao (3.8), nesse limite, converge
rapidamente para grandes valores de [, sendo assim, s6 o primeiro termo sera relevante,

I = 0. A solucao para [ = 0 é denominada onda-s de espalhamento. Nesse caso:

B
Apolr) = ki) sen[k(r — a)], (3.9)
r
em que 0 = —ka, a é o comprimento de onda de espalhamento definido por a =

— ]lgirr(l) tan dxo/k. Portanto a secao de choque de espalhamento seré:
—

dm
Okso = ﬁéio = 47a®. (3.10)

Ainda falta obter uma dependéncia explicita de oy, com U(r). Para isto é necessério
usar o método das fungdes de Green. A equagao (3.1) pode ser reescrita da seguinte

maneira:

(V2 + k?)®,(r) = F(r), (3.11)

em que F(r) = U(r)®Pg(r). A solugdo geral para essa equagao pode ser escrita da forma:
dp(r) = OV (r) + /G(r, ') F(x)dr’, (3.12)

em que ®(r) é a solucdo do tipo onda plana e G(r,1’), a funcdo de Green que satisfaz a

equacio (V2 + k*)G(r,1r’) = §(r — r’). Sendo assim, tem-se que a solugio se tornara:

Op(r) = exp(ik - r) — 1/

exp(ik|r —r'|)

ym U(r")®y(x")dr'. (3.13)

v —r'|

A expressao (3.13) é conhecida como equagao de Lippmann—Schwinger. Para atomos
iguais, m; = my = m = m, = m/2, além disso, numa regiao r — oo, >> r’ pode-se fazer
klr —1'| ~ kr — X' -r' em que k' = kr/r. Também, usando a primeira aproximaciao de Born
(onda espalhada somente difere da incidente pelo angulo de espalhamento), ®;(r') ~ ®)(r'),

e comparando com a expressao (3.2), no limite k& — 0, tem-se que:

m

= V(r)dr. (3.14)

f k=0 = —
Como no limite de baixas energias oy = 47 f3 = 47a*, obtém-se a seguinte expressio

para o comprimento de espalhamento:

m

“= Amh?

V(r)dr. (3.15)
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Sendo assim, para colisbes binarias no limite de energia nula, o potencial de

interagao pode ser descrito por um potencial efetivo da forma V, ferivo(r) = Vod(r), ou seja,

Arha
m

Ve fetivo(T) = i(r). (3.16)

Comumente agrupa-se todas essas constante em uma constante tnica, g = 47rﬁ2a/m,
denominada de constante de acoplamento. E possivel obter em laboratério tanto a < 0,
BECs atrativos, quanto a > 0, BECs repulsivos. Essa modulacdao do comprimento de
espalhamento é dada por meio de técnicas experimentais baseadas na ressonancia de
Feshbach [41]. Essa modulagao é possivel uma vez que dois dtomos com baixas energias
que colidem entre si podem excitar um novo estado. Esses atomos podem ser sincronizados
por meio de um campo magnético externo levando na modulagdo do comprimento de
espalhamento. Também é possivel obter a = 0, nesse caso nao havera mais interagoes

interatomicas e sera obtido um gas ideal.

3.1.1 Equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

O estado quantico de sistemas bosonicos pode ser descritos pelos operadores de

campo que cria e aniquila uma particula na posi¢ao r, respectivamente, dados por [6] :

e, t) =Y W (r, t)al (3.17)

U(r,t) = U, (r,t)a, (3.18)

em que ¥(r,t) é funcao de onda de uma tinica particula, @, é o operador aniquilacdo e a,

o operador criacao. Esses operadores no espago de Fock sao definidos como:

il [ng, .osnay ) = (Mo + 1)2 |ng, ey g + 1,...) (3.19)

1
U |10y ooy Mgy o) = N4 N0y ooy g — 1, 00) (3.20)

O numero n, ¢é o autovalor que fornece o niimero de particulas no a—estado de particula

unica. Além disso, obedecem as relagoes de comutacao:

(G, )] = 04y, [y ) = 0, [a], a0] = 0. (3.21)
Ja os operadores de campo bosonicos obedecem as seguintes relagbes de comutacao:

[U(x', 1), Ul (r,t)] = 6(x' — 1), [U(r', 1), U(r,t)] = 0, [TH(x', 2), Tf(r,¢)] = 0. (3.22)

O condensado pode ser entendido quando ny, nimero de particulas no estado

fundamental, se torna muito grande, ou seja, ng = Ny >> 1. Também, essa quantidade é
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finita no limite termodinamico, isto é, a razao Ny/N continua finita no limite N — oo.
9 Y
Nesse limite, Ny e Ny = 1 correspondem a mesma configuracao fisica, sendo assim, as
) 0 0 ) 9
flutuagoes quanticas sao despreziveis. Uma vez que isso é vélido é possivel fazer uma
aproximagao de campo médio ou aproximacao de Bogoliubov. A aproximacao de campo
médio é comumente utilizada para sistemas interagentes com o objetivo de contornar o
problema de resolver a equagiao de Schrodinger de muitos corpos [42]. Para o sistema em

interesse a aproximacgao ¢ dada por:
U(r,t) = B(r,t) + 6U(r, ¢), (3.23)

em que ®(r,t) =< W(r,t) >, conhecida como fun¢ao de onda do condensado, é uma funcéo
complexa com seu moédulo fixo correspondendo a densidade do condensado, ng(r,t) =

|®(r,¢)[?, ¢ 60 (r,t) ¢ uma pequena pertubacao.

O Hamiltoniano de N bdsons interagentes confinados por um potencial externo,

Ve2t(r"), na segunda quantizagao é dado por:

H= /@Wr',t)( — FL;V2 + Veue(r') + ;/\iﬁ(r,t)‘/(r’ — r)@(r,t)dr)@(r',t)dr’. (3.24)

m

em que V(r —r’) é o potencial de interagiao entre dois dtomos.

Para o caso em que s6 as colisdes bindrias sao relevantes, V(r' —r) = gé(r — r’), o

Hamiltoniano se torna:

A

H= /@T(r',t) (ﬁo + g\iﬁ(r’,t)@(ﬁ,t))@(r',t)dr'. (3.25)

em que Hy = —(h?/2m)V? + V., (r'). O Hamiltoniano escrito nessa forma compacta

facilitara os calculos que se seguem.

Para determinar a equagao que descreve o sistema, é preciso determinar a evolucao
temporal do operador \if(r, t). Pela representagao de Heisenberg, a dindmica do sistema é
dada por:

oV(r,t) Qs

ot = _ﬁ[qj@?t)?fﬂ

= _% / ([@(I‘7 t)a @T(r/a t)f{()\i](r/’ t)]
+ g[@(r,t),@T(r',t)\iﬂ(r',t)@(r',t)xir(ﬂ,t)])dr' (3.26)
Para o primeiro comutador adiciona-se e subtrai-se o termo W' (r/)U(x') Hy¥(r') e

pela regras de comutagao (3.22), obtém-se:

(W (r,t), UF (e, ) HyU(x', 1)] = 6(r — ') HoU(r', £). (3.27)
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Para o segundo comutador adicionam-se e subtraem-se os termos W' v/, £)WT (¢/, )W (r, )0 (r', )T (r', 1)
e Ui/, 6)U(r, )T’ )T (r', ) ¥ (r', ¢), manipulando, pela regras de comutacdo (3.22),

encontra-se:

[W(r,t), UF (e, ) U (', )T (', )T, )] = 26(x — )T )0 (e, )0 (', ¢)  (3.28)

Reunindo os resultados acima, a evolucao temporal torna-se:

A

oV (r,t)

i
Ny

= (Ho+ g[¥(r, 1)) (r, 1), (3.29)

A evolugao do operador dada por (3.23) nas condigoes em que o limite 7' — 0 e
para o comprimento de espalhamento muito menor que o comprimento de onda térmico
de de Broglie, a << Agp, pode ser descrita pela evolucao do campo médio ®(r,t), ou seja,

0 mesmo que tomar 6 (r,t) = 0. Sendo assim,

L 0®(r,t) <_ h?V?

th————= =
2m

ot + Vea(r) +9|<1>(r,t)l2><1>(r,t), (3.30)

aqui escrita na forma explicita.

Essa é a equacao de Gross-Pitaevskii [10, 11] (Gross-Pitaevskii Equation, GPE), ela
é do tipo equagao de Schrodinger nao linear (Nonlinear Schrodinger Equation, NLS). Vale a
pena notar que para g = 0, na auséncia de colisdes, a GPE recai na equacao de Schréodinger
usual. A equagdo (3.30) é vélida somente no limite 7 — 0, no qual todos os dtomos se
encontram no estado de BEC, e para distancias interatomicas maiores que comprimento
de onda-s de espalhamento. As soluc¢oes dessa equacdo compreendem uma vasta gama de
estruturas, tais como sélitons claros e escuros, estruturas cadticas e instabilidades lineares

e nao lineares [35].

3.1.2 Equacao de Gross-Pitaevskii estacionaria

Uma vez obtida a equacao de Gross-Pitaesvkii dependente do tempo, sera agora
obtida a sua forma estaciondria por meio da aproximacgao de Hartree. Com o resultado
para o potencial que descreve colisdes binarias, o Hamiltoniano sera escrito da seguinte
maneira:

N
H=Y" (Ho(i) +> mj>, (3.31)
i=1 i#j
h*V?
Qmi
A funcao de onda do estado fundamental para o caso estacionario pode ser obtida

em que Hy(i) = + Veat(rs) e Vij = go(ri — 1j).

como aquela em que:
O((V[H [V) — pN (| ¥))
o

=0. (3.32)
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Utilizando a aproximacao de Hartree, a funcao de onda para o sistema de N
N

particulas interagentes é dada por ¥(ry,...,rN) = H VU,(r;), em que a normalizagao é dada
i=1

por /]\I!i(ri)IZdri _1

Sendo assim, o valor esperando do Hamiltoniano é dado por:

/dr1 /drNH‘IJ r; (f:ng ZZ—H@) I wi(r:) Z H(ri) Ho(3) W (r;)dr;

i=1 i#j

£ 35 [ [ v e w v, (3.59

=1 i#j

entao, apos simplificagoes o valor esperado do Hamiltoniano é:
h? 72 o, N -1 4
N [ dr| — %\I/(r) VAU (r) + Ve (r) W (r)| +9T|\I/(r)| : (3.34)
Em posse do resultado acima, o valor para (V|H |¥) — uN (V| ¥) é dado por:

v/ dr( L V) + (Ve = ) () W)+ f’(N;”|w<r>|4). (3.35)

Minimizando em relagdo a ¥* e definindo ®(r) = N %\If(r) em que a normalizacdo
de ®(r) ¢ fixada pela densidade, n(r) = |®(r)|?, e uma vez que para flutuacdes quanticas
despreziveis, N — 1 ~ N, obtém-se que:

52
—5 - VIO(r) + Ve (1) (r) + g[@(r) "D (r) = p(r). (3.36)

Essa é a equacao de Gross-Pitaevskii estacionaria. Como ®(r,t) em condigoes
estacionarias ¢ igual aos elementos de matriz do operador aniquilagao, \il(r), entre os
estados < N — 1| e [N > e esses evoluem no tempo, respectivamente, proporcionais a
exp(—iEn_1t/h) e exp(—iEnt/h), entdo, para N muito grande a diferenga Ey — Ey_; é
igual ao potencial quimico. Essa relagdo garante a consisténcia entre as equagoes (3.36) e
(3.30). Vale a pena notar que os autovalores sao dados pelo potencial quimico, e néo pela
energia por particula como no caso usual da equacao de Schrodinger. Para particulas nao

interagentes todas no mesmo estado essas duas grandezas serdao iguais.

3.1.3 Aproximacao de Thomas-Fermi

Para o caso em que as interagdes repulsivas (a > 0) sdo fortes o bastante, os
atomos serao empurrados para longe do centro do condensado. Sendo assim, o centro
do condensado se planifica e o tamanho do mesmo cresce. Por consequéncia a pressao
quantica devido ao termo cinético s se torna relevante na sua borda. A aproximacao

de Thomas-Fermi consiste em desconsiderar o termo de energia cinética na GPE. Essa
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¢é a primeira tentativa de obter uma solucao para o perfil da densidade em um regime
estacionario. Essa aproximacao descreve bem o condensado quando estd em equilibrio,

porém na sua borda essa aproximagcao ja nao descreve bem a sua estrutura [35, 42].

Negligenciar a derivada espacial em (3.36) leva em um perfil de densidade no qual

ha somente dependéncia com potencial quimico e com potencial externo dado por:

n(x) = Jo(e)2 = £ Ve (3.37)

g
Por meio dessa aproximacao é possivel determinar o tamanho do condensado,
pois n(R) = 0 implica na condigdo u = V., (R). Para uma armadilha esférica, V. (r) =
mwjr? /2, essa condigdo implica em p = mwg R*/2, em que wy é a frequéncia da armadilha
na direcao radial. Integrando sobre uma esfera de raio R e substituindo o valor de p na

expressao acima, o tamanho do raio do condensado sera:

15Na) ®
R:CLO< > a) y (338)
Qg
e, entao,
= (hwo/2)(15Na/ag)s. (3.39)

No centro da armadilha a distribuicao da densidade, na aproximacao de Thomas-
Fermi, é dada por nrr(0) = p/g. Quando nao foram consideradas as colisoes, a distribuigao
de densidade foi dada pela expressdao (2.22). No centro da armadilha seu valor é de

3 : < (o . .
n(0) = N/m2aj. Sendo assim, a razdo entre os méximos das densidade é:

o

nrr(0) _ 15572 <Na>_ ‘ (3.40)

n(0) 8 ao

Para armadilhas em condensados de sédio e rubidio, o termo Na/ay varia entre
10 e 10%, sendo assim, a densidade é reduzida em até duas ordens de magnitude. Nota-se
que ao adicionar o termo devido a colisdes a densidade é diminuida significativamente no

centro da armadilha [42].

3.1.4 Colapso da funcao de onda

A presenga de interagoes atrativas (a < 0) entre os atomos causa efeitos significativos
na estabilidade em BECs, uma vez que para uma interacao forte o bastante tornara o
condensado instavel. O colapso da fungao de onda é o resultado da competi¢ao entre o
efeito nao linear, do acoplamento, e a dispersao, do termo cinético. No caso estacionario,
na presenca de um potencial confinador, é a energia cinética que mantém o condensado
estavel - ou seja, enquanto a energia de interacao, U, for menor que a energia cinética,

K, o BEC mantém a sua forma. Com o aumento da intensidade das interagoes seja pelo
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maior nimero de atomos ou aumento na forga de interacgdo, as interagoes irdo em algum
momento sobrepor a energia cinética e o colapso ird ocorrer [41, 43]. Uma condi¢ao que
prediz quando um condensado confinado por um potencial externo esférico se tornara
instavel é dado por N.|a|/ag = k, em que k é uma constante adimensional e N, é o ntimero
méaximo de particulas em que o BEC mantém a sua forma [13]. O valor obtido para esta
condigdo é dado por k = 0.574 [14, 15].

Uma forma analitica de encontrar este valor é partindo do funcional da energia

dado por:
h’ 2 2, 91504
E[<I>]—/dr<2m|V<I>| + Vear (1) @ + S |0 ). (3.41)

Adotando um ansatz normalizado com simetria esférica dado por:

N \2 r?
B(r) — _ 3.42
0= () o0 (- 5 ) (3.42)

aqui o é uma grandeza adimensional, pois o comprimento caracteristico do condensado
estd em unidades do comprimento da armadilha ag. A escolha de um ansatz gaussiano

serd justificado no capitulo seguinte.

Substituindo a expressao acima no funcional da energia é obtido:

E[o] = hNay li((ﬂ +0?) — (2m) 2 ]\; |Oa| 0—31. (3.43)

O minimo local deixa de existir quando o parametro o excede certo valor critico. A
condi¢ao para encontrar os valores criticos o. e N, é dada quando as derivadas primeira e

segunda do funcional sd@o nulas. Apds aplicar essa condicao obtém-se o seguinte sistema de

equagoes:

oF N,
e T 2(2w)—%ﬂ =0 (3.44)
do ag

82E 5 _1 NC|CL|

w =0, +3UC—8(27T) 270 =0 (345)

. : . Nelal
Resolvendo o sistema encontra-se os seguintes valores criticos o, = 0.669 ¢ —— =
Qo

0.671 que é préximo do valor encontrado para k [44]. Um método mais rigoroso de
demonstracao do colapso pode ser encontrado em [16, 17], em que partindo da GPE
D-dimensional com grau de nao linearidade dado por 2n 4 1 conclui-se que a condicao
para ocorrer colapso ¢ dado por Dn > 2. Na GPE usual n = 1, entdo o colapso ird ocorrer

tanto para BECs bidimensionais quanto tridimensionais.

3.2 Solitons

Apébs obter a GPE pode-se buscar solugoes analiticas para ela. A equacao de

campo-médio com armadilha desligada possui um tipo de solucao analitica do tipo séliton.
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Sélitons foram observados pela primeira vez por John Scott Russel [45] em ondas de dgua
rasa. Esse tipo de solucao ¢é estavel devido ao equilibrio entre a nao linearidade, termo de
acoplamento, e a dispersao, termo cinético, ou seja, essa solucao sé é possivel devido a
efeitos nao-lineares, esse tipo de solugao nao é obtida pela equacao da onda usual. Sua
estrutura é de uma onda solitaria que se propaga no meio sem alterar a sua forma e sua
velocidade com o tempo. Quando interage por meio de colisdo com outro séliton conserva
sua amplitude, forma e velocidade, exceto por uma possivel mudanca de fase, ou seja,
comporta-se como uma "particula’. Podem ser encontrados em diversas formas em sistemas
fisicos, tais como pulsos de fibra éptica [46, 47], estruturas espaciais em ondas-guia [48] e

ondas estaciondrias em sistemas mecanicos [49)].

Solitons apresentam trés formas: para condensados repulsivos (a > 0), sélitons
escuros e sélitons cinzas (velocidade de propagacao préxima da velocidade do som no
condensado) [50, 51, 52] e para condensados atrativos (a < 0), sdlitons claros [53, 54, 55].
Sélitons escuros em BECs foram primeiro observados em [56, 57, 58] e sélitons claros
observados em [59, 60, 61].

Como dito anteriormente o fator A = w,/w,; é o que caracteriza a anisotropia
da armadilha, no caso A = 1 a simetria é dita esférica, para A > 1, é dita na forma
disk-shaped e para A < 1, é dita na forma cigar-shaped. Para estudos de sélitons quasi-
unidimensional é necessario utilizar uma armadilha na forma cigar-shaped, pois assim, s6
a direcao axial estara livre. Supoe-se, para uma armadilha dessa forma, que para uma
condicao de anisotropia alta que todos os atomos na direcao transversal se encontram
no estado fundamental. O caso oposto ocorre no estudo de sélitons quasi-bidimensionais

utilizando armadilha na forma disk-shaped.

Para obter a equacgdo de Gross-Pitaevskii quasi-unidimensional é comodo utilizar a
sua forma adimensional. Partindo de (3.30) nas varidveis T e 7,
L OD(T,T) h?V?
th———= = —
or 2m

+ Vo (T) + gN| (T, 7')|2> o(r,7), (3.46)

em que a normalizacao é dada por: / |®(F, 7)]*dr = 1. O confinamento externo é dado
por:

2
0 (A222 4+ 222 + A222). (3.47)

Y

‘/ext (f) =

Definindo as variavéis adimensionais na forma: x = Z/ag, y = y/ag, 2 = zZ/ao,
3
g = 4nh*a/m, t = Twy e ®(r,t) = ad ®(T,7), em que ag é o comprimento da armadilha.
Apos simplificagoes, a GPE adimensional é dada por:
0P(r,t 1
Zét> = < — §V2 + Veut(r) + 47 Nasp|P(r, t)|2>CI>(r,t), (3.48)
com azp = a = a/ay, é conveniente escrever assim uma vez que serd obtida a equagao quasi-

unidimensional a partir da forma tridimensional, e Vogy(r) = (1/2)(A22% + X2y? + A22%).
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Para reduzir a equacao acima para uma forma quasi-unidimensional é feita uma

separagao de varidveis na forma [39, 62]:

O(r,t) = k(z,t)¥(p), (3.49)
em que p® = 2? + y?. Uma vez feita essa separacao de varidveis é de interesse escrever:
Veat (t) = Vear (p) + Verr(2) = (p*/2) + (A\22%/2), em que A\, = A\, =1, A, = X e wy = w.

Substituindo na GPE unidimensional, tem-se a seguinte equagao para k(z,t):

- OkK(z,1) _1‘1182%(7:,15)

L oo
i g = 5V~ imVP\II + Veur(p)WE(2, t)

+ Vewr(2)Vk(2,t) + dmasp N |V *|k(2, 1) [*Uk(2, t). (3.50)

Em que U(p) satisfaz a equagao diferencial correspondente ao problema de autovalor
para oscilador harmonico bidimensional isotrépico, esse resultado é obtido por analise de

multiplas escalas, pode ser encontrado no apéndice de [62]. Sendo assim:
1
_§Vi\ll + Vi, U = w, W, (3.51)

com estado fundamental correspondente a Wy(p) = e exp(—p®/2) normalizado na

unidade.

Multiplicando (3.52) por ¥* e integrando sobre p resulta em:
Ok(z,1) 10%k(z,1)

(4

ot 2 022

+ Vet (2)k(2,t) + dma1 p N |k(z, t)|2li(2, t) +w,k(z,t), (3.52)

oo 2m
em que a;p = azp/2w, o termo (27)~! vem do termo / / pdOdp|Wo|* [62].
o Jo
Fazendo a seguinte transformacao:
Bz 1) = 62 ) expliw,b), (3.53)

obtém-se a equacao de Gross-Pitaevskii adimensional dependente do tempo para o caso

quasi-unidimensional dada por:

2
&M;t’t) = _;8?(;,& + Viwt(2) (2, 1) + dmarpN|o(z, 1) ¢z, t) (3.54)

7
3.2.1 Sélitons estaticos

No regime estacionario é valido:

¢(z,t) = ¢(z) exp(—iut), (3.55)
substituindo na equagao (3.54) para o caso em que o confinamento externo é desligado,
Vewt(2) = 0, obtém-se a seguinte equagao estaciondria:

10%4(z)

—5 g T AmapNIe(2)[*6(2) = po(z). (3.56)




Capitulo 3. FEquagio de Gross-Pitaevskii 30

Para um condensado uniforme, o potencial quimico pode ser aproximado para um
gas bosdnico uniforme [6]. Num sistema uniforme de volume V, o estado fundamental
é ¢o(r) = V’%, entdo a energia de interacdo por particula é % A energia, E, para N
bésons, todos no mesmo estado, é dada pelo produto da energia por particula com o
ntimero possiveis de pares que se podem formar, ou seja, E = gN(N — 1)/2V ~ gN?/2V .

, portanto p = gn = gl¢(r)[?, para o caso quasi-unidimensional
’2

oE
Por definicao, u = SN

escrito em variaveis adimensionais yu = 4mwa;pN|pg|?, em que ¢y é a funcao de onda no

estado fundamental. Sendo assim, tem-se a seguinte equagao diferencial para ¢(z):

82
) _ SraupN (62  [602)olz) = 0. 557)
Multiplicando por 8?)(22) [63] a equagao diferencial reduz para:
10[(0 ?
20z K ?f) —draipN(6(2)* - ¢5)°| =0, (3.58)

devido a condigao de contorno, ¢(z) — ¢, para z — £o00, tem-se que a constante da

integracao é nula, entao,

(o

tomando a raiz negativa, a fun¢do de onda para o caso estacionario quasi-unidimensional

) — AmaipN(9(=)? — 62)? (3.50)

é, portanto

¢(z) = ¢o tanh( 'f ) (3.60)

22¢g
em que ¢* = (8ta;pN¢g) ' = (8nraip) ' é denominado comprimento caracteristico do
soliton. O comprimento caracteristico descreve a distancia pela qual a fun¢do de onda
tende para o valor de uma matéria uniforme quando sujeito a pertubagoes locais. Essa
configuracao para a funcao de onda conecta o estado fundamental ¢ = —¢g em z = —o0
ao estado fundamental ¢ = ¢ em z = oo, apresentando uma torcao ou kink, ja que a fase
da fungao de onda salta descontinuamente de m quando passa pela origem (Figura 5). No
limite em que ¢ — 0 a funcao de onda tende ao seu valor maximo, ¢ — ¢y, no limite em
que ¢ — 00 a funcao de onda vai a zero. Vale a pena ressaltar que pelo Hamiltoniano desse
sistema é possivel observar que o estados +¢, correspondem ao valor de menor energia
possivel, ou seja, o estado fundamental é degenerado e esse tipo de solugao conecta os dois

estados possiveis.
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Figura 5: Comportamento da onda solitaria para a > 0 para diferentes valores de com-
primento caracteristico. ¢ = 0.4 (em azul), ¢ = 1.2 (em laranja) e ¢ = 2.0 (em
verde).

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

A solucao para sélitons claros estéaticos [53, 54, 55] pode ser obtida pela equagao

(3.56) para o caso em que tanto as intera¢oes quanto o potencial quimico sdo negativos,

ou seja,
10%¢(z
B (92(2 : +4r|aip|N|¢(2)[*d(2) = |ulo(2). (3.61)
de forma analoga ao que foi apresentado para solitons escuros estaticos, é possivel encontrar:
10 [[(06(2))°
za[( qé( )> = 2ul¢?(2) + 4mlarp| NG (2) | =0, (3.62)

devido a condi¢ao de contorno, ¢(z) — +¢o para z — +o0, tem-se que a constante da

integracao é nula, entao,

2
(%52) = 2ulo?(e) = amlanplvotc 3.63)
que resulta na solugao
$(2) = dosech ( f ) (3.64)
22¢

em que foi definido ¢y = |u|/27Nl|aip| e ¢ = (8]a1D|¢0)%, entdo, |u| = (4¢*)7'. Aqui o
comprimento caracteristico caracteriza o tamanho do condensado (Figura 6). No limite
em que ¢ — 0o a funcao de onda tende ao seu valor maximo, ¢ — ¢g. No limite em que

¢ — 0 a funcao de onda vai a zero.



Capitulo 3. FEquagio de Gross-Pitaevskii 32

1'0’I il
0.8} /\5
0.6} ||’ \
@/ 9o an
0.4+ l \I
[ |
0.2} / \
0.0} ——— —J —
=10 -5 0 5 10

Figura 6: O comprimento da onda solitaria para diferentes valores de comprimento
caracteristico. ¢ = 0.4 (em azul), ¢ = 1.2 (em laranja) e ¢ = 2.0 (em verde).

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

3.2.2 Sélitons dinamicos

Para obter o comportamento dinamico dos sélitons viajando com velocidade v pelo

condensado na direcao axial, utiliza-se a seguinte funcao de onda:
o(z,t) = f(z — vt) exp(—iut). (3.65)

Substituindo a equacao acima em (3.54) para o confinamento externo desligado,
definindo as varidveis ¢ = z — vt e { = (/< [6, 35, 51, 55], tem-se que a equacio diferencial
nas novas variaveis que descreve a dinamica de um séliton é dada por:

: 2
—Z;)ng = ( L9 + (47TGIDN|f|2 - H)) [ (3.66)

22902
Para soélitons escuros o potencial quimico pode ser escrito pelo potencial de um
condensado uniforme, logo, y = 4ma;p N f3. Separando em partes reais e imagindrias,
[ = fo(fi +ifs), em que pela normalizacao fy = (nO/N)%, em que n(z) = ng no limite
z — +o00, e fo é uma constante, tem-se as seguintes equagoes diferenciais para a parte

imagindria e real, respectivamente :

% B draipNg

% o fo (1= fI = f5) =0 (3.67)
€ an
8C21 +81aip NG fifi(1 = ff — f3) = 0. (3.68)

0
Multiplicando (3.68) por ajg e integrando resulta-se em:

(%g) = draipN 3 (1 — f1 — 7). (3.69)
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Para garantir a validade entre a expressao acima com a equacao (3.67) é necessario que

fi =v*/4ra;pNf3 = v*/c2, em que c, = (47m1DNf02)% ¢ a velocidade do som no meio.

Sendo assim, a solugdo para a equagao (3.69) é dada por:

1
02\ 2 v2\ 2z — ot
(- 5) a2 2] o

1.0[-

" 2\

0.6} \ /

mng \ (
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02| \J
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N

Figura 7: Perfil da densidade de ondas solitarias em ¢ = 0. Escuro v = 0 (em azul), cinza
v = 0.4¢, (em laranja) e claro v = 0 (em verde).

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Portanto a funcao de onda e a densidade, respectivamente, para um séliton escuro
viajando com velocidade v em condensado de Bose-Einstein confinado por uma armadilha

na forma disk-shaped sao dados por:

3 2\ 3 2\ 3, _
o(z,t) = <7;\(;> {chs + (1 - Zé) tanh Kl - é) Z2%:t] } exp(—iut) (3.71)

e sua respectiva densidade

1
v? v? v2\ 2%z — vt
t)=nes = + (1 - = | tanh® | {1 — — 72
n(z.1) no{cg+< c§> an K cg) 2§§]} (3.72)

Para obter a dindmica para sélitons claros basta realizar a1p — —|aip| e |u| =

27 N|a1p|f2 o que leva para uma solugao:

o(z,t) = <T]L\(f)> ’ sech <Z ~ Ut) exp(—iut) (3.73)

232¢g

— ot
n(z,t) = ngsech? (22§: >> (3.74)

também é possivel obter esses resultados por meio de transformagao Galileana na GPE [6].
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Pela figura (Figura 7) é possivel ver a principal diferenga entre as solugoes, para
escuro e cinza a densidade apresenta um minimo enquanto que para soliton claro apresenta
um maximo. Além disso, por (3.73) é possivel observar que em contraste com (3.71) que a
amplitude nao depende da velocidade, ou seja, a energia do séliton claro nao ¢é dispersiva.
Para uma grande matéria uniforme, sélitons puramente unidimensionais sao instaveis

perante pertubagoes em outras dimensoes [6, 64, 65].
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4 Meétodo variacional

A GPE é uma equagao diferencial parcial e obter as soluc¢oes para ela é algo bastante
trabalhoso, em alguns casos até impossivel. Sendo assim, uma abordagem utilizada para
encontrar solugoes aproximadas é por meio do método variacional. Esse método reduz o
problema para um conjunto de equagoes diferenciais ordindrias, ou seja, reduz o problema
de dimensao infinita dada pela GPE para um problema de dimensao finita dada pela

resolugdo da equagao da Lagrange [36]:

d (0L oL
i)~ 0y = -y

em que ¢; ¢ uma coordenada generalizada e ¢; sua respectiva derivada temporal.

Esse método tem sido aplicado em diversas areas, tais como: condensados de
Bose-Einstein anisotrépicos bidimensionais [34], aglomerados metélicos nanoscopicos [66],
sistema de Schrodinger-Newton [37], aglomerados de pésitrons e elétrons [67], fios quanticos
em semicondutores [68, 69] e na dindmica nao linear de ondas ion-acusticas e de Langmuir
em plasmas quanticos [70, 71]. No caso dos condensados de Bose-Einstein, os trabalhos
mais elementares estao relacionados ao estudo com simetria axial, forma cigar-shaped e
disk-shaped. Motivado pelo método que sera utilizado nesta dissertagao, sera apresentado no
primeiro topico a demonstracao da equacao de Euler-Lagrange para um sistema continuo.
No segundo tépico, a demonstracdo da obtencdao da equacao de Gross-Pitaevskii por meio
de uma densidade lagrangiana. . Como exemplos de aplicacdo do método sera obtido um
sistema de equagoes que descreve um condensado sujeito a uma armadilha genérica na
diregdo axial e um genérico na diregao transversal [39, 40], para isto, serd minimizada
a densidade lagrangiana adotada. Como tltimo exemplo serdo obtidas as equagoes de
Euler-Lagrange para os parametros relevantes na descricao da funcao de onda sujeito a
um potencial harmonico anisotrépico. Serd adotado um ansatz Gaussiano em que o centro

do condensado se desloca com o tempo [36, 72, 38].

4.1 Equacao de Euler-Lagrange

A lagrangiana de um sistema discreto envolve uma soma sobre todos os graus
de liberdade, de modo que a lagrangiana de um sistema continuo deve ser expressa
em termos de uma densidade lagrangiana, £. Ela deve conter um termo cinético e um
termo de interagao consigo mesmo numa vizinhanga infinitesimal [63]. Ou seja, se o

sistema mecénico depende dos campos ®(r,t) e ®*(r,t), a densidade lagrangiana serd

0P 0d*
da forma £ = L| &, *, 50 ot V&, VO™ r, t|. Felizmente, as variacoes de campo sao

independentes, entao, sera necessario tomar a variagao somente sobre um dos campos.
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A acao desse sistema é entao:

to
— / / dtdrL, (4.2)
t1 174

em que t e ty sa0 os extremos temporais e V' é a superficie que limita a regido tridimensional
dada pelas coordenadas (z1,y, 2), (22,v, 2), (z,y1, 2), (x,y2,2), (z,y,21) e (z,y, 22). Tanto

a variagao em ®(r,t) quanto ®*(r,t) devem se anular nesses extremos.

Para obter as equagoes de Euler-Lagrange para este sistema é necessario minimizar
a agdo, aqui serd minimizada a variacdo em relacao ao campo ®*, sendo assim:

58 = / / dtdr<5q>* ;qfacp* 8(%*)5(%*)), (4.3)

0P* 85 o)
o ot

A integral que contém §®* pode ser reescrita por integracio por partes,

/ / dtdr—é@* / / dtdr<5 ) (4.4)

aqui foi utilizada a condicao de que §[P*(r,t1)] = 0[P*(r,t2)] = 0.

em que 69* = §

A integral que contém §(V®*) pode também ser reescrita, para isso serd utilizada

a identidade A-Vf =V (fA)— fV-A em que A = 8@2* e [ =00" j4d que V(§P*) =

V(0®). Além disso, utilizando o teorema da divergéncia,/ drV - (fA) = /da - (fA),
v r

tem-se que:

/tltz/vdtdra(géﬂv(éq)*) = / /dtda vq) / /dtdrV )5

_ _/tl /thdrv-a(vq)*)f@*- (4.5)

Aqui foi utilizada a condi¢ao de que §®* anula-se na superficie I' que limita o volume V.

Reunindo os resultados acima, a minimiza¢ao da variacao da agao se torna:

oL oc ...

Pela arbitrariedade de §®* conclui-se que a equacao de Euler-Lagrange para esse

sistema é:

oL _ 0oL o o
00" Ot 9b (VoY)

= 0. (4.7)

Vale a pena notar que se fosse tomada a variacdo em rela¢ao ao campo ®(r,t) a

equacao de Euler-Lagrange seria

= 0. (4.8)
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4.2 Densidade lagrangiana

Para sistemas descritos pela equagao de Gross-Pitaevskii a densidade lagrangiana

comumente utilizada é dada por [36, 39, 40]:

ﬁ—m(¢*8@—¢8‘b)—\v¢|2 Vee. )0 - Lo (4.9)

Para mostrar que ela gera a GPE, sera feito o mesmo processo da se¢ao anterior

aplicado na densidade lagrangiana adotada. A acao para esse sistema é dada por:

t2 od o0db*
= —@*——Cb —VCI)Q <I>2—f<I>4 4.1
/t / dtdr 5 ( m o ) \ | Veut (1, 1)| D] |7, (4.10)

em que t1, to 820 0s extremos temporais e a regiao ¢ limitada pelo volume V. Variando

cada termo em relacao a em-se que:
da t | OM

/ /dtdré(@*a(f —c1>aq) ) = 2/ / dtdr—é@* (4.11)

/ / dtdrs(|V®|?) / / dtdrV2D5d*, (4.12)
to to 2
/ / dtdr(|D[2) = / / dtdrd5" (4.13)
t1 1% t1 1
to to 2
/ /dtdra(\®\4):2/ / dtdr®|®*5d*. (4.14)
t1 \% t1 1

0"
. ot ’
somada a isso, foi utilizada a condigdo de extremizacao d®*(r,t1) = dP*(r,t2) = 0 e que

588(1; = 9(® ) Em (4.12) foi utilizada a identidade V®-V(§®*) = V- (§®*V®) - VPid*,

uma vez que 6(VP*) = V(JP*), e, por meio do teorema da divergéncia, a integral do

to
Em (4.11) foi realizada uma integragdo por partes no termo / / dtdr®

termoV - (09*V®) limitada pela superficie se anula, uma vez que 09" deve se anular nela.

J4 no tltimo termo foi utilizado que §(|®|*) = §(O*PP*®) = [D|2P5D* + || D5D*.

Reunindo todos os resultados acima tem-se que a variacao da acao é dada por:

0d  RV20
§S = / /dtdr[@hjt ;n —Vext(r,t)<1>—9|<I>|2<I>]5(I>*. (4.15)
A minimizacao da acao leva em:
L 0®(r,t h*V?
g = (‘ o +Veu<r,t)+g|<1><r,t>|2)<1><r,t>. (4.16)



Capitulo 4. Método variacional 38

4.2.1 Sistema de equacdes para um confinamento axial genérico em BECs

Neste tépico serao seguidas as referéncias [39, 40]. O potencial externo é da forma:
m
Ve, 2) = Ul ) + V() = T 022 +32) + V() (117

em que U(x,y) é um potencial confinador harménico com anisotropia dada pelo fator A,
w1 ¢é a frequéncia perpendicular, escolhida na dire¢ao y, com comprimento caracteristico
dado por a; = (h/mw l)%. J& V(z) é um potencial genérico na direcao axial. Para estudar
um sistema quasi-unidimensional é mais conveniente trabalhar com a GPE nas unidades de
comprimento a_ , de tempo w7 e de energia hw, . Sendo assim, a GPE para esse problema
é:

00 ( v: o1

i =5 +3 ~(N22? + g )+V(z)+27rgN|‘1>|2><D, (4.18)

com normalizacao / |®|%dr = 1 e g = 2a/a, . Neste tépico e no seguinte serd mantida a

constante de acoplamento g, pois sera mais 1til para analisar os limites de acoplamento

forte e fraco.

A expressao acima pode ser derivada da seguinte densidade lagrangiana:

if 0P 09*) 1 1
( ) - 5\V<I>|2 — §(A2x2 +92)|®]* — V(2)|®|? — mgN|®|*.  (4.19)

Adota-se o seguinte ansatz, justificado, ja que no limite em que nao hé interacoes,

g = 0, deve-se reproduzir o estado fundamental da equacdo de Schrodinger usual:

D t) = flz0)® (2,y.t,0(z ), x(2:1))

_ f(z.1) x? Y
T rro(zh)ix(z ) eXp_<202(z,t) * 2X2(z,t)>’ (4.20)

em que o(z,t) e x(z,t) sdo os pardmetros que representam o comprimento caracteristico
do condensado na dire¢ao = e comprimento caracteristico do condensado na direcao y,
e f(z,t) é a funcao de onda na dire¢do axial. A varia¢do temporal dos comprimentos
transversais sdo muito lentas, ou seja, o(z,t) e x(z,t) serao tidos como contantes no tempo
[73], além disso, suas derivadas espaciais também serdo ignoradas [39, 40]. Substituindo o
ansatz em (4.19), fazendo a aproximagao em que V&, =V, ®, e realizando as integrais

nas diregoes transversais, deriva-se a seguinte densidade lagrangiana efetiva para f dada

2
/1 1Y\, .,
—4<02+2>|f|

R 51 C TP
4 oX

por:

A fooof  1lof
£ = (fat 8t>_2az

(4.21)

aqui foi omitido as dependéncias espaciais e temporais.
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Variando £ com respeito a f*, o e xy obtém-se um sistema de trés equagoes acopladas

dadas por:
of 102 11 1 5,5, VP
———+-|=+—= N— 4.22
en ( 2aﬁ+%(aj+x2+Aa<+x +V(z)+yg o (4.22)
2 4 290
Ao :1+gN|f\} (4.23)
e
X
xt=1+ gN|f|2;. (4.24)

Essas equagoes descrevem condensados de Bose-Einstein em um confinamento
anisotrépico transversal quasi-unidimensional. E denominada equacdo de Schrodinger
nao-polinomial generalizada em 1D (Generalized Non-polynomial Non-linear Schridinger
FEquation, 1D g-NPSE) [40]. Vale a pena notar que a dependéncia dos comprimentos
transversais com z e ¢ é implicita e se d4 por meio da dependéncia com |f|%. Resolver
o sistema acima nao é uma tarefa simples, portanto serdo analisadas situagoes em que

ocorre simetria e limites de interesse para tornar o sistema de equagoes mais simples.

Para simetria radial, A = 1 = o = x, as equagoes ficam mais simples e se reduzem

para:
=1+ gN|fJ? (4.25)
¢ 3 le\
Of 1 82 ) 14 %
= -5 +V 2 f 4.26
"ot ( EERRAY) LTy (420

No regime de acoplamento fraco, (¢N|f|* << 1), pode-se fazer uma expansio em

séries de poténcia de g|f|? e as equacdes se reduzem para, a expansio é feita até a primeira

ordem: 1 1
o=+ LoNIfP (4.27)
=1+ Mg (1.25)
‘ 8f 19* 1 1
2L (_ LO i v )+9NA2|fI2>f- (1.29)

A equacao (4.29) possui a forma de uma GPE de f com renormaliza¢do no termo

de acoplamento g — AZg e com energia transversal (A + 1)/2.

No regime de acoplamento forte (gN|f|* >> 1), o sistema de equacdes tomam a
seguinte forma:

1

(NI

4.30
T (4:30
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X = Ai(gN|fP) (4.31)
‘ of 1 o2 3
A (32 vers e s (4.32)

Também é possivel buscar um perfil de densidade no limite de altas interacoes.
Utilizando para o regime estacionario que f(z,t) = f(z) exp(—iut) e realizando a apro-

ximagao de Thomas-Fermi, a funcao de onda na direcao axial recai na forma analitica

4
2 2

= -V 4.33
FER = gy = V() (433)
com potencial quimico, pu, fixado pela condi¢ao de normalizacdo. A dependéncia com
(n — V(2))? também seria obtida se fosse tomada a aproximacio de Thomas-Fermi em

(4.18), exceto por uma mudanga no fator numérico multiplicativo.

No mesmo trabalho [40], Salasnich mostra, por simulagoes numéricas, que para um
perfil em que gN = —1, V(z) = 0 e para diferentes fatores de anisotropia, A = 1, A\ =14 e
A =2 que a 1D g-NPSE esta de bom acordo com a GPE usual para as mesmas condic¢oes

para a forma cigar-shaped.

4.2.2 Sistema de equacBes para um confinamento transversal genérico em
BECs

Assim como no caso anterior, o caso 2D é derivado do problema em trés dimensoes.

Dada uma armadilha externa da forma:
1
Vir) =W(z,y) +V(z) = W(x,y) + §w322- (4.34)

em que V(z) é uma armadilha harmonica na diregao axial com comprimento caracteristico
1 , . /o . ~

dado por a, = (h/mw,)2 e W(z,y) é uma armadilha genérica na diregao transversal. Para

esse sistema é conveniente escrever nas unidades de comprimento a., de tempo w; ' e de

energia hw,. Sendo assim, a GPE para o problema é dada por:

8<I> Vv?
2

1
o\ T +Wi(x,y)+ 2,2 + 27rgN]®]2> (4.35)
com g = 2a/a,

O ansatz adotado para este problema ¢é dado por:

( y7t))q)l_<x7y7t)
1) 2

t, x(z,
_ 2wyt 2
O(r,t) = 1 (gt )% p< 2X2(x,y,t))’ (4.36)
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x(x,y,t) é o pardmetro que descreve a largura do condensado na dire¢ao axial. E assumido
que a varicdo de f ¢ lenta na direcdo transversal, V2f = 9% f/0z*, assim como sua variacao
ao longo do tempo. Ao substituir (4.34) na densidade lagrangiana (4.19) tem-se a seguinte

lagrangiana efetiva para ®:

: L0, 90t 09, |o®, |
£ ( Lo Tt o ) < Oz By )
2
N
BT . W+X><I> 2 I g 4.37
4X2| J_| ( 4 ‘ J_’ 2(277_)5)(‘ J_’ ( )

aqui foram omitidas as dependéncias espaciais e temporais.

Variando £ em relacio a ®* e y tem-se:

0P 1, 1/(1 ) gN )
S W = d ® 4.38
i ( 5Vt (x,y>+4<x2+x>+(2ﬁ);xl e (438

X' =14 (27) 2gN|D, . (4.39)
A equagdo (4.35) é denominada de equagdo nao-polinomial de Schrodinger em duas

dimensées (2D NPSE) com condigdo dada por (4.39) [39]. Assim como no caso anterior,

também serdo analisados caso de simetria e limites de interesse.

No limite de interagoes fracas a largura do condensado na direcao axial é igual ao
comprimento do oscilador na direcao azimutal, y = 1, ou seja, gV \<I>|2 << 1. Portanto a

equagao se reduz para:

—— = —=Vi+ W+ O 7| D). 4.40
o ( VAT WAL ooF L’)L (4.40)
Esse resultado tem a forma de uma GPE de ®, em duas dimensoes com energia axial 1/4
g
eqg— .
T e

No caso de interacoes fortes, gN|®,|[*> >> 1, entdo, y = (gN/(QW)%)%ICI)L\% o

problema recai em:

oe, (1, 3( gN
i _< 2vl+w+4<(2ﬂ) > ENE ) (4.41)

Também é possivel obter o perfil da densidade. Utilizando para o regime estacionario

que ¢, (z,y,t) = &, (x,y) exp(—iut) e realizando a aproximagao de Thomas-Fermi, a
funcao de onda na direcdo transversal recai na forma analitica para ®, dada por:

8(2m)z
(3)%gN

com potencial quimico, pu, dado pela condicdo de normalizacdo. A dependéncia com

3
2

(2, )" = (n = W(z,y))>, (4.42)

(o — Wiz, y))% também seria obtida se fosse tomada a aproximagdo de Thomas-Fermi em

(4.35) e (4.37), exceto por uma mudanga no fator numérico multiplicativo.
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Por simulagbes numéricas, adotando uma armadilha harmoénica na dire¢ao trans-
versal, no perfil de N = 10* e fator de anisotropia w, /w, = 1/10 em [39] conclui-se que
os resultados obtidos por 2D NPSE descrevem bem o estado fundamental para forma
disk-shaped em BECs. Apresentando erro de 0.7% a 5% no valor da densidade na origem

para valores crescentes da razao a/a,.

4.2.3 Equacoes de movimento para o caso 3D

Neste topico serao seguidas as referéncias [36, 38| e suas discussoes. Para uma GPE

dada na forma (3.30) e um potencial externo harmonico escrito na forma:

1
Vewr(r) = Smw? > A, (4.43)

2 n:z7y’z

em que w, ¢ a frequéncia da armadilha externa na diregao radial e A, sao as constantes que
caracterizam a anisotropia do sistema, com 1 = x,y, z. Para o seguinte desenvolvimento

A=Ay =1led=w,/w, em que w, é a frequéncia da armadilha na direcdo z.

Adota-se um ansatz do tipo Gaussiano da forma:

or,t) = AW) ] exp[—(Wﬂnanmm%(w}], (4.44)

n=a,y,z 2077 (t)

para um dado tempo t, a fungdo define um maximo centrado em (xg, 3o, 20) € é descrita
pela amplitude A(t), o comprimento caracteristico do condensado, o,(t). Ja os pardmetros
que estao relacionados com a velocidade com que o maximo se desloca sao dados por a,(?)
e B,(t). A escolha dessa forma se justifica para o caso em que as interagdes sao irrelevantes,
g = 0, deve-se reproduzir o estado fundamental do limite linear, solugao da equacao de
Schrodinger usual. Uma outra forma possivel é uma func¢ao secante hiperbélica, porém,

ela falha na reproducao do limite linear.
E possivel de inicio j& obter a amplitude pela condicéo de normalizacio, / |p(r,t)|* =
N, sendo assim, determina-se que |A(t)]* = N/[Wgaw(t)ay(t)az(t)].

Substituindo o ansatz na densidade lagrangiana dada por:

do  0¢ R’ 1
(%~ 0% ) - TR~ ViatrloP - Sl a3

o

e como a lagrangiana se relaciona com a densidade lagrangiana por meio de L = / Ldr,
—0o0
tem-se que a lagrangiana para o sistema ¢é dado por:

3 , : 2
L = %axayaz [ih(A*A —AA + AP Y l(ﬁn 2h )62 - 1me/\2>

n:x7y7'z 2

h2 h? 2h2 237ha
2 2 2 2 . 4
(a77 + 2n35) — 277 + E% + 219 (an — m%ﬁ”ﬂ + - | Al ], (4.46)
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aqui foi omitida a dependéncia temporal e os pontos referem-se a derivada temporal.

As equagoes de movimento para o problema sao dadas pelas coordenadas ¢; =
{02,0y,04, A, A%, 20, Yo, 20, Az, Oy, Oz, By By, B2 }. Sendo assim, a primeira equacao de mo-
vimento de interesse é a equagao para o centro do condensado e é dada por:

9no

2 + Apwing =0, (4.47)

com 1) = z,vy, 2. Essa equacao corresponde a uma oscilacao harmoénica do centro de massa
do condensado com frequéncia de oscilacao dada por A\,w,. Vale a pena notar que esse
movimento é independente do ntimero de particulas, entdo, o movimento do centro de
gravidade do condensado nao sera afetado por efeitos nao lineares e dependerd somente das
caracteristicas do potencial confinador. Isso implica que o comportamento do centro, para
efeitos externos, corresponde a de uma particula classica. Porém esse nao é um resultado
particular, pois ji se é esperado devido ao teorema de Ehrenfest para a NLS (Non-linear
Schréndinger Equation). Esse resultado consiste na invaridncia da NLS para translagoes
espaciais, pois assim, existe conservagao do momento do centro de massa. Calculando a
evolucao temporal por meio das equagoes de Ehrenfest do operador posi¢cdo do centro
de massa e do seu operador de momento, encontra-se uma equacgao de movimento para
o centro de massa que independe da influéncia de efeitos ndo lineares [74]. Vale a pena
ressaltar que esse resultado é valido para qualquer forma de nao linearidade da equacao de
Schrondinger e que a dinamica do centro de massa nao pode influenciar outras propriedades

do pacote de onda .

As equagodes para o comprimento caracteristico do condensado podem ser expressas

somente com a equacao:

N =

d%o, 1% 2 ah*N
A2 —-—— |- = =0. 4.48
ot? ALy m?o3 ) m?o,0,0,0, (4.48)

Os outros parametros podem ser obtidos em fun¢ao dos parametros de comprimento
caracteristico e coordenadas de centro, entao, uma vez conhecidas o comportamento
desses parametros pode-se calcular completamente a evolucao do ansatz adotado. Estao

relacionados pelas seguintes equagoes de movimento:

moy,
— 4.4
677 + 2h0_17 0 ( 9)
e .
a, + % +28,m = 0. (4.50)

os pontos representam as derivadas temporais,

Para facilitar a andlise é introduzido as escalas 7 = w, t, v, = 0,,/a, e a constante

P = (2/7)?Naja, em que a; = (fi/mw,)? é o comprimento da armadilha na direcio
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perpendicular. A constante P basicamente fornece a forca de interagdo atomica relacionado
com o potencial confinador e pode ser tanto positivo quanto negativo, dependendo do valor
do comprimento de espalhamento. Nessa escala a equacao do comprimento caracteristico
do condensado se torna:
2
0%vy,

oT2

1 P
+ /\1271),7 - —=0 (4.51)
Uy UpUz Uy,

Essa equacao pode ser interpretada como a evolugao do comprimento caracteristico do
condensado em termos da dindmica de uma particula cléssica nas coordenadas (v, vy, vs)

sujeito ao potencial:

L .5 o 2 2 2,2 1 1 1 P
U(Ux,Uy,Uz> = 5(/\2:1]% + )\yUy + )\ZU'Z) T 271)3: T T’US + TUE + Umvyvz.

(4.52)

Pela expressao (4.51) conclui-se que o termo dispersivo, v, 3 tende a separar o pacote
de onda. J& o termo atrativo fica por conta do termo linear proveniente do confinamento

externo e o ultimo termo corresponde a interagao nao linear.

Para uma simetria esférica, A\, = A\, = A\, = 1, todos os comprimentos sao iguais,
ou seja, v, = vy = v, = v. Além disso, é adotado que inicialmente o condensado estd em
repouso, 0(0) = 0. Portanto a equagao (4.51) reduz-se para:

0%*v 1 P
= 4 . 4.53
orz 3 vt ( )

Os pontos de equilibrio sao encontrados tomando a derivada do potencial e igualando
a zero. Para o caso em que o comprimento de espalhamento é positivo, os pontos de

equilibrio sao dado pela equacao: polinomial de quinta ordem
vh = vy + P, (4.54)

em que vy € o ponto de equilibrio. As solugoes correspondem a pontos de equilibrio estaveis
para diferentes valores de P com oscilagoes anarmonicas em torno do ponto de equilibrio
(Figura 8). Um regime que pode ser analisado é o de altas interagoes, P >> 1, sendo

. 1
assim, vg = P5.
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Figura 8: O potencial para P =1 (em azul) e P = 0.2 (em laranja).

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Para o caso em que o comprimento de espalhamento é negativo, os pontos de

equilibrio sao dados pelas equacoes:

vh = vy — | P (4.55)

‘ 3 4P|
—— 4+ —=1 4.56
vg N V3 (4:56)

Esse sistema possui um valor critico dado por |P.| = 0.5350. Para P < P, hé dois pontos
de equilibrio (Figura 9), um estavel e outro instével e para P > P. nao ha pontos de

equilibrio (Figura 10).

Outra configuracao de interesse ¢ a de simetria axial A, = A\, = 1 # ., nessa
configuracdo os comprimentos sdo dados por v, = v, = v # v,. Entdo, a equagdo (4.51) se

torna:

0*v 1 P
- - =0 4.57
oT2 v U% v, ( )
e
Pu, 1 P
5.2 AU, —2 — B =0. (4.58)
Os pontos de equilibrio para este sistema sao dados por:
Vo.Ug = Vo, + P (4.59)
¢ P
Al =14 20 (4.60)
Vo

Para o caso em que o comprimento de espalhamento é positivo, obter solugdes para
o sistema acima sao necessarias técnicas numéricas. Porém no regime de alta interagao,

P >> 1, é possivel obter as seguintes solucoes analiticas:

vy = (PA,)5 (4.61)
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€ 1
P\5

Vo, = <)\4> . (4.62)

Para o caso em que o comprimento de espalhamento é negativo, no caso em que

A, = 0 existe um méximo para |P| dado por |P..| = 0.6204. J& pra o caso em que

A, >> 1 o comportamento é dado por | P =~ (/\Z)_%. Isso significa que para um dado
comprimento de espalhamento, pode-se ter mais particulas no estado fundamental antes
do colapso acontecer para um confinamento na forma cigar-shaped, pois condensados nessa
configuracao estao proximos de uma distribui¢ao unidimensional. O mesmo nao é valido
para confinamento na forma disk-shaped, uma vez que nessa configuracao a distribuicao
¢é proxima de uma distribuicao bidimensional, na qual o colapso pode ocorrer. Maiores

discussoes podem ser encontradas em [36, 38].

N W A

00 05 10 15 20 25 30
v

Figura 9: O potencial para P = 0.3 (em azul) e P = 0.2 (em laranja).

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

00 05 10 15 20 25 3.0
v

Figura 10: O potencial para P = 0.6 (em azul) e P = 0.7 (em laranja).

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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5 Meétodo variacional dependente do tempo
para a Equacao de Schrodinger Nao-Linear
e Nao-Local em Condensados de Bose-

Einstein

Nos capitulos anteriores foram apresentados resultados dos estudos de BECs, desde
o estudo para um gas ideal quantico até a obtencdo de resultados analiticos para a
equacao que descreve condensados com interagoes. Este capitulo tem como ponto de
partida apresentar as motivacoes e objetivos no estudo de interagoes de longo alcance
em condensados de Bose-Einstein. Sendo assim, serd apresentado o sistema estudado, o

método utilizado e o detalhamento do processo para obter os resultados desejados.

5.1 Motivacoes e objetivo

Colapso da funcao de onda é um efeito bem conhecido na dindmica de sistema nao
lineares [43, 75, 76]. Em BECs, geralmente ocorrem devido a existéncia de uma armadilha
externa, necessario para confinar condensados, e a existéncia de interacoes atrativas
intensas. Porém a adicdo de um potencial nao-local pode evitar este problema. Entao sera
investigado a possibilidade de solugoes estaveis somente na presenca de interagoes de longo

alcance e na auséncia de um confinamento externo.

Interagoes nao-locais na fisica estao presente desde a fisica basica, por exemplo a
interacao proveniente entre dois corpos que contenham massa é dada por um potencial que
depende da distancia relativa entre os dois corpos, V(r; —ry) o< |r; —ro| ™!, em quer; é a
posi¢ao do corpo um e ry € a posicao do corpo dois. O mesmo é valido para interacao entre
dois corpos com carga elétrica. Em BECs, a existéncia de interagdes nao-locais faz com
que ele se torne auto-confinado, ou seja, torna-se estavel na auséncia de uma armadilha
externa [18]. Devido a isso, a adi¢do desse termo tem atraido interesse da comunidade
cientifica. Os trabalhos desenvolvidos nessa area abarcam estudos sobre a estabilidade de

sélitons e vortices em meios nao-locais [22, 23, 30, 29, 77, 78, 79, 80].

No estudo de interagoes de longo alcance os potenciais adotados sdo da forma
gaussiana e gravitacional. O potencial gaussiano, atualmente, nao possui sistema fisico
associado. Entretanto, é utilizado como modelo analitico para estudo de estabilidade de
solugoes tipo: séliton dipolo rotativo [23], séliton interagente [28] , séliton quadrupolar

29, 80] e vortices bidimensionais [22].
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Em contrapartida, o potencial gravitacional pode ser criado artificialmente por
meio de lasers fixos e rotativos [30, 81, 82]. O estudo fica restringido a essa forma, pois,
para interagdes do tipo r~® para a > 2 a fungdao de onda colapsa [83]. Além disso, o
potencial gravitacional pode ser utilizado para simular cosmologia em laboratério [84], em
particular estrelas de Bésons [81]. Estudos sobre estabilidade nesse potencial podem ser

encontradas em [30], excitagoes coletivas em [31] e s6litons rotativos tridimensionais em

[19].

Nesta dissertacao, o principal objetivo é analisar as equacoes de movimento quanto
a natureza dos pontos fixos e sua estabilidade linear para os potenciais gaussiano e
gravitacional na auséncia de confinamento externo. Para isso, sera resolvida a equacao
de Gross-Pitaevskii nao-local pelo método variacional aplicado em ansatzs adotados na

literatura.

5.2 Sistema estudado e método

O sistema a ser estudado sao BECs com interagdes nao-locais. A equagao diferencial
integral que descreve dindmica desse sistema é a equacao de Gross-Pitaevskii ndo-local,
que ¢é do tipo Schrodinger nao-linear e nao-local, dada por:

0P(r,t)

2v72
nPPt) (— Ve, 1) + gl (r, ) + / @*(r',twur'—r|><1><r’,t>dr’)<1><r,t>7
(5.1)

em que V(|r' —r|) é o potencial de interagao nao-local e ®(r',t) é a fungdo de onda dada

no ponto r’, ou seja, a dindmica da funcao de onda em um ponto qualquer depende da
interacdo com a sua vizinhanga, para o caso em que as colisoes sdao despreziveis, g = 0,
assim como a interagao de longo alcance, V(|r' —r|) = 0, a equagao acima recai na equagao
de Schrodinger usual. Como o objetivo desta dissertacao é estudar o caso em que nao ha
confinamento externo, uma vez que é de interesse analisar a estabilidade somente com a
interacao de longo alcance, a equagao se reduz para:

&{)gt"t) _ (_ h°V +g’q)(r,t)|2 + /(I)*(r/,t)V(’I‘/ _ I'|)<D(I",t)dr’><b(r,t)_ (5.2)

th
2m

Para obter solucoes aproximadas serda adotado o método variacional, pois como
dito no capitulo anterior, reduzira o problema para um conjunto de equacoes diferenciais
ordinarias. A densidade lagrangiana adotada é:

L 00 t) R )
E = ZFL(I) (r,t)T—%\VCb(r,tN —
|@(r, 1)

2/q)*(r’7t)V(|r’—r])q)(r’,t)dr’. (5.3)

[@(r, )]

NN

Como os demais termos ja foram demonstrados no capitulo anterior, serda apenas

t 2
necessario mostrar que o termo adicional, |(r2,)| / O* (¢’ )V (|’ — x|)®(x', t)dr’, gera o
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termo nao-local em (5.2). Diferenciando o termo adicional em relagao a ¢~

[ a5 / WOV~ )Rl ) -
[ 3 [s@wme e ovie - shauvew o
[ 5(f o wosa e v - ew oo, oa i -
[ ([owavi - xew.oawnar s 5

em que na terceira linha foi realizada a mudancar — v/, v’ = re V([t' —r|) = V(jr — r'|),
ja que o potencial de interacdo de longo alcance s6 depende do médulo da distancia relativa

entre dois pontos no espaco.

Em posse do resultado (4.15), tem-se que a variagdo da agdo para esse sistema é

hv?
/ /dtdrlh—i— VQ) g|®*®

— /@*(r’,t)V(h" — r\)@(r',t)@(r,t)dr'} IP*. (5.5)

dado por:

A minimizagdo da acao leva em:

m%;vf) _ <_ ZZ +g|¢)(r,t)|2+/(I>*(r',t)V(|r' —r|)<I>(r’,t)dr’>(I>(r,t). (5.6)

Apos substituir os ansatzs adotados na densidade lagrangiana (5.3) serd feita a

integracao no espaco das configuragoes para obter a lagrangiana do sistema:

L= /_OO Car. (5.7)

o0
Feito isso, serdo obtidos as lagrangianas L = L(o, d, 3, 3, %0, Yo, %0, ¢) para o poten-
cial gaussiano e L = L(o, ¢, 3, 3) para o potencial gravitacional, como serdo demonstradas
no préximo capitulo. O significado de cada parametro sera discutido na préxima secao.

As equacoes de movimento para cada parametro serao obtidas aplicando a equacao de

Euler-Lagrange em cada um dos mesmos.

Tipicamente é possivel desacoplar as demais dependéncias de o(t) como sera visto
mais a frente. Sendo assim, a equagdo de movimento para o(t) é uma equagao diferencial
da forma:

= F(o). (5.8)

Os pontos representam a derivada segunda em relacao ao tempo e F(o) é um fungao

dependente apenas de 0. A partir dessa equacao sera encontrado um potencial, U (o), tal
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que:

(5.9)

Em seguida, serao construidos os graficos de U (o) adotando os valores das constantes

encontrados na literatura [19, 82]. O ponto de equilibrio serd encontrado pela condigao
dU (o)
do

= (. Pela andlise do gréafico serd analisado a sua estabilidade.

Encontrado os pontos de equilibrio, og, serd feita uma aproximagao harmonica no
seu entorno, isso sera feito nos pontos de equilibrio estavel,

d?U o? o?

Consecutivamente, serd obtida a frequéncia de oscilacdo v. Este estudo servird para

comparar os resultados obtidos entre o potencial gaussiano e gravitacional.

Posteriormente, serd encontrado a velocidade de escape, escape. Para > Gescape, 0

valor de o(t) deixa de realizar oscilagoes lineares e nao-lineares em torno do ponto fixo.
-2

Seja E a energia dada por F = % + U(o), a velocidade de escape é encontrada pela

condicao £ > 0. Portanto:

N|=

O'-escape = (_QU(UO)) (511)

¢é o valor limite para a velocidade. Para observar este resultado, serdo analisados os graficos
para 6(0) < Fescape € 0(0) > Gescape POr meio da evolucado numérica de o(t). Neste estudo
serao adotadas as condigoes iniciais o(0) = oy com 7(0) > Geseape € 0(0) = 0¢ com

7(0) < Fescape -

5.2.1 Potencial gaussiano

O primeiro potencial a ser estudado é o gaussiano, dado por:
V(' —r|) = —A.exp — (|’ — r|?/7?), (5.12)

em que A, é a amplitude do potencial e v mede o grau de nao-localidade. O sinal negativo
significa que o potencial nao-local ¢ atrativo. Apesar do fato de nao haver nenhum sistema
fisico conhecido que pode ser descrito por uma resposta gaussiana, esse modelo tem
servido como exemplo fenomenolégico de um meio nao-local, permitindo por sua forma,

um tratamento analitico para a funcao de onda [24].

Para o estudo desse potencial, serd adotado o seguinte ansatz [38, 66], ignorando a

evolugao temporal com o potencial quimico:

(n — mo(t))?

20 (t)? i[B(t)(n —no()? + c(t)(n — no()]|, (5.13)

®(r,t) =A@l) [ exp-—

n:x7y7z
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em que A(t) é a amplitude, o(t) é o pardmetro que descreve a evolugao do tamanho do
condensado com o tempo e o pardmetro () é a curvatura de o(t) no espago dos momentos.
O parametro 1y(t) representa o centro de massa do condensado no ponto (g, Yo, 2o) em um
dado tempo t, aqui é suposto que o comprimento caracteristico do condensado é isotropico.
Ja c(t) é o pardmetro determinado pela velocidade com que o maximo se desloca. Esse
ansatz possui um perfil da distribuicdo de densidade esférico (Figura 11). O valor adotado

para o comprimento caracteristico do condensado foi o encontrado nos resultados.

Figura 11: Perfil de densidade em ¢ = 0 para r = 20um com N = 10000. O centro de
massa estd centralizado na origem. Corte no intervalo de ¢ € [7m/4, 27]

Fonte: Elaborada Pelo Autor

5.2.2 Potencial gravitacional

O segundo potencial a ser estudado é o gravitacional. Esse tipo de interagao é
obtida irradiando 4tomos com intensos, nao ressonantes, campos eletromagnéticos. Por
meio disso, formarao dipolos induzidos. Utilizando uma configuracao de lasers fixos ou

rotativos é possivel criar um potencial puramente r ..

A energia de interacao de dipolo-dipolo induzido por uma radiacao eletromagnética
externa de intensidade I, com vetor de onda k e vetor de polarizagao é(k) com componentes
i e j é dada por:

I (k)

€pC

V(r) = 3 (k)& (k) U (r, k) cos(k - v), (5.14)

em que r é o eixo interatomico, a(k) é a polarizabilidade isotrépica e dindmica com
frequéncia ck, em que ¢ é a velocidade da luz. O fator U;;(r, k) é denominado tensor de
interacao retardada dipolo-diplo (retarded dipole-dipole interaction tensor) dado por:

B 1
 Awegr3

Uij(r, k) [(6i; — 3737 (cos(kr) + krsen(kr)) — (8;; — 7i75)k*r? cos(kr)]  (5.15)
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em que 7; = 1;/1 € € é a permissividade elétrica no vacuo.
Utilizando a relagao Zé:(i)(k)égi)(k) = 1/2[(6;; — kik;) * ieijk%;], em que =+
+
caracteriza vetores circularmente polarizados a direita (-) e polarizados a esquerda (+).
Sem perda de generalidade é possivel assumir que o campo radiado esta orientado ao longo

do eixo Z. Sendo assim, o termo £;k; ¢ nulo. Além disso, usando a propriedade que o tensor

Ui; € i,j-simétrico tem-se que:

Vi) = 1

;Ui (r, k) cos(k - r). (5.16)

Como para gases e liquidos qualquer dire¢do é igualmente provavel, é possivel
tomar uma média angular sobre todas as possiveis orientacoes do dipolo-dipolo em relagao
ao feixe incidente. Essa média é conhecida como tumbling average. Para isso, toma-se a
integral sobre todas as possiveis orientacoes angulares:

<V(r)> = 471'6067“3 o / / d cos(0) cos(kr cos(0))
[(2 — 3sen?())(cos(kr) + krsen(kr)) — (2 — sen®(#))kr cos(kr)]

Io?(k) 6 cos(2kr) 5 sen(2kr)
— —87T€%CT3 [ T 22 + 2 cos(2kr) + krsen(2kr) — —
3sen(2kr)
" Wl (5.17)

Para um regidao denominada regiao préxima, kr << 1, é possivel realizar uma
expansao dos termos em cosseno e seno. Essa expansao é realizada até o terceiro termo,
entdo, cos(2kr) ~ 1 — (2kr)?/2 + (2kr)*/24 e sen(2kr) ~ (2kr) — (2kr)?/6 + (2kr)®/120.
Substituindo na expressio acima e negligenciando os termos de ordem (kr)® e superiores,

tem-se que potencial interatomico se torna:

V(' —r|) = ———, (5.18)

em que u = 1171k%*a*(k)/60mesc. Este tipo de interacio dependendo da intensidade e do
comprimento de onda dos lasers, pode criar uma interagao de até 17 ordens maior do que
a interacao gravitacional devido a suas massas em uma mesma distancia [81]. A primeira
proposta de como se poderia tomar a média sobre todas as orientagoes para gases frios foi
realizada por [81]. Neste trabalho é proposto uma configuracao especifica de seis triades
de lasers, cada triade é composto por trés lasers fixos e ortogonais entre si. Uma outra
proposta foi feita em [30] na qual sdo utilizados trés lasers rotativos, essa configuracao por

utilizar menos lasers o torna mais barato do que a proposta anterior.

Para esse potencial serd adotado o seguinte ansatz [19], novamente ignorando a

evolugao temporal com o potencial quimico:
2
O(r,t) = A(t)rsen(d) exp — [2

2002+ iB(t)r ] [cos(¢ — wt) + ipsen(¢ — wt)], (5.19)
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em que 72 = 22 +9? + 22, A(t) é a amplitude, o(t) é o pardmetro que descreve o tamanho do
condensado com o tempo, o pardmetro 3(t) é a curvatura de o(t) no espago dos momentos
e w é a frequéncia de rotacao. O parametro p varia entre zero e um. Para p = 0 a funcao
(5.19) descreve uma estrutura de dipolo (Figura 12), enquanto que para p = 1 descreve
uma solugao do tipo toroidal centralizada na origem (Figura 13). O valor adotado para o

comprimento caracteristico do condensado foi o encontrado nos resultados.

Figura 12: Perfil de densidade em ¢t = 0 e p = 0 para r = 20pum com N = 10000.
Fonte: Elaborada Pelo Autor

Figura 13: Perfil de densidade em ¢t =0 e p = 1 para r = 20um com N = 10000. Corte no
intervalo de ¢ € [77/4, 27|

Fonte: Elaborada Pelo Autor
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6 Desenvolvimento e resultados

Neste capitulo serao apresentados com detalhes os calculos desenvolvidos seguindo
os passos apresentados no capitulo anterior e com base nos resultados ja obtidos nos
trabalhos [81, 82] juntamente com a tese [30]. Na primeira segdo serd estudado o potencial
gaussiano e em seguida o potencial gravitacional. Para concluir, uma comparacao dos

resultados entre os dois potenciais nao-locais sera feita no fim do capitulo.

6.1 Potencial gaussiano

Partindo do ansatz:

0(0,0) = A0 T1 e~ |2 4 iato)n - m(0) + =m0 (01

n=wx,y,z
e normalizando, / |®|?dr = N, sendo N o ntimero de a4tomos, obtém-se que a amplitude
é dada por A(t) = N%/W%U(t)%. Entao a fungdo de onda normalizada é:

B0 = ] exp—[(”‘”“(”) L ilB() (- molt))? +c<t><n—no<t>>]].<6.2>

Substituindo a fungdo de onda normalizada acima na densidade lagrangiana:

s 0P(r,t h? g
L = ihd*(r, t)ét) - %|V(I>(r,t)|2 — §|(I>(r,t)|4

L /(I)*(r’,t)V(|r’—r|)(I>(r',t)dr’, (6.3)

encontra-se os seguintes valores para cada termo:

)2 )2 2
m@*@@ ([ BN exp — (x —0)”" + (y —w0)° + (2 — 20)
ot o?

273 56
{—i[-30% + 2((x — 20)* + (y — v0)* + (2 — 20))]&
+ 20%[((x — 20)* + (y —w0)? + (2 — 20)2) B+ (x +y + 2 — 20 — Yo — 20)¢
— (c+2B(x —x0)20) — (c+26(y — v0)¥o) — (c +26(2 — 20)40)

— i((z —x0)To + (Y — yo)Jo + (2 — 20)%0)]}, (6.4)
e P T e T

{(z —20)* + (y = 90)* + (2 = 20)* + 0" [3¢* + 4Bc(x + y + 2 — 20 — yo — 20)
+ 48 ((x — 20)* + (¥ — w0)* + (= — 20)")]}, (6.5)
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_g|q>|4 _ _( gN? ) exp — [2((37 —x0)? 4+ (Y — )+ (2 — 20)2)] (6.6)

o2

[@(r, 1) N2Am3> exp [(ﬁ +y° +2)(y° +207)

RS ArA N q)* /t /I @ /td/:
SO0 [ etove - e = (V2 e

](6.7)

Daqui em diante a dependéncia em relagao a posi¢ao e o tempo serao omitidas quando
possivel, exceto no ultimo termo, pois é preciso diferenciar a fun¢do de onda no ponto r
do ponto r’. Os pontos sobre os parametros significam a derivada temporal. Reunindo o
termos (6.4),(6.5),(6.6) e (6.7) em (6.3) é obtida a densidade lagrangiana. Integrando cada

termo da densidade lagrangiana no espaco das configuragoes resulta no seguintes termos:

© 9> RN ,.
/ i e = "X (305 — 2clio + o + 7)), (6.8)
> p? 3h2N(1440%3%)  3h*Nc?
— — V®|%dr = — — .
/Oo 2m|V I"dr 4mo? 2m (6.9)
o) N2
—/ T1p|rdr = I~ (6.10)
—o0 2 (2m)20%
< |D(r, t)2 [ SN2A,
—/ |<r>|/ o* (¢, )V (|t — 1))@, t)dr'dr = ———" (6.11)
oo 2 o0 2(7% +20?)2

Agrupando os termos (6.8), (6.9), (6.10) e (6.11) é encontrada a lagrangiana
L = L(0,6, 8,83, &0, 0, %, ¢) dada por:

AN _ 3REN(1 +40%3?)  3R*Ne? gN?
L — e 3 2 o 2 . . . . o .
7 [30°8 — 2¢(d0 + U0 + 20)] o2 o (2m)30?
SN2A
7—’“3_ (6.12)
2(72 + 202)2

Nota-se que na lagrangiana todos os termos dispersivos sao acompanhados do sinal
negativo, somente o termo nao-local, atrativo, contribui com a parte positiva. Obtida a
lagrangiana, o proximo passo é obter as equagoes de movimento para cada parametro,
¢; = {o,m0,5,c}, em que n = x,y, z. Dessa forma, a aplicacdo da equagdo de Euler-

Lagrange para cada parametro resulta nas seguintes equacgoes:

¢ =0, (6.13)
he
o = — = 14
Mo m) (6 )
2 2
ho'b _ e (6.15)
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3gN? 3v3N%2A,0c  3hN
(2m)20% (1242027 2moS

(—=h? + 4ho*B(t)? — 2mo*3) = 0. (6.16)

Primeiro sera tratada as duas primeiras equagdes. Para o pardmetro ¢(t), é resolvida

a equagao (6.13) adotando a condicao inicial ¢(0) = ¢o . Para o pardmetro posi¢ao do centro

de massa é adotada que a sua posigdo inicial se encontra na origem, ou seja, 7(0) = 0.
Sendo assim encontrou-se:

c(t) = ¢o (6.17)

mo(t) = _ZCOt- (6.18)

Nota-se pelos resultados o motivo de ¢(t) ser o parametro que determina a velocidade
do méximo do condensado, pois caso ¢(0) = 0, a velocidade do méaximo é nula. Além
disso, pela expressao (6.18), conclui-se que o centro de massa do condensado se move como
em um movimento retilineo uniforme. Esse movimento é independente tanto do nimero
de particulas quanto do grau de nao-localidade, ou seja, o movimento nao ¢é afetado por

efeitos ndo lineares e nao-locais.
Voltando em (6.15), resolvendo tem-se:

mo

B(t) = — o (6.19)

e sua respectiva derivada temporal, necessaria para obter a equagao do comprimento

caracteristico do condensado,

. 2 .
mo Mg (6.20)

Alt) = 2ho?  2ho

Pela expressao (6.19) observa-se que o parametro 3(t) é a curvatura de o(t) no espago
dos momentos, ou seja, a dindmica de o(t) pode ser interpretada como uma "particula'de

massa m com velocidade &(t).

Substituindo (6.20) em (6.16) resulta na equagao diferencial de o(t) dada por:

1

22gN 4R* 273N Ao

Ar3mot  m2g’ m(~2 + 202)2

g — =0. (6.21)
Pela equagao diferencial para o(t) percebe-se a dependéncia tanto no nimero de

particulas quanto do grau de nao-localidade, sendo assim, é o comprimento caracteristico

do condensado que é modificado pela acao de efeitos nao-lineares e nao locais.

Pode-se reescrever a equagao diferencial (6.21) na forma 6(t) = F(o), em que F(o)

¢ dado por:
2:gN 4h* 273N A,
Flo)=—2" + AL (6.22)

Cdmimot m200 (42 4 202)3
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Como dito acima, pode-se interpretar a dindmica de o(t) como a evolu¢ao do
comprimento caracteristico do condensado em termos da dinamica de uma particula
classica nas coordenas (o, 0,,0,). Vale a pena relembrar que foi suposto uma isotropia no
comprimento caracteristico do condensado, sujeito ao potencial:

N h? SNA
Uo) = 2 + S G — (6.23)

 226r2mod  2m2o? 3m(y? + 202)2

Nota-se que o tnico termo atrativo fica por conta da interacao nao-local, os demais efeitos

sao dispersivos.

Para gerar o grafico desta funcao adotou-se os seguintes valores: m = 3.8 - 10~ *kg,
N = 10000, @ = 3nm, A, = 1.278-10""°eV e v = 19- 10m. Para esses valores o potencial
tem a forma, os cortes nos intervalos apresentados foram feitos para observar os pontos

fixos:

-

0.0 _
U(10~%Jrkg) —0.5-‘
-1.0!
-1.5!

002 004 006 008 0410
o(10*m)

Figura 14: Potencial U(o) para o € [0, 100um)]
Fonte: Elaborada Pelo Autor

0.6f
0.5}

U0 rkg) o4
0.3 /

0.2}

0.1 ‘ ,
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

o(10*m)

Figura 15: Potencial U(o) para o € [100um, 500um)]
Fonte: Elaborada Pelo Autor

Pela analise do gréafico encontra-se dois pontos de equilibrio, gg; e gg2. O primeiro

sendo um ponto de equilibrio estavel (Figura 14) e o segundo um ponto de equilibrio
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instavel (Figura 15), dados pelo valores:

02 = 141.57um. (6.25)
A expansao harmoénica em torno de og; para potencial harmonico é dada por (5.10).

A frequéncia de oscilagao para esse ponto sao dadas por:
v=14.27s"". (6.26)

Pela condigao de velocidade de escape (5.11) para o ponto de equilibrio og; obteve-se

o valor:
Oescape = £189.28um /s. (6.27)

O comportamento do comprimento caracteristico do condensado para ¢(0) < Fescape

e 6(0) > Fescape Sa0 dados pelas seguintes figuras.

0.17¢

0.16}

-4
o(107"'m) 0.151

0.14;

0.13%

t(s)

Figura 16: o(t) para (0) < Gescape com 6 (0) = 50um/s em azul. Valor de og; em amarelo

Fonte: Elaborada Pelo Autor

o(10~*m)

S = N W R Sy~

Figura 17: o(t) para 6(0) > Gescape com 6(0) = 200um/s em azul. Valor de o¢; em
amarelo

Fonte: Elaborada Pelo Autor
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Pela Figura 16, percebe-se que abaixo da velocidade de escape, o valor do compri-
mento caracteristico do condensado realiza oscilagoes anarmonicas entorno do ponto fixo
0o1- Pela Figura 17, percebe-se que acima da velocidade de escape, o valor do comprimento

caracteristico do condensado cresce indefinidamente.

A dindmica da estabilidade do ansatz adotado (6.1) para um potencial ndo-local
gaussiano, na auséncia de um potencial confinador externo, fica demonstrado pelo gra-
fico (Figura 14), pois hd um ponto de equilibrio estavel. Devido ao potencial gaussiano
ser de curto alcance, a estabilidade fica restrita para valores muito préximos de ogg;. Ja
pela (Figura 15), fica claro que para variagoes positivas ao redor do ponto gy 0 compri-
mento caracteristico do condensado destabiliza, enquanto que para variacoes negativas, o

comprimento caracteristico do condensado retorna ao pogo potencial.

6.2 Potencial gravitacional

Partindo do ansatz:
2

O(r,t) = A(t)rsen(d) exp — (20(?5)

s+ iﬂ(t)r2> [cos(¢p — wt) + ipsen(¢p — wt)], (6.28)

e normalizando, / |®|*dr = N, sendo N o ntimero de &tomos, obtém-se que a amplitude é

dada por A(t) = (2N/7r%(1 + p2)0(t)5)%. Entao a fungao de onda normalizada é:

2N : TN
O(r,t) = <7r3(1 +p2)0(t)5> rsen(f) exp — (20(15)2 +iB(t)r )
+ [cos(¢p — wt) + ipsen(¢p — wt)]. (6.29)

Substituindo a fungdo de onda normalizada acima na densidade lagrangiana (6.3)

encontra-se os seguintes valores para cada termo:

' *a—@ S (R — 7% sen®(0) exp — T—Q cos(¢ — wt) — ipsen(¢p — w
nor 20— (ﬁ(l +p2)08> (0) exp <U2> cos(6 — wt) — ipsen(s — wi)]
{2r% cos(¢ — wt) + ipsen(¢ — wt))d — 5o [cos(¢ — wt) + ipsen(¢p — wt))d(t)]
+ 20(t)*(w — (—ipcos(¢ — wt) + sen(¢ — wt) + r*(i cos(¢ — wt)
— psen(¢ —wt)5(1))}, (6.30)
n? 2 \ r? 2 4 4 2
_%|V<I>(r7 H*F = - (m n +p2)7rg(79> exp — ((72>{(1 +p°)o” + 1 cos” (¢ — wt) sen(6)

(
+ 2r20%(—1 + 2120?32 cos?(¢ — wt) sen?(H)
+ p*r?[r? — o + 4r20* % sen?(0) sen®(¢ — wt)} (6.31)
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J = - 29" exp — i r sen*
SOl = ey P (0(t)2> )
[cos®(¢p — wt) + p* sen® (¢ — wt)] (6.32)

Daqui em diante também serao omitidas as dependéncias em relagao a posicao e
o tempo quando possivel. Reunindo os termos (6.30), (6.31) e (6.32) em (6.3) obteve-se
a densidade lagrangiana. O termo nao-local, devido a sua forma, é resolvido somente na

lagrangiana.

Integrando-se cada termo da densidade lagrangiana no espaco das configuragoes

resulta nos seguintes termos :

/OO 0P 2hNpw 5

hd* —dr = — ZhNo?f .
ih 8tdr 15, 2h o, (6.33)

[e.9]

> p? 5h*N  5R2No?p?
— [ L VO(r, ) Pdr = — - 34
| g Ivee = - - ST (6.31)
B OOg’q)’4dr:_g]\f2(3+2102—i-3p4) (6.35)
o 2 23 (1 + p2)2r2o3 '

_ /_Z W /_Z * (¢, )V (|r' — r|)®(x', t)dr'dr = A;;;(jf);j)i(—;fff;u (6.36)

O termo ndo-local é resolvido expandindo |r’ — r|™" em harménicos esféricos.

Agrupando os termos (6.33), (6.34), (6.35) e (6.36) encontrou-se a lagrangiana
L = L(o,6,8,/3), dada por:

2hN 5 . BWEN  BRENo2B2 N2(3 4 2p? + 3pt
1 +p2 2 4mo? m 25(1 —|—p2)27r50'3
N?(1 4 p)(49 + 43p)u

120(1 + p?)2(2m)20

(6.37)

Nota-se que na lagrangiana todos os termos dispersivos sao acompanhados do sinal
negativo, somente o termo nao-local, atrativo, contribui com a parte positiva. Obtida a
lagrangiana, o préximo passo é obter as equagoes de movimento para cada parametro,
¢; = {0, B}. Desta forma, aplicando a equac@o de Euler-Lagrange para cada parametro

resulta nas seguintes equagoes:
2ho?p B

m

—o6 (6.38)

45(2)2gmN (3 + 2p* + 3p*) — (2)2mN (1 + p)(49 + 43p)wuc(t)?
—1200(1 + p*)?w 2o (t)[—h + 204 (208> — mB3)] = 0. (6.39)
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Voltando em (6.38), resolvendo tém-se:

mao(t)

5 = =)

(6.40)

e sua respectiva derivada temporal, necessaria para obter a equagao do comprimento

caracteristico do condensado,

_ ma () ma(t)
2ho ()2 2ho(t)

B(t) (6.41)

Pela expressao (6.38) observa-se que o pardmetro ((t) é a curvatura de o(t) no espago
dos momentos, ou seja, a dindmica de o(t) pode ser interpretada como uma "particula'de

massa m com velocidade &(t).

Substituindo (6.41) em (6.38) resulta na equagao diferencial de o(t) dada por:

L 2:3gN(3+2p2+3pY) 28 22 Nu(49 + 92p + 43p?)
5

— - =0 6.42
80m(1 + p?)2riot m?c? 600m(1 + p?)2m202 (6.42)

Nota-se que a equacao diferencial que descreve o tamanho do condensado é independente
da frequéncia de oscilagao. Porém dependente tanto do nimero de particulas quanto
da constante do gravitacional, ou seja, o tamanho do condensado sobre acao do efeito

nao-linear e nao-local.

Reescrevendo a equagdo diferencial (6.42) na forma 6(t) = F (o), em que:

C 233gN(3+2p* +3p') | B® 23Nu(49 + 92p + 43p?) (6.43)
80m(1 + p2)?me ot m?*c? 600m(1 4 p?)?mz0? .

F(o)

Como dito acima, pode-se interpretar a dindmica de o(t) como a evolu¢ao do
comprimento caracteristico do condensado em termos da dinamica de uma particula classica
nas coordenadas (o, 0y, 0), foi suposto uma isotropia no comprimento caracteristico do

condensado, sujeito ao potencial:

 23gN(3+ 2p% + 3p*) N h?  25Nu(49 + 92p + 43p?)
80m(1 + p?)2w2o®  2mPo(t)? 600m(1 + p?)2rzo

U(o) (6.44)

Para gerar o grafico dessa funcdo adota-se os seguintes valores: m = 3.8 - 107 %%y,
N = 10000, a = 3nm, u = 2 - 10" 3eVnm. Para esses valores o potencial tem a forma,

para p = 0 e p = 1 respectivamente:
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5_

0

U(10%J/kg) -5} -

-10¢

-15¢

002 004 006 008 040
o(10*m)
Figura 18: Potencial U(o) para o € [0,100um| para p =0
Fonte: Elaborada Pelo Autor

5_...

0

U(10J/kg) _s| -

=10t

0.02 004 006 008 0410
o(10*m)
Figura 19: Potencial U(o) para o € [0,100um] para p = 1
Fonte: Elaborada Pelo Autor

Pela analise dos graficos encontra-se um ponto de equilibrio, oy, para cada valor
de p. Esses pontos sao de equilibrio estavel (Figuras 18 e 19). Pela anélise do grafico
determinou-se que os pontos de equilibrio sao dados pelo valores, para p = 0ep =1

respectivamente:
o1 = 21.19um (6.45)
001 = 20.27um. (6.46)

A expansao harmoénica em torno de oy para potencial harménico é dada por (5.10).

As frequéncias de oscilagao sao dadas por, para p = 0 e p = 1 respectivamente:

v=140s"" (6.47)
e
v=140s"". (6.48)
Pela condicao de velocidade de escape (5.11) encontrou-se, para p =0 e p = 1
respectivamente:

Gescape = +169.70pm/ s (6.49)



Capitulo 6. Desenvolvimento e resultados 63

Oescape = £166.21um/s. (6.50)

O comportamento do comprimento caracteristico do condensado para ¢(t) < Fescape

€ 0(t) > Fescape ¢, parap=0ep=1:

0.28)
0.26}
0.24}
(107 m) 0.22}
0.20}
0.18f
0.16}

t(s)

Figura 20: o(t) para (0) < Gescape com d(0) = 50pm/s para p = 0 em azul. Valor de o¢;
em amarelo

Fonte: Elaborada Pelo Autor

12}
10¢

o(10*m)

S N B SO ®

t(s)

Figura 21: o(t) para 6(0) > Gescape com o (t) = 200pum/s para p = 0 em azul. Valor de
0p1 em amarelo

Fonte: Elaborada Pelo Autor
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0.28/
0.26} ]
0.24} | ‘ /
" m 022 \ L1 || f l \ | [ | f ] _

=

t(s)

Figura 22: o(t) para (0) < Geseape com d(0) = 50um/s para p=1. Valor de og; em

amarelo
Fonte: Elaborada Pelo Autor
12 X
10}
8 L
o(10*m) 6|
at
20
1]8
0 2 4 6 8 10

t(s)

Figura 23: o(t) para ¢(t) > Geseape com 6(0) = 200um/s para p = 1. Valor de o¢; em
amarelo

Fonte: Elaborada Pelo Autor

Pelas Figuras 20 e 22, percebe-se que abaixo da velocidade de escape, o valor do
comprimento caracteristico do condensado realiza oscilagoes anarmoénicas entorno do ponto
fixo 0g;. Pelas Figuras 21 e 23, percebe-se que acima da velocidade de escape, o valor do

comprimento caracteristico do condensado cresce indefinidamente.

A dindmica da estabilidade do ansatz adotado (6.1) para um potencial nao-local
gravitacional fica demonstrada pelos graficos mostrados nas Figuras 18 e 19, pois ha um

ponto de equilibrio estavel.

Por fim, comparando os resultados para cada caso pode-se concluir que: pelos
parametros comuns, (3(t) apresenta a mesma dindmica, mesmo para ansatz diferentes, (6.19)
e (6.42), ja a dindmica do comprimento caracteristico do condensado difere significadamente
para cada caso, (6.40)(6.42). Comparando os potenciais, observa-se que o potencial que
descreve a dindmica de o(t) para uma interagao de longo alcance do tipo gaussiana é

mais estreito e apresenta um ponto de equilibrio estavel e outro instavel. Ja aquele gerado
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por uma interacao de longo alcance gravitacional possui um alcance maior e apresenta
somente um ponto de equilibrio estavel. Uma vez que o potencial para interacao gaussiana
¢ mais estreiro, o tamanho de BECs para o segundo potencial (6.45) e (6.46) é maior
em comparagao que o primeiro (6.25). Além disso, a frequéncia de oscilagao para uma
aproximagao harmonica em torno de oy, para o potencial gaussiano (6.26) é maior do
que para o gravitacional (6.47)(6.48). Sendo assim, pertubagées no entorno do ponto de

equilibrio para o potencial gravitacional sao mais estaveis Figuras 18 e 19.
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7 Conclusao

Nessa dissertacao foi apresentado um estudo de interagoes nao-locais em conden-
sados de Bose-Einstein. Para isso, buscou-se solugoes aproximadas por meio do método
variacional em interagoes de longa distancia na forma gaussiana e gravitacional. Partindo
dos ansatz adotados, foram obtidas as equacgbes de movimento para os parametros e

estudada a estabilidade dos pontos fixos.

Com a inten¢ao de dar uma boa base tedrica para o formalismo que seguiria, essa
dissertacao apresentou uma evolucao dos modelos tedricos para a explicagao da dinamica
do condensado de Bose-Einstein. No segundo capitulo, o qual se inicia a dissertagao, foi
apresentado o formalismo de gas ideal quantico para bdésons e foi definido o que sao
condensados de Bose-Einstein. Para o tratamento de BECs como gas ideal, foi definida
a temperatura critica, T,., pois para temperaturas abaixo dessa, inicia-se a ocupacao
macroscopica do estado fundamental de energia, iniciando, assim, a transicao de fase
desejada. Juntamente a isso, foram encontradas as temperaturas criticas e fracao de
particulas que ocupam o estado de BEC para os casos de particula livre e confinamento

harmonico externo, na auséncia de interagao interatomica.

No terceiro capitulo, foi adicionado o primeiro termo de interacao entre atomos,
termo de colisoes binarias, foi demostrado como encontrar um potencial efetivo de colisdes
no limite de baixas energias. Em sequéncia, foi obtida a equagao que descreve condensados
com essa interagao, equagao de Gross-Pitaevskii, a qual é do tipo Schrodinger nao linear. Foi
também apresentado seu regime estacionario juntamente com a discussao da aproximacao
de Thomas-Fermi. Esta aproximacao descreve bem condensados repulsivos estacionarios
quando sujeitos a alta interacdo. Ainda foi apresentado o colapso da fun¢do de onda
para condensados atrativos. Como estudo de solugoes para equacao dependente do tempo,
foram apresentadas as solugoes do tipo sdlitons, sendo eles: escuros, cinzas (a > 0) e claros
(a < 0). No quarto capitulo, foi apresentado o método variacional dependente do tempo e
encontrada a equacgao de Euler-Lagrange para um sistema continuo. Além disso, foi dado

exemplos de sua aplicagdo na equacao de Gross-Pitaevskii.

No quinto capitulo foram apresentadas as motivagoes e o objetivo dessa dissertacao.
Também, foi apresentado o sistema adotado, juntamente com os potencias que seriam
estudados, e a equagdo que descreve a sua dinamica, equacao de Gross-Pitaevskii nao-local
dependente do tempo, assim como o detalhamento do processo para obter os resultados

desejados.

Por fim, no sexto capitulo, foi apresentado todo o desenvolvimento dos resultados

obtidos. Sendo eles: as equagdes de movimento para cada pardmetro, os pontos de equilibrio,
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as velocidades de escape, estabilidade dos pontos fixos e a frequéncia de oscila¢ao no entorno
do ponto fixo para um aproximagao harmoénica. Juntamente a isso, foi observado que
para uma interacao de longo alcance da forma gaussiana as solugdes para o comprimento
caracteristico possuem tanto uma solucao de ponto de equilibrio estavel quanto uma
solucao de ponto de equilibrio instavel. J4 para uma interacao de longo alcance da forma
gravitacional foi somente obtida uma solucao de ponto de equilibrio estavel. Também, foi
possivel observar que as oscilagoes no entorno do ponto de equilibrio estavel para uma
interacao gaussiana ficam sujeito a um poco potencial mais estreito do que aquela gerado
pela interagao gravitacional. Por meio da condicao de velocidade de escape, foi observada
que, para os dois potenciais adotados, a dindmica para o comprimento caracteristico se
comportam da mesma maneira, tanto para uma condicao inicial abaixo da velocidade de
escape quanto para uma condicao inicial acima da velocidade de escape. Com base nos
resultados obtidos, ficou demonstrada a existéncia de pontos de equilibrio estavel para a
funcao de onda do condensado na presencga de um potencial de longo alcance e na auséncia

de um confinamento externo.
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