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RESUMO

Neste trabalho o© comportamento estatico e
dinAmico (transiente) de cascas laminadas anisdétropas,
dotadas ou n¥%o de enri jecedores excéntricos, ¢ investigado
usando o método dos elementos finitos. Sdo empregados
elementos tridimensionais degener ados de cascas em
conjungXo com uma formulagfo Lagrangeana Total, resultando
assim um modelo numérico que permite o tratamento de
problemas com grandes deslocamentos e rotag¢gdes, e pequenas
deformagfes.

S3oc considerados os casos de material
elastico linear e elasto-plastico com ou sem endurecimento.
O modelo elasto-plastico baseia-se nos preceitos da teoria
da plasticidade associada e numa extens8o do critério de
Huber-Mises para materiais anisétropos.

Os procedimentos wutilizados s3o feitos,
particularmente, apropriados para a andlise de cascas
constituidas por laminas de materiais compostos, podendo a
estrutura apresentar geometria e esquemas de laminagdo
arbitrarios. No caso da analise estAtica, as equagdes nfo
lineares de equilibrio sZo resolvidas utilizando-se o
método de Newton - Raphson ou o método de controle por
deslocamentos generalizados. No caso da anilise dinamica,
as referidas equagd®es s3o discretizadas no tempo através do
método de Newmark e o sistema de equagdes algébricas

resultante ¢ resolvido usando o método de Newton—-Raphson.
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ABSTRACT

In this work the static and dynamic
Ctransient) behavior of anisotropic laminated shells, with

eccentric stiffeners or not, 1is investigated using the
i

finite élement_method. The model employs three-dimensional
degenerated elements of shells and is based on a Total
Lagrangian formulation that allows the treatment of large
displacements and rotations with small strains.

The material is considered linear elastic
or elastoplastic with strain hardening or not. The
elastoplastic analysis is based on the concepts of the
associated plasticity theory and uses an extension of the
Huber-Mises criterium for anisotropic materials. The
procedures are particularly appropriate for the analysis of
laminated shells of composite materials with arbitrary
geometry and lamination schemes.

For +the static analysis the nonlinear
equilibrium equations are solved by Newton-Raphson method
or, alternatively, by the called generalized displacement
control method. In the case of dynamic analysis, those
equations are discretized in the time by Newmark method and
the resultant set of algebraic equations are solved by

Newton — Raphson method.
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1. INTRODUCAO

1.1 - GENERALIDADES

O desenvolvimento da mecinica nZo linear do
continuo e dos métodos numéricos aliados ao surgimento de
novos e modernos computadores tem permitido a solug8o de
problemas complexos da mec&nica estrutural, para os quais
uma solugio analitica n3o podia ser obtida. A tendéncia que
se tem constatado ao longo do tempo, ¢ a de que problemas
mais complexos, ou seja, equacionados sobre hipdéteses e
idealizag®es de modelos estruturais mais realisticas,
possam a cada dia ser resolvidos a um custo computacional
aproximadamente igual ao da soluglo destes mesmos problemas
com base em hipdteses mais simples, como por exemplo as
utilizadas numa andlise linear de estruturas, em tempos
passados.

E verdade que s3c muitos o©os problemas
estruturais existentes, para os quais uma analise linear
faz-se plenamente Jjustificada, por proporcionar uma
resposta suficientemente precisa para os fins desejados ou
pelo menos apenas conservativa (neste segundo caso, desde
que isto n3o afete de forma significativa o custo da
solugded. Tratando-se de projetos de estruturas usuais, a
opgdoc por se realizar uma analise linear ¢ ainda, por estas

razdes, quase sempre adotada.
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Por um outro lado, muitos outros problemas
existem, para os quais a solug8c obtida com uma anilise
}inegr ndo :apresenta as propriedades acima citadas. Tal
fato faz jus ao intenso esfofgo por parte de pesquisadores
na solugdo numéricé de problemas n8oc lineares da mecénica
estrutural e particularmente no estudo do comportamento n3o
linear de cascés. tendolem vista que a estas estruturas s3o
destinadas inUmeras e importantes aplicag8es.

Mais recentemente e principalmente devido
aocs crescentes desenvolvimento tecnolégico e uso dos
materiais compostos laminados, este campo de pesquisas teﬁ
se estendido ao estudo do comportamento de cascas laminadas
anisdétropas.

Tipos especiais destes materiais, no que se
refere a aplica¢3o estrutural, s8o os denominados "fiber-—
reinforced laminated composite materials", os quais
consistem em uma associag8o de laminas confeccionadas com
fibras longas e resistentes Cex: ag¢o, carbono, boro, vidro,
etc.D, dispostas paralelamente segundo uma ou duas
direg¢des, envolvidas por um material referido como matriz
Cex: alguns tipos de metais, de resinas ou ceramicas)
conforme representado nas Figuras 1.1 Cad e 1.1 Cb). Estes
materiais podem ser especificamente confeccionados para
possuirem propriedades tais como: altas relag®es rigidez/
peso e resisténciaspeso, alta resisténcia a fadiga, alto
amortecimento, isolag8oc térmica, isolagfo acﬁstica. alta
resisténcia A& corrosfo, etc., o que justifica a crescente

aplicagdc dos mesmos nas industrias automobilistica,
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aerconautica e aercespacial e torna promissora a expectativa
de utilizag8es futuras.

A geometria tipica de uma casca constituida
poa laminas reforqédas com fibras ¢ mostrada na Figura 1.2,
a qual intuitivamente sugere que o esquema de distribuiglo
de iamdhas e as caractgristicas mec&nicas das mesmas podem,
em tese, serem criteriosamente selecionados, de modo a
obter as qualidades necessitadas para uma determinada
aplicag8o. Indiscutivelmente, esta & a principal vantagem
destas estruturas.

Cascas de materiais compostos laminados
reforgados por fibras possuem um comportamento mais
complexo gque o apresentado por —cascas convenciocnais
C(constituidas por um Unico material homogéneo e isdétropod.
As causas deste fato sZ8o: 1) as relagdes constitutivas de
materiais anisétropos apresentam um acoplamento entre as
componentes de tensfio e de deformag8o de diferentes
naturezas, nZo existente para um material isétropo, n3o
sendo portanto estas relag¢®es invariantes com relagfio & uma
mudanga do sistema de eixos de referéncia; 2> materiais
anisétropos podem apresentar coeficientes de Poisson
maiores que 0,5 e até negativos, o que seria inadmissivel
de acordo com as leis da Termodinamica para um material
isdétropo CNOOR; 1892); 3> a relag2o entre os médulos de
elasticidade longitudinal e de cisalhamento transversal
CEL/GLT) de uma lamina, sendo L (direg8o das fibrasd e T
(diregdes normais as fibras), como mostra a Figura 1.1 Cad,

pode ser em torno de 30, quando para materiais isétropos



Figura 1.2 - Esquema de distribuig¢ioco de laminas em uma

casca



usuais esta relagZo mantém-se em torno de 2,6 C(GEIER;
ROHWER 1988). Assim, para tais materiais, faz-se muito
difiéil obter proveito da intuig¢fo para se estimar
resultados .como se faz usuaimente na anilise de estruturas
de materiais homégéneos e isdtropos.

L

Estudos j4 realizados tém comprovado que uma
simples mudan;a na disposig¢doc das la&minas de uma estrutura
em casca ou nas orienta¢g®es das fibras destas laminas pode
afetar enormemente a resposta da estrutura a um determinado
tipo de solicitagfo Cpor exemplo: a carga de flambagem, a
deflexZc maxima, amplitudes e frequéncias de vibragdo,
etc.d). Tais constatag¢®es demonstram quanto importante se
faz modelar o comportamento destas estruturas da forma mais
reali{stica possivel.

Tendo em vista a grande variedade de
materiais compostos laminados existentes atualmente e a que
poderda existir ainda num futuro préximo, uma das maiores
preocupagdes de pesquisadores e de projetistas consiste em
modelar em forma adequada o comportamento mec&nico destes
materiais e em caracterizar a influéncia do mesmo na
resposta de diferentes estruturas com eles confeccionadas.
Testes experimentais tém comprovado que entre estes
materiais, os mais diversos tipos de comportamentos s3o
encontrados. Em alguns deles, por exemplo, foi constatado
um comportamento elastico linear dentro de uma faixa de
solicitagio na qual usualmente os mesmos trabalham. Por um
outro lado, comportamentos elasto-plastico, viscoelastico,

viscoplastico, falhas do material por danos na matriz e ou



nas fibras e por delaminagfio e ainda a grande influéncia
no comportamento de alguns destes materiais proporcionadas
por fatores’ ambientais, como por exemplo a temperatura e a

umidade, tém sido verificados.

Explica-se assim a razfio da existéncia de um
gra;de‘nﬁmerc de trabalhos desenvolvidos para modelar os
diversos compc;rtamentos acima citados que podem ocorrer em
determinados materiais compostos. Pode-se enquadrar estes
trabalhos em dois grupos dependendo da técnica pelos mesmos
utilizadas: h& os que utilizam os conceitos de uma teoria
J& bem estabelecida para materiais isétropos estendida para
materiais anisétropos C(no caso a 1laminad, constituindo
assim uma técnica dita macromecénica e outros nos quais uma
teoria micromeci&nica ¢ desenvolvida, na qual a forma de
distribuig3o, a propor¢3oco e as propriedades dos materiais
constituintes de uma lamina s3o consideradas.

Por razdes funcionais ou de uso racional de
material, frequentemente placas e cascas constituidas de
materiais compostos laminados de espessura muito reduzida e
dotadas de enrijecedores s3o utilizadas em projetos de
estruturas. Assim, o estudo do comportamento destas
estruturas constitui um importantante apéndice da area de
pesquisa sobre o comportamento de cascas laminadas. Em
fungdo da aplicagio, cada vez em maior escala, destas
estruturas como partes integrantes de automéveis, avides, e
de vefculos espaciais, etc., efeitos de natureza nfoc linear
geométrica e dinAmicos sio outros aspectos de importancia

fundamental a serem pesquisados e considerados em projetos.



1.2 - REVISZO BIBLIOGRAFICA

O método dos elementos finitos, em suas
diferentes formas ' classicaé Cmodelos em deslocamentos,
mistos, hibridos e‘outrosb. tem tido aplicag¢fo destacada na
soldgao‘dos problemas da mecinica estrutural, se comparado
a outros métoéos numéricos, entre outras razdes, por sua
grande capacidade em lidar com situa¢g®es usuais de projeto,
como por exemplo a anilise de estruturas com geometrias,
cargas ou condig¢8es de contorno arbitrarias e estruturas
constituidas por diferentes materiais.

Desta forma, este método tem sido também
especialmente eleito como instrumento de investigagfo do
comportamento de estruturas em cascas, como pode-se
concluir por mera constatagio da extensa literatura sobre
este assunto. O comportamento singularmente complexo de uma
estrutura em casca deu origem ao desenvolvimento de um
grande ndamer o de elementos finitos especificamente
formulados para o estudo deste tipo de estrutura. Estes
elementos podem em geral ser enquadrados num dos grupos
tipicos: C(ad elementos planos aos quais se imp3e por
superposigd3o um comportamento de membrana e de flex3o; (bd
elementos curvos formulados com base em uma teoria cléssica
de cascas; (cd elementos tridimensionais degenerados de
cascas deduzidos a partir de elementos isoparamétricos
tridimensionais.

Os elementos planos sf%o faceis de formular,

porém parecem n3oc ter desempenho satisfatérioco em certas



aplicag®es, principalmente por ndo modelar adequadamente o
acoplamento existente entre os comportamentos de membrana e
de flexﬁoﬁ Qutras desvantagens destes elementos sao
o diffcil tratamento de uniées (nds) nas quais convergem
somente elementos coplanares e o aparecimento de momentos
fleLores, ao longo das unides interelementares, n3o
compativeis ;om o comportamento da estrutura com a
geometria real.

Os problemas tipicos apresentados pelos
elementos planos podem ser contornados ou atenuados com o
uso de artificios gque acrescentam a andlise um esforgo
computacional adicional. Permanece, porém, a necessidade de
avaliar a eficiéncia que pode ser obtida com o uso de tais
artificios em termos comparativos ao desempenho de outros
elementos disponiveis, tendo em vista wuma determinada
aplicag8o CGALLAGHER; 1869).

A partir dos resultados obtidos com os
elementos planos, tornou-se patente a necessidade do-
desenvol vimento de elementos curvos, que permitissem uma
mel hor representagdo geométrica da estrutura e que
representassem adequadamente o acoplamento existente entre
os comportamentos de membrana e de flex3o. Um grande nudmero
destes elementos foram surgindoe na literatura, tendo como
base diferentes teorias de cascas, e apresentando
diferentes graus de sofisticagfo.

A formulagdc destes elementos curvos € em
geral mais complexa que a de outros tipos de elementos, uma

vez que para se obter bons resultados, faz-se necesséario
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adotar como base uma teoria de cascas consistente,
representar adequadamente a geometria da estrutura e impor
;ampés de’ deslocamentos  capazes de representar os
movimentos de corpo rigido. e os estados de deformagio
constante do elemegto, assim como de proporcionar adequada
com&atibilidade interelementar CGALLAGHER; 1976>. A grande
maioria de eiementos curvos disponiveis na literatura ¢
formulada para o tratamento de problemas especificos, como
por exemplo cascas com simetria de revolugdo ou cascas
abatidas. Também, grande parte deles possuem como base uma
teoria de cascas fundémentada sobre a validade das
hipéteses de Kirchhoff-Love, e portante destinam-se a
analise de cascas delgadas. Excelentes fontes de
referéncias de modelos de elementos finitos planos e curvos
s8o os trabalhos de GALLAGHER (1969), GALLAGHER (189786 e
YANG et al. C18S0D.

Tomando come ponto de partida a formulaglo
dos elementos isoparamétricos tridimensionais, AHMAD et al.
(19700 deduziram os elementos tridimensionais degenerados
de cascas impondo aos primeiros as hipéteses de deformagio
normal tranversal nula e de que as normais a superficie
média permanecem retas, embora n3o necessariamente normais,
apdés a deformagdo. Desta maneira obtém-se elementos com ndés
dispostos sobre a supérficie média e possuindo cinco graus
de liberdade por né (trés translag®es e duas rotag@esd. A
experiéncia mostrou que estes elementos forneciam &timos
resultados na anAlise de cascas de grandes ou moderadas

espessuras, porém o desempenho dos mesmos se deteriorava A
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medida que a espessura era reduzida. Tal fendmeno, referido
na literatura por "locking'" tem por origem um excesso de
‘rigiAez préoveniente do campo de deslocamentos adotados,
principalmente nos'elementoé de baixa ordem com campos de
desl ocamentos linéares e quadraiticos CZIENKIEWICZ et al.;
197i) e CCOOK et al.; 1988). Como reportado na literatura
campos de déslocamentos de baixa ordem podem também
proporcionar a inabilidade do elemento em representar a
solicitag8o por flex8o pura, fazendo com que num problema
onde sejam predominantes os esforgos de flex8c obtenha-se
uma resposta com predominantes esforgos de membrana.
Estes casos citados do mesmo fendémeno s8o referidos na
literatura, respectivamente, por “shear locking™ e
"membrane locking" CPARISCH; 1980).

Qualidades contidas na formulaglo destes
elementos, tais como, simplicidade, boa representacio da
geometria, incorporagido de efeitos das deformagdes de
cisalhamento transversais e outras, tem dado origem a um
intenso esforgo por parte de pesquisadores em eliminar as
suas fragilidades; para este fim tem sido usado com
relativo éxito, as técnicas de integrag2o reduzida uniforme
e seletiva C(ZIENKIEWICZ et al., 1971> e C(PAWSEY; CLOUGH,
19715, formulagdes mistas CLEE et.al., 1985) e CRHIU; LEE,
19870 e outros procedimentos CIRONS, 1985), CJANG; PINSKY,
1987 e C(YEOM et al., 1988). A técnica de integragio
reduzida pode resultar numa deficiéncia em "rank" da matriz
de rigidez do elemento. Isto implica em o elemento poder

apresentar modos cinemiticos Ctambém referidos como
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mecanismos ou modos de energia nulad), ou seja, modos de
deformagfc diferentes dos movimentos de corpo rigide aos
quais correspondem energia de deformagfo nula. O uso da
citada técnica pode assim pr@porcionar a singularidade ou o
mal condici onamen‘to da matriz de rigidez global da
est;utura. cuja consequéncia pode ser a obtengic de
solugdes comp:l. etamente erradas. Este problema e alguns
procedi mentos desenvol vidos para a sua solugldo foi
discutido por BRIASSOULIS (18987). Estudos visando obter uma
melhor compreensfo, do ponto de vista tedérico, sobre a
técnica de integrag8o reduzida e visando estabelecer
relagdes de equivaléncia entre esta técnica e modelos
mistos foram realizados, respectivamente, por KAMALOUKOS
(19881 e MALKUS; HUGHES (1877). Contudo, o emprego da mesma
no caso ndo linear geométrico e principalmente n8o linear
fisico, embora usado por muitos pesquisadores, ¢ ainda
ocbjeto de investigag3o.

O fato de que o conceito de elementos
tridimensionais degenerados lida com hipéteses cinematicas
adotadas por teorias de cascas, sem no entanto recorrer as
complexidades e controvérsias nelas contidas, atraiu a
comunidade engajada no estudo do comportamento de cascas
pelo método dos elementos finitos. A simples e boa
representagio da geometria da estrutura os colocaram em
posigdo destacada, em bLermos de preferéncia, para a
realizagdo de estudos envolvendo a considerag3o de efeitos
ndo lineares geométricos. O uso deste tipo de elemento em

estudos de natureza n3o linear geométrica e nfo linear
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geométrica e fisica fol discutido, respectivamente, por
RAMM; STEGMULLER (1982 e BATHE; DVORKIN ((1983). Entre
i_mporlt.antes icontribui¢®es dadas ao estudo do comportmento
nZo linear de cascas de mé.teri al homogéneo e isdétiropo
utilizando os refe;*i dos elementos s8o aqui destacados os
trabalhos de RAMM C€1977), PARISCH C1978), BATHE; BOLOURCHI
C1980), PARIS(-:H C1981>, HUGHES et al. (19815, KANOK-
NUKULCHAI (C1981), CHANG; SAWAMIPHAKDI (1882, SURANA
€1983), OLIVER; ONATE (1984). Estes trabalhos fazem usoc de
uma formulag3o Lagrangeana Total ou Lagrangeana Atualizada,
as quais permitem o estudo do comportamento de estruturas
considerando finitos os deslocamentos, as rotagdes e as
deformag8es. A hipdétese cinematica de inextensibilidade
segundo a direg¢8o da normal & superficie média adotada para
a definig3o do campo de deslocamentos e deformagdes do
elemento, porém, restringe os citados trabalhos aoc estudo
de problemas com pequenas def ormagdes. Vale porém
ressaltar que dentro do escopo de problemas com grandes
deslocamentos, moderadas ou grandes rotagdes e pequenas
deformag®es pode ser enquadrada a maioria das aplicacgdes
praticas de estruturas em cascas. Dentro deste contexto,
parecem ser igualmente adequadas as duas formulagdes
citadas, conforme sugere RAMM; STEGMULLER (¢1982>. Com
excegdo dos trabalhos de BATHE; BOLOURCHI (1980> e CHANG;
SAWAMIPHAKDI (C1982), todos os outros adotaram estratégias
destinadas a permitir a ocorréncia de rotagd@es finitas
dentro de um passo incremental da analise. Em alguns dos

trabalhos mencionados, os efeitos de um comportamento
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elasto-plastico do material também s8oc investigados.

Cascas laminadas, da mesma forma que cascas
convencionais, tem sido modeladas por diferentes tipos de
elementos finitos CRAO, 1978); CREDDY, 19823, SOMASHEKAR et
al. <1987 e WILT et al. (1990). A literatura sobre o
assu;tc' tem mostrado a importancia da incorporagfo dos
efeitos das deforma¢d®es de cisalhamento tranversais CREDDY,
1989, as quais eram totalmente desprezadas nos primeiros
modelos desenvolvidos, como por exemploe o de RAO (1978,
com base na Teoria Classica da Laminagfoc CJONES, 1975). Era
natural portanto que a formul ag3o dos elementos
tridimensionais degenerados fosse estendida & anilise de
cascas laminadas, tal como fez PANDA; NATARAJAN (19810,
Neste trabalho apenas a anilise estitica e eléstica linear
foi considerada. Muitos outros aspectos de wuma analise
estrutural tém, desde entdo, sido abordados fazendo uso
deste tipo de elementos. A anadlise n8o linear geométrica,
por exemplo, tem sido abordada em diversos trabalhos:
CHANG; SAWAMIPHAKDI (19810 investigaram o comportamento de
cascas laminadas na presenga de grandes deslocamentos
fazendo uso de uma formulagfo Lagrangeana Atualizada
restringindo-se ao esté&gioc pré-critico. CHAO; REDDY (1984)
consideraram a andlise n3o linear estatica Cem regime pré e
pés—criticod) e din&mica (Ctransiented) de cascas laminadas
usando os mesmos elementos e uma formulagfo Lagrangeana
Total. Diferentes aspectos do comportamento de cascas de
material homogéneo e isétropo ou laminadas anisdétropas

enri jecidas tém sido investigados com o uso do método dos
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elementos finitoes. Em sua maioria, dada a complexidade do
problema, estes estudos apresentam-se restritos a analise
de c;scas ¢om geometrias especificas e ao caso linear
CVENKATESH; RAO, 1983, CVENKATESH; RAO, 1985, (BHIMARADDI
et. al., 19890 e CEALANI et al., 1991). O primeiro trabalho
a iﬁvestigar a resposta n8o linear geométrica C(estatica e
dinamicad de .cascas laminadas anisdétropas enri jecidas
parece ter sido o de LIAO; REDDY (C1887>. Os autores usaram
modelo idéntico ao de CHAO; REDDY (19840 e utilizaram
elementos tridimensionais degenerados de vigas para modelar
os enri jecedores. Ainda no citado trabalho, elementos
isoparamétricos tridimensionais e elementos de transigao
sélido-casca foram também empregados para modelar jungdes
entre sélidos e cascas ou para modelar juntas entre cascas
de diferentes curvaturas.

Em wvirtude da complexidade envolvida na
analise elasto-plastica de materiais anisdétropos, poucos
trabalhos considerando efeitos elasto-plasticos tem sido-
desenvol vidos. OWEN; FIGUEIRAS (1883) investigaram o
comportamento elasto-plastico de cascas laminadas adotando
um critério de escoamento que consiste de uma extens3o do
critério de Huber-Mises, feita por HILL 19803, para
materiais anisdétropos. Neste a superficie de escoamento €
definida em fung3o de parimetros de anisotropia os quais
sd3o atualizados durante a anadlise incremental. Usando este
mesmo modelo acrescido de efeitos nfo lineares geométricos
Ccom o© qual permite-se tratar problemas com grandes

deslocamentos, moderadas rotag®es e pequenas deformagdes)
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FIGUEIRAS; OWEN (18840 investigaram o comportamento destas
estruturas. LI; OWEN (C1989) wutilizaram um modelo de
elemento ffﬁito em deslocamentos refinado C(no qual graus de
liberdade adicionais s3o ‘ccnsiderados ao longo das
superficies entre camadas) e o mesmo critério de escoamento
aciéa mencionado para - também obter a resposta elasto-
plastica Csob. a hipétese de pequenos deslocamentos> de
cascas laminadas.

A anidlise dinAmica C(transiented elasto-
plastica, considerando pequenos deslocamentos, de cascas
laminadas foi abordada por OWEN; LI (C1990>. No que se
refere a este tipo de estruturas parece ainda nfSo estar
devidamente reportadas na literatura as anidlises estitica e
dindmica elasto-plasticas sob as hipéteses de grandes
deslocamentos, grandes rotag®es e pequenas deformag¢d8es. Uma
vis&c mais ampla do estado da arte do estudo socbre o
comportamento de cascas laminadas anisétropas pelo método
dos elementos finitos pode ser obtida através dos trabalhos

de REDDY (19812, REDDY; CHANDRASHEKHARA, (1987), KAPANIA

19880 e NOOR (1892).
1.2 - HIPOTESES e OBJETIVOS

O presente trabalho trata da analise
estatica C(em regime pré e pés-criticod e dinamica
Ctransiented de cascas laminadas anisétropas considerando
efeitos n3o lineares de natureza fisica e geométrica

usando uma formulagfo em deslocamentos do método dos
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elementos finitos. Considera-se nesta anilise que:

- No que diz respeito a estrutura, sejam despreziveis as
.compohentes de tens8io e de deformag8o normais
transversais; 'as retas;normais a4 superficie média da
casca permanégam retas porém n8oc necessariamente
normais aquela superficie apéds a deformagfo; sejam
grandes 55 desloc;mentos e as rota¢gdes porém pequenas
as deformagdes; por fim sejam arbitrarios a geometria
da estrutura e os esquemas de laminagfo.

— No que diz respeito aoc material, como caso mais geral
tenha-se o de uma casca constituida por uma associagﬁo
de laminas reforgadas por fibras "“fiber-reinforced
laminated composite shell" e o© comportamentoe do
material seja admitido elastico linear ou elasto-
plastico Ccom ou sem endurecimentod.

— O carregamento da estrutura seja independente da sua
resposta.

O modelo numérico wutiliza uma formulacgio
Lagrangeana Total concomitantemente com elementos finitos
tridimensionais degenerados de cascas, neste sentido sendo
portanto uma extensio do modelo apresentado em BATHE (1982
para o caso de cascas laminadas anisétropas. No que diz
respeito a obteng8c da resposta péds—-flambagem de cascas,
investiga-se o© desempenho de um novo método numérico,
Método do Controle por Deslocamentos Generalizados CYANG:
SHIEH, 1890), como alternativa a varios outros métodos
desenvolvidos para obter a resposta de estruturas em

estidgio péds-critico entre os quais pode-se destacar o
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método de controle por deslocamentos CARGYRIS, 19650 e
CZIENKIEWICZ, 1971>, o© método de controle por trabalho
CPOWELL; SIMONS, 19810 e (YANG; McGUIRE, 19850 e o método
do comprimento de arco conistafite CWEMPNER, 1971), C(RIKS,
1972>, CRIKS, 19795. CCRISFIELD, 19812 e CCRISFIELD, 1983).
A réposta dinAmica é obtida mediante o emprego dos métodos
de Newmark e d% técnica incremental-iterativa do método de
Newton—Raphson. Adota-se como modelo elasto-plastico o
mesmo utilizado por FIGUEIRAS; OWEN (18984).

Como objetivos do presente trabalheo tem-se
os de obter as repostas estatica e dinadmica (transiented
das citadas estruturas com base em todas as consideragdes
feitas acima. No que diz respeito a andlise estatica, em
regime elistico ou elasto- plastico, pretende-se dar énfase
ao estudo do comportamento destas estruturas em estagio de
solicitagdo tal que sejam grandes os deslocamentos sofridos
e sobretudo pés carga limite Cquando esta existird. No caso
da analise dinamica tem-se como objetivo principal
caracterizar a influéncia do comportamento elasto-plastico
do material na resposta da estrutura obtida sob a hipédtese
de serem grandes os deslocamentos. Casos de estruturas
constitufidas por wum material homogéneo e isdétropo que
apresentem algum tipo de anisotropia no estigio plastico
ser8o estudados. Ainda com relagfo ao comportamento elasto-
plastico, ser8oc comparadas as respostas obtidas com a
adog3o de diferentes curvas tensfo efetiva x deformagfo
plastica efetiva e a influéncia da corientagfo das direcg8es

principais das la&minas e da disposig8oc destas ao longo da
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espessura da estrutura seri investigada. A validade em se
obter a resposta nfo linear estiAtica e dinamica de uma
casca. laminada enrijecida usando elementos tridimensicnais
degenerados retangulares de seis nés para modelar os
enri jecedores também faz parte das investigag¢@es propostas
no presente trabalho. Na solug3o de exemplos numéricos o

desempenho de- diferentes regras de integragdo dCtotal,

reduzida uniforme e reduzida seletiva) ser3o testados.
1.4 - ORGANIZAGCXO E CONTEUDO DO TRABALHO

O contetdo do trabalho € distribuido em ocito
capitulos. Os aspectos relacionados com o modelo proposto
est8c organizados como abaixo descrito: No capitulo 2 €
feita uma breve revis3c sobre relagdes constitutivas para
materiais elastico-lineares anisétropos e em seguida s3o
apresentadas as relagdes constitutivas de laminas de
materiais ortétropos elasticas e elasto-pléasticas sob as
hipéteses adotadas no trabalho proposto. No capitulo 3, a
partir do principio dos deslocamentos virtuais e fazendo
uso de uma descrigd3oc Lagrangeana Total, a equagio
incremental do movimento de um elemento finito € deduzida.
No capitulo 4 s3do apresentadas as relagdes referentes 2
formulag8oc do modelo n3o linear do elemento finito
empregado. No capitulo 5 s8o descritos os procedimentos
numéricos utilizados na solug3o dos diferentes tipos de
anadlise. Para testar a eficiéncia do modelo proposto foram

resolvidos varios exemplos numéricos e os resultados

[
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obtidos foram relatados em dois diferentes capfitulos. No
capitulo 6 constam todos os exemplos para os quais
admiiiu—se.o comportamento do material como elastico-linear
e no capituleo 7 relatam-se os resultados de exemplos para
os quais admitiu;se o comportamento do material como
eladto—-plastico. No capitulo 8 s8o apresentadas as

considera;&es‘ finais do trabalho engl obando algumas

conclus&es obtidas e sugestdes para futuras investigag8es.
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2. RELACUES CONSTITUTIVAS DE MATERIAIS ANISOTROPOS

2.1 — INTRODUGXO

-

Apresenta-se de infclio, neste capituleo, uma
breve revis3o de relagées constitutivas elasticas lineares
para alguns materiais anisétropos, os quais apresentam ou
nfo tipos de simetria usuais em sua constituig¢&o interna.

O objetivo principal do mesmo, no entanto,
¢ a obtengfo das relagdes constitutivas para laminas de
materiais ortétropos eladsticos lineares e elasto-plasticos
perfeitos ou com endurecimentc empregadas no modelo
computacional para a anailise nf3o linear de cascas laminadas

anisdétropas proposto neste trabalho.
2.2 - LEI DE HOOKE GENERALIZADA

O estudo da distribuigdo de tensdSes e
deformag@es de um corpo requer que, como premissa, algumas
caracteristicas do mesmo sejam estabelecidas, e que em
fung3do destas caracteristicas, relagdes entre tensdes e
deformagdes sejam obtidas.

Aqui, por exemplo, © corpo ¢ admitido como
um sélido continuo e elastico, e considera-se
adicionalmente existir proporcionalidade entre tens8es e

correspondentes deformagdes, ou seja, admite-se que o corpo

CNHARIA
E JOTECA
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seja elastico linear. A partir das considerag®es feitas
pode-se estabelecer a relagfio entre tens@es e deformagdes

em um ponto do corpo.

Considere—-se, entio, o paralelepipedo de

dimens&es infinitesimais dx‘. dxz e dxs retiradeo de um
L]
corpo elastico linear. referido ao sistema de eixos

cartesianos X, X, © X, mostrado na Figura 2.1. Sobre as

faces deste paralelepipedo, paralelas aos planos X Xy» X X

e X,X_, admite-se que atuam as componentes de tens3o g

c__, o', ¢ _, o , e o . As respectivas componentes de
2z 33 12 13 23

e £__J, podem

£ £ > £
z2’ as’ T12’' T418 23

deformagdo no ponto Csli,

ser obtidas a partir da lei de Hooke Generalizada, aqui

expressa em forma matricial

s 3 [ d o r R
511 d11 . d:l.z d 139 di‘ i5 did 011
622 dZi d22 d 29 d24 dZS d26 0'22
658 .- dﬂ.l dSZ d 239 d34 d35 dBd aSS

1 [~ | d d d d d B o

12 41 42 43 44 45 4c 12
£ d d d d d d o

13 51 52 53 54 55 56 i3
P d d d d d d o

s 23J i G1i G2 c3 G4 G5 (11 i L 23.1

ca.1>

e que em forma compacta serid escrita como segue

{g> = [D]l] <Lo> ce.2>

Os coeficientes dtj s83o constantes elasticas

do material no ponto referidas ao sistema de coordenadas
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adotado. Usando forma equivalente daquela lei, pode-se

obter as componentes de tensdo no ponto através da relagdo

= c - c c c c £
11 11 42 18 14 15 16 11
o c c c c c c £
22 21 22 29 Z4 25 206 22
o c c o c c c £
. ss| _ 91 82 as 34 s ss ss |
4 - = 4
o C C 3 C C ] £
12 . 44 42 49 44 45 46 12
o c c c c c c £
13 51 52 53 54 55 56 13
o c._., € c c c c £
[ 23 G1 G2 63 G4 &5 66 | 23
ce. 3
ou simplesmente
{o> = [C] L&) c2. 4

sendo agora as constantes cij chamadas de coeficientes de
rigidez do material.

Da possibilidade de considerar que as
deformag@es do corpo ocorrem isotermicamente, ou seja, sem
haver variagSoc de temperatura em qualquer ponto do mesmo,
pode-se admitir a existéncia da fung3o potencial eléastico
CLOVE, 1844), designada por V Cenergia de deformagio por
unidade de volumed, a partir da qual pode-se obter as

componentes de tensfo acima referidas por

o= i,j =1,2,3 LE: 8

Diferenciando as expressdes cz2.8) com

relagio a L Cm,n = 1,2,3) sfo obtidas as igualdades
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o . o
—_—rd . e TN
e de . . c2.62
mn i)

e destas relagd®es conclui-se entfo que

cC.. = C.. 2. 72

Por um outro lado através das equagdes (2.2)

e (2.4) obtém-se a relaglo

(Pl = tc1™? c2. 8
ficando portanto claro desta ultima que também

d . =d. . ca.9

Os coeficientes dij e ch s3o sempre
constantes, no caso considerado, quando fixados o ponto do
corpo e o sistema de eixos de referéncia. Eles podem no
entanto wvariar de ponto para ponto ou em um mesmo ponto
para diferentes sistemas de eixos de referéncia. Se estas
propriedades do material s8c as mesmas em qualquer ponto,
este é dito homogéneo e, no casoc em que elas variam ponto a
ponto, © material é dito heterogéneo. Por um outro lado se
as citadas propriedades s3%o independentes das dire¢®es dos
eixos x,» X e X_, ©o material ¢ dito isdétropo, sendo

2 3

anisétropo no caso contrario.
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Figura 2.1 - Representagfio das tens@es atuantes em um ponto

de um corpo
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As propriedades de isotropia e anisotropia
est8o intimamente relacionadas com a ocorréncia ou nZo de
simetrias né estrutura interna de cada ponto do material.
Se tais simetriag ocorrem outras rel agBes com ©Os
coef}cientes ch e com os coeficientes dtj s3o obtidas.

No caso mais geral em que nenhuma simetria
elastica ocorre s8o necessirias vinte e uma constantes,
como expresso pelas equagBes (2.1 e (2.3), para definir a

relagdc entre deformagdes e tens®es em um ponto do corpo.

2.3 - CASOS DE SIMETRIAS ELASTICAS APRESENTADOS POR

MATERIAIS

Quando um material elastico apresenta algum
tipo de simetria na sua estrutura interna, comoe ji4 citado
anteriormente, outras relag®es com as constantes ctj ou
dij vem a ocorrer. Aqui serid feita referéncia a alguns
tipos de simetria de grande importaAncia pratica:

ad) Material com um plano de simetria

Considere-se por exemplo que a estrutura
fisica do material seja simétrica com relag8c ao plano
x X Nesta situag8o as propriedades meclnicas do material
em direg8es simetricamente dispostas em relagcfo a aquele
planc devem ser idénticas, ou seja, as constantes Cij s3o

as mesmas para qualquer um dos sistemas de eixos XX K. 9

X' 'x"x%

O tal que,

x = x", x = x, 5= —x; (2.10D



27

A partir de relag@es de transformag@es entre
tensdes referidas a diferentes sistemas de eixos podem ser

obtidas as igualdades CSOKOLNIKOFF, 1946)

c2.11>

as quais sZ%o também verdadeiras, e de forma semelhante

obtidas, em termos de componentes de deformagdo

c2.12d

Comparando-se as expressdes das componentes
de tensdes dos dols sistemas como obtidas a partir da
equagfio (2.3), levando-se em consideragfo as relag¢des
(2.111 e (2.12>, e a igualdade das constantes Ctj para os
dois sistemas de eixos referidos, obtém-se a matriz I[C])

para este material na forma

[ ¢ c c c 0 0
11 12 13 14
o c c C O 0]
12 zz 23 za
€43 ©28 Sa33 Cas¢ o O
[ =
& c c c c 0 0 Ce.130
14 24 34 44
O (0] (0] O c e
55 S0
(0] (0] (o] (o] o c
i 56 66 |
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As propriedades elasticas de um material com
um plano de simetria ficam entfo caracterizadas por treze
qoefi;ienteé de rigidez independentes. A diregio Xg é¢ dita
diregXo principal do materialL

b> Material com tres planos de simetria
* Aqui considera-se o material dito ortétropo,
ou seja, um maLerial constitufdo de tal forma que por cada

um de seus pontos pode-se passar trés planos de simetria

perpendiculares entre si, X X0 X X, & X X, sendo X0 X

2 i 3 2

e X, ditas direg@®es principais de simetria do material.
Usando os procedimentos citados no caso do material com um
plano de simetria, mostrados com maior detalhes em

SOKOLNIKOFF €1946), obtém-se a matriz [C] deste material

= c c (o) 0 6] g
11 12 i3
c G c 0 9] O
12 22 23
c12 cza css 0 O O
[C] = 0 0 0 e 0 0 c2.14>
44
0 (0] (0] (0] c (0]
55
o] O 0 0 (0] c
=3 dd -

As propriedades eiasticas de um material
ortétropo ficam caracterizadas por nove coeficientes de
rigidez independentes.

Faz-se importante destacar um tipo
particular de material ortétropo, para o qual, as
propriedades mecinicas n3oc variam para diferentes direcdes
situadas sobre um dos tres planos de simetria eléstica, o

qual € assim dito um plano de isotropia. Tal material ¢
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referido na literatura como transversalmente isétropo, e se

o plano x_ x_ for o plano de isotropia a matriz [C] resulta
23

e ¢ c 0 0 0
11 12 13
c c c 0o @) 0
; 12 11 13
€43 ‘43 Cas 2 o e
[C) = o 0 o B o o C2.18D
44
O o O O c O
44
o) o) (o) o} 0 <
. 55 -
sendo ainda & = Ccii— c12>/2. S3oc necessarios apenas cinco
coeficientes de rigidez para a caracterizagdo mecénica

deste material.
c) Material isdétropo
Diz-se que um material ¢ isdétropo quando

todos os planos que passam pelos seus pontos s3o planos de

simetria.

sendo c
44

Neste caso,

[Cl

Cc

11

o O © 0 0o n

J2.

somente dois coeficientes de rigidez

independentes existem,

11

12

12

12

44

12

© O O 0 0

© O O 0

12

12

11

© O 0 O o

e a matriz [C],

44

resulta
O O
O 0]
(0] (0]
(0] (0]
C o]
4 4
0] C

44 .

c2.16>



30

2.4 - RELAGBES CONSTITUTIVAS EM TERMOS DE CONSTANTES

TECNICAS

A caracterizag8o dos coeficientes dij e cij

deve ser feita a partir de medigdes realizadas em testes

experimentais. Na pratica apresenta-se mais simples a
obteng&o das constantes elasticas dij do material. A matriz
[C] resultari entf3o da equaglio (2.8).

Para o©o caso mais geral de anisotropia, a

matriz [D] pode ser escrita usando um sistema de constantes

técnicas, proposto por Rabinovich C(LEKHNITSKII, 18832, na

forma
[ 1 -piz -p1i3 niz, 1 nai, 1 nzs, 14
E1 E1 E1 E1 E1 E1
-pzi 1 -vz3 niz,z n31,2 n23, 2
Ez2 Ez Ez Ez Ez Ez
-pr31 —v3z 1 niz, 3 n31,3 n23,3
[D] = Ea Ea Es Es Es Es
nNi,12 nN2,12 ns,12 1 H31,12 H23,42
G112 Gz G112 G1z2 Giz Giz
nNi,a1 nz,sd n9,91 Hiz2,31 1 H23,314
G113 Gis Gis G113 Gi3 Gi3
ni,z3 nz,23 3,23 g1z ,23 84,23 1
| Gazs Gz3 Gza Gz3 Gza Gza
Ca. 17D
Nesta equagio E1' Ez. E3 sfo os méddulos de
elasticidade longitudinais segundo as direg¢&es Xov Xy X3
ot 613. st s8o os médulos de cisalhamento transversal
referentes aos planos paralelos a X X , X X , X X : v _,
172 173 2° s 12
v sy V., P, D y B s80 coeficientes de Poisson Cv ,

21 13 31 23 32 Ll
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raz%o -£_ /&£, . para o, # 0O e demais componentes de tensio
1) L L

nulas).
Alnda naquela K equagio aparecem constantes

chamadas de coeficientes de Chentsov. e que sfo “12 g’

tal que, por exemplo, o© primeiro

H - M

12,23’ 23,91’

destes coeficientes & igual a raz3o entre as tensdes .9 ©

F

" Calafalz). as quais atuando isoladamente scbre o

paralelepipedo causam a mesma deformagdo de cisalhamento

£ .
12

Finalmente tem-se ainda na equagdo (2.17D,
constantes chamadas de coeficientes de influéncia mdtua de

n $ wesg 0 e coeficientes de

rimeiro tipo
P P nxz.i’ 12,2 23,8

influéncia mdtua de segundo tipo ni'iz. n1’51, i na,zs'

O coeficiente do primeiro tipo Wiz 4 representa a relagfo
entre as tensdes o e o Co Ao D as quais atuando
114 12 114" a2
isoladamente causam a mesma deformagdo 511 e similarmente o
coeficiente do segundo tipo ni P ¢ dado pela relag3o entre
as tensdes o e o Co 7o O, as quais causam a mesma

12 11 12 11

deformagSo £ .
12
De maneira analoga definem—-se os demais
coeficientes de Chentsov ou de influéncia matua. A partir
da simetria daquela matriz sZo obtidas as seguintes
relagd®es entre as constantes técnicas de um material

5 | i jt ] 3 L L | P 38 L]

= Y
H e Pie o4 %4
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Para um material ortétropo a matriz (D]
referida a el xos orientados segundo suas direcdes

principais épresenta—se na forma

" i 1 -viz ~-p13
’ E1 - E1 Q o 9
—vz1 1 -pz3
Ez Ez Ez Q 9 9
-v31 —-vaz 1
(0] (o} (0]
(D] - Esa Es Es
1,2,3 1
(0] (0] (0] Cia (0] (0]
0 0 0 0 e 0
G13
(0] (0] (0] (0] (0] 4
Gzs
cz2.18

de modo que, como se vé& da equagfo (2.18), para estas
direg@es s3do nulos os coeficientes de Chentsov e de
influéncia mdtua do material, concluindo-se assim que
tens@es normais atuantes segundo as direg¢g8es principais de
simetria n3o causam deformagd@es de cisalhamento, e tensdes
de cisalhamento atuantes nos planos principais n3o causam
deformag&es normais.

Os coeficientes n3o nulos da matriz [C]1

» »

Ca qual ¢é a matriz inversa da matriz [DJ1 . D) de um

material ortétropo referida a eixos orientados segundo suas

direc8es principais sf%o dados por
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c =C1 - v v DO/E
11 23 3z 23
c =C1 - v v D/
‘22 13 391 13
c =C1 - v v D/
as 12 21 12
c =c¢ =(Cp + v v D/AE = Cyp +v v D/E
12 21 21 a1 28 29 12 82 138 i9
c =c =Cp + v v O/ =Cpr +v v D/E c2.19
13 31 31 21 32 23 13 12 =23 12
c =c¢c = Cp + v v d/E =Cv +v v D/
z3 3z az 12 31 13 23 21 13 12
& =G & c =06 g e =G
44 12 55 13 o1 23
sendo nestas equagdes,
E = E E.. A e
L | 1 J
A =C1—- v » - v -3 P - e v v J/CEEED
12 21 23 3z 31 13 214 32 43 1 2 3

Para um material isétropo as constantes

técnicas independem do sistema de eixos de referéncia

E. . = E (médulo de elasticidade longitudinald)
i Li=d,2,8)

R, =, . = p Ccoefilciente de Poisson)
T Jv (v, })=1,2,3)

G =G = G = G UCméddulo de cisalhamento transversal)d
12 i3 23
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sendo ainda G = E/2(1+v), de modo que as matrizes [C] e [D]

deste material resultam, conhecidamente, muito simples.

2.5 - RELAGXO CONSTITUTIVA DE UMA LAMINA SEGUNDO SUAS

DIREGOES PRINCIPAIS DE SIMETRIA

Interessa aqui, em particular, estabelecer a
relagdo constitutiva de uma lamina de material ortétropo
sob a hipétese, usualmente adotada em teorias lineares e
nZo lineares de cascas, de serem nulas as componentes de
tensfo e de deformag8c normais transversais.

Assim, considera-se neste trabalho a anilise
de cascas constituidas por laminas de materiais ortétropos,
admitindo serem despreziveis as tens@es e deformaqées
normais e & B, respectivamente, sendo a diregdo 3
normal a superficie média de tais estruturas. Sendo 1 e 2

as diregdes principais de simetria da la&mina (vide Fig.

1.13 a relag8o £ x o resulta



—pi2

rs - [~ 1
11 E1
'3 ; —-p21
2z ’ Ez
4 g } = (0]
12
P> o]
13
£ 0
. 23‘ d

E1 Q
5 °
© Giz
0] O
o‘. o)

(0] 0

(o] (o]

(0] (0]

1

Gis ©
1

9 Gzs

Da matriz [D] acima apresentada,

relagfo (2.8) a matriz [CJ‘

E C1-v» v D
i 12

z1
v E AC1-v v
12 4 12 21
0]
0]
(0]

D)

-

v E sC1-v
12 2

E ~C1-v
2 1

0

0O

, a qual & dada por

v
12

v
2

11

2z

1z

i3

%23
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cz.200

obtém-se a partir

d o}
21

J O
21

G

12
o
o}

18

23

da

c2.210

2.6 — RELAGXO CONSTITUTIVA DE UMA LAMINA SEGUNDO EIXOS

LOCAIS

Uma situag3o usual na anilise de estrutruras

constituidas de laminas ortétropas ¢ ter-se conhecida a

matriz constitutiva

referida aos

simetria elastica do material,

eixos principais

de

dada pela equag3io (2.21) e
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ser requerida a matriz constitutiva [C 1, referente a um
particular sistema de eixos x;. x; e x; Cdefinidos neste
trabalho como na Figura 2.2), tal que as dire¢fes dos eixos

I3 e x; coincidem, é as diregdes principais 1 e 2 formam,

respectivamente, com as direg¢gdes x; e xz um Angulo &. Para

LY

este sistema vale a relagfo tensfo x deformagfo

{o'> = [C'] L5 c2. 22)
sendo
{o' =C o' , ¢ , ¢ R - 5 }T c2.23
11 22 12 13 23
Co'S =mE & , 8. B o 8. BT c2.24d
11 22 12 13 23

Através das relagdes de transformaglo entre
os vetores de componentes de tensio e de deformagio
referidos aos dois sistemas é obtida a relaglo entre as

citadas matrizes C(FIGUEIRAS; OWEN, 1983

[ &3 = LT IR ¢ &9 i cz2.25>

sendo [ Ta ] dada por



37

EIX0S GLOBAIS: X, X‘. x'

EIXOS LOCAIS! X|, Xp, X}

Xy L SUPERFICIE MEDIA

! 1
x]J.Xz e X3

' "
Xz_L X.I e X3

1 Diregles
X Principais
xa 2

Figura 2.2 - Orientagfio das direc®es principais e dos eixos
locais em um ponto da lamina com relagfo aos

eixos globais da estrutura
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[ goszs sen’e senfBcose 0] 0 -
sen’e cos?e —senBcosé o 0]
—2senfcosf 2senBcose EOsze—senze O 0
O o O cosé@ send
_‘ o) (0] : O -senf cos6 |
c2. 260

2.7 - RELAGAO CONSTITUTIVA INCREMENTAL ELASTO-PLASTICA DE

UMA LAMINA

2.7.1 - Considerag@es Gerais sobre a Teoria da Plasticidade

Associada

Nesta segfo os preceitos baAsicos da Teoria
da Plasticidade Associada serfo utilizados com a finalidade
de estabelecer a relagfio constitutiva incremental, para uma
lamina constituida de material ortétropo exibindo
comportamento elasto-plastico com ou sem endurecimento.

Este comportamentc pode ser fisicamente
caracterizado por um estagio inicial elastico linear, e um
posterior (escoamentod no qual ocorrem deformag@es que n3o
dependem explicitamente do tempo e que permanecem apds o
descarregamento.

Os preceitos acima citados s%o resumidos a

segulr:

1. Admite-se a existéncia de uma fungio

chamada fung3o de escoamento ou critério de escoamento, a
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qual estabelece as condigdes em que ocorre escoamento em um
ponto do material. Aqui esta fungfo serad particularmente

expressa na forma

fCo , #2 = FCodD = YCad> = O c2.27D

sendo F uma fung3oc escalar das componentes de tensio
atuantes no ponto e Y fungfio de uma variavel C(ou conjunto
de variaveis) dependente da histéria das deformagdes.

A equaglo (2.27) pode ser geometricamente
interpretada comec uma hipersuperficie, chamada superficie
de escoamento, definida no espago das tensdes, cuja forma é
dependente da trajetéria das cargas aplicadas.

No caso em que a fungdo Y € constante, esta
superficie n8o varia e diz-se que o material &
elasto-plastico perfeito; no caso contrario, diz;se que o
material apresenta comportamento elasto-plastico com

endurecimento.

2. A fung3o Potencial Plastico, proposta por
von Mises, ¢ identificada <com a prépria fungdo de
escoamento CCHEN; HAN, 1988). Assim o vetor de incrementos
de deformag¢gdes plasticas resulta definido na forma

{de > = dA (= c2.28>
) ao’

Nesta equagfo, chamada lei de escoamento

plastico associada ou também lei da normalidade, dA é uma



grandeza escalar cuja expressfo matemidtica serid definida

posteriormente, e

By e G 9 T ¢z 2o
. do

-Outras cdnsidera;&es de importancia sobre a
teoria da plasticidade relacionadas com os preceitos acima
referidos serfo aqui lembradas.

Em primeiro lugar sera feita meng3oc ac fato
de que a prova da lei da normalidade pode ser obtida com
base nas hipdéteses da irreversibilidade das deformag8es
plasticas ocorridas durante um ciclo de carga-descarga e da
validade do segundo postulado de Drucker-Prager CCHEN; HAN,
1988>. De tais hipéteses tem-se também como conclus@es o
fato de que a superficie de escoamento deve ser convexa e a
garantia da unicidade da solugic de um problema de valores
de contorno elasto-plastico.

Nas Figuras 2.3 e 2.4, respectivamente, s8o
geometricamente representadas a convexidade da superficie
de escoamento e a lei da normalidade.

Faz-se também necessirio lembrar que a
partir da equag3o (2.27) sZo estabelecidas condig¢®es para
que um ponto do corpo encontre-se em regime elastico
C(quando F < Y> ou plastico (se F = YD,

No estado plastico o incremento dF, causado
pelos incrementos das componentes de tensfo ocorridos
quando o corpo ¢ gradualmente solicitado, define diferentes

estados em que pode se encontrar um ponto do corpe como
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SUPERFICIE ADMISSIVEL SUPERFICIE INADMISSIVEL
P P
da;j'deli =0 da’ij‘-deu"‘o

Figura 2.3 - Convexidade da superficie de escoamento

40
oF
o /] 2F
i 20,
oF
o0
9 o

SUPERFICIE DE
ESCOAMENTO

Figura 2.4 - Lei da normalidade



segue:
dF{O - O ponto encontra-se em descarga, a
qual verifida—se sob regime elidstico e, assim, em retorno

ao interior da Supefficie de escoamento.

dF=0 - Diz-se neste caso que © ponto esta
sob ;arﬁegamento neutro. Se o material ¢ elasto-plastico
perfeito ocorrerfo deformagdes plasticas e o ponto
permaneceri scb a superficie de escoamento. Por outro lado,
se o material possui endurecimento, nenhuma deformagio
plastica ocorrerid no ponto.

dF>0 - O ponto estid sujeito a carregamento
em regime plastico (comportamento plastico de um material
que possui endurecimento). A superficie de escoamento
modifica-se ao passo que deforma¢gdes plasticas ocorrem no
ponto.

Finalmente, um ponto plastificado, desde que
nidoc esteja em estado de descarregamento, situa-se sempre

sobre a superficie de plastificag¢fo, afirmagZo esta que é

expressa pela chamada lei da consisténcia

df = O 2. 300

Dentro do escopo da anadlise aqui proposta, ©
comportamento elasto-plastico do material seri modelado com
base nos preceitos acima citados. Em sintese, deve-se para
isto serem estabelecidas: ad A relag8oco constitutiva
elastica (vadlida antes do ponto sofrer escoamento); b) A

condigdo que estabelece ter ou nfo ocorrido escoamento no



ponto; ¢d A leli que descreve o endurecimento apresentado
pelo material; dd> A relaglio constitutiva incremental valida
apds o© ponté sofrer escoamento. Entre estes requerimentos
fundamentais, resta;apenas fixar os trés dltimos, pois como
j& anteriormente mencionado, antes de ocorrer escoamento em
qual quer ponto do material, as tens@es e deformagdes no
mesmo, ou seus respectivos incrementos, relacionam-se
através da lei de Hooke generalizada. Os demais

requerimentos serfio a seguir especificados ou deduzidos,

conforme o caso.

2.7.2 — Critério de Escoamento

Neste trabalho serid admitido como critério
de escoamento uma extensio do critérico de Huber-Mises
CHILL, 19802 para materiais anisétropos (ortétropos, mais

especificamente).

Identificando este critério com a forma da

equag8o (2.27) tem-se

FCod = o =[a Co —-o D2 +a Co —-o d%+ a Co - o O
12 414 22 23 22 s 13 33 11
+ 3a o° + 3Ba__o- + 3a__o- 1'77 ca. 31>
44 12 55 413 GG 23
na qual os indices 1, 2 e 3 especificam as diregdes
principais do material, os coeficientes o representam

parametros de anisotropia e o ¢ chamada de tens3o efetiva

CCHEN; HAN, 1988). Assumindo L = O, como ja estabelecido



anteriormente, resulta

na qual novos parametrdé de anisotropia 55 s8o referidos.

Por um outro lado a fung3c Y(x) sera
identificada com a tensf3o de escoamento do material
Cortétropo, no caso considerado), de uma direg¢So pré-
estabelecida. Admite-se, ainda, que Y seja fungfo das
deformag@es plasticas acumuladas, podendo portanto ser
expressa como fung8o de uma grandeza referida como
deformagio plastica efetiva P CCHEN; HAN, 19882, a qual &
definida sobre bases consistentes. Esta fungfo define como
se processa o endurecimento do material e, portanto, seréa
tratada na segfo subsequente.

Em geral os eixos principais da lamina n8o
coincidem com os eixos de referéncia locais x;. x; e x;,
como Jja& mostrado na figura 2.2, em relagdo aos quais
necessita-se estabel ecer a relagio constitutiva do
material. Faz-se conveniente ent8o reescrever a equagio
(2.32) em termos das componentes de tens3o segundo as

direg@es locais. Em forma matricial a equag8o (2.32

resulta

o2 = <onTrLAl <o ca. 33

na qual {o> e [A] estfo referidos As direg¢®es 1, 2 e 3 e



esta Ultima tem a forma

[ a a o) o) o
_1 _12
a a . 0 0 0
! 12 2 _
[A) = 0 0 a, 0 o) c2. 34>
o) 0 0 a 0
a4

‘ (o} 0 0 o) a

L L3

Em fung8o das componentes de tens3o atuantes
segundo as direg¢des locais xi, x; e x;. a equag8c (2.332D
pode ser obtida mediante o uso da relaglo de transformagfo

entre os vetores (o) e {¢'>, e resulta

o° = <o’>T [A'] <o’> ca2.3%
na qual,
[ a’ a’ a’ 0 0 ]
i 12 i3
a’ a’ a’ (0] (0]
- T 12 4 23
[A°] = [T JLAILT 1T = a’ a’ a’ 0 o)
£ £ i3 23 3
o] o] (0] a’ a..
4 45
0 (0] 0 a’ a’
- 45 554
2. 36)
sendo
[(TJ1 =T 1°* c2.37)
£ o

Os préximos itens tratam scobre o medelo de
endurecimento adotado neste trabalho e sobre a obtencfo dos

parametros de anisotropia 53 do material. A partir destes,



os parametros a s8o obtidos usando a equaglo (2.36).
B8

2.7.3 - Endurecimento do Material

o endurecimento do material, que se
car ac;ter'i za pela wvari ag::’io doe nivel de tensfo para o qual
ocorrem deformag@es plasticas durante um processo de
carregamento, apresenta-se como uma das dificuldades da
model agem matematica da teoria da plasticidade.

A descrigl3o matemiatica deste fendmeno,

referido na literatura como “work hardening”™ ou “strain

hardening", e em se tratando de material isétropo, tem
basicamente sido feita segundo um dos model os: 1>
endurecimento isétropo; 2) endurecimento cinemitico.

Modelos mistos, ou seja, que apresentam as caracteristicas
dos modelos dos itens 1 e 2 também tém sido estabelecidos,
porém por apresentarem maior complexidade sZ%o empregados
com uma menor frequéncia. As figuras 2.5 (ad, 2.8 (b) e
2.8 C(c¢d, respectivamente, ilustram as formas como sio
idealizadas as superficies de escoamento para um material
elasto-plastico perfeito, elasto-plastico com endurecimento
isétropo e elasto-plastico com endurecimento cinemitico.

No modelo elasto-plastico perfeito, Figura
2.5 C(ad), a supeficie de escoamento ¢ fixa no espago das
tens8es, tomado naquela figura como sendo bidimensional
para facilidade de visualizagHo.

O modelo de endurecimento isétropo, Figura

2.5 (b)), caracteriza-se por uma expansio uni forme da
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superficie de escoamento segundo lel pré-estabelecida. O
critério de escoamento definido pela equaglo (2.27)
expressa est; modelo de endurgcimento.

Finélmente. no modelo representado pela
figura 2.8 (cd) a superficie de escoamento nfSoc muda de
form;. -porém . translada como cor po rigido mantendo
inalterados sua forma, tamanho e sua orientagfo dentro do
espago das tensdes.

No caso de materials anisétropos faz-se
ainda particularmente mais dificil o estabelecimento de
leis matemiticas que descrevam de forma satisfatéria o'
comportamento dos mesmos em estiagio pés-linear. HILL
C1950) foi um dos primeiros a formular matematicamente o
comportamento elasto-plastico de materiais anisdétropos
usando como critério de escoamento uma generalizagdoc do
critério de Huber—-Mises para materiais anisdétropos. HU
(18560 e JENSEN (1966) estenderam o critério de Hill de
forma a considerar o endurecimento do material. Também,
varios outros modelos numéricos destinados a descrigdo
matemdtica do comportamento elastoplastico de materiais
anisétropos foram desenveolvidos C(REDDY; CHANDRASHEKHARA,
1987>. Alguns destes trabalhos tratam, especificamente, do
comportamento de materiais laminados reforgados com fibras,
usando ou n3o conceitos de micromecaAnica. Por razdes de
simplicidade, em se tratando da anilise de placas e cascas,
modelos que tém como base o critério de Hill ou extensdes

deste critério, entre os quais, além de alguns ja& citados
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SUP. DE ESCOAMENTO FIXA
F(Uij ) = cONSTANTE

Cad

T

1

ry _

— Modelo elasto-plastico perfeito

FIT;) = Y(E,)

SUP. DE ESCOAMENTO SUBSEQUENTE

A

A
&

=G

SUP DE ESCOAMENTO INICIAL

— Modelo elasto-plastico com endurecimento isdétropo

%
F (G- ;) = consTANTE

SUP DE ESCOAMENTO SUBSEQUENTE
0'(011]

Cbd
F(Jj;) = CONSTANTE
\
.
Cbd

Figura 2.5 - Idealizagdes

L

G

SUR DE ESCOAMENTO INICIAL

- Modelo elasto-plastico com endurecimento cinemitico

da superficie de escoamento para

diferentes modelos



no capitulo 1, pode-se ainda destacar os trabalhos de WHANG
(1969 e de SCHELLEKENS; BORST (1989, tém sido os mais
utiliéados.

Neste Lrabalhd. descreve-se o comportamento
do material utiliz;ndcn o mesmo procedimento adotado por
FIGUEI?AS; OWEN (19842, o qual consiste de uma extensfo do
critério de Hi-ll para materiais com endurecimento e que
particularmente no caso isétropo recai no critério de wvon
Mises acrescido de um modelo de endurecimeto isétropo.

Mais especificamente serad admitido que um
ponto do material escoe quando a tens8oc efetiva no mesmo
atinja o© wvalor da tensfc de escoamento numa diregfo
adequadamente escolhida. Em fung8o desta hipdtese e a
partir de resultados de testes experimentais sfo obtidos os
parametros de anisotropia do material.

Para cada lamina, a citada direg¢fio a ser
previamente escolhida serd uma de suas dire¢®es principais
de simetria, diga-se a dire¢Z%o 1 por exemplo Cvide Figura
2.2). Admite-se assim, para cada ponto plastificado, a

identidade entre as fungdes

o =Yz =0 P> cz2.38

1 11
sendo 81 a tens%o de escoamento da lamina segundo a
diregdo 1. No modelo computacional, por razdes de
simplificagZo, wuma lei linear para tais fung®es foi

admitida, conforme mostrado na figura 2.6.
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H‘gb—; ')
. i = _
" dg _ dq
d¢. -~ d€
A
E=€

Figura 2.6 - Lei de endurecimento adotada para o material

2.7.4 - Parmetros de Anisotropia

Os pari4metros de anisotropia que figuram nas
equagdes (2.32) e (2.34) podem ser determinados através de
seis diferentes testes experimentais, os quais s8o : trés
testes de trag3o simples em corpos de prova retirados da
lamina solicitados segundo as dire¢gdes principais 1 e 2 e
segundo uma outra diregfc qualquer contida no planc 12, tal
como por exemplo inclinada de 45° em relagdo a estes eixos
e 3 testes de cisalhamento simples nos planos 12, 13 e 23.

Ressalta-se aqui que a lei de escoamento
adotada pressupe que o© material apresente tens8es de
escoamento iguais a trag8oc e a4 compressfo. Com os valores
das tensdes de escoamento de tais testes e com a expressfo

da lei de escoamento adotada, os diferentes parimetros sZo
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cbtidos conforme abaixo descrito.

Considere-se por exemplo a obteng3o dos
paréametros de anisotropia iniciais, antes que o material
tenha sofrido qualq#er endurecimento.

Estabelecendo—-se a priori que um ponto da
l14mina escoe quando a  tens8o efetiva no mesmo atinge o
valor da tensfo de escoamento inicial 5‘0, correspondente a

direg¢8o 1, e usando na expressio (2.32) os resultados do

teste de trag3o naquela direg¢fo, obtém-se
a =Co so D=1 2. 39

e de forma semelhante sfo também determinados os parametros

2

a =Co so_ D
zo 10" 20
a =Co st _ 072
10 120
2. 400
a =Co 1 3%
4 10 130
a _=Co -1 0%
50 10" 230
o} par Ametro 5.120 ¢ obtido a partir dos

resultados do teste do espécime solicitado segundo uma
diregfo inclinada & = 45° com relagdo as diregdes 1 e 2
conforme mostrado na Figura 2.7. Chamando de 5450 a tensi3o

de escoamento correspondente a tal diregfo, tem-se



S2

- 2 o
o = 0o cos 48
11 450
- 2 o
o = o sen 45
22 450
- o
o = ¢ sen 45 cos 495
12 450
A
E .
= o = 0
13 23

Substituindo estas componentes de tens8o na

equag3o (2.32), resulta

a - B 2. 9% = B E EE.Y S
120 10 450 2 20 30

Para um material com endurecimento estes

par&metros variam ao longo da anilise incremental como

funglo que s3o de suas tensdes de escoamento atualizadas.

72

s

RARRNREN

Figura 2.7 - Teste para obtengfoc do parametro -
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2.7.8 - Dedugiio da Relac3o Constitutiva Elasto-Plastica da

LAmina Referida aos Eixos Locais

o] cfitério de escoamento adotado sera
expresso em fungfo das componentes de tensfo atuantes

segundo As dire¢®es dos eixos locais da lamina
fC o', 2 =FCo’) - YCEP) =0 c2. 42>

sendo gque em forma explicita FCo’> ¢é obtida com o

desenveol vimento da expressio
FCo’) = o =C €o'> [A’) €o’> D72 c2. 43
A deformagfio efetiva =P, por sua vez, sera
definida em fungfio do trabalho plastico Wp realizado pelas

tens&es atuantes no ponto sob suas respectivas deformagdes

plasticas COWEN; HINTON, 1980). SZo assim utilizadas as

equagdes
W= dw? C2. 44>
tal que
dw? = <o'>T<de’ P> c2. 45
na qual <de’ P>, vetor contendo os incrementos das

deformagdes plasticas referido as direc®es locais, ¢ dado
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por

<de’'P> = ¢de’®? , de'? | de’® , de’®? , de’? >T
11 22 i 12 i3 23

C2. 46D

e usando a lei da normal i dade
<de’'P> = dax s> C2. 47D

sendo
s w2 c2. 48
ao

O incremento da deformag8oc plastica efetiva

¢ obtido a partir da relagdo

dwP = o def C2. 49

e a deformagio plastica efetiva total por

eP= s de? c2. 500

Desenveolvendo a equagdc (2.45) através da
substituig8o das componentes de tens8o segundo diregdes
locais assim como das respectivas componentes de deformag3o
plasticas obtidas das equagfes (2.47) e (2.48), resulta

dwP? = & da c2.51)
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e conclui-se, comparando as equagBes (2.49) e (2.81D, que

deP = da c2.52)

Assume-se na teoria da plasticidade, com

4

base na.hipétese de serem pequenas as deformagdes, que os
incrementos de deformagdes totais consistem da soma de

parcelas elaAsticas e plasticas, na forma

{de’'> = <de’ "> + (de'P> c2.53)

ou ainda

<de’> = (¢’1 do’> + dn <s'> (2.54

da qual em forma inversa pode-se obter

{do’> = [C’]1 {de’> - dr [C'] <s’> 2.8%)

Desde que a condigfo de consisténcia ¢ dada

por

af* = 25*5T Loy & . GEZP = § c2. 56

a partir da expressfo da fungfc f, pela qual Y = o, e da
hipétese que Y pode ser expressa como fun¢fo unicamente da

deformagZoc plastica efetiva 2P, pode-se escrever a equagio

(2.562 na forma
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53T Cdo'y = B2, 4i® = 0 c2.57)

ou, ainda mais simplesmente,
¢s’>T <do’> - deéP= o c2.58

na qual Hp Ctangente & curva tensi3ic efetiva x deformagio
plastica efetivad ¢é um parametro de endurecimento do
material, o qual, para fins praticos ¢ obtide da equag3o

c2.38).

Usando a relag3o (2.52), a equagio de

consisténcia resulta
<s">T <do’> - H dx = 0 ca. 5

Substituindo os incrementos de tensdes

dados pela equagf8o (2.85) nesta dltima, tem-se

d\ = 1 s»>TIe’) <de> (2.60D

Hp+{s?T[C?(s?

Pela substituigfo de dA, dadeo pela equagio
(2.602, na equagdol(2.52), obtém-se a relag3o constitutiva

incremental elasto-plistica requerida

de' = [C° 1 L&"> c2.61D
ep



sendo a matriz constiutiva elasto-plastica dada por

[C’1<s’><s > [C"]
Hp+<s'>'£C'J<s'>

L[C’ 3 [C"]
ep :

57

cz2. 62>
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3. FORMULACAO INCREMENTAL LAGRANGEANA TOTAL DA EQUACAO

DO MOVIMENTO DE UM ELEMENTO FINITO

3.1 - INTRODUGXO

Diferentes formul agdes incrementais do
Método dos Elementos Finitos tém sido estabelecidas para a
solugdo de problemas n8o lineares da Mec&nica Estrutural.

Diferengas entre estas formulagdes podem ser
assim situadas: ad) relativas aos modelos de elementos
finitos empregados; b) proporcionadas pela natureza dos
efeitos n8o lineares que consideram e pela forma como estes
efeitos s3o tratados.

Quanto ao item a, tém-se bem estabelecidos
model os em deslocamentos, model os em forgas ou em
equilibrio, modelos mistos e hibridos, o©os quais s3o
deduzidos a partir de formas incrementais de diferentes
principios variacionais da mecinica dos sdélidos, sendo o
primeiro destes modelos ainda © mais utilizado.

Quanto aoc fitem b, sabe-se que tais efeitos
ndo lineares podem ser ditos geométricos, gquande tém por
causa a influéncia da mudanga de geometria sofrida por um
corpo quando solicitado por agdes meclnicas ou de outra
~natureza, e fisicos, quando devidos ao comportamento
constitutivo n3o linear do material.

Com base na consideragfo de um dos tipos de
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efeitos citados ou de ambos, as formulag®es sZo ditas: nfo
linea? geométrica, n%o linear fisica ou n3o linear
geomeétrica e fisica.

Num§: formulagZo linear admite-se que os
deslocamentos e deformagBes sofridos pelo corpo sejam
infihitésimais. que a relagfio constitutiva do material seja
linear e que suas condig@es de contorno permanegam
inalteradas, sob efeito das a¢¥es externas aplicadas. Isto
implica em se poder admitir que a mudanga de geometria da
estrutura ¢ desprezivel para efeito da avaliagfoco da sua
rigidez, e como consequéncia na obtengfo dos deslocamentos,
deformagdes e tensdes. De tais hipéteses uma relagfio linear
entre causa e efeito € obtida.

Numa formulagdo n3%o linear geométrica, a
importancia da mudanga de geometria sofrida pelo corpo &
fundamental. Também se faz importante distinguir o tipo ou
grau de nf8o linearidade envolvido no problema que se deseja
tratar, o qual em geral se enquadra numa das categorias: ad
grandes deslocamentos, rotag®es e deformag@es; b)) grandes
deslocamentos, moderadas ou grandes rotag@es e pequenas
def or magdes.

No estabelecimento de uma formulag3o n&o
linear geométrica geral, se faz necessirio considerar o
movimento do corpo em relagdoc a um sistema de eixos
referencial, com o objetivo de determinar as configuracg@es
por ele assumidas para diferentes tempos e cargas, desde

uma configuragfo inicial Co correspondente ac tempo t=0 até

uma configuragdo final gque se deseje obter num tempo,
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diga-se por exemplo, et

Neste procedimento de discretizagfo no tempo
Creal, se aé variaveis va-rwn::]T vidas dependem explicitamente
do tempo ou fictic{a no caso contrario), assume-se em cada
instante genérico t que todas as variidveis do problema sio
conh‘eci das e gﬁo requeridos os valores destas varidveis
referentes ao tempo t+At. Assim diferentes configuragdes
v3o sendo obtidas sucessivamente CCO. CAL' ..... > Ct. CL+At'

Este tipo de descrig8o do movimento de um
corpo € referido na mecdnica do continuo como descrigdo
Lagrangeana, ou descrig8o material, e difere da descrigdo
Euleriana, mais apropriada para o estudo de problemas da
Mec&nica dos Fluidos, também referida como descriglo
espacial. Nesta Ultima descrigfo, toma-se fixo um volume de
controle e estuda-se o movimento de particulas que passam
através dele. Mais detalhes sobre os tipos de descrigio
citados e outros existentes, podem ser obtidos em CMALVERN,
1869).

Na descrig8o Lagrangeana todas as grandezas
s8o referidas a uma configurag8o pré-estabelecida, que pode
ser a configuragfo inicial ou outra conhecida. Tém sido
entdo muito wusadas as descrigdes Lagrangeana Total e
Lagrangeana Atualizada. Enquanto que na primeira todas as
grandezas s3o referidas a configuragfo inicial de corpo, na
dltima adota-se como referéncia a Gltima configuragfo
obtida (ou seja, que antecede aquela a ser determinada).

A partir da adogfio de uma destas descrigdes
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sf%o obtidas as formulag¢g®es Lagrangeana Total e Lagrangeana
Atualizada, as quais mostram-se igualmente apropriadas para
o tipo de prbblema nfo linear a ser tratado neste trabalho:
analise n3o linearléecmétrica e fisica de cascas laminadas
anisétropas, considerando-se grandes os deslocamentos e as
rota;aeé, e pequenas as deformagdes.

Uma apresentag3o de moti vos que possa
justificar a escolha entre uma ou outra formulagfo pode ser
encontrada, por exemplo, em BATHE <18982>. Nesta mesma
referéncia forte razfo é citada para que se d& preferéncia,
no problema em quest3o, & formulag8o Lagrangeana Total.
Trata-se que em problemas cujas deformag@es s3o pequenas, a
nd3o linearidade fisica pode ser tratada numa formulag3o
Lagrangeana Total em forma idéntica a wutilizada nos
problemas de deslocamentos e deformagdes infinitesimais.

Pelas considerag8es feitas acima ¢ que uma
formulagdo incremental Lagrangeana Total e um modelo de
elementos finitos em deslocamentos sS%o empregados neste
trabalho. Assim, com base nesta formulagfo, a equagSfoc n3Zo
linear do movimento de um elemento finito ¢ deduzida neste

capitulo.

3.2 - EQUAGAO INCREMENTAL LAGRANGEANA TOTAL DO MOVIMENTO DE

UM ELEMENTO FINITO

3.2.1 - Principio dos Deslocamentos Virtuais

Considere-se na figura 3.1 trés diferentes

“SCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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configurag®es assumidas por um corpo em movimento, durante
o qual pode este sofrer grandes delocamentos, rotagdes e
deformaqﬁes; referido a um sistema fixo de coordenadas

cartesianas X.o» X, © X_. Naquela figura, tem—-se o© corpo

representado em sua configuragfo inicial Co’ e em

sucessivas copfiguragaes correspondentes aos tempos t e
t+AL.

O equilibrio do corpo na configuragdo C1+At’
a priori desconhecida, pode ser expresso através do
principio dos deslocamentos virtuais
t+At t+AL

t+At _
J. tedt Y1 Y ohTi & = R €3.1

na qual
t+AL
th = Componentes cartesianas do tensor de Cauchy no
tempo t+At (forgas internas por unidade de &rea
na configuragio ct+At)
L+Ateij = Componentes cartesianas do tensor de deformagdes

infinitesimais correspondentes aos deslocamentos
u, ocorridos entre as configurag¢®es dos tempos t

e Lt+At, referidas a configuragfo Cl e que si3o

+AL’

dadas por

o | i i
1.+Alei.j 2 c * 2 3.2

onde



» ] ]
P(*X,, "X, %)

Figura 3.1

=Y

— Movimento de um continuc referido a um

sistema de eixos cartesiano

63
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t”“x, = Componentes cartesianas de um ponte qualquer do

corpo na configurag8o C i
sendo entlo
N 1 o u. du
= & = C ) =
l+Atei.j 2 '6L+Atx. au-m
b i
1 a 6ut a :Sr..lJ
= C p) 3.3
2 au-m.x_ at-rAl.x
b i
t+At

R expressa o trabalho realizado pelas cargas externas
atuantes sobre o corpo gquando este ¢ submetido a
L+AL B

deslocamentos virtuais 6uino tempo t+At. Chamando de fi

L+Atf?. respectivamente, as componentes segundo a diregio
x, das forgas de volume e de superficie atuantes sobre

L

corpo, © trabalho virtual externo ‘AtR pode ser expresso

por

t+AL t+At B - t+At t+AL s i t+AL

K= -r L+A1.U fi. @ i cr w t«l-ALs fi. o i as
(3. 4>
O fato de que a configuragfio referente ao
tempo t+At & desconhecida, a priori, impBe a necessidade de
reescrever a equagfo (3.1 em uma forma, na qual as
grandezas envolvidas sejam referidas a uma configuragdo
conhecida, para que uma solug3c do problema nio linear
possa ser obtida. Como substitutos do tensor de tensZo de

Cauchy e do tensor de deforma¢g@es infinitesimais, naquela
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equagfo, medidas apropriadas de tensSo e de deformagifc sio
requeridas.

Usando uma d?scric&o l.agrangeana Total o
principic dos desl&camentos virtuals pode ser expresso em
fung8c dos energeticamente conjugados segundoe tensor tens3o

A
de Piolé-Kirchboff e tensor deformag8o de Green-lLagrange

CBATHE, 1982), ambos referidos a ¢onfigura¢§o assumida pelo

corpo no tempo O

f t«l-AtS“ 5t+At€H % = t+At 3.8
(4] Qi) o ij
v
As componentes cartesianas do segundo
tensor tensfo de Piola-Kirchhoff no tempo t, referidas &

configuragfo inicial Co’ relacionam-se com as componentes

cartesianas do tensor de Cauchy por

%7
‘s = % % 3.6
g i) t t v,m mn t jn
fel
sendo
o a %x
X o= ——— C3.7>
it r,s t
4 x

e a relagfo entre as massas especificas do corpo nos tempos

Oe t Cop Ve tp) dada por
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< Q Q,

X x X
o t 1,4 t 1,2 t 1,8
il = det’ %% “x °x
t : ‘24 U 22 29 3.8
P

; o c 0

tXSA txsz txsm i
As componentes cartesianas do tensor
deforma¢3o de OCGreen-lLagrange no tempo t, referidas A
configuragXo inicial Co’ s%o definidas por
‘e, = —3~(tu‘ o+ tu st a0 3.9
o ij 2 o i,} o j,ti o k,i 0 k,ij
Os tensores de tensfc e de deforma¢8o acima
definidos apresentam as importantes caracteristicas de
serem simétricos e invariantes sob movimento de corpo
rigido. A conveniéncia do emprego dos mesmos na solugfo do
tipoc de problema n3o linear a ser considerado neste
trabalho encontra-se discutida com detalhes em BATHE et

al. 19750 ou em BATHE (1982).

— i——————————  —— ——

A equaglo (3.5) seri agora convenientemente
desenvolvida com a finalidade de o©obter a equagHo
incremental do movimento de um continuo em wuma forma

t*AtR deveri ser

aproximada. Na mésma,,o”trabalho externo
avaliado em fungfc de grandezas (forgas de wvolume e de

superficied referidas A configura¢fo do corpo no tempo O
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t+At t+At B o t+At s o
R’fov t."(i 6ui.'dV+fo$ ofi. éuidS

€3.100

no caso da andlise din&mica a contribuig8o das forgas de

inércia a ser incluida no lado direito da equag8io (3.5 &
L%

dada por . .

- [ °p LAYy su Par €3.11>
[s ] 1 N T
v ‘

Uma vez que também s8c desconhecidas as

componentes de tensfo de Piola-Kirchhoff e de deformagfo de

CGreen-Lagrange correspondentes a configurag¢do do corpo no

tempo L+At, estas s8o decompostas na forma

trbtg L 's 4+ s | €3.12)
o i o i) o v}

e P T DU €2.13
o i O tj Lo T A | .

ou seja, como a soma dos valores destas componentes de
tens30 ou de deformagfo correspondentes a configuragfo do
tempo ¢t e de seus respectivos incrementos ocorridos entre
os tempos t e t+At. Usando a equagfo (3.13>, a definigio
das componentes do tensor deformagfo de Green-lagrange dada
t + At ot

u

= u+ u,, na qual u,
18 t T t

pela equagl3c (3.9), e a relaglo
designa a componente segundo a direg8c i do incremento de
deslocamento ocorrido em um ponto entre os tempos t e tL+At,

obtém—-se
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€ .= e . + 7 . (3.142

onde oeij ‘representa uma parte linear do incremento

de deformagfo osij dada por

* 1 t t
R I ¢ + +
oeij 2 pui,j upj,i * ouk,i ouk,j ouk,t ouk,j
€3.1%)
e ntj representa a parte nfo linear do mesmo incremento
n = -j;{ u u > ¢3.163
o'ij 2 o k,tL 0 k,j

Durante os deslocamentos sofridos pelo corpo
entre os tempos t e L+At, tem-se JA conhecidas as

componentes de deformagfo ;sij, sendo portanto wvalida a

igualdade

=& €, . €3.17
o

A relacfo constitutiva elastica em termos de
incrementos das componentes do segundo tensor tensfo de
Piocla-Kirchhoff e dos incrementos das componentes do tensor

deforma¢fo de CGreen-lLagrange ¢ dada por

S . = C . £ ¢3.18)
o 1) O Tvj)r8 O rs
Substituindo as equagdes (3.120, (3.13),
(3.143, (3.17> e (3.18) na equaglo (3.8) resulta a equagio

nfo linear de equilibrio
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f c. . & b e TdV + f 's. &n . %av = t*AtR
o] O i)jrs O rs O i} o

o 1) o i}

- L ‘s 6 e Cav C3.19
v

Uma linearizag8oc desta equag8oc pode ser

introduzida admitindo-se as aproximagfes ofi =

e e
L) L= 2 A |
5 e =65 e ., entio
o i) o i
o] t+ AL
I . e Cav+ [ ! n av R -
[+ O L)rs O rs o i [ o] o i} O i
v v
L e
- f S . Se . dv €3.20
OUOLJ 0\.]

Na anidlise dinimica incluem-se nesta equag8o

a contribuig8oc das forgas de inércia, obtendo-se assim a

equagioc incremental do movimento do corpeo no tempo t+At em

forma aproximada

©

fo °p”‘°“ﬁ‘<su,° & +

av + | C. . e & e .
v L 18 ov O Lvjre O rs o 1

[ 's  6n °w='"Mr-[ ‘s &e °w
0‘u O i) C 1] 0‘u [= IS S | O )

3.215

3.2.3 -~ Equac3c Incremental do Movimento de um  Elemento

Finito

Usando o©os procedimentos wusuais de uma
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formulagZo em deslocamentos do método dos elementos
finitos, ou seja, substituindo-se na equag83o (3.21) as
grandézas ciheméticas devidamente expressas como fungfo dos
incrémentos dos qéslocamenﬁos nodais da estrutura, e
rearranjando esta em forma matricial, resulta a equacgioc

]
incremental do movimentg do elemento finito

YiM1 YPY® + ctrk g + ik 10 <UD = YRty _ tepy
Q O L. (o] NL C

3.2a>

na qual <{U®> ¢ o vetor de incrementos de deslocamentos
, t+At e

nodais do elemento, (U é& o vetor de acelerag8es
nodails correspondentes ac tempo t+At, t[MJ. 'tk 1 e Ytk 3

0 o L ©  NL
s¥o, respectivamente, a matriz de massa, a matriz de
rigidez linear e a matriz de rigidez nfco linear do
elementoc, e ainda, t+A£{R} consiste no vetor de cargas
nodais equivalentes as cargas externas e ;{F} ¢ o vetor de

cargas nodais equivalentes As tens@es atuantes no tempo t

sobre o elemento, e que sZo obtidos pelas expressdes

Ytk 1 = i) ‘te 1T tcy Yt 1 Cav €3.23)
L OU o] O L
'tk 1 = [ tt 1T 'tsy tiB 1 Pav €3.24>
o] NL O'U NL [ o] NL.
‘tMl = [ p ttNaT YN Cav €3.25
0 O‘U (]
<F> = | 't 1T < Cav C3.260
O o] L (]
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Nestas equagdes, ;[BL] e tB 1 s&o
matrizes deformagZo x deslocamento linear e nfo 1linear,
vOICJ é a méiriz constitutiva:1ncremental, :;S] e ;{éb s8o
uma matriz e um &etor contendo componentes do segundo
tensor tensZo de Piola-Kirchhoff e ‘'[Nl & uma matriz de
inte:“pol‘ac;so dos incrementos de deslocamentos. Todas estas
matrizes correspondem 3 configuraglio no tempo t e estdo

referidas As coordenadas globais no tempc O. Mais detalhes

sobre as mesmas s8o dados no capitulo 4 ou em BATHE (1882),
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4. FORMULAGXO NXO LINEAR DO ELEMENTO FINITO

4.1 — INTRODUGXO

L3

v

Neste capitulo sSc estabelecidas as relag8es
fundamentais para a implementagfc computacional do modelo
nfo linear do elemento finito tridimensional degenerado.

As hipéteses bisicas adotadas no modelo
permitem que o elemento apresente grandes deslocamentos e
rotagBes, mas consideram que as deformagdBes totais do
elementc e que os incrementos de rotag8o correspondentes a

cada passo incremental da andlise sejam pequenos.
4.2 — DESCRIGAO DO ELEMENTO
4.2.1 - Geomelria

O elemento representadc na Figura 4.1 Cad
encontra-se referido a um sistema de eixos cartesiancs X,
x, © X, (eixos globais da estruturad e sobre sua superficie
média coordenadas curvilineas normalizadas (¥, n e D s8o
definidas.

As coordenadas txi Ci=1,2,33 de um ponto’
qualquer do elemento em uma configurag3c correspondente a

um tempo genérico t, s8o dadas por
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n
Y% =2.¢chz:.n>c x; + = h_‘es 1 C4.1>

sendo

n - nimero de nds do elemento

txki— coordenadas globais do né k no tempo t

hk - espessura do elemento no né k

te;i— componente segundo a diregfo x, do wvetor unitiario

Lé:. o qual ¢é perpendicular A& superficie média do

elemento no nd k e no tempo ¢

l}(t.n) - fung8o de interpolagfo do né k

O vetor oé: pode ser obtido por

o~k vs
& B e ——— C4.2>

3 0"k

| "v

sendo nesta o;: definido pelo produto vetorial de vetoreé

tangentes & superficie média do elemento no ponto ka, nk,

0> e no tempo O

ok= O x °U% C4. 3D
1 4
onde
[o 2al 3 1 N axz - ) 3 oy
L *C 3% i+ 3% j o+ 3% kD C4.4>
1 =4
0~k 41 N 2 -~ 8)(3 °~
v = C i + + k > 4.5
an J an



74

Para os tempos subsequentes o vetor té: vai

sendo obtido incrementalmente (vide equag8oc 4.10D.
- Tem-se ainda a espessura total do elemento,
h, ocu de uma l&amina, hl’ em'umvponto qualquer dos mesmos,

dadas por

L)

n . n
K = }:.lkCE:n)hk s h=EA4CE,mh C4.6D

4.2.2 - Campo de Deslocamentos

(o} campo de deslocamentos do elemento
tridimensional degenerado ¢ obtido a partir da imposig8o
das restrigdes abai xo citadas, sobre o campo de
deslocamentos e deformagdes dos eleﬁentos isoparamétricos
tridimensionais: (1) 1linhas retas normais a superficie
média em sua configurag8c inicial permanecem retas, porém
n3c necessariamente normais & esta superficie, apds a
deformagio; (2> as componentes de deformagico normais
transversais s3o desprezadas.

Assumindo as hipdéteses acima referidas
resulta possivel definir o© campo de deslocamentos do
elemento, adotando como graus de liberdade em cada né, tres
transla¢gd®es ao longo das diregBes globais X » X, & X e
duas rotag®des da normal A superficie média (diregio x;), no
né, em torno de eixos ortogonais entre si e‘tangentes a
mesma superficie (diregdes x; e x;). As citadas direg¢des,
x', x e x;, constituem um sistema de eixos locais obtido

1 2

como abaixo descrito.
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Sejam iéi, té: and téz vetores unitarios

que _definerh as direg¢Bes de um sistema de eixos locais

-
x', xé e x;, sobre cada né’ k do elemento, mostrados na

Figura 4.1 Cbd. O vetor té: ,» normal A superficie média, ja

fol definido anteriormente e os demais, tangentes aquela

L3

superfiéie, s8o estabelgecidos por

Q x ték
t .k 2 3
é: = b t .k
IV x & [
2 3
C4.7>
ék ___ték % ték
2 8 1

sendo ;2 um vetor unitario sobre o eixo global x, -

Os deslocamentos de um ponto qualquer do
elemento no tempo t e os incrementos de deslocamentos que
ocorrem entre os tempos t e t + At s3o, respectivamente,

dados por

n

t _t _ o = t k 4 t k o k
9O = E.A’ka,nD Lug + 23— hCe,, 3i
k=1
4.8

n

_t+At t - X 4 * 0tk

u, = u, u z ﬂk(f,n) {ui + = hkC .. eatj

k=1

C4.90

Designando por Qt and 9:, os incrementos de

rotagHo da normal A superficie média no né k,
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Cad) — Geometria

XﬁU

C(bd - Campo de deslocamentos

Figura 4.1 - Elemento finito de nove nés em um tempo t
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correspondentes A cada passo incremental da andlise, em

torno dos eixos locais definidos pelos vetores té: e téi,
respectivaméhte. e admitinddo que sejam pequenocs estes
incrementos de rotayao; pode—-se escrever
L3 A .
Aték - t+ ték - tak o ak ték _ ek ték C4.100
3 g E:] 1 1 2 3

Substituindo a equag8o (4.100 na equaézo

C4.9) resulta

™

_ X C kK t k _ _k t k
u, -E A, CE.m> [ul + =—h co. ‘e’ -6 ‘e O3
k=1
C4.11D
a qual pode ser escrita na forma matricial
W =<u ,u,ud>T= tN1 W C4.12>
x4 1 2 h: | B3xSn Snx1
onde
W= «cudT cw T ... <u T U™ ca.1
1 2 k ™
u>T= k¥ U* U e* &> C4.14)
k b 2 | 1 2
Yeny o= cten s tonr L tiN T L L L HIN 11 c41md
1 2 k n

sendo
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'*k t k #K t. .k
Jk o o e ¢ hk ex; - =4 :hk ezx
N4 V.4
t _ I~ ok t k _ k t k
. [Nk] = 0 .Afk O = 4 hk e, —————{8 hk e, .
' K V.4
k t k k t k
o o J/k e ¢ hk eis e :hk eza
L ]
‘ ca.16d

e nesta dltima equagio

K, = K CE,mD

4.3 — RELAGCOES FUNDAMENTAIS

Para se obter as matrizes referidas nas
expressdes (3.83 a 3.86) a partir do desenvolvimento da
equag8o (3.21), se faz necessarioc determinar as expressdes
das derivadas cartesianas dos deslocamentos e dos
incrementos de deslocamentos em termos dos incrementos‘de,
deslocamentos nodals do elemento. |

Sendo os deslocamentos totais =) seus
respectivos incrementos expressos em fungSo das coordenadas
curvilineas ¢, n e [, aquelas derivadas sSc obtidas da

rel agso
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3‘us a‘uz a'us 3 us ' uz atus
8% 8%, 0% % i x
Otux ) 8tuz 8”u5 | = °tn —i : a‘ us o‘ uz 8" us
3%z 3%z 3%z . V M m m
a‘us a‘uz a‘'us a‘us a‘uz atus

| % 0% 0% | el ot %

€4.17>
na qual a matriz Jacobiana & dada por
3°xs 6°x2 6°x3
-4 at az
o o o
:] g x1 9 x2 8 xa
£Jl = €4.180
om on o
3% 8%xz 3°xs
at at or

e de forma semelhante s8o determinadas as derivadas dos
incrementos de deslocamentos caui/a°xj>. As derivadas dos
deslocamentos totais ev dos incrementos de deslocamentos com '
relag8o as coordenadas curvilineas s8o obtidas das equagBes
(4.8 e C4.11>.

Substituindo as derivadas cartesianas acima
referidas e a relagf3o (4.12) na equag8o ((3.21), as
requeridas matrizes sf%o obtidas.

Assim a matriz :_;[S} .da equag3o (3.24> tem a

forma
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t {1l ]
O 4114 8 . .
simétrica
Yis1 = ‘s (131 ' 's 13
s ] . o 12 8 - 22 8
‘s 13 's 117 's m
O 43 8 0 23 b ] O 93 b i

C4.190

sondo CI]3 s matriz identidade de ordem 3Ix3.
A matriz ;[BNLJ, daquela mesma equagfo,
relaciona as derivadas cartesianas dos incrementos de

deslocamentos com os deslocamentos nodais do elemento
{u,> = [B 1 <U% c4.200
o NL

cnde {u,> =
[o]

T
u u u u u u u u u >
o 1,1 0 2,14 © 8,1 0 4,2 0 2,2 © 8,2 © 1,8 O 2,8 O 8,38

e pode ser obtida pelo produto das matrizes

[N] C4.215

sendo O[H] uma matriz de operadores diferenciais, tal que

sua transposta ¢ dada por
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- ]

9 0 0 : 0 ) : 0 0
o°>u 9 x2 d xs
0 "Z o o g 0 0 2 0
9 x1 d x2 d xs
0 ) : 0 0 : 0 0 :
| 9 x1 9 x2 d x3 i
’ c4.22

A partir da equag3o (3.15) obtém-se o vetor
de incrementos de deformag®es 1lineares, em coordenadas

globais, <e> € <e>' =< e e e 2e 2e
o] o] o 1

2 e >
O 11 © 22 ©0 83 O 12 o 23

expresso por

t
{e> = [G) <u,> C4.23>
o o
t T
sendo [G)l =
r -
t t t
1+ u (o) O u u O
o 1,1 o 1,2 © 1,3
t t
u O O + u u (o)
o 2,1 o 2,2 o 2,3
t t t
u O O u 1+ u O
o 3,1 o 9,2 0 3,3
t t t
(o) u (o) 1+ u (o) u
o 1,2 o 1,1 o 1,9
t t t
(o) + u O u O u
o 2,2 o 2,1 0o 2,3
t t t
O u (o) u O 1+ u
o 3,2 o 9,1 o 3,9
t t t
(0] O u O +u u
0 1,3 o 1,1 o 1,2
t t t
O O u (o) u 1 u
0 2,3 0 21 o 2,2
t t
o) o) 1+u 0 t
© 3,3 o 3,14 © 3,2
L .J

ESCOLA DZ ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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A matriz ;[BLJ, por sua vez, relaciona o
vetor de incrementos de deformag8es lineares o(e} com ©

vetor de deé&ocamentos nodais do elementoc <U%> pela equaglo

<e> = “tB 1 <U%> C4.24D
o o L
podendo, assim, ser obtida a partir das equagSes (4.200,
C4.210 e C4.23>, come sendo

Y'B 1 =tter tHI ‘tNa C4.25)
© L 0

Sendo cada elemento constituido por laminas

de diferentes materiais, as integrais das equagles (3.23) a

(3.28) s%o desenvolvidas numa soma de integrais sobre o

volume de cada uma das laminas. A resoclugfo destas

integrais através do emprego das fdédrmulas de quadratura de

Gauss faz necessirioc uma mudanga de variavel de ! para (z,

tal que esta Gltima varie entre -1 e 1 ac longo da

espessura de cada l3amina. Numerando-se as laminas da face

inferior Cou internad) da casca, [=—1, para a face superior

Cou externa), [=1, para cada lamina ¢ a correspondente lei
de transformagfo &€ dada por
4

r =-1 +1 2151 hl - h{C1—C£D 17 h
A matriz {C}] da equaglio (3.23), para cada
lamina ¢ obtida a partir da matriz constitutiva [C'1 da

mesma segundo dire¢gdes locais x;, x; e x;. definidas da
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mesma forma que as diregBes locais estabelecidas sobre os
nés do elemento ou também como descrito no capftule 2. Em
relag8c a este sistema de eixos locais € que s%o definidas
as diregdes principéis de cada lamina do elemento, de forma
que a matriz [C’] possa ser obtida da equaglo (2.24D.

‘ .Assim a matriz de rigidez elastica ;[KLJ do

elemento ¢ obtida da integral

. nl 1 1 1
CiK1=E £ S5 I
il=1 - ~4 -1

[B!1 |J|Ch/hddgdndl,

c4.26d

sendo nl o numerc total de laminas.

Na anilise elasto-plastica esta expressio é
modificada somente pela substituig8o da matriz constitutiva
elastica pela cérrespondente matriz constitutiva elasto-

plastica para cada ponto plastificado do elemento.
4.4 ~ ENRIJECEDORES EXCENTRICOS

Os enrijecedores sfo assumidos como vigas
laminadas de se¢fo transversal retangular, modeladas com
elementos tridimensionais degenerados retangulares de seis
noés.

Cada elemento ¢ conectado & casca ou placa
através de nés virtﬁais, os quais s3o definidos sobre uma
superficie que apresenta uma excentricidade f em relag8o A
superficie média do elemento, tal como mostrado na Figura

4.2. Assim, para cada né real do elemento existe um
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correspondente né virtual com as mesmas coordenadas & e 7.
As coordenadas de wum ponto qualquer do
elemento podém ser obtidas por

n

1 =, t k

t _ t-k -
x, = z A CEDUX + = h L -0 ‘esl 4.2

k

’

k=1

onde t§t s8o as coordenadas globais do né virtual k.

Para levar em considerag8o a excentricidade
dos elementos enrijecedores s%o realizadas as seguintes
transformagdes de coordenadas: |
ad O vetor de deslocamentos {U®> correspondente aos nés
reais do elemento & obtido do vetor de deslocamentos <U®>

correspondente aos nés virtuais por

U®> = [TICT®> C4.22

nos virtuais

sup. media da casca

e ——— —_—
- ——
- -
-
-
-

sup. média do
enrijecedor

Figura 4.3 — Nés virtuais de um enri jecedor excéntrico
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sendo [T)] uma matriz transformag8oc que pode ser deduzida da

- equacgZo C4.11)> e das relagdes ef éf Ci=1,2). Esta matriz

tem a forma

[T1] (ol ... [0 ... [O]

[O) | [Tzl .o [oy ... [O]
- [ T = C4.29
- [0} [oy ... [TkJ .. [O]
- (O] [0y ... (o} ... [Tn]

sendo [Tk] uma matriz que relaciona os deslocamentos dos

nés real e virtual k C {Uk} = [Tk] {Uk})’ a qual ¢é dada por

1 0 0o -Ch e [h e ]
. 2 2
oog k = k
o 1 o -{h { h
é 12 E 22
[T 1= |o o 1 -f{hn & {h e
k é 13 é 23
o o o 1 o
| Lo o o o 1 ]
C4. 30>

b> O vetor de forgas atuantes sobre os nés virtuais do
elemento ¢ obtido do correspondente vetor de forgas
atuantes em seus nés reais por

Fo>

g <F® = [TITKF®> C4.31D

c) A matriz de rigidez do elemento referida as coordenadas
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da estrutura, definidas sobre os nés virtuais do elemento,

é calculada usando a relagfo

P

(K1 = [TITIK] [T} C4.32

Devido -a esparsidade da matriz [T}, as

relagBes (4.28), (4.313 e (4.32) s#Ho facilmente calcul adas.



87

5. PROCEDIMENTOS NUMERICOS

5.1 - INTRODUGXO

L3

'e

No presente capitulo s8oc, primeiramente,
descritos o©os procedimentos numéricos utilizados neste
trabalho para a solug80 das equagles nZo lineares de
equilibrioc estitico ou dinimico.

Na anilise estéatica, a solugSc das equag®es
de equilibrio & obtida através do métode de Newton—Raphson
Cem sua forma padr8o ou modificadal, ou alternativamente,
utilizando-se o método do controle por deslocamentos
generalizados (MCDG). Este Gltimo método € usado aqui
especialmente como ferramenta de estudo do comportamento de
estruturas pds carga limite.

No caso da anidlise dinAmica, as equagdes
diferenciais nfo lineares do movimento sfo discretizadas no
tempo usando o método de integragio direta de Newmark. As
equagdes algébricas assim obtidas s3o resoclvidas fazendo
uso das técnicas incrementaissiterativas do método de
Newton—Raphson.

Em seguimento s3o descritos, sumariamente,
os procedimentos correspondentes 34 anidlise elasto-plastica.

S3o ainda referidoé os critérios de
convergéncia que estabelecem o término de um passo

incremental.
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5.8 - METODO DE NEWMARK

Adotando-se os procedimentos do método de
Newmark, em cada etapa da andlise (transi¢fZc entre tempos
genéricos t e t+At;). os vetores dos deslocamentos e das
velocidades nodais correspondentes aoc tempo t+At s&oﬂ

«

aproximados por

A = e + YAt + [c-}é-— - i + UM% 1catd?
¢5.1)
WAL = %D 4+ -0+ oA 8. 2>

nas quais At é o passo de tempo a ser adequadamente

selecionado para que uma integrag8o no tempo
suficientemente precisa seja obtida e os valores a = 0,8 e
3 = 0,28, correspondentes ao método da aceleragfo média

constante s8o adotados neste trabalhé.

Substituindo na equagfo (3.28) a expressio
do wvetor 1+At{0}, fung8o de grandezas referentes ao tempo
t, obtida com ¢ uso da equagfo (5.1), resulta o sistema de
equagdes algébricas

:)[fq W = A 8.3

_t+AL

sendo <UD (WU {U}-ACU}) o vetor de incrementos de
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deslocamentos nodails, e

-

t

ikl = a ‘tM1 o+ Ytk 3 + Ytk 3 C5. 4D
O ‘ [« I of [ ] L o] NL
L¥Blepy = Y*Blepy L teRy 4 YrMICa Y<D + a <D
. o o 1 2
. C5. 5
nas quails
v 1 - - - Sonam 1 —
a, = — : a = aoAt ; a, = T 1

pcatd?

Apés a obteng8oc do vetor (U, os vetores de
deslocamentos, acelerag@es e velocidades correspondentes ao

tempo t+At sSo obtidos por

ALy = ey + <D ¢S. 8
LBy = a_ (B> - a <> - a ‘<O C5.7)
trAtein = Yeip o+ a t<i> + a“"“‘(t‘b 5. 8
sendo
a = (l1-cOAL : a = oAt
3 4
5.3 - METODO DE NEWTON-RAPHSON
Em virtude do carater aproximado das

equagBes deduzidas, erros sucessivos vio sendo acumul ados
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ac longo da anidlise incremental. Uma forma de minimizar o
afastamento da solug¢fo numérica da resposta verdadeira da

estrutura consiste na realizagfio de iterag®es em cada passo

da analise.

Fazendo uso do método incremental  iterativo

3 :
de Newton-Raphson assume—se que em cada passo da anélise,'

(transig8o entre os tempos t e tL+ALD, apds realizadas (i-1iD

iteragdes de célculo, sejam conhecidos t*A‘{U}Ei-1>

t+At<U}<t—1) e t+At{0}fi—1>

A equag8c do movimento em forma incremental ./

iterativa fica

‘tLMJ t+A£{U}£ + Ct+At[K 1 + t+At[K J)‘i-’}{6U}(i)=
[} o] | 9 (o] NL.
t+At{R} _ t+A;<F}(i-1) 5. 8

na qual a matriz de massa fol considerada constante durante

todo o passo e sendo

(i (i—17 Lt+AL i) t+ At Ci=-43
- - LU

i 30 = W

<ol = LW

Usando os procedimentos ja descritos no {item
5.2, os vetores de deslocamentos e de velocidaes nodais sio

agora aproximados por

”AumfiﬁﬁanﬁcmAt+rc%?-—m‘ab+

AR Y JcaEs>? €5.10d

AL D P St e (-0 teld + ot Aty (P2 aAt €5.11)
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e a equag8o a ser resolvida na i-ésima ilterag¢8oc de cada

passo da anaAlise resulta pela substituigfo de t*At{ﬁ}(i’
na equagdo (8.8
HRICGTE co> P = A gyt ¢5.12>
sendo
t[k](t—1> = a YrIM1 + ¢ L+ALrK ]+ t +AL 3 )(t-z)
o o o o L o NL
(85.130
LAt Ry = Ay L tivica < T - a Wi - a tatdd
o o 1 2
Ay i) €5.14)
e
t+A:<F><i~u - fe t+At£BL<i.-1>]~r “A:{AS}“'—“ ° v 5. 15

v

Uma solugBo convergente também pode ser
obtida, dependendo do grau de n8o linearidade apresentado
pela estrutura, com um menor esforge computacional fazendo
uso das equagdes correspondente ac método de Newton-Raphson
modificado, as quais s3o obtidas das anteriores fazendo-se
constantes as matrizes ;fKLJ e ;{KNL] durante algumas ou
todas iterag8es realizadas em um passo incremental.

A sequéncia de procedimentos do método de
Newton—-Raphson para a obteng3o da solug8oc aproximada da

equag8oc n8oc linear do movimento da estrutura C(SUBBARAT,
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DOKAINISH, 1989) ¢ abaixo estabelecida:

AD Inicialiiégso da analise C(t=0D

Ai. Construg3c da matriz de massa ;[M].

A

Az.

Aa‘,

Calculos das constantes a , a , a , a_ e a .
. o 1 2 3 <

Inicializag8c dos vetores de deslocamentos, de

velocidades e de aceleragdes.

B) Anidlise incremental - iterativa

B1.
sz

Ba.

Bae.

Bs.

Be.

B~.
Be.

Be.

t=t+At
i=1
Calculo da matriz de rigidez efetiva ‘*rki®*

quandoc for necessirioco ou desejado usando a equaglo

t+AL. T (o)

5.133; (C ‘JKJ ¢ determinada a partir dos

deslocamentos e tens@es obtidas no final do passo LD.

t+AL 2 (i-1)
{ T

Calculo de R> pela equagio (5.140;

<U> = {0>.

Sclug8o da equagio (8.12), obtendo-se 1210 N

i=i+1l, e atualizam-se: vetor de aceleragdes o vetor
de incrementos de deslocamentos nodais e o vetor de
deslocamentos ncodais da estrutura.

Se i>1 realiza-se teste de convergéncia (sim ou nSod.
Caso Qgg,.retorna~se ac passo Ba.

Caso sim, atualiza-se o vetor de velocidades nodais e
retorna-se ac passo Bis ou conclui-se a anadlise quando

o tempo madximo pré-estabelecido for atingido.

A sequéncia de procedimentos para a solugfo
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da equagioc de equilibrio estatico é obtida desta fazendo-se
as devidas simplificag®es. Neste caso a variavel t &
ficticia e o passo & corresponde a atualizag8o do vetor

t +At<R> )

5.4 - METODO DO CONTROLE POR DESLOCAMENTOS GENERALIZADOS

CMCDGD

O Método do Controle por Deslocamentos
Generalizados, CYANG; SHIEH, 1980) consiste numa técnica
alternativa, entre outras existentes C(RAMM, 19812 ja&
citadas no capitulo 1, de anAdlise do comportamento de
estruturas em regime pré e pds-—critico cujos procedimentos
s80o aqui descritos.

Em geral, na solug8o incremental-/Ziterativa
de problemas estruturais ndo lineares, o fator de
incremento de carga de cada passo iterativo pode ser
considerado como uma variAdvel incdgnita adicional. Assim,
assumindo-se que © carregamento seja proporcional, pode-se

escrever a equagio de equilfibrio na forma

-1 ){6U}m= ct+At7\<t—1>+ A?\m) By

CL+A1[K ]+ t+At[K 3)"‘
o L O NL

_t+At (i-1)

{F> (5.16D
o
ou mais simplesmente
“A:tKT]""wU}" = MR + t+A:{w}i_1 €5.17>
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onde AA' define o incremento de carga da iteragfo i, (R> &
um vetor de cargas nodals de referéncia e t+A:{£p}i’—1
representa‘&m vetor de forgas desequilibradas na iterag#o
i-1. |

O vetor de incrementos de deslocamentos pode

A

ser expﬁesso pela soma de vetores
' = M Ut + cou >t C5.18d

onde os vetores {éui}t and {éuz}t s8%c obtidos como soluglo

dos sistemas de equagBes (Batoz; 1979)

t+AL

(K 1'71 ¢sU >t = B (5. 10D
(] T i
Lebtpy 3=t sy at = trBL 01 ¢S. 200
O T 2 O

Adicionalmente equagdies especificas s8o
estabelecidas pelos diferentes métodos existentes para o
cdlculo da incédgnita adicional Ak?’

No métode do controle por deslocamentos
generalizados, usa-se um parametro referido como “General
Stiffness Parameter" (GSP), para obter o incremento do
fator de carga da primeira iterac¢fc do j-ésimo passo
incremental, o qual & definido por

<8U >% <6U >

1

GSsP (8.21>

T FTRE™

<SU > csu ot
17 j-1 1

e
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onde a representag8o <.> designa vetor linha.
Assim, na primeira iterag8c do passo J, o

incremento do fator de carga é dado por

1 1/2

AN = £ANC|GSP|D 5. 220

4

.

na qual AA: representa o incremento inicial do fator de
carga (primeiro passo e primeira iterag8oc de c&lculod,
enquanto que para as iteragdes subsequentes (i > 1) do

mesmo passo, tem—se

<su>t <UDt -
i €S. 23>

J
J <su>t  csunt
1 j-1 17
sendo que para j=1, {6U1); é feito igual a {6U1);

O sinal da equag8o (5.22) & definido de forma
simples e automatica pela variag3o do préprioc parametro
GSP, uma vez que este apresenta a peculiaridade de passar
de sinal positivo para negativo em todo ponto limite,
permitindo assim que tais pontos sejam identificados. Cada
vez que isto acontece, o© sentido do <crescimento do
carregamento da estrutura deve ser revertido.

Em forma sumaria os procedimentos para a

implementagdo deste método s3o abaixo descritos:

A) Inicializacg3o da anilise

Ai. Calculo do vetor de cargas de referéncia <R>.

.. . 1
A2. Inicializam—se vetores e escolhe-se AX1.
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B> Analise incremental-iterativa

Ba.

ad

c

dd

ed

Be.

ad

b>

cD

Bsa.

Bs.

Bs.

Bs.

Bo.

Em tﬁn passc qualquer . j da anAlise e na primeira
iterag8o (i=1D.

Construgio dé matriz de rigidez.

Se jz2 determina-se AA? por (S.22>.

Se GSP(O; no passo j, verifica-se se GSP>0 no passo
anterior j—-1 Csim oﬁ niod.

Caso sim — reverte-se o sinal de Akj.

Determina-se o vetor {6U1}; por (5.19) e {6U2}§={O}f
Em um passo qualquer j e iz2

Atualiza-se a matriz de rigidez quando necessaric ou
dese jado.

Determinam—-se os vetores <6U1}; e {éUz}z por (5.19> e
(8. 200,

Determina-se Ak§ por (5.233.

Determina-se o vetor de incrementos de deslocamentos
“U}E por (5.18).

Atualizam-se : geometria, deslocamentos, cargas, etc.
Realiza~-se teste de convergéncia (sim ou niod

Caso nio, repetem—-se os passos Bz, Ba e B¢ até que a
precisio desejada seja obtida.

Continua-se a anadlise incremental até que a carga
total seja aplicada ou um determinado ndmero de

passos incrementais seja atingido.
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5.8 ~ PROCEDIMENTOS NUMERICOS NA ANALISE ELASTO-PLASTICA

. Nesta se¢lio s3c descritos sucintamente os
ﬁrocedimentos adicionais a ;erem realizados no caso de
uma analise elasto*plésﬁica com base no que se expds no
capitulco 2. Tais procedimentos correspondem a4 determinagfo
das tensfBles em cada poﬁto de integrag8oc plastificado num
tempo genérico t+At e numa iterag8o i, a partir das quais
sf%o determinadas a matriz constitutiva dos mesmos e o vetor'
de forgas residuais relativos & iterag8o subsequente.
Uma vez que, mesmo numa anilise elastica,
JA se faz necessario ter sob controle a grandeza dé
incremento do fator de carga referente a cada passo
incremental, como forma de limitar as grandezas dos
incrementos de rotagdes ao mesmo correspondentes; também na
andlise elasto-plastica fol adotado a mesma estratégia
como forma de minorar o afastamento da superficie de
escoamento de sua real forma, © qual ocorre em fungZo da
consideragfc de incrementos de carga finitos ac invés de
infinitesimais. Estes procedimentos sdo:
AD Tratando-se da primeira iterag3oc do passo, determina-se
M' Cnfo sendo o caso deste ser previamente definidod.
B) Usando a matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais
correspondentes ac estigio em que se encontra a analise
(passo J e iterag8io i), calculam-se os incrementos de
de deslocamentos, de deformag®es e de tensdes {Ao'e..}'L
Cestas calculadas em regime elasticol.

CJ) Apenas no caso de andlise estatica, na primeira iteracgfo
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de cada passo, determina-se para cada ponto ainda nfXo
plastificado anteriormente, qual a frag8o r de ARt
cc;rrespondente ao inicic de plastificag8o nos mesmos,
usando—se a condig¢8o FCt{o} + r {Aoe>2> = Y CEP)

Seleciona—-se o© ﬁenor valor encontrado rmin, e se amrmuv

" , 8 . 1
for menor que 1.0, redefine-se: AN~ = o rmn AN Ca é
m m

um coeficiente de majorag¢io adotado entre 1,0 e 1,25).
Recalculam—-se os incrementos de deslocamentos e de
tens®es em conformidade com © novo valor de AA.

1y CAoedt

Aproximam~-se as tensdes totais por <ot = tont”
Determina—se fC{o'}i') e procede~se como descrito nos itens

abaixo discriminados

G1. Tratando-se de um ponto ja plastificado na iterag3o

anterior (identificado por um cdédigo pré-definidoj,
passa—~se a verificar se na iteraLg:ﬁo atual ocorreu
descarregamento Co < Y). Caso sim, segue—se para o
passo H; caso contrario, o ponto continua escoando,
procede-se ent3o a redugfo das tensdes {Ams».‘.l"L para
{Ao'}t, comoe mostra a Figura 5.1, localizando o ponto
sobre a superficie de escoamento. Segue—-se ent3o para

o ftem Ga.

Gz. Para wum ponto anteriormente em estagio elastico,

verifica-se ter ocorrido ou n3o escoamentc na
iterag3o corrente. NEo tendo ocorrido segue-se ao
passo H, e no caso contrario procede-se a redugioc das
tensSes m{Aoed>" para {Ao}i conforme esclarece a

Figura 5.2 (m=AB/BC)>. Prossegue-se no item Ga.

Ga. Corrigem—se as tensdes totais por
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. dog=cde”
!
02
4
d0'= C(d€ - 4€) = Cd€,
G_Y-l D: D
r CORREGAO D—D’
1)
G—f:._ o.f[ YO + Hp ép]
0 - =
q,
Uy
Figura 8.1 - Vetor de incrementos de tensdes em um ponto

plastificado anteriormente
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d0s = Cd€

02
J
do™r ,/ v r r r
r-1 i dd = c(de'- dep)=Cdé€q
T
D
D' CORREGAO D-D'
r
U . r
a—l’= 0.7[ Yo + Hpeg:l
0 - 7
— d,
Ts
Figura 5.2 -~ Vetor de incrementos de tens®es em um ponto em

infcio de escoamento
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<ot = (o't + CAoedt — dA [C) <af 80>

>

sendo (&f /80> calculado’ com {02 N

+ C1-m> CAoed'
na qual m = 1;0 no caso da Figura B.1.
Gs. Determinam-se o incremento da deformagfo efetiva
CequagSio 2.51> e a deformagSio efetiva total por
89 = 291-—1 + A;p , com a qual sera calculada a
tensfo de escoamento Y na iterag8o seguinte.
H> Se realizada as etapas anteriores em todos os pontos de

integrag8o da estrutura dA-se prosseguimento a anilise

até a convergéncia do passo incremental.
5.8 — CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Para definir o fim de um passo incremental

qualquer s8o adotadas, alternativamente, duas condic8es:

A .
A NTEY
iy
&> il,laifm i =&
I
Nas quais, o simbolo | | designa a norma Euclideana de um

vetor, £ & uma tolerAncia prescrita e M ¢ o nUmero de graus
de liberdade da estrutura analisada. As duas condigSes sZo
utilizadas na anAlise estAtica e din&mica, porém a segunda
delas ¢ particularmente indicada quando admite-se para o
material um comportamento elasto-plastico.

ESCO A Dt ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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6. APLICAGBES NUMERICAS I: ANALISE ELASTICA GEOMETRICAMENTE

NXO LINEAR

3

6.1 - INTRODUGZXO

Neste capitulo s3o apresentados diferentes
exemplos de analise elastica geometricamente n3o linear,
estatica e dindmica, de estruturas tais como vigas, placas
e cascas. Consideram-se para efeito de avaliag3o dos
procedimentos utilizados, casos de estruturas constituidas
de material isétropo e de estruturas laminadas anisétropas,
mais especificamente, ;onstituidas por lAminas reforgadas
por fibras unidirecionais. Placas e cascas dotadas de
enri jecedores excéntricos ou n3o, s8¢ também analisadas
usando os procedimentos citados no capitulo 4.

Na solug3o dos problemas estéaticos sdo
empregados © método de Newton - Raphson ou o método do
controle por deslocamentos generalizados. Este Gltimo &
sempre usado nos exemplos em que um comportamento pés-—
fambagem seja investigado. Na anilise din&mica s3oc usados
os métodos de Newmark e de Newton—-Raphson

Através da solug83o de diferentes exemplos,
a eficiéncia de diferentes regras de integrag3o numérica
Ctotal, reduzida uniforme e reduzida seletivad sobre a

superficie média da estrutura ¢ verificada. Ao longo da
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espessura da estrutura, em geral, adotou-se uma regra de

integrfaa;&o total (2 pontos de Gauss) no casc desta ser

constituida rxpor uma Unica camada, enquanto que no caso de

estruturas constituidas por mais de uma camada, sub—camadas

foram consideradas e uma regra de integrag¢8io reduzida (1
.

ponto de Gauss)‘ em cada uma delas foi adotada.

Em todos os exemplos de estruturas laminadas
anisdtropas resolvidos, devido a simetria geomélirica da
estrutura, foli adotada a estratégia usual no caso de
estruturas constituidas de material isdétropoc de modelar
apenas um quarto (ou metaded da estrutura, por razdes de
economia de tempo computacional e também com a finalidade
de comparar os resultados obtidos através do modelo
numérico proposto neste trabalho com outros resultados
encontrados por diferentes pesquisadores usando também esta
estratégia. Deve-se ressaltar, no entanto, que na anilise
de estruturas laminadas anisétropas, principalmente no caso
de esquemas de laminag8o tipo “angle-ply"” ou de disposig8o
de laminas n3o simétrica com relagdc A superficie média da
estrutura, o uso de modelos reduzidos requer © conhecimento
por parte do analista dos casos em que ¢ possivel obter
proveito da simetria da estrutura e de como isto pode ser
feito. Cita-se aqui, ent3o, os trabalhos de NOOR; CAMIN
19763, NOOR et. al. 18770 e NOOR et. al. C1887) para
maiores esclarecimentos sobre o problema questiocnado.

Nos exemplos de andlise dinmica admitiu-se
a aplicagd8c instant&nea da carga sobre a estrutura, e

deslocamentos e velocidades iniciais nulos foram adotados.
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6.2 - ANALISE ESTATICA : VIGAS, PLACAS E CASCAS

6.2.1 - Viga em balango sob carga concentrada

Neste exemplo, a viga em balan¢o de material
homoéénéo e isdétropo, s?licitada por uma carga concentrada
em sua extremidade livre, mostrada na Figura 8.1 (ad, é
analisada. As propriedades elasticas do material s¥o: E =
12 x 10° KNom? e v = O.

A viga fol modelada com cinco elementos de
nove nés e uma regra de integragl8c 2x@x2 (reduzida uniforme
no planoc do elemento e dois pontos de integragfo ac longo
da espessurad foi empregada.

A andlise foi realizada wuwtilizando-se o
método de controle por deslocamentos generalizados
adotando-se de partida uma carga igual a 120 da carga de
referéncia (4 KN) adotada. No passo incremental de numero
12 foi atingida a carga de 3,87 KN, e o deslocamento
vertical extremo (W), correspondente a esta carga, obtido
foi de 6,456m.

Observou—se na analise desta estrutura que
melhores caracteristicas de convergéncia ocorreram (menor
nimerco de iteragd@ies por passo) sendo a matriz £KNLJ obtida
com as tensd@es convergentes, ou seja, tensdes obtidas no
final do passo anterior, ac invés de com as tens®es
atualizadas, obtidas no final da Ultima iterac¢3oc concluida,

apesar de ambos procedi mentos produzirem resul tados

concordantes.
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Na Figura 8.1 (bd, ¢ representada a curva
carga‘(P) x deslocamento na extremidade da viga (W) obtida
conforme acima descrito. Para efeito de compar a¢8o, sfo
também representadés os resultados encontrados por CHANG;

SAWAMI PHAKDI C1982).

3

-

6.2.2 - Casca cilindrica abatida com carga no centro

Neste exemploc considera-se a anilise de uma
casca cilindrica abatida constituiqa de material isdétropo
solicitada por uma carga concentrada conforme mostra a-
Figura B.2 Cad. As bordas transversais da casca s8¢ livres
e as longitudinais s8c articuladas. As constantes elasticas
do material sfo: E = 3103 N/mm” e » = 0,3.

Apenas um quarto da casca foi discretizado
com quatro elementos de nove nés, e uma regra de integragfo
reduzida seletiva nos termos de cisalhamento da matriz de
rigidez linear dos elementos foi utilizada.

Obser vou-se dos resultados deste exemplo, um
bom desempenho do métode do controle por deslocamentos
generalizados e demais procedimentos empregados em modelar
o comportamento fortemente nfo linear desta estrutura,
Os fendmenos ditos ‘snap-through" e “snap-back', por
exemplo, apresentados por esta estrutura, foram detectados
sem que qualquer problgma de convergéncia ocorresse. A
carga de referéncia e o fator de carga inicial adotados
foram, respectivamente, 0,6 KN e 0,20, e duas ou trés

iteragfies foram realizadas por passo incremental.
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pZZZZZZ7Z2% h

L=70m
h=01m
b=1m

4.0

—— Formulagdo fresente
s  CHANG; SAW

MIPHAKDI (1982)

0.0
0.0

Fig. 6.1

1 | i I ] i ] ] i

1.0 20 30 40 50 60 7.0 80 9.0 100
Deslocamento (m)

Cbl - Curva carga x deslocamento

- Viga em balango sob carga concentrada
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Os resultados encontrados s&8c na figura
6.2 C(b) mostrados e comparados com os obtidos por OLIVER;

ONATE C1984).

6.2.3 — Casca esférica engastada sob carga concentrada

3

‘

Analisa-se neste exemplo uma casca esférica
de material homogénec e isétropo, com bordas engastadas,
solicitada por uma carga concentrada em seu centro, tal
comc mostrado na Figura 6.3 (ad. As propriedades elasticas
do material s%o E = 107 psi e v = 0,3,

Em virtude da simetria da estrutura, apenas
um quarto da mesma foi considerado na analise, © qual foi
discretizado com 8 elementos de 8 nés.

A curva carga x deslocamento encontrada é
representada na figura 6.3 (b>, na qual mostra-se ainda ter
havido concorddncia com os resultados obtidos por OLIVER;
ONATE (18984>. Nesta citada referéncia também foram usados
uma formulag3o Lagrangeana Total e elementos finitos
tridimensionais degenerados. As relagdes cinemAticas usadas
no modelo permitem a ocorréncia de incrementos de rotagdes
finitos em cada passo incremental. A estrutura foi

discretizada com sete elementos de oito nés.

6.2.4 - Placa simplesmente apoiada laminada sob presss3o

uniforme

Com a finalidade de testar a wvalidade e
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eficiéncia dos procedimentos utilizados na andlise de
estrupuras laminadas anisétropas, considera-se agqui o caso
de uma placézquadrada mostrada na Figura 6.4 <(a = 10in e
h = 0,02ind, consiituida por duas laminas de material
composto, para o qual foram adotadas as seguintes
prop;iedades: Ei = 40x1Qépsi, Ez = loépsi, Gtz = Gia = 0,5
x iOGpsi, Gza = O,axiodpsi e viz = 0,25. Admitiu-se atuar
sobre a estrutura uma carga uniformemente distribuida (g =
100psi2 e diferentes esquemas de laminag¢8o tipo “angle-ply”
¢—-8/68, com 8 = 50, 250, 35° e 45°) foram considerados.
Devido a falta de simetria do material a
estrutura completa foi discretizada com uma malha de 5x5
elementos de nove nés. Os resultados obtidos Cdeslocamento
vertical e momentos fletores Mxx e Myy do centro da placad
com o presente trabalho, utilizando uma regra de integragio
reduzida seletiva no plano da estrutura e uma subdivisfo de
cada l1amina da estrutura em quatro camadas, s&%o comparados
aos resultados obtidos por WILT et. al. (19900 e com

resul tados "exatos" Cobtidos via solugZo analiticad

divulgados pelos mesmos autores nas tabelas 1, 2 e 3.

6.2.5 -~ Placa laminada sob carga uniforme

Considera-se, neste exemplo, uma placa
quadrada constituida por duas laminas de material reforgado
com fibras, "angle-ply" (-45-485), solicitada por uma carga
uniformemente distribuida. A geometria e a discretizag8o da

estrutura estfo representadas na Figura 6.8 (ad, As
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Tabela 1 -~ Deslocamento central de uma placa quadrada

laminada

[+e 1] Cdeslocamento centrald
“"Exato™ WILT et. al. C1980D Modelo presente

[+5 ] 502 597 603, 32
[+25] ~ o84 1003,7 1028,03
[ +35] 945 967,6 ggz, 71
[ +45) 915 937,6 o62, 48

Tabela 2 - Momento fletor Mxx no centro de wuma placa

quadrada laminada

(e 1] CMomento fletor Mxx)
“"Exato" WILT et. al. <C1e90D Modelo presente
[+5 ] i318,8 1324,8 1300,8
[+28] 843,56 B44,9 836, 7
[ +35] 564, 6 563, 7 562,58
[ +45] 368, 1 260,8 366,8

Tabela 3 - Momento fletor Myy no centro de uma placa

quadrada laminada

[+6 ] C(Momento fletor Myyd
“Exato" WILT et. al. C1980D Modelo presente
[+s 1 34,2 33,8 ' 35,4
[ 28] £26,0 227,9 226, 0
[ +381] 304,1 304,2 304,0

[ +485] 368, 1 360,8 366,8
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propriedades elAsticas das laminas s%o: Ew/Ez = 285; Ez =
7,081 x 10° Nsecm?; Giz /Ez = 0,5; Gis = Giz; Gea/Ez = 0,2 e
viz = 0O,28. |

A mésma estrutura fol analisada com duas
diferentes condig¢des de contorno C1 e (2 para fins de
comparaézo com. os resultados encontrados por LIAO; REDDY
€18987), tal como mostrado nas Figuras 6.5 (b) e 6.5 (cd.

No plano da estrutura uma regra rde
integrag8io reduzida uniforme fol empregada enquantc que ao
longo da espessura subdividiu-se cada lamina em duas
camadas e um ponto de integrag8c em cada camada foi
considerado.

Para a solugfc das equagdes nfSo lineares de
equilibrioc foi empregado o método do controlé por
deslocamentos generalizados (sendo a carga de referéncia
igual a 0,02N/cm” e Ak‘ igual a 0,015>. Na anailise da placa
com condic®es de contorno €1 foi achado um deslocamento
central de 0,55cm em correspondéncia a uma carga de 0,02
Nsem? Cvalores aproximados) ao final do décimo ocitavo passo

passo incremental.

Condigdes de contorno Cil:

U = w = 82= O em x ase,

v=w=91=09my ase,

Oemy =0 e u=8=0emx=20

<
!
3]
]
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Rz 2540 mm
L= 254 mm
= 6.35 mm

Cad) - Geometria

1.0
0.9 1 Presente Formulag8o
e OLIVER; ONATE (1984)
0.8 -
0.7 ~
; § 0.6 - \
S
o 0.5 -
e
_g 0.4
$ 0.3~
s
s 0-2 - /
O -
> 0.1
S 0.0
...O"' e
-0.2 - \
..0.3.-
-0.4 T T 1T 1 r T 7T T T T
0.0 50 10,0 150 200 25.0 30.0 35.9

Deslocamento Central (mm)

(b> - Curva carga x deslocamento

Figura B.2 - Casca cilindrica abatida sob carga concentrada
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J,

Ca> ~- Geometria

Raio= 4.758"
L=1.80"

h=0.01576"
f= 0.085895"

Formulacaoo

resente

sssee OLIVER; ONATE (1984)

100
80 —
@ ]
Ee
S 60
o
e i
@
Q
S
O 40—
(o]
o
5 "
o
20 —
0
0.00

Figura 6.3 ~ Casca esférica engastada

J I J |
0.04 - 0.08

]
0.12

i

T T
0.16

Deslocamento central (in)

Cb> ~ Curva carga x deslocamento

0.20
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AY
L5
. . S Y
a= 10 in
h= 0.02in
a
- - - - *
. >~
X
a
~
N

=

Figura 8.4 - Placa quadrada laminada do exemplo*b". 2.4

e TR
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Condig®es de contorno C2:
u = w = 92= O em x = a2,
v = Q = 91= O emy = a2,
u=88 =0emy =0 e v=6z=0emx=20

F 1

6.2.86 - Placa laminada engastada

Uma placa constituida de quatro camadas,
“cross-ply" (0-80-90-0) solicitada por uma carga uniforme,
cujas geometria Ca = 12in e h = 0,098in) e discretizag3o
s¥o as mesmas representadas na Figura 6.5 (ad), ¢ analisada
neste exemplo. As propriedades do material sZo Ei1 = 1,8282
x 10° psi; Ez = 1,8315 x 10° psi; Gz = Gis = Gza = 3,125 x
10° psi e v = 0,239848.

Os resultados obtidos s3o mostrados na
Figura 8.6, juntamente com os resultados encontrados por

LIAO; REDDY (1887).

6.2.7- Casca esférica laminada sob carga uniforme

»

Considera-se aqgui uma caséa ‘esférica
constituida por duas laminas de material composto reforgado
com fibras, com esquema de 1aminia<;50 tipo "cross-‘ ply*
(0803, solicitada por uﬁa carga uniforme. As propriedades
do material de cada lamina sfio: E /E = 25; E_ = 10%psi;

G /E_ =0,85; 6 =6 ;6 /E =0,2; v = 0,28.
12 "2 13 23" "2

12’ 12

A geometria da casca ¢é representada na

Figura 6.7 (ad) e duas condi¢@es de contorno, €1 e C3, das
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4
. o= 243.8cm
P ¢ - 4
i * h= 0.635cm
- 0| —
X
o
Cad - Geometria e Discretizacgfo
220
200 — -
Formulagdo presente
M e LIAO; REDDY (1987) .
g 180 —
<
Z 160 — .
S 140 —
Q
o]
x 120 — .
o - L
o] -
= 80— /
o
o 60— .
b
S 404 .
L J
20 — 7
0 T I 1 I r
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Deslocamento Central (cm)
Cb> ~ Curva carga x Deslocamento (condig¢Zo de contorne C1)D

Figura 6.5 ~ Placa laminada com duas camadas
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Ced

200

o
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|

100 —

Carga Uniforme (x 0.0001 N/cnf )
o
o
]

»

Formulagdo presente
LIAO; REDDY (1987)

«

Figura 6.5 - Placa laminada com duas camadas

! I
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[
0.6

I
0.8

Deslocamento Central (cm)

1.0

116

- Curva carga x deslocamento (condig¢H3o de contorno €20
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quais a primeira J& foi anteriormente definida, foram

adotadas. Apenas um quarto da estrutura foi modelado usando

4 elementos de novg n6s. Adoéou4se uma regra de integragio
total (3x3) no plé;no da estrutura e apenas um ponto de
integrag8o na eséessura de cada lamina foi tomado. |

‘As curvag carga x deslocamento central foram
obtidas com o uso do método de controle por deslocamenpos
generalizados com um total de 100 passos incrementais. Nas
Figuras 6.7 (b> e 8.7 (cd os resultados obtidos neste
trabalho e os resultados encontrados por LIAO; REDDY €1987)
s%o confrontados.

Condigc®es de contorno €3:

il
(@]
5
<

i

(]

vV = w = 92= Oem x = as2; v =

it
© O
It
o
3
X
i
C

i

are, o

u = ow 91= O em y

6.2.8 - Casca esférica constituida de nove camadas

Uma casca esférica constituida de nove
camadas de grafite-epdxi (0.90-.0,.80-0...23, cujas carga e
geometria s8o mostradas na Figura 6.7 (ad, ¢ neste exemplo
analisada. A mesma discretizagfo e propriedades materiais
do exemple B8.2.7 foram adotadas. As condig¢®es de contorno
C3 foram aqui consideradas.

A resposta da estrutura foi obtida através
do método de controle por deslocamentos generalizados e
comparada com a obtida por LIAO; REDDY (1887 na Figura

8. 8.
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2.0
i Formulacdo presente
. LIAO; REDDY (1987)
1.6 4
= -
& .
- 1.2 -
£
e N .
=
2 .
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6.3 - ANALISE ESTATICA: PLACAS E CASCAS ENRIJECIDAS

6.3.1 - Anéiise de uma placa  engastada dotada de

enri jecedores excéntricos

‘Realiza—ﬁe neste exemplo a anilise de uma
placa engastada, constituida de material homogénec e
isétropo, dotada de enrijecedores excéntricos laterais,
conforme mostrado na Figura 6.9 (a). A placa €& solicitada
por duas cargas concentradas aplicadas nas extremidades
livres dos enri jecedores.

As matrizes de rigidez dos elementos foram
obtidas fazendo uso de uma integrag8o reduzida seletiva no
plano da estrutura enquanto que ao longo da espessura dois
pontos de integrag8o foram tomados. Apenas metade da
estrutura fol considerada na anélise, sendo a mesma
discretizada por uma malha constituida de dois elementos de
nove nds e dois de seis ndés. |

Com a finalidade de testar os procediméntos
utilizados no presente trabalho foi realizada, a principio,
uma analise linear desta estrutura para uma carga P = 2Z2lb,
tendo-se comparado o© valor da deflex3c mixima obtido

3 . .
ind com valores obtidos usando a Teoria

C0,250449x10°
cléssica de viga CO,85195X10—3 in> e por LIAQO; REDDY (1987)
usando 2 elementos tridimensionais degenerados de casca de
nove nés e 4 elementos tridimensionais degenerados de vigas

a

de 3 nés (0,25833x10 ° ind. As respostas nfo lineares da

estrutura com e sem os enrijecedores foram também obtidas.
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Como esperado, estas respostas s8¢ muito diferentes, sendo
quase‘linear para a estrutura enrijecida e fortemente nio
lineaf no caso da estrutura sem os enri jecedores.

Na fﬁgura 6.9 (b)) mostram-se os resultados
obtidos com © presente trabalho e os resultados diwvulgados

3

por LIAO; REDDY €1887D.

6.3.2 — Placa quadrada simplesmente apcoiada enri jeccida

Analisa-se neste exemplo uma placa quadrada
de material homogénec e isdétropo, simplesmente apoiada e
reforgada por enrijecedores conforme mostrado na Figura
6.10 Cad. Uma carga uniformemente distribuida admitiu-se
atuar sobre a estrutura e foram adotadas as seguintes
propriedades elé&sticas para o material: E = 30 x 10° psi e
v = 0,3.

Devido a simetria apenas um quarto da placa
enri jecida foi discretizada com quatro elementos de nove
nés e quatro elementos de seis nds.

A curva carga x deslocamento da placa &
mostrada na Figura 6.10 (b), e estid em plena concordincia
com a obtida por LIAO; REDDY (19870 modelando-se um quarto
da placa com quatro elementos tridimensionais degenerados
de cascas de nove ndés e os enri jecedores com oito elementos

tridimensionais degenerados de vigas de trés nés.



124 |

Cad) - Geometria

8000

- Estrutura ndo enrijecida

. \
6000 —

Estrutura enrijecida

Carga na extremidade (lbs)

4000 —
2000 —
- Formulagdo presente
eeses ||AD; REDDY (1987)
0 T T T T T T 17 T 17T T 17 7711

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Deslocamento na extremidade (in)

C(bd> Curvas carga X deslocamento

Figura 6.9 - Placa engastada dotada de enri jecedores



] I 0.2"

Y
0891“‘_0\1 u=v='=e1,=o a=40"
T h=0.2"
e x 02t———
e = - 0.2'3__"[ I
v=6;=0 T T
Nu=v=w=86=0 ¥
X K 2
L - J
H a i)
Cad - Geometria
280
- 7 Formulagdo presente
£ 240 - LIAO; REDDY (1987)
™~ -
<
[} o
7 200 -
] “
Q. : .
%160t
o
© -
< 120 .
2 .
® -
g 80-: .
o .
[0 .
40 — .
O*v—7T T 17 T 1T T T T T T T T
.00 02 04 06 08 10 1.2 14 16 1.8
Deslocamento Central/espessura
C(bd - Curva carga x deslocamento

Figura 6.10 - Placa quadrada enri jecida

125



126
6.3.3. - Placa laminada dotada de enri jecedores

Uma placa laminada enri jecida simplesmente
apoiada é solicitaqﬁ por uma carga uniforme. A geometria e
os esquemas de laminagfio "cross-ply" e "angle-ply"(-45-45>
da g;smé s8o representados nas Figuras 6.11 Cad e 6.11 Ccd.
Para o© material das laminas foram adotadas as seguintes
constantes elasticas: E1/Ez = 25; Ez = 7.03x105N/Cm2; v1z =
0,2885; Gi2/Ez = 0,8; G113 = Ga2; Gza/Ez= 0O,2.

As condigfes de contorno adotadés s8o Ci1
para o esquema de laminagZo tipo “cross-ply" e C2 para o
esquema de laminagZo "angle-ply". Foram utilizados‘quairo
elementos de nove néds e quatro elementos de seis nds para a
discretizag&c de um quarto da estrutura.

Os resultados obtidos com © presente trabalho

e aqueles obtidos por LIAO; REDDY C1987) s3o mostrados nas

Figuras 6.11 (b e 6.11 C(d>.

6.3.4 - Casca esférica laminada enri jecida

Uma casca esférica simplesmente apoiada
constituida de duas camadas de material composto, cuja
geometria e esquema de laminagdo (“cross—-ply'D s8o
mostrados na Figura 6.12 Ca)d, € neste exemplo analisada. As
propriedades elasticas da lamina s3o: E1r/Ez=25; Ez=106psi;

v12=0,28; G1z2-E2=0,8; GCi13=C1z e Gz23/E2=0,2.
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As condig8es de contorno s8oc as mesmas da
placa (%cr o;s-—pl ¥") do exemploc anterior e também a mesma
discretizadgo dagquele exemplq‘fqi aquil adotada.

A cérva carga X deslocamento obtida com o
presente trabalho e a encontrada por LIAO; REDDY (1989

»

s8o mostradas na Figura 6.12 (bd.
6.4 ~— ANALISE DINAMICA: VIGAS PLACAS E CASCAS
6.4.1 - Viga engastada sob carga uniforme
Uma viga engastada de material isdétropo e

solicitada por uma carga uni formemente distribuida,

mostrada na Figura B.13 (ad, ¢ analisada neste exemplo. As

constantes elasticas do material s8oc E = 1,2 x 10‘lb/inz,
v = 0,2 e a massa especifica do material é p = 10°° 1b
sz/inf

Adotou-se uma malha constituida por 8
elementos de 9 nés. O passo de tempo adotado foi igual a
1742 do perfiodo fundamental da estrutura kCou seja, 57,3 x
107*s> como em BATHE et al. C1975).

Os resultados obtidos s8c mostrados na
Figuré 65.13 (b)) juntamente com os divulgados na referéncia

acima citada.

6.4.2 - Placa simplesmente apoiada sob carga uniforme

Uma placa constituida de material isétropo
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com as seguintes propriedades: E = 2,1 x 10 N/cmz. y =

¢ Ns?em* e aqui considerada. A geometria

0,288 e p = 8 x 10~
e a d}scretﬁzagao adotada s8oc. as mesmas representadas na
Figura 6.8 Cad, sendo a = 85£cm'e h = 5 cm. A estrutura ¢

solicitada por uma carga uniformemente distribufda igual a

10N¢m?.. A anilise foi realizada adotando-se um passc de

v

tempo igual a 1bps. Condig¢8es de contorno adotadas:

=7

84

O para x =

u=v=w= 8z = 0 para x = a2; Vv =6z =0 para y =0
U = v o= oW O

O para y as’2; u
Os resultados obtidos neste trabalho e os

encontrados por LIAO; REDDY (19872 s3o mostrados na Figuré

6.14.

6.4.3 — Casca cilindrica laminada sob pressfo interna

Uma casca cilindrica com bordas engastadas
constituida por duas léminas de material composto. &
analisada neste exemplo. A geometria da casca encontra-—se
representada na Figura 6.2 (a), sendo aqui h = 8,54mm. Um
esquema de laminag8o tipo “angle-ply" (-45-48) foi adotado.
Propriedades elasticas: E1/Ez = 25; Ez = 10° N/mm®; Gi2/Ez
= 0,8; G443 = G1z2; Gzas/Ez = 0,2 e viz = 0,28,

Um quarto da casca foi modelado com quatro
elementos de nove nés. Admitiu-se atuando sobre a estrutura
uma pressfo interna de 1,0 N/mm® Adotou- se At = 0.0SS;

Os resultados achados s3o comparados aos
resultados obtidos por REDDY; CHANDRASHEKHARA (18840 na

Figura 6.18,
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6.4.4 - Casca esférica laminada sob pressfo externa

Analisa-se uma casca esférica simplesmente
apoiada constitufda por duas laminas de material composto,
adotando-se um esquema de laminag8o 'cross-ply" (0-80>. As

A

propriedades de cada lajmina sfo: E1 = 25 x 106N/cmz; Ez =
10°N/em?; Giz = G1a = 0,5 x 10°Nsem?; Gz2a = 0,2 x 10° Noem?
e vz = 0,25,

A geometria da casca & idéntica a do exemplo
6.2.7, sendo aqui R = 1000cm, a = 50cm e h = 1cm; e também
a mesma discretizag8o usada naquele exemplo foi aqui
adotada. Foram admitidos ainda p =1 N sz/cm4 e At = 0,08s.
Uma pressfo externa de 1.ON/cmz foi admitida atuando sobre
a estrutura.

Os resultados obtidos pelo presente estudo

s8o confrontados com os resultados divulgados em REDDY;

CHANDRASHEKHARA €1984) na Figura 6.16.
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6.5 — ANALISE DINAMICA: PLACAS E CASCAS ENRIJECIDAS

6.5.1 — Analise nSo linear transiente da placa do

exemplo 6.3.2

Realiza-se a analise transiente da mesma
estrutura do exemplo 6.3.2. Os dados adicionais do problema

* 1b s®/in* e At=0,0002s.

sfo q = 3.75 psi, p = 2,5393 x 10~

Considerou-se a mesma discretizagfo usada na
analise estatica e uma regra de integrag8o reduzida
uniforme (2x2) no plano foi realizada.

A resposta da estrutura ¢ confrontada com a

obtida por LIAQO; REDDY (1987> na Figura 6.17.

6.5.2 - Anadlise n3oc linear transiente de uma casca esférica

simplesmente apoiada enri jecida

Obtém—se neste exemplo a resposta nfo linear
dindmica de uma casca esférica de material homogéneo e
isétropo dotada de enri jecedores centrados e solicitada por
uma carga concentrada como mostrado na Figura 6.18 Cad. As
propriedades elasticas do material s8o E = 10* psi e v =
0,3. Adicionalmente considerou-se: P = 8000lbs; p = 2,3763
x 107%1b s%/in* e At = 0,0007s. A mesma discretizacfo do
exemplo anterior foi também aqui adotada.

Na Figura 6.18 (b)) s8o mostradas a resposta
obtida através do presente trabalho e a resposta obtida por

LTAO; REDDY (1987D.
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6.85.3 - Analise n3c linear transiente da placa do exemplo

6.3 3

A résposta din&mica (transiente) da mesma
estrutura do exemplo B.3.3 & obtida neste exemplo. Os dados
compleméntares_adotados‘foram: g = 80 x 107*N sz/cm‘; p =
2,547 = 107°N s%/em* e At = 0,002s. Apenas o© esgquema de
laminag8o ‘cross-ply’ foi aqui considerado. Uma regra de
integra¢g8c reduzida seletiva no plano da estutura foi
adotada em conjun¢fo com uma malha constituida por quatro
elementos de nove nds (para modelar a placad e quatro de
seis néds (para modelar os enri jecedores),

A resposta da estrutura ¢é representada na

Figura 6.19 juntamente com a correspondente resposta obtida

por LIAQO; REDDY (189870,
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7. APLICACUDES NUMERICAS II: ANALISE ELASTO-PLASTICA NXO

LINEAR GEOMETRICA

L3

7.1 - INTRODUGXO

Apreéentam—se neste capitulo diferentes
exemplos de andlise elasto-plastica geometricamente nfo
linear, estaAtica e din&Amica, de placas e cascas. O modelp
numérico empregadoe no presente trabalho & testado na
solug8c de estruturas constituidas de material homogéneo e
isdtropo e utilizado para investigar o comportamento de
estruturas laminadas anisdtropas.

Através dos citados exemplos, a influéncia
da orientagdo das dire¢g@es principais das laminas, de
diferentes esquemas de laminag3c e da adog8oco de diferentes
curvas tens3o efetiva x deformag3o plastica efetiva, sobre
a resposta da estrutura C(Ccurva carga x deslocamento e
configura¢®es de plastificag3c para determinados valores da
carga) foi observada.

Os procedimentos numéricos utilizados para a
solug8o das equagBes nio lineares de equilibrio estatico e
dinamico s8o aqueles ja referidos no capitulo 6 acrescidos
dos procedimentos da seglo 5.5.

As observagBes feitas no capitule 6 a
respeitoc de ser ou n3c valido modelar apenas parte de uma

estrutura laminada anisdétropa (14 ou 12, geralmented, em
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fun¢fio da sua geometria simétrica, dever ser também neste
capitulo consideradas.

Em todos os exemplos desta se¢lo as matrizes
de rigidez dos eleméntos foram obtidas usando uma regra de
integragfio reduzida uniforme (2x2) no plano da estrutura.

4

7.2 — ANALISE ESTATICA

7.2.1 - Anidlise elasto-plastica da casca do exemplo 8.2.3

A resposta elasto-plastica da casca do
exemplo B.2.3, considerando 50= 8 x 104psi e Hp= O, & neste
exemplo obtida. A mesma discretizagfo utilizada na solugHo
elastica foli aqui adotada.

Este exemplo, tal como o exempleo 6.2.2, foi
também resolvido por OLIVER; ONATE <(1884), usandoc o
critério de escoamentoc de Huber-Mises e uma lei de
escoamento associada. Os resultados obtidos através do
presente trabalho e os resultados encontrados pela citada
referéncia s3o comparados na Figura 7.1. Em ambos trabalhos
uma subdivisZo da estrutura em ocito camadas e uma regra de
integra¢3o reduzida uniforme no plano da estrutura foram

adotadas.

7.28.2 - Placa guadrada engastada

O comportamento elasto-plastico (isotrépico

e anisotrdépicold de uma placa quadrada Ca = 8m e h = O,2m
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solicitads por uma carga uniformemente distribuida ¢ neste

exemplo investigado. As propriedades do material s3o:

caso isotrépico:

Et = Ez = 30000; v'= 0,30; Giz = G13 = Gza = 11540;
%6 T %01~ %02~ “oas” 30; 012~ Y013~ Tozs" 17,32;
Ep = 300

880 an;sm:_r_ép_m_a_

Oz = 40,0; O es" 35,0; Toa2™ 20,2;

As outras constantes s8¢0 as mesmas do caso isotrédpico
(unidades: MN,m)

Apenas un guarto da estrutufa foi modeladb
com 9 elementos de nove nés (com oito camadas cada um
deles).

Nas Figuras 7.2 (a) e 7.2 (b), os resultados
obtidos com ¢ presente trabalho para os casos isotrépico e
anisotrépico, respectivamente, s&Zo confrontados com os
correspondentes resultados achados por OWEN; FIGUEIRAS
(1983a) usando elementos do tipo "semiloof"” e considerando
pequenos deslocamentos. As configurag®es de plastificsgdo
de um quarto da estrutura e relativas &s camadas inferior
(primeira camada) e superior (oitava camada), para os casos
isotrépico e anisotrdpico sHo ainda, respectivamente,

representadas nas Figuras 7.2 (e¢) e 7.2 (d).

7.2.3 - Casca quadratica engastada

0 comportamento elasto-plastico de uma casca

engastada solicitada por uma carga concentrada em sen
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centro ¢ investigado. As caracteristicas do material e a
discpetizaqﬁo utilizada s3o as mesmas do exemplo 7.2.2.

Na Figura 7.3 (a) encontra-se representada a
geometria da estut@ra e nas' Figuras 7.3 (b) e 7.3 (e),
respectivamente, mostram-se representadas as respostas
(cuéva carga x«deslocamgnto) da estrutura para os casos
isStropico e anisdtropico. Para fins de comparag3o, nestas

mesmas figuras os resultados obtidos por LI; OWEN (1988)

s80 também mostrados.
7.2.4 - Placa laminada simplesmente apoiada

As respostas elasto-plasticas de uma placsa
guadrada (a = 12in e h = 0,3 in ) laminada, uniformemente
carregada, para quatro diferentes esquemas de laminac¢Ho,
“ecross-ply" (0/80/0/80) e “angle-ply” (-6/8/-6/8) com &

(e}

° 80, s8o0 obtidas neste exemplo. As

igual a 30°, 45
condi¢8es de contorno adotadas para os casos "angle-ply” e
"cross-ply" s3o, respectivamente, C2 (citada no exemplo
6.2.9) e €3 (citada no exemplo 6.2.7).

Os dados elasticos adotados correspondem a
um grafite-epdxi T300/5208 e sZo: Ez = 19,2 x 10°psi, Ez =
10° psi, G1z = G13 = 0,82xlodpsi, G23 = 0,49x106psi e viz =
0,24. Adicionalmente, para a realiza¢8o da andlise elasto-
plastica, foram admitidos os seguintes dados: c1o = 9,8x109
psi, o20 = 2,1x10%psi, oes0 = 4,2x10°psi, @120 = 2130 = 3,5
x10? psi e o023 = 1,5xlospsi, ¢ o material foi admitido como

elasto-plastico perfeito. A carga de referéncia adotada
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parac casc "cross-ply"” foi q = 5,0psi.

Um quarto da estrutura foi modelado por uma
malhé de 3x3 elementos e, para obter uma integra¢fo mais
precisa ao longo espessura, éada lamina foi subdividida em

duas camadas.

LY

As curvas carga x deslocamento central da
placa obtidas épresentaram—se bem diferentes para os casos
"cross-ply” e “"angle-ply"”, comc pode-se observar nas
Figuras 7.4 (a) e 7.4 (b) e também comoc ja& ¢ sabido ocorrer
com frequéncia até mesmo tratando-se de andlise elésticaf
No caso "cross-ply” a placa apresentou um comportamento
quase linesr dentroc da faixa de solicita¢do admitida (cargsa
entre 0 e B6Upsi, aproximadamente). As respostas para as
estruturas com esquemas de lamina¢8o tipo "angle-ply", se
comparadas entre si, d3c indicios de um comportamento mais

rigido para o caso em que 8 = 60?

7.2.5 - Casca cilindrica laminada

A casca cilindrica, representada na Figura
7.5 (a), com bordas longitudinails engastadas e bordas
transversais livres, ¢ analisada neste exemplo. A estrutura
¢ solicitada por uma carga concentrada em seu centro e
constitufda por tres laminas, para as quais foram adotadas
as seguintes propriedades elisticas: E: = 25xloopsi, Ez =
10°psi, G1z = G132 = 0,5 x10°psi, Gz = 0,2x 10° psi, vz =
0,25, e adicionalmente com o objetivo de investigar o

comportamento elasto-plastico da estrutura foram admitidas
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as seguintes propriedades o100 = 10.8x103psi. o20 = 3,2% 10°
psi, '5'450 = 5,4x10%°psi, o120 = o130 = 3,5x10%psi, ozs0 =
1,8 x 10°psi, Hpt = 2,0 x10°psi e Hpz = 0,25x10°psi.

Forgﬁ considerados dois diferentes esquemas
de laminag3o, (08000 e (80,0900, e para cada um destes
esq;emaé, foram feitas duas analises:
caso 1 - Identificando a curva tens3c efetiva x deformaglo

plastica efetiva com a curva o1 X £p1.
caso 2 — Jdentificando a curva tens3o efetiva x deformaglo

plastica efetiva com a curva oz x &pz.
As respostas obtidas para os dois esquemas de laminag3o
considerados s8¢ significativamente diferentes, mostrando-
se bem mais rigida a estrutura com o esquema (0.80-0). Este
resultado era esperado pelo fato de que para esta
configuragfo tem—-se duas laminas com as fibras dispostas ao
longe da curvatura da casca. As respostas obtidas com os
dois diferentes casos de analise (1 e 2) concordaram
consideravelmente bemn, principalmente para o] esquema
(80,0800, conforme pode-se visualizar na Figura 7.8 (bD,
onde todos estes resultados s3o apresentados. Na Figura 7.5
Ccd) s8o representadas as configura¢gdes de plastificag8o
(174 da casca) das camadas inferior e superior da estrutura

Ccaso 1 e esquema 0.90-0) para diferentes valores da carga.

7.2.6 - Casca esférica laminada simplesmente apoiada

Analiza-se neste exemplo a mesma casca

esférica laminada do exemplo 6.2.7 (caso ‘cross—-ply*" com
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condigdes de contorno C33. Aqui um quarto da estrutura foi
discretizado com uma malha de 3x3 elementos e cada uma das
duas laminas’ da estrutura fol subdividida em quatro camadas
com a finalidade de detectar a plastificag8oc ao longo da
espessura. As propriedades adotadas para o material s8o as

4
mesmas do exemplo anterior.

ﬁa Figura 7.6 (ad sZc mostradas as respcstas
elastica (casc 3D e elasto-plasticas da estrutura, sendo
estas Ultimas obtidas como descrito no exemplo anterior
Ccasos 1 e 2). Na obteng8o de todas estas respostas foram
usadas as mesmas discretizag8io e regras de integrag8o. Na
Figura 7.8 (b> s3c mostradas a propagagfo da plastificag¢3o

ao longo da espessura da estrutura nos planos XZ e YZ.
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7.3 - ANALISE DINAMICA

7.3.1 — Placa quadrada simplesmente apoiada

Neste exemplo, a resposta transiente de uma
plaéa quadrada Ca = 10in e h = 0,5inJ, constitulda por um
material isétr;po e elasto— plastico perfeito e solicitada
por uma carga uniforme, é investigada. As propriedades do
material s3o: E = 107 psi; v = 0,3; o = 3,0 x 1O4psi, e =
2,5888 x 10 “1b s*vin® e E_= 0,0.

Um quadrante da estrutura foi modelado com
uma malha de 3 x 3 elementos subdivididos em 8 camadas de
igual espessura. Adotou-se At = 22,3us como em BATHE;
BOLOURCHI (19785).

Na Figura 7.7, mostra-se que os resultados

encontrados concordaram razoavelmente bem com os resul tados

apresentados na referéncia acima citada.

7.3.2 - Andlise dinAdmica da placa do exemplo 7.2.5

A resposta transiente elasto-plastica para a
placa laminada, caso “cross-ply"” (0800803, do exemplo
7.2.4 & neste exemplo obtida. Adimitiu-se atuandeo sobre a
estrutura uma carga uniforme de intensidade igual a 16psi.
Foram adotados p = 0,148x10 °1b s°/in* e At = 8x10.°

Na Figura 7.8 s3o representadas para efeito
de comparag8c as curvas deslocamento X tempo elastica e

el asto-plastica cobtidas.
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Figura 7.8 - Respostas dinamica elastica e elasto-plastica

da placa laminada do exemplo 7.2.4.
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7.3.3 - Anidlise dindmica da casca do exemploc 7.2. 8

Real i za-se aqgi a anAlise dinamica elasto-
plastica da casca dos exemplos 6.2.7 e 7.2.6. Além das
propriedades elésiicas e elasto-plasticas ja definidas
antériormente foram adotados p = 2,3763 x 1077 1b s%/1n* e
At = 5x10 *s. ?oi usad;Ya mesma discretizag¢lo adotada no
caso da analise estAtica elasto-plastica e foram obtidas as
respostas da estrutura para cargas uniformes de 1,25psi e

2,28psi. As curvas deslocamento x tempo encontradas sZo

apresentadas na Figura 7.9.
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8. CONSIDERACOES FINAIS, CONCLUSBES E SUGESTOES

Apregentou—se no presente trabalho um modelo
numérico para a analise estatica e dindmica (transiented de
placas é cascaé laminad;s anisdétropas. Efeitos n8o lineares
fisicos foram considerados adimitindo que o material se
comportasse como elasto-plastico com ou sem endurecimento;
é efeitos n3o lineares geométricos foram considerados
mediante o uso de uma formulagfo cinematica apropriada paré
o estudo de problemas em que ocorram grandes deslocamentos
e rotagdes e sejam pequenas as deformagdes.

Os procedimentos utilizados foram testados
através da soclugio de um numero consideravel de exemplos
divulgados na literatura. Entre estes exemplos constavam
problemas de natureza n3o linear geométirica esou fisica,
exemplos de estruturas de material isdétropo ou anisdétropo
e de anaAlise estatica ou dinémica. sempre buscando aferir a
implementa¢io computacional do modelo proposto e em alguns
casos mostrar a influéncia de efeitos que naqueles exemplos
nSco foram considerados.

Neste sentido, na maiocria dos exemplos em
que se dese java encontrar a resposta nfo linear geométrica
(estitica ou dinAmicad de estruturas laminadas anisétropas
os resultados obtidos foram comparados com resultados
encontrados por LIAO; REDDY (18875, pelo fato de ter-se

usado no presente trabalho wuma formulag8o cinematica
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sémelhante & adotada pelos citados autores. As diferengas
nfo significativas verificadas entre os resultados obtidos
nesté trabalho e os encontrados pelos referidos autores
podem ser atribuidas a diveréosbfatores:

ad> LIAO; REDDY &1987) obtiveram as matrizes de rigidez
dos§elementos com © usc . de integracl3c explicita ao longo da
espessura dos’nesmos Cpara isto a matriz Jacobiana f@i
admitida como independente da coordenada normalizada O.

b> LIAO; REDDY (1687) em muitos dos exemplos analisados
n3c fizeram men¢30 A ordem de integra¢ldo numérica utilizada
para a obtengfio das matrizes de rigidez dos elementos, ou
seja, se total, reduzida uniforme ou reduzida seletiva.

c) A regra de integra¢foc reduzida seletiva utilizada por
aqueles autores consiste em fazer na equaglo (4.263 a
matriz constitutiva o[CJ como sendoc a soma de duas
matrizes (uma sem os termos de cisalhamento transversais,
[C*)B, e a outra contendo apenas estes citados termos,
[C’1s); a integral daquela equag8o & entfo resolvida usando
uma regra total (3x3) para os termos que incluem os
coeficientes de OECda e uma regra reduzida (2x2> para os
termos que incluem os coeficientes de ofCﬁs. Ao contrario,
neste trabalho fez-se usco de uma regra de integracgio
reduzida seletiva que consistiu em primeiramente se avaliar
o8 termos referentes as deformagd®es de cisalhamento
tranversais da matriz [BL] Cduas ultimas linhas) usando
uma regra ox2 e depois por meio de extrapolag3oc obter
destes os referidos termos daquela matriz nos nove pontos

de Gauss correspondentes A uma regra de integracio 3x3,
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para ent8o efetuar a integral da equa¢g8o (4.26). Esta forma
de proceder, conforme cita HUGHES (1887), ¢ mais apropriada
para problemas nfo lineares ou problemas em que o material

apresente anisotropia.

Exemplos adicionais foram considerados com o
c:bje‘tivo de testar o modeloc em si, globalmente, e com o
mesmo *investiéar o comportamento de placas e cascas
laminadas anisétropas sob diferentes aspectos. Nestes,
efeltos tais como a influéncia da sequéncia das laminas od
da orientag8c das dire¢des principais destas mesmas foram
observados. As configuragdes de plastificag8c de algumas
camadas e para valores especificos das cargas, relativas a
alguns destes exemplos, foram representadas. Considerocu-se
também adequado verificar a influéncia socbre a resposta
elasto-pléstica de algumas estruturas, admitindo-se que o
material gque as constituem apresente endurecimento, de se
identificar a curva tens8o efetiva x deformagfo plastica
efetiva com a curva ot x ;pi ou com a curva oz X Epz, uma
vez que o desconhecimento da forma real daguela curva ¢ um
ponto vulneravel do modelo de endurecimento empregado.

Em geral o modelo numérico apresentou um bom
desempenho, como sejam boas caracleristicas de convergéncia
e respostas em razoidvel concordi&ncia com outras divulgadas
na literatura. Na anidlise elasto-plastica manteve-se sempre
sob controle o numero de pontos‘de Gauss plastificados e
© valor da deformagfo plastica efetiva e foi possivel

observar que o© nUmero de iteragdes aumentava de forma

significativa gquandoc uma grande quantidade (em torno de
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85%> de pontos de Gauss plastificava eou quando o valor
da deformaglo plastica efetiva era muito préximo de 0,02,
Qcorréndo divergéncia em seguida. No caso de anAlise
estAtica nfo linear geométfica. (salvo o caso em que a
estrutura sofre um\forte enri jecimentold e em geral no caso
da ;nélise dindmica, o© processo de covergéncia apresentou-
se sempre muité uniforme com o nimero de iteragdes variando
entre 2 e 3.

E preciso salientar que n8o se tinha como
objetivo neste trabalho obter um modelo numérico capaz de
descrever realisticamente © comportamento elasto-plastico
de cascas laminadas anisétropas. Como sabido da literatura,
as dificuldades inerentes ao estudo do comportamento
elasto-plastico de materiais anisétropos, sobretudo de
materiais compostos reforgados com fibras, apesar de
estarem sendo tratadas com o uso de metodologias distintas,
ainda n3oc permitiu o desenvolvimento de um modelo com as
potencialidades acima citadas. Contudo, subsidios para a
el aborag3o de modelos mais realisticos podem ser obtidos a
partir da anilise de resultados encontrados com modelos
mais simples, principalmente quando s3o também disponiveis
resultados experimentais.

Desta forma, acredita-se aqui terem sido
alcangados os objetivos que motivaram o presente trabalho,
proporcionande uma pequena contribuigfo ao desenvolvimento
do tema de estudo abordado. Espera-se ainda que este
trabalho possa servir como base para futuras investigag¢des.

Como os procedimentos adotados neste trabalho s3o bem
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adequados A& andlise de estruturas de materiais compostos

laminados, como sugestBes para estas investigagSes podem

ser citadaSé © uso de ouﬁras metodologias para tratar

ainda do comportameﬁto elasto-plastico destas estruturas, a

inclus8o de anilise de falhas causadas por danos sofridos
.

pelos constituintes do material, e ainda a consideragZfo de

efeitos higrotérmicos, viscoelésticos e visco-plasticos.
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