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RESUMO

ANALISE ESPECTRAL DA MATRIZ DE TRANSPORTE Sy UNIDIMENSIONAL E
ESTUDO DO EFEITO DE DOMINANCIA NO PROBLEMA CONDUTIVO-RADIA-
TIVO ACOPLADO

O principal objetivo desta tese é analisar a influéncia do parametro secao de
choque macroscépica total na solu¢do da aproximacao Sy da equagdo de transporte e os
efeitos do parametro de condugao-radiacao no problema néao-linear condutivo-radiativo
acoplado. Inicialmente, é estudada a aproximacao Sy da equag@o de transporte esta-
ciondria, com um grupo de energia, numa placa plana homogénea, sem fonte externa. Esta
aproximacao corresponde a um sistema de IV equagoes diferenciais ordindrias lineares de
primeira ordem, cuja solugdo é a fungao exponencial da matriz do sistema, denominada
matriz de transporte Sy. Através da resolugdao de problemas e considerando a secdo de
choque macroscdpica total como parametro de controle, é verificada numericamente a mu-
danca de comportamento dos autovalores da matriz de transporte Sy que determinam a
passagem de solugOes nao-oscilatoérias para solugoes oscilatérias da aproximagao Sy. Estes
pontos, referidos como pontos de bifurcacao, sdo calculados para problemas com segao de
choque diferencial de espalhamento com anisotropia de graus L = 1 e L = 2. Para pe-
quenas ordens de quadratura N, sdo realizadas simulacoes para a andlise computacional
do polinémio caracteristico da matriz de transporte Sy e do seu nimero de condiciona-
mento em termos da se¢do de choque macroscopica total. Este estudo é estendido para o
problema com dois grupos de energia. Os resultados deste trabalho sao comparados com
resultados encontrados na literatura. Na parte final deste trabalho, é estudada a influéncia
do parametro de conducao-radiagdo na solugdo do problema acoplado de transferéncia ra-
diativa e calor condutivo numa placa plana homogénea, com espalhamento anisotrépico,
considerando condigdes de contorno de Dirichlet bem como reflexao especular e difusa.
Simulagoes numéricas obtidas com o uso do método LTSy combinado com o método da

decomposic¢ao sdao apresentadas.
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ABSTRACT

SPECTRAL ANALYSIS OF THE ONE-DIMENSIONAL Sy TRANSPORT MATRIX
AND STUDY OF THE DOMINANCE EFFECT IN THE COUPLED CONDUCTIVE-
RADIATIVE PROBLEM

The main objective of this thesis is to analyze the influence of the parameter
total macroscopic cross section in the solution of the Sy approximation to the transport
equation and the effects of the conduction-radiation parameter in a coupled nonlinear
conductive-radiative problem. Initially, it is studied the Sy approximation of the steady-
state transport equation with one group of energy, in a homogeneous slab, without external
source. This approximation corresponds to a system of N linear ordinary differential
equation of first order, whose solution is the exponential function of the matrix system,
termed Sy transport matrix. Through the resolution of problems and viewing the total
macroscopic cross section as the control parameter, it is numerically verified the change
of behavior of the eigenvalues of the Sy transport matrix that determine the passage from
non-oscillatory to oscillatory solutions of Sy approximation. These points, refereed as
bifurcation points, are calculated for problems with differential scattering cross section
with anisotropy of degrees L = 1 and L = 2. For small orders of quadrature N, simulations
are accomplished for the computational analysis of the characteristic polynomial of Sy
transport matrix and of its conditioning number in terms of the total macroscopic cross
section. This study is extended for the problem with two groups of energy. The results
of this work are compared with available results in the literature. In the final part of
this work, it is studied the influence of the radiation-conduction parameter in the solution
of coupled radiative transfer and conductive heat problem in a homogeneous slab, with
anisotropic scattering, considering the Dirichlet’s boundary conditions as well specular
and diffuse reflection. Numerical simulations obtained with the use of the combined

LTSy and the decomposition methods are reported.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Revisao Histérica

A equacgdo que modela matematicamente o fendmeno de transporte de particulas
num meio material, considerando as diversas reagoes que podem ocorrer entre as particulas
e os nucleos do meio, é uma equagao integro - diferencial linear conhecida como equagéo
de transporte. Em problemas de transporte, além da equacao sao estabelecidas condicoes
de contorno e, em problemas dependentes do tempo, condigoes iniciais sdo dadas a fim
de se determinar a solucdo, que é definida como fluxo angular. Em sua formulacdo com-
pleta, a equacgao de transporte depende de sete varidveis [Duderstadt e Hamilton, 1976].
A solucéo geral desta equacao ainda nao é conhecida. Por isto, supondo certas restrigoes,
a equacgao ¢ simplificada com o objetivo de determinar a sua solugdo analiticamente e
conhecer algumas de suas propriedades. Em algumas aplicagoes, sdo usados outros mod-
elos, e.g., a teoria da difusd@o como aproximacao de problemas de transporte de néutrons
em célculos globais de reatores nucleares [da Silva, 2002]. Um outro enfoque na mod-
elagem computacional de problemas de transporte sdo os métodos probabilisticos (que
calculam uma solucao aproximada do problema fisico exato, os quais néo serdao analisados
em detalhe neste trabalho ) ou métodos deterministicos ( que procuram solugoes exatas
de aproximacdes para o problema de transporte ). Dentre os métodos deterministicos,
diferentes aproximagoes do problema de transporte originam diversos métodos conheci-
dos: o método Fy, onde a equagao é aproximada por um sistema de equagoes integrais
[Garcia, 1985]; o método SGF [Barros, 1990], que é um método nodal livre de erro de
truncamento espacial em uma dimensao. Entre as aproximacoes semidiscretas ( nas quais

somente uma variavel é discretizada) da equacdo de transporte destaca-se a aproximacao
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Sy ou ordenadas discretas, resultantes da aproximacao do termo integral da equagao de
transporte através de formulas de quadraturas de Gauss na varidvel angular. O nimero
de pontos da quadratura é a ordem da quadratura e denotado por N. A aproximacao Sy é
um sistema de N equagoes diferenciais ordindrias lineares de primeira ordem, cuja matriz
dos coeficientes é chamada de matriz de transporte Sy. A solugao analitica para a aprox-
imagao Sy é conhecida: é a fungao exponencial da matriz de transporte Sy, e representa
uma solug¢do exata para uma aproximagao da equagao de transporte. Nos iltimos anos,
diversos trabalhos de resolu¢do da aproximagao Sy foram desenvolvidos com o objetivo
nao sé de resolver problemas de transporte em diversas geometrias, com e sem fonte ex-
terna, mas também de melhorar a eficiéncia ( diminuir o esforgo computacional necessario
para a obtencao da solugio ), aumentar a precisdo ( isto é, obter um maior nimero de
digitos significativos corretos na soluc¢dao) e aumentar a ordem das quadraturas utilizadas
nas aproximagoes, dentre os quais cito alguns. O trabalho [Barichello e Vilhena, 1993] foi
o inicio do método LTSy, que formula analiticamente uma solugio para a aproximacio
Sy, através da aplicagao da Transformada de Laplace na varidvel espacial e posterior in-
versao da transformada para o calculo do fluxo angular em algumas dire¢es, chamadas
direcoes discretas. Vemos no trabalho de [Brancher, 1998] a utilizagio do método LTSy
na resolucio de problemas com elevadas ordens de quadratura. Em [Cardona e Vilhena,
1998] vemos um método genérico de solugdo analitica para aproximacoes da equagao de
transporte unidimensional, utilizando a Transformada de Laplace na varidavel espacial da
equacao e na resolugao do sistema de equagoes algébricas resultante. Em [Batistela, 1997]
vemos o estudo do problema de criticalidade para determinagao dos parametros de espes-
sura critica e do fator de multiplicagao efetivo de néutrons em um reator nuclear, aplicando
o método LTSN & equacao de transporte unidimensional com mais de um grupo de ener-
gia em uma placa heterogénea. Como alternativa ao método classico da itera¢ao no qual é
necessario o caleulo do fluxo angular em cada etapa, neste trabalho foi utilizado o método
da bisseccdo com refinamento varidvel para o cdlculo do fator de multiplicagdo efetivo
de néutrons e da espessura critica de um reator, sem a necessidade de calculo do fluxo
em cada passo do processo iterativo, resultando num método mais eficiente. No trabalho
de [Segatto et al., 1999], vemos a solugao do problema em ordenadas discretas para altas

ordens de quadratura , usando a diagonalizagido da matriz de transporte. No trabalho de
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[Hauser, 2002], a aproximagao Sy em problemas bidimensionais foi resolvida para ordens
de quadratura mais elevadas, o que sé foi possivel através de um método que diminuiu
sensivelmente a complexidade da solugao pela diminuigao da ordem de um sistema de
equagdes lineares que deve ser resolvido para o cdlculo da solugdo. No trabalho de [Pazos,
2000] foi demonstrado que a solu¢do da aproximagio Sy pelo método LTSy converge
para a solucao exata da equagao de transporte, com se¢ao de choque macroscépica total
constante ( e também seccionalmente constante), se¢do de choque diferencial de espalha-
mento linearmente anisotrépica, usando a Teoria dos Esquemas Discretos e convergéncia
de seqliéncia de operadores lineares em Espacos de Hilbert, o que consolidou o método.
Deste modo, podemos dizer que os resultados numéricos obtidos pelo método LTSy po-
dem ser considerados como valores de referéncia, uma vez que para valores crescentes da
ordem de quadratura, a solugdo converge para a solucao exata da equacao de transporte,
desconsiderando-se erros de arredondamento. Como vimos, o método de ordenadas dis-
cretas Sy € largamente utilizado na solugao de problemas de transporte . Em problemas
multidimensionais, este método pode apresentar o problema do efeito de raio, que ocorre
tipicamente em problemas com fontes externas localizadas, j4 que o método de ordenadas
discretas modela o fluxo em um nimero finito de dire¢des ( chamadas de diregdes dis-
cretas) que podem nao ser suficientes para modelar tais fontes. Uma alternativa para
eliminar o efeito de raio em problemas multidimensionais é o método dos harménicos
esféricos, ou método Py, cuja desvantagem é a complexidade das equagdes, comparada a
aproximagdo Sy [Brown et al., 2001].

Tendo em vista estes resultados, em nosso trabalho pretendemos analisar a in-
fluéncia de um parametro na solugdo da aproximagdo Sy em problemas monoenergéticos,
i.e., com um grupo de energia (ou pardmetros, no caso do problema de multigrupo de
energia). Isto é, nés vamos analisar como a variagio de um pardmetro, chamado de
parametro de controle, influencia a solugao e a possibilidade de existéncia de pontos de
bifurcacao na solu¢do. Em pesquisa bibliografica, ndo encontramos nenhum trabalho so-
bre a equacao de transporte com este enfoque, que sera o objeto deste estudo. De fato, em
[Abreu, 1997] e [Barros, 1990], nés vemos métodos de célculo do espectro dos autovalores
da aproximagdo Sy, e para baixas ordens de quadratura, com dois grupos de energia.

Num trabalho mais recente, [Abreu, 2002] descreve métodos de geragdo do espectro de
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autovalores em problemas de multigrupo de energia e espalhamento anisotrépico. Em
[Ourique et al., 2001], mostramos os primeiros resultados sobre a existéncia de pontos de
bifurcagdo na solugao da aproximagao Sy, para baixas ordens de quadratura e anisotropia
linear, na placa plana homogénea. Fagamos aqui uma discussio sobre o meio material com
o qual o néutron colide. Um meio é homogéneo se suas propriedades fisicas sdo uniformes,
isto é, ndo variam no espaco. Por exemplo, se um meio é constituido de dois materiais
diferentes, como grafite e dgua, entao este meio é chamado de meio heterogéneo. Em
meios heterogéneos, o problema é dividido em regides, tais que em cada regiao, as pro-
priedades do material sao uniformes. Um problema de transporte no qual é feita a divisao
do meio material em regides com propriedades fisicas uniformes é chamado de problema
multiregido. Na interface entre regides de diferentes materiais, condicées de continuidade
do fluxo sdo estabelecidas [Stacey, 2001]. Neste trabalho, vamos considerar a segdo de
choque macroscopica total como parametro de controle e analisar como a variagao deste
parametro modifica a solugdo da aproximagao Sy em problemas estacionarios, sem fonte
externa, na placa plana homogénea, com segao de choque diferencial de espalhamento
anisotropica. Nos determinamos que certos valores da se¢ao de choque macroscépica to-
tal sao pontos de bifurcagao. Na vizinhanca de um ponto de bifurcagao existem pontos
tals que os autovalores da matriz de transporte Sy s@o todos reais, enquanto em outros
pontos. existem autovalores complexos. Esta mudanga dos autovalores corresponde & uma
mudanca no comportamento da solugao da aproximacdo Sy. Vamos mostrar também a
influéncia deste parametro na medida do condicionamento da matriz de transporte Sy.
Para ilustrar a discussao, mostramos a solu¢ao numérica de alguns problemas e tabelamos
os autovalores da matriz de transporte Sy. Para uniformizar a apresentagao dos dados
tabelados, nos utilizamos seis casas decimais para os nimeros reais com valor absoluto
maior ou igual do que a unidade, enquanto para nimeros reais com valor absoluto menor
do que a unidade, nés usamos o formato normalizado. Além disto, fizemos a andlise
computacional dos coeficientes dos polinomios caracteristicos da matriz de transporte Sy
para pequenos valores da ordem de quadratura para ilustrar as propriedades verificadas
numericamente.
Ademais, fizemos a analise da influéncia do parametro N, definido como parametro

de condugao-radiagao, na solucdo das aproximagoes Sy do problema nao-linear de trans-
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feréncia radiativa acoplado com condugdo de calor, que sera chamado de problema condu-
tivo-radiativo. [Siewert e Thomas, 1991] apresentaram um método numérico de solugéo do
problema condutivo-radiativo, com resultados em quatro problemas de referéncia, com da-
dos fisicos bem determinados, em uma placa plana de dimensao unitéria e com N, = 0.05.
Porém, relatavam que a solugdo era limitada aos problemas com placas de espessura
unitdria e o parametro N, de ordem 1072, Mais tarde, [Siewert, 1995] resolveu estes pro-
blemas, com condigbes de contorno incluindo reflexao especular e difusa, com a utilizagdo
do método de Newton, obtendo resultados para espessuras maiores do que a unidade
e valores de N, da ordem de 10™%. Para valores crescentes da ordem de quadratura,
observava-se um nimero crescente de digitos significativos exatos na solug¢ao do problema
condutivo-radiativo. Porém, ndo havia a demonstracdo de que a solugdo obtida pelo
método de fato convergia para a solug¢ao exata do problema. Em nosso estudo, utilizamos
o método LTSy combinado com o método da decomposicao, ver [Adomian, 1988], uti-
lizado por [Vargas, 1998] na solugéo deste problema. O método da decomposi¢éo pode ser
utilizado na solugao de problemas lineares e nao-lineares; quando utilizado na resolugao
de problemas néo-lineares, o método de Adomian decompde um problema definido por
um operador nao linear num componente linear e outro componente nao-linear. Apés a
decomposicdo do componente linear em uma parte cuja inversa € simples de ser deter-
minada, a equacao que modela o problema é escrita de tal modo que a parte linear do
operador, cuja inversa é simples, é mantida do lado esquerdo, enquanto os demais termos
sao escritos do lado direito. Deste modo, a solucao formal é obtida pela aplicacdo do
operador inverso & equacao. Em seguida, a solugdo desejada é escrita como uma série de
funcoes, que serdo determinadas através de condigoes de contorno e outras condigdes dadas
no problema. No estudo de problemas modelados por equagoes nao-lineares, em muitos
casos, sao feitas hipdteses que simplificam as equagoes, resultando em aproximacoes destes
problemas por equacoes lineares, por exemplo, a equagao do péndulo [Glendinning, 1994].
Tais simplificagbes, as vezes necessarias devido a complexidade do problema, sao vélidas
sob certas restrigbes e, por isto, a sua solucao deve ser interpretada dentro destes limites.
Uma das vantagens do método de Adomian na solucdo de problemas nao-lineares é o fato
de nao fazer o uso de simplificagées que linearizem o problema: a solugdo de Adomian é

a solugdo do problema nao-linear exato, e nao de uma aproximagao linear do problema.
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Porém, uma vez que a solucao de Adomian é expressa por uma série, na pratica, obtém-se
uma aproximacao da solugao do problema, pois é necessario truncar a série num numero
finito de termos.

Através de implementacdo computacional do método LTSy combinado com o
método da decomposicdo, nossos resultados iniciais nos levaram a conjecturar a existéncia
de um ponto de bifurcagdo para um certo valor de N,. Por estas razoes, nés analisamos
este problema com este enfoque: determinar a influéncia do parametro N, na solugdo
do problema condutivo-radiativo numa placa plana, e a possivel existéncia de pontos de
bifurcacdo da solugdo. A metodologia usada no estudo do problema linear e néo-linear
foi a mesma. Além de revisdo bibliogréfica sobre o tema, nés resolvemos numericamente
uma grande quantidade de problemas, fazendo variar o parametro de controle num certo
intervalo e calculando a solugao nos pontos da discretizacao. Os resultados numeéricos in-
cluidos no texto foram obtidos através da implementac¢ao computacional de programas em
Fortran 90. Também foram implementadas programas desenvolvidos no Maple( chama-
dos de procedimentos ), o que nos possibilitou a obtengéo de alguns resultados simbélicos
em problemas do capitulo (3) desta tese com pequenas ordens de quadratura. O trabalho
est4 organizado do seguinte modo: na segao 1.2, mostramos os resultados de [Mika, 1961]
e [Case e Zweifel, 1967], nos quais vemos os primeiros trabalhos de andlise da influéncia
de um parametro na solugdo exata da equagao de transporte, sendo determinada uma
relacdo entre um parametro da secdo de choque diferencial de espalhamento e o niimero
de autovalores discretos da equag@o. No capitulo (2), definimos algumas quadraturas an-
culares utilizadas nas aproximagdes da equagao de transporte; no capitulo (3), analisamos
a influéncia da segdo de choque macroscopica total na solugdo da aproximacgao Sy para
problemas numa placa plana homogénea, com um grupo de energia, sem fonte externa.
Fizemos a extensao do estudo para problemas com dois grupos de energia. No capitulo
(4), analisamos a influéncia do parametro N, na soluc@o do problema condutivo-radiativo,
numa placa plana, com espalhamento anisotrépico e condicoes de contorno de Dirichlet,
bem como reflexdo especular e difusa. No capitulo (5), nés apresentamos as conclusdes e

as perspectivas para trabalhos futuros.



1.2 Resultados Historicos

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados histéricos importantes sobre a in-
fluéncia de parametros na solugdo da equagédo de transporte. Em [Duderstadt e Hamilton,
1976], vemos que o transporte de néutrons monoenergéticos numa placa plana, em um
problema estacionario, é descrito pela equagao

+1
+or¥(z, ) = / k(i 1) ¥ (, /)i + S(z, 1) (1.1)

-1

oV (z, 1)
H oz

onde p € [—1;+1], z € [0; X], X é o comprimento da placa. A funcao ¥(z, i), definida
como fluxo angular de néutrons, é o numero médio de néutrons na posicao r com angulo
6 entre o vetor velocidade do néutron e o eixo z; por definicio p = cos(f). A fungdo
ks(i', it) é a secdo de choque diferencial de espalhamento. A equacdo (1.1) é conhecida
como equacao de transporte; o termo integral desta equacdo representa a soma de todos
os néutrons que viajando em direcoes arbitrarias y' apds atingirem o alvo ( nicleos do
meio ) passam a viajar numa dire¢do p de interesse. O primeiro termo a esquerda da
equacdo (1.1) representa o termo de fuga liquida na fronteira da placa; o segundo termo
a esquerda da equacg@o (1.1) representa a perda devido as colisbes que ocorrem entre os
néutrons e os nicleos-alvo. O segundo termo & direita da equac@o (1.1) representa uma
fonte externa de néutrons, por exemplo, um processo de fissdo. Na auséncia de uma fonte
externa, o problema de transporte € dito ser homogéneo. As condicoes de contorno para

um problema numa placa sdo da forma

V(0,p)=gi(n) p>0, (1.1a)
U(X, p)=ga() p<0. (1.1b)

Tais condigoes representam o fluxo de néutrons que incidem no contorno da placa. Um
caso particular é o transporte de néutrons monoenergéticos, com espalhamento isotrépico,
isto é, quando a secdo de choque diferencial de espalhamento é uma constante. Fazendo

uma mudanca de varidvel conveniente, o problema é descrito pela equagdo [Case e Zweifel,



1967]
+1

RTINS TP £ [ )i + (o). (1.2)

o

Nesta equagao, z ¢ medido em unidade de livre caminho médio ( mean free path), que é a
distancia média percorrida por um néutron no meio antes de colidir com um nicleo-alvo.
O pardametro ¢ é o numero médio de néutrons secunddrios produzidos apds a colisao de
um néutron com o alvo. De fato, imediatamente apés a colisdo, podem ocorrer varias
reagoes como espalhamento, absorcao ou fissdo. Se ¢ = 0 , entdo dizemos que o meio é
absorvedor puro: o néutron colide com o alvo e é absorvido ( "morre” ). Uma reacdo de
fissdo produz em média 2.5 néutrons secundérios; uma reagao de espalhamento produz
em média 1 néutron por colisdo. A equagdo homogénea de transporte €

+1

+ U (z, 1) = %/‘I’(:{:, pdy' . (1:8)

-1

oV(z, p)
H ox

Pela forma da equagdo (1.3), a dependéncia espacial pode ser eliminada com a procura

de solugoes da forma

=z

Uy (2, 1) = du(p)e” (14)

Em analogia com com as Equagdes Diferenciais Ordinarias, chamamos ¢, de autofungoes
e os correspondentes v de autovalores. Inserindo a solug@o (1.4) na equacdo homogeénea,

calculamos que as autofuncoes devem satisfazer a equacgao
(1 SR ¢v /év . (15)

Ja que (1.5) é uma equacdo linear homogénea em ¢, (i), a normalizacao é arbitraria. E
conveniente escolher

+1

[ outwrdu = 1. (16)

-1



Apés a multiplicacdo por v, vemos que a solugdo da equagéo (1.5) é

cv

(v=md(u) = = (1.7)

Na equagdo (1.7), temos que p € [—1,+1]; se v € [—1,+1], entdo a solugdo é simples-

nire o1

2. Porém, se v € [—1,+1], ocorre uma

mente a fungdo racional e continua ¢,(u) =

singularidade no ponto v = u. A solugdo geral desta equagao é

cv 1
3 o B3
$u(n) = 3 e

+A@)o(v — ), (1.8)

onde P denota o valor principal de Cauchy e § é a fungéo delta de Dirac, que por defini¢éo
+00

satisfaz | f(v)é(v — p) = f(n), e A(v) é uma fungdo a ser determinada pelas condigoes

de conto_rno. A condi¢@o de normalizacao implica que os autovalores v neste caso sao as

raizes da equacao :

d
1—%/ 2=, (1.9)

+1
Definindo a funcio A(v) = 1 — € [ 2 vemos que os autovalores v sdo as raizes da
v 8t
-1

equagao A(v) = 0. Analisando as propriedades da fungéo A(v), temos o seguinte resultado:
a) Se ¢ < 1, entdo A(v) tem duas raizes *+u reais;
b) Se ¢ > 1, entdo A(v) tem duas raizes *1y imagindrias puras.

Se v € [—1;+1], entdo todo v é autovalor e em correspondéncia temos um continuo de
autofuncoes para todo valor de v real pertencente ao intervalo [—1;+1]. No trabalho de
[Case e Zweifel, 1967], é demonstrado que a solucdo do problema de transporte dentro de

um volume V limitado por uma superficie convexa S é unicamente determinado, dados:
a) o fluxo angular inicial em V;

b) as fontes dentro de V;

c) o fluxo incidente na fronteira S.

No caso particular da equacdo de transporte homogénea, isto é, sem fonte externa e

monoenergética, a solucao de Case é uma solugao analitica, isto é, uma solucao exata
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para a equacgao de transporte, embora sujeita as severas restricoes citadas, quais sejam:
é uma equacgao que modela um problema estaciondrio, com simetria azimutal, com um
grupo de energia, em uma placa plana homogénea e sem fonte externa. Frisemos que, no
caso geral, a solucdo exata da equacdo de transporte ndo é conhecida. Em [Mika, 1961]
vemos o estudo sobre a dependéncia dos autovalores da equagdo de transporte, no caso
em que o nucleo de espalhamento é anisotrépico. Por um procedimento analogo ao visto
acima para o caso isotrépico, o autor supde que a se¢do diferencial de espalhamento possa

ser expandida em uma série truncada de polindémios de Legendre, isto é,

L
Bk 1) = = > bePll)Pal). (1.10)
k=0

e bp = 1. Com esta hipotese, a equagdo de transporte no caso de simetria plana tem a

forma:

+1

+Wwwﬁ=§§:MHWX/HwWHmMMM- (1.11)

-1

0¥ (z, p)
’“am

Tabela 1.1 — Numero de autovalores discretos da equacdo de trans-

porte

L c by M

0 Ve 1

1 c=1 Vb, 1
Ve by <0 1
c<1+1/b by >0 1
c>1+1/b; b; >0 2

2 b=l Y b;ebs 1
c# 1 <3

Supondo uma solucdo da forma dada em (1.4), os autovalores discretos sdo as
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raizes da equacgdo caracteristica
Q(z) =0, 1.0

para z ¢ [—1;+1], onde a fungao Q(z) é uma fungdo analitica no plano complexo com
corte ao longo do eixo real. O nmimero de autovalores discretos, igual a 2M, para a equagdo
acima depende dos valores do parametro c e dos coeficientes by, e estd mostrado na tabela
(1.1), de acordo com [Mika, 1961]. Os resultados de Case e Mika sobre a influéncia de um
parametro da equacdo de transporte em problemas monoenergéticos, independentes do
tempo, foram uma das motivagoes para o nosso estudo. De fato, embora com as restrigoes
citadas. estes resultados sdo os primeiros que estabelecem a influéncia de um parametro
na solucao da equacdo de transporte. Em nosso estudo, vamos estabelecer a influéncia
de parametros de controle na solucao das aproximacao Sy em problemas estacionérios,
monoenergéticos e também com dois grupos de energia, na placa plana homogénea e sem

fonte externa.



CAPITULO 2

QUADRATURAS ANGULARES

Neste capitulo, vamos mostrar algumas férmulas de quadraturas que podem ser
utilizadas para aproximagoes do termo integral que aparece na equacao de transporte.
Deste modo, obtemos uma aproximagdo da equagao integro-diferencial (1.1); como estas
féormulas de quadraturas sdo calculadas sobre a varidvel p, elas sdo chamadas de quadra-
turas angulares.

Seja f uma fungao real de uma varidvel definida num intervalo [a;b]. Uma quadratura é
uma técnica numérica de calcular aproximadamente a integral definida de f neste intervalo

por uma soma da forma
b -
ff(z:)dz = Z f(z;)w; + En, (2.1)
“ i=1

onde os pontos z; € [a;b] sdo chamados de valores discretos ou nés, w; sio 0s pesos,
i=1,..,N , N é a ordem da quadratura e Ey é o erro na aproximacao. Isto é, uma
quadratura resulta de uma discretizagao do intervalo de integragao em /N pontos chamados
de nés, avaliagdo da fun¢@o nos nés e uma aproximacgao da integral por uma soma. O
erro na aproximacgao depende da ordem da quadratura, da funcdo a ser integrada, e dos
nés. No estudo da equagao de transporte, estamos interessados em quadraturas da varidvel
angular i, que pertence ao intervalo [—1; +1]. As vérias férmulas de quadratura existentes
originam o que chamamos de aproximacao em ordenadas discretas ou aproximacgao Sy da

equagao de transporte. Alguns exemplos de quadraturas sdo descritas a seguir:
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[~

2.2

N

13

Quadratura Angular de Gauss-Legendre

Os valores discretos p;, 2 = 1,..., IV sdo as raizes do polinémio de Legendre de grau

N, isto é, sdo as raizes da equagao

Py(p) = 0. (2.2)

Os pesos da quadratura w;, i = 1,..., N sdo determinados de tal forma que a férmula

de quadratura dé o valor exato, isto é, com Ex = 0 para a integral

+1

5 | Plkdu= bio, (23)

=

=1

paral=0,...,(N —1). Esta quadratura tem grau de precisdo igual a (2N — 1), isto
+1

é, o valor de [ P(u)du é exato, se P(u) for um polinémio de grau < (2N — 1), ver
1

[Stroud, 1974].

Quadratura Angular de Yvon ( Duplo Py ou DPy )

Os valores discretos p;,¢ = 1, ..., (2N + 2) sé@o as raizes do polindmio de Legendre

de ordem N + 1, isto é, as raizes de
Prnu(2p—1) =0, (2.4)

com sinais positivos e negativos.

Os pesos da quadratura w;,i = 1,..., (2N + 2) sdo determinados como a solugdo do

sistema

N+1

Z ‘Pl(zﬂn &= 1)wn S 6!,01 (25)

n=1

para [ =0, ..., N que valem para os valores positivos e negativos de ;.

Em problemas de penetracao profunda em meios heterogéneos e problemas nos quais o

espalhamento tem alta ordem de anisotropia, é recomendavel o uso da quadratura de
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Gauss-Legendre, devido & necessidade de cédlculo de momentos para ordens mais elevadas.
Em problemas de célculo do fluxo com alto grau grau de anisotropia préximo as fronteiras
do dominio, é recomendavel o uso da quadratura DPy, ver [Stacey, 2001]. Para ilustrar,
consideremos a quadratura angular de Gauss-Legendre de ordem 2 para a equagdo de
transporte com espalhamento isotrépico. A aproximacao S; resultante para um problema

numa placa plana tem nés p; e pesos w; calculados da seguinte forma:

a) os valores discretos p; , ¢ = 1,2 s@o as raizes do polinémio de Legendre de grau 2,

dado por Py(u) = 3(3u* — 1), isto &, séo as raizes da equagéo

(Bu*—=1)=0 (2.6)

b | =

b) os pesos das quadraturas w;, i = 1,2, sdo determinados de modo que a quadratura dé

o valor exato para as integrais

+1
1
E/H(p)dﬂ = 01,0 (2.7)
=1
para [ = 0,1, isto é,
+1
1
z / ldp =1 (2.8)
2
|
e
+1
1
3 /,ud,u =0, (2.9)
~1
o que nos leva ao sistema
1
§(w1 +uwy) =1 (2.10)

1
§(w1,u1 -+ wgp‘.g) = 0. (211)
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Da equacdo (2.6), segue que puy = v/3/3, s = —p1, enquanto que das equacdes (2.10)
e (2.11) tem-se que w; = wyp = 1. Valores dos nés e dos pesos da quadratura de Gauss-
Legendre podem ser encontrados na literatura [Stroud, 1974], [Bell e Glasstone, 1970],
[Stacey, 2001], ou gerados automaticamente, usando rotinas do Fortran 90, técnica que foi
utilizada em nosso trabalho, pois esta quadratura é largamente utilizada na solucdo de
problemas na drea de Fenomenos de Transporte. Em particular, observemos que os nés da
quadratura de Gauss-Legendre distribuem-se de modo uniforme no intervalo [—1, +1]; por
outro lado, outras quadraturas tem nds mais concentrados na vizinhanca da singularidade
p = 0 da equacéo de transporte, ver [Pitkdranta e Scott, 1983]. Quadraturas alternativas
geradas a partir da discretizagdo da varidvel angular u em elementos finitos descontinuos

podem ser encontrados em [Barros, 1997].



CAPITULO 3

ANALISE ESPECTRAL DA APROXIMACAO Sy

Neste capitulo, vamos analisar a influéncia da se¢do de choque macroscépica
total sobre os autovalores da matriz de transporte Sy, como definimos no capitulo (1),
usando quadraturas de Gauss - Legendre. Como hipdteses gerais, vamos supor problemas
estaciondrios, sem fonte externa, numa placa plana homogénea, com condigGes de contorno

determinadas. Especificamente, vamos estudar com detalhe os seguintes problemas:

a) monoenergéticos e com se¢do de choque diferencial de espalhamento com anisotropia

de grau 1;

b) monoenergéticos e com se¢do de choque diferencial de espalhamento com anisotropia

de grau 2;
c) com 2 grupos de energia e com se¢ao de choque diferencial de espalhamento isotrdpica.

Neste capitulo, faremos uma andlise matemadtica da influéncia do parametro secdo de
choque macroscopica total sobre a solu¢ao da aproximacgao Sy. Porém, por simplicidade
e para o melhor entendimento, usaremos a mesma notagao e a denominacgdo usual para
os termos da equacgao de transporte. N6s vamos resolver numericamente alguns proble-
mas particulares para pequenas ordens de quadratura, cujos resultados estao incluidos
no texto, embora os resultados tenham sido obtidos também para elevadas ordens de
quadratura, através de implementacdo computacional. Inicialmente, nés escreveremos
a formulacdo da aproximagao Sy em notagdo matricial. Lembremos que a equagdo de
transporte unidimensional é

1
R () = f ke b e, )i (3.1)
-1
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Por simplicidade, vamos supor que a segao de choque diferencial de espalhamento possa

ser expandida em uma série de polinomios de Legendre até o termo de grau igual a L:

k) = 3 BT B p) 3:2)
=0

onde oy, [ = 0,..., L, sao nimeros reais positivos, ogq > 0g;, se | < j. Dizemos que a
secao de choque diferencial de espalhamento, ou simplesmente, que o espalhamento tem
anisotropia L. No caso particular em que L = 0, o espalhamento é dito ser isotrépico.
Para obter a aproximagéo Sy, o termo integral a direita da equacéo (3.1) é aproximado
por uma quadratura de Gauss-Legendre de ordem N, resultando para i,5 = 1,...,N, o
sistema de equacgoes diferenciais ordindrias

dis(2)
SR

N
+ O'Tﬂ)j(.‘.r) = Z 'd)i(z:)k,-jwi, (33)
i=1

onde N é um nimero natural par, w; so os pesos da quadratura, ¥;(z) = ¥(z, u;) denota
a solugdo avaliada na direc@o y; , que corresponde a i-ésima raiz do polinémio de Legendre
de ordem N, para i = 1,...,N e ki; = ks(us, i;), para i,j = 1,..., N. As condigdes de

contorno sao escritas na forma

5;(0) = g1 () p; >0, (3.3a)
Vi(X) = ga(ps)  pa <O. (3.3b)

Estas equacoes de contorno representam a solugéo incidente nas duas fronteiras da placa,

na metade das -;7 diregGes, ver figura (3.1). Na forma usual, as dire¢bes discretas sao

Figura 3.1 — Fluxo incidente na fronteira da placa.
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ordenadas em forma decrescente, i.e.,
“l<pny <pya <o <py <0<py <. < <1, (3.4)

e tém a propriedade pu; = —pux_ix1, 2 = 1,...,N; os pesos w; da quadratura de Gauss-

Legendre sdo calculados pela férmula

2
(1 - u2) (o)

(3.5)

Wy =

onde P\ () denota o valor da derivada de Py(u) com respeito a u , calculada em p = p;.
Devido a simetria das raizes dos polinémios de Legendre, os pesos tém a propriedade
Wi = wx_is1, parai = 1,..., N. O sistema de equagdes (3.3) pode ser escrito na seguinte

forma matricial:

dv(z)
dx

= Mv(z). (3.6)

- - TP t =
Nesta equagdo, ¥(z)=[ ¢1(z) v2(z) -+ Un(z) ] , © que representa a solugdo calcu-
lada nas N diregoes discretas e a matriz M, definida como matriz de transporte Sy, é

dada por
M=p'(W —orIy). (3.7)

Na equagdo (3.7), temos u~! = diag(1/u), que é uma matriz diagonal de ordem N, Iy é a
matriz identidade de ordem N e a matriz W, de ordem N, tem coeficientes W (3, j) = ki;w;.

A solugao formal do sistema de equagées (3.6) é
B(z) = exp(M)T(0). (3:8)

Destacamos que a solugao (3.8) € uma fungao continua da varidvel espacial. Em relagdo a
varidvel angular ela s6 esta definida para algumas diregoes, chamadas de diregées discre-
tas. Porém, somente & componentes de ¥(0) sdo conhecidas através da Eq.(3.3a), logo
devemos usar a condi¢do de contorno em z = X, ver Eq.(3.3b), para determinarmos com-

pletamente a solucao em qualquer ponto da placa. Conhecidos todos os componentes do

*A notagao E{:::):[ Yi(x) talz) - Un(z) ]t denota o vetor transposto.
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vetor ¥(0), podemos calcular o vetor ¥(z), para qualquer posi¢do z. Em muitas aplicagdes
[Vargas, 1998], [da Silva, 2002], estamos interessados em calcular o fluxo escalar, definido

por
1

f(@) =35 wi(@)w (3.9)
= i=1

que seré referido como a solugdo da aproximagdo Sy. De fato, o fluxo escalar é definido

pela integral [Banoczi e Kelley, 1996]

flz)=3 f R (3.10)

i.e., a Eq.(3.9) é uma aproximagdo por uma quadratura de Gauss-Legendre do fluxo escalar
definido pela Eq.(3.10), que ndo pode ser calculado analiticamente, pois o fluxo angular
nao é conhecido. Devido as limitagoes da aritmética finita dos sistemas de ponto flutuante,
ocorrem problemas computacionais de overflow na avaliagio da solu¢do nos métodos
numeéricos baseados na aproximacgdo Sy, em problemas com placas de grandes dimensoes
e para elevados valores de NV devido a avaliagao da exponencial, o que exige uma mudancga
de base das solugoes. Uma das técnicas que permite minimizar o esfor¢o computacional na
avaliac@o desta exponencial é a diagonalizagdo da matriz de transporte, ver [Segatto et al.,
1999]. No método LTSy, a solugao dada pela equagio (3.8) é implementada da seguinte
forma: definimos o vetor coluna ¥(z) = [¥1(z), ¥2(z), ..., ¥n(2)]* , onde ¥si(z) = ¥(z, w),

i=1,..,N e para cada z € [0, X], calculamos ¥(z) através da férmula:
¥(z) = B(z)¥ (0), (3.11)

onde a matriz B(z) é determinada para cada z e o vetor 1 (0) é determinado a partir
das condigoes de contorno e da mudanga de base na solugao [Barichello e Vilhena, 1993],
para evitar problema de overflow da aritmética finita. Para ilustrar o uso do método £
TSy, consideremos o seguinte problema de ordenadas discretas:

duy(a) | =
g+ oT¥i(e) = 3 ik (312)
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numa placa homogénea 0 < = < 100, e condigdes de contorno

gi()=1 >0, (3.12a)
92(ui) =0 p <O. (3.12b)

Suponhamos a se¢éo de choque diferencial de espalhamento linearmente anisotrépica, i.e.,

tomamos L = 1 na Eq.(3.2), resultando

Ts0 30s1
ki; = - T 5 il (3.13)
para i,j = 1,...,N. Em nosso exemplo, vamos considerar os componentes da segao

de choque diferencial de espalhamento oy = 0.99, o3 = 0.8, e a se¢ao de choque
macroscopica total or = 1.0. Nés apresentamos na tabela (3.1) T a solucdo obtida através

do método LT Sy, para valores crescentes de IV, de modo a observar a convergéncia.

Tabela 3.1 — Fluxo escalar com or = 1.0, o5 = 0.99, 05; = 0.8.

T LTS» LTS, LTSs LTS16 LTS3z LT Se4

0 0.817256 0.822256 0.822836 0.822956 0.822984 0.822992

50 0.169912E -1 0.165374E — 1 0.164701E -1 0.164561E — 1 0.164528E — 1 0.164511E -1
100 0.129181E -3 0.123526F - 3 0.122496E — 3 0.122283E -3 0.122232E -3 0.122207E -3

Comparando, vemos que os valores obtidos sdo praticamente iguais aos obtidos
pelos métodos SGF — Sy e DDSy, [Barros e Larsen, 1990], e DSy [Vargas, 1998]. Nossos
resultados indicam a convergéncia para a solugdo, quando )V cresce. Analisando a solugéo
calculada com valores mais elevados da ordem de quadratura, podemos afirmar que nossos
resultados estao corretos com pelo menos quatro digitos significativos. Nosso interesse na
proxima secao serd analisar os autovalores da matriz de transporte Sy, isto é, se sdo reais

ou complexos e, em caso de mudanga da sua natureza, determinar os pontos de bifurcacgao.

"Na tabela (3.1), 0.166912E — 1 significa 0.166912x10~1,
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3.1 Resultados para Se¢ao de Choque Diferencial de Espalhamento com Ani-

sotropia de Grau 1

Nesta se¢do, vamos analisar a influéncia da se¢do de choque macroscépica total
or na solucao da aproximacao Sy. Considerando or como um parametro de controle, nés
vamos estudar como a variacdo de or modifica os autovalores da matriz de transporte Sy

e, em conseqiiéncia, a solucao da aproximacao Sy. Consideremos o problema de ordenadas

discretas
d;(z)
i + or;(z) = Zwskijwi(ﬂ?), (3.14)
i=1
com condic¢oes de contorno
g(u)=1, >0 (3.14a)
go(pi) =0,  p; <0 (3.14b)

numa placa homogénea 0 < z < 100, anisotropia linear (L = 1), isto é, a secdo de choque

diferencial de espalhamento é dada por

kij = ks(pa, 1) = % + %#fﬂj- (3.15)
Na equagdo (3.15), os parametros oy € 0 Sao0 reais, oo > 051 > 0. O modelo (3.15) para
a secao de choque diferencial de espalhamento é uma primeira aproximagao mais complexa
que o caso isotrépico, é uma fungéo positiva para todo par (', i) e é uma fungao simétrica,
isto €, k(i pt5) = ks(ps, ). Suponhamos uma aproximacao com ordem de quadratura
N = 2. O sistema de equagoes diferenciais (3.14) é escrito como

d | ¥i(z) V()
R =M :
7 ; (3 16)

Vo(x) Yo (z)

onde a matriz de transporte S; é dada por

i 1 (0.505 + L5051 p2) — o7 0.505 — 1.50 12

(3.17)
H1 —0.505+ 1.504 u3 or — (0.505 + 1.5 05 p?)

ESCOLA DE ENGENHARIA
"BIBLIOTECA
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Lembremos que uy = \/§/3, [y = —pi1, w1 = wy = 1. Temos entao que os autovalores da

matriz M dependem do parametro or da seguinte forma:

a) se oy > 0y OuU or < Og, entdo os autovalores de M sdo reais diferentes de zero.
Devido a propriedade da matriz de transporte Sy, ver segdo (3.3), eles aparecem de

maneira simétrica, isto é, aos pares com sinais contrarios;

b) se 04 < 01 < 04, entdo a matriz M admite autovalores imaginarios puros, logo o

sistema (3.16) apresenta solugdes oscilatérias;
c) 0s pontos or = 0y € o = 0 sdo pontos de bifurcacao.

O ponto o1 = o4 é referido como um ponto de bifurcagdo. Na vizinhanga de oy exis-
tem valores do parametro de controle or para os quais a matriz de transporte S, tem
autovalores reais (desde que or > 0y), enquanto para outros valores de or a matriz de
transporte S, tem autovalores imagindrios puros (desde que or < 0s). Esta mudanca
dos autovalores corresponde a uma passagem de solugdes nao-oscilatdrias para solucgoes
oscilatérias da aproximacdo S,. Para provar tal resultado, observemos que a equagao

caracteristica de M é
2 — tr(M)z + det(M) = 0 (3.18)

onde tr(M) = M(1,1)+M(2,2). Devido a simetria das raizes de Py(1), temos tr(M) = 0.
Da equacao (3.18), decorre que os autovalores de M séo reais, se e somente se det(M) < 0.
Mas det(M) < 0, se e somente se (02 — (00 + 30 13)0T + 30500 42) > 0. As raizes da
equacdo quadrética o2 — (o + 30au?)or + 305001} = 0 830 07 = 0y € 07 = 0. Se
or > 0y, entdo det(M) < 0 e os autovalores de M sdo reais e simétricos. Para o5 <
or < O, temos det(M) > 0, os autovalores de M sdo imagindrios puros. Em resumo, o
ponto or = g4 € um ponto de bifurca¢do. Na figura (3.2) mostramos esquematicamente

a dependéncia dos autovalores em fungdo do parametro de controle o7, para N = 2.
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2 Autovalores 2 Autovalores 2 Autovalores
Reais Imaginérios Puros Reais

Os1 Ts0
Figura 3.2 — Autovalores da matriz de transporte S; em funcao de

ar, i

A figura (3.2) é um resumo dos resultados obtidos pela anélise acima, para quais-
quer valores de o e 0. A seguir, nés mostramos a resolu¢ao numeérica de problemas
em que os coeficientes utilizados foram : o4 = 0.8, o0 = 0.99 e o parametro de con-
trole or varidvel no intervalo [0.7;1.2], com passo na discretizagdo do intervalo igual a
0.001. Para ilustrar, apresentamos agora a solugao de trés diferentes problemas na placa
plana 0 < z < 100, resultantes da aproximacao do problema em ordenadas discretas com

N = 2, onde a solugédo é o fluxo escalar definido pela Eq.(3.9).

2 20 40 60 80 100
-0.2- X

Figura 3.3 — Fluxo escalar com o1 = 1, g5 = 0.99, 05; = 0.8, N = 2.




0.5‘_ \

0] Qi 40 0 80 | 00

Figura 3.4 — Fluxo escalar com or = 0.98, o5 = 0.99, 05; = 0.8,

N =2,

0.8-
0.6
0.4

0.2

01 20 40 60 80 100
-0.2- X

Figura 3.5 — Fluxo escalar com or = 0.99, oy = 0.99, g5y = 0.8,

N=2.




25

Fisicamente, a solu¢cdo mostrada no grafico da figura (3.4) ndo tem sentido, pois o fluxo
escalar nao pode ser negativo, embora a solugao matemadtica do problema esteja correta.
Por outro lado, a solugdo do primeiro problema, ver figura (3.3), estd dentro do esperado,
j& que o fluxo escalar deve tender a zero, quando z tende a fronteira X = 100, devido
a condi¢do de contorno (3.14b). O mesmo vale para a solugdo do terceiro problema,
ver figura (3.5). No gréafico da figura (3.5), com or = g4 = 0.99 ocorre um ponto de
bifurcacao. Na vizinhanca deste ponto, ocorre a passagem de solugdo néao-oscilatéria, ver

figura (3.3), para uma solucédo oscilatéria, ver figura (3.4).

3.1.1 Resultados Numéricos para N = 4.

Para N = 4, analogamente ao caso anterior com /N = 2, vamos mostrar que oy =
050 € um ponto de bifurcagao para o problema e ocorrem intervalos nos quais a matriz de
transporte Sy apresenta autovalores complexos e outros nos quais os autovalores sao todos
reais. Para ilustrar, mostramos a seguir resultados numéricos, com diferentes valores para
os coeficientes da se¢ao de choque diferencial de espalhamento. De fato, queremos mostrar
que a existéncia de pontos de bifurcacao nao depende dos valores particulares destes
coeficientes. Primeiramente, nés calculamos alguns autovalores; no programa que usamos
para efetuar os cdlculos, os coeficientes da segdo de choque diferencial de espalhamento (
050 € 051), a sec@o de choque macroscépica total ( or ) e a ordem de quadratura( N ) sdo
lidos num arquivo de dados, a matriz de transporte Sy € montada e seus autovalores sao
calculados. Na tabela (3.2), mostramos os resultados de um primeiro exemplo no qual
mostramos a influéncia de or nos autovalores de M. Vamos denotar por \; o i-ésimo

autovalor de M. Com relagdo a tabela (3.2), vemos que:
a) se or < 0.64, entdo a matriz de transporte S; tem quatro autovalores complexos;
b) se 0.64 < o7 < 0.8, entdo a matriz de transporte S; tem todos os autovalores reais;

c) se 0.8 < or < 0.99, entdo a matriz de transporte S; tem um par de autovalores

imagindrios puros e um par de autovalores reais;

d) se or > 0.99, entao os autovalores matriz de transporte S; sdo todos reais.



Tabela 3.2 — Autovalores da matriz de transporte Sy com L = 1,

Osp = 099, Og1 = 0.8.
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or A\ A2 Az A
0.61 —0.718018 + 0.210476] —0.718018 — 0.2104767 0.718018 + 0.210476J 0.718018 — 0.2104767
0.62 —0.720075 4+ 0.167355] —0.720075 — 0.167355] 0.720075 + 0.167355]  0.720075 — 0.167355]
0.63 0.722181 + 0.1039017 0.722181 — 0.1039017 —0.722181 + 0.103901J —0.722181 — 0.1039017
0.64 0.810044 -0.810044 -0.638614 0.638614
0.66 0.944295 -0.944295 -0.513134 0.513134
0.68 -1.032321 1.032321 -0.433949 0.433949
0.70 1.107136 -1.107136 -0.367764 0.367764
.72 1175344 -1.175344 -0.307516 0.307516
0.74 1.239611 -1.239611 -0.249727 0.249727
0.76 1.301304 -1.301304 -0.191339 0.191338
0.80 -1.419859 -1.419859 -8.127106E-51 8.127106E-51
0.82 1.477572 -1.477572 -0.1105301 0.1105301
0.84 -1.534593 1.534593 0.1448221 -0.1448221
0.86 -1.591096 1.591096 -0.1630511 0.1630511
0.90 1.703035 -1.703035 -0.1712431 0.1712431
0.92 -1.758642 1.758642 0.1637661 -0.1637661
0.94 -1.814092 1.814091 0.148078I -0.1480781
0.96 -1.869431 1.869431 0.1215221 -0.1215221
0.98 -1.924694 1.924694 -0.737859E-11 0.737859E-11
0.99 -1.952307 1.952307 -0.154534E-4 0.154534E-4
1.00 1.979912 -1.979912 -0.771515E-1 0.771515E-1
1.10 -2.255986 2.255986 -0.302543 0.302543
1.20 -2.532994 2.532993 -0.468987 0.468987
1.40 -3.091511 3.091509 -0.767183 0.767182
1.50 -3.373030 3.373029 -0.907567 0.907567

Se os coeficientes' da secao de choque diferencial de espalhamento forem o = 0.9, 04 =

0.7, obtém-se um resultado analogo conforme vemos na tabela abaixo.

*Na tabela (3.2), o valor —8.127106E — 51 significa —8.127106x10%1,1 = /—1.



Tabela 3.3 — Autovalores da matriz de transporte Sy com L = 1,

os0 = 0.9, 05 =0.7.
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or A Ao As Ay

0.50 -—0.623717 + 0.306632] —0.623717 — 0.3066327 0.623717 — 0.306632]  0.623717 — 0.3066327
0.52 —0.626706 — 0.267881] —0.626706 + 0.267881J 0.626706 + 0.267881] 0.626706 — 0.2678817
0.54 —0.629948 — 0.214089] —0.629948 + 0.2140897 0.629948 + 0.214089]  0.629948 — 0.2140897
0.56 0.633706 — 0.1271147 0.633706 + 0.127114/ —0.633706 + 0.127114] —0.633706 — 0.12711471
0.58 —0.768761 0.768761 0.504982 —0.504982

0.60 —0.874857 0.874857 0.405741 —0.405741

0.62 0.954899 —0.954899 -0.331919 0.331919

0.64 1.025220 —1.025220 0.266317 —0.266317

0.68 1.152444 —1.152444 0.133687 —0.133687

0.70 1.212436 —1.212436 0.142987E — 3 —0.142987F — 3

0.72 1.271014 —1.271014 —0.1160931 0.1160931

0.76  1.385457 —1.385457 -0.1717251 0.1717251

0.80 —1.497760 1.497760 0.18244171 —0.1824417

0.84 -—1.608947 1.608947 —0.1634371 0.1634371

0.88 1.719593 —1.719593 0.1048771 —0.1048771

0.92 -1.830034 1.830034 —0.113901 0.113901

0.96 1.940479 —1.940479 —0.211056 0.211056

1.00 —2.051049 2.051049 —0.288442 0.288442

1.02 —2.106407 2.106407 —0.324114 0.324113

a) se or < 0.57, entdo a matriz de transporte S; tem quatro autovalores complexos;

Com relagdo a tabela (3.3), vemos que:

b) se 0.57 < or < 0.7, entdo a matriz de transporte S; tem todos os autovalores reais;

c) se 0.7 < or < 0.9, entdo a matriz de transporte S; tem um par de autovalores

d) se or > 0.9, entdo os autovalores da matriz de transporte Sy sdo todos reais.

imagindrios puros e um par de autovalores reais;
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Podemos enunciar o seguinte resultado sobre os autovalores da matriz de transporte Sy,

para ordem de quadratura N = 4 e anisotropia linear, em funcdo do parametro de controle
aT.

a) existe um valor syp < 05 tal que se or < syp, entdo a matriz de transporte S; tem

quatro autovalores complexos;
b) se syo < or < 05, entdo a matriz de transporte S; tem todos os autovalores reais;

c) se 0, < or < 04, entdo a matriz de transporte S; tem um par de autovalores

imagindrios puros e um par de autovalores reais;
d) se or > o4, entao os autovalores da matriz de transporte S; sdo todos reais.

Em geral, a natureza dos autovalores da matriz de transporte S; depende do parametro

or conforme a figura (3.6) :

2 Autov. Reais

4 Autovalores 4 Autovalores 2 Autovalores 4 Autovalores
Complexos Reais Imaginarios Puros Reais
— 0T
SNo Os1 050
Figura 3.6 — Autovalores da matriz de transporte S; em funcdo de
or, =1

Para justificar estes resultados, consideremos M, a matriz de transporte resul-
tante da aproximagao S; e secao de choque diferencial de espalhamento dada por (3.15).

Os autovalores de M sdo as raizes da equagio caracteristica

' + ap2® + ap = 0, (3.19)
onde:
a) ay = 304 (07 — 05) — 1002 + 6.1111111080407;

b) ag = 11666666650’%(07‘ — Os0 — Usl) + 11.666666640'300'510'%—.
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Analisando as e ap como funcdes de or, vemos que as < 0, enquanto ap tem duas raizes
reais positivas, se o) < 0y, para or > 0. Fazendo z = w?, obtemos a equagio carac-

teristica na forma
w? + asw + ag = 0. (3.20)

As raizes da equagio (3.20) sdo w = (—ap = /a3 — 4ap)/2. Nos valores testados, a; < 0,
enquanto o sinal de ap depende de or. De fato, se 053 < or < 04, entao ap < 0; se

or < 0 OU 0T > 0Oy, €ntao ap > 0. Logo, se:

a) a3 —4ap > 0 e ap > 0, entdo as raizes de (3.20) sdo reais positivas e os autovalores de

M sao todos reais;

b) a3 —4ap > 0 e ag < 0. entdo as raizes de (3.20) sdo reais simétricas. Entao, M tem

dois autovalores reais e dois autovalores imaginérios puros;

c) a3 —4ag < 0, entdo as raizes de (3.20) sdo complexas e os autovalores de M sao todos

complexos.

Em particular, para os = 0.99 e g5 = 0.8, vemos que uma das raizes de a3 —4ao =0 ¢ o
valor o7 >~ 0.636 = syp, como vimos na tabela (3.2). Se o = 0.9 e 65; = 0.7, vemos que
uma das raizes de a3 — 4ap = 0 é o valor o7 ~ 0.570 = sx¢, como vimos na tabela (3.3).

Em resumo, o ponto or = o4 é um ponto de bifurcagao, isto é, se or < oy,
entdo M tem autovalores complexos, enquanto se or > 04, entao todos os autovalores
de M sao reais. Geometricamente, podemos ver na seqiiéncia de graficos do polinémio
caracteristico da matriz de transporte S; a influéncia do parametro or, considerando os
coeficientes o9 = 0.99 e oo = 0.8. Nos gréficos das figuras (3.7) e (3.8), vemos duas
raizes complexas e duas reais, enquanto no grafico da figura (3.10) vemos a existéncia de
quatro raizes reais. O gréfico da figura (3.9) corresponde ao ponto de bifurcacdo, com
duas raizes reais simétricas proximas de z = 2, e outras duas raizes proximas de zero, em
conformidade com a tabela (3.2). Observemos que os pontos de intersec¢io do polinémio
caracteristico da figura (3.8) sdo os autovalores reais correspondentes ao valor de o = 0.9,

apresentados na tabela (3.2).
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Figura 3.7 — Polinomio caracteristico , N = 4, or = 0.85, o5 = 0.99,

Og1 = 0.8.
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Figura 3.8 — Polinoémio caracteristico, N = 4, or = 0.9, 05 = 0.99,

65] = 0-8.
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Além disto, analisando os graficos das figuras (3.7) a (3.10), vemos que os autovalores

reais aumentam em valor absoluto, & medida que o parametro or aumenta.

5 1p(x)

Figura 3.9 — Polinomio caracteristico, N = 4, o = 0.99, o, = 0.99,

Jds1 = 0.8.

Cada gréfico acima foi gerado da seguinte forma: nés desenvolvemos um programa
no Maple, calculamos a matriz de transporte Sy, definimos o seu polindmio caracteristico
p(zx) e esbogamos os graficos numa vizinhanga da origem que permite visualizar as inter-
secgoes com 0 eixo z, que sao os autovalores da matriz de transporte Sy. Nds observamos
que os autovalores calculados através das rotinas do IMSL/FORTRAN, que foram tabela-
dos neste trabalho, sdo bastante proximos dos autovalores obtidos através das rotinas do
Maple, por isto os resultados obtidos com o Maple para os gréficos dos polindémios carac-
teristicos foram considerados confidveis, como vemos comparando os graficos das figuras

acima com a tabela (3.2). Na préxima se¢do, vamos mostrar os resultados para ordem de
quadratura N = 8.



Figura 3.10 — Polinémio caracteristico, N = 4, or = 1.1, o5 = 0.99,

051 = 0.8.

3.1.2 Resultados Numéricos para N =8

Nesta se¢do, vamos mostrar o cdlculo de autovalores da matriz de transporte Sy
com ordem de quadratura N = 8, e mostrar a existéncia de pontos de bifurcagdo para
certos valores de or. NoOs vamos apresentar também os coeficientes do polinomio carac-
teristico da matriz de transporte Sg, em fungdo secdo de choque or e dos coeficientes
o« da secao de choque diferencial de espalhamento. O estudo destes coeficientes permite
justificar os resultados obtidos numericamente e foram obtidos com o uso do Maple. Ini-
cialmente, vemos na tabela abaixo os autovalores calculados, com os mesmos coeficientes
da se¢do de choque diferencial de espalhamento do primeiro exemplo visto na se¢do ante-
rior.

De acordo com a tabela (3.4), vemos que:

a) se or < 0.66, entdo a matriz de transporte Sy tem quatro autovalores complexos e

quatro autovalores reais;

b) se 0.66 < o7 < 0.8, entdo a matriz de transporte Sg tem todos os autovalores reais;
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c) se 0.8 < or < 0.99, entdo a matriz de transporte Sg tem um par de autovalores

imagindrios puros e seis autovalores reais;

d) se or > 0.99, entédo os autovalores da matriz de transporte Sg sdo todos reais.

Tabela 3.4 — Autovalores da matriz de transporte Sz com L = 1,

oso = 0.99, 05, = 0.8.

or A2 A3.4 As.6 A7s

0.61 +£2.327145 0.652262 =+ 0.1609827 —0.652262 £ 0.160982J +0.787296
0.62 +2.384347 0.637039 = 0.1418457 —0.637039 £ 0.1418457 +=0.821150
0.63 +2.441213 0.623168 = 0.1206497 0.623168 = 0.1206497 +0.852758
0.64 2497788 0.610710 £ 0.941183E —1] —0.610710+=0.941183E —1I =x0.881938
0.66 =*2.610193 +0.529024 +0.649234 =0.934599
0.68 £2.721791 +0.436591 =+0.704568 +0.982121
0.70 +£2.832750 +0.368423 +0.739320 +1.026409
0.72 =£2.943201 +0.307677 =0.768636 +1.068555
0.74 =+3.053240 +0.249748 +0.795532 +1.109219
0.76 =3.162947 +0.191319 +0.821122 +1.148819
0.80 =£3.381602 +0.301079E — 2] +0.870218 +1.225857
0.82 =£3.490638 +0.1105651 =0.894163 +1.263626
0.84 +3.599526 +0.1448477 =0.917863 +1.301041
0.90 =£3.925543 +0.17125871 +0.988063 +1.411845
0.92 =+4.034060 +0.1637787 +1.011281 +1.448453
0.94 +4.142522 =0.1480881 +1.034437 +1.484952
0.96 =£4.250941 +0.1215321 +1.057548 +1.521365
0.99 +4.413505 +0.651605E — 371 +1.091253 +1.575861
1.00 +4.467679 =0.771513E - 1 +1.103677 +1.594002
1.10 =5.009219 +0.302548 +1.218749 +1.775051
1.20 +5.550670 +0.468945 +1.333811 +1.956009

Tendo como coeficientes da segao de choque diferencial de espalhamento os mesmos valores

do segundo exemplo da secdo anterior, obtemos os resultados tabelados abaixo. De acordo

com a tabela (3.5), vemos que:



34

a) se or < 0.59, entdo a matriz de transporte Sg tem quatro autovalores complexos e

quatro autovalores reais;

b) se 0.59 < or < 0.7, entdo a matriz de transporte Sg tem todos os autovalores reais;

c) se 0.7 < or < 0.9, entdo a matriz de transporte Sg tem um par de autovalores

imaginarios puros e seis autovalores reais;

d) se or > 0.9, entdo os autovalores da matriz de transporte Sg sao todos reais.

Tabela 3.5 — Autovalores da matriz de transporte Sg com L = 1,

Os0 = 09 Js1 = 0.7.

or A2 A3.4 As5,6 A8

0.56 £2.149074 +0.747940 0.555710 £ 0.12000471 —0.555710 = 0.1200047
0.57 =+2.205789 +0.777518 0.542602 £ 0.940523FE — 1I  —0.542602+0.940521FE — 11
0.58 +2.262203 =0.804936 0.530741 £ 0.549655E — 1I  —0.530741 +0.549655E — 11
0.59 =£2.318354 +0.830595 +0.576610 +0.463150

0.60 £2.374275 =0.854880 +0.609540 +0.410031

0.62 +2.485540 +0.900459 +0.649536 +0.332699

0.64 =£2.596180 +0.943294 +0.680303 +0.266476

0.66 +2.706332 +0.984316 +0.707727 +=0.202594

0.68 =+2.816100 +1.024087 +0.733521 +0.133689

0.70 +2.925559 +1.062965 +0.758393 =0.243483EF — 03

0.72 £2.980194 +1.082146 +0.770601 +0.851212F — 11

0.74 £3.143793 +1.138921 +0.806622 +0.1521987

0.78 £3.361393 +1.213360 +0.853780 +0.1810537

0.82 +£3.578584 +1.286904 +0.900394 +0.1766561

0.86 =£3.795510 +1.359911 +0.946712 +0.14119771

0.88 £3.903907 +1.396285 +0.969804 +0.1048771

0.90 =£4.012278 +1.432601 +0.992867 +0.242117E - 3

092 x4.120619 +1.468873 +1.015909 +0.113901

0.94 £4.228950 +1.505115 +1.038937 +0.166866

0.96 £4.337264 +1.541336 +1.061956 +0.211055
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Observamos que a mudanga dos autovalores tem um comportamento semelhante nos dois
exemplos resolvidos acima. De modo geral, os autovalores de M sdo as raizes da equagao

caracteristica
28 + agz® + ayz? + asz® + 4o =0, (3.21)

onde:

a) ag = —35.99999999990% + 2.999999999900 ;01 + 12.37469387770 5007
—2.999999999790 500 51;

b) a; = 70.875918359200s;10% — 120.3714285690 5005 + 197.9999999990 4
—70.87591836200;0;

c) a; = 281.9142857050,00% — 232.8857142570 4005104 — 343.1999999970%
+232.8857142650,0%;

d) ao = 05(183.85714285502 — (183.8571428400; + 183.8571428490 )0
+183.8571428330'500’51);

Como podemos ver, o polinomio caracteristico da matriz de transporte Sg tem somente
poténcias pares de z. No primeiro exemplo, com oy = 0.99 e g5, = 0.8, verificamos a
existéncia do valor sy =~ 0.66, tal que se or < sy, @ matriz M tem quatro autovalores
complexos. Analisando os coeficientes do polindmio caracteristico da matriz de transporte

Sg, vemos que:

a) ag =1;

b) ag < 0, para todo or;
c) a4 > 0, para todo or;
d) a; <0, para todo or;

e) ap < 0,se 0.8 <or <0.99, eap>0,seor <0.8 ouor>0.99.

As duas tltimas desigualdades (a; < 0 e ay < 0) explicam a existéncia de autovalores
complexos no intervalo (0.8,0.99). No segundo exemplo, com o4 = 0.9 e 0 = 0.7,

obtivemos syg =~ 0.58, e os coeficientes do polinomio caracteristico de M se comportam
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de modo analogo ao descrito acima. Pela simetria, vemos que o nimero maximo de raizes
reais positivas ( e também de raizes reais negativas ) desta equagdo é igual a 4. Deste
modo, se ag e as forem negativos, a equacdo (3.21) terd raizes complexas. Em geral, se
o0 € 0g forem tais que ag < 0 para todo o5 < or < 04, entdo neste intervalo a matriz
de transporte Sy tem 2 autovalores complexos. De fato, o sinal do coeficiente ay depende

do sinal da expressao:

6,0 = 183.85714285502 — (183.85714284007; + 183.8571428490 )0 + 183.857142833050041  (3.22)

Para que a expressao (3.22) tenha duas raizes reais diferentes, basta que oy e 05 sejam

tais que a seguinte condicdo seja satisfeita:
183.85714285502 — (183.857142840075, +183.8571428490 50) o +183.857142833050051 > 0 (3.23)

A condigao (3.23) é sempre verificada, para os valores dos coeficientes o4 € 05 utilizados
nos nossos exemplos. Se a condicdo (3.23) for satisfeita, é garantida a existéncia de um
intervalo J C (0g1,050) no qual a matriz de transporte Sg tem autovalores complexos.
Podemos afirmar que a influéncia de o sobre os autovalores de M, para o caso de NV = §,

pode ser resumida na figura abaixo:

4 Autov. Reais 6 Autov. Reais
4 Autovalores 8 Autovalores 2 Autovalores 8 Autovalores
Complexos Reais Imaginérios Puros Reais
_ >~ OT
SNo Os1 Js0
Figura 3.11 — Autovalores da matriz de transporte Sg em funcao de
ar, Li=1,

Novamente, constatamos a existéncia de um ponto de bifurcagdo para or = 0.
Vemos entdo que os autovalores da matriz de transporte Sg podem ser reais, mesmo que a
secao de choque macroscépica total seja menor que um dos coeficientes da segdo de choque
diferencial de espalhamento, a saber, o,;. Isto é, solugbes fisicamente aceitaveis podem
ocorrer, se or < 0. Os resultados acima foram verificados numericamente para elevadas
ordens de quadratura, até N = 512. Com respeito ao comportamento da solugao na viz-
inhanca do ponto de bifurcagao o4, nossos resultados indicam que a matriz de transporte
Sx é mal-condicionada, se os valores de or estiveram numa determinada vizinhanca de

os- A expressdao mal-condicionada significa que no célculo computacional dos autovalores
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da matriz de transporte Sy pequenos ruidos podem levar a resultados ruins, se a se¢ao de
choque macroscépica total estiver proxima de oy . Com o objetivo de demonstrar esta
afirmacéo, nés calculamos, a seguir, o condicionamento da matriz de transporte Sy, em
fung¢ao de or. Fagamos antes uma breve discuss@o sobre o nimero de condicionamento de
uma matriz. O numero de condicionamento de uma matriz A é uma informacao sobre a
sensibilidade da resolucdo de um sistema de equacoes lineares sujeito & uma perturbagao.
Isto é, suponhamos dois sistemas Ax = b e Ax, = b,, onde ¢ denota o vetor perturbacao
de b, isto é, b, = b + ¢, onde ¢ é um vetor com componentes de pequena magnitude.
Quanto maior for o nimero de condicionamento de A, maior serd a diferenca entre as
solucdes e, quando acontece isto, dizemos que A € uma matriz mal-condicionada; se, por
outro lado, o nimero de condicionamento de A for pequeno, a solucao do sistema pertur-
bado (com vetor b,) é proxima do sistema nao-perturbado. Do ponto de vista pratico,
isto quer dizer que na resolugdo de um sistema de equagdes lineares, um pequeno erro (
um ruido ) na medi¢do de um dado do vetor de entrada, pode provocar uma grande al-
teracdo na solugdo do sistema e levar a resultados completamente diferentes do esperado,
se a matriz for mal-condicionada. Usando a definicdao de nimero de condicionamento de
uma matriz dada na Eq.(A.6), ndés calculamos o nimero de condicionamento da matriz
de transporte Sy. com N = 4, em funcdo do parametro de controle or. No gréfico da
figura (3.12), vemos que a matriz de transporte S; é mal-condiciona- da na vizinhanca
dos pontos de bifurcagdo. Para gerar este grafico, nés usamos um procedimento do Maple
desenvolvido por nés que tem como pardmetros a ordem de quadratura, os coeficientes
da secdo de choque diferencial de espalhamento e a se¢do de choque macroscopica total.
Para cada valor do parametro de controle or = 0.7 + 0.0001¢, com ¢ = 1,...,4000, nés
calculamos o numero de condicionamento da matriz de transporte S;. Nas vizinhancas
dos pontos o4 € 0s, 0 numero de condicionamento é muito grande, por isto, no eixo
vertical do grafico da figura (3.12) é medido o logaritmo decimal do condicionamento. A
geracdo deste grafico no Maple exigiu aproximadamente 120s de CPU num Pentium II,

233 MHz, com 32MB de RAM.
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12 Jog(cond(M))

10

T e

Of 0.8 0.9 T 5

Figura 3.12 — Condicionamento como fungdo de u = o7, L=1, N =

4, Osp = Ogg, Og1 = 0.8.

3.2 Resultados para Seg¢ao de Choque Diferencial de Espalhamento com Ani-

sotropia de Grau 2

Nesta secao, vamos estender o estudo da influéncia da se¢ao de choque macroscépi-
ca total or sobre os autovalores da matriz de transporte Sy, em problemas em que a se¢ao
de choque diferencial de espalhamento tem anisotropia de grau 2, isto é:

2

k)= 23; lasst(u)B(a’)' (3.24)
=0

onde og € R, o conjunto dos numeros reais, g9 > 0 > 0s» > 0. Neste estudo,
devemos supor que N > 4, pois em S, 0s nés y; sao as raizes de P»(u), logo se tomarmos
N = 2, os resultados seriam os mesmos obtidos para L = 1, para qualquer valor de
0s2. Analogamente ao desenvolvimento realizado na segao (3.1), nés calculamos a matriz
de transporte Sy definida pela Eq.(3.7) e os correspondentes autovalores, em funcdo de
or. Em particular, obtivemos a dependéncia dos autovalores da matriz de transporte com
baixas ordens de quadratura, com diferentes coeficientes para a se¢ao de choque diferencial

de espalhamento. Vamos inicialmente calcular autovalores para ordem de quadratura
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N = 4 e depois analisar o polindmio caracteristico da matriz de transporte Sy, 0 que é
feito em (3.2.1), para a ilustracdo dos resultados verificados numericamente. Depois, o

mesmo é feito em (3.2.2) para ordem de quadratura N = 8.

3.2.1 Resultados Numeéricos para N =4

Como na segdo anterior, para ilustrar numericamente, mostramos na tabela (3.6)
os resultados para quadratura de ordem igual a 4, em funcao de o7, a secao de choque
macroscopica total. Uma andlise da tabela (3.6) mostra a seguinte dependéncia dos

autovalores da matriz de transporte Sy:

a) se or < 0.5, entdao M tem 2 autovalores reais e 2 imagindrios puros;

b) se 0.5 < o7 < 0.77, entdo M tem 4 autovalores complexos;

c) se 0.77 < or < 0.8, entdo M tem 4 autovalores reais;

d) se 0.8 < or < 0.99, entdao M tem 2 autovalores reais e 2 autovalores imaginarios puros;
e) se or > 0.99, entdo M tem 4 autovalores reais.

Destacamos a existéncia do intervalo J = (0.77,0.8) tal que para or € J, os autovalores
de M sao todos reais. Observamos também a simetria dos autovalores reais, para todos
os valores de or. Como na se¢ao anterior, vemos que o7 = 05 € um ponto de bifurcagao.
Isto é. na vizinhanga de o4, existem valores de o para os quais todos os autovalores de
M séo reais (desde que or > 04), enquanto para outros valores de or, a matriz M tem
autovalores imagindrios puros (desde que or < oy). Antes de analisarmos o caso geral,
consideremos a secao de choque diferencial de espalhamento com coeficientes o4 = 0.9,

s = 0.7 e 0o = 0.5. Entdo podemos ver na tabela (3.7) os autovalores de M.
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Tabela 3.6 — Autovalores da matriz de transporte S; com L = 2,
oy = 0.99, 05; = 0.8, 050 = 0.5.

or A Az Az Ay

0.46 0.6236261 -0.6236261 -0.315381 0.315381

0.48 0.6000781 -0.6000781 0.225300 -0.225300

0.50 0.5667651 -0.5667651 0.274954E-41 -0.274954E-41

0.52 0.5146011 -0.5146011 0.2455421 -0.2455421

0.54 0.748634E-1+0.4075601 0.748634E-1-0.4075601 -0.748634E-1-+0.4075601 -0.748634E-1-0.4075601
0.56 0.152788+0.4216501 0.152788-0.4216501 -0.152788+0.4216501 -0.152788-0.4216501
0.58 0.195681+0.4274111 0.195681-0.4274111 -0.195681+0.4274111 -0.195681-0.4274111
0.60 0.227303+0.4266141 0.227303-0.4266141 -0.227303+0.4266141 -0.227303-0.4266141
0.62 -0.253137+0.4199481 -0.253137-0.4199481 0.253137+0.4199481 0.253137-0.4199481
0.64 -0.275432+0.4075351 -0.275432-0.4075351 0.275432+0.4075351 0.275432-0.4075351
0.66 -0.295304+0.3890651 -0.295304-0.3890651 0.295304+0.3890651 0.295304-0.3890651
0.68 0.313345+0.3637251 0.313345-0.3637251 -0.313345+0.3637251 -0.313345-0.3637251
0.72 0.344813-+0.2844221] 0.344813-0.2844221] -0.344813+0.2844221 -0.344813-0.284422]
0.74 0.358016+0.2193621 0.358016-0.2193621 -0.358016+0.2193621 -0.358016-0.2193621
0.77 0.482072 -0.262466 -0.482072 0.262466

0.78 0.564589 -0.183228 -0.564589 0.183228

0.79 0.625894 -0.116815 -0.625894 0.116815

0.81 0.726200 0.999823E-11 -0.999823E-11 -0.726290

0.84 0.853302 0.1657011 -0.1657011 -0.853302

0.87 0.967240 0.1836281 -0.1836281 -0.967240

0.90 1.074133 0.1810041 -0.1810041 -1.074133

0.93 1.176627 0.1621281 -0.1621281 -1.176627

0,96 1.276134 0.1232291 -0.1232291 -1.276134

0.99 1.373499 0.173755E-4 -0.173755E-4 -1.373499

1.02  1.469268 0.137545 -0.137545 -1.469268

1.05 1.563812 0.203299 -0.203287 -1.563812

Uma andlise da tabela (3.7) mostra que:

a) se or < 0.5, entdo M tem 2 autovalores reais e 2 autovalores imagindrios puros;

b) se 0.5 < o, < 0.7, entdo M tem 4 autovalores complexos;

c) se 0.7 < or < 0.9, entdo M tem 2 autovalores reais e 2 autovalores imagindrios puros;

d) se or > 0.9, entdo M tem 4 autovalores reais.
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Tabela 3.7 — Autovalores da matriz de transporte S; com L = 2,

Ts0 = 0-91 g1 = 0-?, 052 _— 0.5.

or A1 Az Az A4

0.46 0.6605991 -0.6005991 0.227917 -0.227917

0.48 0.6422041 -0.6422041 0.158406 -0.158406

0.49 0.6309841 -0.6309841 0.111187 -0.111187

0.51 0.6037991 -0.6037991 0.1099701 -0.1099701

0.52 0.5874181 -0.5874181 0.1550851 -0.1550851

0.54 0.5473041 -0.5473041 0.2201321 -0.2201321I

0.56 0.4916141 -0.4916141 0.2778581 -0.2778581

0.57 0.4504671 -0.4504671 0.3137081 -0.3137081

0.59 -0.872729E-1+40.3711171 -0.872729E-1-0.3711171 0.872729E-1+0.3711171 0.872729E-1-0.3711171
0.60 0.115283+0.3628001 0.115283-0.3628001 -0.115283+-0.3628001 -0.115283-0.3628001
0.65 -0.193388+0.2860831 -0.193388-0.2860831 0.193388+0.2860831 0.193388-0.2860831
0.69 -0.211354--0.1095611 -0.211354-0.1095611 0.211354+-0.1095611 0.211354-0.1095611
0.72 0.480440 -0.480440 0.1697711 -0.1697711

0.74 0.584720 -0.584720 0.1969411 -0.1969411

0.78  0.756337 -0.756337 0.2067771 -0.2067771

0.82 0.907333 -0.907333 0.1889401 -0.1889401

0.85 1.013684 -1.013684 0.1591641 -0.1591641

0.88 1.116315 -1.116315 0.1061621 -0.1061621

0.80  1.149897 -1.149897 0.762814E-11 0.762814E-11

0.91 1.216296 -1.216296 0.786061E-1 -0.786061E-1

0.92 1.249160 -1.249160 0.112746 -0.112746

0.96 1.378788 -1.378788 0.205614 -0.205614

1.00 1.506124 -1.506124 0.277753 -0.277753

Neste caso, nao ocorre a existéncia de um intervalo no qual a matriz M tem
somente autovalores reais, como no caso anterior. Novamente, verificamos a existéncia de
bifurcagao para or = oy = 0.9. Para analisar de modo geral, consideremos o polinomio

caracteristico da matriz de transporte Sy, que é dado por
p(z) = z* + axz? + ay, (3.25)

onde:

a) ap = 11.6666666407((050(0s1 + 0s2) + 051042) + 0F — 07(050 + 01 + 0s2))
—11.66666664070 00510 2;

ESCOLA Dt ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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b) a, = 6.1111111080704 + 3061 (07 — 040) + 3.88888888701052 — 100%.

No intervalo em que foram calculados os autovalores da tabela (3.6), com os valores

oso = 0.99, 051 = 0.8 e 050 = 0.5 analisando os sinais dos coeficientes ay e ag, obtemos:

ag <0 ag >0 . ag <0 ap >0

0.5 0.8 0.99
Figura 3.13 — Variagéo de ap em funcdo de o, N =4, L =2

as <0 as >0 ap < 0

Y

ar

0.34 0.72
Figura 3.14 — Variagao de a; em funcao de o, N =4, L =2

Nos intervalos em que dois coeficientes sucessivos nao-nulos do polinémio carac-
teristico tem o mesmo sinal, a matriz de transporte S; tem autovalores complexos. Se
or € (0.5,0.72), por exemplo, temos ap > 0 e as > 0, ou se or € (0.8,0.99) , entdo
temos as < 0 e ag < 0, logo M tem autovalores complexos, em conformidade com a
tabela (3.6). No intervalo em que foram calculados os autovalores da tabela (3.7), com
os coeficientes o9 = 0.9 e 0, = 0.7 e 050 = 0.5, obtemos um resultado anédlogo. Por
exemplo, se or € (0.5,0.7), temos a2 > 0 e ap > 0, logo M tem autovalores complexos,
em conformidade com a tabela (3.7). Observemos que no primeiro exemplo, a matriz de
transporte S; tem somente autovalores reais, para or € (0.77,0.8), enquanto no segundo
exemplo ndo constatamos a existéncia de um intervalo em que M tem somente autovalores

reais. Nos dois modelos estudados, vemos que o7 = g4 € um ponto de bifurcacao.

3.2.2 Resultados Numeéricos para N = &

Em problemas com anisotropia de grau 2, nés verificamos uma maior complex-

idade no comportamento dos autovalores da matriz de transporte Sy para valores mais
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elevados da ordem de quadratura. Para ilustrar, ndés apresentamos na tabela (3.8) os
autovalores de M em problemas com N = 8. Os coeficientes o, da se¢ao de choque
diferencial de espalhamento sdao os mesmos da se¢ao anterior com N = 4. Devido a sime-
tria, os autovalores foram tabelados aos pares, que corresponde a ordem dos resultados

apresentados pelo programa desenvolvido em Fortran 90 para o cédlculo dos autovalores.

Tabela 3.8 — Autovalores da matriz de transporte Sz com L = 2,

o0 = 0.99, g5; = 0.8, 55 = 0.5.

or A2 Az,4 As,6 A7,8

0.44  =0.949636 +0.9844627 —0.445681 £ 0.661932E — 17 0.445681 = 0.661932FE — 11
0.45 £0.993529 +0.9613347 —0.432563 + 0.189504E — 11 0.432563 £ 0.189504F — 11
0.46 x£1.037145 +0.9366167 +0.347171 +0.489890
0.48 =1.124710 +0.8821001 +0.233903 +0.532874
0.50 £1.213802 +0.8197321 +0.673235E -7 +0.565315
0.52 +1.305064 +0.7463691 +0.2341091 +0.594822
0.54 +£1.398721 +0.6511291 =0.3502247 +0.623165
0.56 £1.494753 0.953848F — 1 + 0.49820371 —0.953848F — 1 = 0.4982031 +0.651042
0.60 +£1.693230 0.235382 £ 0.4729351 —0.235382 £ 0.4729357 +0.706696
0.62 £1.795180 0.270035 £ 0.4529947T —0.270035 % 0.4529947 =+0.734858
0.66 £2.003217 0.316080 £ 0.3999367 —0.316080 %= 0.3999361 =+0.792540
0.70 £2.211530 0.343595 = 0.3256187 —0.343595 = 0.3256187 +0.852814
0.74  £2.430070 0.357421 £+ 0.210529J —0.357421 £+ 0.2105291 +0.916520
0.76  +£2.538155 0.358627 £ 0.994742F — 11 —0.358627 £ 0.994742EF — 11 +0.949860
0.77 +2.592332 +0.450469 +0.263739 +0.966920
0.78 £2.646586 +0.523202 +0.183326 +0.984242
0.79  £2.700909 +0.573055 +0.116822 +1.001822
0.80 *£2.755294 +0.613641 +0.413252FE — 7 +1.019655
0.82 £2.864223 +0.680158 +0.132370/ =1.056044
0.85 £3.027933 +0.759892 +0.1746911 +1.112247
0.90 £3.301360 +0.865207 +0.1810087 +1.209168
0.94 x3.520419 =0.935768 +0.15188071 +1.288462
0.98  £3.739633 +0.999252 +0.741030F — 17 +1.368431
0.99 £3.794451 +1.014337 +0.190198F — 71 +1.388463
1.00 £3.849274 +1.029170 +0.7T68455E — 1 +1.408497
1.02  =3.958928 +1.058171 +0.137545 +1.448556
1.05  £4.123422 +1.100299 =0.203286 +1.508567
1.10  =4.397581 +1.167808 =+0.293170 +1.608234

Analisando os resultados da tabela (3.8), podemos observar que :
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a) se or < 0.46, entdo M tem 6 autovalores complexos e 2 autovalores reais;

b) se 0.46 < o7 < 0.50, entdo M tem 2 autovalores imagindrios puros e 6 autovalores

reais;
c) se 0.50 < or < 0.77, entdo M tem 4 autovalores complexos e 4 autovalores reais;
d) se 0.77 < or < 0.8, entdo M tem 8 autovalores reais;

e) se 0.80 < or < 0.99, entao M tem 2 autovalores imaginarios puros e 6 autovalores

reais;
f) se or > 0.99, entdo M tem 8 autovalores reais.

Com o objetivo de demonstrar que as nossas conclusoes nao dependem deste modelo em
particular, nés calculamos os autovalores de M também para outros valores de oy, como

mostra a tabela abaixo. Da tabela (3.9), vemos que:
a) se or < 0.42, entdo M tem 6 autovalores complexos e 2 autovalores reais;

b) se 0.42 < or < 0.50, entdo M tem 2 autovalores imagindrios puros e 6 autovalores

reais;
c) se 0.50 < or < 0.70, entdao M tem 4 autovalores complexos e 4 autovalores reais;
d) se 0.70 < or < 0.90, entdo M tem 2 autovalores imagindrios puros 6 autovalores reais;
e) se or > 0.90, entdo M tem 8 autovalores reais.

O polinémio caracteristico da matriz M é:
p(z) = 2® + agz® + asz* + asx® + ao, (3.26)

onde:

a) ap = —183.857142307.0, — 183.857141507.05; — 183.85714190 1049 +
183.85714040%(050031 + 050052 + O51052) — 183.85713980%030051032

+183.85714310%;
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b) as = 185.608160002000510+2 — 343.1999999505 — 232.885712004050061
— 185.608161801.050052 — 185.60816070501052 + 281.914285305.00
+ 232.88571260%051 -+ 246.89387670';’-052;

c) ay = —97.024489430%.052 + 1980+ + 35.155101760%0500 2 — 35.15510145070 0041042
+35.15510158020,,052 — 70.875918050%.01 — 1203714284030
+ 70.875917740%050051;

d) as = —360% — 3050051 + 11.71836735010¢2 + 12.37469387010s + 307051.

Tabela 3.9 — Autovalores da matriz de transporte Sg com L = 2,

0’30 = 0-9, 0-51 — 0-77 0-32 — 0.5.

ar A1,z Az,4 As6 A78

0.40 £1.05126771 =0.872588 —0.424729 = 0.529180F — 1J 0.424729 £ 0.529180FE — 17
0.42  £1.0144637 +0.953115 +0.455326 +0.365094

0.46 £1.117728 =+0.9254271 +0.525577 +2.326390

0.48 =£1.203741 +0.8735471 +0.553792 +0.159782

0.50 £1.292675 +0.816695/ +0.581187 +0.344355E - 7

0.52  £1.384534 =0.7543321 +0.608312 +0.15392171

0.56 £1.576332 =0.662774 =0.6050737 =0.2600107

0.60 £1.777043 +0.718520 +0.3893567 +0.3893567

0.64 £1.984265 =0.776488 0.189202 =+ 0.3145941 —0.189202 = 0.31459471
0.68 £2.195951 +0.837565 0.215261 = 0.1810337 —0.215261 £ 0.1810337
0.69 £2.249380 +0.853419 0.210143 £ 0.1078837 —0.210143 = 0.107883f
0.70 £2.302974 +0.869529 +0.320540 +0.584625E — 7

0.72 £2.410585 +0.902550 +0.454223 +0.1698527

0.76 £2.627128 +0.971898 +0.605432 +0.2064117

0.78 £2.735889 +1.008175 +0.662169 +0.2068187

0.80 £2.844890 +1.045414 +0.711966 +0.2007771

0.84  £3.063420 +1.122251 +0.797401 +0.1709401

0.88 +3.282426 +1.201263 +0.870334 +0.1061637

0.90 £3.392044 =1.241251 +0.903638 +0.188241F — 71

0.92 +£3.501717 +1.281420 +0.935380 +0.112746

0.94 £3.611429 +1.321689 +0.965858 +0.163757

Podemos afirmar que os autovalores da matriz de transporte Sg dependem da

secao de choque macroscopica total or da seguinte forma:

a) se 0 < o1 < 04, entdo M tem 2 autovalores imagindrios puros e 6 autovalores reais.
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b) se or > 04, entdo M tem 8 autovalores reais.

De fato, analisando o sinal dos coeficientes do polinémio caracteristico em fungdo de
or, para os dois exemplos, cujos autovalores estao tabelados acima, concluimos que para
obtemos que se 05 < or < 04, entdo ag < 0 e a; < 0, logo M tem autovalores complexos.
Se or > 04, entao ag > 0, ap < 0, ag > 0 e ag < 0, e a matriz M tem 8 autovalores
reais, em conformidade com as tabelas (3.8) e (3.9). Quanto a influéncia do pardmetro
de controle na natureza dos autovalores de M, o resultado acima mostra que existe um
intervalo de variagdo da secdo de choque macroscépica total, a saber (o4,04), no qual
M tem autovalores complexos, enquanto para valores maiores do que o coeficiente o4,
todos os autovalores da matriz de transporte Sy sdo reais. Portanto, o ponto or = oy é

um ponto de bifurcagao.

3.3 Paridade dos Autovalores da Matriz de Transporte Sy

Os autovalores da matriz de transporte Sy quando N é par aparecem aos pares,
isto é, dado um autovalor o seu negativo também €. Esta propriedade, que o seu polinémio
caracteristico p(z) contém somente poténcias pares de z, estabelecida por Abreu [Abreu,
1997], foi verificada computacionalmente. A seguir, apresentamos uma demonstragio
desta propriedade com o uso de uma técnica simples que explora diretamente a simetria

das raizes dos polinomios de Legendre.

Proposicao 1 Sejam M a matriz definida pela equagdo (3.7), com N par e p(z) o
polinémio caracteristico de M, em um problema com seg¢ao de choque diferencial de espa-

lhamento linearmente anisotrépica. Entao:

2

p() =2 +an_z" P+ -+ + a2a® + ao. (3.27)

Prova. Para N = 2, segue da equagao (3.18) , ja que tr(M) = 0. Para N = 4 escrevemos

o polinémio caracteristico de M como:
p(z) = z* + 2 + ¢o7° + g3z + ¢a, (3.28)

onde
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a) q = -1,

b) ¢ = —3(aTh + T2),

c) g3 = —3(¢Th + T2 + T3),

d) ga = 3T+ ¢To + T3 + Ty),

onde T; = tr(M?), para i = 1, ...,4. Devido a simetria das raizes do polinémio de Legen-
dre, segue que 77 = tr(M) = 0, pois M(5 — 4,5 —1i) = —M(i,i), parai = 1,...,4. Resta
demonstrar que 73 = 0, donde seguird que g3 = 0, pois g3 = —%Tg. Se M(i,7) = My
denota o elemento genérico de M, entdo a matriz M? = M % M é a matriz cujo el-
emento genérico é M7(2), onde M?(2) = Zk L MyMy; e M®> = M x M? é a ma-
triz cujo elemento genérico é M7 (3) = S i_, Miij(Q). Assim, obtemos tr(M3) =
S, M (3) = ME(3) + M2(3) + M3(3) + M}(3). Desenvolvendo, obtemos: tr(M?) =
My (Ciy MueMia) + Mia(35 2 Mo M) + Mig(psy MskMia) + Mia(Fsy MaxMia) +
Moy (my MucMio) + Moo(Sy M«_,kng)Jngg(Zk_ M Ma) + Moy (X_y MagMia) +
My (34, My Myg) 4+ Mo (S _) Mg Miz) + Mas(Se; MaxMis) + Maa(3 5, My Mis) +
My (s, MuxMiy) + Mag(3 5y Mog Miys) + ms(zk=1 Mg Mig) + Mg (3 gy Mg Mis).
Seja Sy = M{(3) + M} (3). Demonstremos que S; = 0. Agrupando os termos, vem:
S1 = My (M My + My Moy + Mg Mgy + MyyMyy) + Myo(May My + Moo Moy + Moz M3y +
Moy Myy) + Miz(May Myy + MaaMoy + MszMsy + MagMay) + Mig(May My + My Moy +
My M3y + MyyMyy) + Myo(Moy My + Moo Moy + Moz Mzy + MogMyy) + Mys( M3z Myy +
Mo Moy + MagMay + MagMyy) + Myg( Mgy Mg + Mao Mog + MagMszs + MygMyy).

Segue da definicdo de M que M (i,j) = —M(5—14,5—j), parai,j = 1,...,4, donde pode-
Imos escrever que

Sy = My (M1 My + Mo May — MizMag — MyaMyg) + Myo(May Myg + Maa Moy — Moz Moy —
Moy Myy) + Mya(— Moy My, — Moz Moy + Moo Moy + Moy M) + Mys(—MiaMyy — Mz Moy +
Mo May + My Myy) — My (Myn May + MioMay — Mg My — MygMyy) — Myg(May My +
Moo Mog— Moz Moy — Moy My ) — Mo (— Moy Myg— Moz Moy +Mag Moy +May My )— My (— Mg My —
M3 Moy + Mya Moy + My Myy).

Simplificando os termos, obtemos que S; = 0. De modo andlogo, podemos provar que
Sy = 0, onde Sy = M3(3) + M3(3), donde tr(M?) = 0. Logo, o polinémio caracteristico

da matriz de transporte das aproximacoes Sy, para N = 4, é p(z) = z* + ap2? + ap. Para
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N > 6, a prova é andloga. Uma conseqiiéncia imediata desta propriedade do polinémio
caracteristico da matriz de transporte é que os autovalores da matriz de transporte Sx

sdo simétricos, se forem reais.

3.4 Analise da Aproximagao Sy com Multigrupos de Energia

Nos modelos mais realistas utilizados nas aplicagoes, a influéncia da energia sobre
a secao de choque macroscopica total é bastante importante, e uma das técnicas utilizadas
para o tratamento da varidvel energia é dividir o espectro de energia em grupos, nos quais
a se¢do de choque macroscépica total é considerada constante. A aproximacdo Sy numa

placa homogeénea [0; X], com G grupos de energia, sem fonte externa, é escrita como

ey G L N

Um r 2l+1
Him— % + 0T gUm () = Z[Z(—Q OsgoPi(ltm) Y Pi(in)¥ngwn)]  (3.29)
g'=1 =0 n=1

onde Y o(z) = Yy(z, um), para g=1,2,...,Gem =1,2,..., N. Nesta secdo, vamos anal-
isar como se comportam os autovalores da matriz de transporte Sy, estudando a aprox-
imacgao Sy numa placa plana homogénea, com secao de choque diferencial de espalhamento
isotrépica e com mais de um grupo energia. Analogamente ao caso monoenergético, as
condigdes de coritorno em ¥, 4(0) para pm > 0 € ¥ o(X) para p, < 0, s@o especifi-
cadas. Definindo o vetor ¥(z) = [V (@)Ya(z) - ¥n(z) - - Yic(z)vee(z) - - - Yne ()],

o sistema de equagdes (3.29) pode ser escrito na forma matricial como

div(z)

= My(z) (3.30)

onde Mgnxcn. também denominada matriz de transporte Sy, € uma matriz composta

de G? blocos Ay, onde Ay 4(i,7) =

Us"g;f“j - GT'gi‘f's‘?"?. Os autovalores da matriz de
transporte Sy dependem dos valores da secao de choque macroscépica total or 4 do grupo
g, e de sua relacao com os coeficientes o, o ,. Para obter tal relacao, a metodologia que
utilizamos para analisarmos a dependéncia dos autovalores em funcao de o4 € a mesma
utilizada no estudo do problema monoenergético. Nés vamos calcular os autovalores e
estabelecer uma relacdo entre os autovalores de M e as secoes de choque macroscopicas

dos grupos de energia g=1¢€ g = 2.
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3.4.1 Resultados Numéricos para N =2, G =2

Consideremos a aproximagao S, para o problema numa placa plana finita, com
G = 2 grupos de energia; denotemos por or, a secdo de choque macroscépica total do
grupo g, g = 1,2, e 054 4 0s coeficientes da se¢do de choque diferencial de espalhamento

entre os grupos de energia 1 e 2. Neste caso, a matriz M do sistema (3.30) aparece como

Os1141 9T Js.1.1W2 052,141 Os.2,1w2
2py K1 2m 211 2

TJs5,1.1%1 05,1,1W2 e or.1 O5,2,1W1 O5,2,1W'2

M= 2u2 22 K2 2p2 2p2 ) (3.31)

Ts,1,241 Ts,1,2u'2 0s,2.201 _ ar.2 Ts,2.2W2

2 2 2m ! 2p
Ts5.1,2401 Ts.1,2W2 Ts.2.201 Ts5,2.2W2 —_ or.2
L 2uz 2u2 2p2 2m1 2

Entao, o polinomio caracteristico da matriz de transporte S, é

p(z) = ' + axz® + ay, (3.32)
onde os coeficientes sao:
a) az = 3or1(0s1,1 — 071) + 3072(305 22 — OT2),

b) ap = 90“710T2(UT16’T2 + 05110522 — 05120521 — 0720511 — UT1Us,2,2)-

Podemos ver na tabela (3.10) que podem ocorrer somente autovalores reais, bem como
autovalores imaginarios puros, dependendo dos dados de cada problema. Analisando os

resultados obtidos, nés concluimos que:
a) se ory > 0511+ 0512 € 012 > Os21 + 0522, entdo M tem autovalores reais.

b) se or1 < 0511 + 0512 € 012 < U521 + 0522, entdo M tem autovalores imagindrios

puros.

Devemos enfatizar que esta é uma hipdtese que foi verificada numericamente, e ainda
nao demonstrada analiticamente. Vamos estudar na proxima seg¢ao o caso com N = 4 e

G'=2.
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Tabela 3.10 — Autovalores da matriz de transporte Sp, G = 2.

Dados A1z Az4
or1 = 1.000; 072 = 1.000:05,1,1 = 0.99;05,1,2 = 0.005;05 2,1 = 0.008; 0522 = 0.98  +0.263034 =0.144268
ory = 0.950; o2 = 1.000; 05,1,1 = 0.99;05,1,2 = 0.005:05,2,1 = 0.008; 05,22 =0.98  £0.248885 +0.3405057
or1 = 0.950; 072 = 1.000;05,1,1 = 0.94;05,1,2 = 0.005; 05,2,1 = 0.008; 05,2, = 0.98  £0.261804 +0.141276
o1 = 0.950; o2 = 0.950;05,1,1 = 0.99; 05,12 = 0.005;05,2,1 = 0.008; 05,22 =0.98  £0.350325] £0.2770797
ory = 1.000; 072 = 0.982;05,1,1 = 0.98;05,1,2 = 0.008;042,1 = 0.008; 05,22 =0.98 +0.262617 +0.554575E — 11
oy = 0.994; o012 = 1.000;05,1,1 = 0.99;05,1,2 = 0.005;04,2,1 = 0.008; 05,22 =0.98 £0.257975 +0.733275F - 1
ory = 0.994; 072 = 0.986;05,1,1 = 0.99;04,1,2 =0.005;04,2,1 = 0.008; 05,22 =098 +£0.183972 +0.645744F — 11
or: = 0.994; 072 = 0.987;05,1,1 = 0.99;05,1,2 = 0.005;05 2,1 = 0.008;05,2,2 =0.98 =0.188756 +0.545334E - 171
or; = 0.994; o2 = 0.988;05,1,1 = 0.99;0,,1,2 = 0.005;05,2,1 = 0.008;05,2,2 =0.98 £0.193712 +0.434092E — 1J
or1 = 0.994; 072 = 0.989;05,1,1 = 0.99; 05,12 = 0.005;05,2,1 = 0.008; 05,22 =0.98 +0.198812 +0.299226FE — 17
oy = 0.994; o2 = 0.990; 65,1,1 = 0.99;05,1,2 = 0.005;05,2,1 = 0.008;¢5,2,2 =0.98 +0.204029 +0.379907TE — 71
or: = 0.996; o2 = 0.990;65,1,1 = 0.99;05,1,2 = 0.005;05,2,1 = 0.008; 52,2 =0.98 +0.208693 +0.638375E — 1

3.4.2 Resultados Numéricos para N =4, G =2

Para N =4 e G = 2, o polinomio caracteristico da matriz de transporte é
— aB 6 4 2
p(z) = 2° + agx® + ayx” + ax” + ay, (3.33)

onde:
a) ag = 6.11111111(0710511 + 0120522) — 10(0%, + 0%,);

b) ay = 11.6666667(05; — 03,0511 — Oe0s22 + 055) + 37.3456790(071072051,105 2,2

—O'T]JTQUSFI_QO"S‘_QJ) — 61.1111111(0’%103‘205,‘2,‘2 + O'Tlo'%gas,l,l) -+ 100(0’%10'%2);

C) s = 116.6666670’%—10%2(—0%2 o+ O'T10'5,111 = 0'%1 -+ 0"1”20'5‘2,2)

2 2 |, 2 )
+ 71.2962963071072((03 —071041,1)0s 2,24 (030 —0790522) 051,14+ (07 +0%5) 051 2052.1);
d) ap = 136.1111110%,0%, (071072 — 0720511 + 05110522 — OT10s22 — 0s1,2052.1)-

Assim, vemos que ag < 0 para todo or,. Pela simetria do polindémio caracteristico, M
terd no maximo quatro raizes reais positivas e quatro negativas. Por outro lado, se dois
destes coeficientes sucessivos (digamos a; e a4) forem de mesmo sinal, entdo M terd auto-

valores complexos. Vamos ilustrar o calculo dos autovalores de trés exemplos, que serao
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chamados de exemplos 1,2 e 3, respectivamente. Inicialmente, consideremos os dados de

cada exemplo:

Dados do exemplo 1: or; = 1, or2 = li0511 = 0.99, 0512 = 0.005; 0522 = 0.98,

0s21 = 0.008. Com estes dados, os coeficientes do polinémio caracteristico sdo:ap =

0.217778E — 1, a; = —1.383926, a4 = 16.192395, ag = —7.961111 e ag = 1.

Dados do exemplo 2: or; = 0.95, 072 = L;0511 = 0.99, 0512 = 0.005; 052, = 0.98,

0s21 = 0.008. Com estes dados, os coeficientes do polindmio caracteristico sdo:ay =

—0.980266F — 1, a; = 0.845283, ay = 12.978223, ag = —7.288611 e ag = 1.

Dados do exemplo 3:071 = 0.95, o1 = 0.95;051,1 = 0.99, 0512 = 0.005; 0522 = 0.98,

o521 = 0.008. Com estes dados, os coeficientes do polinémio caracteristico sdo:ag =

0.116063, ap = 2.322746, ay = 10.230746, ag = —6.613056 e ag = 1.

Os autovalores correspondentes a estes exemplos estdo tabelados abaixo.

Tabela 3.11 — Autovalores da matriz de transporte Sy, G = 2, dos

exemplos 1,2 e 3.

i  Exemplol Exemplo?2 Exemplo 3
1,2 #£1.990456 +£1.988166 +1.852525
3,4 +£1.977521 £1.842498 +1.840353
5,6 +0.260598 +0.3462831  +0.3566201
7,8 =£0.143867 +£0.246820 +0.2802057

Na tabela (3.11), a coluna a esquerda indica os indices dos pares de autovalores,
pois eles sao simétricos quando reais e aos pares conjugados, se forem complexos. Vemos
que no exemplo 1, a matriz M tem 8 autovalores reais; no exemplo 2, a matriz M tem 2
autovalores imagindrios puros e no exemplo 3, M tem 4 autovalores imagindrios puros e

os demais reais. De acordo com a tabela (3.11) e o estudo dos coeficientes do polinémio



52

caracteristico de M, podemos afirmar que:

a) se o7y < 0511+ 0512 € 072 < 0521+ 0,22, entdo M tem no minimo dois e no maximo

quatro autovalores imaginarios puros e os demais sdo autovalores reais;

b) se o1 > 0511 + 0512 € OT2 > 0521 + 0522, entdo todos os 8 autovalores de M sdo

reais.

Isto é, existem pontos de bifurcagdo, a saber as somas 05,1 + 0512 € 0521 + 0522. Dife-
rentemente dos resultados da segao anterior, nés devemos aqui considerar as duas se¢oes
or; e ory como parametros de controle. Ressaltamos que estas conclusoes seguem de
resultados numéricos, e ainda carecem de uma demonstraciao analitica. Vamos analisar

na proxima se¢ao o caso com N = 8.

3.4.3 Resultados Numeéricos para N =8, G =2

Para N = 8 e G = 2, vamos comparar nossos resultados, calculando os autovalores
de M, usando como dados os valores das se¢oes encontrados no trabalho de [Barros, 1990],
ver tabela (3.12). Neste trabalho, o autor supée uma solugdo andloga a de Case, usando o
método de "separagao de varidveis”, isto €, uma solucdo da forma ¥(zr) = a(v)ezp(z/v),
levando a uma equacgao caracteristica cujos raizes sao os autovalores (::—) Como caso
particular, estao tabelados os autovalores para um problema com 2 grupos de energia,
ordem de quadratura N = 8, que noés consideramos como valores de referéncia. Devemos
observar que os autovalores obtidos por nés sao os inversos multiplicativos dos valores de
referéncia. Nos verificamos que os resultados sao praticamente iguais, como podemos ver

na tabela (3.13). Depois, calculamos os autovalores mantendo os valores das se¢bes de

espalhamento dos dois grupos de energia e tomando valores varidveis de or; e ors.

Tabela 3.12 — Dados para o problema de referéncia, N =8, G = 2.

OTg Os,q' 9
or1=1 0511=0.990052; = 0.005

grs = 1 Os12 = 0.008 Os22 = 0.980
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Tabela 3.13 — Comparagao com autovalores de referéncia, com N = 8

e G=2.

Autovalores

Autovalores de Referéncia

+4.480263 £4.464748
=1.597001 =£1.593332
+1.104363 =+£1.103531
+0.260598 =:0.143867

+0.223000
+0.626000
=+0.905000
+3.837000

+0.224000
+0.628000
£0.906000
£6.951000

Como na segao anterior,® calculamos os autovalores de M para os trés exemplos

1,2 e 3. com os dados abaixo.

Tabela 3.14 — Dados dos exemplos 1,2 e 3, com N =8e G = 2.

Dados Exemplo1 Exemplo 2 Exemplo 3
or1  1.000 0.950 0.950
ors  1.000 1.000 0.950
os11 0.990 0.990 0.990
oe1o  0.005 0.005 0.005
0521 0.008 0.008 0.008
Goon  0.980 0.980 0.980

Os resultados obtidos estao tabelados abaixo:

¥Na tabela (3.13) os autovalores sdo os inversos dos autovalores de referéncia.
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Tabela 3.15 — Autovalores da matriz de transporte Sg dos exemplos

1,2¢€ 3, G =2
i Exemplo 1 Exemplo 2 Exemplo 3
1,2 £4.480263 +4.477447 +4.209398
3,4  £4.464748 +4.196819 +4.194031
5,6 £1.597001 +1.596324 +1.506307
7,8 =£1.593332 +1.503526 +1.502899
9,10 =£1.104363 +1.104206 +1.046748
11,12 =+1.103531 +1.046166 +1.046031
13,14 +0.260598 +0.34628971 +0.3566281
15,16 £0.143867 +0.246820 +0.2802067

Na tabela (3.15), a primeira coluna é o indice do autovalor, na coluna 2 vemos
os autovalores do exemplo 1, na terceira coluna os autovalores do exemplo 2 e na quarta
coluna os autovalores do exemplo 3. Podemos verificar que os pontos o311 + 0512 €
Os.2,1+ 0522 sdo pontos de bifurcagdo. De fato, no exemplo 1 ocorrem somente autovalores
reais, no exemplo 2 ocorrem dois autovalores imagindrios puros, enquanto no exemplo 3
ocorrem quatro autovalores imagindrios puros. Nés calculamos os autovalores da matriz
de transporte Sy para outros valores das se¢es de choque de espalhamento e diferentes
ordens de quadratura. Verificamos que o nimero de autovalores imagindrios puros é no
maximo igual a 4 e que a conclusdo a que chegamos independe dos valores numéricos de
or, © sim de suas relacbes com os valores de oy ,. Além disso, como ilustra a tabela
(3.15), os autovalores sdo simétricos, se forem reais, ou pares conjugados de autovalores
imagindrios puros. Nés chegamos a seguinte conclusao sobre a influéncia das segdes de

choque nos autovalores:

a) se 0512 <071 < 0511+ 0512 0U 0521 < 012 < 022+ 052, entdo M tem no minimo

2 e no maximo 4 autovalores imaginarios puros.

b) se o7y > 0511+ 0512 € 012 > 0521+ 05,22, entao todos os autovalores de M séo reais.
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Dos resultados obtidos para ordem de quadratura N < 8, podemos afirmar que os val-
ores de 0511 + 0512 € 0521 + 0522 sdao pontos de bifurcacido, porém estes resultados
nao foram demonstrados analiticamente. Esta relacao foi ilustrada numericamente tendo
sido resolvidos alguns exemplos com coeficientes iguais aos de problemas encontrados
na literatura para comparacao e validagao de nossos resultados. Noés verificamos que a
nossa hipétese acima enunciada é valida também para ordens de quadratura mais elevadas
(N < 32) e para outros valores dos coeficientes o, o 4, porém, nao encontramos valores de

referéncia para comparacao.



CAPITULO 4

O PROBLEMA DE TRANSFERENCIA RADIATIVA COM CALOR
CONDUTIVO ACOPLADO

4.1 Introdugao

Neste capitulo, vamos considerar a analise da influéncia do parametro N, rela-
tivo ao efeito de dominancia no problema de condugao-radiacao, na solugdo de um pro-
blema estacionario, nao-linear, de transferéncia radiativa acoplada com calor condutivo
numa placa plana, que serd denominado problema condutivo-radiativo. Nos tltimos anos,
muitos trabalhos tem se dedicado & solugéo deste problema. Em [Benassi et al., 1983], é
utilizado o método Py para resolver o problema de transferéncia radiativa numa placa
plana e condigoes de contorno com reflexao especular e difusa, supondo a distribuigao de
temperatura no meio constante com espalhamento anisotrépico (L = 9) e com quadratura
de ordem N < 99. Em [Siewert e Thomas, 1991], o método Py, juntamente com splines
clibicas, é utilizado para resolver uma classe de problemas acoplados de transferéncia ra-
diativa com condugdo de calor numa placa plana, em que a fun¢do de espalhamento tem
alto grau de anisotropia (L = 299) e com condi¢Ges de contorno com reflexdo especular
e difusa, mas apresentava solugoes divergentes em problemas para valores crescentes da
espessura da placa. Em [Siewert, 1995], os autores apresentam um método computa-
cionalmente mais eficiente para solu¢ao de alguns problemas para os quais o método
apresentado em 1991 ndo apresentava bons resultados, em particular quando o valor do
parametro N, era da ordem de 10~* e com espessuras maiores do que a unidade. Recen-
temente, com 0 uso do método da decomposi¢ao de Adomian combinado com o método
LTSy, [Vargas, 1998] obteve resultados semelhantes aos de [Siewert e Thomas, 1991],

para N, = 0.05. Neste trabalho, utilizamos o cédigo de Vargas para testar a influéncia
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do parametro N, desde 0.05 até 0.001, em quatro problemas referenciais, considerados
por [Siewert e Thomas, 1991]. Foi observado que o primeiro problema, sem reflexdo e
com temperatura nula num extremo da placa, foi o mais sensivel a variagdo do N, e
que o quarto problema, com reflexdo e temperatura nao-nula, apresentou resultados até
N, = 0.04.

A abordagem tedrica do problema condutivo-radiativo vem sendo investigada ao longo dos
tltimos anos. Em particular, no trabalho de [Kelley, 1996, é demonstrada a existéncia
e unicidade da solugdo para o problema condutivo-radiativo numa placa plana [0, X],
com espalhamento isotrépico e condigoes de contorno de Dirichlet. Este resultado foi
generalizado no trabalho de [Vilhena et al., 2002|, para o problema condutivo-radiativo,
em que as condigoes de contorno incluem reflexdo especular e difusa, e espalhamento
anisétropico. Na préxima se¢do, vamos escrever as equagoes que modelam o problema de

condutivo-radiativo.

4.2 Efeito de Dominancia no Problema Condutivo-Radiativo

O problema de transferéncia radiativa acoplado com condugao de calor é mode-

lado pela equagao [Siewert e Thomas, 1991]:

2

ol (z, ) @5 ' meribvrte: A o n®
W s 1) = 53 6AW [ RO + (1 - =) T, (@41

para z € [0, X], u € [-1;1], e com condigdes de contorno com reflexdo especular e difusa

definidas pela equagoes:

1
2
100, 1) = 1 =T + p}1(0, 1) + 20§ / I(0, — /) dyt, (4.12)
I 0
Un2 1
1O =) = 22205 + (X ) + 268 [ 10Xt (4.1b)

0

para u € [0;1]. Aqui, z € [0, X] é a varidvel éptica, p é o cosseno diretor do angulo de
espalhamento medido no semi-eixo positivo z e @ € o albedo para espalhamento simples, n
é o indice de refracdo e 0 = 5.6697x10™% Wm 2K~ é a constante de Stefan-Boltzmann.

Para as condigoes de contorno, temos pf > 0, para ¢z = 1,2 e r = s ou d que sdo os
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coeficientes de reflexdo especular e difusa e &; = 1 — pf — p%, & > 0 para i = 1,2 sdo
as emissividades para as duas superficies. Os coeficientes 3; da funcdo de espalhamento
dependem do problema e, em alguns casos, sao obtidos por férmulas de recorréncia, ver
[Siewert, 1995].

A temperatura T'(z) deve satisfazer a equagdo da energia

d’T(z) _ dg.(z)
dz? =~ dzr '’

kS (4.2)

onde k é a condutividade térmica e F é o coeficiente de extingao, sujeita as condicoes de

contorno

T(0) =T, (4.2a)
T(X) = To. (4.2b)

A funcédo g,(z) é o fluxo radiativo, expresso pela integral
+1
g-(z) = 277/1(1‘,#’)#’ dy'. (4.3)
“1

Seguindo a tradigdo na literatura, este problema é normalizado, considerando-se uma

temperatura de referéncia T}, e usando-se as seguintes definicoes:

2
Tl ) = crnﬂ-Tr Iz, 1), (4.4)
. & bt Sl
Qr(x) = ; q (3:)1 (45)
T(z) = T;6(z). (4.6)

O problema normalizado fica entdo

+1

) B
po éﬁ’—“) +1'(zm) = 5 ) BRW f R (@ W) i’ + (1 - =)0 (z),  (47)
1=0 1
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para z € [0; X] e u € [~1;1], com condigbes de contorno na forma

1

I (0,1) = 218+ AT (0, —p) + 268 [ 1°(0,~4)ul (4.72)
’ 1

(X, —pt) = 208 + p3I* + 20 [ IO . (4.7b)
0

A equacdo para a temperatura € escrita como

d*0(z) 1 dg(z)
dz? ~ 47 N, dz '’

(4.8)

k3

TonITE ¢ o parametro de condugao-radiagdo. As condigoes de contorno para a

onde N, =

equacgdo da energia (4.8) sdo:

Ty
0(X)=6,= T (4.8b)
e a fungdo ¢} (z) é definida pela integral
i) =2 [ 1@l (4.9)

Observemos que se invertermos a ordem de integracdo em (4.8), obtemos :

d*(z) 1
dz?2 ~ 2N,

(z), (4.10)

onde Q(z) = 2(1 — w)8'(z) + w g(z) — 26(z), com ¢(z) = § [ I*(z, ') dy e a fungdo

-1

g(z) = ZzL:o GP(u f P(p/)I*(z,p)dy’. Em particular, no caso isotrépico, podemos

escrever Q(z) = “T.j’l(ﬁ“( ) — ¢(z)). Em relagdo a estas equagtes para a intensidade
I*(z,p) e o calor radiativo g;(z), é importante observar que este problema é nao-linear
devido ao termo de temperatura na Eq.(4.7). A vantagem da normalizacdo da Eq.(4.1) é
a defini¢do do parametro N, além da simplificagdo do termo da temperatura (para tanto,
basta comparar as Eqs. (4.1) e (4.7)) e das condigbes de contorno, conforme mostram as

Egs. (4.1a) e (4.1b) quando comparadas com as Egs. (4.7a) e (4.7b). O parametro N,
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nos da uma informacéo a respeito da influéncia da condugao e radiagao [Ozisik, 1973]:
a) se N, estd proximo de zero, o fluxo radiativo é dominante;
b) um valor maior de N, significa que o fluxo condutivo é dominante.

Para ilustrar esta relacdo, mostramos na tabela (4.1) a solugdo de problemas com valores
diferentes do parametro de condugao-radiagao, onde vemos que a medida que N, aumenta,
diminui o fluxo radiativo e aumenta o fluxo condutivo. Nesta tabela, as fracbes Q,/Q
e Q./Q representam o fluxo radiativo(Q,) e o fluxo condutivo(@,.) dividido pelo fluxo
total(@), respectivamente. Os dados dos coeficientes utilizados em todos os problemas
foram p? = pg =:{)i p; = pg =0, =¢ =1, w=09. A temperatura satisfaz as

condigoes de contorno 6y = 1 e ¢, = 0, a ordem da quadratura é N = 20.

Tabela 4.1 — Influéncia de N, no problema condutivo-radiativo.

Posicaonaplaca = =0 £=10 F=1 z=1
N, Q-/Q (em %)  Qc/Q(em %)  Q/Q(em %)  Qc/Q(em %)
0.02 93.92 6.08 78.28 21.72
0.03 88.44 11.56 73.31 26.69
0.04 83.52 16.48 69.23 30.77
0.05 79.10 20.90 65.27 34.73
0.028 89.49 10.51 74.18 25.82
0.032 87.41 12.59 72.46 27.54
0.036 85.42 14.58 70.81 29.19
0.046 80.82 19.18 67.00 33.00
0.048 79.96 20.04 66.28 33.72
0.050 79.12 20.88 65.58 34.42

Por exemplo, vemos que na fronteira z = 0, a porcentagem de fluxo radiativo
no fluxo total diminui de 93.92% para 79.10%, enquanto o fluxo condutivo aumenta de

6.08% para 20.90% quando o parametro N, cresce de 0.02 a 0.05. A variacao do fluxo
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radiativo é maior na fronteira = 0, devido & condicdo de contorno na temperatura, pois
6o = 6(0) = 1, enquanto que ¢#; = 6(1) = 0. A solucdo deste problema foi obtida através
do método da decomposicdo combinado com o método LTSy, desenvolvido no trabalho

de [Vargas, 1998], o qual serd sintetizado aqui.

4.3 O Método de Decomposicao

A modelagem Sy aplicada a Eq.(4.7) resulta no conjunto de equagdes

dl;(z)
Hok dr

L N
+E@) =2 B wRL@) + (1 -2)f'@),  (411)
=0 i=1

parak=1,...,N, Py = P(ux) e N par. As condiges de contorno ficam

N/2
I(0) = 16 + piIx_i1(0) + 20 > wipiIy_;:1(0), (4.11a)
=1
N/2
Ly_inn(2) = €263 + 317 (0) + 208 Y wip; I (X), (4.11b)
j=1

para i = 1,..., N/2. A equagdo (4.11) pode ser escrita na forma

dIj(z) | 1 =, @ SPE, i
i + ™ IZ:;(&:: b} ;ﬁfﬂkwxﬁz)fi (I) = —#k o (r) (41_‘)

=4

Na forma matricial, esta equagdo pode ser escrita como

dI*(z)

e OI'(z) = D#*(z), (4.13)
- t 5
onde I*(z) = [I;(z) I;(z) --- In(z)?] € o vetor incégnita, O = (Ou)nxn, cujo
B g i=N 57 scsiel - AT S —
termo genérico é O = ﬁ > =1 (Oki — &> 10 BiPiw;Py) e D= 1#‘_1-*' 1“; siats l;;?']

Para aplicar o método de decomposi¢ao de Adomian, suponhamos que o termo nao-linear
possa ser representado numa série de fungoes especiais A,(z) a serem determinadas, da

forma

6'(z) = ) An(z). (4.14)
n=0

ESCOLA DE ENGENHARL
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Substituindo esta expressdo na equacdo (4.13), resulta o seguinte sistema de equagdes

diferenciais :

dI*(z)

+00
- —+0I'(z)=D > An(z). (4.15)

n=0

A solugdo desta equagdo € a combinagado linear da solugéo do sistema de equagdes ho-

mogeneas

dI*(z)
dx

+OI*(z) =0, (4.16)

a qual pode ser obtida pelo método LTSy, como visto em [Vilhena e Barichello, 1991] e

escrita na forma
_— .ﬁr i
Ii(z) =) _ RFe™, (4.17)
k=1
com uma solugao particular da forma

N +o0

L(z) =) BDe™ ® ) Au(), (4.18)
k=1 n=0

onde ® denota a convolugdao, ou seja, F *(z) = f;(m) B f;(z:). Supondo agora que a

intensidade de radiagdo I*(z) possa ser representada numa série da forma

F'(z) =) (), (4.19)

n=0

onde cada matriz u,(z) € uma matriz-coluna com N componentes un;, parai = 1,..., N,
que serdao determinados através de férmulas de recorréncia, ver [Vargas, 1998], nés pode-
mos determinar completamente a solucdo do problema. Deste modo, apdés a deter-
minacao dos componentes da série, foi feita a implementacdo computacional com um
programa em Fortran 90. Neste programa, a série da intensidade de radiacdo é desen-
volvida com dois termos (up(z) e u;(x)) e para a temperatura sdo utilizados trés termos
(Ao(z),A1(z),As(z)). Os valores dos coeficientes da funcdo de espalhamento foram os
mesmos utilizados na Ref. [Benassi et al., 1983]. Nés mostramos na tabela (4.2) os dados
utilizados na solugao de varios problemas com o parametro N, decrescendo da ordem 102

até 107, Para ilustrar o problema que ocorre na implementacéo do método, mostramos
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na tabela (4.3) apenas o fluxo condutivo na posicao z = 0; como néds s6 podemos rodar

este programa com uma ordem de quadratura N < 20 devido a uma limitagao do com-

putador utlizado para o calculo, nés apresentamos os resultados obtidos com o valor de

N = 20. As grandezas calculadas foram o fluxo condutivo definido por

o fluxo radiativo definido por

Qu(z) = ~0(a),

Qr(z) =

1
4w N,

g-(2),

onde ¢; esta definido na equagdo (4.5) e o fluxo total definido por

Tabela 4.2 — Dados fisicos dos problemas.

Q(z) = Qc(z) + Qr(z).

Problema & & pf p5 p¢ pf 6, 6, w
1 1.0 1.0 0.0 0.0 00 0.0 1.0 0.0 0.90
2 1.0 1.0 0.0 0.0 00 0.0 1.0 0.5 0.90
3 1.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.5 0.95
4 06 04 01 02 03 04 1.0 0.5 095

(4.20)

(4.21)

(4.22)

A tabela (4.2) apresenta os dados fisicos dos quatro problemas utilizados em

nossos testes com o objetivo de determinarmos para quais valores de N, nés podemos

obter resultados com o cédigo utilizado no trabalho de [Vargas, 1998]. Por exemplo, no

problema 1, temos &; = 1, g5 =1, pi = 0, p5 = 0, p¢ = 0, pP5=06,=106=0e

w = 0.90. Para cada um destes problemas, nés calculamos o fluxo condutivo em z = 0

com valores varidveis do parametro N, cujos resultados estdo apresentados na tabela

(4.3).
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Tabela 4.3 — Fluxo condutivo,em z =0, N =20, L = 0.

N. Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
0.05 0.791845 0.469610 0.481879 0.463067
0.02 0.483433 0.424347 0.454243 0.408122
0.01 -0.484848E-1 0.347176 0.409235 0.314671
0.008 -0.312714 0.301567 0.387283 0.276321
0.006 -0.750946 0.222122 0.350044 0.190754
0.004 -1.677460 0.923157E-1 0.275444 0.503960E-1
0.002 -4.503845 -0.343445 0.736847E-1 -0.383926
0.001 -10.776860 -1.450623 -0.361130 -1.108734

Na tabela (4.3), vemos que o cédigo apresenta resultados para o problema 1, para
valores de N, da ordem de 1072, enquanto para os problemas 2, 3 e 4 apresenta resultados
para valores de N, da ordem de 1073. Abaixo, apresentamos uma tabela comparativa
com valor do fluxo condutivo em =z = 0, nos quatro problemas cujos dados fisicos estao

na tabela (4.2).

Tabela 4.4 — Comparagao da solucao dos problemas, N, = 0.05.

Solugao Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
[Siewert,1991], N = 300 0.837894,L =0 0.476641,L =0 0.506896, L = 299 0.473502, L = 299
[Vargas,1998], N = 30 0.793380,L =0 0.499907,L =0 0.502842, L =29 0.466854, L = 29

[Ourique, 2002, N =20 0.791845,L =0 0.469610,L =0 0.481879, L =0 0.463067,L =0

Analisando os resultados da tabela (4.4), vemos que a nossa solucao do problema
1 tem um desvio da ordem de 5% e a solu¢do do problema 2 tem um desvio da ordem
de 1% comparado com os resultados de [Siewert e Thomas, 1991], obtidos com N = 300.
Comparando com os resultados obtidos por [Vargas, 1998], com ordem de quadratura

N = 30, nossos resultados sao praticamente iguais, com desvio menor do que 1%, con-



65

forme a tabela (4.4). Para os valores de )V, mais préximos de zero e demais problemas, nao
encontramos resultados para comparagdo. A tabela (4.3) mostra um valor negativo para
o fluxo condutivo, na posicdao z = 0, para um valor de N, da ordem de 1072, no problema
1. Nés supomos que este é um problema numeérico, pois de acordo com os resultados
de [Vilhena et al., 2002], a solu¢do do problema existe e é tinica, para qualquer valor de
N,. Isto é, o problema condutivo-radiativo, modelado pela Eq.(4.7) e condig6es de con-
torno que incluem reflexdo especular e reflexao difusa nas fronteiras da placa, conforme as
Eqgs.(4.7a) e (4.7b) acoplado com o problema de transferéncia de calor, ver Eq.(4.8) com
as condicoes de contorno dadas pelas Eqs.(4.8a) e (4.8b), tem solucédo tinica, para qual-
quer valor de .. Lembremos que o resultado numérico apresentado pelo cédigo testado
nos quatro problemas é uma solugao para uma aproximagao do problema condutivo-
radiativo, modelado pelo método de ordenadas discretas (Sx), aplicagio do método L
TSy e resultado do truncamento da série de Adomian para a temperatura e a intensidade
de radiagdo. Isto é, nossos resultados sdo solugoes obtidas computacionalmente para uma
aproximag¢ao do problema condutivo-radiativo. N6s devemos observar que ainda nao ha
a demonstracdo de que a solucdo obtida pelo método LTSy combinado com o método‘
de Adomian converge para a solugao exata do problema, quando N — +00. Pelos valores
encontrados como solugao dos quatro problemas de referéncia, cujos dados fisicos estdo na
tabela (4.2), vemos que o método nao apresenta resultados para valores de N, da ordem
menor ou igual & 107, como podemos ver na tabela (4.3). Nao verificamos a existéncia
de pontos de bifurcacdo para o problema condutivo-radiativo, que foi a hipétese inicial
para explicar os resultados negativos encontrados para o fluxo condutivo, em problema
com N, desta ordem de grandeza. Analisando as aproximacgées Sy para o problema de
transporte linear, vistas no capitulo (3), vemos que o parametro o influencia diretamente
a solugdo das aproximagoes Sy, ocorrendo bifurcagdo para um determinado valor desta
parametro. No estudo realizado neste capitulo, com a modelagem Sy para o problema
condutivo-radiativo, vimos que o parametro /N, aparece como resultado da normalizagdo
da equagdo de transferéncia radiativa, sendo um nimero que indica se o fluxo radiativo

ou o fluxo condutivo é dominante, conforme vimos na segdo (4.2).



CAPITULO 5

ANALISE E CONCLUSOES

A anélise dos resultados obtidos através da nossa técnica nos permite chegar as

seguintes conclusoes:

1. Os resultados do capitulo 3 sdo andlogos aqueles obtidos por [Mika, 1961] e [Case e
Zweifel, 1967], para a soluc@o da equagdo de transporte unidimensional, nos quais é
determinada uma relagao entre o nimero de autovalores discretos e um parametro
da equagao. A existéncia de pontos de bifurcacdao na solugao da aproximagao Sy
foi verificada numericamente nos problemas monoenergéticos com segado de choque
diferencial de espalhamento anisotrépico ( em dois casos, com L = 1e L = 2) e
também num problema com dois grupos de energia, e se¢do de choque diferencial
de espalhamento isotrépica. Os autovalores da matriz de transporte Sy calculados
foram tabelados para pequenos valores da ordem de quadratura, por simplicidade.
Os coeficientes da secao de choque diferencial de espalhamento utilizados nas se¢oes
(3.1.1) , (3.2) e (3.4) do capitulo 3 foram escolhidos por serem os mesmos de exem-
plos vistos na literatura, ver [Barros, 1990], [Barichello e Vilhena, 1993] e [Abreu,
2002], para podermos comparar e validar nossos resultados, os quais foram obti-
dos pela implementacdo computacional de programas por nés desenvolvidos em
Fortran 90. Nos utilizamos também o programa Maple para a obtencao dos coe-
ficientes dos polinémios caracteristicos da matriz de transporte Sy para pequenas
ordens de quadratura, tanto nos problemas monoenergéticos quanto no problema
com dois grupos de energia. Nos consideramos que os resultados obtidos com o Maple
sao confidveis, pois comparando as raizes dos polindmios caracteristicos obtidos no

Maple com os autovalores da matriz de transporte Sy calculados com o Fortran
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90 para ordem de quadratura N < 8, os resultados sao coincidentes até a sexta
casa decimal. A andlise dos coeficientes dos polinomios caracteristicos, que possi-
bilitou uma visdo mais aprofundada do problema, para baixa ordem de quadratura,
mostrou que a existéncia dos pontos de bifurca¢ao nao dependem dos valores escol-
hidos para os coeficientes oy da se¢ao de choque diferencial de espalhamento. No
caso monoenergético, nos casos em que L = 1, na secdo (3.1) e L = 2, na secdo
(3.2), nés analisamos a influéncia da se¢do de choque macroscépica total or sobre
os autovalores da matriz de transporte Sy e ilustramos para ordens de quadratura

N < 8 que:

a) se 0, < or < 05, €Ntdo a matriz de transporte Sy tem autovalores complexos;

b) se or > 04, entao a matriz de transporte Sy tem somente autovalores reais.

No problema com dois grupos de energia, na se¢do (3.4), nds verificamos numerica-

mente. para ordens de quadratura N < 8 que:

a) se oy > 0511+ 0512 € 013 > 0521 + 0522, €ntao a matriz de transporte Sy tem

autovalores reais.

b) se oy < 051140512 € 012 < Os21+ 05,22, ntao a matriz de transporte Sy tem

no minimo 2 e no maximo 4 autovalores imagindrios puros.

Devemos enfatizar que na pesquisa bilbiografica efetuada, nao encontramos nen-
huma andlise como esta na area de Fenomenos de Transporte, e que este trabalho é
uma contribuicao inicial com este enfoque: a influéncia de parametros de controle
sobre a solucdo da aproximagdo Sy da equacao de transporte unidimensional. Além
disto. nés podemos verificar numericamente a existéncia dos pontos de bifurcacao
para valores elevados da ordem de quadratura (N < 512), com pequeno esforco
computacional, tanto para o problema monoenergético com anisotropia de graus 1
e 2, como para o problema de dois grupos de energia. Estes resultados foram por
nés considerados confidveis, pois foram calculados com rotinas da biblioteca JMSL
do Fortran 90, que sdao bastante utilizadas pela comunidade cientifica e académica.
Todos os nossos resultados foram obtidos num Pentium II, 300 MHz e 32 Mb de

RAM.
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2. Na subsecédo (3.1.2) do capitulo 3, nés medimos o nimero de condicionamento da
matriz de transporte Sy, em fungdo do parametro de controle or. Verificamos um
crescimento acentuado do condicionamento na vizinhanga do ponto de bifurcagao
050, como mostramos no grafico da figura (3.12). Esta técnica ndo havia sido uti-
lizada ainda no estudo da aproximacao Sy, e pode ser uma ferramenta 1til na analise
da influéncia de parametros de controle também em outros problemas de transporte,
para medir a sensibilidade da solu¢ao quanto a pequenas variagoes em alguns dados

do problema.

3. No capitulo 4 mostramos o efeito de dominéancia do parametro de conducao-radiagao
N, no problema condutivo-radiativo. Através de implementacao computacional, nés
verificamos a diferenga na solugédo de quatro problemas cujos dados fisicos estdo
dados na tabela (4.2), para diferentes valores de N,, e comparamos a dominancia
dos fluxos radiativo e condutivo, como mostramos na tabela (4.1): o fluxo condutivo
aumenta a medida que o parametro N, aumenta, ao passo que o fluxo radiativo
diminui. Além disto, verificamos que é possivel calcular numericamente resultados
para N, da ordem de 1072, em um problema de referéncia, qual seja, o problema 1
da tabela (4.3), enquanto para os problemas 2, 3 e 4 é possivel obter resultados para
N, da ordem de 107%. Os valores para o fluxo condutivo mostrados na tabela (4.3)
sugerem que os resultados negativos obtidos pela combinagao dos métodos LTSy e
da decomposi¢ao devem ser explicados pela aproximacao adotada no truncamento
da série que aproxima a intensidade de radiagdo, com dois termos e da temperatura,

com trés termos, além da limitacao da ordem da quadratura.

Como trabalhos futuros, na andlise do problema linear monoenergético, podemos indicar
a demonstracao analitica de alguns resultados do capitulo 3, e também com outras qua-
draturas diferentes da quadratura de Gauss-Legendre, que foi utilizada em todo o nosso
trabalho. No estudo do problema de multigrupo, nés podemos sugerir uma analise mais
completa dos polinémios caracteristicos para demonstracao de alguns resultados verifi-
cados numericamente e a generalizacdo para um maior nimero de grupos de energia.
Quanto a resolu¢ao numeérica do problema condutivo-radiativo, podemos indicar como
um trabalho futuro aumentar o nimero de termos da série no método de Adomian e a

ordem de quadratura do método LT Sy.
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APENDICE A

NORMAS

A.1 Normas de Vetores

Uma norma é uma fungdo || - || : C™ — R, que a cada vetor x=[z; - Zp)" do
espaco vetorial C™ associa um numero real, interpretado como o comprimento do vetor,

e que deve satisfazer as seguintes condigoes:
1. | x[|=20,e| x||= 0 se e somente se x = 0;
2. | x+y <l x|+ [l y I
3. |lax||=[al]l x ||, YVa € R.

A norma mais usada em cédlculos é a norma-2, chamada de norma Euclideana, definida

% ll2= (Z | @i [?)"? (A.1)

que é um caso particular da norma —p: || x |l,= (.27 | z; [P )"/?.Para o caso particular
em que m = 2, o conjunto {x € C;|| x ||= 1} é o circulo unitdrio. Daqui em diante,
usaremos simplesmente norma para significar a norma-2 . Isto se justifica, pois as normas
sdo equivalentes do ponto de vista numeérico, de acordo com [Trefethen e Bau, 1997].
Usando a norma de vetores, podemos definir a norma de uma matriz induzida pela norma
de um vetor. A norma €é usada, por sua vez, para definirmos o niimero de condicionamento

de uma matriz.
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A.2 Norma de Matrizes

Dada uma matriz A(m,n) e um vetor x € C", o produto Ax ¢é um vetor y € C™,
que pode ser interpretado como a imagem de uma transformagao linear de C* em C™.
Dadas as normas || - ||, e || - || no dominio e na imagem de uma transformagéo linear
A, a norma induzida de matrizes, denotada por || A ||, é o menor nimero real ¢ para o

qual é satisfeita a seguinte desigualdade, para todo || x || € C™
| Ax[[< el x|l - (A.2)

Isto é, a norma ||A|| é o supremo das razoes

| Ax ||

E1R w4

para todo ||x|| € C". Devido a propriedade (3) da norma, vemos que a norma de uma

matriz A pode ser calculada como:
| A =Hup | Ax || . (A4)
=

A férmula (A.4) ndo tem utilidade do ponto de vista prético, pois ndo pode ser usada
para calcular a norma de uma matriz. De fato, o cdlculo da norma é, em geral, uma
tarefa complexa computacionalmente. Para termos uma idéia do cédlculo, mostremos aqui
uma interpretagdo geométrica deste valor. Consideremos S o cirulo unitdrio no ®?, e
tomemos uma matriz A(2,2).A imagem AS é uma elipse no R?, cujos eixos principais
tem comprimentos v, e v, com v; > v, chamados de valores singulares de A; os vetores
unitarios u;, ¢ = 1,2 nas diregoes dos eixos principais sao vetores singulares a esquerda
de A. Os vetores vy, va que sao as pré-imagens dos eixos principais de AS sdo os vetores
singulares a direita de A, isto é, tais que Av; = v;u; .Entao, temos que || A| = v,. Para

o cédlculo de vy, definimos primeiramente a matriz hermitiana de uma matriz A.

Definicao 1 Seja A uma matriz m X n, cujo termo termo € a;;; a matriz hermitiana
conjugada ou adjunta de A, denotada por A*, € a matriz n x m, cujo termo geral € @y;,
onde a barra denota a conjugagao compleza. Se A € uma matriz real, entao A* € a

transposta de A.
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Teorema 1 Os valores singulares nao-nulos de uma matriz A sao as raizes quadradas dos
autovalores nao-nulos de A*A ou AA™. A norma de A € igual ao maior destes autovalores,

isto €,

| Al =u. (A.5)

S

1 4
Exemplo. Seja A = ;entdo A* = ,e AA* = , € 0s autovalores
0 2 4 4

de AA®sdozr, = 8.5311ez; =0.46887. Logo, v; = v8.5311 = 2.92, isto é, || A || = 2.92.

0 5
2

] et

Definicao 2 Seja A uma matriz real ou compleza, nx n . nao-singular. Entdo, o nimero

de condicionamento de A, denotado por cond(A), é definido como :

cond(A) =|| A ||| A7 || . (A.6)

1 2
Exemplo. Seja A = ; entdo cond(A) = 4.26.
0 2

Como observamos anteriormente, o nimero de condicionamento da matriz dos coeficientes
de um sistema de equagoes lineares é uma medida da sensibilidade deste sistema quanto
a pequenas alteragées nos dados de entrada. Isto é, em um sistema mal-condicionado,
com numero de condicionamento muito elevado, pequenas alteragdes ( "ruidos” ) em
dados de entrada podem provocar grandes alteracoes na solugdo. Em um sistema bem-
condicionado, com menor nimero de condicionamento, pequenas alteragbes em dados de

entrada provocam mudangas de mesma escala na solugao do sistema.



