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Resumo da tese'apresentada a COPPE-UFRJ como parte dos re-
quisitos necessarios para obtengao do grau de Doutor em

Ciéncias (D. Sc.).

ANALISE ESTATICA E DINAMICA COM SUBESTRUTURAGCAC EM

MULTIPLOS NIVEIS
Ronald José Ellwanger
Agosto, 1989

Orientador: Prof. Edison C. Prates de Lima

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho trata de um sistema compu
tacional destinado & andlise estatica e dindmica de estrutu
ras, dotado da capacidade de subestruturagaoc em mualtiplos

niveils.

Inicialmente, apresenta-se a formulagéo
da anadlise com subestruturagédo, abordando condensag&o, defi
nigao do sistema de referéncia local de umlsuperelemento e
aplicagd&o de restriges nodais generalizadas. Em seguida,
mostra-se a formulagdo da analise dinamica, por meio de su-
perposigadao modal utilizando o método de Lanczos-Ritz. A con
densagao dinamica e sua generalizag¢do para maltiplos niveis

s&o0 também deduzidas.

A segulir, comenta-se a organizagao do-
algoritmo computacional, com as operagdes matriciais mais
importantes e a utilizagdao de meméria periférica. Como exem
Plos de aplicagdo, sao analisadas algumas estruturas e fei-
ta a discussdo dos resultados obtidos. Finalmente, sao apre

sentadas algumas conclusbes.
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Abstract of Thesis presented to COPPE-“UFRJ as partial ful-
f1llment of the requirements for the degree of Doctor of

Science (D. Sc.).
STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS WITH MULTI-LEVEL SUBSTRUCTURING
Ronald José Ellwanger
August, 1989

Thesis Supervisor: Prof. £dison C. Prates de Lima

Department: Engenharia Civil

This thesis presents a computational
system for static and dynamic analysis, with a multi-level

substructuring capability.

The substructuring formulation for struc
tural analysis encompass static condensation, local referen
ce system definition and generalized constraints. The dyna-
mic analysis formulation is evaluated, by the modal super-
position method using the Lanczos-Ritz basis vectors. The
dynamic condensation and its generalization for multiple le

vels are also established.

The computational algorithm’s organiza-
tion, with the more important matrix operations and the use
of peripheral memory are comented. The proposed methodology
was applied to the analyses of some structures. The main re

sults are discussed and the final conclusions are drawn.
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Capitulo I

I - INTRODUGAO

1.1 - SUBESTRUTURACAC E SUPERELEMENTOS

Ao aplicar o método da rigidez na anali
se de estruturas muito complexas, como grandes edificagbes,
problemas de engenharia naval e aero-espacial etc., a quan-
tidade de elementos finitos necessarios para a discretiza-
gao estrutural frequentemente excede a capacidade computa-
cional disponivel, ou torna esta analise economicamente pro
ibitiva. Para fazer frente a esta situagdo, vVvarios recursos
tem sido utilizades, baseados em diferentes métodos numéri-

cos [%1].

O advento dos computadores com arquite-
tura de processamento em paralelo esta causando uma intensa
reavaliagao de critérios na elaboragdo de algoritmos numéri
cos, com 0 objetivo de tirar maior proveito das caracteris-
ticas destas maguinas [2,3]. Umn dos mé&todos de analise es-
trutural mais apropriados para implementagdao em processamen
to paralelo € a técnica da subestruturagao, a qual sera en-

fatizada no presente trabalho.

A subestruturacg¢do & conceltuada como a
divisdo da estrutura em regides menores ou subestruturas.
Os contornos destas subestruturas podem, em principio, ser

especificados arbitrariamente, embora seja preferivel que a



estrutura global fique racionalmente dividida em regifes na

turais [4).

Uma subestrutura podera ter pontos no-
dais nela i1ncidindo de duas maneiras:
- n6s internos: situados no seu interior, portanto s6
a ela pertencendo; i
- n6s externos ou de contorno: situados no limite da
regidao delimitada péla subestrutura, podendo ser comuns a

ela e a outras subestruturas, ou ao contorno da estrutura

global.

Definem-se alnda os graus de liberdade
internos e externos de uma subestrutura como sendo 0SS draus
de liberdade relativos, respectivamente, aos seus nés inter

nos e aos de contorno.

Uma vez feita a divisdao da estrutura,
cada subestrutura-é analisada separadamente, por meio de um
processo de condensag&do. Mediante este processo, estabele-
cem-se relagbes entre deslocamentos, aceleraqﬁes e forgas
aplicadas nos seus nés de contorno, constituindo-se as ma-
trizes de rigidez e de massa condensadas nos seus graus de
liberdade externos. Além disso, a partir das cargas aplica-
das ao longo de toda a subestrutura, determinam-se forgas

equivalentes atuando nos nés de contorno.

Realizada a condensagdo de todas as su-
bestruturas, pode-se efetuar a montagem das respectivas
matrizes e vetores, obtendo-se as matrizes de rigidez, de
massa e as cargas nodais equivalentes da estrutura global.
Assim, o sistema de equagbes a ser resolvido tem como incég
nitas somente os deslocamentos dos noés situados nas interfa
ces entre as subestruturas.

Com a solugdo do sistema de equaglbes,
determinam-se os deslocamentos nodais das interfaces, poden
do-se ent&o retomar a anidlise separada de cada subestrutu-
ra. Conhecidos os deslocamentos dos seus nés de contorno,
calculam-se os dos nés internos e, em seguida, os esforgos

nos seus elementos constituintes.



Pelas 1d&las até agora expostas, nota-
se a direta correspondéncia entre os nés de contorno de uﬁﬁ
subestrutura e o0s nos incidentes de um elemento finito, no
que diz respeito a matriz de rigidez e &as forgas nodais
equivalentes. Portanto, as subestruturas podem ser tratadas
como elementos finitos complexos ou "superelementos". Neste
trabalho, subestrutura e superelementa terao o mesmo signi-
ficado. Assim, as definigbes até& aqui feitas para as subes-
truturas (noés, graus de liberdade etc.) s&o 1nteiramente va

lidas para os superelementos.

A té&cnica de andlise recém descrita dei
Xa transparecer nitidamente a vantagem de sua implementacao
em processamento paralelo. Assim, as varilas subestiruturas
s&do condensadas ao mesmo tempo, usando os diversos proces-
sadores disponivels. Ap0s a solugdo da estrutura, repete-se
o procedimento, realizando-se a andlise interna das subes-
truturas também de forma simultéanea.

1.2 - SUBESTRUTURAGAO EM MULTIPLOS NIVEIS

Até aqui, tratou-se de superelementos
formados exclusivamente por elementos estruturais Db&asicos,
dando origem & chamada subestruturag¢do em um Unico nivel.
Todavia, muitas vezes & conveniente que determinados supere
lementos também sejam divididos em sub-regibes, formando ou
tros superelementos os quais, por sua vez, podem igualmente
ser subdivididos. Constitui-se, assim, a subestruturacgfo em
maltiplos niveis [5], na qual um superelemento pode ser for
mado tanto por elementos basicos, como por outros superele-

mentos.

Diz-se entdo que os superelementos que
compbem diretamente a estrutura pertencem ao nivel mais al-
to ou primeiro nivel da subestruturagao. A medida que as
subdivisbes se aprofundam para o interior dos superelemen-
tos, formam-se o0s niveis sucessivamente mais baixos da su-



bestruturagao, ou seja, segundo, terceiro nivel etc. £ 0b-
vio que o tltimo nivel deve possuir superelementos formados

exclusivamente por elementos.

Com relagado a4 anadlise anteriormente des
crita, no caso de subestruturagéo em maltiplos niveils, ao
se realizar a condensagio de determinada Subestrutura, de-
vem estar previamente condensados 0s superelementos dque a
constituem. Por outro lado, ao calcular deslocamentos no-
dais de um superelemento, deverdo estar previamente determji
nados o0s da subestrutura da qual ele faz parte.

A figura 1.1 mostra um exemplo de subes
truturag&o em dois niveis. Os superelementos do segundo ni-
vel que aparecem'na figura I.1-b (tipos 1, 2 e 3), s&ao for-
mados exclusivamente por elementos basicos. As subestrutu-
ras do primeiro nivel - tipos 4 e 5 da figura I.1-c - cons-
tituem-se de superelementos do nivel inferior. J& a estrutu
ra & uma montagem dos superelementos tipo.4 e 5, embora pu-
dessem dela participar diretamente elementos basicos e su-

bestruturas de qualquer nivel.

1.3 - VANTAGENS DA SUBESTRUTURAGCAO

Existem diversas vantagens em se reali-
zar subestruturag&o, em comparagao com as t&cnicas conven-
cionais de analise estrutural. Muitas vezes, um modelo em
elementos finitos de uma estrutura muito complexa pode Vvir
a exigir demasiadamente da capacidade disponivel de um com-
putador. Mediante o uso do processo de subestruturagdo, pro
vavelmente o problema n&o s6 poderé& ser resolvido, como tam

béEm a solugdo poderéd ser obtida a um custo razoavel.

As grandes vantagens do uso da subestru
turagido (traduzidas pela redugao do custo computacional e
sSimplificagao no fornecimento dos dados) residem nas seguln

tes aplicagbes:
- analise de estruturas tendo sub-regibes 1dénticas,
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acarretando repetidas ocorréncias de determinados superele-
mentos;

- casos nos quais se requer resultados somente para de
terminadas regibes da estrutura;

- reanalise com modificagbes em algumas partes do sis-

tema estrutural.

Uma subestrutura requer o fornecimento
das coordenadas dos seus noés e de incidéncias definindo o
tamanho, orientagédo e conetividade dos seus elementos. No
caso dela ocorrer repetidas vezes ao longo da estrutura ou
de superelementos de nivel superior, estes dados s6 preci-
sam ser fornecidos uma Unica vez. Apenas as incidéncias dos
seus nos de contorno necessitam ser especificadas a cada
ocorréncia. Além disso, conjuntos de cargas aplicadas nos
ndés e elementos de uma subestrutura repetida sao também de-
finidos somente uma vez. Por outro lado, a publicagao dos
resultados pode ser feita de uma forma mais racional, faci-

litando a sua i1nterpretagao.

Os fatos acima expostos s&o i1mportantes
4 medida que a preparagdao e checagem dos dados, bem como a
interpretagcdo dos resultados constituem grande parte da ta-
refa de anadlise. Com excegdo dos problemas mais triviais,
0s gastos com o trabalho de profissionais sdo muito supe-

riores aos custos computacionais [6].

A subestruturagio reduz a demanda compu
tacional ao eliminar o calculo e armazenamento maltiplo da
matriz de rigidez, de massa e as cargas nodais equivalentes
de superelementos repetidos. A condensagio Unica de um supe
relemento repetido implica na eliminagio simultanea dos nos
internos em todas as ocorréncias do mesmo. Com isso, fica
bastante reduzido o nimeroc de nés da estrutura final, dimi-
nuindo drasticamente o tempo de solugé&o.

Na analise de uma estrutura complexa,
geralmente se necessita obter resultados somente em determi
nadas regibes da mesma. Assim, apds a so;uqao da estrutura

global, efetuar-se-& a determinag8o de deslocamentos inter-



nos e esforqgos nos elementos apenas para alguns superelemen
tos, resultando em mais economia de tempo de maAquina. Além
disso, a subestruturagdo favorece a reanalise, na medida em
que somente os superelementos que sofrem modificagbes neces

sitam ser recondensados.

1.4 - AS CARACTERISTICAS DOS SUPERELEMENTOS

A técnica de dividir imaginariamente o
continuo em regites tem tido, normalmente, a sua aplicagao
basicamente restrita a procedimentos simples de condensa-
g4o0. Eles se limitam, na maioria das vezes, a um Unico ni-
vel, tendo poucos fecursos de imposigdo de restirigbes gene-
ralizadas que permitam a combinagio de superelementos de di

ferentes origens.

; A principal caracteristica dos superelege
mentos se basela na direta correspondéncia entre um supere-
lemento e um elemento finito. Para que se consiga esta cor-
respondéncia de maneira realmente efetiva, deve-se ter um
sistema de anallise estrutural dotado das seguintes facilida
des:

- subestruturagdao em varios niveis: a partir de supere
lementos simples, podem-se construlr sucessivamente supere-
lementos mais complexos, até modelar completamente a estru-
tura global, havendo, por outro lado, a possibilidade de 11
mitar a obtengio dos resultados apenas para algumas regites
da estrutura.

- orientagao automatica dos graus de liberdade: median
te a geragto de matrizes de rotagido locals, um mesmo supere
lemento pode ser utilizado em diversas partes da estrutura
e com diferentes orientagbes. Além disso, deve-Se proporcio
nar ao usuario uma maneira simples de definir as multiplas
incidéncilas dés superelementos ao longo da estrutura, evi-
tando assim o que tem ocorrido algumas vezes, quando a com-
plexidade ao especificar estas incidéncias tem levado o usu
ario a desistir do uso da subestruturag&o. Conforme sera



visto mais adiante, a incidéncia e a orientagdao de um suﬁe—
relemento podem ser definidas pela simples especificagdo
dos seus n6és de contorno.

- gerag&o de restrigbes generalizadas: uma estrutura
pode ser formada por superelementos de diferentes tipos (es
tado plano, flexdo de placas etc.). Para combinar estes su-
perelementos, muitas vezes & necessario i1mpor certas restri

gbes generalizadas nas suas interfaces.

Os recursos acima mencionados tem como
objetivo possibilitar um projeto racional e confiavel, =em
a necessidade de criar modelos simplificados de confiabili-
dade duvido=sa; evita-se, por exemplo, a necessidade de ex-
pandir e interpolar.resultados para posterior utilizagdo em
modelo= de detalhezs estruturaie noz quais =2e deseja anali-

sar concentragtes de tensfes [7].

1.5 - A SUBESTRUTURACAO NA ANALISE DINAMICA

Até& recentemente, a subestruturagio vi-
nha sendo utilizada em andlise dinaAmica principalmente medi
ante a adogdo de alguma modalidade da reduga2o de GUYAN (8,
9]. Todavia, tem-se constatado que esta formulagdo pode pro
duzir erros significativos nos resultados da andlise. Esta
perda de precisdo deve-se ao fato de a formulagdo de Guyan
n&do dispor de expressfes exatas para duas importantes eta-
pas do processo de anilise descrito na segdo 1.1: a conden-
sagdo da matriz de mas=a e a obteng#o dos deslocamento= in-

terno=s de um =uperelemento.

Uma nova formulagdo, proposta por WIL-
SON E BAYO [10)], preenche estas lacunas. Ela e=st& Dbaseada
na formagdo de um sistema de equagbes de equilibrio dindmi-
co, contendo =imaultaneamente incégnitas referente=s a graus
de liberdade geométricos da estrutura global e a graus de

liberdade modais do= =eus =uperelementos formadores.



Hﬁ-determinaqao dos deslocamentos inter
no= de um superelemeﬁto, & incluida uma parcela dinamica,
obtida por meio da superposigdo dos seus modos de vibragao
internos. Estes modos s&o determinados pelo algoritmo de
Lanczo=-Ritz [11-13], a partir das forgas internas do =supe-
relemento. Neste trabalho, soma-se as= forgas internas tam-
bBbEm o efeito das aceleragtes dos n6é= de contorno, o que n&o

& feito na formulagdo de Wilson e Bayo.

1.6 - CLASSES E SISTEMAS DE NUMERAGCAO

- Nesta segio e nas duas subsequentes, =e
r4&o abordadas algumas quest8es referentes a definig&o de um
sistema estrutural com =subestruturag¢éo em miltiplos niveis.
Conforme a fung&o que ir&o desempenhar durante a analise,
oz superelementos podem zer separados em duas classes:

a) superelementos tipo - s&o superelementos de referén
cia, formando uma espécie de biblioteca. Cada um deles= pode
r4 incidir uma ou repetidas vezes ao longo da estrutura a
analisar. A forma de de=screver estas incidéncias & vista
mais adiante. Ser&o o= superelementos tipo que efetivamente
terdo calculadas a sua matriz de rigidez e a de massa por
meio do processo de condensagso.

b) =uperelemento= construtivos: =%o0 os superelementos
que efetivamente vdo participar da formagdo do sistemé es-
trutural nos seus diversos niveis de =subestruturagfo. Cada
um deles estard sempre referenciado a um superelemento tipo
do qual obtem as matrizes de rigidez e de massa. Ao contra-
rio dos superelementos tipo, serdo os construtivos que te-
r&do calculados os deslocamentos em seus nés e o0os esforgos

em =eus= elementos.

Portanto, uma estrutura ser& formada
ror =superelemento= construtivos, referenciados a determina-
dos superelementos tipo. Estes serd&o formados por outros su
rerelemento=s construtivos de nivel inferior gue, por =sua

vez, estardo também referenciados a superelementos tipo. As
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sim, o processo de formagédo se repete ao longo de niveis su
cessivamente i1nferiores, até atingir superelementos tipo

formados exclusivamente por elementos.

Os superelementos =sao 1dentificados por
nameros intelros maiores que zZero, existjﬁdo um tnico siste
ma de mumeragio para os superelementos tiﬁo. Alem disso, na
definigdo de cada tipo, exlste um sistema de numeragao para
0s seus superelementos construtivos, sendq que este sistema
se repetird cada vez gue o superelemento tipo for referen-
ciado ao longo da estrutura. A mesma repetigao dos sistemas
de numeragiao ocorre em relagiao aos elementos e aos noés per-

tencentes a um superelemento tipo.

A titulo de ilustragado, seja o exemplo
da figura I.1, onde estdo mostradas as constituigdes de cin
co superelementos tipo (numerados de 1 a 5) e da estrutura:

tipos 1, 2 e 3 - formados por elemenios retangulares,
numerados, respectivamente, de 1 a 128, de 201 a 240 e de
301 a 316.

tipo 4 - formado pelos superelementos construtivos 1 e
2, ambos referenciados ao superelemento tipo 1.

tipo 5 - formado por superelementos construtivos nume-
rados de 1 a 4. 1 e 2 sao coplas do superelemento tipo 3,
enquanto 3 e 4 s&o cdépias do tipo 2.

estrutura - formada pelos superelementos construtivos
21 (tipo 4), 22 e 23 (tipo 5).

Vemos, portanto, que existe um sistema
de numerag&o para os superelementos tipo (1 até 5) e 1irés
sistemas para os superelementos construtivos: (1,2) na defi
nigao do tipo 4, (1 até 4) na do tipo 5 e (21, 22,23) na da
estrutura. Assim, por exemplo, o0 sistema de numeragaoc (1
até 4 ) val aparecer duas vezes na estrutura, enquanto os
sistemas de nmumerag¢éo de elementos (201 até 240) e (301 ate

316) wvao se repetir por quatro vezes.
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1.7 - GERAGCAO DOS SUPERELEMENTOS

Trata-se a seguilr dos dados necessarios
4 geracgido de um superelemento tipo e a definigdo da estrutu
ra a analisar. Esses dados consistem basicamente na relagao
dos elementos e superelementos construtivos. Para a geragao
do tipo, s&0 necessarios ainda seu namero e a relagaoc dos
seus noés de contorno.

Sempre gue se estiver gerando uam gupere
lemento tipo, =se ecstara trabalhando dentro de wam sistema de
referéncia de definigdao. Assim, todos os noés e elqmentos

aqui especificados estardo diretamente referenciados a este

sistema, pois, na verdade, terdo sido  previamerniie  gel ados
denty o dele, Gz outros superelementos Lipo, agqul refelencla
doz, poderdo ter sido previamente gerados dentro do atual

si1stema ou fora dele. Os superelementos construtives faraao
a referéncia aos respectivos tipos por meio da especifica-
¢&ao de seus atualis noés de contorno os quais, como ja foi di

to, foram gerados em relag&o ao atual sistema de definigéo.

Prope-se a segulir uma sequéncia de for
necimento de dados, a gqual poderia estar inserida em uma
-linguagem orientada ou em um sistema de planilhas eletroni-
cas. A geragio & iniciada por um registro contendo 0s dados

abaixo esquematizados:

TIPO <i4> NOS <listal>» ELEMENTOS <listag2>

ou ESTRUTURA ELEMENTOS <listae>

Os itens entre < » indicam o0os dados nu-
méricos a serem fornecides. 14 € 0 nuamero do superelemento
tipo que estd sendo gerado, listal contem os seus noés de
contorno e lista2 os seus elementos construtivos (caso exXis
tam) . Quando se estiver gerando a estrutura, obviamente nao

se fornecem iq nem listal.
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Se existirem também superelementos cong
A

trutivos, fornece-se para cada um deles um registro com o

zeguinte formato:
SUPERELEMENTO <ip> TIPO <iz> NOS <1lista3>

onde 1 € o maumero do superelemento construtivo; i3 & o na-
mero do superelemento tipo por ele referenciado. A lista3 &
de n6és de contorno, fornecido= em ordem tal que haja a exa-
ta correspondéncia com o= nés especificados na geragdo do

respectivo tipo.

Portanto, o superelemento tipo iz inci-
de no tipo i4, com o nGmero ip, azsumindo novos nés de con-
torno dados pela lista3. Observa-se assim a simplicidade em
definir a incidéncia e a orientagao de um =uperelemento den
tro de qualquer nivel da subestruturagio. Convém destacar
que a sequéncia de registros aqui apresentada gera tanto os
superelementos tipo como os construtivos, e o seu uso permi

te definir completamenté a hierarquia da subestruturagdo.

1.8 - IDENTIFICAGAO DENTRO DOS MULTIPLOS NIVEIS

Conforme foi visto na =segdao 1.6, existe
uma multiplicidade de =i=stemas de numeragio para superele-
mentos construtivos, elementos e nés internos. Existem si-
tuagbes, como na saida de resultados, em que a identifica-
g&o de um né, elemento ou superelemento necessita definir
sua localizagdo dentro da hierarquia da subestruturagao.
Desta forma, a identificag&o de cada um deles deveré& conter
as seguintes informagbes:

- namero que é_atribuido ao superelemento construtivo,
elemento ou né interno, na formagdo do superelemento tipo
do qual faz parte.

- namero do superelemento construtivo de nivel supe-

rior no qual ele esta diretamente contido.
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- nameros dos superelementos construtivos dos niveis
sucessivamente superiores nos quals ele est&d indiretamente

contido.

A= alternativas aqui propostas para es-
ta identificagdo consiztem em especificar o= nGmeros acima
citado=s, de forma que o n* de um superelemento (ou elemen-

to, ou né) aparece entre parénteses, precedido ou .- zucedido

?
do n* do superelemento no qual ele est& contido. Aplicando
esta regra de maneira recursiva, resulta a seguinte constru

Ggdo =intatica:

i € Bpieg € o € 3 € By 55D

ou, alternativamente: (Cous k0 34 3 328 ) suw P -4 ) N

i1 & o numero do elemento, né ou supere
lemento que esta sendo identificado; i, & o ndmera do supe-
relemento do qual i, faz parte; por sua vez, ip esta conti-
do no superelemento de numero i3, e ass=im por diante, ateé
iy que & o nimero de um superelemento pertencente ao mais

alto nivel da subestruturagdo.

Adotaram-se o= parénteses, por serem os
=imbolos graficos que melhor representam as relagfe= de con
ter e estar contido, existentes entre os =superelementos.
Por exemplo, seja a =ituagdo da figura I1.1. O =superelemento
representando a parede interna do andar superior ser& iden-
tificado pela expressdo 22( 4 ). Por outro lado, o elemento
96, integrante da parede com Jjanela do andar inferior, sera
identificado por 2i( 1( 96 )). Alternativamente, poder-se-
iam fazer a= respectivas 1dentificagbes usando-se ( 4 )22 e
(C 96 )1 )e1.
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1.9 - OBJETIVOS E DEFINIGAO DO TRABALHO

ot

O presente trabalho tem por principails

objetivos os seguintes:
- aprésentar uma formulagio de analise estrutural pelo
método da rigidez, contendo a capacidade de subestruturagao

em miltiplos nivels.

- comprovar a eficiéncia do método baseado no sistema
expandido ou misto de equagbes de equilibrio na analise di-
namica com subestruturacgao.

- organizar as referidas formulagbes em um algoritmo
computacional, concebido conforme a filosofia dos superele-
mentos e capaz, portanto, de proporcionar 0s recursos men-
cionados na segao 1.4.

Uma subestrutura & tratada como um ele-
mento finito complexo (superelemento), tendo o seu sistema
de referéncia local definido automaticamente a partir dos
seus nés de contorno. Isto permite que, uma vez definido,
um superelemento (tipo) possa ser utilizado em diferentes

partes da estrutura e com diferentes orientagbes.

A analise de estruturas mistas, com a
compatibilizagdo entre diferentes tipos de elementos fini-
tos e reticulados, & facilitada por duas caracteristicas do
método. Uma & a possibilidade de definir diferentes conjun-
tos de graus de liberdade significantes para cada né. A ou-
tra & o recurso das restrigbes generalizadas, usando a téc-
nica de eliminagao de graus de liberdade a nivel de subes-

trutura (1417,

Na analise dinamica, & adotado o mé&todo
da superposigdo modal, sendo a matriz de transformagdo cons
tituida pelos chamados vetores de Lanczos-Ritz. O presente

estudo limita-se ao caso de carregamento harménico.

0 sistema computacional fol desenvolvi-
do inicialmente no computador B-6700 do NCE/UFRJ e, apés,
no A-10 do CPD/UFRGS. Esté& codificado em FORTRAN e usa o
procedimento de alocag&o dinamica de meméria. Possul uma es

trutura modular, composta por 92 sub-rotinas, além do pro-
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grama principal. O sistema se estende atualmente por . quase
01to mil linhas de programagao.

U

Sua estrutura de dados conta com uma sé&
rie de arquivos de meméria periférica, permitindo gque um
problema possa ser analisado em midltiplas rodadas. Assim,
por exemplo, um superelemento, depois de condensado, pode
participar também de andlises posteriores da mesma ou de ou
tras estruturas. O recurso das miltiplas rodadas também tor

na mais eficiente o procedimento de reanalise.

Devido & n&o disponibilidade de maqul-
nas de processamento paralelo, o programa fol desenvolvido
no sistema de programagao linear, Todavia, esta construido
de forma a ser facllmente adaptado para funcionar com pro-

cessamento paralelo.

I1.10 - ORGANIZAGAQO DO TEXTO

O texto encontra-se daividido em seis ca
pitulos, o primeiro dos quais constitui a presente introdu-
Gao.

No segundo capitulo, apresenta-se a for
mulagdo da analise de estruturas formadas por superelemen-
tos. Mostram-se as equagfes gerais do método da rigidez e
descreve-se 0 processo de condensagdo de uma subestrutura.

S&o0 també&m apresentadas a definig¢ao do
sistema de referéncia local de um superelemento e a determi
nagao de sua matriz de cossenos diretores; a partir desta,
& deduzida a matriz de rotagdo, demonstrando-se o SsSeu uso
nas transformagdes que sofrem as matrizes dos superelemen-
tos com a mudanga de eixos de referéncia. Por ultimo, expbe
se a formulagdo de restrigbes genErallzadas.

A analise dinédmica com subestruturacéo
tem a sua formulag&o estabelecida no terceiro capitulo. Sdo

apresentados a superposigido modal e o algoritmo de Lanczos
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Ritz.

Mostra-se a contribuigao de um superele
mento na formagao do sistema misto de equagdes, a solugao
do mesmo e a obtengao das forgas dinamicas e dos deslocamen
108 Internos dos superelementos. Em segulida, & felta a gene
neralizag&o do método para a subestrutura¢io em miltiplos
niveis. No final, apresenta-se o formulario referente a res
posta a carregamento harmdénico,

O quarto capitulo trata do algoritmo
computacionél destinado a aplicar o formuléario estabelecido
nos capitulos precedentes. Com o auxilio de diagramas, pro-
curam-se mostrar as operagbes matriciais mais importantes e
a utilizagdo da meméria secundéaria ou periférica. Descrevem
se também detalhes acerca da numeragdo automética de graus
de liberdade e aspectos gerais do sistema desenvolvido.

A segulr, no quinto capitulo, s&0 mos-
tradas algumas aplicagfes do método de anadlise de estrutu-
ras formadas por superelementos. Inicialmente, & feita uma
aferigao da precisao do método. Nos exXemplos seguintes, &
dada énfase a algumas potencialidades do sistema, como su-
bestruturacg&o em miltiplos niveis, compatibilizagdo entre
elementos finitos e reticulados, e validade da formulagé&o
da analise dinamica.

Finalmente, no sexto capitulo, & feita
a discussédo dos resultados obtidos e procuram-se tirar algu
mas conclusbes. Além disso, s&o sugeridas tarefas que pos-
sam vir a contribuir para a complementagdo e o aperfeigoa-
mento do presente trabalho; tragam-se també&m perspectivas
de continuidade neste campo de pesqulsa.
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Capitulo II

IT - 0S ‘SUPERELEMENTOS NA ANALISE ESTRUTURAL

11.1 - EQUAGSES DE EQUILIBRIO

Na anédllise estatica de uma estrutura pe
lo métedo da rigldez, o sistema de equacgles de equllidbrio a
ser resolvido pode ser expresso na forma matricial abaixo:

KU = P {1113

U & o vetor daé incognitas, constituido pelos deslocamentos
nodais, P & o vetor de cargas, constituido de forgas agindo
na direg¢ao dos deslocamentos U, K & a matriz de rigidez.

Geralmente, a matriz K e o vetor P sdo
obtidos a partir da soma de contribuigdes individuais de
elementos ou superelementos integrantes do modelo fisico do

sistema estrutural:

5 P 11,2
=2 g5 B (.=
NP
P = .z P (11.3)

1=
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NP ‘2 o namero de partes ou regibes em que fol dividide o
sistema estrutural para fins de analise,

; A obtengao de K? e Py, para elementos
fipo barra e elementos finitos, & assunto bastante conheci-
do. No caso de um superelemento, essas matrizes sao expres-
sas em termos dos graus de liberdade relativos aos seus nés
de contorno; elas s&o obtidas por meio de um processo de

condensagdao, descrito na segéao II1.2.

Uma vez obtidos o0s deslocamentos U, por
meio da solug&ao de (I11.1), podem-se determinar as forgas
atuantes solre cada elemento 1solado, Q?. Isso & felto a
partir da seguinte equag&o matricial:

011) = Plf * K?U (I11.4)

No caso de um elemento tipo barra, Qj &
0 vetor de agbes em suas exXtremidades.,

Até aqui, foi tacitamente assumido que
as matrizes K? e Pj sao determinadas em relagao ao sistema
de referéncia global da estrutura. Na pratica, todavia, is-
so s6 acontece no caso particular em que o sistema de refe-
réncia local do elemento ou superelemento coincide em orien
tagdo com o sistema global. Caso contrario, tornam-se necég
sarias transformagbes antes de se obter Pf. K? e Qj. Isso
sera tratado mais detalhadamente na segao 1I1.4.

I11.2 - CONDENSAGAQO DE UM SUPERELEMENTO

cejJa uma reglao de uma estrutura, desti
nada a constituir um superelemento. Esta regidao pode estar
dividida, para fins de anadlise, em elementos e ou superele-
mentos de nivel inferior. AS equagbes que governam o equili
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brio do superelemento em questdo podem ser ordenadas de for

ma ‘a separar graus de liberdade internos e externos, assu-

mindo a seguinte forma matricial:

K K U P
aa ab a a
= (11.5)
4 i
K K U P
ab bb b b
onde os sub-indices a e b referem-se, regpectivamente, aos

graus de liberdade internos e externos. As submatrizes Kga,
Kap € Kpp da matriz de rigidez sao obtidas pelas contribui-
¢bes das partes constituintes (elementos e outros superele-
mentos) do superelemento em estudo. Uy e P; sao, respectiva
mente, deslocamentos e forgas nodails equivalentes dos nés
internos, tendo Up e Pp o mesmo significado para os nds de

contorno.

Adota-se aqui o método de solugdao de
Gauss com a utilizagdo da técnica de armazenamento de colu-
nas ativas, no qual a solugdo & obtida em duas etapas dis-
tintas, correspondentes a uma decomposigdo na forma L D LT
e a uma redugdo assoclada a uma retro-substituigdao do vétor
de cargas. Mailores detalhes deste método rodem ser encontra

dos em [15].

Fatorando Kz, na forma recém mencionada
e escrevendo as equagdes resﬁltantes de (II1.5) por extenso,
obtem—-se:

LD EL Dy & Kaiy Upy (11.6)

11}
)
V]

T

Kap Ua + Kpp Up CIT7)

1
o
o]

Pré-multiplicando (II1.6) por L 1 e rear

ranjando os termos, obtem-se:
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DrTu, = L1p, - 11 K. Uy (11.4)
ou DEY Uy = Vg - Ssn U (11.9)
onde Va & L™T Py (I1.10)
e

Sap = L1 Kap CTA:11)

Convem destacar que a obtengao de Vy
corresponde a redugao do vetor de cafgas. Sap € determinado
pelo mesmo processo; neste caso, cada coluna & obtida inde-
pendentemente, por meio da redugao da coluna correspondente
de Kgp- Por outro lado, a equagdo (II1.9) mostra que, uma
vez obtido Up por meio da solugdo da estrutura global, Uy
pode ser determinado pelo processo de retro-substituigio
[15]. Assim, determinados Uy e Ub.'pode—se constituir o ve-
tor U da equagdo (II1.4) e calcular as forg¢as atuantes sobre

cada elemento formador do atual superelemento.

Pré-multiplicando (II.9) sucessivamente
por D1 e (LT)~1, obtem-se:

U, = ((LTH~1p1tvy, - (LTH-1p1 sy Uy (I11.12)

Substituindo-se (II.12) em (11.7), e re

arranjando, obtem-se:

T o= =
( K]Jb - Kab (LT) 1 D 1 Sab § Ub =

s By = Ky 0GR Lo, (11.13)

A partir de (11.11), pode-se deduzir

Jque:
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T T -
Sabp Kap (LT)"1 (11.14)

Assim, a equagao (11.13) fica:

( Kpp - Sap D! Sap ) Up = Pp - Sap D1 vy (I11.15)
ou Kpp Up = Pp (11.16)

onde Kgp = Kpp - Sap D1 Sup ¢11.47)

e By & B - Ban Dt Yy (11.18)

Com o0 estabelecimento da equagdao (II,
16), conseguimos expressar o equilibrio do superelemento,
em termos somente dos graus de liberdade referentes aos
seus nés de contorno. Portanto, Eib e ﬁi, dados por (I11.17)
e (II.18), sao, respectivamente, a matriz de rigidez e o ve
tor de cargas nodais equivalentes, condensados nos seus

graus de liberdade externos.

11.3 - O SISTEMA DE REFERENCIA LOCAL DE UM SUPERELEMENTO

11.3.1 - Definigado dos eixos locais

Para cada superelemento, existe um sis-
tema de eixos locals de referéncia, definidos a partir dos

seus nés de contorno. Em principio, se pesquisa, entre

ESCOLA pn ENGINHARTA
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eles, treés nés nido colineares que possam definir um plano.

SR

Para que o sistema local de certo supe-
relemento seja univocamente determinado, €& necessarlo que a
referida pesquisa obedega a uma determinada ordem. Por exenmn
rlo, seja um superelemento com NC nés de contorno, identifi
cados pelos ndimeros ngq, nEQ..., nyc. e fornecidos nesta or-
dem pelo usuario. A pesquiéa consiste em encontrar um ter-
ceiro né que forme, com os dois primeiros, um triangulo com
&rea niao nula. Assim, para este caso, se pesqulsariam suces
sivamente os conjuntos (nltna,n3), (nq;,np, Ng); .« (g, nNp,
}'lNc) “

A fim de definir os eixos locais de um
superelemento, seja a figura I11.1, onde aparecem um Sistema
de eixos globais de definigdo (X%, V,Z) e um sistema de eixos
locais (¥, ¥,2Z) associados a un conjunto de trés nés de con-
torno de um superelementp. Os pontos 1 e 2 referem-se, res-
pectivamente, aos nés n4 € np mencionados anteriormente. O
ponto 3 & o terceiro noé ?eéultante da pesquisa antes descri

ta.

Assim, o sistema local tera a origem em
1, com o eixo ¥ orientado de 1 para 2. O eixo Z & normal ao
plano 1-2-3 e com a mesma orientagédo positiva do vetor rota
¢&o correspondente a sequéncia 1,2,3. O eixo vy, contido no
plano e perpendicular a ¥ e =z, & orientado de forma que ¥,

v e =z, nesta ordem, constituam um triedro direto.

A matriz de cossenos diretores dos el-
xX0s X, ¥y e Z, em relagao ao sistema (%,V,Z), pode ser ex-

pressa conforme segue:

cos(x, ) cos(x¥Y) cos( Z2) C
bre
R = cos(y, X) cos(vy, ¥Y) cos(y, Z2) = C (I11.19)
Y
cos(z,¥%) cos(z, ¥) cos(z Z) 'z
L . L =z o
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Figura II.1

v

Figura 1I.2

|
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A seguir, trata-se da determinagdo de
R, a partir das coordenadas dos nés que definem o sistéma
de refereéncla local do superelemento. As coordenadas dQos
itrés nés da figura 11.1, em relagao ao sistema global, po-
dem ser postas na forma:

X4 7y 5 (11.20)

SeJja a segulinte notagao:

Ry = R ]
Xyg = X3 -X53 = ¢ 91 -9y ¢ (11.21)
2y - 2y

Os cossenos diretores para o eixo x se-
rao dados pelas razbes entre as projegbes do segmento de re
ta 1-2 sobre os eixos X, ¥y, 2, e o comprimento 14, 4o refe-
rido segmento; este comprimento & dado por:

= Al %5y %o (11.22)

Desta forma:
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G = Foy @ & Rog By CEY B

Considerando os segmentos de reta 1-2 e
1-3 como vetores orientados, respectivamente, de 1 para 2 e
de 1 para 3, a area A do triangulo 1-2-3 pode ser expressa

da seguinte forma:
cA = | ( x X ) | 1 T+24)

Sendo o0 eixo z normal aos segmentos 1-2
e 1-3, seus cossenos diretores serdao dados pelo seguinte

produto vetorial:

= —_

Y21 231 - Zp1 Yai1

& - — 1
G oy R Xggd ¥ B4 = 5% B Ry = Rpg Bgg. ¢ (1250

X21 Y31 - Ye1 X31 |

-

Finalmente, considerandoc que Cy e Cg
sao vetores unitarios, e que v & normal a X € 2z, 08 cCoOs8e-
nos diretores para o eixo y sao dados por:

Cy = Oy xCx (11.26)

Devidao a erros de arredondamento ao for
necer as coordenadas, pode acontecer que o programa defina
indevidamente um siatema local a partir de ndés que, na ver-
dade, sdo colineares. A fim de evitar esta ocorréncia, tor-
na-se necessario estabelecer um critério pelec gqual 1trés
nods, situados aproximadamente sobre uma reta, sejam conside
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-, rados colineares.

O critério aquil adotado & de tomar O
quociente entre 2A e 1%2. dados respectivamente por (II.e4)
e (I11.22), € compara-lo com uma tolerancia. Assim, 0S8 pon-

tos serfio considerados como colineares sempre que:

-

2A 7~ 1§ $¢ TOL = 1073 (11.27)

11.3.2 - Caso de nés de contorno colineares

Quando na&o for possivel definir um pla-
no a partir dos nodos de contorno, torna-se necessario o for-
necimento de um parametro adicional o qual denominaremos de
angulo §.

A figura I11.2 ilustra a situagao. Para
facilidade de entendimento, considera-se agui o sistema de
eixos X,V¥,Z como paralelo ao sistema global e com a origem
coincidente com a do sistema de eixos locails do superelemen

to, X, VY, 2.

Tamb&m aqui 0 eixXo X estad orientado do
né 1 para o nd 2. Ja os eixos y e Z, perpendiculares entre
81 e ao e1xo ¥, s&o tals que y resulta ao se girar y' segun
do um angulo B, no sentido do triedro direto. O eixo auxill
ar y' & tamb&m perpendicular a X e estd contido no planc X-

Yn

Também neste caso, Cy € dado pela ex-
press&éo (I11.22). Para a determinagio de Cy e Cz, procede-se
primeiro a uma transforma¢do intermediadria, obtendo os cos-
senos diretores dos e1xXos auxiliares y' e zZ'. Em seguida, a
matriz destes cossenos & pré-multiplicada por outra, em fun
g&0 de . O resultado desta operagadao € a matriz dos cosse-
nos diretores de (X,y,2) em relagédo a (X, ¥,2), a qual & mos
trada a seguir:
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cos(x, X)) cos(X, V) cos(x Z) .

R = r a cos B ro_ (11.28)
el 23
> - a sen r
131 € 3 33
onde: a = \[cosa(x.i) + cos2(x,2) (11.28-a)
roq = ( -cos(X,X) cos(x,y) cos B - cos(x,Z) sen B) 7 a
(I1.29)
r3q = ( cos(x,X) cos(x,¥) sen § - cos(x,Z) cos §) 7 a
(11.30)
roz = ( -cos(X,¥) cos(x,Z) cos B + cos(X,X) sen 8) 7 a
.11..31)
raz = ( cos(xX,¥) bos(x.E) sen B + cos(x,X) cos B) 7 a

t11:3¢)

Todos os elementos de R est&o expressos
em fungdo de e dos componentes de Cy, dado por (II.23).

No caso particular em que o eixo 1local
X & paralelo ao eixo: global Y, ndo & possivel definir um
plano ®x-9, conforme a situwag¢io da figura I1.2. Nessas condl
cbes, mede-se 0 angulo B do eixo auxiliar 2' (paralelo e
com a mesma orlentagao de Z) ao eixo local z, A figura 11.3
mostra as duas situagles possiveis. A matriz R, nesta situna
g&o, sera dada por:

(¢ cos(X, YD Q
R = -gos(X, V) cos B 0 sen g (11.33)
cos(X,¥Y) sen § 0 cos B
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11.3.3 - Transformagbes intermediarias

Existem situagbes nas quais, dadas as
matrizes de cossenos diretores de dois superelementos em re
lag%o a um sistema global, se deseja conhecer o8 cossenos

diretores de um superelemento em relag&o ao outro.

A figura I71.4 ilustra a situagdo, onde
XGYGZG & o =siztema global. Sejam Xgygzg e X1yjzj os =iste-
mas locaisg, respectivamente, de um =uperelemento de nivel
superior e de um inferior. Supbnha que se conhegam as matri
zes de cossenos diretores Rgg & Ryg dos superelementos supe

rior e inferior em relagdo ao sistema global, dados por:

[ cos(x S cos(x , cos(x ,z ] [ ¢ 1
C S G) ( S‘?G) ( S G) XSG
R = cos( X ) cos(y , Y ) cos(y ,=z ) = C
SG s *a s'"G s' G VSG
cos(z ,x cos(z ,y ) cos(z ,zZ -
L ¢ S G) k S yG) ( S G) . L Z5G -
(11.34)
[ cos(x ,X cos(x_, cos(x ,z [ - C ]
¢ I G) ¢ 1 YG) ¢ I G) xXIG
R — cos =X cos . cos o Z = C
G (YI G) (YI YG) (yI G) vIG
cos(z ,X cos(z , cos(z ,z C
L ¢ 1 G) ¢ 1 yG) ( I G) . L zZIG -
(I11.35)

Deseja-se agora determinar a matriz Rjg
dos cossenos diretores do sistema Xjyjz; em relagdo a Xgyg-

Zg. Esta matriz tem sua constituigdo mostrada a seguir:
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cos(x ,%x ) cos(x , cos(x ,z
(IS) (IYS) (I’E:)

R = cos 2 cos 7 cos . B 11.:36
i (yI S) (yI ys) (yI s) ( )

cos(z ,xX cos(z , cos(z ,z
( 1 S) ( I YS) ( I S) |

Dado que as linhas de Rgg & Rig =40 ve-
tores unitarios, o8 coszsenos que aparecem em (I1.36) podem
ser obtidos pelo simples produto escalar destes vetores. Ag

sim, Rjg fica com a =eguinte expressao:

[ T T T -
C c C C c c
XIG XSG XIG ySG XIG 228G

i T )
-~ C C c C c C (11.37)
18 vIG X8G viG VySG vIG zZ8G
T k R
C C

G C - c
L zZIG XSG zIG vSG zIG zSG -

A expressido acima pode ser posta na for

ma:

c
X1G
T T T -
R . c [ c c c ] (11.38)
1S vIG XSG ySG  zSG
c
L ZIG A

ou, ainda, em forma compacta:

T 5
Ris = Rig Rgg CIl.39)
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Portanto, a equagao (II1.39) nos d& o=
cozsenos diretores do superelemento inferior em relagio ao
superior, a partir das matrizes destes dois =uperelementos

em relag&o ao sistema global.

Por outro lado, pode ocorrer a situagéo
inversa, 1=to &, conhecendo-se apenas os cossenos diretores
do superelemento de nivel i1nferior em relagéo ao superior e
e 0s cossenos deste em relagdo ao sistema global, deseja-se

conhecer a matriz dos cossenos do superelemento inferior em

relag&o ao =i1=tema global.

Tomando-se a equagao (II1.39) e conside-
rando a propriedade segundo a qual a transposta de um produ
to matricial & igual ao produto das transpostas das matri-

zes fatores, com a ordem inversa, podemosS eSCreVer:
Ris = Rsg Rig (11.40)

Fré-multiplicando ambo= o= membro= por

Rog, temos:
=% =k 7Yy
RgGg Ris = Rig (11.41)

Considerando a ortogonalidade de Rgg,

sua inversa € igual a transposta, de forma que:
T T T
Rgg Ris = Rig (11.42)

Levando novamente em conta a proprieda-
de da transposta de um produto matricial, a equagéo (I11.42)

pode ser modificada, conforme =segue:
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Ric = Ris Rsg (IT.43)

Portanto, a equagd&o (11.43) nos d& os
cosgenos diretores do sistema Xjyjz1 em relagdo a xgygzg a
partir dos cossenos de X1yizj em relagiao a Xgygzg e os des-

te em relagiao a XxgYGZG-

I1.4 - ROTAGAO DE EIXOS DE REFERENCIA

Considere o vetor V, mostrado em trés
dimens8es na figura I1.5. Os dois conjuntos de eixos ortogo
nais %G, ¥G ZG © XL, YL, 2L serdo designados, respectivamente,

por sistemas de referéncia global e local.

O vetor V pode ser representado por um
conjunto de trés componentes ortogonais VG Vyg & Vzg nas
diregbes de XgG, YG € Zg, respectivamente, conforme € mostra
do na figura II.5. Da mesma forma, o mesmo vetor pode-se re
presentar por um segundo conjunto de componentes Vyi, VyL e
V1, nas diregbes de X, yp e 21, també&m mostradas na mesma
figura. As Gltimas componentes podem ser relacionadas  com
as primeiras, vaiendo—se de consideragbes puramente geomé&-
tricas. Por exemplo, Vyy €& igual a soma das projegbes de
VxGg» VyG © Vzg sobre o eixo Xp. As componentes VyrL & VgL
podem ser expressas numa forma similar, resultando a se-

guinte relagédo matricial:

r - 1 b g 3
v cos(x,X) cos(X%,Vy) cos(x,Z Y
<1, ( ) (x,¥) ( ) «G
V. =<V = cos(y, X) cos(y,¥) cos(y,Z <V
% yL [ , ) vG [
\Y cos(zZ. ¥ cos(z,¥) cos(=z,Z2 Y
| Ve, | i ( ) (z,¥) ( ) | Voi |

(11.44)



33

Figura II.5
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ou, em forma compacta:

Vi, = R Vg {11 .:15)

onde R & a matriz de cossenos diretores do sistema local em
relagédo ao global, conforme foi definida em (I11.19). £ tam-
bém possivel exprimir o conjunto de componentes do vetor V
segundo Xg, Yg € 2 em fungdo do conjunto de componentes so
bre os eixos X, YL € 2p. Usando o mesmo processo de soma
de projegdes, chega-se a seguilnte expressao matricial:

= - =

v cos(X,X) cos(y,X) cos(z, X) A%
%G ' xL

A"/ = Vv 2 cos(X, V) cos(v.V) cos(z, VY vV

G e > (X, ¥) (v.vY) (z,¥) . >
\Y) Cos(X, 2Z) cos(y.,Z) cos(2,Z \%

=G E ( ) vy, 2) ( ) ] 2. |

(I1.46)

Esta equagdo pode ser escrita na seguin

te forma compacta:

Vg = RY 23 (11.47)

Convem destacar dque as relagbes ate
aqui deduzidas s&o validas também para sistemas global € lo
cal com as origens nio coincidentes. Assim, em relagéo a si
tuag&o da figura II.5, valem as mesmas consideragbes para
qualquer outro sistema local, com origem em qualquer ponto,
bastando que seus eixos sejam paralelos, respectivamente, a

XL. yL e Z1..

No caso de um superelemento com N noés

de contorno, =serdo validas as seguintes relacgbes:

Upr, = R Uy (11.48)
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Pp;, = R Ppg (11+'49)

R 0 o |
O R .0
onde R = oo v @ w¥y a (11.50)
| © R
1 2 2N

Suprimiu-se o indice G dos deslocamen-
tos Up no sistema global, ficando entendido que, daqui por
diante, Ub tera este significado sempre que &se apresentar
nesta forma. R & definida como a matriz de rotagao do supe-
relemento. Ela & composta de submatrizes R, dadas por (II.
19), agrupadas em torno da diagonal e se repetindo por 2N
vezes. As submatrizes restantes sao.nulas. Assim, R & de or
dem 6N X 6N. Pode-se demonstrar que R & ortogonal [16].

A matriz R, aqui deduzida para o3 nos
de contorno, & inteiramente valida para transformagbes en-
volvendo nés internos e também ndés incidentes de um elemen-
to simples. Basta que se redefina, em cada caso, a quantida
de N.

Considere a equagao (II.16), com os ve-
tores de forgas e deslocamentos referenciados ao sistema 1lo

cal do superelemento:

Kpp Upr = Ppp (I1.51)

A correspondente equagao referida ao
sistema global de coordenadas ficara, portanto, com o se-
guinte aspecto:
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Kong Up = Ppg (11.52)
P _T g " -

‘:com Kpbg = R Kpp R (11.53)

e Prg = RT Py €11.54)

Obtivemos agora uma relagdo envolvendo
forgas e deslocamentos no sistema global. Portanto, EgbG-
dada por (11.53), & a matriz de rigidez do superelemento,
referenciada ao sistema global. £ essa matriz que vai con-
tribuir para o assembling da estrutura global ou de um supe
relemento de nivel superior.

A solugdo de (I1I1.1) vail fornecer os des
locamentos referenciados ao sistema global da estrutura. As
sim, para un dado superelemento, estar&o disgponivels os des
locamentos globals dos seus ndés de contorno, Uy, Para a ob-
tengado dos deslocamentos dos noés internos, por meio da equa
gao (II1.9), & preciso transformar os deslocamentos dos nos
de contorno, de globais para locais, usando-se a equagdio

wn

(I1.48). Desta forma, a equagao (II1.9) fica modificada, co-
mo segue.

i Us = Va - SapUpr, = Va .- Sap RUp (11.55)

Assim, Ug €& obtido no sistema local 4o
superelemento, Para referencilar estes deslocamentos ao si1s8-
tema global, torna-se necessaria a seguinte transformacgéo:

Uag = R U,y (11.56)
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onde ﬁT & aeflnida a.part1r Ade (I11.50), sendo N o nimero de

noés internos,

Quanto as solicitagbes atuantes sobre
cada elemento 1solado, a aplicag&o da equagdo (I11.4) forne-
ce as mesmas no sistema global. A determinagdo destas soli-
citagtes no sistema local do elemento requer a seguinte mo-

dificag&o na equagdao (II.4):

afy = RoBy = R ¢PF] « ¥ u) (11.57)

I1.5 - RESTRIGOGES GENERALIZADAS

Descreve-se a seguir a técnica de apli-
cagdo de restrigbes nodais generalizadas, com a eliminagao
de equagbes a nivel de subestrutura. As equagbes expressan-
do restrigdes generalizadas para um superelemento podem ser

escritas na forma:

u L 0 u 0
h h
> + (11.58)
u C c. . u u
i ih i, J 6}

onde: up - deslocamentos 1ndependentes, associados a GL

(graus de liberdade) pertencentes ao supereleme-
to.

uy - deslocamentos associados a GL pertencentes ao su
perelemento, tornados dependentes atraveés do es-
tabelecimento de RG (restrig¢bes generalizadas).

uy - deslocamentos 1ndependentes, associados a GL fo-
ra do superelemento.

Cin © CIJ - matrizes de coeficientes das equagbes de
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RG.
up - termos independentes das equagtes de RG.

A equag&o (I11.16) (condensag&o de um su
perelemento nos seus GL externos) pode ser reescrita de for
ma a separar GL dependentes e independentes de RG, assumin-

do a forma:

= (11.59)

onde o= indices h e 1 identificam partigties de Ebb, ib e Up
relacionadas, respectivamente, a GL independentes e depen-
dentes de RG. Introduzindo (I11.58) em (I1.59), chega-ze a
uma equagdo equivalente a (I1.16), envolvendo, porém, somen

te GL independentes:

F 3 X
Khh  Khj up Ph
2 (11.60)
=T * *
Kng Kyg uj Pj
onde:
x s g ¢ T
Khh = Knn * Kni Cih + Cjn Kni + Cin Kii Cin (II.61)
* T
KhJ = Knij CiJ + Cin Kij ciJ (11.62)
* T
Kjj = Cij Kii Cij (11.63)
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Ph = Pp - Knj uo + Cih Pi - Cin Kij up (11.6%)
T T
Pj = CijPi - CijKijlug (11.65)

A sistematica de aplicagio de RG con=i12
te em obter Eib 8 f% pelas equagbes (I11.17) e (11.18), e re
orden&-las de acordo com (II1.59). Posteriormente, guando o
superelemento atual participar da montagem de outro =supere-
1emento.ou da estrutura global, serdao efetuadas as opera-
gbes (11.61) a (11.65) e as matrizes resultantes seré&o en-

t&0 somadas nas posigbes correspondentes aos GL relativos a
un e ujy.

Ob=erva-se, portanto, que, por ocasi&o
da condensagdo do superelemento atual, s&o eliminados os GL
'depandentes de RG relativos apenas aos nés internos. 0= GL
referentes aos nés de contorno sé ser&o eliminados guando

o= mesmos se constituirem em nés internos de uma subestrutu

ra de nivel =uperior.
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Capitulo III

IIT - ANALISE DINAMICA COM SUBESTRUTURAGAO

I1I1.1 - EQUAGOES DE EQUILIBRIO - SUPERPOSIGAO MODAL

Na analise dinamica linear de uma estru
tura pelo método da rigidez, o sistema de equagbes, expres-
sando o0 equilidbrio no instante t, pode ser posto na seguin-

te forma matricial:
MUCt) + CUCt) + KU = P(L) (I111.1)

onde M, C e K s&o, respectivamente, as matrizes de massa,
de amortecimento e de rigidez do =sistema estrutural. ﬁ(t),
U(t) e U(t) s&o os vetores (dependentes do tempo) de acele-
ragtes, velocidades e deslocamentos dos pontos nodais, se-
gundo diregdes assocliadas aos graus de liberdade que defi-
nem o comportamento da estrutura; P(t), também variavel com
o tempo, € o0 vetor das forgas externas, aplicadas segundo
as mesmas diregbes. Todos os vetores e matrizes (quadradas)
envolvidas em (I11.1) s&o0 de ordem n (nmero de graus de 11
herdade).

O vetor P(t) e as matrizes M e K podem
ser obtidas mediante a soma de contribuig¢fes individuais de

elementos ou superelementos integrantes do sistema estrutu-



41

ral:

NP
P(t) = = PH(L) (111.2)
i J=1
NP g
= 1
M =z M§ (111.3)
J=1
NP »p
K = = Kj : (I11.4)
J=1

NP & o nuamero de partes ou regifes em que foli dividida a es

trutura.

A obtengio de P§(t), My e K§

-mentos finitos € assunto bastante conhecido. Como, no pre-

para ele-

sente trabalho, se adota o modelo de massas discretas, ME
séra uma matriz dilagonal, considerando-se nala a inércia a
rotagi&o. No caso de superelementos, estas matrizes sfio obti
das por meio de um processo de condensagio, descrito na se-
gao I1I1I1.3.

No caso de se usar superposigédo modal,
a matriz C ndo & formada. O efeito do amortecimento & leva-
do em conta mediante a adogdo de taxas de amortecimento mo-

dal, conforme seréa tratado mais adiante.

Uma vez olbtidos os deslocamentos U(CL),
por meio da solugdao de (III.1), podem-se determinar as soli
cltagbes atuantes sobre cada elemento isolado, Qﬁ(t). 520
& feito a partir da seguinte equagao matricial:

Gty = - P+ k§ v (111.5)
Note-se que a expressio acima € inteira

mente analoga a da analise estatica, observando-se agul ape

‘I-MUUI‘,"J Do

ENHADT



42

nas a dependéncia do tempo nas variéavels envolvidas.

Matematicamente, (III1.1) representa um
sistema de equagbes diferenciais lineares de segunda ordem.
Na an&alise estrutural, devido as peculiaridades das matri-
zes M, C e K, sdo usados principalmente dols métodos de =o0-

lugao: integragao direta e superposigio modal.

O método da superposigido modal consiste
em efetuar uma transformagdo nas equagbes de equilibrio
(IIT1.1), de forma a torn&-las desacopladas; assim, cada uma
delas poderéd ser 1ntegrada isoladamente. A referida trans-
formagdo € estabelecida a partir das solugbes em deslocamen

tos do problema de vidbragbes livres sem amortecimento, ex-

presso por:
MUCt) + KU(t) = O (111.6)

A solugdo para (I11.6) pode ser posta

na forma:
T iwt
U(t) = ¢ e (I1I1.7)

onde ¢ & um vetor de ordem n, w uma constante que represen-
ta a frequéncia de vibragao (em rad- s) do vetor o, e 1 =
J-I. Substituindo (I1I1I1.7) em (I111.6), obtem-se o problema

de autovalores generalizado, exXpresso por:
Ko = WMo (I11.8)

A solugdo de (I111.8) fornece as n solu-
glbes (wﬁ, mJ), J=1, 2, ..., n, onde os autovetores saoc M-

ortonormalizados. O vetor @3 & chamado de j-€simo modo de
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vibragao e WJ g a COI‘I‘E‘SPOII&‘:E'I'J.T,G frequéncia de vibragao, em
rad- s,

Sejam @ uma matriz cujas colunas s&o 0S
autovetores ¢y © Q2 uma matriz diagonal que contem os autova
lores wg. 1sto &:

@ = [tpi @ wn] (111.9-a)

Q = i (LI1:9-0)

Podem-se escrever as n solugbes para
(I1I1.8) como segue:

K& = Md&d®Q C111.30)

Uma vez que os autovetores sdo M-orto-
normais, tem-se que:

3Mas = 1: 3k s = @ (111.11)

O desacoplamento das equagdes (I1I1I1.1) &
conseguido mediante a transformag¢&o de coordenadas expressa
por:
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Ult) = @ Y(t) _ (I11.12)

onde Y(t) & um vetor cujas componentes s&o conhecidas como
coordenadas generalizadas ou modais. Entrando com (I11.12),
pré-multiplicando (III.1) por 3T e levando em conta (III.
11), obtemos equagbes de equillibrio correspondendo aos des-

locamentos em coordenadas modails:
" T ~ _ T
Y(t) + & C & Y(t) =+ QY¥(t) = & P(t) £111.43)

Geralmente, ndo & possivel construir a
matriz C de forma explicita, mas somente incluir os efeitos
do amortecimento de maneira aproximada. No método da super-
posigdo modal, & feita a hipbtese de amortecimento propor-

cional, caso em que:
T
¢y C oy = 2wy &y bk (111.14)

onde £ & a taxa de amortecimento modal e & & o delta de
KronecKker. Portanto, ac.usar (I11I.14), suple-se que o0s auto
vetores ¢y sao ortogonals também em relagao a C, fazendo
com que o0 si1stema (III1.13) se reduza a um conjunto de n
equagbes desacopladas da forma:

yi(t) o+ 2wy &y vy(t) o+ w5 vy(t) =

pi(t) = oj P(t) (111.15)

onde y;(t) & um componente individual do vetor Y(t). Obser-
ve-se que (II11.15) representa a equag&o de equilibrio de um
sistema com um Gnico grau de liberdade, cuja solugi&o & dada

por fo6rmulas conhecidas, dependendo do tipo de carregamento
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e da existéncia de condigbes i1niciais. Na segao III1.5, apre

senta-se a solugdo para o caso de carregamento harmonico.

Em resumo, o método da superposigao mo-
dal consiste em resolver o problema de autovalores (II1.8),

obter o vetor de coordenadas generalizadas Y(t) por meio da
solugdo das n equagbes desacopladas (II1.15%) e determinar a

resposta em deslocamento nas coordenadas geomé&tricas U(L),
aplicando-se a equagido (111.12). Obhserve-se que esta equa-

¢4ao pode ser posta na forma:

U(t) = @ Y(t) = o1 ve(L) + oo yp(t) + ...

+ o Yu(t) (I111.16)

ou seja, U(t) € obtido pela superposi¢ado das parcelas cor-
respondentes a cada um dos modos @3-

II1.2 - ALGORITMO DE LANCZOS-RITZ

A matriz modal @ ndoc fornece a Unica ba
se possivel para a transformagao de coordenadas expressa
por (I11.12). Na verdade, a sua utilizagdo apresenta diver-
s0s inconvenientes, destacando-se o grande esforgo computa-
cional decorrente do carater iterativo da solug&o do proble
ma de autovalores. Convem lembrar que o sistema (III.1) po-
de apresentar um grande nimero de graus de liberdade. Exis-
1e ainda a possibilidade de serem gerados varios autoveto-
res ortogonals ao carregamento aplicado ou com pequenos fa-

tores de participagio,

Um método que evita os 1nconvenientes
acima citados consiste em utilizar uma transformagdo de co-
ordenadas baseada na construg&o de um conjunto de vetores

ortogonais, por meio do algoritmo de Lanczos, o0 qual forne-
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ce uma aproximaga&o de Raylelgh-Ritz para os autovalores e
auntovetores exatos. O referido algoritmo gera os denomina-
dos vetores de lLanczos-Ritz, a partir da seguinte relagao

de recorréncila:

Ky = Mxig <1 2 Bhuerval CEXY 18

onde L &€ o numero de vetores de Lanczos-Ritz a serem obti-
dos, K e M s&o as matrizes de rigidez e de massa, X{-1 g 0
vetor obtido no ciclo anterior. O vetor x? ¢ obtido pela sgo
lugdo do sistema (I111.17) e a séguir ortogonalizado em rela
¢80 aos dois Ultimos vetores de Lanczos-Ritz, por meio das
operagbes expressas por:

ok . i-1
X = X - = cy X I171.18
1 1 Je -2 J A ¢ )

onde ¢y = X)MX; Jo=1-2, i-1 (111.19)

Em alguns casos, dependendo do numero
de vetores calculados, a adoqaoidas equagbes acima pode le-
var & perda de ortogonalidade, obrigando a que a ortogonali
zagido seja feita em relagdo a todos os vetores ja obtidos.
O vetor de partida X, pode ser obtido pela solugdo estatica
da estrutura submetida as amplitudes P, do carregamento,
conforme segue:

K X; = Py (111.20)

Depois de obtido e ortogonalizado, cada
vetor de Lanczos-Ritz & normalizado com respeito & matriz

de massa, segundo as operagbes expressas a segulr:
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1
Xy = — %X (111.21)
JT
&k T KK
onde r = X M X (111.22)

Os vetores Xy podem ser agrupados numa
matriz X = [ xi xe Ty Xi ]. formando uma base orto-
normal a matriz de massa M. Todavia, a base X ainda ndo de-
sacopla o sistema de equagbes (III.1), uma vez que os veto-
res Xy nao sao ortogonais com respeito a matriz de rigidez.
Este desacoplamento pode ser conseguido projetando-se a ma-

triz K no subespago formado pela base X,
K =: X KX (111.23)

e resolvendo o problema de autovalores neste subespago:

ck*- w112z = 0 (111.24)

onde wi; & uma frequéncia exata do sistema reduzido e uma
frequéncia aproximada do sistema global. Os L autovetores

do sistema reduzido, 2zy, podem ser agrupados numa matriz
2 = [ VA z T ].
1 2 L
Finalmente, a base que desacopla as

equagbes de equilibrio & determinada pelo seguinte produto

matricilal:

X = X Z CI111.25)
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onde OX con@;m os vetores de Lanczos-Ritz finals, ou  Sseja,
aproxlmaqbéé de Rayleigh-Ritz dos autovetores do problema
de autovalores dado por (III.8). Desta forma, serao os valo
res de ;] e 0s vetores contidos em OX que serao usados, reg
pectivamente, como frequéncias e modos de vibragio, na ana-

lise por superposigdao modal vista na segdo anterior.

111.3 - METODO DE SUPERPOSIGAO MODAL - SUPERELEMENTOS

Sega uma regiao de uma estrutura, desti
nada a constituir um superelemento. As equagbes de equili-
brio dinadmico (111.1), particularizadas para esta regiao,
podem ser ordenadas de forma a separar graus de liberdade
internos e externos, assumindo a seguinte forma matricial:

Kaa Kap | - | Valt) Caa Cap Ua(t)
+ +
Kap Kpp Up(t) Cab Cpp Up(t)
+ b 5 ¢1il,.2a)
Mgb Mpp 1 Up(t) Pp(t)

onde os sub-indices a e b referem-se, respectivamente, aos
graus de liberdade internos e externos. As partigbes Kga,
Kab e Kpp da matriz de rigidez, bem como Maa: Map € Mpp da
matriz de massa s4o obtidas mediante o assembling das par-
tes constituintes (elementos e outros superelementos). U,,
ﬁa. ﬁa e P, sao, respectivamente, deslocamentos, velocida-
‘des, aceleragbes e forgas aplicadas nos nés internos, tendo
Up, ﬁb. ﬁb e Pp 0 mesmo significado para os nos de contor-
no., Cga, Cap € Cpp Sdo0 partigtes da matriz de amortecimen-
Ly,
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Os deslocamentos internos Uy podem ser

A1

exXpressos mediante a soma abalxo:
Uty = Ut o+ USW (111.27)

oncle U%(t) €& a rarcela dinamica, devida ao efeito das for-
gas Internas Pya(t) e das aceleragbes de contorno GDCL) (atu
almente desconhecidas). U%(t) pode ser expresso em coordena
das modals pela segﬁinte equagao:

Wet) = 0a Yalt) (111.28)

onde Ya(t) & o vetor das coordenadas modals Ao superelemen-
10, sendo determinado por ocasiao da solugao da estrutura
global. ¢, s&@o os vetores de Ritz internos do superelemen-
to, sendo obtidos pelo algoritmo da segdo anterior, entran-
do-se com Mgg € Ky como matrizes de massa e de rigidez, e
com um vetor de cargas dinamicas Rz(1t) que sera tratado na
sub-segao I11I1.3.1.

A parcela estatica Us(t) corresponde a

deslocamentos internos devidos a "movimentos de apoio" Uy
(t). Eles sdo exXpressos a partir dos deslocamentos Uy pela
relagao:

US(t) = Tap Up(t) (111,29)

onde B = = RED Kan (111.30)

Substituinde (111.28) e (111.29) em
(111.27), obtem-se a expressido dos deslocamentos i1nternos
de um superelemento:
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Ua(t) = 0a Ya(t) + Tap Up(t) (I11.21)

Escrevendo as equagbes de equilibrio
(111.26) por extenso e substituindo, na primeira delas, Uy
(t) pela expressao (I111.31), obtem-se:

+
o+

+

+ Caa 9a Ya(t) + Caa Tap Up(t) + Cap Up(t)

+

= Pa(t) (111.3e)

Considerando (II1.30), os termos Kaa
Tap Up(t) & Kap Up(t) cancelam-se mutuamente, acontecendo o
mesmo em relagdo a Caa Tap Up(t) € Cap ﬁb(t). se levarmos
em conta a proporcionalidade entre K e C, Pré-multiplicando

se (I1II.3e2) por @E e levando em conta (III.11), resulta:

+

B Yalt) * Cam Taltd Ia Ya(t) + Map Up(t) =

= g Pa(t) (111.32)
onde Qq = wg Kaa ©a - matriz diagonal contendo o8

quadrados das frequéncilas de
vibragido dos modos -

Ia = (Prg Maa ¢a - matrlz lildentidade,

Mab = (PE(Maa Tﬁ.b * M&b) (1113‘1)
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Entrando também com (III.31) na segunda
das equagbes (I1I11.26) e somando com a (II1I.z22) pré-multipll
cada por Tgb. resulta:

Kpp Up(t) + Cpp Up(t) =+ Map Yal(t) + Mpp Up(t) =

= Pp(t) (111.35)

sendo: Bas = Bon ¢ o Taw (111.36)
— o T -
Mpp = Mpp * Map Tap *+ Tap (Maa Tap *+ Map) (111.37)
= T
Pp(t) = Pp(t) + Tap Palt) . (111,38)
Agrupando (I1I11.33) e (III.35%), obtem-se:
2y O Ya(t) Can O Ya(t)
+ -
o Kpp Up(t) 0 Crp Up(t)
f” e n T
Ia Map Ya(tl) va Pall)
i - (111.39)
Mab  Mop Up(t) Pp(t)

A equacgio acima expressa a condensagio
do superelemento. 0s graus de liberdade Internos geométri-
cos foram substituidos por graus de liberdade modails, en
quantidade 1gual ao numero de vetores de Ritz ¢, necessa-
rios para representar o comportamento dinamico o superele-
mento. As matrizes Cga e C%b. no meétodo de superposlgido mao-
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dal, ni%o s%o formadas, sendo o seu efeito levado em conta
por melo das taxas de amortecimento modal, conforme fol vis
to na segao 111.1.

A equagdo (II1I1.39) expressa, assim, a
contribuigiao do superelemento na montagem da estrutura glo-
bal. Desta forma, as matrizes globais de rigidez, de massa

e o vetor global de cargas serdo dados respectivamente por:

[ 8; o 0 o
0 2 . 0 0
K 5 . . - . . . . . . . . . . (III.qO)
0 0 oys O
o o 0 Kg
e -
11 0 CRCEC o ﬁ—abl
o 12 .o o M_—-abe
M " . . . . . . . . . . . . . . (III '41)
0 o .o INS l‘i-;.-.brqs
— —T —
Mabi Mapz ...+ MapNs Mg

i ;
9a1 Pa1(t)

T
0ag Paa(l)

PLEDY = K o v o wo» > (111.42)

9
9aNs Pans(1)

| Pt
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onde NS & o numero de superelementos formadores da estrutu-
ra. As matrizes Qq, Iy, ﬁ;bi- ®ay € 0S vetores Ppq(t) (1=1,
2,...,N8) referem-se, respectivamente, a Q4,, Ig, ﬁgh, ¢g €
P,(t) dos superelementos formadores. Por sua vez, Pg(t), Mg
& Kg s&o dados pelas expressbes (I1I11.2) a (111.4), seéendo
Pg(t), Mg e KE representados respectivamente por §£(t).'ﬁgb
e Kpp- _

As matrizes dadas por (I111.40) a (II1I.
42) conduzem a um si1stema de equagbes de equilibrio, conten
o graus de liberdade geom&tricos e modals, O algoritmo de
Lanczos-Ritz, visto na segdo anterior, necessita de algumas
poucas alteragbes a fim de ser aplicado ao sistema (III.
39). Assim, um determinado vetor de Lanczos-Ritz X; se en-
contra particionado de forma semelhante ao vetor P(t) da
equagao (II1I1.42):

X111
Xig
X4 =j & (111.43)
XiNS
|
onde os X1 3 (g=1,2,...,N8) se referem as coordenadas modais

dos NS superelementos formadores e Xig as coordenadas geomé
tricas da estrutura global.

Nas multiplicagbes da matriz de massa
por um dado vetor de RitzZ, que aparecem nas equagdes (III.
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17), (111.19) e (IIIE?B). o produto M Xy tera a seguinte

exXpressao:

X1+ Map1 Xig W
Xi2 +  Mapz Xig

Mxg = ﬁ T (111.44)

XiNs * Mapns Xig

NS

e
Mg X + Mahy X

; Na obtengao do vetor de partida, expres
so pela equagao (I111.20), -as partigbes referentes as coorde
nadas modals s&o obtidas pela simples divis&do dos termos
dos vetores ¢El Pa10 pPelos respectivos elementos dilagonals
das matrizes Qy; Pgaypo € 0 vetor de amplitudes de Pay(t). A
partig&o referente as coordenadas geomé&tricas & obtida pelo
processo habitual de retro-substitulgao das amplitudes de
'Pg(t) em relagio a Kg. Na obtenc&o dos vetores x? (equagdo
(I111.17)), & observado procedimento semelhante.

Cumpre destacar que a formulagaoc aquil
desenvolvida recal na redugido de Guyan no caso particular
em que nenhuma coordenada modal de superelemento € incluida
nas equagbes de equilibrio globais., Nesta situagido, a obten
gao dos deslocamentos internos de um superelemento & dada
por:

Ug(t) = Tap Uplt) (I111.45)
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111.3.1 - Obteng&o das cargas dinamgpas de um superelemento

A aplicag&ao do processo de Lanczos-Ritiz
para a obteng&o dos modos de vibragao Ya de um superelemen-
to requer a determinagado prévia do Seu vetor de cargas dina
" micas Ra(t). Considerando um carregamento harménico com fre
queéncia W, as acteleragbes no contorno de um superelemento

s&o dadas por:

%b(t) = Wa Up(t) {111.46)

As cargas dinamicas do superelemento po
dem ser deduzidas, considerando-se a equagdo (III.32) com
as simplificagbes i1ndicadas e substituindo-se ¢5 Yga(t) por
Ug(t)._conforme a definigéo da equagi&o (I111.28):

Kaa U3(t) + Cag UG(L) + Mgq Q) «
( Mag Tap + Map ) Uplt) = Pal(t) (111.47)

Passando a parcela em Up(t) para o mem-
bro da direita, resulta:

Kaa Ua(t) + Cag BR(1) & Mgp TR(E) = Ratt) =

Palt] = CMag Tap =+ Map ) Tt (111.48)

Tem-se assim uma equag&o de equilibrio
dinadmico envolvendo as ?arcelas dinamicas dos deslocamen-
tos, velocidades e aceleragbes internas. Desta maneira, o
vetor de cargas din&micas seré Ry(1), 0 qual, levando em

conta (II1.46), serad expresso por:
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Ra(t) = Pa(t) + W (Maa Tap + Map) Up(t)  (I71.49)

Observa-se assim que a aplicag4o da ex-
pressao acima requer que estejam determinados os deslocamen
tos no contorno, Up(t). Como estes deslocamentos s&o ainda
desconhecidos, faz-se necessaria'uma analise aproximada inl
clal, para a qual sao aqui preconizadas duas alternativas.
A primeira consiste numa analise estatica, onde, a partir
da solug&o da estrutura, se podem obter os deslocamentos
dos nés de contorno dos superelementos dos niveis sucessiva
mente mais baixos, de acordo com a formulagdo do capitulo
% P

A segunda alternativa €& uma solug&&o
inercial, resolvendo-se o0 sistema de equagdes abalixo:

M UCL) = P(1) (111.50)

Considerando carregamento harménico,
tem-se:

U(t) = - M T P(t) (I11.51)

illl—-
n

A escolha de uma ou outra alternativa &
feita pelo usuario, com base na relagi&o entre os valores de

W e as frequeéncias da estrutura.

111.4 - SUBESTRUTURAGAQO EM MULTIPLOS NIVEIS

A formulagao desenvolvida na segao I1I11.2
pode ser estendida de forma a permitir a subestruturacgio em
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maltiplos nivels. Vamos considerar o sistema misto de edqua-
Ggbes dinamicas para um superelemento, com os nos de contor-

no engastados, e sendo formado por outros superelementos:

. F * "
‘ «T : -
O Krxp Up(ti) Man Mpp Up(t)
k,
Pa(t)
= 9 (I11.53)
Pr(t)
I3
onde
_ (0] Qap @]
Qy = (I11.54-a)
O o -+ RaNs
L -
Mab1
Mapz
Map = (I11.54-Db)

MabNs
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- 7 l .‘
Yag (1) .
Yaz(t) |
Ya(t) = < (111.55-a)
| Yans(t) |
Yas(t)
Yao(t)
Ya(t) = ﬁ ’ (I11.55-b)
[ Yans(®) |
¢a1 Pai(t)
a2 Paa(t)
PR(t) = ﬁ > (I111.55-¢)

T
| #ans Pans(t) |

Os tipos de GL (graus de liberdade) sao
identificados pelos sub-indices:
a - GL internos aos superelementos formadores do superele-
mento atual.
b - GL externos aos superelementos forﬁadores e internos ao
superelemento atual.
c - GL externos ao superelemento atual e internos ao supere

lemento gue contem o atual.
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NS & o mamero de superelementos formmﬁg
res do superelemento atual. Todas as outras varlavels aqul
envolvidas Ja foram definidas na seqgao I1I11.3. As matrizes
de rigidez e de massa, bem como o vetor de cargas que aﬁarg
cem em (IIT.53) s&o i1nteliramente semelhantes aos K, M e P
(t) da estrutura global, dados pelas equagbes (I111.490) a
(IIT1.42). No caso atual, Kpn, Mpp € Pp(t) € que ser&o dados
pelas expressides (I111.2) a (III‘4),'sendo KP, Mg =] Pg(t) re
representados pelos Egb, ﬁib e ﬁg(t) dos superelementos for

madores.

Se considerarmos o superelemento atual
sem as restrigfes nos seus nés de contorno, o sistema de
equagtes (II11.53) deve ser expandido, de forma a incluir os

deslocamentos Ug(t) e aceleragbes Ug(t) destes noés:

Qa O O Ya(t)

O Kpp Kpe | § Up(t) » =+

T
O Kpc Kcc L Yelt)
8 . i
i * T " T ! Fy
1, Mip O Ya(t) | PR
T "
+ | Mab Mpp Mpe | < Up(td p = < Pp(t) p  (I111.56)
T "

Aglutinando os graus de liberdade tipo

a e tipo b, as equagbes (II11.56) assumem a forma:

Kpp Kb UB(t) Mbn  Mpc UB(t)

*T T n
Kbe Kece U (1) Mgc Mece Ue(t)
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Ph(t)
Po(t)
Q, O
Kpp =
O Kpp
o
*
Kne Z
Kpe
*x
Iy Man
*,
Mpbp = .
b
Man Mpp
0
k.3
My e =
Mluc
V()
Up(t) =
Up(t)
. Ya(t)
Up(t) =

Up(t)

(II1.57)

(111 .58~a)

(I11.:58-1)

LIY B8~e)

(II1.56-4)

(I11.59-a)

{111.59-B)
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.3
Pa(t)
P;;('t) = 131, 5F=¢)
Pp(t)
Com base na equagao (I111.30), rodemos

X
definir uma matriz de transformagao Tpe, conforme segue:

Q Q
* x=1_x
The = ~ K33 Kpe = ) = (II1.60)
- Kpp Kpe The

A aplicacfio do algoritmo de Lanczos-Ritz

ao sistema misto de equagtes (III1.53) & feita, entrando-se
com as matrizes K;b- Mgb e o vetor P%(t). Sao geradas fre-
quéncias 2y € modos de vibragdo expandidos ¢p, particiona-

dos na forma:

Py
~ (111.61)

b

onde Py esta relacionado aos deslocamentos modais Yz(t), en
quanto ¢p se refere aos deslocamentos geométricos Ub(t). As
sim, o vetor Uﬁ(t) rode ser expresso mediante a aplicagao

da equagao (1I11.31) para o caso atual:

Up(t) = op Yp(t) + The Uslt) (111.62)

HEOANT &4 mrm maem—me
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onde Yp(t) € o vetor das coordenadas generalizadas ou mo-
dals do superelemento atual, sende determinado na analise
do superelemento que contém o atual. Devido a (I1I11.60), as

partigdes de Ug(t) ficam com as seguintes expressdes:

Ya(t) = oy Yp(i) (I11.63)

Up(t) = ¢p Yp(t) + Tpe Uec(t) (111.64)

Observe-se que a equagao (I111.64) & in-
teiramente equivalente a (III1.31). O mesmo acontece com o0
sistema (I11.57) em relagdo ao (II1.26), J& excluido o ter-
mo relativo ao amortecimento. Se aplicarmos a ele as mesmas

transformagtes feitas na segdo 1I11.3, obteremos:

Ry O Yp(t) Iy Fpe Yh(t)
+* 5
i _T e n

O  Kec Ue(t) Mpc Mcc Uc(t)

i

¢n  Pph(t)
: (111.65)
Pco(t)

Esta equagao expressa a condensagao de
un superelemento formado por outros superelementos, sendo
semelhante a (II11.329) a qual & valida para superelementos
formados exclusivamente por elementos. Levando em considera
gao (111.58) a (I111.62), tém-se as seguintes expresstes pa-

ra as sub-matrizes e vetores envolvidos em (III1.6&65):
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Roe & Kep *+ Kie The (111.66)

M ; T
Mce = Mge + Mgc Toe * Tbe (Mpp Tpe + Mpe) (I11.67)
— T
Pc(t) = Pg(t) + Tpe Pp(t) (111.68)
s T T y
Mpc = ¢y Map Toc * b (Mpp Toc * Mpe) (111.69)
T
¢gT Pp(t) = ¢3 Pa(t) + op Pp(t) (111.76)

Observa-se assim 0 carater recursivo do
formulario aqui desenvolvido. Os resultados da condensag&o
emtum certo nivel servem automaticamente como dados para os
niveis superiores. Numa an&lise inicial, determinam-se os
Kce: Mgc © Po(t) dos superelementos pertencentes aos niveis
sucessivamente mais altos na subestruturag&o. Posteriormen-
te, seguindo-se a mesma ordem, aplica-se o0 algoritmo de
Lanczos-Ritz, obtendo-se @y, ¢y € ¢p © efetuando-se as bpe-
ragbes (111.69) e (111.70),

A mesma recursividade est& presente na
obtengdo dos deslocamentos internos e das coordenadas mo-
dai= dos =uperelementos. Ista obitengio & feilta na ordem 1n-
versa a da condensagdo. Assim, na =solugio do si1stema glo-
bal, além dos= deslocamentos da estrutura, s&o obtidas as=
coordenadas modails dos seus superelementos Zformadores. Em
seguida, operando-se em nivels sucessivamente mais Dbaixos,
determinam-se para cada superelemento os seus deslocamentios
internos e .os deslocamentos modais dos seus superelementos
formadore=s, por melo da aplicagio das=s equagbes (III.64) e
(111.63).
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111.5 - RESPOSTA PERMANENTE A UM CARREGAMENTO HABMONICO

Seréa apresentada a obtengdo das coorde-
nadas generalizadas yJ(t) (solugao das equaqoes: desacopla-
das (I1I1.15%)) para o caso de carregamento harménico dado
por P(t) = Po cos wt [17-19); W & a frequéncila do carrega-
mento e Py 0 vetor de amplitudes. Em notagdo complexa, o re

ferido carregamento & expresso como sendo a parte real de:

P(t) £ Py elWt (I11.71)

onde 1 = J-1I. Assim, a coordenada generalizada de ordem J

sera dada por:

1wt
yi(t) & E% 2 (111.72)
wJ i - 5 + 12848,
onde By = W7 wy Py = ¢§ Po (I11.73)
yJ(t) também pode =ser posto na forma:
yi(t) = el® (ypy o+ 1 yey) (111.74)
X 1 - 85
. _ o 2J J
onde YRy = > 3.3 > (I11.75-a)
WS (1 BJ) {2 &J- BJ)
2y =k By 43
Yeg = > = s : > (111.75-Dh)
WJ (1 BJ) (e &J BJ)
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Os deslocamentos U(t) da estrutura, Dbem
como as coordenadas modals Yai(t) dos superelementos forma

dores, sao obtidos por melo de superposigao modal, expressa

por:
Ya1(t) |
A > . v Y1(L) + oo yo(t) +
Yans(t)
+ op ypL(U) CITLT: T6)
LU(t,) b

onde L & o ndimero de modos considerados na superposigao.
Substituindo (111.74) em (I111.76), resulta:

.

Ya1(t) |
3
4 > = e roegvyr o+ ...+ eLvRL ¢
Yans(t) '
- + 1 (@1 Vo1 * ... * oL Yoo)?  (III.7T)
L UCt)
— T - o - _1
Ya1(l) : YaRr1 Yac1
ou < & L el@t ¢ < > o+ 1 ﬁ L )
Yans(1) YaRNS YaCNs
U(t) | VR | Yo

. (I11.78)
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4 @y YRJ (111.79-a)

L
ﬁ ? = '_2,1 ®3 VG (I111.79-Db)

Pode-se mostrar que uma componente indi
vidual ug(t) 4o vetor U(l) pode ser expressa por:

ug(t) = p el(Wt - 8) (111.80)

sendo a ampllitude p e o angule de fase 8 dados por:

poos ,\Iugk + wZ, i @ = arctg(-uck 7 Ugy) (111.81)

sendo ugp € Ugl 0s correspondentes elementos individuais de
Ur e Ug. Um superelemento tera os seus vetores:  de desloca-
mentos externos Up(t), Upr € Upg formados diretamente por
elementos de U(t), Ur e Ug, no caso de ser formador da es-
trutura; ou por elementos de Ug(t), Up(t), Ugr:, Uprs Usac €
Upc do superelemento no qual ele esta contido. Ja os seus
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;Jdeslocamentos internos Ug(t) serdo determinados a partir da

equagao (II11.31):

Ua(t) = @ Ya(t) + Tap Up(t) = el%l (Usp + 1 Uyeo)d
(111.82)
onde UaR 2 Pa YaR + T&b UbR (111.83-a)
Uasc = %a Yac * Tabp Upc (111.832-Db)

As amplitudes e angulos de fase para Ug
(t) ser&o dadog por expresstbes anadlogas as (IIT1.81):

- 2 2 " =
poo= \juaRk v 2., i © = arctg(-Uack 7 VaRrk) (111.84)

No caso de um superelemento ser formado
por outros, as coordenadas ﬁodais Yai(t) destes superelemen
tos formadores serdo dadas por equagbes semelhantes a&as
(I11.77) a (111.79), sem a presenga dos sub-vetores U, Ur e
Ug. Os modos de vibragao ¢4 estarao aqui representados pe-
las partigbes ¢y 4y da equagdo (II1I.61). Além disso, as coor-
denadas Yrj € Y¢j estar&o representadas pelos componentes
dos sub-vetores Ygr € Ygc do superelemento atual.

Finalmente, o0s esforgos nos elementos
Qgﬂt) ado obtidos de acordo com a equagao (III.5). Conside-
rando o caso de carregamento harmoénico, eles podem Ser  ex-

pressos na forma:

Qct) £ et cofg + 1 @) (111.85)
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onde

onde Kg & a matriz de rigidez Ao elemento de ordem J, ng 0
vetor de amplitudes das suas cargas nodals equivalentes; Uﬁ
e UE sao componentes dos deslocamentos de seus noés inciden-
tes, podendo ser formados a partir de Ug, Ug, Ugzr, Ugc, con
forme for o caso. Uma componente individual d; (i) do vetor
Qgct) pode ser exXpressa por:.

ap(t) p ellWL - 8) (111.87)

sendo a amplitude p & 0 &ngulo de fase & dados por!

- a a 2 . =3 - = #
o \/ 9fx * 96 ¢+ @ = arctdg(-dck “ 9Rk) (111.88)

onde gry € dgp S&o0 os correspondentes elementos individuais
de QﬁR e Qgc. -
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Capitulo IV

[V - ALGORITMO COMPUTACIONAL

Foram reunidos neste capitulo os assun-
tos relativos ao desenvolvimento de um sistema computacio-
nal destinado a aplicar a formulagédo apresentada nos capitu
los precedentes. Nas segbes IV.1 a IV.4, s&o expostas as
operagtes da andlise estéatica. As seqgbes IV.5 a IV.9 tratam
do algoritmo da analise dinamica: A segao IV.10 mostra deta
lhes de software relativos & numeragdo dos graus de liberda
de. Finalmente, na segao IV.11, s&o apresentadas, em linhas
gerais, a organizagéao e as potencialidades'do sistema desen

volvido.

IV.1 - ANALISE ESTATICA

A primeira etapa € a leitura dos dados.
Com referéncia aos pontos nodais, & necessario especificar
seu numero, suas coordenadas, restrigtes e graus de liberda
de ativos. Para os elementos, devem-se fornecer o tipo, 0s
nés incidentes, e as propriedades fisicas e geométricas. 0Os
superelementos ficam definidos pela esfecificagéo dos seus
ndés de contorno e de seus elementos e ou outros superelemen

tos constituintes.
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E necessério ainda especificar dquals
elementos e ou superelementos vao constituir diretamente a
estrutura a ser analisada. Esta 1ltima informag¢&o, Junto
com a referente aos superelementos, define completamente to
dos os niveis e a hierarquia da subestruturag¢io adotada. Fi
nalmente, devem-se fornecer o namero de carregamentos e as'
cargas gue os constituem. Estas cargas podem ser nodais ou

aplicadas nos elementos.

Em seguida, vem a etapa de condensagao
dos superelementos, Inicia-se por aqueles formados apenas
por elementos, prosseguindo-se por condensar oS superelemen
tos de nivels sucessivamente mals altos. Desta forma, ao
condensar determinado superelemento, Ja estarao previamente
condensados os que o formam,

A préxima etapa & a da solugdo. S&o for
mados a matriz de rigidez e os vetores de cargas -globails,
por meio do assembling dos elementos e superelementos formg
dores da estrutura. Com a solugao do sistema de equacgles,
s&o determinados os deslocamentos dog nés da estrutura. '

Finalmente, tem-se a determinag&o dos
esforgos. Ap6s a solug&o recém mencionada, estdo disponi-
veis os deslocamentos dos nos de contorno dos superelemen-
tos do nivel mais alto. A partir deles, determinam-se o0
deslocamentos dos seus ndés internos, 08 gquails, por suvua vez,
se constituirfio em deslocamentos de ndés de contorno dos su-
perelementos do segundo nivel. Aplicando este procedimento
de forma recursiva, sdo obtidos os deslocamentos nodais de
todos os superelementos, 0 que permite calcular os esforgos

atuantes nos elementos.

A segulr, serao descritas em maiores de
talhes as operagtes efetuadas nas etapas acima mencionadas,
a saber, condensag&o, solugdo e determinacio de esforgos.
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IV.2 - CONDENSAGAO

R

Durante sua condensagao, um superelemen
to tem as coordenadas dos seus pontos nodais referenciadas
a um sistema global de definigao. Na situagao da figura 11.
4, este sistema € 0 XgYgZg. Por outro lado, o superelemento
possul um sistema local, representado neste caso por XgVg-
Zg. AlEm disso, cada elemento ou superelemento formador do
'superelemento em questio tera seu proprio sistema  local,
simbolizado por Xijvizi.

As operagdes aqui'déscritas S&0 apresen
_tadas de forma esquematica na figura I1V.1. A primeira opera
G40 & determinar, a partir das coordenadas de seus nés de
contorno, a matriz de cossenos diretores do superelemento;
trata-se da matriz Rgg, expressa por (II.34) e calculada pe
lo formulario apresentado nas sub-segbes I11.3.1 e 11.3.2.

O prdximo passo € a formagio das subma-
‘trizes Kga, Kagp € Py que aparecem na equagao (II1.5), Isso
& felto medlante o assembling das partes (elementos e supe-
relementos de niveis inferiores) constituintes. Assim, para
cada parte, sao efetuadas as seguintes operagbdes:

- calcular, a partir das coordenadas dos seus nods de
contorno, atualmente disponiveis, sua matriz de cossenos di
‘retores Rig, em relagao ao sistema global de definigdo.

- calcular e armazenar a matriz de cossenos diretores
Rig, em relagéo ao sistema local do superelemento em conden
sagéo, aplicando a equagao (II.29).

- obter sua matriz de rigidez e seu vetor de cargas no
dals equlvalentes, no seu sistema local XjY121. NO caso de
superelemento, eles sao 11dos da memdéria periférica, pois o
mesmo Jja fol previamente condensado. No caso de elemento,
eles s3do calculados usando o formulario apropriado ao res-
pectivo tipo,

- fazer a rotagioc da matriz de rigidez e dA4os vetores
de cargas do sistema XjYy1Z; para 0 XgVgZg. Esta rotagéo €
exXpressa pelas equagbes (IT1.52) e (I1.%4). Na verdade, esa-
tas multiplicagfes sdo realizadas por Dblocos, operando-se
diretamente com as submatrizes de R, represeﬁtaaas. neste
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caso, por RIS 0 resultado desta operagao sio 08 proprios

e P§ das equagbes (11.2) e (11.3).
- no caso de elementos, armazenar Kj e Pj. Quanto aos

H@ J

superelementos, permanecem armazenadas as matrizes origi-
nais, referenciadas aos respectivos sistemas Xjvyi2p.

- somar nas submatrizes Kza., Kzp € Py 05 elementos de
K? & P? cque contribuem para a formagao das mesmas., NO o caso
ae existirem restrigdbes generalizadas, esta soma 2 precedi-
da pelo procedimento descrito na segido 11.5

_ Desta forma, efetuadas as operagles aci
ma para todas as partes constituintes do superelemento, fi-
cam determinados Kaa, Kap & Pgq. O passo seguinte &€ a aplica
g&o do processo de solugdo de Gauss com colunas ativas so-
bre estas matrizes. As operagles sdo as seguintes:

- decompor Kga, modificando-se diretamente os elemen-
tos da matriz. Desta forma, o fator D LT, aqui obtido, re-
sulta ocupando o espago da meméria antes ocupado por Kg,.

- reduzir os vetores de carga Py e as colunas de Kap,
obtendo-se, respectivamente, Vg € Say.

- armazenar D LT, Sap e Vg4 na memoria secundaria.

A proxima etapa consiste numa série de
operagbes matriciais, a seguir relacionadas, que culminam
com a obtengio de Kpp e Py

- inverter os elementos diagonais de D LT, obtendo-se
DL,

- reallzar o produto S.p D ..

- usar este produto nas multiplicagdes -Sap D+ Sap €
-Sip DT V5. Os resultados destas duas multiplicagGes vio
ocupar as areas da memoria que conterdo mais tarde, respec-
tivamente, as matrizes Kpp € Pp.

- obter as submatrizes Kpp € Pp  (equagio (II.S5)) por
meio de um processo de assembling semelhante ao utilizado
na obtengio de Kgqa © Pya. A Mnica diferenga € que aqul ndéo
&e necessita calcular nem rotar as matrizes dos elementos,
pols elas agora se encontram armazenadas na meméria perifé-
rica. Alem disso, as contribuigbes das partes constituintes

bara Kbb € Pb sao somadas aos produtos matriclals obtidos
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na operag&o anterior, de maneira que, no fim do aasembling,;v
Egb e ﬁi J& se encontram formados, conforme & expresso porr
€11.17) & (11.28).

- armazenar Eﬁb e 55 na meméria secundéaria, completan-

do-se, assim, o procesz2o de condensagao.

Como observacgbes complementares e ainda
com referéncia ao esquema da figura (IV.1), vale destacar
que os elementos de D LT, uma vez armazénados na meméria pe
riférica, s&o removidos da meméria central, deixando seu es
pago livre para o desenvolvimento das operagbes que culmina

r&o com a obteng&o de Kypp e Pp.

Uma vez que as matrizes de rigidez e o=
vetores de carga =80 transformados para o sistema local do
superelemento atual antes do assembling, as matrizes D ﬂT,
San, Va, Egb e §5 ficam automaticamente determinadas em re-
lag&o ao mesmo sistema. As matrizes e vetores de elementos

ficam assim referenciadas ao =sistema local do superelemento

do qual fazem parte.

Ainda com relagao a E;b e 55, as mesmas
poderdo, mals adiante, vir a desempenhar o papel de K? e
P?, no caso de o superelemento atual contribuir para o as-
sembling de um superelemento de nivel superior ou da pré-
pria estrutura. Associadas a E5b- ficam armazenadas as ma-
trizes de cossenos diretores do sistema local de cada parte
em relagzo ao sistema do superelemento no qual ela est& con
tida. E=stas matrizes de cossenos, obviamente, =6 podem ser
determinadas por ocasiZo do assembling do superelemento de

nivel superior.

A condensag&o de Kpp e Pp, agui mostra-
da de forma conjgunta, &, na verdade, realizada em ciclos se
parados. Egb € obtido para cada superelemento tipo, enquan-
to ﬁ; & obtido para cada superelemento construtivo. Junta-
mente com a obtengao de ﬁg, & calculada e armazenada a ma-
triz Rjg de cossenos diretores de cada superelemento cons-
trutivo em relagso ao sistema global (da estrutura), apli-

cando-se a equagdo (I1I1.43).
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“'1v.3 - SOLUGAO

A estrutura, por =ua vez, pode ser con-
siderada como o uUnico superelemento do mais alto nivel e
desprovido de nés de contorno. Desta maneira, a formagaoc da
sua matriz de rigidez K e do seu vetor de cargas P € intei-
ramente equivalente ao assembling das submatrizes Kz e Pj,
descrito na segldo anterior. As operagtes de rotagdo resul-
tam =implificadas, pois, para este caso, as matrizes Rig e
R1ig =e confundem. Como o presente assembling leva em conta
a existéncia de restrigtes externas, o sistema exXpresso por

(I1.1) est&d apto a ser resolvido.

A seguir, & realizada a solug&o pelo
processo de Gaus=z2 com colunas ativas, efetuando-se as se-
guinte= operagbtes:

- decompor K, obtendo D s 25
- reduzir P, obtendo V.
- realizar a retro-substituigdo, obtendo e armazenando

os deslocamentos U.

A 1tltima operagdo & formar, a partir de
U, e armazenar os vetores de deslocamentos Up dos n6s de

contorno dos superelementos formadores da estrutura.

I1V.4 - DETERMINAGAO DOS ESFORCOS

O primeiro pa=so & obter os esforgos nos
elementos formadores da estrutura, pela aplicagdo da eqgua-
gé&o (I1.57). E=tes e=zforgos =240 inicialmente obtido=s em re-
lag&o ao sistema global & a =seguir rotado=2 para o sistema

local de cada elemento.

Para se obter esforgos em elementos per
tencente= a um superelemento, & preci=o antes determinar os

dezlocamento=s dos seus nds interno=s. Estes =s&%0 calculados
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em fung&o dos deslocamentos dos seus nés de contornao, de
acordo com a equagéo (II.55). Este= nés de contorno, por
sua vez, podem ter a fungdo de nés internos de um superele-

mento de nivel =superior e assim por diante.

De=sta maneira, no cé&lculo de deslocamen
toz de né= 1nternos, deve-sge iniclar pelo=2 superelementos
formadores da eztrutura e prosseguir pelo= =superelementos
construtivoe dos niveisz sucessivamente mais baixos na subes
truturagédo. Obzerve-ze gue esta ordem & exatamente a inver-

sa daquela segulda na condensagao.

As operagbes efetuadas na determinagéo
de deslocamentos dos n6s internos de um superelemento, apre
sentadas esquematicamente na figura IV.2, =sdo0 a seguir rela
cionadas:

- ler Rgg e Up da membria secundaria, e fazer a rota-
&0, obtendo-se os deslocamentos dos= nés de contorno no =isg
tema local, Upp (equag&o (II.48) com R formada pelas subma-
trizes Rgg) . ‘

- ler V5 e Sz da membria periférica, e obter o membro °
da direita de (11.55).

- ler D LT e realizar a retro-substituigio, obtendo os
deslocamentos internos Uy no sistema local.

—.obter os esforgos Q£1 nos elementos formadores do su
prerelemento, aplicando també&m a equag&o (I1.57), onde U &
formado a partir de Uz e Upr,. Uma vez que K? e P? também e§'
t2o referenciados ao si=stema do superelemento, o= esforgos
=2%0 inicialmente obtidos em relagdo a este zistema. Em =ze-
guida, & realizada a rotagdo para o sistema local de cada
elemento, sendo R formada pelas submatrizes Risg-

- rotar Uy para o sistema global, por meio da aplica-
gao da equagdo (I1.56), com ﬁT formada por submatrizes Rgg,
e armazenar na meméria secundéaria.

- a partir de Uyg e Uy, formar e armazenar os vetores
U%i de deslocamentos dos nés de contorno dos superelementos

formadores.
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IV.5 - ANALISE DINAMICA

A analise dinamica & precedida pela for
macg&o e condensagio da= matrizez de rigidez e ‘dos  vetores
de amplitudes das cargas nodais equlivalentes dos superele-
mentoz=. Como =fo operagbez tipicas de an&lise est&atica, ob-
serva-se a sequéncia de operagbes mostrada na segdao IV.cZ2.
S840 também formados a matr;z de rigidez e o veitor de cargas
da estrutura, e realizada a =solugfo estatica, gque =servira

como vetor de partida no algoritmo de Lanczos-Ritz.

Além daqueles dados normalmente 1lidos
na andlise est&tica, necessita-se agqui ainda do fornecimen-
to da frequéncia do carregamento, da massa especifica, das
mazsas concentradas porventura existente=s e das taxas de

amortecimento modal.

A andlise dinamica propriamente dita
inicia com a formag&o e condensagé&o das matrizes de massa
de cada superelemento. Ap6s a obtengdo da aproximaq&o inici
al dos deslocamentos no=s contornos dos superelementos, rea-
liza-se uma pré-andlise dos mesmos, obtendo-se 0s seus mo-
dos de vibragidoc internos e suas contribuigtes para o =ziste-

ma expandido de equagbes.

I'm =eguida, & aplicado o algoritmo de
Lanczos-Ritz ao =istema expandido, obtendo-se as Ifreguén-
cias e os modos de vibragdo da estrutura. Por meio da super
pPo=igdo modal, determinam-se o= deslocamentos da estrutura
e as coordenadas modais dos seus superelementos formadores.
Finalmente, £ efetuada, para cada superelemento, a obtengio
dose deslocamentos de =eus néz 1nterncs, dos e=forgoz em
seus elementos e das coordenadas modais de seus superelemen
tos formadores. ferd feita a seguir uma descrigdo mais deta

lhada das etapas recém mencilonadas.
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IV.6 - MATRIZES DE MASSA

O algoritmo para a condensagao da matriz
de massa de um superelemento, apresentado esquematicamente
na figura IV.3, requer que tenham =ido previamente determi-
nadas e esgtejam armazenadas na meméria periférica as matri-
zes D LT (decomposigao de Kaa) e Szp (redugiao de Kzp), onde
Kaa € Kap slo partigbes da matriz de rigidez do superelemen
to. Requer, 1gualmente, que tenham =1do condensadas as ma-

trizez de massa dos seus superelemento= formadores.

O primeiro passo & a formagdao das sub-
matrizes Maa, Map € Mpp que aparecem na equagédo (III.26).
Elas s&o 1nicializadas pelos valores das massas concentra-
das nodals e a seguir incrementadas pelo assembling das ma-
irizes Mg das partes constituintes. No caso de superelemen-
tos de nivel inferior, Mg & lida da meméria periférica. Uma
vez obtidas, My, e Myp s&o0 armazenadas na meméria secunda-

s b - &

Em seguida, tem-se a obtengdo de Tgay,
mediante a retro-substituigdo de -Sap em relagao a D LT
(Sap € D LT 1lidos da meméria secundaria). Ap6s sua determi-

nag&o, Tap também & armazenado.

A =eguilr, realiza-se a condensagidoc pro-
priamente dita. S&o efetuadas as operagbes Mpp + Mgb Téb
e Magp + Maa Tap e, finalmente, obtida a matriz ﬁgb pela
aplicagé&o da equagao (III1.37). Uma vez determinada, ﬁ£b 2]
impressa e armazenada na meméria secundé&ria. Convem desta-
car gue ﬂgb podera vir a desempenhar o papel de Mg no caso
do superelemento atual contribuir para o assembling da es-

trutura ocu de um superelemento de nivel =uperior.

IV.7 - PRE-ANALISE DOS SUPERELEMENTOS

A pré-anédlise de um superelemento tem

as =suas operagies mostradas no esquema da figura 1V.4. Da
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mesma forma quéJna condensag&o, também aqui devem ter =ido
previamente pré-analisado= os superelementos formadores do
zuperelemento atual.

|
- O primeiro passo & a obtengdo das car-

gas dinamicas, expressas pela equagdo (I111.49). S&o lidos
da meméria os vetores Upr, Upc © a matriz resultante da ope
ragao (Maa Tap + Map). S&o obtidas as componentes Fag,
Fac & & partir delas, as amplitude= F, e o= angulos de fa-
se 6. Obtém-se entao cargas dinamicas Ry, lendo-se as ampli
tudes P, da meméria e somando-as com os elementos de Fp mul

tiplicados pelos respectivos cos2 By.

Em seguida, & aplicado o algoritmo de
Lanczos~-Ritz (cujas operagtes sdo apresentadas na segdo IV.
&), considerando-se o superelemento como uma estrutura inde
pendente e com os seus nés de contorno engastados. As matri
zes Kaa, D LT e Maa s&o lidas da meméria. O vetor de cargas
€ Ry, recém obtido. A aplicagao do algoritmo gera as fre-
quéncias e os modos do superelemento, agrupados em Q5 e ¢4,

0S quails sao armazenados na meméria.

A pré-analise & encerrada com a obtencgéo
do vetor @%T P%T e da matriz ﬁgc, 0S quais s&o armazenados
na membria para serem utilizados na montagem da estrutura
global ou de um superelemento de nivel superior. S&o inici-
almente obtidos ¢§ Py e a matriz ﬁ;b 0s quails, com a troca
de notagd&o, correspondem, respectivamente, as segundas par-
celas das equagtes (III.70) e (I11.69). As primeiras parce-
las destas equagles correspondem a um somatério nos supere-
lementos formadores. Assim, para cada superelemento forma-

: g x
dor, s&o0 1li1dos ¢yj, Mapj € ¢3i Paj e efetuadas as operagbes

mostradas na figura IV.4.

IV.8 - SOLUCAO DO SISTEMA EXPANDIDO

A aplicagio do algoritmo de Lanczos-Ritz

para o sistema expandido 1nicila com a leitura da matriz de
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pob d

rigidez triangularizada D LT ¢ com a formagdo da matriz de
massa Mg da estrutura, por um processo equivalente ao da ob
tengdo da submatriz Mzs de um superelemento, visto na segao

IV. 6.

Cada vetor de Lanczos-Ritz tera as par-
tigdes da eguagao (I1I11.43). A obtengé&o do vetor de partida
x?* & feita em duas operagies:

- "loop" percorrendo os superelementos formadores da
estrutura, lendo na memdéria seus vetores ng PEF e suas fre
quéncias 2,; a divisao dos elementos individuals de ¢%T PgT
relos correspondentes elementos diagonails de Q4 fornece as
partigbes X4 j (e wisin NS

- leitura, na meméria periférica, da solugao estatica,

fornecendo a partigao xig-

Seguem-se as seguintes operagdes:
- normalizar x?*. aplicando as equagdes C1T1. 213 [
(I1l.22), obierndo q -(primeiro vetor de Ritz).
- determinar os demails vetores de Ritgz, efetuzndo-se
para cada um deles:
- maltiplicag&o M xXj_q;
- redugdo e retro-substituigé&o - equagdo (:I1.17)
- obtendo x?; _
- ortogonalizagd&o - equagtes (I11I1.18) e (:I11.19)
- obtendoe xﬁk;
- normalizagédo - equag¢bes (III.21) e (II:5.22) -
obtendo xj.

- obter a matriz de rigidez reduzida K*, por m=io da

multiplicag&o matricial (III.23), onde X contem os -=tores
de Ritz x;.

- resolver o rroblema de antovalores (I1I11.24), usando
o método de Jacobi. Ficam assim determinadas as ar. oxXima-

ghes ;i para as frequéncias de vibragédo da estruture Os ve
tores Zj Sa&o agrupados numa matriz Z a ser usada na opera-
a0 a seguir.

- realizar a multiplicagdo X Z (equag¢do (II1.2%5,), ob-
tendo a matriz °X a gual vai conter as aproximacgdes - ira os

modos de vibragdao da estrutura.
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Com re]aqaé as operagdes recém mencilona
das, convem observar que as retro-substituig¢des sao precedl
das por divisbtes entre elementos individuais, de maneira sg
melhante & obtengao do vetor de partida. Por outro lado, na
maltiplicagao da matriz de massa por determinado vetor de
Ritz, a operacgao Mg Xig & precedida por um loop percorrendo
os superelementos do primeiro nivel, onde s&o obtidas as
parcelas (¥4 ﬁ;gj Xig) e ﬁ;gj Xj4 due aparecem na equa
gao (III1.44).

I1V.9 - SUPERPOSIGCAO MODAL E RESULTADOS FINAIS

Obtidas as frequéncias e os modos de vi
brag&o, realiza-se a determinagao dos deslocamentos nodais
e esforgos nos elementos integrantes da estrutura global.
Isto &8 feito por meio das seguintes operagdes:

- para cada modo J, obter as componentes vgrj e ygj da
coordenada generalizada, por meio das equagbes (II1I1.75).

- realizar a superposig¢io modal, determinando e arma-
zenando na memoria as componentes U e Ug do vetor de deslo
camentos da estrutura, bem como as componentes Yzrji € Yaci
{i=1, ...,NS) das coordenadas modals dos superelementos for-
madores; isto & efetuado pela aplicagdo das equagbes (III.
79) .

- obter e publicar as amplitudes e angulos de fase dos
deslocamentos U(t), aplicando as equagbes (III1.81).

- determinar os esforgos nos elementos formadores da
estrutura, caso existam; sd&o determinadas, para cada elenen
to, as componentes QER e Qﬁc das equagbes (II1.86) e, a se-
guir, obtidas e publicadas as respectivas amplitudes e &ngn
los de fase, por meio da aplicagdo das equagtes (I11.88).

- a partir de Up e Ug, formar e armazenar os vetores

Upr € Upg dos superelementos formadores da estrutura.

Em seguida, tem-se um loop obtendo re-
sultados .para os superelementos dos niveis sucessivamente

mais baixos. Cada superelemento tem os seus resultados de-
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'Aterminados medliante a seguinte sequéncia de operagbes:
, - leiltura, na memdria secundaria, das matrizes ¢, Tap
e dos vetores Yar, Yac, Upr € Upc-
- aplicagao das equagbes (I11.83), obtendo-se as compo
nentes Ugp € Uyg dos deslocamentos dos nds internos.
- determinagdao e impressdo das amplitudes e angulos de
fase destes deslocamentos, aplicando-se a equagao (I11.84).
- realizaga&ao de uma superposigdo modal, obtendo e arma
zenando as componentes Ygpj e Yygy de coordenadas modais
dos superelementos formadores. S3o aplicadas as equaghes
(III.79), onde YRj € YCj sao elementos de Yar € Yae do supe
relemento atual, enquanto os ¢j sao partigbes dos modos in-
ternos ¢g4.
- obteng&o e impress&o dos esforgos nos elementos, pe-
lo mesmo processo usado nos elementos formadores da estrutu

Ira.

IV.10 - CONTROLE E NUMERAGAO DOS GRAUS DE LIBERDADE

O presente algoritmo considera a exis-
téncia de até& sels graus de liberdade (GL) por né, conforme
€ mostrado na figura IN. 5. Paré levar em conta a possibili-
dade de variagao dos GL ativos né a no, desenvolveu-se uma

técnica inspirada nas idéias apresentadas por BATHE (15].

Partanto, deve existir um arranjo gque
identifigque, para cada nd, guais dentre os seils possivels
GL efetivamente participaridao da anadlise. Na verdade, além
da estrutura global, cada superelemento tipo deve possulr
este arranjo identificador, o qual sera denominado de 1ID.
Assim, ID ter& NN (nmimero de noés da estrutura ou do supere-

lemento considerado) colunas e seigs linhas.

Na leitura dos dados referentes aos pon
tos nodais, ID €& preenchido com cdédigos, na seguinte forma:
ID(I,J)=0 se for ativo o GL de ordem I (numerag&o da figura
IV.5), pertencente ao né de ordem J; ID(I,J)=1 se o GL for
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inativo, isto &, n&o participar da analise.

Por exemplo, seja o superelemento tipo
mostrado na figura IV.6, o qual & constituido por elementos
de pértico plano e o seu contorno formado pelos naos 1f'5 e
6. Imediatamente apés a entrada de dados, ocorre um pré-pro
cessamento no qual o sistema realiz@ uma reordenagao destes
nés, deixando por dltimo os do contorno. Assim, apos esta
reordenaqgido e considerando o tipo de elemento adotado, a ma

triz ID tera a seguinte constituigaoa:

O O o 0 O @]
e} o] O @] O O
1 1 1 1 1 1
ID =
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
o0 o0 o o o
Nos & 3 4 1 5 &
O proxino passo & atribulr 1Mameroes as
equagdes correspondentes aos GL ativos. Para 1sso, faz-se

uma varredura nas colunas de ID, substituindo os zZerous por
nameros inteiros crescentes a partir de 1, nas colunas refe
rentes aocs nés internos; e por nuameros inteiros decrescen-
tes a partir de -1, nas referentes aos nés de contorno. Ao
mesmo tempo, o0s coOdigos originalmente unitarios dos GL ina-
tivos s&o substituidos por zeros. ApGs estas operagdes, a

matriz ID ficara assim constituida:

[ 1 4 T =1 =4 =
2 5 8 2 =5 -8
O O o O O O
ID =
O o @ O o o
o & O O o O
3 6 a ~—3d =6 =9
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Com relagao a matriz ID da estirutura
oo , .
global, =40 numerados negativamente o= graus de liberdade

com reatriglies externas.

A0 somar a participag&o de um elemento
na eztrutura global ou em um =2uperelemento, & necesséria a
existéncia de um arranjo contendo, para cada GL do elemen-
io, a ordem do correspondente GL no sistema da estrutura ou
do superelemento. E=zte arranjo, chamado de LM, £ determina-
do a partir do=2 seus nés incidentes e do arranjo identifica
dor ID. Por exemplo, os elementos 1, 3 e.5 da figura 1IV.6

terf4o seus respectivos IM assim constituidos:

Elemento 1 - conetividadez 1 3:

IMT - [-1 =2 © 0 O -3 4 -5 ©O0 .0 O &)

Elemento 3 - conetividades 3 4:

iMT - { 4 5 © 0 © B8 7 8 © © 0 913
Elemento 5 - conetividades 4 6:
MT - E 7 8 O O ©O 9 -7 -8 O O ©O -9

O sinal positivo ou negativo dos inte-
grantes de LM serve para designar, por exemplo, se determi-
nado componente da matriz de rigidez do elemento vai ser spo
mado na submatriz Kz, ou em Kzp, ou em Kpp do superelemen-
to. Desta forma, LM & armazenado Jguntamente com as matrizes

de mas=a, O0& rigider e o vetor de cargas do elemento.
s - -

. De manelra analoga, cada superelemento
também possul seu arranjo LM, determinado a partir de =euns
noés de contorno e da matri1z ID da estrutura ou do superele-

mento no qual ele esté& contido.
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O arranjo LM €& utilizado também na for-
mag¢ao do vetor de deslocamentos dos nés de contorno de um
superelemento ou dos nés incidentes de um elemento (opera-
¢bes que antecedem a obtengdo dos deslocamentos internos de

um superelemento ou dos esforgos em um elemento).

No caso da existéncia de restrigles ge-
neralizadas (RG), & realizada uma renumeracao dos GL da es-
trutura global, deixando por ultimo os GL dependentes de
RG. Observa-se o mesmo procedimento em relaqgo aos GL inter
nos de um superelemento. Por exemplo, suponha que no supere
lemento da figura IV.6, os deslocamentos segundo Y dos nds
2 e 3 sejam dependentes do deslocamento em Y do né 4. Nes-
tas condigdes, a matriz ID ficaria com a seguinte constitui

gao:

1 3 .5 -1 -4 -7
8 9 6 -2 -5 -8
o o 0o o o0 o
ID =
o 0 o0 o0 o0 o
o 0o o o0 o o
3 4 7 =3 =6 =9
N6s 2 3 4 1 S 6

Em consequéncia, os vetores LM dos ele-
mentos também resultariam alterados, em fungdo da nova nume

racao das equagdes, armazenada em ID.

Por outro lado, a transformag¢&o do sis-
tema de equagles (I1.16) para o (II1.60) implica numa mudan-
¢Ga nos GL envolvidos na contribuigdo de um elemento ou supe
relemento para a montagem da estrutura ou de um superelemen
to de nivel superior. S&o suprimidos os GL dependentes e
adicionados os GL independentes & nao pertencentes ao ele-

mento ou superelemento.
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Aszim, torna-se necesgséria a existéncia
de um outro arranjo, chamado LMRG, para desempenhar o papel
de LM no ca=zo de restrigte=s generalizadas. E=zte arranjo pos
sul, nas primeiras NH posigbes, a ordem dos seus GL indepen
dentes no sisgtema de equagtes; e nas NJ posigbes seguintes,
a ordem dos GL n&o pertencente=z ao elemento ou =s=uperelemen-
to, porém envolvido= em RG do mes=mo. Ainda ’‘considerando o
exemplo da figura IV.6, os elementos 2 e 3 ficariam com o=

zene ILMRG as=im constituidos:

Tlemento 2: LMRGT

.
o5
N
o
o
o
mn
w

0
o
(o]
.Y
(e}

v JL..\,_)

NH = 10 NJ = 1

Elemento 3: IMRG! = [ 3 O 0 O 4 5 6.0 O O 71
v

IV.11 - ORGANIZAGCAO GERAL DO SISTEMA

Em seu atual est&gio de desenvolvimento,
0 sistema realiza a analise estatica linear, com possibili-
dade de subestruturagdo em maltiplos niveils, Dbem como de
execugdo em miltiplas rodadas. A analise dinamica encontra-

se ainda implantada para subestruturagio em nivel Unico.

O programa proporciona quatro opgbes de
execugao, correspondendo a cada uma delas um valor da varié

vel MODEX, conforme o esquema abaixo:

Froblema novo - MODEX = 1

Problema novoe - MODEX = g2
"Restart"

com modificagbes - MODEX

Frobl. antigo '
sem modificagbes - MODEX
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e A primeira opg8o conziste na execugao em
rodaﬁé Unica ou rodada inicial de um problema para poste-
rior restart. £ feita a leitura dos dado= do problema e sao
executadas ou n&o uma ou mais etapas da an&lise, dependendo

doz dadoe de controle fornecidos=s.

Na opg&o MODEX = 2, também & resolvido
um problema novo. Porém, aqui, existe a possibilidade de =e
usar matrizes de superelementos condensados em rodada ante-
rior. O fornecimento dos dados do problema e dos de contro-

=

le &€ andlogo & primelra opgao.

A terceira opgdo corresponde a reanali-
ze de um problema =olucionado anteriormente, com algumas mo
dificagtes nos dados. Fornecem-se as modificagbes (dados no

vos ou alterados), bem como novos dados de controle. Assim,
as etapas da andlise aqul executadas podem ser diferentes

da=s executadas na rodada anterior.

A opg&o MODEX = 4 refere-se & situagdo
em que se reinicia a solugdo de um problema no mezmo ponto
em gque fo1 interrompida na rodada anterior. Assim, aqul =20-
mente podem ser fornecidos dados de controle, para especifi

car quais as etapa= a serem executadas na rodada atual.

0 sistema conta com um programa-controle
que tem por fungdes=:
- recuperar (MODEX > 1) ou ndo (MODEX

armazenada em rodada anterior.

"

1) informagdo

- ler os dado=s de controle de execugao.

- ler (modex < 3) ou n&c (MODEXK = 4) o= dado= do pro-
blema.

- ler a=z modificagbes nosz dados ou o= dadés novos
(MODEX = 3).

- executar ou nédo uma ou mais etapas da andlise, con-
Zorme os dados de controle fornecidos.

rmazenar toda a informagdo para posterior restart.

|
w

A an&lise encontra-se dividida nas =e-
guintes etapas:

ETACON - condensagdo da matriz de rigidez e dos vetores de
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cargas dos superelementos.
ETADES - obtengdo dos deszlocamentos dos nés da estrutura.
ETAESF - obtengao dos deslocamentos dos n6és internos dos =u
perelementos, bem como dos esgforgos nos elementos.
ETADIN - analise dinamica, 1ncluindo condensagdo das matri-
zes de massa, formagdo e s=olugédo do sistema expan-
dido, =uperpo=2igiéo modal e obtengio dos resultados

finais.

O sistema esté& codificado em FORTRAN,
sendo composto por um programa principal e 92 sub-ratinas,
totalizando cerca de 7800 linhas de programag¢ao. A meméria
periférica est& organizada em 12 arquivoes, sendo quatro re-
ferentes a superelementos, quatro a elementos e dois refe-
rentes a nés; existe ainda um arquivo de cargas e um de ar-

mazenamento do conteGdo da meméria central para fins de res

tart.
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Capitulo V

'V - EXEMPLOS

Neste capitulo, =&oc0 apresentados alguns
exemplos de anadlise estrutural com subestruturag¢ido. O pri-
meiro & um exemplo teGr&co de um pértico plano, para aferi-
G&o de precisdo. No segundo exemplo, também constituido por
um pértico, as regides correspondentes as jguntas sao modela
das por malhas de elementos finitos bidimensionais de mem-
brana e de treliga. £ realizada uma andlise dinamica e a
compatibilizagao entre as Juntas e as barras do pértico &
efetuada pela aplicagao de restriges generalizadas em nés

da estrutwra globhal.

O terceiro exemplo consiste na anélise
estatica de uma estrutura com vigas vasadas, as quails tam-
bém s&o modeladas por elementos finitos bidimensionais de
membrana e de treliga. Ressaltam-se, neste exemplo, as po-
tencialidades da subestruturagao em maltiplos nivels e da
aplicag&o de restrigdes generalizadas a nivel de subestrutu
ra, de maneira que, a nivel de estrutura global, a viga va-

sada & tratada como um elemento comum de pértico plano.
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V.1 - P6RTICO PLANO COM SEIS ANDARES

V.1.1 - Descrigéo

Com o objetivo de aferir a precisio do
método de subestruturagé&o atualmente implantado, foi anali-
sado o portico plano constituido de seis andares e dois
vaos, mostrado na figura V.1. A nmumerag¢do dos noés e elemen-
tos também consta na figura, além das constantes do mate-
rial (médulos de elasticidade longituilinal e transversal, e
a massa especifica), bem como as propriedades prismaticas

de vigas e pillares.

Os pilares sdo todos engastados na base
e o carregamento & constituido por forgas horizontais atuan
do no nivel dos pisos, o0 gque também & mosirado na figura
V.1. Os valores destas forgas foram também adotados como am
plitudes do carregamento harménico considerade na analise

dinamica.

Para testar a utilizagido de superelemen
tos, subestruturou-se o pértico conforme os trés modelos
mostrados na figura V.Z2:

Modelo 1 - foram condensados todos os nods, exceto os
do pilar central e os engastes. O pértico fica assim reduzi
do a um "pilar equivalente".

Modelo 2 - condensagao do 5- e do 6+ pisos, 0S5 quais
ficam constituindo um superelemento tendo por contorno os
nés 13, 14 e 15.

Meodelo 3 - condensag¢&o do 3+ ao 6+ piso, 0s quais fi-
cam também constituindo um Gnico superelemento, cujos - noés

de contorno s&o 7, 8 e 9.

Realizaram-se as analises estatica e di
namica do pértico tal como ele se apresenta na figura V.1
{(sem subestruturagao), bem como dos trés modelos da figura

Vst

Os resultados das analises estaticas pa

ra cada um dos modelos mostraram-se coincidentes (seis alga
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Figura V.2
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rismos significativosg). Iste,! obviamente, era de se espe-
rar, pois a subestruturagio na analise estatica segue uma

formulagao exata.

V.1.2 - Analise das frequéncias

A andlise dinamica fol efeluada com  «
partlciﬁ&ﬁ&u de selis modos de vilragao., Fol assumido  para
todos os modos a taxa de amorlecimento €4 = & *. Foram fei-
tas analises com a frequéncia de excitacgdo W do carregamen-
to assumindo, respectivamente, os valores de 1.5 4.5 e 14

rad-s.’

Os resultados em termos das frequéncias
naturais da estrutura encontram-se resumidos na tabela V.1.
Pode-se notar a excelente concordancia da formulagao propos
ta com o sistema original nao condensado. 0Os valores obti-
dos para as seis frequéncias naturais sao praticamente coin
cidentes com as "exatas" (sem subestruturacgao) nos trés mo-

delos testados.

Tabela V.1 - Frequéncias da estrutura, em rad-s

Sem sub. 4, 59 i4, 63 25, 84 27, 06 50, 75 419, 56
Modelo 1 4,59 14, 64 c5, 87 37,13 o0, 97 420, 06
Modelo
Modelo 4

x D9 14, 64 25, 84 37, 06 50, 75 419, 60
i 59 14, &4 c5, 84 37, 06 50; 75 419, 74

V.1.3 - An&dlise .da resposta

Cada um dos modelos da figura V.2 foi
analisado respectivamente para os trés valores da frequén-

cia de excitag&o do carregamento, citados na sub-segao V.1.
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2. A resposta fol1 obtida em termos de amplitudes e éangulos

de fase dos deslocamentos nodais e esforgos nos elementos.

Em seguida, realizou-se a analise da
resposta. Este estudo consistiu em verificar as diferengas
decorrentes da adogdo dos modelos subestruturados da figura
V.2, confrontando seus resultados com os obtidos pelo mode-
lo sem subestruturagdo. Para tanto, foram considerados os
resultados do portico original, para cada frequéncia do

carregamento, apresentados nas tabelas V.2, V.3 e V.4.

Os referidos resultados consistem nas
amplitudes dos deslocamentos horizontals de alguns pisos e
dos esforg¢os cortantes dos pilares da base, bem como amplil-
tudes de esforgos normais e de momentos fletores escolhidos
entre barras muaito, medianamente e pouco solicitadas. Na
identificagdo destes resultados, uj; € o deslocamento hori-
zontal do né i, N; e Q; s&o, respectivamente, ds esforgos
normal e cortante da barra i; M; ; € o momento fletor da
barra i, na extremidade identificada pelo né Jj. Alnumeraqao
de nés e barras & a da figura V.1. As unidades utilizadas

sdo om e o EN.

_ Os resultados obtidos com o pértico sem
subestruturagao, por servirem como padrao de comparagso, se
&0 daqui por diante tratados como valores "exatos". Para
cada valor da frequéncia ¥ do carregamento, foram construi-
das as tabelas V.2, V.3 e V.4, onde estes valores exatos es
t&o listados na primeira coluna. Nas colunas seguintes, 1lis
tam-se o0s erros percentuails dos resultados de cada modelo

subestruturado em relagédo aos valores "exatos".

Conforme se pode verificar nas referidas
tabelas, ocorreram diferengas significativas apenas nos es-
forgos normais de barras pouco solicitadas. Para os demais

resultados, o patamar de 0,5 % jamals & ultrapassado.

Os menores erros ocorreram na anéalise
com W = 1,5 rad-s, o que se explica pelo fato desta frequén

cla corresponder a um comportamento quase estatico.
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Tabela V.2 - Erros (%) na analise'com w = 1,5 rad/s

valor Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3
u4 00,2039 m 0 0 O
o] 0, 3383 " o o o
Vins o, 4287 " o o o
Ny 306, 74 kN o o )
No 204,.00 " o o o
Ne 5,87 " o 0, 02 o
N 131,49 o o o
Myo 1,14 o 1,93 0, 02
Njg 20, 74 " 0, 01 o o
Noo 4,08 " o o o
Nog 13,01 " o o 0, 01
Qq 109,70 " o o o
Q7 121,51 " o 0 0
Q3 104,07 " o 0 o
Mz, 7 187,48 KN.m o 0 o
M3, 7 150, 58 " 0 o o
M7, 2 370, 43 " o 0 o
Mig 18| 20,89 " o o o
Mig 4 | 482,03 o o o
Map, g | 208,47 " o o 0
Mag 20 | 17,23 o o o

As dificuldades de precisdo com os es-
forgos normais apareceram nas analises com W = 4,5 e 14 rad
s, principalmente no modelo 1; em alguns casos isolados,
estes erros chegam a ultrapassar os 10 *%. Realizando-se uma
analise do modelo 1 com o dobro de vetores de Ritz (12 mo-
des de vibragdo), estes erros diminuiram sensivelmente, con

forme se pode verificar nas tabelas V.3 e V.4.
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Tabela V.3 - Erros (*) na anélise'gom W = 4,5 rad“s

Valor Mod. 1 Mod.1 (%) Mod.2 | Mod.3
ug4 3,307 . m 0 o o 0
g1 5, 542 " 0 o} 0 0
usiq 7,131 " 0 o 0 0
Ny 5178, 91 EN 0 0 o ¢
No 3496,59 " 0 0 0 0
N7 2220, 11 0 0 0 0
Nqo 33,85 " 0, 01 0, 01 1,08 | 150
N1s 1327,90 " 0, 02 0 0 0,17
No4 29,98 " 3, 83 0, 61 0,03 | 0,08
N3o 20,20 " 14, 16 0, 02 10,04 | O, 24
Qq 1776,09 " 0 0 0 0
Q7 1969, 95 " 0 0 0 0
Q13 1685, 40 " o 0 0 0
Mo 7 3114, 99 KN.m 0 0 0 0
Mig, 18 484, 36 " 0, 02 0 0,02 | 0,01
Mig, 4 7887, 96 " 0 o] 0 0
M0, 6 6855, 27 " 0 0 0 0
Mpgq 12 | 3868,37 " o} 0 o 0
Mog 20 392,76 " 0, 01 o 0,01 | 0,01

(%) Modelo 1 com 12 modos de vibragao

V.1.4 - Teste sem amortecimento

Com a finalidade de investigar a influ-

éncia do amortecimento o presente estudo, reallizou-se 1wy
ozte com &2 condigho exirema de cocedilorentes de aueriecinmen
To moedal nmilos. Analisou-se o mesmo partico, testando-se o

modelo_i.

Para a freguéncia w = 1,5 rad-s, os re-
sultados, tanto para o modelo 1 como os "exatos", sdo coin-

cidentes em quatro algarismos significativos com o0os do por-
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Tabela V.4 - Erros (%) na an&lise com W = 14 rad’s

Valor Mod. 1 | Mod. 1 (*) | Mod. 2 | Mod. 3
u4 0,01625 m 0, 21 0, 10 o &)
ujgq 0, 02004 " 0,15 G, 08 O @)
Usq 0, 08081 " 0, 03 0, 01 0 o
INq 100, S kN 0, 03 0, 06 O O
No 99,86 " 0, o2 0, 04 O O
N7 43,313 0, 03 0O, 01 O 0, 02
Nqio 3,80 " 0, 02 0, 01 3, 06 4, 97
Noo 10,46 * 11,45 4,65 o O
No4 14,61 " 4, 03 2, 26 O 0, 04
No7 56,20 " 0,32 0, 25 0, 03 @)
Qq 9,76 " 0, 16 0, 07 O O
Q7 10; 14 & 0, 20 0, 10 (@) 0]
Qq3 9,43 " 0, 30 0, 05 e} 6}

M12 20 60, 30 KN.m 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01
Mi14 g 15,96 " 0, 02 0O, 07 0, 01 0, 01
Mig, 18 34,57 * 0, 03 O 0, 01 0, 02
Moo, 5 13,27 " 0, 50 0,3 ¢) O

M23 10 111,21 * 0, 01 @) ¢] 0, 01
Mog 13 124, 63 0, 01 e} o 0, 02

(x) Modelo 1 com 12 modos de vibragao

tico tendo coeficientes de amortecimento €; = 2 %. Assim,

0S erros sao os mesmos da tabela V.Z2.

A tabela V.5 mostra os erros ocorridos
nas analises com ¥ = 4,5 e 14 rad-s, Juntamente com as res-
pectivas amostras de valores "exatos". As diferengas obser-

vadas =s&o maito pequenas, ndo excedendo a 0,6 %,
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Tabela V.5 - Erros (*¥) para o mod. 1 com amortécimento nalo

W = 4,5 rad s w = 14 rad-“s
Valor Erro Valor Erro
1y 4, 7689 m 6 U4 O, 01458 m O, 01
g 8,025 * 0 uyqy | 0, 01439 " o
usq 10, 326 " o} usq | 0, 08606 " o
N4 7499, 93 KN (0] Nq 109, 20 kN O
No 5063, 69 " (¢] No 109,09 * O
N7 3215,09 " 0 Nq o 4,14 " 0
Nio 720,16 " 0 Nig 6, 87 " 0, 03
Npq 29,07 " 0, 57 No3 36,20 0, 14
Nzo 26, 12 * 0, 07 Nog 16, 56 " 0, 07
Q13 2440, 69 " (@] Q13 &, 91 * 0O, 01
Mz 7 4510, 97 kN.m ¢ Mz 7 18,28 KN.m | ©O
Mig-18| 701,43 " 0, 02 Mig, 18 | 37,56 " 0
Mig 4 |[11422,90 " ¢ Mig, 5 0,58 " 0, 28
Moo, 6 | 9927,40 " 0 M20, 6 0, 66 " 0, 36
Mpy, g | 6255,51 " o} Ma23 10 |121,73 ¢ o
Mg, 20| 568,78 " 0, 01 Mps 13 |136,62 0
V.1.5 - Teste com massas concentradas no andar de topo

O pértico da figura V.1 fol analisado
aplicando-se massas concentradas de 800 kg em cada um dJdos
nés 19, 20 e 21. Foi testado o modelo da figura V.3, resul-

tante da condensag&o dos 3+, 4+ e 5+ andares (modelo 4).

A tabela V.6 apresenta as frequéncias

obtidas pelo poéortico sem subestruturagic e pelo modelao 4,
observando-se a coincidéncia quase total entre os respecti-

vos valores.
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Tabela V.6 - Frequéncias naturais, em rad”s

cia do carregamento assumindo os valores de 1.2,

rad-s.

suas amostras apresentadas na tabela V.7.

3.6

e

wq Wo w3 W4 We We,
Sem sub. | 3,36 | 11,83 | 22,82 | 34,69 | 48,22 | 355, 75
Modelo 4 | 3,36 | 11,83 | 22,82 | 34,69 | 48,18 | 355, 44
Tabela V.7 - Erros para o modelo 4
W = 1,2 rad’s W = 3,6 rad“s ¥ = 10 rad“s
g O uy @) U4 @)
Yy 4 © Ugy Y U4 0
Uz 0 Uz 0 vz o
Ny 0 Ny o} Np o
N> 0 No 0 N3 0, 04
N4 0 Nqq 0, 05 Ni4 0
Nio 0, 02 Nq7 0, 01 Noo 0, 03
Ngo 1,01 Nog4 0,17 Nog 0, 07
Nao o Nog 0, 08 Np7 0, 01
Q7 0 Q7 0 Q7 o
Mg 13 0 M3 10 0 Mo 4 0, 04
M7, 2 % M11, 14 0 M3, 7 0
M10, 14 0 Mig, 18 0, 01 Mi4, 6 0, 06
Mig, 18 o M19, 4 e Ma4, 11 0
Mig, 4 0 M2o, 6 0 Ma27, 16 %
Mzg, 20 0 M2g, 20 0 Mzg, 18 0
Foram efetuadas analises com a frequén-

10

Os erros nos resultados ocorridos com o modelo 4 tem

Quanto & qualida-
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de destes resultados, repete-se agui o ocorride nos casos
o
anteriores, ou seja, as diferengas observadas sio quase des

preziveis.

V.2 - PSRTICO COM SUPERELEMENTOS DE JUNTA

A figura V.4 mostra um pértico plano,
cujas barras sao todas constituidas pelo perfil metalico 1
381 x 81,4. Com o objetivo de estudar a concentréqao de ten
stes nas ligagdes entre as barras, foram estabelecidos os
seis superelementos de Jjunta, correspondentes as regibes
sombreadas da figura V.4. Estas regibes foram discretizadas
em elementos de membrana, modelando a alma, e elementos ti-

po haste (treliga) simulando a mesa do perfil I.

Conforme se pode observar na mesma figu
ra, existem duas configurages para as referidas regides.
Isto tornard necessaria a geragéo e condensagéo de dois su-
perelementos tipo: o primeiro deles representando a conexao
entre trés barras (conexdo em T) e o segundo, a conexao L,
entre duas barras. Estes superelementos, dencominados, Ires-
pectivamente, de tipos 1 e 2, tem as suas malhas mostradas

nas figuras V.5 e V.6.

O superelemento tipo 1 possul 133 - noés
internos e 21 no seu contorno, formado pelos planocs de Eon—
tato com as demais barras do pértico. A malha & constituida
por 252 elementos triangulares de membrana e 42 de treliga.
O tipo 2 possuil 105 ndés internos e 14 de contorno, sendo

constituido por 192 elementos de membrana e 32 de treliga.

A estrutura glcbal possul 114 nds, nume

rados de 301 a -«14. Para compatibilizar segtes de conta-

dos superelemenrtos com as balras do partico, e ornecessi-
ria a imposigdao de restrigées generalizadas estabelecendo a
conlilgdo de seqgdes planas. Em consequéncia, 0s nés corres -

pondentes aos graus de liberdade independentes ficam reduzi

dos a 16. A numeracgé&o destes nés independentes aparece na
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figura V.4, Juntamente com as das barras de portico (301 a

309) e dos superelementos (1 a 6).

Foi realizada uma analise dinamica do
pértico em questao, considerando um carregamento harménico,
com a frequéncia de 1,65 rad“s e com as amplitudes mostra-

das na figura V.4.

Foram determinados dois modos de vibra-
¢&0 internos para os superelementos. Para a estrutura, de-
terminaram-se seis frequéncias naturails e modos de vibra-
gao, considerando-se, para todos eles, a taxa de amorteci-
mento de 2 %. Adotou-se uma massa especifica de 780 kgs/m3.

As frequéncias obtidas encontram-se listadas abailxo:

wq = 1,43 rad’s wp = 5,01 rad’s
w3 = 10,47 rad’s wgq = 15,78 rad’s
wg = 34,52 rad’s wg = 139, 97 rad/s

As amplitudes de deslocamentos horizon-
tais ocorridos no i+, 2+ e 3+ pisos foram; respectivamente,
18, 33 e 42 mm. De uma forma geral, os resultados apresenta
ram um fator de amplificag¢&o dinamica variando em torno de

3 e um angulo de fase de 172°.

Com o objetivo de testar a precisdao do
modelo adotado, analisoun-se a estrutura sem oS superelemen-
tos de Junta, ou seja, constituida somente por elementos de
portico plano. Comparados os resultados de ambos o0s mode-
los, em termos das frequéncias naturais e da resposta da es
trutura global, nd&oc se pode observar nenhuma divergéncia

significativa entre os mesmos.

A fim de determinar a concentragao de
tenstes no interior dos superelementos de Junta, foram com-
putadas as amplitudes das tensfes principails. Procurando
dar uma idéia da magnitude destas concentrages, listam-se
a seguir os valores dos picos de tensbtes principais em cada

superelemento, de acordo com a numeragao da figura V.4:
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Superelemento, 1: 262 MPa
SuperelementSTE: 260 MPa
Superelemento 3 205 MPa
Superelemento 4 c0e MPa
Superelemento 5: 114 Mpa
Superelemento 6: 110 MPa

O superelemento 1 tem a variagao das am
plitudes de suas tensdes principais mostradas de forma gréa-
fica na figura V.7. Podem-se observar nitidamente duas regi
Oes de concentragao de tenstes, localizadas na élma, em tor
no das jgungdes entre as mesas dos perfis. Vale destacar que

as tensﬁés nas mesas atingiram o valor maximo de 139 MPa.

V.3 - ESTRUTURA COM VIGAS FURADAS

Este exemplo consta de um pértico plano
construido em ago, o gqual est& mostrade na figura V.8-a. As
vigas do védo central apresentam aberturas para passagem de

tubulag&o, conforme detalhado na figura V.8-b.

Cada uma das referidas vigas se consti-
tuira em superelemento do primeiro nivel. O segundo e o ter
ceiro niveis da subestruturacgéao s&o estabelecidos dividindo
se sucessivamente a viga furada nas componentes mostradas
nas figuras V.8-c e d. Alternativamente, poder-se-ia formar
a subestrutura da figuwra V.8-b diretamente a partir de-comﬂ
ponentes do tipo da figura V.8-d, estabelecendo-se uma su-

bestrutura¢do em somente dois niveis.

Adotou-se a primeira alternativa, com
trés niveis de subestruturagaéo, para executar a andlise do
presente exemplo. O primeirc superelemento tipo a ser gera-
do & o referente 'a figura V.8-d (quarto de segmento). 208
elementos triangulares de membrana modelam a alma, engquanto
19 elementos de treliga simualam a mesa do perfil I. A figu-

ra V.9 mostra a malha adotada. Devido & limitagZo de espa-
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Amplitudes de tensoes principais

para o superelemento 1

Y s

0 a 50 MPa

50 a 100 MPa
V//A 100 a 150 MPa

E= acima de 150 MPa

Figura V.7
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Go aparece no desenho a numeragao somente dos noés de contor

no.

O superelemento tipo 1 da figura V.10-a
& a versao condensada da subestrutura da figura V.9, de cu-
Jjos 130 nés permaneceram somente os 18 de contorno. Devido
ao fato de se estar trabalhando num problema plano, efetuou
se tambeém a geragao do tipo 2, a partir de uma malha simé-
trica a da figura V.9. Esta segunda malha tem os seus nés
numerados de 501 a 630. Na verdade, a matriz de rigidez deg
te superelemento poderia ser obtida por simples copia do t1

po 1.

A subestrutura da figura V.8-c (segmen-
to de viga furada) vem a ser o superelemento tipo 3, apre-
sentando duas incidéncias do tipo 1 e duas do tipo 2, con-

forme a figura V.10-Db.

A subestrutura representandoe uma viga
furada & mostrada na figura V.10-c, sendo constituida por
trés superelementos tipo 3. Ela se constituird no superele-
mento tipo 4 e, depols de condensada, permanecerdo apenas o
dos seus 28 noéts (figura V.10-d). Para a compatibilizagéo
com os elementos do pértico, €& necesséaria a 1mposigdo de
restriges generalizadas nos nés 301 a 307 e 322 a 328, a
fim de estabelécef a condigédo de segdes planas. Cumpre sall
eniar que este procedimento automaticamente introduz nos
nés 304 e 325 a componente de rigidez a flexdo, até& entéo

ndo definida na malha de elementos de membrana.

A estrutura final &€ composta por 18 ele
mentos de pértico plano e trés céplas do superelemento tipo
4. Ela tem a numeragdo dos seus elementos e superelementos

mostrada na figura V.10-e,

A massa de Iinformagbes gerada porr umna
andlise deste porte & por demais extensa para ser reproduzi
da aqui integralmente. Assim, no gque se refere aos resulta-
dos da caondensagdao dos superelementos, listam-se a seguir
os elementos ndao nulos da matriz fgb do superelemento tipo

4 (viga furada). Procurando dar uma idéia da perda de rigi-



113

(a)
| TIPO 2 -I
201 236
202t 237
203t @ @ 238
204 TIPO 3 239
205 1 240
206 @ @ b 241
207 242
(b)
TIPO 4
nos 301 a 307 nos 322 a 328 <—-—j
Imposicao de restrigoes (c)
generalizadas  (secoes
planas)
401 402 403
410 41 412 413
404 405 406
e —e 414 415 416 L7
304 325 407 408 409
(d) 418 419 420 421
A~ A A A

Figura V.10

(e)
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dez causada pelos furos, estes elementos estdo expressos em

fung&éo dos coeficlientes de rigidez correaﬁhndentes a wviga

sem os furos (formulagio comum da barra de pértico plano):

0, 814 EA-L

kg = -~ kiq = -~ kKqg = kKqq =
1(22 = = k25 = = kSE = ksc = 0,518 = laEI/L3
ka3 = Fkgg = Kazg = -Kk3zg = - Kgz = - Kgg =
= kgp = =~ kgg = 0,518 x BEI-L®
k33 = Kkgg = 0,635 x 4EI/L
k36 = k63_ = Q, 285 x 2EI-L
onde - médulo de elasticidade longitudinal

E

A - area da seqéo transversal

I - momento de inércia a flexao
i

- comprimento da barra.

Realizou-se a analise estatica do pérti
co, com todas as suas vigas submetidas a uma carga vertical
uniforme de taxa 14 KN-m. Como era de s esperar, as malo-
res flechas ocorreram no centro das vigas furadas, tendo s
do verificado o valor maximo de O, 21 cm no centro do supere

lemento 402.

Un dos objetivos mals 1mportantes de
uma analise deste tipo € verificar a concentragao de ten-
stes Junto aos cantos dos furos. A tabela V.8 contém um re-
sumo desta informagdo, apresentando o valor da maior tenséo
rrincipal (em wvalor absocluto), em MPa, Junto aos quatro can
tos de cada furo existente na estrutura. A numeracg&o das vi

gas, segmentos e cantos corresponde a da figura V.10,
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Tabelﬁ V.8 - Tensbes principais maximas, em MPa

Viga Sedmento Canto 1 Canto ¢ Canto 2 Canto 4
40z 1 169 166 49 155
c el 15 13 &
3 131 146 161 159
405 1 164 161 1146 147
2 14 ' 15 14 15
3 147 146 163 164
408 1 165 166 152 149
2 15 18 10 13
3 147 143 161 162

. Conforme se pode constatar, esta concen
tragido de tensbes € realmente significativa Junto aos furos
extremos de cada viga (picos de tenstes variando entre 141
e 169 MPa), sendo menos importante Junto aos furos cen-

trais.

O segmento 1 da viga 402, 0 qual apre-
sentou os maiores picos de tensdes, tem a variagido de suas
tensdes principais mostradas de forma grafica na figura V.
11. Pode-se observar o caréater altamente 1localizado destas

concentragtes de tensbes.




Tensoes principais maximas para o segmento 1 do superelemento 402

EENRERL

0 a 20 MPa

20 a 50 MPa

50 a 100 MPa
acima de 100 MPa

Figura V.11

gil
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Capitulo VI

VI - CONCLUSA0

Neste capitulo, s&o feitas as considera
gtbes finais sobre o método de subestruturagédo presentemente
desenvolvido. . Inicialmente, €& feita uma avaliagfo do me=mo,
a partir da discussao de resultados obtidos nos exemplos do
capitulo anteriér. Posteriormente, s3do relacionadas as tare
fas a serem executadas para a complementagdo do atual =ziste

ma computacional, bem como s&o levantadas 1i1déias para o

aperfeigoamento do mesmo.

VI.1 - POTENCIALIDADES DO METODO

A analise da estirutura com vigas fura-
das, apresentada na seg&do V.3, serve para ilustrar as poten

cialidades do método da subestruturagdo.

Cumpre salientar que a referida esztrutu
ra possui um total de 8.190 elementios e 4.378 n6s. Uma ana-
lise =em utilizar o recurso da subestruturacdo implicaria
na solugido de um sistema de equaglies com quase 9.000 incbég-

nitas.

O emprego de superelementos tornou ne-

cezzé&ria a geragio de apenas 3 ¥ destes elementos e de 5 ¥
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do total de n6=. A maior parte do esforgo de analise esteve
concentrada na =solugdo de doie sistemas de equagbes com 224
incégnitas, referente=z a condensagdo dos tipoe 1 e 2. A con
den=agdo dos demais= tipoale:a solugédo da estrutura implica-
ram nas tarefas triviais de resolver sistemas com, respecti

vamente, 56, 28 e 44 incb6gnitas.

Por outro lado, a ocupagao da memfria
central esteve sempre abaixo de 21.000 palavras. Diga-se de
passagem que, numa analise =sem subestruturagdédo, esta guanti
dade de memb6ria seria insuficiente até& mesmo para armazechar
os dados do problema. Na verdade, fol a técnica da subestru
turagsio que tornou vi&vel a andlise desta estrutura, bem co
mo a do pértico com superelemento= de junta (analisze dinami

ca envolvendo 1.700 graus de liberdade).

Cumpre destacar também a efetividade do
proces=o de compatibilizagio entre diferentes tipos de ele-
mentos estruturais, por meio da técnica de aplicagao de res
triqﬁeé generalizadas a nivel de subestrutura. I=to permi-
tiu que o superelemento viga furada, representado pela for-
mulag&o de estado plano de tenstes, fos=e tratado a mnivel
de estrutura como um elemento comum de pértico plano, 1nclu
=2ive com a componente de rigide=z & rotagfo em suas extremi-

dades.

A definig8o das miltiplas incidéncias
do= superelemenioe na hierarquia da subeatruturaq&uq- de
acordo com o formato descrito na seg&o 1.7, teve a sua Eim-
plicidade comprovada nos varios exemplos do capitulo-v. A
ocorréncia de um superelemento deniro da estrutura ou de um
dado superelemento tipo & descrita da mesma maneira que a

incidéncia de um elemento finito comum.

A possibilidade de selecionar as regites
para as quais se quer obter resultados também & realgada no
exemplo das vigas furadas. Assim, necessitam ser p6s-anali-
sados apenas os superelementos referentes aos segmentos nos

quai= se deseja estudar as concentragies de tensbes.
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Vi.2 - ANALISE DINAMICA

Uma vez que o emprego da subestrutura-
c&0 em analise dinamica apresenta aproximacgbes em certas
etapas de sua atual formulagdo, torna-se necessario investi
gar a repercuss&o das mesmas na qualidade dos resultados ob

tidos.

O gue se observa de imediato & gue erros
na obtengdo das frequéncias e modos de vibragao repercutem
e se amplificam na resposta final. Assim, a boa ou ma gualil
dade dos resultados depende antes de mais nada da precisio
na obtengao dos modos de vilevagdo., Esta ploclian, pread =Ua
vess,  edquer g corretla representagan da Jdisty 1idnaicace Jdas

Massas o wodelo de subesst ulhwragao adotado.

Ha formalag&o de Guyan, esta representa
¢ao & restrita ao termo ﬁgb- Nestas condigles, ao se conden
sar determinada regido de uma esitrutura, modifica-se a dis-
tribuigdo de suas massas. Caso esta alteragao interferir
significativamente com o funcionamento da mesma (inércia
dos deslocamentos dominantes), as frequéncias e modos de Vi

bragao apresentaraoc erros.

A formulagao baseada no sistema expandi
do ou misto de equagbes de equilibrio dinamico, desenvolvi-
da no capitulo I1II, representa sem duavida um importante
avango para a viabilizagdo do uso da subestruturag¢éo em ana
lise dindmica. A introdugido do termo cruzado ﬁ;b- em adigao
a Mpp (ver equagdo 111.39), corrige a insuficiéncia na re-
presentagdo das massas, recém mencionada. Desta maneira, fi
ca resolvida a questdo da precisdo na obtengdo das frequén-
cias e modos de vibragao. Isto pode ser comprovado pelos va
lores de frequéncias obtidos no exemplo de aferigdo, os

quais estido listados nas tabelas V.1 e V.6,

Outro aspecto a destacar & a inclusdo
do efeito das aceleragtes de contorno, na obtengdo das car-
gas dinadmicas de um superelemento. Ao se construir um algo-

ritmo de aplicagdo generalizada, a inclusao de tal efeito
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se torna 1mdispensavel. A determinagao ﬁﬁs modos de wvilna

cao 1nternos de um superelemento, pelo método de Lanczos-
Ritz, & feita tendo como ponto de partida um vetor de for-
gas. Se este vetor estiver limitado as forgas internas, 0s
modos gerados refletirado somente um efeito localizado, dei-
»ando de representaf a interagado dinamica do superelemento
com o restante da estrutura. Alem disso, em muitos casos,
0s superelementos podem estar desprovidos destas forgas in-

ternas, Lornando impossivel a aplicagao do referido método.

A questdo & que estas aceleragdes sto
obtidas de maneira aproximada, mediante uma solugdo estati-
ca ou uma inerclal{ conforme & preconizado na sub-seg&o
I111.3.1. Portanto, podem ser produzidos erros até mesmo
grosseiros. Todavia, constatou-se no exemplo de aferigao
que estes erros quase nao se refletem na utilizagio destas
aceleragtes pelo método do sistema expandido. Ocorreu algu-
ma imprecis&o apenas em casos 1solados de esforgos normais

de baixo valor.

O bom desempenho do presente método na
analise do pé6rtico da figura V.1 deve ser encarado com re-
servas. Obviamente, tornam-se necessarias pesdquisas adicio-
nais, principalmente para enfrentar a questdao dos erros iso
lados em regites pouco solicitadas. Ha a necessidade de se
aperfeigoar a ohteﬁqao da aproximag&o inicial das acelera-
¢bes de contorno ou, até mesmo, investigar formas alternati

vas de obté-las.

VI.3 - COMPLEMENTAGAO DO SISTEMA E IMPLANTACOES FUTURAS

Em seu atual estagio de desenvolvimento,
o sistema computacional possul algumas lacunas a serem ain-
da preenchidas, como a consideragao de cargas aplicadas em
elementos, obtengdo de reagtes externas e inclusido de ou-
tros tipos de elementos finitos. Trata-se de uma tarefa de

exXecugao 1mediata, uma vez que a atual estrutura de dados
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Ja esta preparada para estas 1mplantagdes.

Além disso, deve ser 1ntroduzida a de-
claragéo de superelementos (tipo) simétricos. Este expedien
te evitarad a repetigéo de calculos gue ocorreu, por exem-
pPlo, na condensagao dos guartos de segmento simétricos das
vigas furadas (tipos 1 e 2), o0& gquals possuem a mesma ma-
iriz de rigidez. Por melio desta declaragéo, um superelemen-
to, disposio simetricamente em relagido a outro, simplesmen-

te alocaréd a matriz de rigidez deste.

Outra tarefa gque Jja estad sendo executa-
da € a implantag¢do da analise dinamica com subestruturagéo
em maltiplos nivels, o que & facilitado pelo carater recur-
sivo do formulario desenvolvido na segao II1I1.4. Outros te-
mas para investigagéo sdo o aperfeigoamento da obteng&o da
aproximag&o inicial das aceleragdes no contorno dos supere-
lementos, conforme foi destacado na seg¢ao anterior, e a in-

clusd&o de outras modalidades de carregamento dinamico.

Merece destagque também a aplicagido da
subestruturagédo na andlise de estruturas com nao-linearida-
de localizada. Existem indmeras situagtes (estruturas supor
tadas por cabos, problemas de contato, problemas de intera-
Gao soloéestrutura, casos de concentraq&o‘de tenstes com es
coamento localizado etc.) nas quails o comportamento-ndo 1i-
near ocorre apenas em pequenas regifes isoladas. Assim, as
regites lineares, que constituem a maior parte do sistema
estrutural, sao subestruturadas e condensadas, de forma gque
a solugdo iterativa necessita ser feita somente para a regil

40 n&o-linear,

Bastaria, portanto, adicionar ao atual
sistema um médulo de analise nd&o-linear como, por exemplo,
0 algoritmo de Newton-Raphson. Merece ser investigado tam-
bh&m o recurso das "fronteiras mével1s" entre as regides de
comportamento linear e nao-linear, princlipalmente nos casos
de n&o-linearidade fisica. Isto pode representar um ganho
em eficiléncia, Jja que, nos incrementos iniclais, se pode

iterar sobre uma regiao bem menor,

ESCOLA DE ENZTNEAR
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O passo mals importante a ser dado para
a plena operacionalizagao do sistema € o aperfeilgoamento da
sua entrada de dados. Propte-se que 1sto seja feito com o
aproveitamento de sistemas ja& existentes, Jja& gque o conjunto
de dados para uma analise convencional pouco difere em rela

G&o ao da analise com subestruturagao.

Assim, pensa-se em utilizar um sistema
de comandos de linguagem orientada como o LEBRE [20] e adi-
cionar a ele comandos de fornecimento de dados tipicos de
subeétruturaqao. Outra alternativa seria adotar um sistema
de planilhas eletrdnicas como o gerador de malhas GAELI
[21, 221, atualmente implantado em microcomputadores. Isto
permitiria gerar o arquivo de dados e testar a consisténcila
dos mesmos utilizando um microcomputador, ficando a necessi
dade de acesso ao computador de grande porte restrita a ta-

refa de andalise.

A sequéncia dos dados para a geragao de
um superelemento fol proposta na segéo 1.7. No caso de supe
relementos com ocorréncias repetidas, ou dispostos simetri-
camente, se podem utilizar os mesmos comandos de simetria e
semelhanga de conetividades para elementos, existentes nos
sistemas recém citados. Um recurso que também necessita ser
implantado € a geragao automatica de equaqgbes de restricdes
generalizadas para situagdes que s&o tipicas, como condigao
de segbes planas, rigidez axxial infinita, tramos rigidos,

apoios inclinados etc.

A atual saida de resultados, dotada de
seletividade por regibtes, pode ser aperfeigoada implantando
se a seletividade por faixa de valores. Q0 avango seguinte
seria a obtengd&o de uma saida grafica, o gue permitiria o
tragado antomatico de deformadas, modos de vibracdo e dia-
gramas de variagao de tenstes como 0s que aparecem nas figu

ras V.7 e V.11, entre outras aplicagtes.

Um importante salto de gualidade sera
obtido com a utilizagdo de sistemas em processamento parale

lo. FARHAT & WILSON [3] relatam um ganho em eficiéncia de
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91 % em um problema de 16.000 graus de liberdade, com a ut:
lizagao desta técnica. A guestédo que se coloca de 1mediato
¢ o critério de divisao das tarefas para os diversos proces

sadores.

Uma possibilidade seria a divisao autuo-
matica em subdominiovz. HMeste coaso, cada SUper elemeit o oodl o
I T Sipiecs it o ymp iy b ia", fet Lo abe Fo gier aldl omd-
Cyova, ld v Feaooshe adaoun mé&Et oido aomag O "malticolour”, o O
"arrow".[E,BJ. Além disso, haverla a necessidade de uma re-

formalacédo do algoritmo de solugdo de sistemas de eguagdes.

Finalizando, pode-se dizer que as apli-
cagdes do método dos elementos finitos, quer estruturais,
quer ndo estruturais, apresentam um grau de discretizagao
cada vez malior, exiginio um constante aperfelgoamento dos
respectivos algoritmos numéricos. A este contexto de exigeén
cias, o método que melhor se adequa &, sem davida, o da su-
bestruturagdo em maltiplos niveis, atualmente funcionando
em programagao linear, porém plenamente apto a ser implanta

do em processamento paralelo.



1l

[z21

L3

£4)

[5]

[él

£73

[el

[9l

124

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

JENNINGS, A.; Matrix Computation for Engineers and
Scientists, Chichester, John Wiley and Sons, 1978.

FARHAT, C. e WILSON, E.: "Modal Superposition Dynamic
Analysis on Concurrent Multiprocessors", Eng. Comp.,
vol. 3, pp. 305-311, 1986.

FARHAT, C. e WILSON, E.; "Concurrent Iterative Solution
of Large Finite Element Systems", Comm. in Applied
Numerical Methods, vol. 3. Pp. 319-326, 198T7.

PRZEMIENIECKI, J.S.; Tneorybof Matrix Structural Analy-
s1s, New York, McGraw-Hill, 1968,

NOOR, A.K., KAMEL, H.A. e FULTON, R.E.; "Substructuring
Techniques - Status and Projections", Computers and

Structures, vol. 8, pp. 621-632, 1977.

DODDS JR., R.H. e LOPEZ, L.A.; "Substructuring in Li-
near and Non-Linear Analysis", Int. Journal for Nume

rical Methods in Engineering, vol.15, Pp. S583-59T7,
1980,

ELLWANGER, R.J. e LIMA, E.C.P.; "A Utilizag&o de Supere
lementos na Analise Estrutural"”, Anais do Colloquia
1987, vol. 4, pp. 153-168.

GUYAN, R.J.; "Reduction of BStiffness and Mass Matri-
ces", American Institute of Aeronautics and Astronau

tics Journal: vol. 3 i~ 8, Pp: 380, 1965.

MILLER, C.A.; "Dynamic Reduction of Structural Models",
Journal of the Structural Division, ASCE, vol. 106,
n- 8ST10, pp. 2097-2108, 1980.




[10]

i B

a2l

[13]

[14]

[15]

[16]

£17

£18]

211

125

WILSON, E.L. e BAYO, E.P.; "Use of Speclal Ritz Vec-
tors in Dynamic Substructure Analysis", Journal of
Structural Engineering, ASCE, vol. 112, n* 8, Ppp.
1944-1954, 1986.

WILSON, E.L. et alii; "Dynamic Analysis hy Direct ©&u-

perposition of Ritz Vectors", Earthquake Engineering

and Structural Dynamics, vol. 10, pp. 812-821, 1982.

LIMA, E.C.P. et alii; "A Utilizagdo dos Vetores de Lan
czos-Ritz para a Transformacgédo de Coordenadas em Ana
lise Dinamica de Estruturas”, Revista Brasileira de

Engenharia, vel. 3, n* 1, pp. 49-69, 1985.

COUTINHO, A.L.G.A. et aliil; "The Application of the
Lanczos Mode Superposition Method in Dynamic Analy-
sis of Off-shore Structures", Computers and Structu-
res, vol, 25, n- 4, pp. 615-625, 1987.

PETERSSON, H. e POPOV, E.P.; "Substructuring and Equa-
tion System Solutions in Finite Element Analysis",
Computers and Structures, vol. 7, pp. 197-206, 1977.

BATHE, K.J.; Finite Elements Procedures 1n Endgineering
Analysis, New Jersey, FPrentice Hall Inc., 1982,

GERE, J.M. e WEAVER JR., W., Analysis of Framed Struc-
tures, New York, Van Nostrand Reinhold Ltd., 1965.

MEIROVITCH, L.; Analytical Methods in Vibrations, Lon-
don, MacMillan, 1967,

CLOUGH, R.V. e -PENZIEN, J.; Dynamics of Siructures,
New York, McGraw Hill Inc., 1975.

LIMA, E.C.P.; LORANE-DINA: Uma Linguagem Orientada pa-
ra a Analise Dinamica de Estruturas (Tese de Doutora
do), Rio de Janeiro, COPPE, 1977,

FERRANTE, A.J. et alii; Sistema LEBRE - Manual do Usué
rio, Porto Alegre, CPGEC/UFRGS, 1979.

GROEHS, A.G,; "Geragdo de Malhas no Sistema GAELI",
Anais do Colloquia 1988, vol. 3, p. 661,



126

. [22) KREBS, M.; Gerag&o e Representagé&o de Malhas no Siste-
' ma GAELI (Tese de Mestrado), Porto Alegre, CPGEC/
UFRGS, 1988.



	image2017-08-11-070752
	image2017-08-11-071109
	image2017-08-11-071506

