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Rona l d Jos é Ellwanger 

Agosto , 1989 

Orientador : Pro:f. Édison C. Prates de Lima 

Programa: Engenharia Civil 

Este trabalho trata de wn sistema compg 

tacional destinado ã anãlise estãtica e dinâmica de estrutu 

ras, dotado da capacidade de subestruturaç~o em múltiplos 

níveis. 

Inicialmente, apresenta - se a :formulaçao 

da anál ise com subestruturaç~o. abordando con~ensaç~o. de:fi 

niçao do sistema de re-ferência local de um s uperelemento e 

ap licaçao de restriçOes nodais generalizadas. Em seguida, 

mostra-se a :formulação da análise dinámica, por meio de su

perposiçao modal utilizando o método de Lanczos-Ritz . A con 

densaçao dinâmica e sua generalizaçao pára múltiplos níveis 

s~o também deduzidas. 

A seguir, comenta-se a organizaçao do · 

algor1tmo computacional, com as operações matriciais mais 

importantes e a utilização de memória peri:férica . Como exem 

plos de aplicação , são analisadas algwuas estruturas e :f ei 

ta . a discussão dos resultados obtidos. Finalmente , são apr~ 

sentadas a lgumas conclu.sues. 
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Abstract OÍ Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial ÍUl

Í i llment of the requi rements for the degree of Doctor· of 

Science (D. Se.). 

STATIC AND DYNAf..fiC ANALYSIS WITH l1ULTI -LEVEL SUBSTRUCTURING 

Ronald José Ellwanger 

August, 1989 

Thesis Supervisor: Prof. ~dison C. Prates de Lima 

Department : Engeru1aria Civil 

This thesis pr~sents a computational 

system for static and dynamic analysis, with a multi-level 

substructuring capability. 

The s1.:lbstructur i ng formulat i on :for struc 

tural analysis encompass static condensation, l ocal re:feren 

ce system de:finition and generalized constraints. The dyna

mic analysis formulation is evalua:t.ed, by the modal super

posi ti on method using the Lanczos-R:i tz basis vectors. The 

dynamic condensation and 1ts generalization for multiple 1~ 

vels are also established. 

The computational algorithm ' s organiza

tion, with the more important matrix operations and the use 

of peripheral memory are comented. The proposed methodology 

was applied to the analyses of some structures. The main re 

sults are discussed and the final conclusions are drawn. 
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Capítulo I 

I - INTRODUÇÃO 

1.1 - SUBESTRUTURAÇÃO E SUPERELD~ENTOS 

Ao aplicar o mêtodo da rigidez na anál.!. 

se de estruturas muito complexas, como grandes ediÍicaçOes, 

problemas de engenharia naval e aero-espacial etc., a quan

tidade de e l ementos Íinitos necessários para a discretiza

ç~o estrutural Írequentemente excede a capacidade computa

cional disponível, ou torna esta análise economicamente prg 

ibitiva. Para Íazer Írente a esta sítuaç~o. vários recursos 

tem sido uti lizados, baseados em diÍerentes mêtodos numéri

cos EU. 

O advento dos computadores com arquite

tw'a de processamento em paralelo está causando uma intensa 

reavaliação de critêrios na elaboração de algoritmos numêrJ. 

cos, com o objetivo de tirar ma}or proveito das caracteris

ti cas destas máquinas E2, 3J. Um dos mêtodos de análise es

trutural ma1s apropriados para implementação em processameg 

to paralelo ~ a técnica da subestrutw'aç~o . a qual será en

Íat i zada no presente traball1o . 

A subestrutw'ação ~ conceituada como a 

·divisão da estrutura em regiO es menores ou subestruturas. 

Os contornos destas subestruturas podem, em princípio, ser 

especi:ficados arbitrari~mente , em:pora seja preÍerível que a 
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estrutura global flque racionalmente <llv·la.taa em reg10es na 
.. . 1 ~ -

turals E1J. 

Uma subestrutt~a podera ter pontos no

dais nela 1ncidindo de duas maneiras: 

- nós internos: situados no seu interior, portanto só 

a ela pertencendo; 

- nós externos ou de contorno: situados no limite da 

regi~o delimitada pela subestrutura, podendo ser comuns a 

ela e a outras subestruturas , ou ao contorno da estrutura 

global. 

Definem-se aln<la os graus <le liberaaae 

internos e externos ae t~a subestrutura como sendo os graus 

ae liberdade relativos, respectivamente, aos seus nós inter 

nos e aos de contorno. 

Uma vez feita a divis~o da estrutura, 

cada subestrutura é analisada separadamente, por meio de um 

processo de condensa:ç~o. Medi ante este processo, estabe l e

cem-se r elaçOes entr.e deslocamentos, aceleraçOes e for ças 

aplicadas nos seus nós de contorno, constituindo-se as ma

trizes de rigidez e de massa condensadas nos seus graus de 

liberdade externos. Além disso , a partir das cargas aplica

das ao longo de toda a subestrutura, determinam-se forças 

equivalentes atuando nos nós de contorno. 

Real1zaa.a a conaensaçao de toaas as su

bestruturas , pode-se efetuar a montagem <las respectivas 

matrizes e vetores, obtenao-se as matrizes ae rigidez, de 

massa e as cargas nodais equivalentes da estrutura global. 

Assim, o sistema de equaçoes a ser resolvido tem como incog 

nltas somente os aeslocamentos dos nos sltuaaos nas interfª 

ces entre as stwestruturas. 

Com a soluç~o do sistema de equaçOes, 

determinam-se os deslocamentos nodais das interfaces, podeg 

do-se ent~o retomar a analise separada de cada subestrutu

ra. Conhecidos os deslocamentos dos seus nós de contorno, 

calculam-se os dos nós internos e, em seguida, os esforços 

nos seus elementos constituintes . 
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Pelas 1a.e1as ate agora expostas , nota-; 
' ~\ t 

se a a.1reta correspona.encla entre os nc.s a.e contorno a.e wüa: 
stlbestrutura e os nos 1nc1a.entes a.e um elemento flnlto , no 

que diz respeito à matriz de rigidez e as forças nodais 
! 

equi valentes. Portanto, as subestruturas podem ser tratadas 

como elementos finitos complexos ou "superelementos" . Neste 
trabalho, sUbestrutura e superelemento terao o mesmo signi

ficado . Assim, as definiçOes ate aqui .feitas para as SL1bes

truturas (nós, graus de liberdade etc. ) sao inteiramente vA 

lidas para os superelementos. 

A tecnica de anAlise recém descrita dei 

xa transparecer nitidamente a vantagem de sua implementaçao 
em processamento parale lo . Assim, as várias subestruturas 

s~o condensadas ao mesmo tempo, usando os diversos proces

sadores disponíveis. Após a so luç~o da estrutura, repete-se 

o procedimento, rea lizando-se a anAlise interna das subes

truturas também de forma simultânea: 

I. 2 - SUBESTRUTURAÇí!\0 EM M'OLTIPLOS N!VEIS 

Atê aqui, tratou-se de superelementos 

~armados exclusivamente por elementos estruturais bAsicos, 

dando origem à chamada subestruturaç~q em um único nível. 

Todavia, muitas vezes ê conveniente que determinados super~ 

lementos também sejam di v ididos em sub-regiOes, formando o~ 
tros superelementos os quais, por sua vez, podem igualmente 

ser subdivididos. Constitui-se, assim, a subestruturaç~o em 

múltiplos níveis [5J, na qual um superelemento pode ser for 

mado tanto por elementos bAs1cos, como por outros superele
mentos. 

Diz-se entao qtle os superelementos que 
compoem diretamente a estrutura pertencem ao nível mais al

to ou primeiro nível da sUbestruturaçao. A mea.1a.a qtle as 
subdiv1sOes se aprofundam para o interior dos superelemen

tos , formam -se os níveis sucessivamente mais baixos da su-

,, 
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bestruturaçao, ou seja, segundo, terceiro nível etc . ~ ób

vio que o último nível deve possuir superelementos formados 

exclusivamente por elementos. 

com relaçao a analise anteriormente aeª 

crita, no caso de subestruturaçao em mült1plos nívels , ao 

se realizar a condensaçao de determinada subestrutL~a. ae

vem estar previamente condensados os superelementos que a 

constituem. Por outro lado, ao calcular deslocamentos no

dais de um superelemento, deverao estar previamente determi 

nados os da subestrutura da qual ele faz parte. 

A figura 1 . 1 mostra um exemplo de subes 

truturaçao em dois níveis . Os superelementos do segundo ní

vel que aparecem na figura 1 . 1-b (tipos 1, 2 e 3), sao for

mados exclusivamente por elementos bâsicos. As subestrutu

ras do primeiro nível -tipos 1 e S da figura 1 . 1-c- cons 

tituem-se de superelementos do nivel inferior. Jâ a estrutu 

ra ê uma montagem dos superelementos t1P0 :1 e 5, embora pu
dessem dela participar diretamente elementos bâsicos e su

bestruturas de qualquer nível . 

1 . 3 - VANTAGENS DA SUBESTRUTURAÇÃO 

Existem diversas vantagens em se reali

zar subestruturaçao, em comparaçao com as técnicas conven

cionais de anâlise estrutural . Muitas vezes, um modelo em 

elementos finitos de uma estrutura muito complexa pode vir 

a exi_gir demasiadamente da capacidade disponível de um com

putador. Mediante o uso do processo de subestruturaçao, pr2 

vavelmente o problema nao só poderâ ser resolvido, como tam 

bêm a soluçao poderâ s er obtida a um custo razoâvel. 

As grandes vantagens do uso da· subestr~ 

turaçao (traduzidas pela reauçao do custo computaclonal e 

slmpllflcaçao no fornecimento dos dados) residem nas segulD 

tes aplicaçoes: 

- anâlise de estruturas tendo SL1b-regiOes idênticas, 

~· ... ' . 

I ' 

·' ~ ' ~ 



· TIPO ·4 

5 

TIPO 3 

TIPO 2 

Figura 1.1 

a) elementos finitos 

bãsicos 

b) superelemen tos do 
segundo nível 

Numeração dos elementos: 

Tipo 1 : 1 a 128 
Tipo 2: 201 a 240 
Tipo 3: 301 a 316 

c) superelementos do 
primeiro nível 

d) estrutura 
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' . 
acarretando rep'et1<1as ocorrências de <1etermina<1os superele-

mentos; 
- casos nos quais se requer resultados somente para <1e 

I 

terminadas reg i Oes da estrutura; 

- reanâlise com modificaçOes em algumas partes do sis

tema estrutural. 

Uma S\.'lbest.rutt1ra requer o fornecimento 

das coordenadas dos seus nos e de incidências definindo o 

tamanho, orientaçao e conetividade ~os seus elementos. No 

caso dela ocorrer repetidas vezes ao longo da estrutura ou 

de superelementos de nível superior , estes dados só preci

sam ser fornecidos uma ünica vez. Apenas as incidências dos 

seus nos de contorno necessitam ser especificadas a cada 

ocorrência. Alem disso, conjuntos <1e cargas aplicadas nos 
nos e elementos de uma subestrutura repetida sao tambem de

finidos somente uma vez. Por outro lado, a pUbllcaçao dos 

resultados pode ' ser feita de uma forma mais racional, faci

litando a sua interpretaçao. 

Os fatos acima expostos sao importantes 
à medida que a preparaçao e checagem dos dados, bem como a 

interpretaçao dos resultados constituem grande parte da ta

refa de anâlise. Com exceçao dos problemas ·mafs triviais, 

os gastos com o trabalho de profissionais sao muito supe

riores aos custos computacionais [6). 

A subestruturaçao reduz a demanda comp~ 

tacional ao eliminar o calculo e armazenàmento m\1ltiplo da 

matriz de rigidez, de massa e as cargas nodais equivalentes 
de superelementos repetidos. A condensaçao ünica de um sup~ 

relemento repetido implica na eliminaçao s1mu1tanea dos nos 
internos em todas as ocorrências do mesmo. Com isso, fica 

bastante redt~ido o n\1mero de nos da estrutt~a final , dimi
nuindo drasticamente o tempo de soluçao. 

Na análise de uma estrutura complexa, 

geralmente se necessita obter resultados somente em determi 

nadas regiOes da mesma. Assim, apOs a soluçao da estrutura 

global, efetuar-se-â a determinaçao de deslocamentos inter-



7 
,._ .. : 

nos e esforços nos elementos apenas para alguns superelemen 
' ' -

tos, resultando em mais e6onom1a de tempo de mâquina. Alêm 

d1sso, a subestruturaç~o favorece a reanálise, na medida em 

que somente os super-elementos que sofrem modificaçOes neces 
! 

si tam ser r e condensados. · 

I .1 - AS CARACTER!STICAS DOS SUPERELEMENTOS 

A têcnjca de dividir ima~inariamente o 

contínuo em regiOes tem tido, normalmente, a sua aplicaç~o 

basicamente restrita a procedimentos s1mples de condensa

ç~o . Eles se limitam, na maioria das vezes, a um único ní

vel, tendo poucos recursos de imposiç~o de restriçOes gene

ralizadas que permitam a combinaç~o de superelementos de di 

ferentes origens. 

A principal característica dos superel~ 

mentos se baseia na direta correspondência entre um supere

lemerito e um elemento finito . Para que se consiga esta cor

respondência de maneira realmente efetiva, deve-se ter um 

sistema de anAlise estrutural dotado das seguintes facilida 

des: 

- sUbestruturaçao em vârios níveis: a partir de super~ 

lemeritos simples, podem-se construir sucessivamente super-e
lementos mais complexos, atê modelar completamente a estru

tura global , havendo, por outro lado, a possibilidade de 11 
mitar a obtenç&o dos resultados apenas para algwnas· regiOes 

da estrutt.rra . 

- orientaçao automâtlca dos graus de liberdade: median 

te a geraçao de matrizes de rotaç5o loca 1 s , t.un mesmo super~ 
lemento pode ser utilizado em diversas partes da estrutt.rra 

e com dlferentes orientaçoes . Alêm disso, deve-se proporciQ 
nar ao usuar1o uma maneira simples de definir as mültiplas 
incidências dos super-elementos ao longo da estrutura, ev1-
tando assim o que tem ocorrido algumas vezes, quando a com

plexidade ao especificar estas incidências tem levado o usu 

Ario a a.eslstir a.o uso da sUbestruturaçao. conforme sera 
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visto mais adiante, a incidência e a orientaç~o de um S·Upe

relemento podem ser definidas pela simples especificaç~o 

dos seus nós de contorno. 

- geraç~o de restriç~es generalizadas; uma estrutura 

pode ser formada por superelementos. de difer entes tipos (e~ 

tado plano, flex~o de placas etc.). · Para combinar estes su

perelementos, muitas vezes ê n ecessário impor certas restri 

ç~es generalizadas nas suas interfaces. 

Os recursos acima mencionados tem como 

objetivo possibilitar um projeto racional e con:tiável, sem 

a necessidade de criar modelos simplificados de confiabili

dade duvidosa; evita-se, por exemplo, a necessidade de ex

pandir e interpolar . resultados para posterior utilizaç~o em 

modelos de detalhes estruturais nos quais se deseja anali

sar concentraç~es de tens~es [7J . 

1.5 -A SUBESTRUTURAÇÃO NA ANALISE DINAMICA 

Até recentemente, a subestruturaç~o vi

nha sendo utilizada em análise dinàmica principalmente medi 

ante a adoç~o de alguma modalidade da reduç~o de GUYAN [8, 

9J. Todavia, tem-se constatado que ·esta formulaç~o pode pr~ 

duzir erros significativos nos resultados da análise. Esta 

perda de precis~o deve-se ao fato de a formulaç~o de Guyan 

n~o dispor de express~es exatas para duas importantes eta

pas do processo de análise descrito na seç~o 1.1; a conden

saç~o da matriz de massa e a obtenç~o dos deslocamentos in

ternos de um superelemento. 

Uma nova formulaç~o. proposta por WIL

SON E BAYO [10J, preenche estas lacunas. Ela está baseada 

na formaç~o de um sistema de equaç~es de equil1brio dinâmi

co, contendo simultaneamente incógnitas referentes a graus 

de liberdade geométricos da estrutura global e a graus de 

liberdade modais dos seus superelementos formadores. 
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N,.~ · determinaç~o dos deslocamentos inte!: 

nos de um superelemento, é incluida uma parcela dinàmica, 

obtida por meio da superposiç~o dos seus modos de vibraç~o 

internos. Estes modo~ s~o determinados pelo algoritmo de 

Lanczos-Ritz (11-13), a partir das forças internas do supe

relemento. Neste trabalho, soma-se às forças internas tam

bém o efeito das aceleraç~es dos n6s de contorno, o que n~o 

é feito na formulaç~o de Wilson e Bayo. 

1.6- CLASSES E SISTEMAS DE NUMERAÇÃO 

. Nesta seç~o e nas duas subsequentes , se 

r~o abordadas algumas quest~es referentes à definiç~o de um 

sistema estrutural com subestruturaç~o em múltiplos n1veis. 

Conforme a funç~o que ir~o desempenhar durante a análise, 

os superelementos podem ser separados em duas classes: 

a) superelementos tipo - s~o superelementos de referên 

cia, formando uma espécie de biblioteca. Cada um deles pod~ 

rá incidir uma ou repetidas vezes ao longo da estrutura a 

analisar. A forma de descrever estas incidências é vista 

mais adiante. Ser~o os superelementos tipo que efetixamente 

ter~o calculadas a sua matriz de rigid~z e a de massa por 

meio do processo de condensaç~o. 

b) superelementos construtivos: s~o os superelementos 

que efetivamente v~o participar da formaç~o do sistem·à es-

trutural nos seus diversos n1veis de subestrutüraç~o. Cada 

um deles estará sempre referenciado a um superelemento tipo 

do qual obtem as matrizes de rigidez e de massa. Ao con~rá

rio dos superelementos tipo, ser~o os construt_ivos que te

r~o calculados os deslocamentos em seus n6s e os esforços 

em seus elementos. 

Portanto, uma estrutura será formada 

por superelementos construtivos, referenciados a determina

dos superelementos tipo. Estes ser~o formados por outros su 

perelementos construtivos de nivel inferior que, por sua 

vez, estar~o também referenciados a superelementos tipo. As 
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sim, o processo de formaç~o se repete ao longo de niveis su 

cessivamente 1nfer iores , até atingir superelementos tipo 

formados exclus ivamente por elementos . 

Os superel ementos s~o 'identificados por 

números 1ntc1ros maiores que zero, existindo um único sist~ 

ma de ntuneraç~o para os supereJementos tipo . .A.l êm disso, na 

definiç~o de cada tipo , existe um sistema de nurneraç~o para 

os seus superelementos construtivos, send<? que este sistema 

se repetirá cada vez que o superelemento tipo for referen

ciado ao longo da estrutura. A mesma repetição dos sistemas 

de numeraç~ o ocorre em relação aos elementos e aos nós per

tencentes a um superelemento tipo. 

A título de ilustração, seja o exemplo 

da figura 1.1, onde estão mostradas as constituições de ci!} 

co superelementos tipo (numerados de 1 a 5) e da estrutura: 

tipos 1, 2 e 3 - formados por elementos retangulares, 

numerados, respectivamente, de 1 a 128, de 201 a 240 e de 

301 a 316 . 

tipo 1 - formado pelos superelementos construtivos 1 e 

2, ambos referenciados ao superelemento tipo 1. 

tipo 5 - :formado por superelementos construtivos nume

rados de 1 a 1. 1 e 2 são cópias do superelemento tipo 3, 

enquanto 3 e 1 são cópias do tipo 2. 

estrutUl'a - formada pelos supere lementos construtivos 

21 (tipo 1), 22 e 23 (tipo 5). 

Vemos, portanto, que existe wn sistema 

de numeração para os superelementos tipo (1 atê 5) e três 

sistemas para os superelementos construtivos : (1 , 2) na de:fi 

nição do tipo "f, (1 até 1) na do t1po 5 e (21, 22, 23) na da 

estrutura . .A.ss1m, por exempl o, o sistema de nwneraçêio (1 

até "f ) vai aparecer duas vezes na estrutura, enqpanto os 

sistemas de nwneração de elementos (201 atê 2"'10) e (301 até 

316) vão se repetir por quatro vezes. 

' ' 
•' ,I ~ 
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! . 7- GERAÇÃO DOS SUPERELEHENTOS 

Trata-se a seguir dos dados necessários 

à geraçi:'io de wn superelemento tipo e à de-finição da estrutu 

ra a analisar. Esses dados consistem basicamente na r~lação 

dos elementos e superelementos construtivos. Para a g·eraç~o 

do tipo, s1:to n ecessários ainda seu número e a relaç~o dos 

seu s n ós de contorno . 

S empre que se estiver gerando um sup er_s: 

lemento tipo, se estarã trabalhando dentro d e wn s i stema de 

re-ferência de definição . Assim, todos os nós e elementos 

aqui especi-ficados estarao direta me nt e rcfL;r enciEtdu.s a est e 

sistema, poi.:s , n a Vé! 'Lladc.: , L(~l"-~l L' S- l d•) p1 ·eviame ni..(: g .::1 úÜCtS 

Lle11ll u d t · Jc: . Os outr o .-=:. supel •:.: lt:Hi ento:3 i..ip c. , [ ,qul rt.::fer~:~nGlél 

!J (• ::;; , P '-·cl•::!· ãu t er· .S lll .:• pr.::v l Et mente gerados dentro do atual 

s1stema ou :fora dele. Os superelementos construtivu.s :farão 

a re-ferência aos respectivos tipos por meio da espeSi"fica

ção de seus atuais nós de contorno os quais, como já foi di 

to, "foram gerados em relação ao atual sistema de. de"fi"nição. 

PropOe-se a seguir uma sequência de for 

necimento de dados, a qual poderia estar inserida em uma 

· linguagem orientada ou em wn sistema de planilhas eletrôni

cas . A geraç~o ê iniciada por wn registro contendo os dados 

abaixo esquematizados: 

TIPO <i1> NOS < li stal > ELD-1ENTOS <li sta2> 

ou ESTRl.ITURA ELEHENTOS < 1 i sta2> 

Os itens entre < > indicam os dados nu

méricos a serem f orne c idos. i 1 ê o número do superel.emento 

tipo que está sendo gerado, listai contem os seus nós de 

contorno e lista2 os seus elementos construtivos (caso exi~ 

tam). Quando se estiver gerando a estrutura, obviamente não 

se "fornecem ii nem listai. 
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Se existirem também supe~~lementos con~ 
t f ~ ' 

trutivos, fornece-se para cada um d e l es um registro com o 

seguinte formato: 

SUPERELEMENTO <i2> NOS <lista3> 

onde i2 é o número do superelemento construtivo; 13 é o nú

mer o do superelemento tipo por ele referenciado. A lista3 é 

de nós de contorno , fornecidos em ordem tal que haja a exa

ta correspondência com bs nós especificados na geraç~o do 

r espect ivo tipo. 

Portanto, o superelemento tipo i 3 inci

de no tipo i 1 , com o número i 2 , assumindo novos nós de con

torno dados pela li sta3. Observa-se assim a simplicidade em 

definir a incidên cia e a orientaç~o de um superelemento de~ 

tro de qualquer nivel da subestruturaç~o. Convém destacar 

que a sequência de registros aqui apresentad? gera tanto os 

superelementos tipo como os construtivos, e o seu uso perml 

te definir compl etamente a hierarquia da subestruturaç~o. 

1 . 8 - IDENTIFICAÇÃO DENTRO DOS MúLTIPLOS N!VEIS 

Conforme foi visto na seç~o 1.6, existe 

uma multiplicidade de sistemas de numeraç~o para superele-

mentos construtivos, elementos e nós internos. Existem si-

tuaçOes, como na saída de resultad os , em que a identif ica

ç~o de um nó, elemento ou superelemento necessita definir 

sua locali zaç~o dentro da hierarquia da subestruturaç~o. 

Desta forma , a identificaç~o de cada um deles deverá conter 

as seguintes informaçOes: 

- número que é atribuído aq superelemento construtivo, 

elemento ou nó interno, n a formaç~o do supere l emento tipo 

do qual faz parte. 

- número do superelemento construtivo de nível supe

ri or no qual ele está diretamente contido. 
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- números dos superelementos construtivos dos níveis 

sucessivamente superiores nos qua1s ele está indiretamente 

contido. 

As alternativas aqui propostas para es

ta identificaç~o consistem em especificar os números acima 

citados, de forma que o n· de um superelemento (ou elemen

to, ou nó) aparece entre parênteses, precedido ou . sucedido 

do n· do sup erelemento no qual ele está contido. .Aplicando 

esta regra de maneira recursiva, resulta a seguinte constru 

ç~o sintática; 

iN ( iN-1 ( ·· · ( i2 ( i1 .)) ... )) 

ou, alternativamente: ((. · .(( i1) i2) · · · ) iN-1) iN 

i1 ê o número do elemento, rio ou super~ 

lemento que está sendo identificado ; i 2 é o númer~ do supe

relemento do qual i1 faz parte; por sua vez, i2 estA conti

do no superelemento de número i 3 , e assim por diante, até 

iN que ê o número de um superelemento pertencente ao mais 

alto nível' da subestruturaç~o . 

Adotaram-se os parênteses, por serem os 

símbolos gráficos que melhor representam as relaç6es de co~ 

ter e estar contido, existentes entre os superelementos. 

Por exemplo, seja a situaç~o da figura 1.1. O superelemento 

representando a parede interna do andar superior será iden

ti .ficado pela e>-.-press~o 22( "i ) . Por outro lado, o elemento 

96, integrante da parede com janela do andar inferior, serA 

identificado por 21( 1( 96 )). Alternativamente, poder-se

iam fazer as respectivas identificaç6es usando-se ( 1 )22 e 

( ( 96 ) 1 ) 21. 
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1 .9 - OBJETIVOS E DEFINIÇÂO DO TRABALHO 

o presente trabalho tem por principais 

objetivos os seguintes: 
l 

- apresentar uma formulaçao de anãllse est.rutural pelo 

mêtodo da rigidez, contendo a capacidade de subestruturaç~o 

em múltiplos níveis. 

- comprovar a eficiência do mêtodo baseado no sistema 

expandido ou misto de equaçoes de equilíbrio na analise d1-

nam1ca com SLWestruturaç~o. 

- organizar as referidas formul a çoes em L~ algoritmo 

computacional , concebido conforme a filosofia dos superele

mentos e capaz, portanto, de proporcionar os rect~sos men

cionados na seç~o 1.1. 

Uma subestrutura ê tratada como um ele

mento finito complexo (superelemento) , tendo o seu sistema 

de referência local definido automat icamente a partir dos 

seus nós de contorno . Isto permite que, uma vez definido, 

um supere lemento (tipo) possa ser utilizado em diferentes 

partes da estrutura e com d1ferentes orientaçOes. 

A anAlise de estrut uras mistas , com a 

compa t ibilizaçao entre diferentes tipos de elementos fini

tos e reticulados, e facilitada por duas · características do 

mêtodo. Uma e a possibilidadé de definir diferentes conjun

tos de graus de liberdade significantes para cada no. A ou

tra ê o recurso das restriçOes generalizadas, usando a têc

nica de eliminaçao de graus de liberdade a nível de sLwes

trutura [11J. 

Na análise dinàmica, ê adotado o mêtodo 

da superposiç~o modal , sendo a matriz de transformaçao con§ 

tituida pelos chamados vetores de Lanczos-Ritz. O presente 

estudo limita-se ao caso de carregamento harmOn1co. 

o sistema computacional fol desenvolvi

do inicialmente no computador B-6700 do NCE/UFRJ e , após, 

no A-10 do CPD/UFRGS . Esta codificado em FORTRAN e usa o 

procedimento de alocaçao dinâmica de memória. Possui uma es 

trutura modular , composta por 92 sub-rotinas, alt:m do pr·o-
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grama prlnclpal. o sistema se estende atualmente por . quase 
' . 

o1to mll llnhas de programaçao. ·"' l 

Sua estrutura de dados conta com uma sê 

rie de arquivos de mem6ria per.ifêrica, p ermitindo ql;le um 

problema possa ser analisado em múltiplas rodadas. Assim, 

por exemplo, um superelemento, d~pois de condensado, pode 

participar tambêm de análises posteriores da mesma ou de ou 

tras estru ttrra s . o recurso das múltiplas rodadas tambêm tor 
na ma i s efici ente o procedimento de reanálise. 

Devido a nao disponibilidade de maqui

nas de processamento paralelo, o programa fol desenvolvido 

no sistema de programaçao linear. ·Todavia, esta construído 

de forma a ser facilmente adaptado para funcionar com pro

cessamento paralelo. 

1.10- ORGANIZAÇÃO DO TEXTO 

o texto encontra-se dividido em seis cª 

pítulos, o primeiro aos quais constitui a presente introdu

çao. 

No segundo capítulo, apresenta- se a for 

mulaçao da análise de estruturas formadas por superelemen-
; 

tos . Mostram-se as equações gerais do mêtodo da rigidez e 

descreve-se o processo de condensaçao de · uma subestrutura. 

sao tambêm apresentadas a definiçao do 

sistema de referência local de um superelemento e a determ1 

naçao de sua matriz de cossenos diretores; a partir desta, 

ê dedt1Zida a matriz de rotaçao, demonstrando-se o seu uso 

nas t.rans:formaçoes que sofrem as matrizes dos super-elemen

t os com a mud ança de eixos de referênci a . Por ültimo, exPCi~ 

se a formulaçao de restriçOes generalizadas. 

A analise dinâmica com subestruturaçao 
tem a sua formulaçao estabelecida no terceiro capitulo. sao 
apresentados a superposiçao modal e o algoritmo de Lanczos 
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Ri tz. 

Mostra-se a contr1bu1çao de um superel~ 

mento na formaçao ao sistema misto de equaçoes, a soluçao 

do mesmo e a obtençao das forças din~m1cas e dos deslocamen 

tos internos dos superelementos . Em seguida, ~ feita a gen~ 

neralizaçao do mêtodo para a subestrutLrraçao em múltiplos 
níveis. No final, apresenta-se o formulârio referente a res 

posta a carregamento harmOn1co. 

O quarto capítulo trata do algoritmo 
computacional destinado a aplicar o formulário estabelecido 
nos cap í tulos precedentes. Com o auxilio de diagramas, pro

curam-se mostrar as operaçOes matriciais mais importantes e 

a utili zaçao da memória secundária ou periférica. Descrevem 

s e tambêm detalhes acerca da numeraçao automática de graus 

de liberdade e aspectos gerais do sistema desenvolvido . 

A segui r, no quinto capitulo, 

tradas algumas aplicaçOes do mêtodo de anAlise de 

sao mos

estrutu-

r as formadas p or superelementos. Inicialmente, ê feita uma 

aferiçao da precisao do mêtoao. Nos exemplos seguintes, ê 

dada ênfase a algumas potencialidades do s i stema, como su

bestr uturaça.o em múlti p los n í v eis, compatibilizaça.o entre 

elementos finitos e reticulados, e validade da formulaçao 

da análise d1n~m1ca . 

Finalmente, no sexto capitulo, ê feita 

a discussa.o dos resultados obtidos e procuram-se tirar al~ 

mas conclusOes . Alêm disso, sao sugeridas tarefas que pos-

sam vir a contribuir para ~ complementaça.o e o 

mento do presente trabalho; traçam-se tambêm 
de continuidade neste campo de pesquisa. 

aperfeiçoa

perspectivas 
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Capítulo II 

I I - OS ·sUPERELD4ENTOS NA ANÁLISE ESTRUTURAL 

II . 1 - EQUAÇOES DE EQUILíBR IO 

Na an!\.11 se estEtt 1 ca a. e uma estrutura p~ 

lo mêt oa.o a.a r l,gl a.ez, o .slstema a.e equaçOes de equ1li:br1o a 
ser resolv ido po<le ser eXPresso na forma · matric1al abai x o: 

K U : P ( II. l) 

u ê o v etor da$ 1ncogn itas , constituido pelos deslocamentos 

nodais, P ~ o vetor de cargas, constituido de forças agindo 

na tlireç&o dos deslocamentos u. K t: a matriz a.e rigidez . 

Geralmente , a matriz K e o v etor P sâo 

obtidos a partir da soma de contribuiçOes individuais de 

elementos ou super-elementos integrantes do modelo físico do 

sistema estrutural: 

NP 
K :: i ~1 K} (I I . 2) 

(I I . 3) 



18 ... ~· : 

J'!P1 ·e o nümero a.e partes ou reglOes em que foi a.1v1a1a.o o 

si.stema estrutural para f 1ns a.e ana11 se. 

I. 
A obtençao ae K1 e P1. para elementos 

tipo barra e elementos finitos, ê assunto bastante conheci-

do. No caso de um superelemento, essas matrizes sao expres

sas em termos dos graus de llberdade relativos aos seus nós 

de contorno ; elas sao obtidas por meio de um processo de 

condensaçao , descrito na seçao II.2. 

Uma vez obtld.o.s o.s deslocamentos u, por 

meio da soluçao a.e CII.l), podem-se determinar a.s forças 

atuantes sol)re caaa elemento isolado, a1. Isso e fel to a 

partir a.a seguinte equaçao matricial: 

(11.1) 

No caso ae um elemento tipo barra , a1 e 
o vetor ae açoes em .suas eÀ~rem1a.aa.es. 

Atê aqui , foi tacitamente assumido que 

as matrizes K1 e P1 sao determinadas em relaçao ao sistema 

de referência global da estrutUr-a. Na prática, todavia, is

so só acontece no caso particular em que o sistema de refe

rência local do elemento ou superelemento coincide em orien 

taçao com o sistema global . Caso contrário , tornam-se neces 

sárias transformaçoes antes de se obter Pl• K1 e a1 . Isso 

será tratado mais detalhadamente na seçao II.1. 

I I . 2 - CONDDlSAÇÃO DE UM SUPERELEMENTO 

SeJa uma regi5.o d.e uma estrutura, dest.! 

nada a const.i tuir \.un superelemento . Esta regi ao pode estar 

divid.ida, para fins de análise, em elementos e/ou superele

mento.s de nível inferior . As equaçoes que governam o equill 
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bri·o .do supci'elemento em questão podem ser ordenadas de for 
·' ' ma '~ separar graus de liberdade internos e externos , 

mindo a seguinte forma matricial: 

u 
a 

u 
b 

= 

p 
a 

p 
b 

assu-

(11.5) 

onde os sub-índ ices a e b referem-se , res pectivamente , aos 

graus de liberdade internos e externos. As submatr i zes Kaa• 

Kab e Kbb da matriz de rigidez sâo obtidas pelas contribui 

çOes das partes const ituintes (elementos e outros superele

ment os) do superelemento em estudo. Ua e Pa são, respectivª 

mente, deslocamentos e forças nodais equivalentes dos nós 

internos, tendo Ub e Pb o mesmo significado para os nós de 

contorno. 

Adota-se aqui o método de soluçao de 

Gauss com a utilizaçao da técnica de armazenamento de colu

nas ati vas, no qual a soluçao é obtida em duas etapas dis

tintas, correspondentes a uma decomposiçao na forma L D LT 

e a uma reduçao associada a 1...u11a ·retro - substituiçâo do vetor 

de cargas. Maiores detalhes deste método podem ser encontra 

dos em [15J. 

Fatorando Kaa na forma recém mencionada 

e escrevendo as equações resultantes de C I I. 5) por extenso, 

obtem-se: 

+ = (11.6) 

+ = (11.7) 

Pré-multipllcando (11.6) por L-1 e rear 

ranjando os termos, obtem-se: 
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D LT Ua = L-1 Pa L-1 Kab ub ( I I . ,tl) 
.• ' 

ou D LT U a = V a Sab ub (I I. 9) 

onde V a = L-1 Pa (11.10) 

e Sab = L-1 Kab (11 .11 ) 

Convem d est a c a r que a obt ençao de Va 

corresponde à r eduç~o do vetor de cargas. Sab ê d e terminado 

pelo mesmo processo; neste caso, cada colrma ê obtida inde

pendentemente, por me i o da reduç~o da colt.ma correspondente 

de Kab· Por outro lado, a equação (II.9) mostra que, uma 

vez obtido Ub por meio da solução da estrutura global, Ua 

pode ser determinado pelo processo de retro - substituição 

[15]. Assim, determinados Ua: e Ub, 'pode-se constituir o ve

tor U da equaçao (II.1) e calcular a~ forças atuantes sobre 

cada elemento 'formador do atual superelemento. 

Pré-multiplicando (II.9) sucessivamente 

por o-1 e (LT)-1, obtem-se: 

(II.12) 

Substituindo-se (I I. 12) em (I I. 7), e r~ 

arr anjando, obtem-se: 

Krb (LT)-1 o-1 Sab ) Ub = 

= K~ (LT)-1 o-1 Va (II .1 3) 

A partir de (11.11), pode - se deduzir 

que: 

,, 
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Assim, a equação (11.13) Íica: 

= ST D- 1 v ab a 

ou 

Kbb = Kbb 

ST D-1 v ab a 

(11.14) 

(11.15) 

(11.16) 

(I I.17 ) 

( II.1él) 

Com o estabelecimento da equaçdo ( li. 

16), conseguimos expressar o equilíbrio do superelemento, 

em t ermos somente dos graus de l ibel~dade reÍerentes aos 

seus nós de contorno . Portanto, Kbb e Pb, dados por (I1.17) 

e (11.18), ~ao , respettivamente , a matriz de rigidez e o v e 

tor de cargas nodais equivalentes, 

graus de liberdade externos. 

condensados nos seus 

II.3- O SISTEMA DE REFER~NCIA LOCAL DE UM SUPERELEMENTO 

II.3.1 - DeÍiniçao dos eixos locais 

Para cada superelemento , existe um sis 

tema de e ixos locais de reÍ erência, definidos a parti r dos 

seus nós de contorno. Em princípio, se pesquisa, entre 

ESCOLA DB tN~ENHART A 
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e l es , três nós ntlo colineares que possam definir um plano . . ' 
Para que o sistema local de certo supe

re lemento seja 'l.mi v ocamente determinado, ê necessár 1 o que a 

referida pesquisa obedeça a uma determinada ordem. Por exem 

plo, seja um superelemento com NC nós de contorno, identifi 

cados pelos números n 1 , n 2 , . ... , nNC• e fornecidos nesta or

dem pelo usuário. A pesquisa consiste e m encontrar wn ter

ceiro nó que :forme, com os.dois pr1m e iros, wn triângulo com 

área n~o nula. Assim, para este caso , se pesquisariam suceª 

s ivament e os conjuntos (n1•.n2,n3), (n1,n2,n"'l), ... ,(111, n2 , 

nNc) · 

A :fim de de:finir os eixos locais de um 

superelemento, seja a :figura 11.1, onde aparecem um sistema 

de eixos globais de definiç~o (x,y,z) e um sistema de eixos 

locais (x,y,z) associados a wn conjunto de três nós de con

torno de um superelementp. Os pontos 1 e 2 re:fe~~em -se , res

pectivamente, aos nós n 1 e n 2 mencionados anteriormente. O 
1 

ponto 3 ê o terceiro nó resultante da pesquisa a ntes descri 

ta. 

Assim, o sistema local terá a origem em 

1, com o eixo x orientado de 1 para 2. O eixo z ê normal ao 

plano 1-2-3 e com a mesma orientaçao positiva do vetor rota 

çao correspondente à sequência 1, 2, 3. O eixo y, contido no 

plano e perpendicular a x ~ z, ê orientado de :forma que x, 

y e z, nesta ordem, constituam um triedro direto . 

A matriz de cossenos diretores dos ei

xos x, y e z, em relaç~o ao sistema (x,y,z), pode ser ex

pressa con:forme s egue : 

COS( X,X) COS(X, y) COS(X, Z) c 
X 

R = c os (y I X) cos(y,y) cos(y, z) = c (11 . 19) 
y 

COS(Z,X) cos(z,y) COS(Z,Z) c 
z 
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Figura II.l 

y 

X 

X 

z 

Figura II.2 
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A seguir, trata-se aa determinaçao. ae 
' . 

R, a partir das coordenadas dos nós que definem o sis.{ema 

ae referencla local ao superelemento , As coordenadas aos 

três nós aa figura II.l , em relaçâo ao sistema global, po

dem ser postas na forma: 

(11.20) 

i = 1, 2 , 3 

SeJa a seguinte notaçao: 

x1 - Xj 

xlJ = xl - Xj = Y1 - YJ (11.21) 

21 - ZJ 

Os cossenos diretores para o eixo x se

r~o dados pelas razOes entre as projeçOes do segmento de re 

ta 1-2 sobre os eixos x, y, z, e o comprimento 112 do refe

rido segmento; este comprimento ê dado por: 

= = 

= (I I . 22) 

Desta forma: 
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(I I . 23) 

Considerando os segmentos de reta 1-2 e 

1-3 como vetores orientados, respectivamente, de 1 para 2 e 

de 1 para 3, a área A do triAngulo 1-2-3 pode ser expressa 

da seguinte forma: 

2A = (II . 2"1) 

Sendo o eixo z normal aos segmentos 1-2 

e 1-3, seus cossenos diretores ser~o dados pelo seguinte 

produto vetorial: 

1 
(II. 25) 

2A 

Finalmente , considerando que Cx e Cz 

sêi.o vetores tmi t.Etri os, e que y é normal a x e z , os cosse
nos diretores para o eixo y sao dados por: 

Cy = Cz X Cx (II.26) 

Devicl o a erros de arred ondament o ao fo;r: 

ne.cer as coor-denadas, pode a contecer que o programa de f 1 na 

indevidamente um sistema local a partir de nos que, na ver

dade, sao col1neares . A fim de evitar est.a ocorrência, tor
na-se necessârio estabelecer t~ critêrio pelo qual três 

nós, situados aproximadamente sobre t~a reta, sejam cons1de 
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· , ;rados col1neares . 
. ··' \ 

o crltêr1o aqui adotado t: de tomar o 
2 quociente entre 2A e 11 2, dados respectivamente por CII . 21) 

e c I I . 22) , e compara -lo com uma toleranc 1 a. As.sl m, os pon

tos serao considerados como colineares sempre que: 

2 2A / 112 ~ TOL = 10-3 C I I . 27) 

1!. 3. 2- Caso de nos de contorno colineares 

Quando n&o for possível aeflnlr um pla

no a partlr dos nos de contorno , torna-se necessEtrio o for

neci mento de um parâmetro adicional o qual denominaremos de 

angulo .fi. 

A figura 11.2 ilustra a situaçao. Para 

fac ilidade de entendimento, considera-se aqui o sistema de 

eixos x, y, z como paralelo ao sistema global e com a origem 

coincidente com a do sistema de eixos locais do supereleme~ 

to, x, y, z. 

Tambêm ~qu1 o eixo x esta orientado do 
no 1 para o no 2 . Ja os eixos y e z , perpendiculares entre 

si e ao eixo x , sao tais que y resulta ao se girar y' segun 

do um ângulo~ . no sentido élo triedro direto . o eixo auxili 

ar y' ê tambt:m perpendicular a x e estA contido no plano x
y. 

Tambêm neste caso , Cx ê dado pela ex

pressao CII. 23). Para a determinaçao de Cy e · Cz, procede-se 
primeiro a t1Illa transformaç~o intermedlâria, obtendo os cos

senos diretores dos e1xo~ auxiliares y' e z ' . Em seguida, a 
matriz destes cossenos ê prê-multiplicada por outra, em fun 

çao de ~ . o resultado desta operaçao ê a matriz dos cosse
nos diretores de cx,y,z) em relaçao a (x,y, z) , a qual ê mos 

trada a seguir: 
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[ 
COSCX,X) COSCX,Y) COS(X, ZJ, ,;] 

R = r a c os .B r . (II.2é\) 
21 23 

r - a sen ~ r 
31 33 

onde: a = ~ cos2cx. x) ... cos2cx. z) CII . 28-a) 

r21 = ( -cos(x,x) cosCx,y) c os ~ - COSCX,Z) sen _B) / a 

CII.29) 

r31 = ( cos(x,x) cos(x, y) sen .B - COS(X,Z) c os _B) / a 

(I I. 30) 

r23 = c -cos(x,y) COS(X,Z) c os ~ ... COS(X,X) sen _B) / a 

(11 . 31) 

r33 = c cos(x,y) COSCX,Z) sen .B ... COSCX, X) c os _B) / a 

C I I . 32) 

Todos os elementos de R estâo expressos 

em funçâo de _B e dos componentes de Cx, dado por (11 . 23). 

No caso particular em que o eixo local 

x e paralelo ao eixo, global y , nao e possível <lef1n1r t~ 

' plano x-y, conforme a sit.uaçao a.a figura 11.2 . Nessas cona.1 

ç~es, mea.e-se o ângulo .B do eixo atlX111ar z' (paralelo e 

com a me~m1a orlent.açt\o a.e z) ao e1xo local z. A figura II.3 
mostra as duas s1tuaçces possíveis. A matriz R, nesta situa 

çao , serâ dada por: 

R = [ 
o COS(X, y) 

-coscx,y) c os .B o 
coscx,y) sen .B o 

se~ ~ ] 
cos )J 

C I I . 33) 
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11 . 3.3- TransformaçOes intermediárias 

Existem si'tuaçOes nas quais, 

I ' ,.,, , 

dadas as 
I 

matrizes de cossenos diretores de dois superelementos em re 

laç~o a um sistema global, se deseja conhecer os cossenos 

diretores de um superelemento ~m relaç~o ao outro. 

A figura I'I."i ilustra a situaç~o . onde 

XGYGZG é o sistema global. Sejam xgygzs e XIYIZI os siste

mas locais, respectivamente, de um superelemento de nivel 

superior e de um inferior. Suponha que se conheçam as matri 

zes de cossenos diretores RsG ~ RIG dos superelementos sup~ 

rior e inferior em relaç~o ao sistema global, dados por: 

cos(x ,x) 
S G 

cos(x ,y) 
S G 

cos(x , z ) 
S G 

R = cos(y ,x) cos( y ,y) cos(y ,z) 
SG S G S G S G 

cos(z , x ) 
S G 

cos(z , y ) 
S G 

cos(z ,z) 
S G 

cos(x ,x) cos(x ,y) cos(x ,z) 
I G I G I G 

R = 
IG 

cos(y ,x) cos(y ,y) cos(y ,z) 
I G I G I G 

cos(z ,x) cos(z ,y) cos(z ,z) 
I G I G I G 

:: 

= 

c 
XSG 

c 
ySG 

c 
zSG 

(I I . 3"1) 

c 
XIG 

c 
yiG 

c 
ziG 

(11.35) 

Deseja-se agora determinar a matriz Rrs 

dos cossenos diretores do sistema XIYI~I em relaç~o a xgyg

zs. Esta matriz tem sua constituiç~o mostrada a segui r: 
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' I 

cos (,~ · , x ) 
I S 

c os(x ,y) 
I S 

c os( x ,z) 
I S 

R = cos (y ,x) c os (y ,y) cos (y ,z) (I I. 36) 
IS I S I S I S 

~. 

cos (z ,x) 
I S 

c os(z ,y) 
I S 

cos ( z ,z) 
I S 

Dad o que as linhas de RsG e RrG s~o ve

tores unitár ios, os cossenos que aparecem em (11 .36) podem 

ser obtidos pelo simples produto escalar destes v etores . As 

sim, Rrs fica com a segui nte express~o : 

T T T 
c c c c c c 
xiG XSG xiG ySG xiG zSG 

T T T 
R = c c c c c c (I I . 37) 

IS YIG XSG yiG ySG yiG zSG 

T T T 
c c c c c c 

ziG XSG ziG ySG ziG zSG 

A express~o aci.ma p ode ser posta na for 

ma; 

R = 
IS 

c 
XIG 

c 
yiG 

c 
ziG 

T 
[ CXSG 

ou, ainda, em forma compa cta : 

Rrs = 
T 

RrG RsG 

T 
c 

ySG 

T 

czsG J (11.38) 

(I I. 3 9 ) 
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Portanto, a equaç~o (11.39) nos dá os 

cossenos diretores do superelemento inferior em relaç~o ao 

superior, a partir das matrizes destes dois superelementos 
I. 

em relaç~o ao si'stema global. 

Por outro lado, pode ocorrer a situaç~o 

inversa, isto é, conhecendo-se apenas os cossenos diretores 

do superelemento de nivel infer1or em relaç~o ao s uperior e 

e os cossenos deste em relaç~o ao sistema global, deseja-se 

conhecer a matriz dos cossenos do superelemento inferior em 

relaç~o ao sistema global. 

Tomando-se a equaç~o (II . 39) e conside

rando a propriedade segundo a qual a transposta de um prod~ 

to matricial é igual ao produto das transpostas das matri

zes fatores, com a ordem inversa, podemos escrever; 

(Il . -10) 

Pré-multiplicando ambos os membros por 
-1 

RsG• temos : 

- 1 T T 
RsG R1s = R1G (1!.11) 

Considerando a ortogonalidade de RsG• 

sua inversa ê igual à transposta, de forma que: 

(II."!2) 

Levando novamente em conta a proprieda

de da transposta de um produto matricial, a equaç~o (II.-12) 

pode ser modificada, conforme segue; 
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.. .. , 
(11.13) 

Portanto, a equaç~o (11.13) nos dá os 

cossenos diretores do .sistema XJYJZJ em relaç~o a XGYGZG, a 

partir dos cossenos de XJYIZJ em relaç~o a xsyszs e os des

te em re laç~o a ~GYGZG . 

II.~ - ROTAÇ~O DE EIXOS DE REF~NCIA 

Considere o vetor V, mostrado em três 

dimensOes na figura II.S. Os dois conjuntos de eixos ortog~ 

nais XG,YG,ZG e xL,YL,ZL ser~o designados, respectivamente, 

por sistemas de referência global e local. 

O vetor V pode ser representado por um 

conjunto de três . componentes ortogonais VxG• VyG e VzG nas 

direçOes de XG, YG e ZG, respectivamente, conforme é mostra 

do na figura II.S. Da mesma forma, o mesmo vetor pode-se r~ 

presentar por um segundo conjunto de componentes VxL, VyL e 

VzL• nas direçOes de XL, YL e zL, também mostradas na mesma 

figura. As últim~s componentes podem ser relacionadas · com 

as primeiras, val endo-se de consideraçOes puramente geomé

tricas. Por exemplo, VxL ê igual à soma das projeçOes de 

VxG• VyG e VzG sobre o eixo xL. As componentes VyL e VzL 

podem ser expressas numa forma similar, resultando a se

guinte relaç~o matricial: 

v cos(x,x) cos(x,y) cos(x, z) v 
XL XG 

v = v = cos(y,x) cos(y,y) cos(y,z) v 
L yL yG 

v cos(z,x) cos(z,y) cos(z,z) v 
ZL ZG 

(II."l"l) 
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ou, em forma compacta : 

(11.15) 

onde R ê a matriz de cossenos diretores do s)stema local em 

relaçCt.o ao global, con:forme :foi definida em (1!.19). É tam

bêm possível exprimir o conjunto de componentes do vetor V 

segundo xG, YG e za em funçao do conjunto de componentes so 

bre os eixos XL, YL e zL . Usando o mesmo processo de soma 

de projeções, chega-se a seguinte expressao matricial: 

v COS (X, X) cos (y, x) COS(Z, X) v 
xG xL 

v = v = COS(X,Y) cos(y, y) COS(Z, Y) v 
G yG yL 

v COS(X, Z) cos( y, z.) COS(Z, Z ) v 
zG zL 

(II.16) 

Esta equaçao pode ser escrita na seguin 

te forma compacta : 

(11.17) 

Convem a.estacal~ que as relaçoes até 

aqui deduzidas sao válidas tambêm para sistemas global e lo 

cal com as or1gens nao co1ncld.entes. Asslm, em relaçt\o à s.! 

tuaçao da flgtrra 11 . 5 , v alem as mesmas consld.eraçoes para 

qualquer out.ro sistema local , com origem em qualquer ponto , 

bastando que seus eixos sejam par-alelos, respect1 vamente, a 

XL, YL e ZL· 

No caso de um superelemento com N nós 

de contorno, serao vál idas as segu intes relaçOes: 

(11.18) 

.. . . , 

.. .. ~ . 

I • 

·'·· ~ 
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O R .. · O 

o 
1 

o 
2 

R 

2N 

.. 
-<: 

'. 

C I I . 50) 

Suprimiu-se o índice G dos deslocamen

tos Ub no sistema global, ficando entendido que, daqui por 

diante, ub tera este significado sempre que se apresentar 

nesta forma. R ê definida como a matriz de rotaçao do supe

relemento . Ela ê composta de submatrizes R, dadas por (II. 

19), agrupadas em torno da diagonal e se repetindo por 2N 

vezes. As submatrizes restantes sao nulas. Assim, R ê de or 

dem 6N x 6N. Pode-se demonstrar que R ê ortogonal E16J. 

A matr1z R, aqul aeauz1aa para os nos 

de contorno, ê inteiramente válida para transformaçces en

volvendo nOs internos e tambêm nos incidentes de um elemen

to simples. Basta que se reQefina, em cada caso , a quantid~ 

de N. 

Cons1dere a equaçao (I I. 16) , com os ve

tores de forças e deslocamentos referenciados ao sistema lo 

cal do superelemento : 

(I I. 51) 

A correspondente equaçao referida ao 

slstema global de coordenadas ficará , portanto , com o se

gulnte aspecto: 
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C I I . 52) 

!COm = 
-T 
R Kbb R C I I. 53) 

e = -RT pbL C I I . S-1) 

Obtivemos a~ora uma relaçao envolvendo 

forças e deslocamentos no sistema global. Portanto , 

dada por (11.53) , e a matrlz ae rigidez do superelemento, 

referenciada ao sistema global. t essa matriz que vai con

tribuir para o assembling da estrutura global ou de um sup~ 

relemento de nível superior. 

A soluçao de (II.l) vai fornecer os de§ 

locamentos referenciados ao sistema global aa estruttrra. A§ 

sim, para um <lado super-elemento , estar·ao <lisponívels os de§ 

locamentos globais aos seus nos a.e cont.orno , ub. Para a ob

tençao a.os deslocamentos dos nos internos, por meio da equª 

çao (II.9), e preclso transformar os deslocamentos aos nos 

de contorno, de globais para locais, usando-s e a equaçao 

C I I . ~ 8) . Desta forma, a equaçao C I I. 9) f 1 ca inodi f 1 cada, co

mo segue: 

= 

Assim, Ua ê obtido no sistema local do 
super-elemento. Para referen c iar estes deslocamentos ao sis
tema global, t orna-se necessãr1a a s eguinte transformaçao: 

U R-TUa aG = 
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onae RT e a. e f 1 n1 aa· a . partl r a e c I I . 50) , .sena.o N o nümero a. e 
,.1 1 

nos internos. 

Quanto às solicitaçOes atuantes sobre 

cada elemento 1solhdo, a aplicaç~o da equaç~o (11 . 1) forne

ce as mesmas no s 1stema global. A determinaç~o destas soli

citaçOes no sistema local do elemento requer a seguinte mo

dificaç~o na equaç~o (I1.1): 

(11.57) 

II.S - RESTRIÇOES GENERALIZADAS 

Descreve-se a seguir a técnica de apli

caç~o de restriçOes nodais generalizadas, com a eliminaç~o 

de equaçOes a nível de subestrutura. As equaçOes expressan

do restriçOes generalizadas para um superelemento podem ser 

escritas na forma: 

u 
h 

u 
i 

= 
u 

h 

u 
J 

o 

u 
o 

(I I. 58) 

onde: uh - deslocamentos independentes, associados a GL 

(graus de liberdade) pertencentes ao supereleme

to. 

u 1 - deslocamentos associados a GL pertencentes ao s~ 

perelemento , tornados dependentes 'através do es

tabelecimento de RG (restriçOes generalizadas). 

uJ - deslocamentos independentes, associados a GL fo

ra do supere lemento. 

c1h e c1J - matrizes de coeficientes das equaçOes de 
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RG. 

uo - t ermos independentes das equaç~es d e RG. 

A equaç~o (11 . 16) (condensaç~o de um sy 

perelemento nos seus GL externos) pode ser reescrita de ~o~ 

ma a separar GL dependentes e independentes de RG, assumin

do a ~orma: 

:; (11.59) 

onde os 1ndices h e i identi~icam partiç6es de Kbb• Pb e Ub 

relacionadas, respectivamente, a GL independentes e depen-

dentes de RG. Introduzindo (11.58) em (II.S9), chega-se a 

uma equaç~o equivalente à (11.16), envolvendo, porém, somen 

te GL independentes: 

onde : 

Khh = 

v-""T 
~hj 

K"" hj 

= 
p~ 

J 

(11.60) 

(11.61) 

(11.62) 

(I I . 63) 



p~ = 

p~ 
J = 

.. 
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, .• < ,· 

( I 1 , 6'1) 

(II.65) 

A sistemAtica de aplicaçao de RG consl§ 

te em obter Kbb e Pb pelas equaçt.es (I l . 1 7) e ( ll. 18) , e re 

ordenã -las de a cordo com (11.59). Posteriormente , quando o 

superelemento atual participar da montagem de outro super-e

lemento ou da estrutura global, serao efetuadas as opera

çOes (11 .. 61) a (11.65) e as matrizes resul tantes serao en

tao somadas nas posi ç Oes correspondentes aos GL relativos a 

uh e u j. 

Observa- se, port~~to, que, por ocasiao 

da co~densaçao do supere l emento atual, sao eliminados os GL 

dependentes de RG relativos apenas aos nós internos. Os GL 

referent:es aos nós de contorno só serao eliminados quando 

os mesmas se constituir-em em nós internos de uma subestrutº 

ra de n1vel superior. 
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Capítulo III 

III -ANÁLISE DINÂMICA COM SUBESTRUTURAÇÃO 

III.l - EQUAÇOES DE EQUIL!BRIO- SUPERPOSIÇÃO MODAL 

Na anâlise dinâmica linear de um~ estr_y. 

t1,.,u~a pelo mêtoa.o a.a rlgh1.ez, o sistema O..e equaçoes, expres

sando o equilíbrio no instante t, pode ser posto na seguin

te forma matricial: 

11 

M U(t) ~ C U(t) ~ K U(t) = P(t) (I II.l) 

onde M, C e K s~o. respectivamente, as matrizes de massa, 
11 

de amortec 1 mento e de r i g1dez do s 1 stema estruttli'a 1. U( t), 

U(t)· e U(t) s~o os vetores (dependentes do tempo) de acele

rações, veloc.1dades e deslocamentos dos pontos nodais, se

gundo direções associadas aos graus de 1111er-dade que defi

n em o comportamento da estrutura; P(t), tambêm variâvel com 

o temp o, ~ o vetor elas forças externas, apl1 cadas segundo 

as mesmas direçOes. Todos os vetores e matrizes (quadradas) 

envo 1 v idas em C I I I . 1) s é\ o de orc1em n (nümer·o de grau.s Ct.e 11 

berdade). 

o vetor P(t) e as matrizes M e K podem 

ser obtidas mediante a soma de contribuiçOes individuais de 

elementos ou superelementos integrantes do sistema estrutu-
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P(t) = 
I. 

M = 

I< = 
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NP 
P~(t) ~ 

J=1 

NP p 
~ MJ 

J=l 

· (I I I . 2) 

(III.J) 

(III.1) 

NP ê o número de partes ou regiOes em que foi dividida a es 

trutura. 

A ol)tençao de P~ C t), M~ e K~ para ele

·mentos finitos e assunto bastante conhecido. Como, no 

sente trabalho, se adota o modelo de massas discretas , 

sera mna matriz diagonal, considerando-se nula a lnêrcla 

rotaçao. No caso de superelementos , estas matrizes sao obt1 

aas por meio de um processo de conc.ensaçao, descrito na se

çao I I I . 3 . 

No caso de se usar superposiçao. modal, 

a matriz C nao ê formada. O efeito do amortecimento ê leva

d0 em conta mediante a adoçao de taxas de amortecimento mo

dal, conforme será tratado mais adiante. 

uma vez oJ.)t idos os él.es locamentos U( t), 

por meio da soluçao de (III.l), podem-se determinar as soli 

c1 taçt1es atuantes sobre caa.a element.o l.solaa.o, Q~(t). Isso 

~feito a partir a.a se~n.11nte equaçd.o mat.rlclal : 

Q~(t) = 
p 

- p J c t) "" K~ U( t) 

Note-se que a expressao acima ê inteirª 

mente análoga à a.a and.11se est.àti ca, observando-se aqui ap~ 



42 

nas a dependência do tempo nas variáveis envolvidas. 

Matematicamente , (III.l) representa um 

sistema de equaçoes diferenciais lineares de segunda ordem . 

Na an~lise estrutural , devido às peculiaridades das matri

zes M, C e K, s~o usados principalmente dois metodos de so

luçao: 1ntegraçao direta e superposlçcto modal. 

o metodo da superposiçao modal cons iste 

em efetuar uma transformaçao nas equaçOes de equilíbrio 

(111.1), de forma a torná-las desacopladas; assim, cada uma 

delas poderá ser Integrada isoladamente. A referida trans

formaçao é estabelecida a partir das soluçOes em deslocame~ 

tos do problema de vibraçOes livres sem amortecimento, ex-

pressa por : 

11 

M U(t) + K U(t) = O (111.6) 

A soluçao para (111 . 6) pode ser posta 

na f orma : 

U(t) .[ <P e1Wt (I I I . 7) 

onde <P é um vetor de ordem n, w uma constante que represen-

ta a frequência de vibraçao (em rad/s) do vetor q>, e i = 
FI. Substituindo C I I I. 7) em (I I I. 6), obtem-se o problema 

de autovalores generalizado, expresso por: 

K <P = w2 M <P (III.8) 

A soluçao de (1!1.8) fornece as n solu-
2 çOes (wj, <Pj), j = 1, 2, ... ' n, onde os autovetores sao M-

ortonormalizados. O vetor <Pj é chamado de j-ésimo modo de 
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vlbraçao e wJ t a correspon~ente frequência de v ibração, em 

raa/s . 

Sejam 2 uma matriz cUjas colunas sao os 

autovetores ~J e Q uma matriz diagonal que contem os autova 
-2 leres w.J• 1sto ê : 

Q = (111.9-a) 

Q = (111.9-b) 

Podem-se escrever as n soluçOes para 

(III . 8) como segue: 

K Ç = M Ç Q ( I I I . 1 O) 

Uma vez que os autovetores sao M-orto-

normais, tem-se que : 

= I = Q (111.11) 

O desacoplamento das equaçOes ()11.1) ê 

conseguido mediante a transformaçao de coordenadas expressa 

por: 
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U( t ) = 9 Y(t) (1!1.12) 
' . _. ,l l 

onde Y(t) ê um vetor cujas componentes s~o conhecidas como 
!. 

coordenadas generalizadas ou modais . Entrando com (111.12) , 

prê-multlpll cando (111.1) por 9T e levando em conta (111 . 

11), obtemos equaçOes de equilíbrio correspondendo aos des

locamentos em coordenada~ modais : 

" Y(t) ~ ~ Q Y(t) = (111.13) 

Geralmente, n~o ê possível construir a 

matriz C de ~orma explícita, mas somente incluir os efeitos 

do amortecimento de maneira aproximada. No mêtodo da super

posiç~o modal, ê feit~ a hipótese de amortecimento propor

cional, caso em que: 

(111.1~) 

onde ~j ê a taxa de amortecimento modal e 6jk ê o delta de 

Kronecker. Portanto, ao . usar (111.1~). supoe-se que os auto 

vetores ~j s~o ortogonais tambêm em relaç~o a C, fazendo 

com que o s1stema (111.13) se reduza a L~ conJunto de n 

equaçOes desacopladas da forma: 

+ + = 

= Pj(t) 
T = <vj P(t) (111.15) 

onde Yj(t) ê um componente individual do v etor Y(t) . Obser

ve-se que (111.15) representa a equaç~o de equilíbrio de um 

sistema com um único grau de liberdade, cuja soluç~o ê dada 

por fórmulas co~~ec1das , dependendo do tipo de carregamento 
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e da existência de condiçCSes iniciais. Na s eçao III.5, apr~ 

senta-se a soluçao para o caso de carregamento 11armón1co . 

Em resumo, o mêtodo d.a suptrpos1çt\o mo

dal cons1ste em resolver o problema de autovalores (111.8), 

obter o vetor de coordenadas generalizadas Y( t) por meio da 
soluçao das n equaçOes desacopladas (!11.15) e determinar a 

resposta em deslocamento nas coordenadas geomêtr1cas U(t), 
ap licando-se a equaç~o (111.12). Observe-se que esta equa 

çtio pode ser posta na forma : 

(!1!.16) 

ou seja, U(t) e obtido pela superposiçao das parcelas cor

respondentes a cada um dos modos ~j · 

III . 2- ALGORITMO DE LANCZOS-RITZ 

A matriz modal 9 nao fornece a única ba 

se possível para a transformaçao de coordenadas expressa 

por (111 . 12). Na verdade , a sua ut1lizaçao apresenta diver

sos inconvenientes, destacando-se o grande esforço computa

ciona l decorrente do carAter iterati v o da soluçao do probl~ 

ma de autovalores.· Convem lembrar que o s 1 stema C I I I . 1) po
de apresentar um grande número de graus de 1 iberdade. 'Exi s

te ainda a possibilidade de serem gerados vár1os autoveto
res ortogonais ao carregamento aplicado ou com pequenos fa

tores de Part1clpaçao . 

Um mêtodo que evita os inconv enientes 

acima citados consiste em utilizar uma transformaçao de co

ordenadas baseada na"construçao de um conjunto de vetores 

ortogonais, por meio do algoritmo de Lanczos, o qual forne-
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ce uma aprox1maçao de Raylelgh-Rltz para os autovalores e 
r'l 

autovetores exatos. o referido algoritmo gera os denomina-

dos vetores de Lanczos-Ritz, a part1r da seguinte relaçao 

de recorr ênc1a: 

· 1 = 2, ... , L (111.17) 

onde L e o nümero de vetores de Lanczo.s-R1tz a serem obti

dos , K e M sao as matrizes de rígidez e de massa, x 1_1 ê o 

* vetor obtido no ciclo anterior. o vetor x 1 e obtido pela SQ 

luçao do sistema (111 . 17) e a seguir ortogonalizado em rela 

çao aos dois últimos vetores de Lanczos-R1tz, por meio das 

operações expressas por: 

. 
i - 1 
~ Cj Xj 

J=í - ? 
(111.18) 

onde · j = 1-2, i -1 (111.19) 

Em alguns casos, dependendo do número 

de vetores calculados, a adoçao : das equações acima pode le

var ã perda de ortogonalidade , obrigando a que a ortogonal.! 

zaçao seJa feita em relaçao a todos os vetores já obtidos . 

O vetor de partida x 1 pode ser obtido pela soluçao estática 

da estrutura submetida às amplitudes P 0 do carregamento, 

conforme segue: 

(I I I . 20) 

Depois de obtido e ortogonalizado, cada 

vetor de Lanczos-Ritz ê normalizado com respeito à matriz 

de massa, segundo as operações expressas a seguir: 
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= 

onde r 

Os vetores x 1 podem ser 

xL J, formando 

normal à matriz de massa M. Todavia, a base 

matr1z X = X 
2 

'"_ ... , . 

I ' 

:•'i 

(III . 21) 

(III.22) 

agrupados numa 

uma base ort.o

X ainda n~o de-

sacopla o sistema de equaç~es (III . 1), uma vez que os veto

res x 1 n~o sao ortogonais com respeito à matriz de rigidez. 

Este desacoplamento pode ser conseguido projetando-se a ma

triz K no subespaço formado pela base X, 

(I II. 23) 

e resolvendo o problema de autovalores neste subespaço: 

* "2 [ K - w 1 I J z 1 = O (I I I . 2"1) 

onde w1 ê uma frequência exata do sistema reduzido e uma 

:frequência aproximada do sistema global. Os L autovetol~es 

do s1stema reduzido, 

z = z 
2 

z 1, podem ser agrupados numa matr1z 

ZL J. 
Fina lmente , a base que desacopla 

equaç5es de equilíbrio ê determinada pelo se~11nte produto 

matr 1 c1 al: 

ox = X Z (III.25) 
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ona.e ox cont.em os v etores a. e Lanczos -R1 tz f 1na1 s , ou seJa , 
.. . 1' 

aproximaçoes de Rayleigh-R1tz dos autovetores ao problema 

a e autovalores dado por (111.8). Desta forma , serao os va lo 

res de w1 €::. os vetores contidos em 0 x que serao usados , re.§ 
pectl vamente , como frequ~nc1as e moa.os de v1braçao, na anct

lise por superpos1çao modal vista na seçao anterior. 

I I I . 3 - M~TODO DE SUPERPOS I Ç.P.O MODA L - SUPERELEMENTOS 

SeJa uma r egiao a.e uma estruttrra, destl 

nada a constltuir um supereleme.nto. As equaçoes ae equ ilí

brio dinAmico (111.1) , par ticularizadas para esta reg1 ao, 

podem ser ordenadas de forma a separar graus de liberdade 

internos e externos, assumindo a seguinte forma matricial: 

[ 
Kaa K~ l Ua(t) Caa cab UaCt) 

K~ Kbb Ub(t) c~ cbb Ub(t) 

Ma a Mab f Üa Ctl Pa(t) . 
+ l Üb(t) 

= (11 1. 26) 

M~ Mbb Pb(t} · 

ona.e os sub-índices a e b referem-se, respecti:vamente, aos 

graus de liberdade internos e externos. As partiçoes Kaa• 

Kab e Kbb da matr iz de rigidez, bem como Maa• Mab e Mbb da 

matriz ae massa scto obtidas mediante o assembling das par
tes constituintes (elementos e outros superelernentos). Ua, 

11 

Ua e Pa sao, respectivamente , deslocamentos, v eloc i da-
des, acel eraçoes e forças aplicadas nos nos intern os, tendo 

• 11 

ub, ub, ub e Pb o mesmo significado para os nus de contor-

no. Caa• Cab e cbb sao partiçoes da matriz de amor tecimen

to. 
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Os deslocamentos 1nt ernos Ua podem ser 
.• ·' ~ 

expressos mea.lantt- a soma abaixo: 

Ua Ct) = ~Ct) ... U~C t) Cl11 . 27) 

on(l.e U~C t) ~ a parcela <11nétml ca , dev1<1a ao efel t o <las for -
" ças interna s PaC t ) e <las aceleraçtíes <1e contorno UbC t ) Cat:g. 

almente aesconhec1d.as). tfact) poae ser eXPresso em coor a.enª 
das moda1s pela seguint e equaç~o : 

tfact) = ~a YaCt) CI1I . 213) 

.onde YaCt) ~ o vetor <las coordenadas moaais ao superelemen

to, senao determinado por ocas1ao da soluç~o aa estrutura 

global. ~a sao os vetores de Ritz internos do superelemen

to , sendo obtidos pelo algoritmo da seçao anterior, ent.ran

do-se com Maa e Kaa como matrizes de massa e de rigidez, e 

com t~ vetor de cargas dinâmicas RaCt) que sera tratado na 
stlb-seç~o 111.3.1. 

A parcela estãt1ca U~Ct) corresponde a 

deslocamentos internos devidos a "movimentos de apoio" Ub 

Ct). Eles s~o expressos a parti r dos deslocam entos ub pela 
relaçao : 

C I I I . 29) 

onde -1 
- Kaa Kab C I I I . 30) 

St1bst1tu1 ndo CIII.28) e CIII . 29) em 
(III.27) , obtem-se a expressao dos deslocamentos internos 

de um superelemento: 
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(I II . 31) 

Esc:revenao as equaçr:.es ae equllíbr1 o 

( 111 . 26) por extenso e substi tulndo , na pr1meira · delas, Ua 
(t) pela expressao C I I I . 31) , obtem-se: 

Kaa q>a YaC t) + Kaa Tab Ub(t) + Kab Ub(t) + 

+ Caa q>a YaC t) + Caa Tab Ub(t) + cab ubc t ) + 

" " " 
+ Maa q>a Ya Ct) + Maa Ta)) Ub(t) + Mab Ub(t) = 

= Pa(t) C I I I . 32) 

' Considerando C I I I . 30) , os termos Kaa 

Tab UbCt) e Kab UbCt) cancelam-se mutuamente, acontecendo o 

mesmo em relaça o a Caa Tab ÚbCt) e cab ÚbCt) , se levarmos 

em conta a proporcionalidade entre K e c . Pre-mult1Pl1c:ando 
se CIII.32) por q>~ e levando em conta CII I.ll), resulta : -

* + Caa Ya Ct) 
11 11 . 

+ Ia Ya Ct) + Ma)) UbCt) = 

T = q>a PaCt) (III . 33) 

onde na 
T 

Kaa matriz diagonal contendo = q>a q>a - os 
quad.rados das frequenc1as cte 
vibraçao dos modos <$>a· 

Ia 
T 

Ma a matr1z lCtt:ntlaaae. = q>a q>a -

Mab 
T c Maa Tab Mab ) (III . 3"l) = q>a + 

.··' 
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Entrando tambêm com (111.31) na segunda 

das equaçces (111 . 26) e somando com a C111.32) prt?-nn.llt1Pl1 
T cada por Tan, resulta : 

(II I. 35) 

sendo: (111.36) 

= M1, Tal) (1I I. 37) 

(111.38) 

Agrupando C I I I . 33 ) e C I I I . 3 :.) , ·obtem-se: 

YaCt ) Ya Ct) 

Ya Ct) " 
Ia 

T 
<Pa PaCt) 

= C I I I . 39) 
" Ub(t) 

A equa çé\o ac1 ma expressa a c:ondensaçé\o 

do super elemento. Os graus de liberdade internos geomêtr i

cos foram suJ:Jst1 t.uidos por graus de líberdac1.e moda i s , eni 

quant i dade 1gual ao número de vetores de R1tz <Pa• necessá

r 1 os para r epresentar o comportament.o dlnãml co ao superel e-
* * ment a . As mat r 1 zes Caa e cbb• no metodo de s uperpos 1 Ç~to mo-
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dal , n~ o s~o form&d as, send o o seu efei~o levado em conta 

por me1o aas ~axa s ae amortecimento modal, conforme fol vls 

t o na seç~o III . 1 . 

A equaçao C I I I. 39 ) expressa, ass im, a 

contr1bu1çélo do superelemento na montagem da estrutura glo

b a l. Desta forma, as matrizes globais de rigidez, de massa 

e o vetor global de cargas ser~o dados respecti v amente por: 

Q1 o o o 

o Q2 o o 

K = (III.10) 

o o QNS o 

o o o Kg 

11 o o Mab1 

o 12 o Mab2 

. . . . . . . 
M = (111.11) 

o o INs MabNS 

-T 
Mab1 

-T 
Mab2 

-T 
MabNS Mg 

T 
Pa1Ct) <Pai 

T 
Pa2C t ) <Pa2 

P(t) = (II I. 12) 

T 
PaNsC t) <PaNS 

Pg(t) 
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onde NS é o número de superelementos formadores da estrutu

ra. As matrizes Q1• 11, Ma:b1 • <Pa i e os v etores Pa1 Ct) (1::1 , 

2 , ... , NS) referem-se, respectivamente, a Qa, Ia, Mal), cc>a e 

Pa(t) dos superelementos formadores. Por sua vez, Pg(t), Mg 

e Kg sao dados pelas expressOes (I11.2) a (111.1), sendo 

P3Ct), M3 e K3 representados respectivamente por Pb(t) , ·Mbb 

e Kbb· 

As matr1zes dadas por (111.10) a CIII . 

12) conduzem a um s1stema de equaç~es de equilíbrio , conten 

do graus d.e liberdade geométricos e modais. o algoritmo ae 
Lanczos-Ritz, v isto n a seçao anterior , necessita d e algumas 

poucas alteraçoes a fim de ser aplicado ao sistema (111. 

39). Assim, um determinado vet or de Lanczos-Ritz xi se en

contra particionado de forma semelhante ao vetor P(t) da 

equaçao (111 . 12): 

:: (I I L 13) 

X1NS 

onde os x 1J (J= 1, 2, ... , NS) se referem às coordenadas modais 

dos NS superelementos formadores e x 1g às coordenadas geom~ 

tr1cas da estrutura global. 

Nas mult1pl1caçoes aa matriz de massa 

por um dado vetor de Ritz, que aparecem nas equaçoes (III. 
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17). CIII.19) e CIII ·.,e·2), o produt o 
·'' ~ 

expresscto : 

+ 

NS -T 
+ ~ Ma]:)j Xij 

J=1 

terá a segu1nte 

CI II."i"i) 

Na obtenç~o do vetor de partida, expre~ 

so pela equaç~o C I I I. 20), · as parti çOes referentes As coorde 

·nadas modais s~o obtidas pela simples divis~o dos termos 
T dos vetores ~ai PalO pelos respectivos elementos d1agonais 

das matrizes ~ 1 ; PalO ê o vetor de amplitudes de Pa1 Ct) . A 

partiçao referente às coordenadas geomêtricas ê obti~a pelo 

processo habitual de retro-substituiçao das amplitudes de 

* 'PgCt) em relaç~o a K9 . Na obtençao dos vetores x 1 (equaç~o 

C I I I. 17)), é observado procedimento semelhante. 

Ctmpre destacar que a for~ulaçao aqu1 
desenvolvida recai na reduçao de Guyan no caso particular 

em que ne~~runa coordenada modal de superelemento ê incluída 

nas equaçoes de equilíbrio globais. Nesta s1tuaçao, a obten 

çao ll~os deslocamentos 1nter·nos L'~e tm1 super-elemento e dada 
por: 

(III.~S) 
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I I I. 3. 1 - Obtenç~o das cargas d inAnú cas de um supere lemento 
.'' ' 

A aplicaç~o do processo de Lanczos-Rltz 

para a obtenç~o dos modos de vibraç~o ~a de um superelemen

to requer- a (~etermlnaçd.o previa do seu vetor de cargas dln§ 

m1cas RaC t) . Copslderando um carregamento harmOnico com fr~ 

quência w, as aceleraç~es no contorno de um superelemento 

sêio dadas por : · 

(IJI."'lG) 

As cargas dinàmicas do superelemento PQ 

dem ser deduz idas , considerando- se a equaç~o (II1. 32 ) com 

as simplificaç~es Indicadas e substitulndo-se ~a Ya(t) por 

~(t), . conforme a definiç~o da equaç~o (III.28): 

Kaa ~(t) + Caa ~Ct) + Maa ~Ct) + 

11 

( Maa Tab + Mab) Ub(t) = Pa(t) (III."'l7) 

11 

Passando a parcela em Ub(t) para o mem

bro da direita , resulta : 

Kaa ~Ct) + Caa ~(t) + Maa ~Ct) = RaC t) = 

" (11!. "18) 

Tem-se assim uma equaç~o de equ1líbr1o 

d1nàmico envolvendo as parcelas d1nàmicas dos deslocamen

tos, velocidades e aceleraçOes internas . Desta maneira, o 

vetor de cargas d1nárn1cas será Ra(t), 

conta (III. "'l6) , serâ exPresso por: 

o qual, levando em 
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-2 
Ra( t) = PaC~) + w CMaa Tab + Mab) Ub( t) o:I·r . -<!9) 

Observa -se ass1m que a apli caç~o.L da ex 

press~o ac1ma requer que esteJam determinados os deslocamen 

tos n o contorno, Ub(t). Como estes deslocamentos sao ainda 

desconhecidos, faz-se necessária uma anâlise aproximada inl 

cial , para a qual sao aqui precon1zadas d u as alternati v as . 

A prime1ra consi ste numa análise estática , onde, a partir 

da so luçao da éstrutura, se podem obter os deslocamentos 

dos nós de contorno dos superelementos dos niveis sucessiva 

mente mais baixos, de acordo com. a formulaçao do capítulo 

I I. 

A segunda alternat1va ê uma soluçao 

1nercial, r esolvendo-se o sistema de equaçOes abaixo : 

tem - se: 

U( t) 

11 

M U(t) = P(t) 

Considerando carregamento 

= 
1 - 1 

- - M P(t) w2 

(I I I. 50) 

harmOni co, 

(III.51) 

A esco1::1a de uma ou outra alternati v a ê 

feita pelo usuár1o, com bas e na r elaça o entre os v alores de 

w e as frequênclas <.'ta est.rutura. 

III.1 - SUBESTRUTURAÇÃO EM MOLTIPLOS N!VEIS 

A formulaçao aesenvolvlda na seçao II1. 3 

pode ser estendida de forma a per mitir a subestruturaç~o em 
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múltiplos nive 1s . Vamos cons i derar o s 1steméJ m1 s to d e e quél 

çu e s dinà mi CétS p.:trõ wn supcrelemento, com os nós de c ontor -

no engastados , e sendo :formado por outros s upe r c l ementos: 

+ [ ..... l I a t-1a b 

.>'I.T 

Hab Hbb 

= 

O Kbb 

P~ (t) 
(III.53) 

onde 

o 

o 
(1 1 1 . 51-a) 

o o 

= (III.S"'-b) 

MabNS 
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' 

= (!1!.55-a) 

11 

11 

Ya(t) = (!11.55-b) 

T 
<Pai Pa1Ct) 

P~ (t) = (III.55-c) 

T 
<PaNS PaNs(t) 

os t1pos de GL (graus de liberdade) são 

identi:ficados pelos sub-índices : 

a - GL internos aos superelementos :formadores do superele

ment o atual. 

b - GL externos aos superelementos :formadores e internos ao 

superelemento atual. 

c - GL externos ao superelemento atual e internos ao super~ 

lemento que contem o atual . 
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NS ~ o número de superele:mcntos :formesdo 

res do superelemento atual. Todas as outrãs var i áveis aqui 

envolvidas ja :foram de:finidas na seç~o III.3. As ma trizes 
' de rigidez e de massa , bem como o vetor de cargas que apar~ 

cem em (111. 53) s~o int e ir a ment e semelhantes aos K, M e P 

( t) da estrutura gloJ)al, dados pelas· equaç!Jes (III."lO) a 

(I I I. "12). No c a so atual, Kbb• f-ibb e 

pelas express!Jes (III . 2) a (III.1), 

representados pelos Kbb• Mbb e Pb(t) 

madores. 

Pb(t ) ê que ser.;o dados 

sendo K~ f-1~ e P~( t) J~e J• J J -
dos supere lementos :for 

Se considerarmos o super e l e mento atual 

sem as restrições nos seus nós de contorno, o sistema de 

equações (III.53) deve ser expandido, de :forma a incluir os 
" deslocamentos Uc (t) e acelerações Uc(t) destes nós: 

o o 

o + 

o 

* " P~(t) Ia Mab o Ya(t) 

M~ " + f-ibb Mbc Ub(t) :: Pb(t ) (III.56) 

T " o Mbc Mcc Uc(t) Pc( t) 

Aglutinando os graus de liberdade tipo 

a e tipo b, as equaçti es (III .56) assumem a :forma: 

~(t) ~(t) 
+ :: 

" 
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Pb(t) 

= (III.57) 

onde 
,. 

'1<. 
.Kbb = ( I I I .58 - a) 

( III.58-b ) 

Ia 
j(, 

Mab 
'1<. 

t..fbb = ( II I . 58 - c) 

M~ Mbb 

o 

= (I I I . 58 - d) 

Ya ~,t) 

~(t ) = ( III . 59-a ) 

11 

Ya(t ) 

~( t) = (III . 59 - b) 
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= (I I I. 59-c) 

Com base n a equação (I I I . 30), podemos 
A 

d ef inir uma matriZ de transformaç~to Tbc• conforme segue: 

o o 
* Jl<. - 1 * (!! 1. 60) Tbc = - Kbb Kbc = = 

-1 
Kbc Tbc - Kbb 

A aplicaç~o do algoritmo de Lru1czos-Ritz 

ao sistema mi sto d e equações (III . 53) ê feita , entr:-ando-se 

. * Mbb* * com as matr 1 zes Kbb• e o vetor Pb( t) . São geradas fre-

quências Qb e mod os de vibração expandidos <Pb• 

dos na forma: 

par ticiona-

= (III.61) 

onde <Py está relacionado aos desloca ment os moda is Ya ( t) , en 

quanto <Pb s e refere aos deslocamentos geométl' i c os Ub(t). As 

si m, o v e tor ubCt) pode ser expresso medi ante a aplicaçao 

da equação (! 11. 31) para o caso atual : 

ubCt) (111 . 62) 
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onde Yb(t) é o v c.: t.or d as c.:oorde:nadã!..: generalizadas ou mo 

dai s do supcrelemento atua l , sendo deter minad o n a a náli se 

do superel e ment o que cont êm o atual . Dev ido a (111 .60) , as 

partições de u;(t) ficam com as segui ntes expressOes : 

( IIJ. 63) 

(I II.6"'1 ) 

Obser ·ve - se que a e quaça.o ( I I I. 6"'1) ê in

teir a mente equivalente a ( III. 31) . O mesmo acontec e com o 

sistema (III .57) em relaçao ao ( III.26), jâ excluido o ter 

mo r elativo ao amortecimento . Se aplicarmos a ele as mesmas 

trans:formaçOes f e itas n a seção I I I. 3 , obteremos : 

11 

o 

= 
- T 
Mbc Mc c o 

11 

= ( III.65) 

Esta equação exp1'essa a condensa ção de 

um super e l eme nt o :formado por outros super e l ementos , sendo 

seme lhante a (III.39) a qual ê v á lida para superelementos 

:forma dos exclus ivament e por elementos. Levando em consi d era 

ç ão (111.58) a (III.62), têm-se as seguintes expressOes pa

ra as sub- matrizes e v etores envolvidos em (III.65): 
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,, . l t 

Kcc = Kcc + (111.66) 

Mcc = Mcc (111.67) 

Pc( t) = Pc(t) (111.68) 

M T M~~ T T (M T M ) bc = ~Y ~ bc + ~b bb bc + bc (111.69) 

= (I I I . 70) 

Observa-se assim o caráter recursivo do 

formulário aqui desenvolvido . Os resultados da condensaç~o 

em um certo nivel servem aut.omatí carnente como dados para os 

niveis superiores. NTh~a análise inicial, determinam-se os 

Kcc• Mcc e Pc(t) dos superelementos pertencentes aos níveis 

s ucess ivamente ma is altos na subestruturaç~o. Posteriormen-

te , seguindo-se a mes ma ordem, aplica-se o algoritmo de 

Lanczos-Ritz, obtendo-se nb, ~y e ~h e efetuando-se as ope

rações ( 1 1 1 .69) e (111.70) . 

A mesma recurs 1vidade está presente na 

obt enç~o dos deslocament os internos e das coordenadas mo

da i s dos supere lementos . !:.sta o:i:rt.enç~o é f e i ta n a ordem 1n-

versa a da condensaç~o. Ass 1m, na soluç~o do sistema glo-

bal, além dos deslocamentos da estrutura, s~o obtidas as 

coordenadas modais dos seus superelementos formadores. Em 

seguida, operando-se em niveis sucess ivamente mais baixos, 

de~erm1nam -se para cada superelemento os seus deslo camentos 

i nternos e .os des l ocamentos modais dos seus s uperelementos 

f ormadores, por meio da aplicaç~o das equações (1!1.6"1) e 

(I 1 I. 63) . 



111.5- RESPOSTA PERMANENTE A UM CARREGAMENTO HARMôNICO 

Serâ apresen tada a obtençao das coorde

nadas generalizadas Yj(t) ( soluçao das equaçOes ~ desacopla

das (111.15)) para o caso de carregamento harmOn1co dado 

por P( t ) = P 0 cos wt [1 7- 19 ~; w ê a frequênc1a do carrega

men to e P 0 o v etor de amp li tudes. Em notaç~o complexa, o re 

fer 1do carregamento ê expresso como sendo a parte real de : 

P( t) 
r 

(11!.71) 

onde 1 = ~. Assim, a coordenada generalizada de ordem j 

será dada por: 

1 
(11!.72) Yj(t) 

onde ~j Pj = 
T 

<pj Po (111.73) 

YJ(t) também pode ser posto na forma: 

Yj(t) 
r eiwt c YRj + i Ycj ) (111.7"3) 

p · 1 - $J 
onde YRj = SJ (111 . 75-a) 

w2 (1 - .B~)2 + (2 (,j .B ) 2 
J J J 

= 
- 2 t.j .Bj 

(111 . 75-b) 
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Os des locamentos U ( t) da estrutura , bem 

como as coordenadas moda1s Ya 1 Ct) dos superelementos form-ª 

dores, sao obtidos por mei o de s up erpos1 çao moda l, expressa 

por: 

Ya1Ct) 

YaNsCt) 

(III.76) 

U (t) 

onde L ê o número de modos considerados na superposiçao. 

Substituindo (111.7~) em (111.76), resulta: 

Yal Ct) 

r 
eiWt C ~1 YRl + • • • + ~L YRL + 

+ i ( ~1 Yc1 + • · • + ~L YcL) J (111 . 77) 

U(t) 

YaRl Yacl 

ou r eiwt c + ) 

yaRNS YacNS 

U( t) Uc 

(111.78) 
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I ' yaRl .. ·' 1 

onCte 

YaRNs 

YaCNS 

Uç 

L 
í:: <PJ YRJ J=1 

L 
= I: <PJ YCJ J=l 

c 111 . 79- a:) 

(II1 .79-b) 

Pode-se mostrar que l.Uila componente 1na.1 

v 1aua1 uk(t) ao vetor U(t ) poae ser expressa ·por: 

r f> e 1 (wt - 8) C I I I . 80) 

senclo a ampl1 tua.e p e o àngulo ae fase 8 aados por: 

8 = (1I1.51) 

sendo um< e uc1-: os correspondentes elementos lnd ividuais de 

UR e Uç. Um superelemento terá os seus v etores· de desloca

mentos externos Ub(t), UbR e U:bc formados diretamente por 

elementos de U(t) , UR e Uç, no caso de ser formador da es

trutura ; ou por elementos de UaC t), Ub(t), UaR, UbR• Uac e 

U:bc do superelemento no qual ele está contido. J á os seus 

.. 
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...• :deslocamentos 1nternos Ua C t) serét o determinados a parti r da 
equaçéto C I I I . 31) : 

= <Pa Ya( t) elWt CUaR + 

CIII . 82) 

onde (111 . 83 - a) 

(li I. 83-b) 

As ampl1tua.es e angulos a e fase para Ua 

C t) serao a.ados por e::..:pressC1 es an&logas Ets C I I I. 81): 

e = arctgC-uack / uaRk) CII 1. 8~) 

No caso de um superelemento ser formado 

por outros, as coordenadas modais Ya 1Ct) destes supereleme~ 

tos formadores serao dadas por equaçOes semelhantes às 

(III .77) a C1II.79), sem a presença dos sub-vetores U, UR e 

Uç. Os modos de vibraçao <PJ estarao aqui representados pe

las part içOes <PyJ da equaçao (111.61). Além disso, as coor

denadas YRJ e YcJ estarao representadas pelos componentes 
dos stm-vetores YaR e Yac do superelemento atual . 

Finalmente, os esforços nos elementos 

Q~ (t) s5.o obt.idos a.e acordo com a equaçao c I I I . 5) . conside

rando o caso tle c:ari' egamento 11armcm1 c:o, eles podem ser ex
pressos na forma : 

CIII.8:·) 
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1 ,.,· . 

o na. e 
,, .. , 

p · - P~j 
p 

Uk 
p Kp Ut (Ill.f.\6) QjR = -t Kj QJC = j 

ona.e K~ t: a mat.rlz a.e r1g1a.ez a.o e l emento a.e ora.em J , P~J o 
vetor de ampl itudes das suas cargas 11oda 1s equi valentes; Uk 

e Ut sao componentes dos deslocamentos de seus nCis inciden
tes , pod.enclo ser formados a partir de UR, Uç, uaR, Uac• co!} 
form e for o cas o. Uma componente 1nd1víél.ua l q1~Ct) do vetor 

Q~ C t) pode ser expressa por :. 

(111 . 8 7) 

sendo a amp11 tude f> e o ~"'ngu lo de "fase e dados por: 

8 = (111.88) 

onde qRk e qCl{ s~o os correspondentes elementos individuais 

de a:lR e a:lc· 
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Capítulo IV 

IV - ALGORITMO COMPUTACIONAL 

Foram reunidos neste capítulo os assun

tos r elativos ao d esenvolvimento de um sistema computacio 

nal d esti nado a aplicar a formulação apresentada nos capi ty 

los precedentes, Nas seçOes IV.1 a IV.1, sao expostas as 

operações da aná li se estática. As seções IV . 5 a IV.9 tratam 

do algoritmo da análise dinâm1ca. A seç ao IV.1 0 mostra deta 

lhes de s oftware relativos à m.uneraçao dos graus d e 1 i berdª 

de. Finalmente, n a seçao IV.11 , sao apresentadas, em linhas 

gera is, a organizaçao e as potenciali dades do sistema desen 

volvido. 

IV.1 -ANÁLISE ESTÁTICA 

fl. pri meira etapa é a leitura dos dados . 

Com r eferência aos pontos nodais, ê necessário especificar 

seu número , suas coordenadas, restriç.ões e graus de liberdª 

de ativos. Para os e l ementos, devem-se fornecer o tipo, os 

nós inc1dentes, e as propriedades fis icas e geomêtricas. Os 

superelementos ficam defin idos pela esfecif i caçao dos seus 

nós de con torno e de seus elementos e/ou outros superelemeg 

tos constituintes. 
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t necess~rio ainda especificar quais 

elementos e/ou superelementos v~o constituir diretamente a 

estrutura a ser analisada. Esta última informaç~o. junto 
com a referente aos superelementos, define completamente to 

dos os n) v e 1 s e a hí erarqu1 a da subestruttrraçao adotada. Fi 

n a lmente, devem-se fornecer o número de carregamentos e as 

cargas que os constituem . Estas cargas podem ser nodais ou 
ap licadas nos e l ementos . 

Em seguic1a , v em a et apa d.e cona.ensaçao 

dos superel ementos . Inicia-se por aqueles formados apenas· 

por elementos , prosseguindo-se por condensar os superelemeD 

tos de nivels sucessivamente mals altos. Desta forma, ao 

condensar determinado superelemento, jâ estarao previamente 

condensados os que o formam. 

A próxima etapa ê a da soluç~o. S~o for 

mados a matriz de rigidez e os vetores de cargas · globafs, 

por meio do assembling dos elementos e superelementos forms 

dores da estrutura. Com a soluç~o do si s tema de equaçOes, 

s~o determinados os deslocamentos dos n6s da estrutura. 

Finalmente, tem-se a aeterminaçao dos 

esforços. Após a soluç~o recêm mencionada, estao disponí

veis os a.eslocamentos dos nos a.e contorno dos superelemen

tos do nível mais alto. A partir deles, determinam-se os 

deslocamentos dos set~ n6s internos, os quais , por s ua vez, 

se constituirao em deslocamentos de n6s de contorno dos su

perelementos do segm1do nível. Aplicando este procedimento 

de forma recursiva, sao obtidos os deslocamentos nodais de 

todos os superelementos, o qtle permite calcular os esforços 

atuantes nos e lementos: 

A segu1r, serao descritas em maiores de 

talhes as operaçOes efetuadas nas etapas acima mencionadas, 

a saber , condensa ç~o . so luçao e determinaçao de esforços . 
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IV . 2 - CONDENSAÇÃO 
'. 

,. , l i 

Durante sua condE-nsação, wn supereleme!]. 

to tem as coor<lenad.as <los seus pontos nod.a1s referenciadas 

a um sistema g lobal .' de aefiniç~o. Na situa çao <la figura 11 . 

-1 , este si.st.ema t o XGYGZG· Por outro lado, o superelemento 

'possui tun sistema local, representado neste caso por Xc-Ys-,_, 

zs . AlEm disso, cada E-l emento ou super-elem E-nto formador do 
super-elemento em questd.o terct seu pr6pr1o s1stema local , 

slmboliza<lo por x 1y 1zi· 

As opera çe> es aqui 'descr 1 tas sao aprese!]. 

tadas de forma esquemática na figura JV .l. A primeira operª 

çao ê d eterminar, a partir das coordenadas de seus nós de 

contorno , a matriz de cossenos diretores do superelemento; 

trata-se da matriz RsG• expressa por (11.31) e calculada p~ 

lo formulário apresentado nas sub-seçOes 11.3.1 e 11 . 3 . 2. 

o próximo passo ê a formaçao das subma-

: trlzes Kaa • Kab e Pa que aparecem na equaçao (11 . 5) . Isso 

ê feito mediante o assembl1ng das partes (elementos e supe
rel ementos de níveis inferiores) constituintes. Assim, para 

cada parte, sao efetuadas .as seguintes operaçoes: 

- calcular , a partir das coordenaa.as dos seus nós de 

contorno, atualmente disponíveis, sua matriz de cossenos d1 

retores RIG• em relaçao ao sistema global ele deflniçao. 

- calcular e armazenar a matriz de coss enos diretores 

RIS• em relaçao ao sistema local do superel emento em cond.en 

saçao, aplicando a equaçao CI1.39). 

- ob ter sua matriz d e rigidez e seu vetor de cargas no 

dais equivalentes , no seu sistema local x 1y 1z 1 . No caso de 

superelemento, eles sd.o lidos da memória per1íêr1ca, pois o 
mesmo jéi foi previamente cond ensado . No caso de elemento , 

eles sao calculados usando o f ormulár i o apropriado ao res
pectivo t 1po. 

- i a zer a rot.a ça o d.a matr iz d e r 1g idez e <los vetores 
de cargas do sistema x 1y 1z 1 para o x3y 8z8 . Esta rotaçao ê 

expressa pelas equaçc:.es C I I. 53) e C I I. :.·n. Na ver·dade, es
tas mul tiplicaçOes sao realizadas por blocos , operando-se 

dlretamente com as suJ::mlatr I zes de R, representac.as , neste 
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cas o, por R18 . o r esultado aes t a op eraçao sao os prOprlos 

K1 t- P1 11a s t- quaçt) eE..~ C I I . 2) e C I I. 3) . 

- no caso ae elementos, armazenar K1 e P1. Quanto a os 

super-el ementos, permanecem armazenaaas as mat rizes origi

nais, referenciadas aos respectivos sistemas xiyiz1 . 

- somar nas s u:tm1a t rizes Kaa• Kab e Pa os e lement os de 

K1 e P1 que contr l))uem par-a a formaçC'to úa s mesmas . No caso 
ae exi s tir em rest ri çOes genera lizadas, esta soma e precedi
da pelo procedim ent o des crito na s eçao 11.5. 

Desta forma, efetuadas as operaçú es ac i 

ma para todas as p artes constituintes do s uper-el emento, fi

cam det erminados Kaa• Kab e Pa. O passo s eguint e ê a aplicª 
ç~o do processo de so l uçao de Gauss com colunas ativas so

bre estas matrizes. As operaç~es s~o as seguintes: 

- decompor Kaa• modificando-se diretamente os elemen

tos da matriz. Desta forma, o fator D LT, aqui obtido , re

sulta ocupando o espaço da memória antes ocupado por Kaa· 

- reduzir os vetores de carga Pa e as colunas de Kab, 

obtendo-se, respectivamente , Va e Sab. 

- armazenar D LT, Sab e Va na memória secundária. 

A próxima etapa consiste numa sêr1e de 

operaçOes matriciais, a seguir relacionadas, 

com a obtenç~o de Kbb · e Pb: 

que culminam 

- ·1nverter os elementos a1agona1s de D LT, o:btena.o-se 

-realizar o proauto s~ D-1
. 

- usar este produto nas mult1pl1caçoes -s~ D-1 sab e 
T - 1 -sab D Va· os result.aaos a.estas a.uas mult1pl1caçoes vao 

ocupar as lireas da memorút que conter-ao mais tarde , respec

tivamente , as matrizes Kbb e Pb. 

- o:bter as S\..1bmat.rlzes Kbb e Pb Cequa çao c I I. 5)) p or 

me i o a e um pr ocesso ae assemJ) ling seme111ante a o ut ilizado 
na obtençao d e Kaa e Pa· A ili11ca dif erença ê que aqu1 nao 

se necessita ca lcular nem rotar as matr i z es d os elementos, 

po1s elas agora s e encontram ar mazenadas na memória perifê

rJca. Além disso, as c ont ribuiçOes das partes const1tu1ntes 

para Kbb e Pb sao somadas aos produt os matriciais obtidos 



. . , 

74 ' · • 

na opera((~O anter1or, de maneira qu e , no fim do assembl ing, · • . 
. ··'' 

Knb e Pn Já se encontram formados, conforme ê expresso por · 

(11.17) e (1 1. 18). 

- armazenar Knb e Pn na memória secundária , completan- . 

do-se, assim, o processo de condensaç~o . 

Com o observaçO es co~1p lementares e a inda 

com referência ao esquema da figura (IV.1), vale destacar 

que os elementos de D LT, uma vez armazenados na memór1a P§ 

rifêrica, s~o removidos da memória central, de 1xando seu es 

paço livre para o desenvolvimento das operaç~es que culmina 

r~o com a obtenç~o de Knb e Pn · 

Uma vez que as matrizes de rigidez e os 

vetores de carga s~o transformados para o sistema local do 

superelemento atual antes do assembling, as matrizes D LT, 

San. Va. Knb e Pn ficam automaticamente determinadas em re

laç~o ao mesmo sistema. As matrizes e vetores de elementos 

ficam assim referenciadas ao sistema local do superelemento 

do qual fazem parte. 

Ainda com relaç~o a Knb e Pn, as mesmas 

poder~o. mais adi ante , vir a desempenhar o papel de K1 e 

pY, no caso de o superelemento atual contribuir para o as

sembling de um superelemento de n1vel superior ou da pr ó

pria estrutura . Associadas a Kbb• ficam armazenadas as ma

trizes de cossenos diretores do sistema local de cada parte 

em relaç~o ao sistema do superelemento no qual ela está con 

tida. Estas matrizes d e cossenos, obviamente, só pod em ser 

determinadas por ocasi~o do assembling do superelemento de 

n1vel superior. 

A condensaç~o de Knb e Pn, aqui mostra

da de forma colljunta , ê, na verdade, realizada em ciclos se 

parados. Knb é ohtido para cada superelemento tipo , enquan

to Pn ê obtido para cada superelemento construtivo. Junta

mente com a obtenç~o de Pb• ê calculada e armazenada a ma

triz RJG de cossenos diretores de cada superelemento cons

trutivo em relaç~o ao sistema global (da estrutura) , apli

cando-se a equaç~o (11 . ~3). 
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·· ' .' IV . 3 - SOLUÇÃO 

A estrutura, por sua vez, pode ser con

siderada como o único superelemento do mais alto n1vel e 

desprovido de nós de contorno. Desta maneira, a formaç~o da 

sua matriz de rigidez K e do seu vetor de cargas P ê intei

ramente equivalente ao assembling das submatr·izes Kaa e Pa, 

descrito na seç~o anterior. As operaçOes de rotaç~o resul

tam si mpli ficadas, pois, para este caso, as matrizes RIG e 

Rrs se confm1dem . Como o presente assembling leva em conta 

a existência de restriçOes externas , o sistema expresso por 

(11 . 1) está apto a ser resolvido. 

A seguir, é reali zada a soluç~o pelo 

processo de Gauss com colm1as ativas , efetuando-se as se

guintes 6peraç0es: 

- decompor K, obtendo D LT . 

- reduzir P, obtendo V. 

realizar a retro-substituiç~o . obtendo e armazenando 

os deslocamentos U. 

A última operaç~o é formar, a partir de 

U, e armazenar os vetores de deslocamentos Ub dos nós de 

contorno dos superelementos ~armadores da estrutura. 

I V.1 -DETERMINAÇÃO DOS ESFORÇOS 

O primeiro passo é obter os esforços nos 

elementos formadores da estrutura, pela aplicaç~o da equa

ç~o (11 . 57). Estes esforços s~o inicialmente obtidos em re

laç~o ao sistema global e a segu1r rotados para o sistema 

local de cada elemento . 

Para se obter esforços em elementos pe!: 

tencentes a um superelemento, é preciso antes determinar os 

deslocamentos dos seus nós internos. Estes s~o calculados 
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em funç~o dos deslocamentos dos seus nós de contorno , de 

acordo com a equaç~o (11.55). Estes nós de contorno, por 

sua vez, podem ter a funç~o d e nós internos de um superele

mento de nível super1or e assim por diante. 

Desta mane1ra, no cálculo de deslocamen 

tos de nós 1nter-nos, deve-se iniciar pelos super e lementos 

"formadores da estrutura e prossesuir pelos .superelementos 

construt ivos dos niveis sucessivamente mais baixos na z.u:bes 

truturaç~o. Observe-se que esta ordem é exatamente a inver 

sa daquela segu1 da na condensaç~o . 

As operaç~es efetuadas na determinaç~o 

de deslocamentos dos nós internos de um superelemento, apr~ 

sentadas esquematicamente na figtrra 1V.2, s~o a seguir relª 

c i onadas ; 

- ler RsG e Ub da memória secundária, e fazer a rota

ç~o. obtendo-se os deslocamentos dos nós de contorn9 no si~ 

tema lo cal , UbL (equaç~o (11.~8) com R formada pelas subma

trizes RsG). 

- ler Va e Sab da memória peri férica, e obter o membro 

da direita de (11 .55) . 

- l er D LT e realizar a retro-substituiç~o. obtendo os 

desloc~e~tos internos Ua no sistema local. 

- obter os esforços O~i nos elementos formadores do sg 

perelemento, aplicando também a equaç~o (11. 57) , onde U é 

formado a partir de Ua e UbL· Uma vez que K~ e Pl também es 

t~o referenciados ao sistema do superelemento , os esforços 

s~o · inicialmente obtidos em relaç~o a este sistema. Em se-

guida , ê real1zada a rotaç~o para o sistema local de cada 

el emento, sendo R formada pelas submatrizes Ris· 

- rotar Ua para o sistema global, por meio da aplica

çao da equaçao (11.56) , com RT formada por submatr1zes R§G, 

e armazenar na memór ia secundária. 

- a partir de UaG e Ub, formar e armazenar os vetores 

Ubi de deslocamentos dos nós de contorno dos superelementos 

formadores. 
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IV.S- ANÁLISE DINAMICA 

A análise dinâmica é preced1da pela for 

maç~o e condensaç~o das matrizes de rigidez e : dos vetores 

de amp litudes das cargas noda i s equi valentes dos superel e

mentos. Como .s~o operaç:ti es: ti pi ca.s de aná 1 i .se e.stát i ca , ob

serva-se a sequ~ncia de operações mostrada na seç~o IV.2. 

S~o também formados a ma~riz de rigidez e o v etor de cargas 

da estrutura, e reali z ada a soluç~o estática, que s ervirá 

como v etor de part1da no algoritmo de Lanczos - Ritz. 

Além d~queles dad os n orma lmente lidos 

na análise estática, necessita-se aqui ainda do ~ornecimen

to da ~requência do carregamento, da massa especi~ica, das 

massas concen tradas porventura existentes e das taxas de 

amortecimento modal. 

A anál ise dinâmica propriamente dita 

inicia com a formaç~o e coi1densaç:io das matrí zes de massa 

de cada superelemento. Ap6~ a obtenç~o da aproximaç~o inici 

al dos deslocamentos n os contorn os dos superelementos, r ea

liza- se uma pré·-análise dos mesmos , obtendo-se os seus mo

dos de vibraç~o internos e suas contribuiçtses para o s iste

ma expand1do de equações. 

Em seguida, é ap licado o aJgor1trno de 

Lanczos-F:i tz ao sistema e>..-pandido, obtendo-se as fr equên 

cias e os modos de vibraç~o da estrutura . Por oeio da super 

posiç~o modal, determinam-se os deslo camentos da estrutura 

e as coordenadas modais dos seus superelement os formador es. 

Finalmente , é efetuada, para cada superelemento, a obtenç~o 

dos desl ocamentos de seus nós 1nternos, dos esforços em 

seus elementos e das coordenadas moda 1s d e seus supere leme~ 

tos ~armadores . Será feita a segu1r uma descri ç~o ma is deta 

lhada das etapas recém menc 1onadas . 
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IV. 6 - MATRI ZES DE MASSA 

O algoritmo para a condensaçdO da matriz 

de massa de um super-e lemento , apresentado esquematicamente 

na figura IV.3, requer que teru1am sido previament e determi

nadas e estejam armazenadas na memória periférica as matr1 ~ 

zes D LT (decompos1çao de Kaa) e Sab (reduç~o de Kab), onde 

Kaa e Kab s~ o part1 çõ es da matr1z de r1g1dez do supereJemeu 

to. Requer , igualmente, que tenham s1do condensadas a s ma

trizes de massa dos seus super-elementos formadores. 

O primeiro passo ê a formaç~o das sub

matri zes Ma a• Mab e Mbb que a parecem na equaç~o (1II . 26) ·. 

Elas s~o inicializadas pelos valores das massas concentra

das nodais e a seguir incrementadas pelo assembling das ma

tr izes MJ das partes constitu i ntes. No caso de super-elemen

tos de nível inferior, M) ê l i da da rnernór 1a periférica. Urna 

vez obtidas, Maa e Mab s~o armazenadas na memória secm1dá

ria . 

Em seguida, tem-se a obtenç~o de Tan, 

mediante a retro-substltuiç~o de -Sab em relaç~o a D LT 

( Sab e D LT l idos da memór i a s ecundária) . Após sua determi

naç~o. Tab também ê armazenado. 

A seguir, realiza-se a condensaç~o pro 

priamente dita. São efetuadas as operações Mbb + M~ Tab 

e Mab ~ Maa Tab e , f1nalmente , obtida a matriz Mbb pela 

aplicaç~o da equaç~o (111.37). Urna vez determinada, Mbb ê 

impressa e a r mazenada na memór ia secundária. Convem desta

car que Mbb poderá vir a desempelli~ar o papel de M3 no caso 

do super-elemento atual contribuir para o assembling da es

trutura ou de um superelemento de nivel superior . 

IV . 7 - PRt:-ANALI S E DOS SUPERELEMENTOS 

A prê-análise de um super-elemento tem 

as suas oper ·A çôe?. mostradas no esquema da figura IV."l . Da 
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mesma forma que ,'na condensaç~o, também aqui devem ter sido 
·'·' 

previamente pré~analisados os super-elementos formadores do 

superelemento atual. 

O primeiro passo é a obtenç~o das car

gas d1nàmicas, expressas pela equaç~o (111."'19). S~o lidos 

da memória os vetores UbR• Ubc e a matriz resultante da op~ 

raç~o CMaa Tab + Mab)· São obtidas as c omponentes FaR, 

Fac e, a partir delas , as amplitudes Fp e os Angulos de fa

se e. Obtêm-se entcto cargas din~micas Ra, lendo-se as ampll 

tudes Pa da memória e somando-as cóm os elementos de Fp mul 

t1plicados pelos respectivos cos ek. 

Em seguida , é aplicado o algoritmo de 

Lanczos-Ritz (cujas operaçOes s~o apresentadas na seç~o IV. 

8), considerando-se o supcrelemento como uma estrutura ind~ 

pendente e com os seus nós de contorno engastados. As matrl 

zes Kaa• D LT e Maa s~o lidas da mem6r1a. O vetor de cargas 

ê Ra, recêm obtido. A aplicaç~o do algoritmo gera as fre

quéncias e os modos do superelemento, agrupados em na e ~a• 

os quais s~o armazenados na memória. 

A pré-análise é encerrada com a obtenç~o 

do vetor '"b;>\T p~T .... ..u e da ma tr i z Mbc, os quais s~o armazenados 

na memória para serem utilizados na montagem· da estrutura 

global ou de um superelemento de .n1vel superior. S~o inici

almente obtidos ~~ Pa e a matriz Mab os quais, com a troca 

de not.aç~o, corr e~.pondem, respect i v ament.e , às segundas par

celas das equaçO es (III.70) e (JII.69). As primeiras parce

las destas equaçOes correspondem a um somatório nos supere

lementos formadores. Assim, para cada superelemento forma-
T 

dor, s~o lidos ~Yi• Mabi e ~ai Pai e efetuadas as operaçOes 
mostradas na fisura IV."'!. 

IV.8 -SOLUÇÃO DO SISTEMA EXPANDIDO 

A aplicaç~o do algoritmo de Lanczos-Ritz 

para o s1stema expandido 1nic1a com a leitura da matriz de 
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rigidez triangularlzada D LT e com a :formaç~o da matr1z de 

massa Hg da estrut~a . por wn processo equivalente ao da ob 

tenç~o da subma~r í z 1-faa de wn s upere lemento, v i sto n a seção 

JV.6. 

Cada vetor de Lanczos-Ritz terâ as par

tiç~es da equaçao (111.13). A obtençao do vetor de partida 
;I<. ;I<. 

x 1 ê feita em duas operações : 

- "loop" percorrendo os s uperelementos formadores ela 

6 . ;~c.T pb*T f estrutura , lendo na mem r1a seus vetores <pb e suas re 
r.T p*bT quências Qa; a divisd.o dos elementos individuais de ~b 

pelos correspondentes e l ementos diagonais de Qa :fornece as 

partições xlj (j= 1 , ... , NS). 

- leit~a . na memória per iférica , da soluçao es"t.fitica, 

:fornecendo a partiçao x 1 g · 

Seguem-se as seguintes operaçOes: 
;I<. ;I<. 

normalizar x 1 , apllCé.indo as equ,lçõe::3 (IlJ ..: 1) c 

(TJJ. 22) , c•lltenolü x 1 -( f.-•l · lmelro vetor de H1tz) . 

- determinar os demais vetores de Ritz, 

para cada Wll deles: 

- multiplicaçao M Xi - 1; 

efetu~:1do-se 

- reduç~o e retro -substituiç~o- equaçao (:I I. 1 7) 

- obtendo 

ortogonalizaçao 
** - obtendo xi ; 

equações (111.18) e c:ii . 19) 

- normalização- equações (111.21) e (I I: . 22) -

obtendo x 1 . 

- obter a matr1z de r1g1dez reduzida K*, por ~ ~t o da 

multiplicaçao matricial (III . 23), onde X contem os ·tetores 

d e Ri tz xi. 

-resolver o problema de autovalores (111.21) , usando 

o mêtodo de J acob1 . Ficam assim determinadas as aF :~xima

ções w1 para as frequências de vibraçao da estruturé: Os ve 

teres zi sao agrupa .. j_os numa matriz Z a ser usada na opera

çd.o a seguir. 

-realizar a n:ultipl icaçao X Z (equaç~o (III.2~ .) . ob

tendo a matr1z 0 x e. qual vai conter as apr-oximações :: :ra os 

modos de vibraç~o da estrutw-a . 
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Com relaçao as operações r ecém mencion~ 

das, convem observar que as retro-substltuições sao precedi 

das por divisõ es entre elem entos indivlduais, de maneira se 

melhante ã obtençao do vetor de partida . Por outro lado , na 

multiplicaçao da matriz d e massa por determ i nado vetor de 

Ri tz, a operaçao l-ig Xig é PI'ecedida po1' um loop percorrendo 

os supere lementos do primei r o nivel , onde sao obtidas as 
-T 

parcelas (Xij • Mabj Xjg) e Mabj Xij que aparecem na equª 

çao (III."'I"!). 

IV. 9 - SUPERPOSIÇÃO l-IODAL E RESULTADOS FINAIS 

Obtidas as "frequências e os modos de vi 

braç~o. realiza-se a determinaçao dos deslocamentos nodais 

e es-forços n os e !ementas i n tegran tes da estru t ura global. 

I sto ê "fei t o p or me io das seguintes operaçOes: 

para cada modo J. obter as componentes YRj e Ycj da 

coordenada generalizada, por meio das equações (III.75) . 

- rea l izar a superposiçao modal , determi n ando e arma

zenando na memória a s componentes UR e Uc d o v etor de d es l o 

camentos da . estrut~rra, bem como a s componentes YaRi e Yaci 

-(i= 1, . . . , NS) das coordenadas modais dos superelementos "for

madores; isto ê efetuado pela aplicaçao das equações (III. 

79). 

- obter e publicar as amplitudes e ángu los de "fase dos 

deslocamentos U(t), aplicando as e~1ações (III.81). 

- determinar · os es-forços nos elementos "formadores da 

estrutura, caso existam; sao determinadas , para cada elemen. 
p p 

to , as componentes QJR e QJC das equações (III . 86) e, a se-

guir, obtidas e publicadas as respectivas amplitudes e ãngg 

los de "fase, por meio da apl1caçào das equações (III.88). 

- a partir de UR e Uc . formar e armazenar os vetores 

UbR e Ubc dos supere l ementos for madores da estrutura . 

Bn seguida, tem-se rnn loop obtendo re

sulta d os .para os superelementos dos níveis sucess ivamente 

mais baixos . Çada superelemento tem os seus resultados de -
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· •terminados mediante a segu1nte sequência de operações: 
_, ,11 

- leitw~a, na memória secundária, das ma trizes <fia· Tab 

e dos vetores YaR• Yac• UbR e Ubc· 

- apll caç~o das equaçOes (I I I. 83), obtendo-se as comp.Q 

n entes UaR e Uac dos deslocamentos dos nós internos. 

- determinaç~o e impressao das amplitudes e tmgulos de 

-fase d estes deslocamentos, aplicando - se a equa çd.o (I I I. 81) . 

- reali zaç~o de uma superposi çd.o modal , obtendo e arma 

zenando as componentes YaRi e Yací de coord en a das modai s 

dos superelementos -formadol~ es . Sd.o ap 1 i cadas as equaçôes 

(III.79), onde YRj e Ycj sd.o elementos de YaR e Yac do sup~ 

relemento atual, enquanto os <fl j sd.o partições dos modos in

ternos <fia· 

- obtenção e impressão dos es-forços nos elementos, pe

lo mesmo processo usado nos e lementos -formadores da estrutu 

ra. 

IV.10- CONTROLE E Nill~ERAÇÃO DOS GRAUS DE LIBERDADE 

O presente algoritmo considera a exis

tência de atê seis graus de liberdade (GL) por nó, conforme 

ê mostrado na -figura IV.5. Para levar em conta a possibili 

dade de variaçd.o dos GL ativos nó a nó, desenvolveu-se uma 

técnica inspirada nas idéias apres entadas por BATHE (15J. 

Portanto, deve existir um arranjo que 

identi-fique, para cada nó, quais dentre os 

GL e-fetivamente participard.o da a~Alise . Na 

se is possíveis 

verdade, alêm 

da estrutura global, cada superelemento tipo deve possuir 

este arranjo identi-ficador, o qua l serã denominado de ID. 

Assim, ID terã NN (número de nós da estrutura ou do super e

lemento considerado) colw1as e seis linhas. 

Na l eitura dos dados r e f erentes aos PO!} 

tos nadais, ID ê preenchido com códigos, na seguinte forma : 

ID(I,J)=O se -for at 1vo o GL de ordem I (numeraçd.o da -figura 

I V. 5), p ertencent e ao nó de ordem J ; ID( I, J) = 1 se o GL -for 
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inativo, isto ê, ncto participar da análise. ' . 
... ' l 

Por exemplo, seja o superelemento tipo 

mostrado na :figura IV.6, o qua l ê constituído por elementos 

1 
I. c de pórtico plano e o seu contorno formado pelos nós ,. J e 

6 . Imediatamente após a entrada de dados, ocorre wn pré - pr.Q 

cessamento no qual o sistema rea l iz'a uma reordenaç~o destes 

nós, deixando por último os do contorno. Assim, após esta 

reordena ç í:io e considerando o tipo de e l emento adotado , a ma 

triz ID terá a seguinte constituiçao : 

o o o o o o 
o o o o o o 
1 1 1 1 1 1 

ID = 
1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

o o o o o o 

N ús 2 J _, "! 1 5 6 

O pr·ó:-::imo passo é atl · il)Uír número.-:; ás 

equa çô es c:m' r espond.e nt es aos GL at.1 vos . Para l SSO , faz-se 

uma varredura nas colrmas de ID, substituindo os zerus por 

números inteiros crescentes a parti;r de 1, nas colt.mas re:fe 

rentes aos nós internos; e por números inteiros decrescen

t e s a partir de -1, nas ref erentes aos nós de contorno. Ao 

mesmo tempo, os códigos originalmente rmi tár i os dos GL ina

tivos s~o substituídos por zeros. Ap ós estas opera ções , a 

matri z ID ficará assim constituída: 

1 "l 7 - 1 -"1 - 7 

2 5 8 -2 -5 -8 

o o o o o o 
ID = o o o o o o 

o o o o o o 
3 6 9 - 3 - 6 -9 
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Com relaç~o à matr1z ID da estrutura . ' 
·' I global, s~o num erados :n egativam ent.e os graus d e l1berdade 

com restr1ç~es externas . 

Ao somar a part1cipaç~o de um elemento 

na estr·utur·a slobal ou em um s uper·elemento, é n ecessár1 a a 

existênc1a de um arranjo con~endo, para cada GL do elemen

~o , a ordem do correspondente GL no sistema da estrutura ou 

do superelemento . Este arranjo, chamado de LM, é determina

do a partir dos seus nós incidentes e do arranjo identi~ica 

dor ID. Por exemplo, os elementos 1, 3 e. 5 da ~igura IV.6 

ter~o seus reBpectivos LM assim constituídos: 

Elemento 1 conetividades 1 3: 

= [ -1 -2 o o o -3 5 o . o o 6 ] 

~lemento 3 conetiv1dades 3 1: 

= [ 5 o o o 6 7 8 o o o 9 ] 

Elemento 5 conetividades 4 6: 

= [ 7 8 o o o 9 -7 -8 o o o -9 ] 

O sinal posit1vo ou negativo dos inte

grantes de LM serve para designar, por exemplo , se determi

nado componente da matriz de rigidez do elemento vai ser so 

mado na submatriz Kaa• ou em Kab• ou em Kbb do superelemen

to. Desta forma, LM é a r mazen ado Juntamente com a s matrizes 

de massa, ~~ r:g1~e~ e o v etor de cargas do elemento . 

De maneira an& 1 oga, cada supere lement.o 

também possui s eu arranJo LM, ~eterminado a part1r de seus 

nós de contorno e da matr17. ID da estrutura ou do superele

mento no qual ele está contido. 
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o arranjo LM é utilizado também na for

maçao do vetor de deslocamentos dos nós de contorno de wn 

superelemento ou dos nós incidentes de um elemento (opera

ções que antecedem a obtenç~o dos deslocamentos internos de 

um superelemento ou dos esforços em wn elemento). 

No caso da existência de restrições ge

n eralizadas (RG) , é realizada uma renLuneraç~·o elos GL da es

trutura globa l, deixando por' último os GL dependentes de 

RG. Observa-se o mesmo procedimento e m relaçao aos GL inter 

nos de um superelemento. Por exemplo, suponha que no super~ 

lemento da figura IV . 6 , os deslocamentos seg.Lmdo Y dos nós 

2 e 3 sejam dependentes do d.es locamento em Y do nó "l. Nes-

tas condições , a matriz ID ficaria com a seguinte constitui 

çao: 

1 3 5 -1 -·4 -7 

8 9 6 -2 -5 _:8 

o o o o o .O 
ID = 

o o o o o o 

o o o o o o 

2 "l 7 -3 -6 -9 

Nós 2 3 4 1 5 6 

Em consequência, os vetores LM dos e le

mentos também resultariam alterados, em funçi:io da nova nume 

ração das equações, armazenada em ID. 

Por outro lado, a transformaç~o do sis

tema de equações (II.16) para o (II.60) implica numa mudan

ça nos GL envolv1dos na contribuiçao de wn elemento ou sup~ 

relemento para a montagem da estrutura ou de w11 superelemen 

to de nível superior . São suprimidos os GL depenclentes e 

adicionados os GL independentes e não pertencentes ao ele

mento ou superelemen.to. 

.. -~ . 

' . 
. ··' \ 
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Ass1m , torna-se necessár 1a a existênci a 

de um outro arranJo, chamad o LMRG, para desempenhar o papel 

de LM no ca3 o de restriçOes generalizadas. E3t e arranjo po~ 

su1, nas primeiras NH posiçOes, a ordem dos seus GL indepe~ 

dentes no s istema de equaçOes ; e nas NJ posiçOes seguintes, 

a ordem dos GL n~o per tencentes ao elemento :ou superelemen

to, porém envo l vi dos em RG do mesmo. Ainda ·cons iderando o 

exemplo da figura I V. 6 , os elementos 2 e 3 ficariam com os 

seus LMRG assim constituidos : 

Elemen to 2 : = [ 1 o o o 2 3 o o o 1 6 ) 
~------------~r---------------~~ 

NH = 10 NJ = 1 

Elemento 3: = [ 3 o o o .., 5 6 . o o o 7 ) 

NH = 11 NJ = O 

IV.11 - ORGANIZAÇÃO GERAL DO SISTEMA 

Em s eu atual estágio de de~envolvimento, 

o sistema realiza a análise estática li n ear; com possibili-

dade de subestrutLrraç~o em múltiplos n i ve1s, bem como de 

execuç~o em múlt.lplas rodadas. A análise dinâmica encontra

se a i nda implantada para subestruturaç~o em nfvel único . 

O programa proporciona quatro opçOes de 

execuç~·o, corre.spondendo a cada uma de las um valor da var 1 á 

vel MODD<, conforme o esquema abaixo : 

Problema novo MODEX = 1 

{ Problema novo MODEX = 2 

"Restart" 

{ com modificaçOes - MODEX = 3 
Probl . antigo 

sem modi:ficaçOes - MODEX = "1 

'' . ..: .. 

'. 
•' ,I ~ 
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. . A prime ira opç~o consiste n a execuç~o em 

rodadá única ou rodada ini c 1al de um problema para poste

rior restart. É feita a leitura dos dados do problema e s~o 

exec~tadas ou n~o uma ou mais etapas da análise, dependendo 

dos dados de controle fornecidos. 

Na opç~o MODEX = 2, também é resolvido 

um problema novo. Porém, aqu1, existe a possibilidade de se 

usar matrizes de s uperelementos condensados em rodada ante

rlor. O fornecimento dos d ados do problema e dos de contro

le é análogo à pr1meira opç~o. 

A terceira opç~o corresponde à reanáli

se de um problema solucionado anteriormente, com algumas mo 

dificaçOes nos dados. Fornecem-se as modificaçOes (dados no 

vos ou alterados), bem corno novos dados de controle. Assim, 

as etapas da análise aqui executadas podem ser diferentes 

das executadas na rodada anterior. 

A opç~o MODEX = ~ refere-se à situaç~o 

em que se reinicia a soluç~o de um problema no mesmo ponto 

em que foi interrompida na rodada anterior . Assim, aqui so

mente podem ser fornecidos dados de controle, para especifl 

car quais as etapas a serem executadas na rodada atual . 

O sistema conta com Th~ programa-controle 

que tem por funçôes; 

- recuperar (MODEX > 1) ou n~o (MODEX = 1) 

armazenada em rodada anterior. 

- ler os dados de controle de execuç~o. 

informaç~o 

- ler (modex < 3) ou nao (MODEX = i) os dados do pro-

blema . 

- ler as modificaç6es nos dados ou os dados novos 

(MODEX = 3 ). 

executar ou nao t:una ou mais etapas d a aná 1 i s e, 

f orme os dados de controle forne cidos . 

con-

- armazenar toda a informaç~o para posteri or restart. 

A análise encontra -se d i vidida nas se-

gui n tes e tapas ; 

ETACON - condensaç~ o da matriz de rigidez e d os v etores de 
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cargas dos superelementos. 

ETADES - obtenç~o dos des locamen.tos d os n ós da estrutura. 

ETAESF obtenç~o dos deslocamentos dos nós 1nternos dos su 

perelementos , bem como dos esforços nos elementos . 

ETADIN - análise dinâmica, incluindo condensaç~o das ma trl

zes de massa, formaç~o e soluç~o do sistema ~xpan-

dião, superposi~~o modal e obtenç~o dos resültados 

fi na 1s. 

O sistema está codificado em FORTRAN, 

.sendo cOir.i_JOSt.o por um pr ogr ama prlncipa l e 92 s ub-rotinas, 

total1zando c erca de 7800 linhas de programaç~o. A memória 

periférica está organizada em 12 arquivos, sendo quatro re

ferentes a superelementos , quatro a elementos e dois refe

rentes a nós; existe ainda um arquivo de· cargas e um de ar

mazenamento do conteúdo da memória central para fins de res 

tart. 
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Capítulo V 

V - EXEMPLOS 

Neste capítulo, s~o apresentados alguns 

exemplos de análise estrutm~a l com SL1bestrutw~açao. O pri-
I 

meiro ê um exemplo teór.i co de um pórt ico plano, p ara a feri -

çao de prec i são. No segundo exemplo, tambêm constituído por 

um pórtico, as regiões correspondentes às Juntas sao modelª 

das por malhas de e lementos f initos b idimensionais de mem

brana e de treliça. !: realizada uma análise dinámica e a 

compatibilizaçao entre as juntas e as barras do pórtico ê 

efetu ada pe l a aplicação de restrições generalizadas em nós 

da estrutm~a gloJ)al. 

O terceiro exemplo consiste na análise 

estática de uma estrutura com vigas vasadas , as quais tam

bém sao modeladas por elementos finitos bidimensionais de 

membrana e de treliça. Ressaltam-se, neste exemplo, as po

tencialidades da SL1bestrutw~açao em múltiplos níveis e da 

ap licaçao de r estl~ i çves general i z21das a nível de subestrutu 

ra, de ma n e ira que, a nível de estrutLu~a globa l, a v1ga va

sada ê tratada como um elemento .comum de pórt ico plano. 



94 

'. 
V.l - P6RTtCO PLANO COM SEIS ANDARES 

V.1.1 - Descriç~o 

I. 

Com o objetivo de aTerir a precisão do 

mêtodo de subestrutw--açcto atualmente implantado, Toi anali

sado o pórtico plano constituído de seis andares e dois 

vãos , mostrado n a :f i gw~ a V. 1. A nwneraçao dos nós e elemen

tos t a mbêm cons t a na Tigura, alêm das constantes do mate 

rial (módulos de e lasticidade· longi tud.inal e trans v ersal, e 

a massa especi:fica), bem como as propri edades prismáticas 

de vigas e pilares. 

Os pilares sao todos engastados na base 

e o carregamento ê constituído por :forças horizontais atuan 

do no nível dos pisos, o que tambêm ê mostrado na :figura 

V.l. Os valores destas Torças Toram tambêm adotados como am 

pli tudes d .o carregamento harmOni co considerado na análise 

dinâmica. 

Para testar a utilizaçao de supere lemen 

tos, subestruturou-se o pórtico con:forme os três modelos 

mostrados na Tigura V.2: 

~-1odelo 1 - Toram condensados todos os nós, exceto os 

do pilar central e os engastes. O pórtico Tica assim reduzi 

do a wn "pilar equivalente". 

f4 ode lo 2 - condensaçao do 5 · e do 6 · pisos, os quais 

:ficam constituindo wn superelemento tendo por contorno os 

nós 13, 11 e 15. 

11ode lo 3 - condensaçao do 3· ao 6· piso·, os quais Ti

cam também constituindo 'I.Jm único super elemento , cujos . nós 

de contorno são 7, 8 e 9. 

Realizaram-se as anál i ses estática e di 

n ámica do pórtico tal como ele se apresenta na Tigw~a V.l 

(s em subestruturaçao) , bem corno dos três modelos da figura 

V.2. 

Os resultados das aná lises estáticas pª 

ra cada um dos modelos mostra ram-se coincidentes (seis algª 
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rismos signiflcatJvos). l s ttY~ 1 obviamente , era de se espe 

rar, pois a subestrutw-aç~o na anã 1 i se estát 1 c a segue wna 

formula~~o exata . 

V.1.2- Aná lise das freguências 

A anál i se d Jnâ m1 ca foi efelu:-~üa t..:t..lll! .. 1 

tas an~J 1 s~~ com a frequ~ncia de exc1taç~o ~do· caJ ·regamen

to assmninclo , respec;tivamente , os valores d e 1.5, "'1. 5 e 1-1 

rad/ s. · 

Os resultados em termos das frequências 

naturais da estrutura encontram-se reswnidos na tabela V.1. 

Pode-se notar a excelente concordância da formulaç~o propo§ 

ta com o sistema original não condensado . Os valores obti 

dos para as seis frequências n aturais sa.o praticamente coi!} 

cidentes com as "exa tas" (sem subestruturaç:ao) nos três mo

delos testados. 

Tabela V.1 - Frequências da estrutura, em rad/s 

w w w w w w 
1 2 3 "' 5 6 

Sem Sub. <i ' 59 14, 63 25, 81 37,06 50, 7:. -119, 56 

Hodelo 1 "'i, 59 14, 6-'i 25, 87 37, 13 50, 97 420,06 

Hodelo 2 4,59 11, 64 25, 8 -1 37,06 50, 75 119, 60 

t-I ode lo 3 "',59 1 "i' 6-1 25, 84 37,06 50, 75 119, 7"1 

V. 1. 3 - Análise ·da resposta 

Cada um dos modelos da figura V.2 foi 

analisado respectivamente para os três valor es da frequên

cia de excitaçao do carregamento, citados n a sub-seçao V. l. 
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2. A resposta fo1 obtida em termos de amplitudes e ângulos 

de fase dos deslocamentos nodais e esforços nos elementos. 

Dn seguida, realizou-se a análise da 

resposta. Este estudo consistiu em verificar as diferenças 

decorrentes da adoçao dos modelos subestruturados ~a figura 

V.2, confrontando seus resultados com os obtidos pelo mode

lo s e m subestrutw'aç~o . Para tanto, foram considerados os 

r esuJtados do pórtico original, para cada frequência do 

carregamento, apresentados nas tabelas V.2, V.3 e V.-1. 

Os referidos resultados consistem nas 

amplitudes dos deslocamentos horizontais de alguns· pisos e 

dos esforços cortantes dos pilares da base, bem como ampli

tudes de esforços normais e de momentos fletores escolhidos 

entre barras muito, medianamente e pouco solicitadas . Na 

identificaçao destes resultados , ui ê o deslocamento hori

zontal do nó i, Ni e Qi sao , respectivamehte, os esforços 

normal e cortante da bar·r·a i; Mi. j ê o momento f :letor da 

barra i, na extremidade identificada pelo nó j. A nwneraç(;o 

de nós e barras ê a da figura V.1. 

sao o m e o kN. 

As unidades utilizadas 

Os resultados pbtidos com o pórtico sem 

subestruturaçao, por servirem como padrão de comparaçao, se 

rao daqui por diante tratados como valores "exatos" . Para 

cada valor da frequência w do carregamento, foram construí

das as tabelas V.2, V.3 e V.-1, onde estes valores exatos es 

tao listados na primeira coluna . Nas colunas s eguintes, li~ 

tam-se os erros percentuais dos resultados de cada modelo 

st.lbestrutw'ado em relaçao aos valores "exatos". 

Conforme se pode verificar nas referidas 

t abelas, ocorreram diferenças significativas apenas nos es

forços normais de barras pouco solicitadas. Para os demais 

r esultados , o patamar de O, 5 r. jamais ê ultrapassado. 

Os menores erros ocorreram na análise 

com w = 1, 5 rad/s, o que se explica pelo fato desta frequê!} 

c 1 a corresponder· a um comportamento quase estático. 
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Tabela V.2 - Erros f%) na anãlis~J ~om w = 1, 5 rad/s 

I 
Valor Hodelo 1 :· Modelo 2 Hodelo 3 

u4 o, 20:39 m o o o 

u11 O, 3383 " o o o 

u21 o, 4287 " o o o 

Nl 306, 7"1 :V.N o o o 

N2 20"1,.00 " o o o 

N6 5, 87 " o 0,02 o 

N7 131 ,"49 " o o o 

N12 1, 14 " o 1,93 0,02 

N19 20, 7"1 " 0,01 o o 

N22 4, 08 " o o o 

N24 13,01 .. o o 0,01 

Q1 109, 70 " o o o 

Q7 121 ,:51 " o o o 

013 10"1,07 " o o o 

M2 7 187, -18 kN.m o o o 
• 

H3, 7 150, 58 .. o o o 

H7, 2 370,43 " o o o 

l-'~18, 18 20, 89 .. o o o 

f-119, 4 482,03 " o o o · 

M22, 8 208,' 47 .. o o o 

f-1 29 , 20 17,23 " o o o 

As dificuldades de precisao com os es

-forços normais apareceram nas anãlises com w = 1, 5 e 14 rad 

/s, principalment e no modelo 1; em alg Lms casos isolados, 

estes erros chegam a ultrapassar os 10 x. Realizando-se mna 

anãlise do modelo 1 com o dobro de vetores de Ritz (12 mo

dos de vibraçao), estes erros diminuíram sensivelmente, con 

forme se pode verificar nas tabelas V.3 e V.4. 
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Tabela V.3- Erros (X) n a anâlise'com w = 1, 5 rad/s 
,. ,; i 

Valor f.1od. 1 Hod.i (*) t-1od. 2 f.1od.3 

u"'! 3, 307 . m o o o o 

u11 5 , 5"'!2 !I o o o o 

u21 7, 131 ' !I o o o o 

N1 5178,91 Jr.N o o o o 

N2 3196, 59 !I o o o o 

N7 2220, 11 !I o o o o 

N12 33 , 85 !I 0,01 0,01 1,05 1 , 50 

N15 1327, 90 !I 0,02 o o o, 17 

N2"'! 29, 98 !I 3 , 83 o, 61 0,03 0 , 08 

N3o 20, 20 !I 11 , 16 0,02 10,0"1 o. 2"'1 

Q1 1776,09 !I o o o o 

Q7 1969', 95 !I o o o o 

Q13 1685,19 !I o o o o 

M2, 7 3111, 99 kN.m o o o o 

M18, 18 "'!81, 36 !I o. 02 o 0,02 0,01 

l-119 1 7887, 96 !I o o o o 
• 

M2o 6 6855, 27 11 o o o o 
• 

. l-12"'1 12 . 3868, 37 11 o o o o 

f.129 20 . 392, 76 11 0,01 o 0 , 01 0,01 
: 

(*) Hodelo 1 com 12 modos de vibraç~o 

V.1."'! -Teste sem amortecimento 

Com a fi n a li d a de de i n vest i g a r a influ-

ê n Ci a dO 2!11 0l~teL: Íll! en tO ll (l r>l·t: s e n t ,;:: C' .StU~l ú, r ea ll::•)U-s e um 

'L LJ modal nulos . r\na1 1sou -se o mesmo p órtico, t estando-se u 

mode lo 1. 

Para a frequência w = 1, 5 rad/s , os re 

sul~ados, tanto para o modelo 1 como os " exatos", são coin

cidentes em quatro algarismos significativos com os do pór-



,, 

~· .... 100 

' ' , , l t 

Tabela V.1 - Erros (%) na analise com w = 11 rad/s 

' 
Valor f-lod. 1 t-lod. 1 ( ~.) ~-l od. 2 

u-1 0,01625 m o, 21 o, 10 o 

u11 0,0200-t " O, 15 0 , 08 o 

u21 O, 08081 " 0,03 o, 01 o 

N1 100, 52 Jr.J'.J 0 , 03 0 , 06 o 

N2 99, 86 " . ó, 02 0,01 o 

N7 13, 13 " 0,03 0,01 o 

N12 3, 80 " 0,02 0,01 3,06 

N22 10, 16 .. 11, "15 "'· 65 o 

N21 1"'1, 61 11 "1, 03 2, 26 o 

N27 56, 20 " o, 32 O, 25 0,03 

Q1 9, 76 11 o, 16 0,07 o 

Q7 10, 1"1 11 o, 20 O, 10 o 

Q13 9,13 11 o, 30 0,05 o 
M12, 20 60, 30 kN.m 0 , 02 0,01 0,01 

J.114, 9 15, 96 11 0,02 0,07 0,01 

f-11 8,18 3"1 , 57 11 0,03 o 0 , 01 

l-120, 5 13, 27 11 o, 50 o, 37 o 
H23, 10 111, 21 11 0,01 o o 

M25, 13 121, 63 11 0,01 o o 

(x) Hodelo 1 com 12 modos de vibraç~'w 

tico tendo coeficientes de amOl'tecimento t, 1 = 2 x 

os erros sao os mesmos da tabela V.2. 

Mod. 3 

o 

o 

o 
o 

o 

0,02 

"l, 97 

o 

O,O"i 

o 

o 

o 

o 
0,01 

0,01 

0,02 

o 

0 , 01 

0,02 

Assim, 

A tabela V.5 mostra os erros ocorridos 

nas analises com w = 4, 5 e 1"1 r a d / s, juntamente com as res

pectivas amostras de valores "exa tos". As diferenças obser

vadas s~o muito pequenas, nao excedendo a o, 6% 
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Tabela v . s -Erros (%) p ara o mod . 1 com amorte'ci mento nulo 

w = 1 , 5 rad/s 
l. w = 11 rad/s 

Valor Erro Valor Erro 

u-1 "1, 7EI9 m o u1 0,01158 m 0,01 

u11 8 , 025 11 o u11 0,01139 " o 
u21 10, 326 " o u21 0,08606 11 o 

N1 7199, 93 k.N o N1 109, 20 kN o 

N2 5063 , 69 " b N2 109 , 09 " o 

N7 3215 , 09 11 o N12 "i 1 1-1 " o 

N1o 7 20, 16 " o N18 6, 87 11 0,03 

N21 29,07 11 o, 57 N23 36, 20 11 o, 11 

N3o 26, 12 11 0,07 N25 16, 56 11 0,07 

013 2140, 69 11 o 013 8 , 91 11 0 , 01 

M2 7 
I 

1510, 97 kN.m b l-1 2 7 • 
18, 28 kN.m o 

l-118; 1 8 701 ,1 3 " o. 02 t-t1a 18 
I 

37 , !::'·6 11 o 

M19,1 111 22 , 90 " o M19,5 o, 58 11 o, 28 

t-1 20, 6 9927, 10 11 o H2o, 6 O, 66 11 o , 36 

'121 1 8 6255 , :.1 " o M23, 10 121, 73 " o 

l..f29, 20 568 , 78 " 0,01 H25 13 • 
136, 62 11 o 

V.1.5 -Teste com massas concentradas no andar de topo 

O pórtico da Tigw'a V.1 TOi ana lisado 

ap licando-se massas concentradas de 800 kg em cada um dos 

nós 19, 20 e 21. Foi testado o modelo da Tigw'a V. 3, resul

tante da condensação dos 3·, 'I · e 5 · andares (modelo 1) . 

A tabela V.6 apresenta as Írequéncias 

obtidas pelo pórtico sem subestrutw'ação e pelo mode lo "1, 

observando-se a coincidência quase total entl'e os respecti

vos valores. 
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Tabela V.6 - Fr equénci as naturais, em rad/s 

wl w2 w3 w., w5 w6 

Sem sub . 3 , 36 11, 83 22, 82 3-1, 69 "18, 22 355, 75 

Modelo "' 3, 36 11 , 83 22 , 82 3"1, 69 48, 18 355, "1"1 

Tabe la V.7- Erros para o modelo"' 

- 1,2 rad/s w 3 , 6 rad/s w 10 rad/s w = = = 

U<t o u"i o u4 o 

u11 o u11 o u11 o 

u21 o u21 o u21 o 

Nl o N1 o N2 o 

N2 o N2 o N3 0,0"! 

N"! o N11 0,05 N1"1 o 

N1o o , 02 N17 0,01 N22 0,03 

N12 1 , 01 N24 o , 17 N24 0,07 

N22 o N26 0 , 08 N27 0,01 

07 o Q7 o Q7 o 

M"' 13 o H3, 10 o f-12 "! 0 , 04 
I I 

t.f7 2 o M11, 1"! o M3 7 o 
I I 

t.f10, 14 o M18, 18 0,01 M14 6 
I 

0,06 

M18, 18 o . M19,4 o M24, 11 o 

M19, 4 o f-120, 6 o M27, 16 o 

H29, 20 o l-129 20 o M28, 18 o 
• 

Foram e:fetuadas análises com a :frequên

cia do carregamento asswnindo os valores de 1 . 2, 3 . 6 e 10 

rad/s. Os erros nos resultados ocorridos com o modelo -1 tem 

suas amostras apresentadas na tabela V.7. Quanto à qualida-
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d e destes resultados, rep ete ~se aqui o ocorrido nos casos 
.••1! 

anteriores, ou s e ja, 

prezíveis. 

as dii er enças observadas s~o quase des 

V.2- PóRTICO COM SUPERELEMENTOS DE JUNTA 

A Iigw~a V.-1 mostra 1..un pórtico plano, 

cujas barras s ao toda s constituídas pelo periil metâlico I 

381 x 81;1. Com o objetivo de e s tudar a concentraç~ o d e ten 

sOes nas ligações entre as barras, Ioram estabelecidos os 

seis super-elementos de junta, correspondentes às regiões 

sombreadas da Iigura V. 4. Estas regi~es Ioram discretizadas · 

em elementos de membrana, modelando a alma, e elementos ti

po haste (treliça) simulando a mesa do periil I. 

Coniorme se pode observar na mesma Iig_g 

ra, exístem duas configuraçOes para as referidas regiões. 

Isto tornará necessária a geraç~o e condensaçao de dois su

per-elementos tipo: o primeiro deles representando a conexao 

entre três barras ( conex~o em T) e o segundo, a conexâo L, 

entre duas barras. Estes superelementos, denominados, res-

pectivamente, de tipos 1 e 2, tem as suas malhas mostradas 

nas Iiguras V.5 e V.6. 

O superelemento tipo 1 possui 133 · nós 

internos e 21 no seu contorno, Iormado pelos planos de con

tato com as demais barras do pórtico. A malha é constituída 

por 252 elementos triangulares de membrana e 12 de treliça. 

O tipo 2 possui 105 nós internos e 14 de contorno , sendo 

c onstituído por 1 9 2 e l emen t os d e membrana e 32 de treliça. 

A estrut ura g l oba l p os s ui 11-1 nós, nume 

t •·• c1 os súp-::·1~e leme; cLus com a~: J:.,:ll r ..=:s Llo púr t 1 co , ê n e ce.ssêt-

rJ c1 a imp osir;:dc• l..l t:: restr1çues gen eralizadas estabe l e cend o a 

c:ondi ç c!to d e s eçõ e s plan a s. Em cons equência, os nós corres -

p endentes aos graus de liberdade ind ep endentes Iica m reduzi 

dos a 16. A numeraçao destes n ós independentes a p a rece na 
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figura V.1, Jt.mtamente com as das barras de pórtico (301 a 

309) e dos superelementos (1 a 6). 

Foi realizada uma análise dinâmica do 

pórtico em questdo, considerando um carregamento harmônico, 

com a frequênc ia de 1, 65 rad/s e com as amplltudes mostra

das na figura V.1. 

Foram determinados dois modos de vibra 

çt'lo internos para os super elementos . Para a estrutura, ele

terminaram-se seis frequências natt.rra1s e modos de vibra -

ção, considerando-se, para todos eles, a taxa de 

menta de 2 x. Adotou-se uma massa específica de 

amortec i-

780 kg/m3. 

As frequências obtidas encontram-se listadas abaixo: 

w1 = 1,13 rad/s 

w3 = 10, 47 rad/s 

ws = 34, 52 rad/s 

5 , 01 rad/s 

1 5, 78 rad/s 

w6 = 139, 97 rad/s 

As amplitudes de deslocamentos horizon

tais ocorridos no 1· , 2 · e 3· pisos foram, respectivamente, 

18, 33 e "12 mm. De uma forma geral , os resultados apresen tª 

ram um fat or de ampli f icaç~o dinâmica variando em torno de 

3 e um ângulo de fase de 1"72o. 

Com o objetivo de testru' a precisao do 

modelo adotado, analisou-se a estrutura sem os supere lemen

tos de jt.mta, ou seja, const i tu ida somente por elementos de 

pórtico plano. Comparados os resultados de ambos os mode

los , em termos das frequências naturais e da resposta da e_§ 

trutura global, não se pode observar nenht.~a divergência 

significativa entre os mesmos. 

A f1m de determinru' a concentraçao de 

tenseíes no interior dos superelementos de junta, "foram com

putadas as amplitudes das tenseíes principais. Procurando 

d.ar uma i d~ i a da magnitude destas concentrações, 1 i stam-se 

a seguir os valores dos picos de tensOes principais em cada 

superelemento, de acordo com a numeração da f i gw'a v. 4: 

' o 
,,,\ t 
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Superelemento , .1: 262 f.1Pa 
·' '' ' Super e 1 ement o . 2: 260 HPa 

Super elemento 3: 205 t-1Pa 

Superelementp "f: 202 f-1Pa 

Super e 1 ement'o ~· J, 11"1 HPa 

Super elemento 6: 110 MP a 

o superelemento 1 tem a variaç~o das am 

plitudes de suas t ens~es principais mostradas de forma grá

fica na figura V.7. Podem- se observar niti damente duas regJ. 

ões de concentração de tensOes, localizadas na alma , em tor 

no das junções entre as mesas dos perfis. Vale destacar que 

as tensões nas mesas atingiram o v a lor máximo de 139 MPa. 

V . 3 - .ESTRUTURA COl-1 V I GAS FURADAS 

Este exemp lo çonsta de wn pórtico plano 

construído em aço, o qual está mostrado na figura V.8-a. As 

vigas do va.o central apresentam aberturas para passagem de 

tubulaça.o, conforme detalhado na figura V.8 - b. 

Cada uma das referidas vigas se consti

tuirá em superelemento do primeiro nível. O segundo e o te:c 

ceiro ní ';veis da subestruttu'açao s~o estabelecidos dividindg 

se sucessivamente a viga furada nas componentes mostrgdas 

n as figuras V.8 -c e d. Alt ernativam ente, poder-se-ia formar 

a subestrutura da figura V.8 - b direta mente a partir de com

ponentes do tipo da figura V.8-d, estabe lecendo-se wna su

bestruturaça.o em somente dois níveis. 

Adot ou -se a primeira altern a tiva , com 

três níve i s de subestruturação , para executar a anã 1 i se. do 

presente exemplo. O primeiro superelemento tipo a ser gera

do é o referente ·à figura V.8-d (quarto d e segmento). 208 

elementos triangulares de membrana mode lam a a lma, enquanto 

19 elementos de treliça simulam a mesa do per:fil I. A :figu

ra V.9 mostra a malha adotada . Devido à limi taçao de espa-
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ço aparece n o desenho a numeraÇdO somente dos nós de cont o!:_ 

no. 

O superelemento t1po 1 da :figw~a V. 10-a 

é a vers~o condensada da subestr'UtW'& da f igL.u~ a V. 9 , de cu

jos 130 nós permaneceram somente os 18 de contorno. Devido 

ao fato de se estar trabalhando num problema plano, efetuou 

se também a geraçao do tipo 2, é1 partir de wna malha simé

trica à da :f i glll'a v. 9 . Esta seguncla ma lha tem os seus nós 

numerados de 501 a 630. Na vel~dade , a matriz de rigidez d e§ 

te superelemento poderia ser obtida pm~ simples cópia do t.i 

po 1. 

A subestrutw~a da figura V. 8-c (segmen

to de viga fw-ada) vem a ser o superelemento tipo 3, apre

sentando duas incidências do tipo 1 e duas do tipo 2, con

forme a :figura V.10-b. 

A subestrutura representando uma viga 

:furada é mostrada na :figura V.10-c, sendo constituída por 

t r ês superelementos tipo 3. Ela se constituirá no superele

mento tipo "' e, depois de condensada, permanecer~o apenas 2 

dos seus 28 nós (figura V.10-d). Para a 

com os elementos do pórtico, ê necessária 

restrições generalizadas nos nós 301 a 307 

compatibilização 

a imposiçao de 

e 322 a 328, a 

:fim de estabelecer a cond1çao de seções planas. Cumpre sali 

entar que este procedimento automaticamente introduz nos 

nós 301 e 325 a componente de rigidez à flexao, 

~o defin ida na malha de elementos de membrana. 

até então 

A estrutw'a final é composta por 18 el~ 

mentes de pórtico plano e três cópias do superelemento tipo 

1. Ela tem a nwneraçao dos seus elementos e supei'elementos 

mostrada na :f i g w'a V. 10-e . 

A massa de informações gerada por 1..11na 

análise deste porte ê por demais extensa pai'a ser reproduzi 

da aqui integralmente. Assim, no que se refere aos resulta 

dos da condensaç~o dos superelementos, listam-se a seguir 

os elementos não nulos da matriz Kbb do superelemento tipo 

4 (viga furada). Procurando dar uma idéia da perda de rigl-
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202 
203 
204 
205 
206 
207 

304 

TIPO 1 

(a) 

TIPO 2 

CD 

0 

CD 
nõs 301 a 307 

Imposição de restri ções 
generalizadas (seções 
planas) 

4\0 

414 
3 25 

( d) 4\8 
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I 
TIPO 3 

T 
(b) 

TIPO 4 

0 ) 

(c) 

L. o 1 

411 
4 04 

415 
407 

419 

Figura V. lO 

G) 

Q 

236 
237 
238 

239 

2~0 

241 

21.2 

I I ill I I 
nõs 322 a 328 ~ 

L.02 L.03 

412 413 
405 406 

416 417 
40 8 40 9 

420 L. 21 

(e) 
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dez causada pelos furos , estes elementos ~st~o expressos em 

funç~o dos coe:f i c 1 entes de r i g 1dez corre?·wcmdentes à viga 

sem os furos (:formulaç:;o comum da barra de pórtico plano): 

I 

- k11 = k11 = O, 811 EA/L 

- I<s3 = 

onde E - módu lo d e e last icidade longitudinal 

A - área da seç:;o transversal 

I - momento de inêrcia à flex~o 

L - compr imento da barra . 

Realizou - se a análise estática do pórtl 

co, com todas as s u as vi gas su:bmet idas a uma carga vcrt i c:a 1 

l..mi:f orm e de ta:-(a 1~ l<"J'·Vm. Cü!Oü t:ra de s.:: e-spcrêlr, as ll!ct J o-

Llo ver 1 f IcõLlCJ o val or máxuno de O, 21 e m no centro do sup er _ê 

lemento 102. 

Um dos objetivos ma is importantes d e 

uma análise deste tipo é verificar a concentraçé!to de ten

sões Jl..mto aos cantos dos furos . A tabela v.e contém um re

s u.rn o dest.a informaç·;;o, apresentando o v alor da maior tens~o 

principal (em valor absoluto)_, em l<iPa, junto aos quatro ca!} 

tos d e cada furo ex1 stente na estrutill~a. A nume raçao das vi 

gas, segmentos e cantos corresponde ã da :figura V.1 0. 
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' ' 
·' ' Tabe r 'a · V. 8 - Ten s L> es pr 1 n c 1 p a is má ximas , em HPa 

' 
Vi ga seamento Can to 1 C<.~Ji t•J 2 C .:tllt O 3 can tü "l 

·102 1 1 (, 9 1 (, (, 1 ·! 9 15 5 

2 ê:. l lS 1 3 8 

3 1 ·1 :1 116 161 159 

-1 05 1 1 6 -'1 1 6~ 118 117 

2 1-1 15 1-1 15 

3 147 1-'16 163 164 

-108 1 165 166 152 1-19 

2 15 18 10 13 

3 147 1"'13 161 162 

Conrorme se pode constatar, esta concen 

traç~o de tensOes ê realmente signi:ficativa junto aos :furos 

extremos de cada viga (picos de tensões variando entre 111 

e 169 l-1Pa), sendo menos importante junto aos :furos cen

trais. 

O segmento 1 da viga "'102, o qual apre-

sentou os maiores picos de tensões, tem a variaçao de suas 

tensOes principais mostradas de rorma grá:fica na rigura V. 

11. Pode-se observar o caráter altamente localizado destas 

concentraçOes de tensOes. 



Tensões principais mãximas para o segmento 1 do superelemento 402 

CJ O a 20 MPa 
1: ::1 20 a 50 r~Pa 

~ 50 a 100 MPa 
rnrnrn acima de 100 MPa 

Figura V. 11 

~ :, 

1--' 
1--' 
0\ 
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Capítulo VI 

VI - CONCLUSÃO 

Neste cap1tulo, s~ o ~eitas as consi dera 

ç~es ~ina is sobre o método de subestruturaç~o presentemente 

desenv~lvido .. Inici a lmente, é ~eita uma avaliaç~o do mesmo, 

a partir da discuss~o de resultados obtidos nos exemplos do 

capitulo anterior. Posteriormente, s~o relacionadas as tare 

fas a serem executadas para a complementaç~o do atual sist~ 

ma computac ional, bem como s~o levantadas idéias para o 

aperfeiçoamento do mesmo . 

VI.1 -POTENCIALIDADES DO MtTODO 

A análise da estrutura com vigas ~ura

das, apresentada na seç~o V. 3, serve para ilustrar as pote~ 

ciali d ades do método da subestruturaç~o. 

Cumpre sal i entar que a referida estrutu 

ra possui um total de 8.190 elementos e 1.378 nós . Uma aná

lise E.em utilizar o recurso d a subestruturaç~o implicaria 

n a soluç~o de um sistema. de equaçtJes. com qnase 9 .000 incóg

nitas. 

O emprego de super-elementos tornou ne

cessária a g eraçao de ap enas 3 X destes elementos e de 5 ~ 
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do total de nós. A mai or pa.r-t.e do esforço de antt ) i se est e v e 
·'', , 

c onc entrada na soluçao de doi s si stemas de equa ç6 es com 221 

incógnitas, r·eíerentes à cond en saçao dos t ipos 1 e 2. A con 

densaçao dos demai s tipos · e
1 

a soh1ç~o da estrutura implica

r am n as tarefas triviais de· reso 1 ver sistemas com, respect.!_ 

vament e? 56 , 28 e 1, incógnitas. 

Por ou tro lado, a ocupaçao da memória 

cen tral esteve sempre aba ixo de 21.000 palavras. Diga-se de 

passagem que, numa a n álise sem snbestrut.uraç~o , esta quant.!_ 

dade d~ memória seria insu-ficient e até mesmo para armazc11ar 

os d ados do problema . Na verda de, f oi a técnica da subestr~ 

turaçao que tornou viável a anál1se desta estrutura, bem co 

mo a do pórtico com superelementos de jm1ta (análise dinà mi 

ca envolvendo 1.700 graus d e liberdade). 

Cumpre destacar também a efetividade do 

processo de compatibilizaçao entre diferentes tipos de ele 

mentos estruturais, por meio da técnica de aplicaçao de res 

triç6es· generalizadas a nivel de . subestrutura. I s to p er·m i -

tiu que o superelemento viga furada, represent a do pela íor

mulaçao de estado plano de tensOes, fosse tratado a nivel 

de estrutura como um elemento comum de pórtico plano, inclu 

sive com a componente de rigidez à rotaçao em suas eÃ~remi

dades. 

A definiçao das múltiplas incidências 

dos supere l emeni..os na hierarquia da subestrutur·aç~o" . de 
. . . 

acor do com o formato descrito na seçao 1.7, teve a sua ~ifu

plicidade c omprovada nos vári os exemplos do cap itul o V. A 

ocorrência de um s uperelemento dentro da estrutura ou d e um 

dado superelemento tipo é descrita da mesma maneira que a 

incidência de um e lemento finito comum . 

A p ossibil idade de selecionar as regiO es 

para as quais s e qu er obter resultados também é realçada no 

exemplo das vigás f uradas. As~:.im, necess i tam ser pós-anali

sados a penas os s uper elementos r eferentes aos segmentos nos 

quais se dese,ja estudar· as concentraçtJes de ten.sOes. 
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V I . 2 - ANÃLI SE DI NAt.U CA 

Uma vez que o emprego da subestrutw'a

ç~o em análi se dinAmica apres enta aproximaçC)es em certas 

etapas de sua atual formulaç~o. torna-se necessário investi 

gar a repercussão das mes mas na qualldade dÓs resultados ob 

t ldOS. 

O que se observa de imediato é que erros 

na obtençao das frequências e modos de vibraçtío r epercutem 

e se amplificam na resposta final. Assim, a boa ou má quali 

dade dos resul tados depende antes de: mais nadél c.1a prl:!ci 3.S:u 

l' l 1) 

'-'t::Z , 1 L"Jllt": t· ntu: t ···\ •1 r · ~..:l é:t 1 ('; j)J e::-.f-:n ta ·:;;. tt • .J .:t .J 1.~l l l l•Ul Ç <~ t'• ..:1-1:..: 

111 , ~; ~; i't.S. H ü lll•tt.l~ ]u d t• :·;. u ] · , -;;:.r;; I J U lllt c..t <;·~u f td 0 1. Atjt'l. 

Na formulaçao de Guyan, esta represent~ 

ç~o é restrita ao termo Mbb · Nestas condições, ao se conden 

sar' determinada região de uma estrutura, modifica - se a dis 

tribuiçao de suas massas. Caso esta alteração interferir 

significativamente com o funcionamento da mesma (inércia 

dos deslocamentos dominantes), as frequências e modos de vi 

bração apresenta.rao erros. 

A formulação baseada no sistema expandi 

do ou misto de equações de equilíbrio dinâmico, desenvolvi

da no capítulo III, representa sem dúvida um importante 

avanço para a vi abi 1 i zaçao do uso da subestrutw'açao em anã 

lise dinâmica. A introduçao do termo cruzado Mab• em adiçâo 

a Mbb (ver equ~çao 111.39). corrige a insuficiência na re

presentaçao das massas, recém mencionada. Desta maneira, fi 

ca resolvida a questao da precisao na obtençao das frequên

cias e modos de vibração. Isto pode ser comprovado pelos va 

l eres de frequências obt1dos no exemplo de aferiçao, os 

quais estão li stados nas tabelas V.1 e V. 6. 

Outro aspecto a destacar é a inclusao 

do efeito das acelerações de contorno, na obtenção das car 

gas dinâ micas de um superelemento. Ao se construir um algo

ritmo de aplicação generalizada, a inclusão de tal efeito 
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I • se teor na 1 nd 1 spensáve 1. A determ i naç~o .P.ps modos de v i br a -

ç~o Hlternos de wn superelemento, pelo método de Lanczos

Ritz, é feita tendo como ponto de partida um vetor de for

ças. Se este vetor estiver limitado ãs ~orças internas, os 

modos gerados refletirão somente um efei to localizado, dei 

xando de r epresentar a interação dinâmica do superelernento 

com o restante da estrutura. Além disso, em muitos casos, 

os superel e mentos podem estar desprovidos destas forças in

ternas , tornando impossível a aplicaç~o do referido método. 

· A questão ê que estas ace l erações s~o 

obtidas de maneira aproximada, mediante uma solução estáti

ca ou uma inercial , conforme ê preconizado na sub-seção 

III. 3 .1. Portanto, podem ser produzidos erros até mesmo 

grosseiros. Todavia, constatou-se no exemplo de aferição 

que estes erros quase não se re:fletem na utilização destas 

acelerações pelo.método do sistema expa~dído. Ocorreu algu

ma imprecisão apenas em casos isolados de es:forços normais 

d e bai xo valor. 

O bom desempenho do presente método n a 

análise do pórtico da :figura V.l deve ser encarado com re

servas . Obviamente, tornam-se necessárias pesquisas adicio

nais, principalmente para en-frentar a questão dos erros iso 

lados em regiões pouco solicitadas . Há a necessidade de .se 

aper-feiçoar a obtenção da aproximação inicial das acelera

ções de contorno ou, at é mesmo, investigar :formas alternati 

vas de obtê - las . 

VI.3 - COMPLD4ENTAÇÃ0 DO SISTEMA E IMPLANTAÇõES FUTURAS 

Em seu atual está8'iO de desenvolvimento, 

o sistema computacional pos~ui a lgwnas lacWlas a serem ain

da preenchidas, como a consideração de cargas aplicadas em 

elementos, obtenção de reações externas e inclusão de ou

tros tipos de elementos finitos. Trata-se de wna tarefa de 

execução i medi ata, wna vez que a a tua 1 estrutw'a de dados 
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já está preparada para estas Implantações . 

Alêm diss o , deve ser Introduzida a de 

claraçao de s uperel e mentos (ti po ) s1mc;tricos. Este exp edie!} 

te evitará a repetiç~o de cál cu los que ocorreu, por exem-

plo, na condensaçao dos quartos de s egmento simétricos das 

vigas furadas (tipos 1 e 2), os quai s possuem a mesma ma

triz de rig1dez . Por me i o desta declarnç~o. mu sup e r elemen

to , disposto s 1metr i camente em I' e l açZto a outro , si mp lesmen

te alocará a matriz de r igidez deste. 

Outra tar efa qu e já está s e ndo executa

da ê a implantação da análise dinám1ca com su:bestruturaç~o 

em múltiplos níveis, o que ê facilitado pelo caráter rect.rr

sivo do formulário desenvolvido na seção III.-1. Outros te

mas para investigaç~o sao o aperfeiçoamento da obtenç~o da 

aproximaç~o inicial das acelerações no contorno dos supere

lemen tos, conforme foi destacado na seçao anterior, e · a in

clustío de outras modalidades de carregamento di n âmico. 

Merece destaque também a aplicaç~o da 

su:bestruturaç~o na aná li se de estruturas com n~o-linearida

de localizada. Existem inwneras situações (estrutw'as supor 

tadas por cabos, problemas de contato, problemas de intera

ç~o solo .:. estrutura, casos de concentraçao de tensoes com e~ 

coamento localizado etc.) nas quais o comportamento-na o li

near ocorre apenas em pequenas reg10es isoladas. Assim, as 

regiOes lineares, que constituem ~maior parte do sistema 

estrutural, sao subestrutw'adas e condensadas, de forma que 

a so luç~lO i t. e rat i v a necess i t.a ser f e i t.a somente para a reg.! 

ao nao - 1 ineal'. 

Bast.ar1a, p orta nto, adicionar ao atual 

si s tema um módul o de anál1se n ão-li near como, por exemplo, 

o algoritmo ele Nevlton-Raphs on. f·-'!er ece ser Invest igado tam 

bêm o re cw'so das "fronteiras móve i s" entre as regiOes de 

comportamento linear e n~o- linear, principalmente nos casos 

de n~o-l inearidade física. Ist o pode representar um ganho 

em eficiência, já que, nos incrementos 

iterar sobr e uma regi~o bem menor . 

iniciais, s e pode 

E SCOL A D~ EH:~tmARIA 
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O passo mais importante a ser dado para 

a plena operacionalizaçê'to do s1stema ê o aperfeiçoamento da 

sua entrada de dados. PropOe-se que isto seja feito com o 

aproveitamento de s1stemas j~ existentes, j~ que o conjunto 

de dados para uma análise conv encional pouco difere em rela 

ç~o ao da anã 1 i se com sul"'estrutm'ação. 

Assim, pensa-se em utilizar wn sistema 

de comru~os de linguagem orientada como o LEBRE (20) e adi

cionar a ele comandos de fornecimento de dados típicos de 

subestrutm~aç~o. Outra alternativa seria adotar um sistema 

de planilhas e letrOnicas como o gerador de malllas GAELI 

[21, 221, atualmente impla ntado em microcomputadores. Isto 

permitiria gerar o arquivo de dados e testar a consistência 

dos mesmos utilizando um microcomputador, ficando a necessi 

dade de acesso ao computador de grande porte restrita ã ta

refa de análise. 

A sequência dos dados para a geraç~o de 

um superelemento foi proposta na seção 1.7 . No caso de sup~ 

relementos com ocorrências repetidas, ou dispostos simetri

camente, se podem utilizar os mesmos comandos de simetria e 

semelhança de conetividades para elementos, existentes nos 

sistemas recêtlJ citados. Um recurso que tantbêm necessita ser 

implantado ê a geração automática de equações de restrições 

generalizadas para situações que são típicas, como condiç~o 

de seções planas, rigidez axial infinita, tramos rígidos, 

apoios inclinados etc . 

A atual saída de resultados, dotada de 

seletividade por regiOes, pode ser aperfeiçoada implantandg 

se a seletividade por faixa de valores. O avanço seguint e 

seria a obt enção de WlJa saída gráfica, o que permitiria o 

traçado au~omático de deformadas, modos de vibraçao e dia

gramas de var1açao de tensões como os que aparecem nas fig_g 

ras V.7 e V.11, entre outras aplicações. 

Um importante salto de qualidade será 

obtido com a utilizaçao de sistemas em processamento paral~ 

lo. FARHAT & WILSON [3J relatam um ganho em eficiência de 
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'Jl ~~ em wn prob l ema de lG.OOO graus de l iberdade , com a ut1 

lizaç~o desta técn1ca. P. quest~o que se coloca de 1rned i ato 

ê o cr itêrio de div1são das tare~as para os diversos proce§ 

sadores. 

Uma possibllidaQe ser1a a divis~ u autu

m6 Lica em su1:x.ic•HJ Í JJl L1.'3 . l·h : :;;:. te c:,~:.;. · • , 1',\t_L:.t !.:.U) ·1=l- (.'lt=·m•::n1 ,, :··.·.·i l ·' 

I I <: 1 1.!1 

, , , . .. . tt lt J t : .. .~, .. ; .. 1J· J•tttl tll <': 1 ··,.J.-, ,. (,111•-, o '' rnuJt_J cololU"", ou o 

".=: t- rc··-t~ .. [2, 3 J. Alê1n d i sso , 11aver ·1a a 11ecess idade de uma re-

fornn_1laçâo elo c.llgor i t mo de so luç:;o de sistemas de equa çO es . 

Finalizando, p ode-se dizer que as apli

cações do mêt odo dos el ementos ~ini tos , quer estrutura i s , 

quer n~o estruturais , apresentam wn grau de discret:ízaç~o 

cada vez mai or , exigindo um constante aperfeiçoament o d os 

respectivos algoritmos nwnêricos. A este contexto de exi gê;!} 

cias, o método que melhor se adequa ê, sem dúvida, o da su

bestruturação em múltiplos níveis, a tualmente fnncionando 

em progra maç ao linear, porêm plenamente apto a ser implant~ 

do em processamento paralelo. 
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