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RESUMO 

* 
O objetivo d e s t e  t r a b a l h o  e a p r e s e n t a r  um progra- 

ma co rnpu t ac iona l  para a n a l i s a r  p r o b l e m a s  e l a s  t o p l á ç  t l c o s  com 

p e q u e n a s  deformações em gre lhas  planas de  c o n c r e t o  armado, u t i  - 
l i z a n d o  o método  d o s  des locamentos .  

O mater ia l  é d e f i n i d o  através de  um c r i t é r i o  d e  e s -  

coamento  generalizado que l e v a  em cons ideração  a e f e i t o  dos 

e s f o r ç o s  d e  corte, momento f l e t o r  e momento t o r s o r  nas s e ç õ e s  

cr; t i c a s  e a p r e s e n t a  endurec imento  i s ó t r o p o .  

U m a  so luFão  incremental empregando o método d a  ma- 

triz de rigidez t angente  foi a d o t a d o .  

- 
Algumas comparaçoes foram f e i t a s  com r e s u l t a d o s  

e x p e r i m e n t a i s ,  numéricos e t e ó r i c o s .  



ABSTRACT 

The aim o f  t h i s  work is t o  present  a cornputational 

program t o  ana lyse  e l a s t o p l a s t i c  p r o b l e m s  o £  srnall 

deformations in r e i a f o r c e d  concrete grids u s i n g  t h e  m a t r i x  

d i s p l a c e m e n t  method .  

The material i s  d e f i n e d  through a g e n e r a l i z e d  yield 

c r i t e r i o n  t h a t  accounts for b e n d i n g ,  t o r s i o n  and shear e f f e c t s  

a t  t h e  c r i t i c a l  sections and p r e s e n t s  i s o t r o p i c  h a r d e n i n g .  

An incremental s o l u t i o n  w i t h  t a n g e n t  s t i £  f n e n  matr ix  

is used. 

Some comparisons s e r e  made w i t h  e x p e r i m e n t a l ,  

numerical and t h e o r e t i c a l  r e s u l t s .  



- INTRODUÇÃO 

1.1. Obieto de Estudo 

O interesse na possibilidade d e  um m e l h o r  aproveita- 

mento da  reserva de resistência d o s  materiais, permitindo a 

utilização de uma maior capac idade  da r e s i s t ê n c i a  d e s s e s  mate- 

riais, impulsiona a desenvolvimento d a  t e o r i a  da plasticidade. 

O o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  f o i  d e s e n v o l v e r  um p r o g r a -  

ma c o r n p u t a c i o n a l  para r e s o l v e r ,  através d o  método d o s  d e s l o c a -  
6 

mentos problemas de não  l i n e a r i d a d e  f í s i c a  p a r a  o c a s o  de 

p e q u e n a s  deforma$Ões e deslocamentos, p a r a  g r e l h a s  planas d e  

c o n c r e t o  armado. P a r a  isto foi u t i l i z a d o  o método da matriz 

d e  r i g i d e z  t a n g e n t e ,  tambzrn chamado d e  m é t o d o  i n c r e r n e n t a l .  

A não linearidade f r s i c a  d o  p r o b l e m a  é r e p r e s e n t a d a  

para o c a s o  e l a s t o p l ~ s t i c o  através d a  definição de um crité- 

rio d e  escoamento generalizado que leva em consideração o e f e i  - 

to combinado d o  e s f o r ç o  c o r t a n t e ,  momento t o r s o r  e momento 

fletor, e d e  a l g u n s  conceitos g e r a i s  da teoria c l á s s i c a  d a  

p l a s t i c i d a d e  l i g a d o s  ao estudo d o  comportamento e ~ a s t o p l á s t i c o  

d e  e l e m e n t o s  unidimensionais , e s t a b e l e c e n d o - s e  em s e g u i  da a 

m a t r i z  de r i g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a  d o s  mesmos. 

A utilização d e s t e  critério d e  e s c o a m e n t o  generali- 

zado c o n d u z  a uma r e l a ç ã o  e l a s t o p l á s t i c a  que pode s e r  e n c a r a -  

da como r e p r e s e n t a t i v a  de uma a r t i c u l a f ã o  p l á s t i c a  generali- 

z a d a  que s e  r e d u z  ao c o n c e i t o  c l á s s i c o  d e  rótula e m  s i t u a ç õ e s  

e s p e c i a i s .  

P a r a  elementos d e  g r e l h a  p l a n a  d e  c o n c r e t o  armado, 

assume-se como superficie de escoamento uma d a s  s u p e r f i c i e s  d e  

i n t e r a ç ã o  f lexão- t o r ç ã o - c o r t e  p a r a  s e ç õ e s  subarmadas, no e s t a -  

do l i m i t e  Ültimo. Obtém-se e s t a s  s u p e r f í c i e s  de i n t e r a ç ã o  p a -  

ra v i g a s  s u j e i t a s  a e s t e s  e s f o r ç o s ,  u s a n d o  o teorema do limite 

i n f e r i o r  (ou teorema e s t á t i c o )  e a a n a l o g i a  da " T r e l i ç a  Es- 



, 1 2 7 ,  3 5  9 3 6  p a c i a l  

S o b r e  o comportamento d o  material, assume-se q u e  as  
d 

curvas momento f le c o r - r a  t a ç a 0  e momento torsor-torqaa s ã o  e l a s  to- 

p l á s t i c a s  b i l i n e a r e s  com endurecimento i s õ t r o p o ,  e que a s  s u a s  

p r o p r i e d a d e s  m e c a n i c a s  s ã o  i n d e p e n d e n t e s  d o  t e m p o .  

Com relação aos elementos d e  barra; s ã o  prismãticos, 

r e t o s ,  p o s s u i n d o  d o i s  n ó s  e com t r ê s  g r a u s  de  l i b e r d a d e  p o r  
4 

n o ,  C o n s i d e r a - s e  que o c o m p o r t a m e n t o  inelástico ocorra nos 

s e u s  extremos ,  i s t o  G, a s  articulações p l á s t i c a s  g e n e r a l i z a d a s  

e s t e j a m  concentradas n o s  n ó s  da b a r r a .  A estrutura é c a r r e g a -  

d a  somente em s e u s  nÕs; c a s o  h a j a  cargas c o n c e n t r a d a s  no  ele- - 
mente, cr iam-se nós nestes p o n t o s .  As c a r g a s  d i s t r i b u i d a s  s a o  

s u b s t i t u i d a s  p o r  um sistema estaticamente equivalente d e  ca r -  

gas c o n c e n t r a d a s .  

A p a r t i r  das  h i p ó t e s e s  acima, é possível r e s o l v e r  o 

p r o b l e m a  e l a s t o p l á s t i c o  numa série de e t a p a s ,  c a d a  uma d a s  

q u a í s  a n a l i s a n d o  uma estrutura e l á s t i c a  l i n e a r .  E s t a s  e s t r u -  

turas são o b t i d a s  i n t r o d u z i n d o  a r t i c u l a ç õ e s  plásticas g e n e r a -  

lizadas n a s  extremidades  dos elementos cujo e s t a d o  de tensões 

a t i n g i u  a superfície d e  escoamento n a  etapa a n t e r i o r  e f a z e n d o  

as mudanças correspondentes na matriz de r i g i d e z  global d a  

estrutura. A c a r g a  s o b  a qual a estrutura transforma-se em um 

mecanismo chama-se csxga de c o l a p s o .  A lcançada  esta c a r g a ,  a 

estrutura continua a deformar-se sob  c a r g a  c o n s t a n t e  para  o 

comportamento e l a ç t o p l ~ s t i c o  p e r f e i t o ,  e n q u a n t o  que  s e  c o n s i -  

derarmos o endurecimento, a estrutura' ir; deformar-se s o b  

acréscimos de c a r g a .  A a n á l i s e  é v á l i d a  s ó  p a r a  c a s o s  e m  que 

a carga Última 6 a l c a n ç a d a  com deslocamentos e deforma$Ões p e -  

quenas  d a  e s t r u t u r a ,  e x c l u i n d o  problemas d e  i n s t a b i l i d a d e ;  nes - 

tas c o n d i ç õ e s ,  a c a r g a  d e  c o l a p s o  i n d e p e n d e  d a s  p r o p r i e d a d e s  

e l á s t i c a s  d a  estrutura. 

O p r o b l e m a  e l a s t o p l á s t i c o  acima p o d e  s e r  estudado d e  

d u a s  m a n e i r a s :  ou pelo u s o  da a n á l i s e  limite, que somente n o s  

f o r n e c e  a c a r g a  Última ou p e l a  a n á l i s e  p a s s o  a p a s s o ,  p a r t i n d o  

d o  comportamento e l á s t i c o  até atingir um mecanismo de c o l a p s o  

plástico. Matura lmente ,  a a n á l i s e  l i m i t e  e s t á  r e s t r i n g i d a  a 

situações s e m  e n d u r e c i m e n t o .  



G R I  GORI AN 
1 8 , 1 9  

através d a  análise l i m i t e  solu- 
.., 

ç o e s  a n a l í t i c a s  p a r a  a obtenFão  d a  c a r g a  Ú l t i m a  de g r e l h a s  o r -  

togonais com d i v e r s a s  c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  sem levar em con- 

s i d e r a ç ã o  o e f e i t o  d a  t o r ç ã o .  

2 2 1 
HEYMAN e A S K A K I  o b t ê m  a carga d e  c o l a p s o  p a r a  

grelhas ortogonais l evando e m  consideração o e f e i f  o d a  t o r ç ã o .  

HEYMAN resolve o problema a t r a v é s  d a  a n á l i s e  limite clássica 

e n q u a n t o  que ASKARI através da formulaçáo p e l o  método d a s  f o r  

ç a s  e d e  um c r i t é r i o  d e  escoamento l i n e a r i z a d o ,  r e s o l v e  o p r o -  

blema usando  programação l i n e a r .  

5 
BONY e K L E I B E R  fazem a análise e l a s t o p l á s t i c a  pa- 

r a  e l emen tos  de g r e l h a s  p lanas  o r t o g o n a i s ,  c o n s i d e r a n d o  um c r i  

t é r i o  de escoamento, que l e v a  em c o n t a  o e f e i t o  da t o r ç ã o  e 
# 

f l e x ã o ,  u s a n d o  dois p r o c e d i m e n t o s  numéricos diferentes: o me- 

t o d o  d a  matriz d e  r i g i d e z  tangente e o m é t o d o  d a  tensão ini- 

c i a l ,  o b t e n d o  a carga d e  c o l a p s o .  

P o d e - s e  g e n e r a l i z a r  e s t e  p r o c e d i m e n t o  a problemas 

e l a s t o p l á s t i c a s  de e s t r u t u r a  d e  barras  e s p a c i a i s  a t r a v é s  d a  

d e f i n i s ã o  d e  u m  c r i t é r i o  d e  escoamento q u e  l e v a  em c o n t a  a 

interação e n t r e  o s  esforços correspondentes a o s  d i v e r s o s  g r a u s  

d e  liberdade 7 9 3 1  ; a e x t e n s ã o  a problemas com d e f o r m a ç õ e s  f i n i -  

t a s  p o d e  s e r  feita conforme a r e £ e r ê n c i a  (101. 

1 . 2 .  Problemas d e  ~ o r ~ ã o - ~ l e x ã o - c o r t e  e m  Concreto Armado 

P a r a  uma a n á l i s e  d o  v a l o r  d a  c a r g a  d e  c o l a p s o  de uma 

e s t r u t u r a ,  s e  f a z  necessário conhece r  a c a p a c i d a d e  r e s i s t e n t e  
,.- 

dos  v á r i o s  elementos que a cornpoem, 

N u m a  grelha p l a n a ,  seus e l emen tos  s o f r e m  a ação com- 

b i n a d a  d o s  e s f o r ç o s  c o r t a n t e ,  momento f l e t o r  e torsor; d a í  a 

necessidade d e  se conhecer o c o m p o r t a m e n t o  de um e l e m e n t o  d e  

c a n c r e  to armado s o b  e s t e s  e s f o r ç o s .  

D u r a n t e  as d u a s  décadas p a s s a d a s  um g r a n d e  n ú m e r o  

d e  p e s q u i s a s  foram r e a l i z a d a s ,  considerando v á r i o s  a s p e c t o s  d a  

i n f l u ê n c i a  d a  torção e combinaçÕes de esforços em v i g a s  d e  con  - 
c r e  to armado e pretendido' 



H; d o i s  m o d e l o s  t e 8 r i c o s  mais aceitos para s i m u l a r  o 

comportamento de uma v i g a  s o b  to rção- f  lexão-corte : o s  m o d e l o s  

d a  " T r e l i ç a  ~ s ~ a c i a l " ~ ~  e d e  "Skew ~ e n d i n ~ l ' ?  Estas  t e o r i a s  

s ã o  baseadas  e m  m o d e l o s  s i m p l e s  e r a c i o n a i s ,  que levam a r e -  

sultados s a t i s f  a t õ r i o s ,  comprovados p o r  um número  extenso de  
2 6 ~ 3 8  

testes e x p e r i m e n t a i s  

A formulasão  analítica d e s t e s  modelos p a r a  v i g a s  d e  
3 0  i 3 4  

c o n c r e t o  armado e p r o t e n d i d o  permite determinar: 

- a c a p a c i d a d e  de resistência Gltima; 

- as rigidezes torsional e f l e x u r a l  a n t e s  e d e p o i s  

d a  fissuração; 

- a s  deformações das armaduras l o n g i t u d i n a i s  e d o s  

estribos, a o  longo  da h i s t ó r i a  d e  carga; 

- as  d e f o r m a ç õ e s  d o  c o n c r e t o  nas seqÕes  c r í t i c a s ,  

ao l o n g o  d a  história de c a r g a ;  

- a s  curvas m o m e n t o - c u r v a t u r a  e t o r q u e - t o r G ã o ;  

- mecanismos d e  r u p t u r a ;  

- uma s u p e r f í c i e  d e  i n t e r a ç ã o  e n t r e  o s  esforços d e  

t o r ç ã o - f l e x ã o - c o r t e ,  d e f i n i n d o - a  como c a p a c i d a d e  d e  c a r g a .  

Um dos t r a b a l h o s  p i o n e i r o s  f o i  o d e  G V O Z D E V ,  L E S S I G  

e RDLLE". E l e s  observaram dois mecanismos d e  ruptura d i f e r e n  - 

tes, para v i g a s  d e  c o n c r e t o  armado, caracterizados p e l o  m o d e l o  
- 

d e  "Skew B e n d i n g " ,  e propuseram e x p r e s s o e s  p a r a  o c á l c u l o  d a  

r e s i s t ê n c i a  Ültima a t r a v é s  d o  e q u i l í b r i o  e n t r e  a s  f o r ç a s  ex- 

t e r n a s  e i n t e r n a s  na f a c e  d e  r u p t u r a .  

C O L L I N S  et a l o ,  McMULLEN e W A R W A R U K ' '  e GOODE e 
1 7  

HELMY e n t r e  o u t r a s ,  propuseram n o v a s  variáveis e o u t r o s  mo- 

d i f i c a ç õ e s  na teoria d e  Lessig p o r  meio  d e  observações  e x p e -  

r i m e n t a i s ,  como p o r  exemplo, um t e r c e i r o  modo d e  r u p t u r a .  Ou- 

tros e x t e n d e r a m - n a  p a r a  v i g a s  de c o n c r e t o  protendido como 

BELOW et a 1 4  e MISIC e WARWARUK~'. 

O m o d e l o  d a  " ~ r e l i ç a  ~ s p a c i a l "  f o i  proposto p o r  

RAUSCH em 1 9 2 9  para o estudo de torção p u r a .  E m  1969 ,  Lt4HI ' I I I I ' I  

e THI!RLI.NA?;X'~ a p r o x i m o u  e s t e  modelo p a r a  e s t u d o s  d e  t o r ç ã o  e 

f l e x ã o ,  e e m  1 9 7 6  T H U R L I M A N N ~ ~  e s t e n d e u - o  p a r a  a n á l i s e  d e  t o r -  

Ç ~ O ,  fiexão e c o r t e ;  0 3 1 1 ~ ~  u t . i i i z o u - o  p a r a  avaliar as r i -  



g i d e z e s  t o r s i o n a l  e f l e x u r a l  a n t e s  e d e p o i s  da fissurafão d a  

Pe ça  4 

Houve t ambém a preocupação  e m  d e t e r m i n a r  c u r v a s  de  

i r i reração entre momento f l e t o r ,  momento torsor e e s f o r ç o  cor- 

tante. Nesse sentido E W I D A  e McMULLENI3 e ELFREN e t  al" 

propuseram curvas de i n t e r a ç ã o  flexão-torção-corte u t i l i z a n d o  

o m o d e l o  t e ó r i c o  d e  "Skew B e n d i n g "  enquanto que  TBURLIMANM e 
2 7 

LAMPERT propuseram curvas d e  i n t e r a F ã o  f l e x ã o - t o r F ã o  b a s e a d o  

no m o d e l o  d a  " T r e l i ç a  E s p a c i a l " .  Recentemente, T H U R L I M A N N  " 
C 

u t i l i z a n d o  o m o d e l o  da " T r e l i ç a  E s p a c i a l "  p r o p o s  curvas d e  in- 

t eração  f l e x ã o - t o r ç ã o - c o r t e .  

Neste t r a b a l h o  adotamos o m o d e l o  teórico d a  " T r e l i ç a  

E s p a c i a l " ,  c u j o  desenvolvimento s e r á  d e s c r i t o  no c a p í t u l o  3. 

Com r e f e r ê n c i a  ao c o n t e ú d o  e s p e c í f i c o  d e  cada capí- 

t u l o ,  t e m - s e  o que segue: N o  s e g u n d o  c a p c t u l o  a p r e s e n t a - s e  

a l g u n s  fundamentos d a  t e o r i a  d a  p l a s t i c i d a d e  e o d e s e n v o l v i -  

m e n t o  d a s  relações c o n s t i t u t i v . a s  em forma m a t r i c i a l  c o n s i d e -  

rando- o .  e n d u r e c i m e n t o  i s 8 t r o p o  para  elementos de  g r e l h a  plana. 

No t e r c e i r o  c a p i t u l o  a p r e s e n t a - s e  a o b t e n ç ã o  d a  s u p e r f i c i e  de 

escoamento para  uma s e ç ã o  r e t a n g u l a r  de concreto armado subme- 

t i d a  combinasão de e s f o r ç o s  d e  torção-flexão-corte e a c a p a -  

c i d a d e  resistente Última da m e s m a ,  i s t o  é,  momento t o r s o r  d e  

p l a s l i f i c a ç ã o ,  momento f l e t o r  d e  p l a s t i £ i c a G ã o  e c o r t a n r e  de 

p l a s t i f i c a ç ã o ,  utilizando o m o d e l o  d a  " T r e l i ~ a  E s p a c i a l "  de-  

senvolvida por T H U R L I M A N N ~ ~ .  No capítulo 4 a p r e s e n t a - s e  o 

elemento de ba r r a  i r n p l e m e n t a d o ,  os  c r i t é r i o s  de p l a ç t i f i c a ç ã o  

e descarga d o s  e l e m e n t o s ,  algoritmos d e  solução e as  c a r a c t e -  

r i s t k c a s  d o  programa computacional. Os r e s u l t a d o s  dos  exern- 

plos a n a l i s a d o s  juntamente c o m  outros resultados e x p e r i m e n t a i s  

e s t ã o  apresentados  no c a p í t u l o  5. F i n a l m e n t e  no capítulo 6 

e s t ã o  a p r e s e n t a d a s  a lgumas  conclusÕes e s u g e s t õ e s .  

O s  p r o c e d i m e n t o s  automáticos foram programados na 

l i n g u a g e m  F o r t r a n  d o  computador B U R R O U G H S  B-6700 d a  UFRGS.  



2 .  FORMULAÇÃO GERAL DO PROBLEMA - FUNDAMENTOS T E ~ R I C O S  

Neste  c a p i t u l o  serão desenvolvidas algumas e x p r e s -  

s õ e s  g e r a i s  d a  teoria clássica da p l a s t i c i d a d e .  A introdução 

g e r a l  d e s t a  teoria p o d e  s er  encontrada  n a s  r e f e r ê n c i a s  1 2 5 1  e 

1 1 4 1 .  

O método g e r a l  d e s e n v o l v i d o  p a r a  estruturas conti- 

nuas p o d e  s e r  a p l i c a d o  em estruturas d e  b a r r a s  conforme i n d i -  

c a d o  n a s  r e f e r ê n c i a s  1 1 0 1  e 1 3 7 1 .  O objetivo d e s t e  c a p í t u l o  é 
formular a matriz d e  r i g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a  para estes elemen- 

tos. 

Nes te  c a p i t u l o  usaremos a notação matricial. 

2.1.  ~ e f i n i ~ ã o  do E l e m e n t o  d e  G r e l h a  P l a n a  

cada elemento a s s o c i a - s e  o seu p r ó p r i o  sistema d e  

e i x o s - d e  r e f e r ê n c i a  (x, y ,  z), chamado sistema l o c a l  d e  r e f e -  

r ê n c c a .  

Para um elemento c u j a s  extremidades c o r r e s p o n d e m  a o s  

nós  - i {nó i n i c i a l )  e i (nó final) , s e u  sistema d e  e i x o s  t e m  a 

origem l i g a d a  a o  nó - i e o e i x o  x - e s t á  d i r i g i d o  d e s t e  n8 a o  nó 

j ( F I G U R A  2 . 1 ) .  - 

Def ine - se  a s  componentes do v e t o r  d e  deslocamentos 

n o d a í s  do e l e m e n t o  de g r e l h a  p l a n a  em coordenadas  l o c a i s  como: 

onde  w é o d e s l o c a m e n t o  na d i r e ç ã o  do e i x o  2 ,  v x  é a r o t a ç ã o  

em t o r n o  d o  eixo x e By é a r o t a ç ã o  em t o r n o  do e i x o  y (FZGU- - 
RA 2.2)  e o s u p e r í n d i c e  T i n d i c a  a transposição de v e t o r e s  o u  - 
m a t r i z e s .  



F I G U R A  2.1 - Sistema de referência do e lemento .  

Mx. , Bx 

i 

FIGURA 2 . 2  - ~ ç k s  e deslocamentos nas extremi-  

dades do elemento. 

As componentes do v e t o r  de f o r ç a s  nas  extremidades  

do elemento d e  g r e l h a  p l a n a  em coordenadas locais s ã o  d e f i n i -  

das como: 

onde Fz é a f o r ç a  na direção do eixo z ( e s f o r ç o  c o r t a n t e ) ,  

Mx é o momento na direção do e i x o - x  (momento t o r s o r )  e My é - 



o momento na d i r e ç ã o  do e i x o  - y (momento fletor) (FIGURA 2 . 2 ) .  

O s  esforços s o l i c i t a n t e s  F - e a s  deslocamentos U - são 

positivos s e  tiverem o sentido positivo d o s  eixos d e  referência 

l o c a l .  

Para p r o c e s s o s  e l ~ s t i c o s  e deformações infinitesi- 

m a i s ,  a x e l a ç ã o  e n t r e  f o r ç a s  e deslocamentos p a r a  um e l e m e n t o  

d e  b a r r a ,  no sistema local de coordenadas, pode ser escrita co-  

mo: 

onde  K - é a matriz d e  r i g i d e z  e l a s t i c a .  

2.2.  Comportamento E l a s t o p l á s t i c o  de um Material - C a s o  Multi- 

a x i a l  

A d e t e r m i n a ç ã o  de uma r e l a F ã o  constitutiva elasto- 

p l á s t i c a  para um estado c o m p l e x o  d e  tensões u t i l i z a :  

a) Uma r e l a C ã o  força-deslocamento c o r r e s p o n d e n t e  ao 

r e g i m e  - e l ã s t i c o  e deformações  infinitesimais de acordo c o m  a 

equação ( 2 . 3 ) .  

b) Um critério de escoamento q u e  caracteriza a t r a n -  

s i ç ã o  entre o r e g i m e  e l ~ s t i c o  e e l a s t o p l á s t i c o ,  que é d a d o  p o r  

uma certa combinação de três componentes do vetor de forças F - 
em uma das extremidades do elemento. E s t e  critério p o d e  s e r  

representado p e l a  r e l a ç ã o  a b a i x o :  

o n d e  s e x s ã o  funcionais da hist6ria d e  deformação p l á s t i -  - 
CB. A c a d a  valor fixo de s e x corresponde uma s u p e r f í c i e  

d e  escoamento no campo d a s  t e n s õ e s .  O f u n c i o n a l  s m o d e l a  o 
d 

endurecimento c ine rná t i co  e o f u n c i o n a l  x m o d e l a  o e n d u r e c i r n e n -  

t o  isótropo. 

P o n t o s  no i n t e r i o r  d e s t a  s u p e r £ í c i e  c o r r e s p o n d e m  a 

e s t a d o s  e l á s t i c o s  de tensão e p o n t o s  sobre  a s u p e r f í c i e  co r -  



respondem a e s t a d o s  e l a s t o p l á s t i c o s  d e  t en são .  As s u p e r f í c i e s  

d e  escoamento após a i n i c i a l  são t ambém chamadas d e '  s u p e r f í c i e  

d e  carga. 

Assume-se a i n d a  a existência de  um estado virgem d o  

m a t e r i a l ,  isto é, antes da a p l i c a ç ã o  de c a r g a s  tem-se - 5-0 - e 

X'X, .  

D u r a n t e  o p r o c e s s o  d e  deformação e l a s t o p l á s t i c a ,  a 

v e t o r  d e  tensões - F d o s  pontos q u e  e s t ã o  s o f r e n d o  d e f o r m a ç õ e s  

inelásticaç deve permanecer sobre  a superfície d e  carga ( F r i a -  

c í p i o  d e  Consistência). A condição para que  isto ocorra é da- 

da p o r :  

Para aplicação d a s  equações a s e g u i r ,  devemos distin- 

g u i r  e n t r e  p r o c e s s o s  e l á s t i c o s  ( P E ) ,  p r o c e s s o s  de d e f o r m a ç ã o  

p l á s t i c a  (PP) e p r o c e s s o s  de d e s c a r g a  (PD). Mo c a s o  multiaxial 

t a l  distinEão n ã o  é simples, sendo que no mesmo processo algu- 

mas tensões podem aumentar, e n q u a n t o  o u t r a s  d iminuem.  

Se num instante d a d o ,  tem-se Y = O  ( e s t a d o  e l a s r c i p l á s t i c o )  

e Y < O ,  naturalmente no i n s t a n t e  s e g u i n t e  t e r - s e - á  Y < O  ( e s -  

tado e l á s t i c o }  caracterizando, assim, uma descarga. 

Durante a descarga, naturalmente tem-se d e f o r m a ç õ e s  

p l á s t i c a s  nulas de modo que s = O  e X = O .  Assim, d e s c a r g a  é - 
c a r a c t e r i z a d a  p o r  

T e m - s e  carga quando 

ay C-) F > O 
a~ - 

A situação c o m  



é d e n o m i n a d a  c a r g a  neutra. 

E x i s t e  uma interpretação geométrica s i m p l e s  e ú t i l  

d a s  equações ( 2 . 6 )  , ( 2 . 7 )  e (2.8). J; que a s u p e r f í c i e  d e  car- 

ga é fechada,  p o d e - s e  f a l a r  em p a r t e s  interna e externa. No 

espaço  d F, ( a Y / a ~ )  -., representa u m  v e t a r  normal à Y; carga, des- 

carga e carga n e u t r a  correspondem aos  c a s o s  em que a vetor - F é 

d i r i g i d o  para fora, para  dentro ou t a n g e n t e  a superfície de 

carga, respectivamente. 

Na FIGURA 2 . 3 ,  e s t a  interpretação é representada pa- 

ra o espaço  d e  tensões atuantes numa das e x t r e m i d a d e s  d o  e le -  

m e n t o  d e  g r e l h a  p l a n a .  

3 y ( vetor gradiente ou - 
i)F fluxo pla'stico) 
II 

[carga neutra) 
Y =o 

FIGURA 2 . 3  - s u p e r f í c i e  de carga.  

A forma e a posição d a  s u p e r f z c i e  podem modificar-se 

ao l o n g o  do processo de de£ orrnação p l á s t i c a ,  expandindo-se  e / o u  

d e s l o c a n d o - s e  conforme o t i p o  d e  endurecimento do material. 

Para o c a s o  d e  endurecimento i s ó t r o p o  a superfície 

d e  c a r g a  s e  expande uniformemente em torno d a  origem, mantendo 
- .  



a mesma orientação e forma da superfície de escoamento inicial, 

con£orme a F I G U R A  2 - 4 .  

F I G U R A  2.4 - Movimento d a  superfície de carga com 

endurecimento i s õ t r o p o .  

Para e s t e  caso  t e m - s e  

O c r i t é r i o  de escoamento adotado neste trabalho, pa- 

ra o c a s o  d e  endurecimento i s ó t r o p o ,  é dado por: 

o n d e  Fz, Mx e My s ã o  o s  esforços de extremidade do e l e m e n t o ,  

e Vp,  Tp e Mp s ã o  o s  v a l o r e s  p l ~ s t i c o s  limites r e s p e c t i v o s  

para  os  e s f o r ç o s  d e  c o r t e ,  momento torsor  e momento f l e t o r  d o  

elemento c o n s i d e r a d o .  Esta função d e  plastificação é b a s t a n t e  

geral e representa  o comportamento de s e ç õ e s  retangulares e 

eubarmadas  de concreto armado com-valores adequados de n e f3, 



conforme veremos no c a p í t u l o  3 .  

A v a r i á v e l  d e  e s t a d o  X modela um t i p o  d e  endureci- 

mento i s 8 t r o p o .  

c )  Uma re lação  e n t r e  t e n s õ e s  e deformações p l á s t i c a s  

que é estabelecida u s a n d o  o p r i n c í p i o  da normalidade, ou s e j a ,  

o n d e  o super-ndice p i nd ica  a componente plást ica  das d i s t o r - ~ 5 ~ s  - 
do elernento e h é um e s c a l a r  n ã o  n e g a t i v o .  E s t e  p r i n c í p i o  i n d i -  

c a  que as c o m p o n e n t e s  da taxa d e  deformasão p l á s t i c a  s ã o  p r o -  

p o r c i o n a i s  2 s  c o r r e s p o n d e n t e s  componentes do g r a d i e n t e  d a  f u n -  

ção de escoamento no e s p a ç o  de tensões F .  - 

- 
B a s e a d o  no que foi v i s t o  anteriormente, s e r a o  e s c r i -  

tas a g o r a  as relações constitutivas e l a s t o p l á s t i c a s ,  do e l e -  

mento d e  b a r r a ,  de forma g e r a l  e particularizada p a r a  o caso 

de endurecimento isÓtropo. 

Se a c o n d i ç ã o  de plasticidade é a t i n g i d a ,  t e m - s e  que 

- 
e apare  c e r a o  deformações p l á s t i c a s .  

A compatibilidade geométrica e n t r e  as t a x a s  d o  v e t o r  

d e  deslocamentos n a  e x t r e m i d a d e  do e l e m e n t o ,  com a r t i c u l a ç ã o  

p l á s t i c a  generalizada, é dada por:  

onde - lJe,  uP s ã o  o s  incrementos das d i s t o r ç Õ e s  e l á s t i c a s  e 

p l á s t i c a s  do elemento e ir é a componen te  d e  mov imen to  rígi- - 
d o  p r o v e n i e n t e  d o  i n c r e m e n t o  d e  d e f o r m a ç ã o  do r e s t a n t e  d a  e s -  

t r u t u r a .  



Para o c a s o  de um elemento de g r e l h a  p l a n a ,  e s t e s  

deslocamentos e distorçÕes podem ser d e f i n i d o s  de  acordo com 

a F I G U R A  2.5. 

t r ~ j - u t i  oc tan oc = 
L 

FIGURA 2 . 5  - Deslocamentos, rotações e distorçÕes d o  

e l e m e n t o  no sistema de r e f e r ê n c i a  l o c a l .  

Como cons idera-se  pequenos deslocamentos 
( w .  - wil 

a' tan ar = , d e s t a  maneira, tem-se 
L 

r 
onde a é a rotação de corpo rígido da corda do e lemento  d e -  

formado, D é o vetor  de distar-~Ões do e l e m e n t o .  Para uma ex- -. 



t remidade  c o m  articulação p l á s t i c a  g e n e r a l i z a d a ,  e s t e  v e t o r  

c o n t é m  as parce las  escalarmente a d i  t i v a s  d a s  def ormaçÕes elás- 

t i c a  e p l á s t i c a .  

A re lação entre as taxas de forças e deslocamentos 

e l ~ s t i c o s  para  um e l e m e n t o  de barra em equilíbrio p o d e  s e r  ob- 

tida da equação (2.31, d e s t e  modo: 

onde F & a taxa do v e t o r  de forças nas e x t r e m i d a d e s  do ele- 
* 

Introduzindo a d e f i n i ç ã o  

onde A é uma expressão em função do tipo de endurecimento ado - 
t a d o -  a equação ( 2 . 5 )  pode ser  e s c r i t a  como 

S u b s t i t u i n d o  a equação ( 2 . 1 3 )  e m  (2.141, vem que 

já que o vetor de cargas associado com a t a x a  d e  movimento rí- 

g i d o  é nula. 

Assim, usando a equação (2.11) e s u b s t i t u i n d o - a  na 

equação (2.16 .a), c h e g a - s e  a 

S u b s t i t u i n d o  a e q u a ç ã o  ( 2 . 1 7 )  em ( 2 . 1 6 )  e i s o l a i i d o  a 

v a r i á v e l  h ,  determina-se 



S u b s t i t u i n d o  a equação (2.18) em (2.17) - obtém-se  a 

r e l a ç ã o  abaixo  

- - 
F = ( K -  -., & 

> u 
a~ a~ 

4 + I-) K I-) 

A equação (2.19) fornece a r e l a ç ã o  e n t r e  a s  t a x a s  d e  

forças e deslocamentos nas  extremidades do e l e m e n t o  durante  

processos  e l a s  t o p l á s t i c o s ;  o termo entre parênteses  é a matriz 

d e  r i g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a  do e l e m e n t o  d e  barra  em r e l a ç ã o  2 s  

coordenadas locais; s e n d o  e s t a  matriz simétrica. 

Pode observar-se que  d u r a n t e  um movimento  a r b i t r á r i o  

de corpo rígido de um e l e m e n t o  com uma ou ambas e x t r e m i d a d e s  

com a r t i c u l a ç õ e s  p l á s t i c a s  g e n e r a l i z a d a s ,  não há v a r i a ç ã o  d a  

e n e r g i a  p o t e n c i a l  e l á s t i c a  nem dissipação d e  e n e r g i a  no p r o -  

c e s s o  plástico. Desta forma, p e l o  p r i n c í p i o  dos t r a b a l h o s  v i r  

t u a i s ,  o t r a b a l h o  externo deve s e r  n u l o  e consequentemente  o 

vetor a s s o c i a d o  d e  forças  nas  extremidades  do e l e m e n t o  deve 

s e r  f o r ç o s a m e n t e  n u l o .  

r 
S e j a  e n t ã o  U um incremento a r b i t r á r i o  de  movimento - 

r i g i d o .  A p l i c a n d o  a equação ( 2 . 1 9 )  tem-se 

P o r  s e r  K U' = O r e s u l t a  f i n a l m e n t e  ... .., - 

Dai conclui-se que atravgs d a  matriz elas t o p  1 2 s  t i c a  
somente a s  dis t o r ç õ e s  no e l e m e n t o  influenciam na o b t e n ç ã o  das  
forças de extremidade de membro.  



2 . 3 . 1 .  Endurecimento l sÓtropo 

No c a s o  d e  endurecimento i s ó t r o p o ,  considerando o en- 

durec imento  p o r  deformação mecânica ( " s t r a i n  h a w d e n r ~ i n ~ " ) ' ~  e 

usando  a equaGão ( 2 . 1 1 ) ,  tem-se: 

onde 1 1  1 1  é a norma e u c l i d i a n a  e - H é a c o n s t a n t e  d e  endure- 

cimento que podemos determinar d a  curva momento-ro t a ç ã o  ou t o r -  

que-torção ,  cujo v a l o r  é d a d o ,  conforme s e r á  v i s t o  no item 2.3.2, 

Substituindo a equação ( 2 . 2 0 )  em (2.151, ob tém-se  

Cons iderando  o caso de f l exão pura e a s u p e r f c c i e  de 

escoamento d a  equação (2.10), o v e t o r  d e  fluxo ~ l á s t i c o  

C a Y l a ~ )  t orna - se  igual a - 

SGN My 

onde S G N  i n d i c a  o sinal da grandeza escalar. Desta maneira, 

c h e g a - s e  na expressão  abaixo  



L o g o ,  a matriz d e  r i g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a  d o  elemento 

d e  barra com endurecimento i s Ó t r o p o  c o n s i d e r a n d o  a s u p e r f í c i e  

d e  carga d a  equação ( 2 . 1 0 ) ,  f i c a  i g u a l  a 

2 . 3 . 2 .  ~ e t e r m i n a c ã o  d a  Constante d e  Endurecimento 

O v a l o r  d e  B pode  s e r  o b t i d o  da curva momento-rott- - 
ou t o r q u e - t o r ç ã o ,  como mostra a FIGURA 2 . 6  para a c u r v a  

My-By, onde  o comportamento do material foi aproximado por uma 

reta d e  endurecimento. 

F I G U R A  2 . 6  - Curva momento-rotação bilinear. 



A constante d e  endurecimento - H pode  s e r  i n t e r p r e t a d a  

como a inclinasão da curva  momento-rotafgo d e p o i s  da  remoção 

da componente  e l á s t i c a  da rotação.  Assim, 

A i n d a ,  d a  f i g u r a  2.5, d e f i n e - s e  a s  s e g u i n t e s  rela- - 
çoes : 

onde o incremento de rotação (A0y) é a soma dos incrementos d e  
e 

rotação e l á s t i c a  (AOy) mais o de  rotaS80 (h851 ; 

# 

onde E e s i n c l i n a ç ã o  da curva momento-rotação na f a se  elás- 
-0 

tica;- . 

onde E1 é a inclinação d a  curva momento-rotação na fase elas - 

t o p l á s t i c a .  

A p l i c a n d o  a eq. ( 2 . 2 5 )  em ( 2 . 2 4 ) ,  tem-se 

D i v i d i n d o  o numerador e o denominador da  expressão 

acima p o r  ABy, obtém-se 



AMv 

i s o l a n d o  o s  v a l o r e s  de AO; na equação ( 2 . 2 6 )  e 

A0y na equação ( 2 . 2 7 )  e substituindo-os na equação acima, c h e -  

ga-se na s e g u i n t e  expressão para a constante de endurecimento: 

É i n t e r e s s a n t e  observar neste c a s o  que - H é uma gran- 

d e z a  escalar adimensionaf, 

2 . 4 .  Matriz de R i g i d e z  ~ l a s t o ~ l á s t i c a  p a r a  Elementos d e  Barra 

Quando a resultante das componentes do vetor de f o r -  

ç a s  F em uma das extremidades do elemento d e  barra  a t i n g e  a su- - 
p e r f í c i e  de escoamento f i c a  caracterizado um e s t a d o  de d e f o r -  

mações elastoplásticas neste nó, i s t o  é, forma-se uma articula- 

ç ã o  p l á s t i c a  generalizada. 

Para o elemento d e  barra haverá quatro  comportamentos 

e l a s t o p l á s t i c o s  distintos, conforme as resultantes das s o l i c i -  

t a ç õ e s  n o s  n ó s  a t i n j a m  ou não a s u p e r f í c i e  d e  escoamento du-  

r a n t e  a história de carga; consequentemente haverá q u a t r o  ma- 

trizes de r i g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a s  diferentes (FIGURA 2 . 7 ) ,  que 

descreveremos a s e g u i r :  

a )  comportamento e l z s t i c o :  não há formação de a r t i -  

culaçÓcs p l á s t i c a s  g e n e r a l i z a d a s  durante o processo de carga, 

assim a matriz d e  rigidez é e l á s t i c a ;  

b) comportamento e l a s t o p l á s t i c o :  com formação d e  uma 

articulaFão plástica generalizada n o  nó i; - 

P o r t a n t o ,  o v e t o r  d e  £ l u x o  p l á s t i c o  f i c a r á  d e f i n i d o  

como: 



F I G U R A  2 . 7  - ~ r t i c u l a ~ õ e s  p l á s t i c a s  possíveis 

para um elemento d a  barra. 

Apl icando-o  na equação (2.101, tem-se 

escrevendo K na forma p a r t i c i o n a d a  - 

eP Determina-se a matriz de  r i g i d e z  e l a s t o p l ã s t i c a  K. 
-I 

da elemento com uma articulação plástica no i 



c) c o m p o r t a m e n t o  e l a s t o p l á s t i c o :  

a r t i c u l a ç ã o  p l á s t i c a  generalizada no nó j . - 
p r o c e d i m e n t o  d o  item b, tem-se 

com formação d e  uma 

Adotando o mesmo 

d )  comportamento e l a s t o p l á s t i c o :  com formação d e  

a r t l c u l a ç Õ e s  p l á s t i c a s  generalizadas em ambos o s  n ó s .  D e s t e  

modo:  



Como vimos no c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  p a r a  d e t e r m i n a r - s e  

uma relação constitutiva elastoplástica p a r a  um e s t a d o  com- 

p l e x o  d e  tensees, usando a teoria c l á s s i c a  d a  p l a s t i c i d a d e ,  

n e c e s s i t a - s e  d e :  

a)  U m a  r e l a ç ã o  tensão-deformaEão na fase e l á s t i c a ;  

b) U m  c r i t é r i o  d e  escoamento que c a r a c t e r i z a  a t r a n -  

sição e n t r e  o r e g i m e  e l á s t i c o  e e l a s t o p l á s t i c o ;  

c )  U r n a  r e l a ç ã o  entre t e n s õ e s  e de fo r rnaGÕes  p l á s t i -  

c a s  que é e s t a b e l e c i d a  a t r a v é s  d o  p r i n c í p i o  d a  normalidade. 

N e s t e  c a p i t u l o ,  u s a n d o  o modelo t e ó r i c o  d a  " T r e l i ç a  

E s p a c i a l " ,  d e t e r m i n a - s e  uma superficie de interação entre 

os e s f o r ç o s  d e  c o r t e ,  momento f l e t o r  e momento  t o r s o r ,  que  a 

p a r t i r  d e  a lgumas  s implif icasÕes, a s  s urnci-se como s e n d o  uma 

s u p e r f 5 . c i e  d e  escoamento segundo  o item "b". 

3.1. R e s u l t a d o s  Experimentais e Modelos d e  Comportamento 

O c o m p o r t a m e n t o  e a r e s i s t ê n c i a  Gltima d a s  v i g a s  d e  

c o n c r e t o  a r m a d o  e pretendido s o b  torção-flexão-corte s ã o  bas- 

tante i n f l u e n c i a d o s  p e l a  geometria d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l ,  p e l a  

q u a n t i d a d e  e disposição d a s  armaduras l o n g i t u d i n a i s  e d o s  es-  

t r i b o s ,  p e l a s  relações  momento torsor/momento fletor e momen- 

t o  torsorlcortante, p e l o  p r o c e s s o  d e  fissuraGão d o  concreto e 
2 3 

por G i t i r n o  p e l o  e f e i t o  d e  e s c a l a  ( e n s a i o s  d e  l a b o r a t ó r i o )  . 
2 4 

H S U  , por meio de observações experimentais, mos- 

t r o u  que a r u p t u r a  d e  b a r r a s  de c o n c r e t o  simples d e  s e ç ã o  re- 

t a n g u l a r ,  submetidas a t o r ç ã o  p u r a ,  o c o r r e u  p o r  f l e x ã o  e m  r e -  

lação a um eixo p a r a l e l o  ao maior l a d o  d a  face d e  r u p t u r a  i n -  
o clinada, c u j a  inclinação e r a  d e  4 5  graus  em r e l a ção  a o  e i x o  

longitudinal, como mostra a FIGURA 3 . 1 .  Basicamente, e s t e  



tipo d e  r u p t u r a  o c o r r e  em v i g a s  d e  c o n c r e t o  armado e p r o t e n d i -  

do, com d i v e r s a s  formas de s e ç ã o  transversa l ,  submetidas a 

torsão-flexão-corre, com exceFão da i n c l i n a F ã o  d a  face de rup- 

tura. 

FIGURA 3 . 1  - Face d e  xuptura. 

LESSIG et a12 ' ,  baseado no modelo t e ó r i c o  d e  " ~ k e w  

Bendingt ' ,  p r o p ô s  expressões  para o c á l c u l o  da  resistência 61- 

t i m a  de v i g a s  d e  c o n c r e t a  armado, de seção t r a n s v e r s a l  r e t a n -  

gular e com e s t r i b o s ,  submetidas a torção e flexão. E s t e ,  

c o n c l u i u  haver  dois modos de r u p t u r a  diferentes, O prirnelro 

modo ocorreu em v i g a s  com armaduras simétricas e com o p r e d o -  

m i n i o  de flexão, em que a linha neutra ficava ~ r 8 x i r n a  a p a r t e  

s u p e r i o r  d a  face i n c l i n a d a ,  i s t o  é, a zona d e  compressão es- 

tava no t o p o  da s e ç ã o  (FIGURA 3.2a). O segundo modo o c o r r e u  

para  a mesma v i g a  mas com o predomínio d e  torção e 'corte, em 

que a linha n e u t r a  f i c a v a  próxima a lateral d a  face inclina- 

d a ,  i s t o  é, a zona de compressão estava em um d o s  l a d o s  ver- 

t i c a i s  d a  s e ç ã o  ( F I G U U  3.2b). 



NA COMPRIMIDA 

MODO I 

F I G U R A  3 . 2  - Modos de r u p t u r a  por "Skew ~ e n d i n g " .  

A t e o r i a  d e  Lessig f o i  e s t e n d i d a  p o r  GOODE e HELMY" 

e COOLINS et a 1 8  para incluir o caso onde a zona d e  compres- 

são s e  formava na p a r t e  i n f e r i o r  d a  seção (FIGURA 3 . 2 ~ ) .  E s t e  

modo d e  r u p t u r a  f o i  observado p o r  d i v e r s o s  pesquisadores em 

v i g a s  que tinham as armaduras longitudinais s u p e r i o r e s  m a i s  

f r a c a s  q u e  as i n f e r i o r e s  e com o predomínio d a  t o r ç ã o .  Em 

adição, GOODE e HELMY também consideraram outro modo d e  ruptu-  

ra no qual as armaduras transversa i s  e l o n g i t u d i n a i s  não  e s c o a  - 
vam simultaneamente como pressupõe a t e o r i a  de L e s s i g .  A com- 

p a r a ç ã o  d e s s a s  diferentes versões d a  t e o r i a  d e  r u p t u r a  p o r  

"Skew Bending"  podem ser v i s t a s  na F I G U R A  3 . 3 .  
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F I G U R A  3 .3  - Diferentes versões  d a  teoria 

de "Skew B e n d i n g " .  

A maioria das investigações experimentais, t r a t a n d o  

d a  combinação torção-flexão, foram f e i t a s  para  v i g a s  re tangu-  

lares  contendo armaduras l o n g i t u d i n a i s  e estribos. Observou- 

s e  que para a s  v i g a s  com armaduras antísimétricas, u m  pequeno 

aumento na flexão provocava um aumento substancial na capac i -  

d a d e  de torque  ( F I G U R A  3 . 3 ) .  P o r  outro lado, para v i g a s  com 

armaduras simétricas, um aumento na f l e x ã o  r e d u z i a  a c a p a c i -  

d a d e  d e  t o r q u e .  Em ambos o s  casos houve redução na c a p a c i d a -  

d e  d e  f l e x ã o  d e v i d o  a um pequeno aumento no torque . 

No c a s o  de vigas submetidas a t o r ç ã o  e c o r t e ,  a s  

primeiras p e s q u i s a s  foram f e l t a s  com v i g a s  de concreto  pro -  

tendido, pois e s t e s  elementos e s t ã o  p r e s e n t e s  em estruturas 

como p o n t e s ,  v i a d u t o s ,  e t c . ,  onde os e s f o r ç o s  de  torção são 

i m p o r t a n t e s .  G A U S E L ~ '  e n s a i o u  v i g a s  de  s e s ã o  "I" com p r a t e n -  

s ã o  e x c ê n t r i c a ,  com e sem e s t r i b o s ,  e com base nos resultados 

o b t i d o s  p r o p ô s  uma curva quadrada para a in teração  e n t r e  t o r -  

e f l e x ã o ,  e uma curva c i r c u l a r  para a i n t e r a G á o  e n t r e  t o r -  



1 2  
ção e corte. E R S O Y  e FERGUSON mostraram que uma curva c i r -  

c u l a r  era mais apropr iada  para a interação torção-corte em vi- 

gas de c o n c r e t o  armado. 
C 

Num comprimento f i n i t o  de viga e impossivel a p l i -  

car  uma combinação de t o r ç ã o  e corte sem introduzir momento 

E l e t o r .  Somente nos pontos  de inflexão d e  v i g a s  c o n t í n u a s  po- 

de-se ter a condição  de torção e c o r t e  sem flexão. Desta rna- 

neira, q u a l q u e r  curva d e  i n t e r a ç ã o  torção-corte é na realidade 

a projeção d a  super f í c i e  de interação to rção-f  lexão-corte no 

p l a n o  de t o r ç ã o  e corte. 

1 1  
ELFREN e t  a1 usando a teoria de "Skew Bending" 

propÕs uma superficie de interação e n t r e  flexão-torção-corte 

para v i g a s  de s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  r e t a n g u l a r  e subarmadas, onde 

cada modo de ruptura apresenta - se  numa s u p e r f í c i e  de intera- 

ç ã o  e a intersecção d a s  três superfzcies determina a capac ida-  

de d e  carga de viga s o b  f lexão-torsão-corte ( F I G U R A  3 . 4 )  - 

MODO Z 

FIGURA 3 . 4  - superfície d e  i n t e r a ~ ã o  f l e -  



O m o d e l o  teórico d a  " ~ r e l i ~ a  E s p a c i a l "  f o i  usado 

p o r  LAMPERT e T H U R L I M A N N ~ ~  n o  e s t u d o  de v i g a s  d e  c o n c r e t o  ar- 

mado e protendido com s e ç õ e s  t r a n s v e r s a i s  de d i v e r s a s  f o r m a s  

g e o m é t r i c a s ,  com a finalidade d e  determinar a c a p a c i d a d e  re- 

s i s t e n t e  d e s t a s  s e s o e s  e obter a s  curvas d e  i n t e r a F ã o  e n t r e  

t o r ç ã o  e flexão; s e n d o  que o s  r e s u l t a d o s  experimentais t i v e -  

ram uma boa aproximação com o modelo em q u e s t ã o .  

Ambas as  t e o r i a s  assumem que  a s e ç ã o  d e  c o n c r e t o  é 

subarrnada e em muitos c a s o s  elas levam a resultados próximos 
3 2 

mas segundo MULLER , com o modelo da " ~ r e l i ç a  ~ s p a c i a l "  e v i -  

t a - s e  certas h i p ó t e s e s  assumidas p e l a  teoria de "Skew B e n d i n g "  

que não se verificam nos t e s t e s  experimentais. 

~ l é m  disso, o modelo da " ~ r e l i ~ a  ~ s p a c i a l "  a p l i c a -  

s e  a q u a l q u e r  tipo d e  s e $ ã o  transversal p e r m i t i n d o  u m  t r a t a -  

mento analítico s i m p l e s  e uniforme para d i v e r s a s  combinações 
3 4 

d e  ca r r egamen to  . Obtém-se com este modelo facilmente as  

c u r v a s  d e  interação através d o  equilíbrio e s t á t i c o  e n t r e  a s  

f o r ç a s  i n t e r n a s  e e x t e r n a s  n a  s e G ã o  de r u p t u r a  u s a n d o  o t e o -  

rema d o  l i m i t e  estático d a  a n á l i s e  l i m i t e .  Recenten ien te ,  e s t e  

m o d e l o  f o i  u s a d o  para determinar a resistência a o  empenamento 

d e  s e ~ Õ e s  a b e r t a s  d e  paredes  finas de c o n c r e t o  armado e p r o -  

t e n d i d o  
3 5 9 3 6  - Com r e l a ç ã o  as c o n s i d e r a ç õ e s  de p r o j e t o ,  e s t e  

modelo o f e r e c e  fórmulas simples e p r á t i c a s  p a r a  o di rnens iona-  

m e n t o  d e  s e ç õ e s  de c o n c r e t o  armado e p r o t e n d i d o ,  s u j e i t a s  a 

t o r ç ã o  p u r a  ou outras combinações d e  solicitações, sendo e s t e  

m o d e l o  a d o t a d o  peLo CEB'. 

P o r  e s t a s  razões adota-se o m o d e l o  d a  " ~ r e l i ~ a  Es- 

p a c i a l "  p a r a  determinar uma s u p e r f í c i e  d e  escoamento d e  um 

m o d e l o  d e  g r e l h a  p l a n a  d e  c o n c r e t o  armado.  

3 . 2 .  Modelo Generalizada da T r e l i ç a  E s p a c i a l  

N a  FIGURA 3 . 5 ,  está r e p r e s e n t a d o  o mecanismo d e  rup- 

t u r a  d e  uma viga d e  c o n c r e t o  a r m a d o ,  proposto p e l o  modelo d a  
11 T r e l i ç a  E s p a c i a l f T ,  para uma combinação g e r a l  d e  c a r r e g a m e n -  

tos. 

Em r e l a ç ã o  ao modelo observa-se o s e g u i n t e :  



- As armaduras longitudinais e s t ã o  dispostas nos can - 

tos da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  e intermediadas p e l a s  "paredes  Resis- 

tentes"; 

- As armaduras longitudinais e e s t r i b o s  funcionam 

como elementos da treliça e s p a c i a l ,  isto é,  e s t ã o  s u j e i t a s  a - 
esforços axiais de tração ou cornpressao; 

- Uma casca de parede £ i n a  de concreto  fissurado 

envolvendo as armaduras; 

- E n t r e  as fissuras formadas, cons idera - se  como ele- , 

mento d a  treliça espacial, diagonais  de concreto trabalhando 
- 

a cornpressao e inclinadas em relação ao e i x o  longitudinal da 

viga. 

LONGlf UDiN4L 

RESISTENTES 

FIGURA 3.5 - Mecanismo d e  r u p t u r a  p r o p o s t o  p e l o  

modelo d a  " T r e l i ç a  E s p a c i a l " ,  

Do exposto acima, conclui-se que a s e ç ã o  retangu- 

l a r  s ó l i d a  funciona como uma seção v a z a d a  f i c t í c i a  na r u p t u r a .  

Esta simplificação é a c e i t á v e l ,  p o i s  foi confirmada experimen- 

talmente para ensaios de torção p-ura que, u m a  vez iniciado o 



p r o c e s s o  d e  fissuração, a influência d o  n ú c l e o  n a  c a p a c i d a d e  

resistente d a  seção é b a s t a n t e  r e d u z i d a  . Como h i p ó t e s e ,  e s -  

t e n d e m o s  e s t a  simplificação aos  c a s o s  d e  c o m b i n a ç õ e s  d e  e s  f o r -  

ç o s .  

Ao l o n g a  das paredes  d a  seção  vazada  f i c t í c i a ,  c r i a -  

s r  um fluxo d e  t e n s õ e s  tangenciais em f u n ç ã o  das  s a l i c i t a ç Õ e s  

e x t e r n a s .  São e s t a s  p a r e d e s  que vão resistir a e s t e  f l u x o  d e  

t e n s õ e s  t a n g e n c i a i s ,  sendo d e n o m i n a d a s  de  " P a r e d e s  Resisten- 

t e ~ ~ ' .  É a t r a v é s  do e s t u d o  da comp a t i b i l i d a d e  g e o m é t r i c a  d o  

mecanismo d e  r u p t u r a  e do e q u i l í b r i o  e s t á t i c o  d o  c o r r e s p o n d e n -  

t e  e s t a d o  de t ensões  n a s  "Pa redes  R e ç i s t e n t e ç t t  que ç e  d e t e r m i -  
- 

na a c a p a c i d a d e  r e s i s t e n t e  Última d a s  s e ç o e s  e a s u p e r f í c i e  d e  

i n t e r a ç ã o  e n t r e  a s  s o l i c i t a ç Õ e s .  

Para a n a l i s a r  a r e s i s t ê n c i a  Última da " p a r e d e  R e ç i s -  

l e n t e "  o u  de t o d o  o c o n j u n t o ,  assumem-se as s e g u i n t e s  h i p ó t e s e s :  

1. O c o n c r e t o  r e s i s t i r á  somente  2 compressão, i s t o  
.-. 
e ,  a r e s i s t ê n c i a  tração é n e g l i g e n c i a d a ;  

2,  A s  armaduras s ã o  d i s p o s t a s  como uma m a l h a  o r t o -  

g o n a l ;  

3 .  Q u a i s q u e r  que sejam o s  e s f o r ç o s  a t u a n t e s  na t r e -  

l i ç a  e s p a c i a l ,  s e r ã o  t r a n s m i t i d o s  somente e s f o r ç o s  a x i a i s  d e  
-., 

t r a ç ã o  e compressao n a s  armaduras; 

4 .  Somente  s e ç õ e s  s u b a r m a d a s  s e r ã o  c o n s i d e r a d a s ,  p a -  

r a  a s s e g u r a r  que a r u p t u r a  o c o r r a  d e v i d o  ao escoamento d a s  

a r m a d u r a s  s e m  o c o r r e r  f a l h a s  no c o n c r e t o ;  

5 .  A s  diagonais de c o n c r e t o  c o m p r i m i d o  ( b i e l a s  d e  

c o m p r e s  s ã o )  s ã o  devidarnen t e  a n c o r a d a s  p e l a  a r m a d u r a  L o n g i  tu- 

d i n a l  e e s t r i b o s ,  para evitar f a l h a s  l o c a i s .  

V i s t o  que a f a l h a  d o  c o n c r e t o  é e x c l u í d a  a t r a v é s  d a  

h i p ó t e s e  d a  s e ç ã o  s u b a r m a d a ,  a r u p t u r a  é d e t e r m i n a d a  p e l a s  

f o r ç a s  d e  e s c o a m e n t o  d a s  armaduras long i t u d i n a i s  e e s t r i b o s .  

A s s i m  6 possível i n v e s t i g a r  o s  mecanismos d e  r u p t u r a  p o r  m e i o  

d o s  t eo remas  d o  limite s u p e r i o r  e i n f e r i o r  d a  t e o r i a  d a  p l a s -  

t i c i d a d e ,  admitindo a curva t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  d a s  a r m a d u r a s  

com o c o m p o r t a m e n t o  elas t o p l á s t i c o  p e r f e i t o  e a formulação d o  

e q u i l í b r i o  p a r a  sistemas i n d e f o r m - a d o s  ( t e o r i a  d e  primeira o r -  

d e m ) .  



3.2.1, Resistência Torsional d a  s e f i o  Retangular  sob T d r ç ã ~  - 
P u r a  - 

Da t e o r i a  d a  membrana para c a s c a s  cilíndricas, d e -  

monst ra -se  que um fluxo de corte c o n s t a n t e  em todo perlmetro 

d a  s e ç ã o  d e  p a r e d e  f i n a  c o n s t i t u i  um e s t a d o  d e  tensões esta- 

ticamente ãdmissívek, quando o t o r q u e  a p l i c a d o  é c o n s t a n t e .  

O f l u x o  de corte  para s e ç õ e s  de paredes f i n a s  oriun- 

d a  d a  torção s e r á  dada p o r  

onde Ao é a área  l i m i t a d a  p e l o  perímetro E, que l i g a  o s  cen- 

t r o s  das s e ç õ e s  t r a n s v e r s a i s  das armaduras longitudinais nos 

cantos e - t 6 a espessura das p a r e d e s  d a  s e ç ã o  vazada  (FIGURA 

3 . 6 ) .  

FIGURA 3 . 6  - seção t r a n s v e r s a l  vazada, 

Da FIGURA 3 . 6  d e f i n e - s e  a s  s e g u i n t e s  v a r i á v e i s :  

F A é a f o r ç a  na armadura l o n g i t u d i n a l  s u p e r i o r ,  
S"P P i n f  e a 

força  na armadura longitudinal inferior, S é a força no es- - 
t r i b o ,  é a distância vertical e n t r e  os  e i x o s  d a s  armadu- 



r a s  l o n g i t u d i n a i s  nos cantos e - O  b a distância h o r i z o n t a l .  

A s  f o r c a s  p r o d u z i d a s  p e l o  fluxo d e  corte ( ~ t )  e n ~  

u m a  " P a r e d e  ~esistente'' s ã o  m o s t r a d a s  na F I G U R A  3.  7. Assunie-  

s e  que a r e s u l t a n t e  2 do campo de tensões de compressáo fl c 

ao c o n c r e t o  tenha uma i n c l i n a ç ã o  a c o n s t a n t e .  

F I G U R A  3 .7  - F o r ç a s  na " P a r e d e  Resistente" s o b  

t o r ç ã o  pura.  

F a z e n d o  o e q u i l í b r i o  e -n t r e  as forças a t u a n t e s  na  

" P a r e d e  ~ e s i s t e n t e " ,  obtemos as s e g u i n t e s  relações: 

- F o r ~ a  d e  compressão nas d i a g o n a i s  de c o n c r e t o  

s e n  a 

- T e n s ã o  d e  compressão 

D - - 'C 
Q = 

C 
t h. c o s  c sen a c o s  a 

- Forças nas  armaduras longitudinais, s u p o n d o  

F = F = F 
S U P  i n f  



- Ou a r e s u l t a n t e  de t r a ç ã o  na parede  

2 F = (rt) h. c o t  a 

- Força  nos  e s t r i b o s  

S h c o t  a 
o - ( ~ f )  hO 
S 

S = (rt) s tan a 

onde s é o espaçarnento entre os e s t r i b o s .  

Considerando a área da seção t r a n s v e r s a l  d o  e s t r i b o  

c o n s t a n t e  ao l o n g o  d e  toda s e ç ã o  transversal d a  peqa ,  bem co- 

mo a-inclinação d a s  d i a g o n a i s  de c o n c r e t o  comprimido, então 

p o d e - s e  a p l i c a r  a equaGão ( 3 .  I ) ,  o r i g i n a n d o - s e  a s  expressões 

a s e g u i r :  

- A r e s u l t a n t e  a x i a l  das f o r ç a s  nas armaduras lon- 

g i t u d i n a i s  d a  seção transversal  

P = C F = (rt) c o t  a C h '  = - cot o? 
2 A 

O 

ande C h' = u. A r e s u l t a n t e  R a t u a  n o  c e n t r ó i d e  do perímetro - 
u e m  um lado d a  s e ç ã o  e está e q u i l i b r a d a  c o m  a componente ho- - 
r i z o n t a l  D d a  r e s u l t a n t e  de compressão nas diagonais. 

-H 

- F o r ç a  n o s  estribos 

- Tensão de compressão no c o n c r e t o  

- - T 1 
OC 

2 Ao t s e n  a c o s  a 



Sendo  o e s t a d o  de tensões d e s c r i t o  p e l a s  e q u a ç õ e s  

( 3 . 7 1 ,  (3.8) e ( 3 . 9 )  estaticamente admissível ( o  q u e  g a r a n t e  

o e q u i l í b r i o  das demais equações) e a s e ç ã o  subawmada, p o d e -  

s e  a p l i c a r  o teorema e s t á t i c o .  A s s i m ,  o v a l o r  da r e s u l t a n t e  

d a s  f o r ç a s  n a s  a rmaduras  longitudinais e o v a l o r  d a  f o r ç a  nos 

e s t r i b o s  s ã o  l i m i t a d o s  p e l a  r e s u l t a n t e  d a s  forças  de  escoamen- 

to das armaduras longitudinais e p e l a  f o r ç a  d e  escoamento  do 

e s t r i b o ,  respectivamente. 

P o r t a n t o ,  teremos o s  s e g u i n t e s  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  : 

- para a resultante das armaduras l o n g i t u d i n a i s  

- para  a f o r ç a  nos e s t r i b o s  

A r e s i s t s n c i a  t o r s i o n a l  Última T ser% a r i n g i d a  s e  
-U 

as armaduras l o n g i t u d i n a i s  e os e s t r i b o s  escoarem simultanea- 

m e n t e .  

P e l a  manipulação a l g é b r i c a  das equações  (3.7) e 

( 3 . 8 1 ,  determina-se:  

2 A  R 
T = O 

U 
tan a 

2 A  S 
T = o y 

U 
c o t  a 

s 

E l i m i n a n d o  T ou a ,  chega-se 2 s  s e g u i n t e s  e x p r e s -  
-u 

sões f i n a i s  

tan a = 
R . s  .. 



Sendo  R um l i m i t e  i n f e r i o r ,  e s u p o n d o  que a f o r ç a  
-Y 

de escoamento d a s  barras superiores  s e j a  menor ou i g u a l  a 

< F força d e  escoamento das barras  i n f e r i o r e s  ( F y s u p  - yinf' ' a 

equação (3.12) pode  ser  escrita como 

onde T é a resistência torsional Última paxa  torção p u r a .  
uo 

Para o c a s o  de torção p u r a ,  L A M P E R T ~ ~  d e s e n v o l v e u  

um mecanismo de ruptura compat íve l  com o e s t a d o  d e  t ensões  Ú1- 

t imas  na "Parede Res i s t en te" .  

Não s e  v a i  desenvolvê-lo a q u i ,  p o i s  o o h j e t : i v o  

determinar a s u p e r f í c i e  de i n t e r a ç ã o  e n t r e  o s  e s f o r ç o s  de 

t o r ç ã o ,  flexão e c o r t e ,  e para isto, é necessário s o m e n t e  o 

teorema e s  tãtico. 

D i s c u t e - s e  também, a n e c e s s i d a d e  d e  l i m i t a r  o v a l o r  

d a  inclinação d a s  d i a g o n a i s  d e  c o n c r e t o  c o m p r i m i d o  para e v i t a r  

um a u m e n t o  excessivo nas  aberturas  d a s  fissuras e ,  conseqf len-  

temente,  o esmagamento do concreto  n e s t a s  d i a g o n a i s .  

Dos r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s ,  d e d u z i u - s e  os s e g u i n -  

t e s  l i m i t e s  para e s t a  i n c l i n a ç ã o  

9 p a r a  qualquer  combinação de carregamento . 

3 . 2 . 2 .  R e s i s t ê n c i a  a ~ l e x ã o  e Corte da s e ç ã o  Transversa l  

R e t a n g u l a r  

As f o r ç a s  i n t e r n a s  a t u a n t e s  nos e l ementos  d a  "Parede 

~ e s i s t e n t e " ,  d e v i d o  ao momento f l e t o r  e a f o r ç a  c o r t a n t e  a p l i -  

cados ,  são mostrados na F I G U R A  3 . 8 .  



F I G U R A  3 . 8  - Forças  na "Parede R e s i s t e n t e "  s o b  

f l e x ã o  e corte. 

Determina-se a c a p a c i d a d e  r e s i s  t e n t e  Última d e s  ta p a  - 

rede a p a r t i r  do teorema e s t á t i c o ,  a d o t a n d o  o mesmo p r o c e d i m e n  - 

to do i t e m  a n t e r i o r .  

A s s i m ,  e q u i l i b r a n d o  as s o l i c i t a ç õ e s  e o s  e s f o r ç o s  

i n t e r n o s  p r a  d u z i  dos  na "Parede R e s i s t e n t e " ,  o b t é m - s e  as r e  la- 

$Ões' s e g u i n t e s  : 

- F o r ç a  de  compressão  na d i a g o n a l  de  c o n c r e t o ,  c o n s i .  - 

d e r a n d o  a i n c l i n a ç ã o  d a  d i a g o n a l  c o n s t a n t e  

onde V é a f o r ç a  de c o r t e  atuante na p a r e d e .  - 

- ~ e n s ã o  de compressão n o  c o n c r e t o  

r3 = 
D - - v 

C 
t h. c o s  a t h. sen a c o s  a 

- Forças  nas armaduras l o n g i t u d i n a i s  

barra s u p e r i o r :  - - - M - v + - . c o t  C1 
S U P  h, . 2 



barra  i n f e r i o r :  

onde M é o momento fletor a p l i c a d o  n a  p a r e d e .  

- Força  n o s  e s t r i b o s  

V .  s . t a n  u 
S = 

P â r a  uma s e ç ã o  subarmada e ,  cons iderando que o e s t a -  

d o  de tensões d e s c r i t o  p e l a s  equasÕes a n t e r i o r e s  é e s t a t i c a -  

mente admissivel, tem-se os s e g u i n t e s  l i m i t e s  para as f o r ç a s  

nas armaduras l o n g i t u d i n a i s  e e s t r i b o s  

barra s u p e r i o r :  F i F = A 0 
s u p  - ysup  S U P  YSUP 

barra  i n f e r i o r :  
F i n f  5 F y i n f  - *inf "yinf  

[r < = *st y s t  - Y 
e s t r i b o :  

onde F ysup: Fyinf e S s ã o  f o r ç a s  de escoamento, A s U p ,  Ainf 
Y - 

e A s t  - são areas das s e ç o e s  t r a n s v e r s a i s  e 0 y s u p '  O y i n f  e 

0 s ã o  tensões d e  escoamento da b a r r a  s u p e r i o r ,  barra  i n f e -  
y s t  

rior e e s t r i b o ,  respectivamente. 

P a r a  a carga Ú l t i m a ,  assume-se  como h i p ó t e s e  que  o 

escoamento ocorra nas barras i n f e r i o r e s  e n o s  e s t r i b o s ,  l a g o  

Fin  f 
= F 

y i n f  

S = S  
Y 

I n t r o d u z i n d o  as  equações (3.18) e (3,191 na c o n d i ç ã o  

acima, chega-se  nos va lores  Ú l t i m o s  para o momento f l e t o r  

c o x t a n t e  

U u - + -  cor. C1 = 
h 2 F y i n f  



com 
h. 

t a n  á = 2 

S u b s t i t u i n d o  a equação  ( 3 . 2 2 )  e m  ( 3 . 2 0 ) ,  o b t é m - s e  

- 
P o r  conveniencia, a d i m e n s i o n a l  i z a - s e  a e q u a ç a o  acima 

u s a n d o  o s  s e g u i n t e s  valores d e  r e f e r ê n c i a :  

+- 

Se V u = O (flexão pura}, o momento  p l á s t i c o  s e r a  

( 3 . 2 3 )  

S e  M = O ( c o r t e  p u r o ) ,  a f o r ç a  c o r t a n t e  p l á s t i c a  
u 

d 

s e r a  

Des ta  m a n e i r a ,  chega-se  a curva de i n t e r a ç ã o  e n t r e  

o momento f l e t o r  e o e s f o r q o  de c o r t e  e x p r e s s a  p e l a  equa$ãa 

a b a i x o  

Como a seção r e t a n g u l a r  f i s s u r a d a  c o n t é m  q u a t r o  e l e -  

m e n t o s  de "Parede Resistente", a resistência Última d a  mesma 
.- e m  r e l a ç ã o  ao momento f l e t o r  e a força c o r t a n t e  s e r a  e x p r e s s a  

p e l a s  s e g u i n t e s  e q u a ç õ e s :  

- P a r a  o momento f l e t o r  Último e m  f l e x ã o  pura  

p o i s  as d u a s  barras  i n f e r i o r e s  da .  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  contr ibuem 



para r e s i s t i r  â f l e x ã o .  

- Para a força cortante  Última e m  c o r t e  puro 

/ h 
o 

V = 2 J 2 Fyinf S - 
UO s 

Neste c a s o ,  cons idera - se  que as duas "Paredes Resis- 

t e n t e s t t  v e r t i c a i s  d a  s e ç ã o  contr ibuem para r e s i s t i r  ao  e s f o r s o  

c o r t a n t e .  

As consideraçÕes cinemáticas s o b  o estado de  t e n s õ e s  

Gltimas na " P a r e d e  Resistente" s u b m e t i d a  a f l e x ã o  e c o r t e  e a 

l i m i  t a ç ã o  d a  i n c l i n a ç ã o  das diagonais de  c o n c r e t o  c o m p r i m i d o  
2 0 

e s t ã o  d e s c r i t a s  na referênc ia  + 

P r o c e d e n d o  da mesma maneira e assumindo as h i p õ t e -  

s e s  s i r n p l i  fi c a t i v a s  dos i t e n s  a n t e r i o r e s ,  de terminaremos  as 

curvas  d e  i n t e r a ç ã o  torção-flexão a t r a v é s  das r e l a fÕes  de  e q u i  - 

l i b r i o  e s t á t i c o  das f o r ç a s  que atuam na t r e l i ç a  e s p a c i a l .  O 

e i x o  de r e f e r ê n c i a  a d o t a d o  e e s t a s  forças  e s t ã o  mostradas  n a  

F I G U R A  3 . 9 .  

F I G U R A  3 .9  - Forças na " T r e l i ç a  E s p a c i a l "  sob flexo-torção. 



- 
E q u i l i b r a n d o  as f o r g a s  atuantes  na sepao.  em r e l a -  

- 
çao  a o s  e i x o s  de r e f e r ê n c i a  a d o t a d o s ,  tem-se : 

- somat8rio das forças  na d i r e ç ã o  do e i x o  x - 

( ~ . t )  i F X = 0 = 2 ( F  + F ) - --- 
S 'JP inf tan a 

- s o m a t ó r i o  dos momentos na  d i r e ç ã o  do e i x o  x 

- 
é interessante o b s e r v a r  que a e q u a g a o  acima é i g u a l  a equação  

( 3 . 1 ) .  

- F o r ç a  nos e s t r i b o s  

. tan ~i 

S u b s t i t u i n d o  a equasão ( 3 . 3 0 )  e m  ( 3 . 3 1 )  e na e q i l a ~ ã o  

( 3 +  2-8) , e d e s e n v o l v e n d o  a equação ( 3 . 2 9 )  , d e  t e r m i n a - s e  

2 * A  . s  
O 

t a n  M. = 

T . s  

Devido a s u p e r p ~ s i ç ã o  d a s  t e n s õ e s  n o r m a i s  n a s  arma- 

duras l o n g i  t u d i n a l s  c a u s a d a s  p e l o s  momen tos  f le t o r  e t o r s o r ,  

o s  m ó d u l o s  d a s  f o r ç a s  que atuam nas  a r m a d u r a s  s u p e r i o r e s  e in- 

f e r i o r e s  são  diferentes, i s t o  é ,  enquanto as  f o r s a s  nas b a r r a s  

s u p e r i o r e s  somam-se, as f o r ç a s  n a s  b a r r a s  i n f e r i o r e s  s u b t r a e m -  

s e  o u  v í c e - v e r s a ,  dependendo dos s e n t i d o s  dos momentos f l e ~ a r  
- - 



e torsor a p l i c a d o s .  ConseqUentemente haverá  um t r e c h o  d a  cur- 

va d e  interação flexão-tor$ão em que o escoamento das armadu-  

ras i n f e r i o r e s  o c o r r e r ã  antes d o  e s c o a m e n t o  das a r m a d u r a s  s u p g  

r i o r e s ,  o u  v i c e - v e r s a .  

Assim, vamos c o n s i d e r a r  e s t e s  d o i s  c a s o s  s e p a r a d a -  

m e n t e .  

N o  p r i m e i r o  c a s o ,  c o n s i d e r a - s e  o e s c o a m e n t o  das ar- 

maduras i n f e r i o r e s  , = 
Finf F y i n f  

. A d i c i o n a n d o  a equasão 

( 3 . 3 3 )  a ( 3 . 3 4 )  e s u b s t i t u i n d o  pelo v a l o r  tan a d a  equação 

( 3 . 3 2 )  , o b t é m - s e  
n 

L L 1  

2 . F  - U U .  s U 
C - 

y i n f  4 . A ~  o 2 . S  h 
Y O 

D i v i d i n d o  p o r  
F y i n f '  

i n t r o d u z i n d o  o s  momentos 

f letor Última (equação ( 3 . 2 6 ) )  e t o r s o r  Último ( e q u a ç ã o  ( 3 . 1 3 ) )  
- 

p a r a  f l e x ã o  pura e torçao p u r a ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e a r e l a ç ã o  

p = F  / I? chega-se  a s e g u i n t e  expres sa0  
yinf y s u p '  

1 T 2 
U 

M 
U - (  + - -  - 1 

F T 
UO 

M 
U O  

Agora, c o n s i d e r e - s e  o escaamento d a s  a r m a d u r a s  s u p e -  

r i o r e s ,  F =F , Neste  caso,  s u b t r a e - s e  a equação ( 3 . 3 3 )  da 
u Y S U P  

( 3 . 3 4 )  e s u b s t i t u i - s e  pelo v a l o r  de  t a n a  d a  e q u a ç ã o  ( 3 . 3 2 1 ,  

c h e g a n d o - s e  na expres são  s e g u i n t e  

D i v i d i n d o  por 2 F , i n t r o d u z i n d o  o s  momentos 
Y S U P  

Ú l t i m o s  das e q u a ç õ e s  ( 3 . 2 6 )  e ( 3 . 1 3 1 ,  e a r e l a ç ã o  

obtém-se 

C o m  as equações ( 3 . 3 5 )  e ( 3 . 3 6 )  e a relação p = 3  
- .  

traçamos a curva d e  i n t e r a ç a o  f lexão-corte ( F I G U R A  3 . 1 0 )  . 



O borra elástica 

e barra escoando 

F I G U R A  3.10 - D i a g r a m a  de interação torção-flexão. 

- 
Como p o d e m o s  v e r ,  e m  uma s e s a o  armada p a r a  r e s i s t i r  5 flexão 

' Fy i n  f 
> F , p > l), a resistência t o r s i o n a l  p o d e  s e r  au-  

Y S U P  
men tada  com a aplicação simultânea d o  m o m e n t o  f l e t o r .  A máxi- 

ma r e s i s t ê n c i a  t o r s i o n a l  é o b t i d a  p e l a  i n t e r s e c ç ã o  d a s  d u a s  

curvas r e p r e s e n t a d a s  p e l a s  equações  ( 3 . 3 5 )  e ( 3 . 3 6 1 ,  p a r a  a 

q u a l  t o d a s  as a r m a d u r a s  l o n g i t u d i n a i s  escoam. E n q u a n t o  q u e  

numa s e ç ã o  armada para r e s i s t i r  à t o r S ã o  p u r a  = F 
' F y i n f  y s u p '  

P = 11, o máximo t o r q u e  ocorre q u a n d o  o momento Ele t o  r é i i u l o .  

N e s  t e  Último c a s o ,  o c o r r e  o e s c o a m e n t o  das  a r m a d u r a s  l o i i g i  tu- 

d i n a i s  e e s t r i b o s .  Estas curvas  f o r a m  c o n f i r m a d a s  exper imen-  

talmente e m  t e s t e s  f e i t o s  e m  ~ l b e r t a ' ~ ,  New S o u t h  waless, 
9 

Z u r i  ch e 111inois2 6 .  

C a b e  s a l i e n t a r  que M U L L E R ~ ~  p r o p ô s  um m e c a n i s m o  d e  

r u p t u r a  p a r a  s e ç õ e s  vazadas  de p a r e d e s  f i n a s ,  c o m p a t í v e l  geo-  

m e t r i c a m e n t e  com o estado d e  tensões Ú l t i m o  na " p a r e d e  r e s i s -  

t e n t e "  s o b  f l e x ã o  e t o r ç ã o  d e s c r i t o  n e s t e  i t e m .  



Examina-se agora ,  a "Parede Resistentet '  p a r a  u m a  rom- 

b i n a ç ã o  g e r a l  d e  torcão, f l e x ã o  e c o r t e .  

Os f l u x o s  d e  tensões tangenc ia i s  d e v i d o  ao momento 

t o r s o r  e a força cortante  s ã o  o b t i d a s  de acordo c o a  a F I G U R A  

3.13.. 

Torção Cor fonte 

F I G U R A  3.11 - Fluxos de tensões tangenciais d e v i d o  a 

t o r ção  a c o r t a n t e .  

Pela superposição d e s t e s  fluxos tangenciais para o s  

d i f e r e n t e s  l a d o s ,  obtém-se 

Para o Iada 2 

Para o lado 4 e 8 

Para o lado  6 



Todos  o s  l a d o s  t e r ão  d i f e r e n t e s  i n c l i n a ç õ e s  para as 

bielas de  compressão, de  t a l  modo que o escoamento de d o i s  

con j  u n t o s  quaisquer  d a s  armaduras l o n g i t u d i n a i s  e os e s t  r i b s s  

deverá o c o r r e r  simultaneamente. O correspondente esquema es- 

t ã t i c o  e s t á  na F I G U R A  3.12. 

F I G U R A  3.12 - Sistema e s t á t i c o  s o b  torção-f  lexão-corte. 

Para o pr ime iro  mecanismo d e  r u p t u r a ,  assume-se que 

as b a r r a s  inferiores escoam, F3 = F5 = F  D e s t a  maneira, - yinf 
a seçao t ransversa l  rotárá em r e l a ç ã o  a o  e i x o  s u p e r i o r  1 - 7  

( F I G U R A  3 . 1 2 )  . 
F a z e n d o  o sornat8rio dos  momentos e m  r e l a ç ã o  a e s t e  

e i x o  e i g u a l a n d o - o  ao momento f l e f o r  Último, L M ~ - ~  = MUI 

o b t e m o s  a seguinte e x p r e s s ã o  



A equaçáa (3.31) e s t a b e l e c e  u m a  r e l a ç ã o  e n t r e  as f o r -  

ças  n o  estribo e a i n c l i n a ç ã o  a das diagonais de c o n c r e t o  com- - 
p r i m i d o .  Se o e scoamen to  do e s t r i b o  o c o r r e ,  e s t a  e q u a ç a o  f i c a  

i g u a l  a 

SY 
= ( T . L )  . s . tan ~1 

S u b s t i t u i n d o  e s t e  v a l o r  nas equações ( 3 . 3 7 ) ,  d e t e r -  

n i n a - s e  a s  i n c l i n a ç õ e s  d a s  b i e l a s  nas  q u a t r o  " P a r e d e s  Res i s  t e n -  
- 

t e s "  d a  s e ç ã o ,  c o m  a s  e x p r e s s o e s  a s e g u i r  

( ~ . t ) ~  S 
- S 

c o t  01, = - - T V . (- -b - 1 

T r o c a n d o  o valor c o t  a na e q u a ç ã o  ( 3 . 3 8 )  p e l o s  ua- 

l o r e s  d a s  expressGes  acima;  f a z e n d o  u s o  d o s  v a l o r e s  d e  r e f e r ê n  - 
tia d a s  equações ( 3 . 1 3 ) ,  ( 3 . 2 6 )  e ( 3 . 2 7 )  e d a  r e l a ç ã o  

= F y i n f ' F y s u p  , ob tém-se  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o  d e  i n t e r a E ã o  

U m a  e x p r e s s ã o  similar é o b t i d a  s u p o n d o  o e s c o a m e n t o  

das  a r m a d u r a s  l o n g i t u d i n a i s  s u p e r i o r e s ,  F1 = F7 = F 
Y S U P  

E x i s t e  o u t r a  p o s s i b i l i d a d e  d e  escoamento das arrna- 

duras  longitudinais: escoamento das b a r r a s  1 e 3 o u  das bar- 

r a s  7 p 5 .  S u p o n d o  que  a s  b a r r a s  1 3 escoeni ,  tcni-sc 



P1 = F e F j  = F yinf. Neste  c a s a ,  a s e g a 0  t r a n s v e r s a l  
Y S U P  

r o t a r á  e m  r e l a ç ã o  ao e i x o  v e r t i c a l  5 - 7 ao longo do l a d o  d i -  

r e i t o  ( F I G U R A  3 . 1 2 ) .  Os momentos f l e t o r e s  em r e l a F ã o  a e s t e  

e i x o  t o r n a m - s e  n u l o s .  

U s a n d o  o s  mesmos p r o c e d i m e n t o s  a n t e r i o r e s  chegamos  
,.. 

a s e g u i n t e  e q u a ç a o  d e  interação 

A i n t e r p r e t a . ç ã o  g r á f i c a  d e s t a s  t r ê s  c u r v a s  d e  inte- 
- 

raçoes está na F I G U R A  3 . 1 3 ,  p a r a  uma taxa p = 3 .  Os d i f e r e n -  

t e s  mecanismos d e  r u p t u r a ,  devido 2 s  d i v e r s a s  p o s s i b i l i d a d e s  

de escoamento das a r m a d u r a s ,  s ã o  também mostrados. A i n t e r s e c  - 

$20 destas t r ê s  c u r v a s  f o r m a  uma s u p e r f í c i e  no espaço  de t en -  

S Õ E S  c h a m a d a  d e  c a p a c i d a d e  d e  carga  d a  v i g a  s o b  f l e x ã o - t o r ~ ã o -  

corte. 

É i m p o r t a n t e  o b s e r v a r  que n e n h u m  mecanismo de r u p t u -  

ra c o m p a t í v e l  geome t r i c amen te  com as curvas da F I G U R A  3 .13  

m o s t r a d a  n a  p a g i n a  s e g u i n t e ,  foi p r o p o s t a .  Com i s s o  nuao s e  

g a r a n t e  a u n i c i d a d e  da s o l . u ç ã o ,  mas g a r a n t e - s e  que e s t a  s o l u -  

ção é um d o s  l i m i t e s  i n f e r i o r e s .  



e barro escoando 

O barra eidstico 

F I G U R A  3.13 - C u r v a s  d e  i n t e r a ç ã o  para t o r G ã o - f  l e x ã a - c o r t e .  

3..5. s u p e r f í c i e  d e  Escoamento 

A a n á l i s e  da F I G U R A  3 . 1 3  t r a t a - s e  de u m  p r o b l e m a  

c o m p l e x o ,  p o i s  a i n t e r s e c ~ ã o  d a s  três  c u r v a s  de i n t e r a ç ã o  ge-  

ram uma s u p e r f í c i e  d e  c a r g a  com i n f i n i t o s  p o n t o s  a n g u l o s o s ,  

onde  o v e c o r  d e  fluxo p l á s t i c o  n ã o  e s t á  d e f i n i d o .  ~ l é m  do 

que,  haveria uma d i £ i c u l d a d e  enorme p a r a  a implernentaçãa  com- 

p u t a c i o n a l  ao se  a d o t a r  e s t a  s u p e r f í c i e .  

A s s i m  surge  a necessidade de s e  d e f i n i r  uma s u p e r -  

f í c i e  de c a r g a  s i m p l e s  para h a v e r  a possibilidade d a  aplicação 

t e ó r i c a  e c o m p u t a c i o n a l  do p r o b l e m a  p r o p o s t o ,  a p a r t i r  d a s  

c u r v a s  d e  i n t e r a ç ã o  do i t e m  3 . 4 .  

Desta m a n e i r a ,  d e f i n e - s e  as  s e g u i n t e s  curvas dc in- 



- -  A p r i m e i r a  curva obrérn-se t r o c a n d o  o s  v a l o r e s  d e  

r e f e r ê n c i a  V e T da equação ( 3 . 3 9 )  p e l o s  v a l o r e s  
U O  UO 

"1 = J P v  e T U 1  
= G T  chegando  a equação  a b a i x o  

uo uo ' 

u v a l o r  a b s o l u t o  de M é usado p o i s  as o u t r a s  d u a s  - -U 

p a r c e l a s  d a  e q u a ç ã o  acima s a o  positivas, ambaç s ã o  e l e v a d a s  ao 

q u a d r a d o  e a s  s i m ,  t r a b a l h a - s e  no q u a d r a n t e  positivo d o  e s p a ç o  

de tensões. 

- A s e g u n d a  curva tem-se t r o c a n d o  o s  valores d e  V e 
U O  . . 

T 
110 

da equação ( 3 . 4 1 )  p e l o s  v a l o r e s  V", = J 1 / 2  ( ~ + l )  . V 
U O  - - 

T U ,  = J 1 / 2  ( p t l )  . T d e t e r m i n a n d o - s e  a expressão s e g u i n t e  u O ' 

O s  v a l o r e s  a b s o l u t o s  d e  T e V s ã o  a d o t a d o s  p e l o s  
-u -u 

mesmos motivos a p r e s e n t a d o s  acima.  

Para a a n á l i s e  d e  um problema, as c u r v a s  de i n t e r a -  - 
< a o  calculadas n e s t e  i t e m  serão a p l i c a d a s  s e p a r a d a m e n t e ,  s e n  

c c n s i  d e r a r  a i n t e r s e c ç ã o  entre as mesmas. 

C a b e  s a l i e n t a r  q u e ,  a o  d e r e r m i n a r - s e  a s  c u r v a s  d e  

i n t e r a ç ã o  d a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 4 2 )  e ( 3 . 4 3 1 ,  a s s u m i u - s e  can io  h i p 6 -  

t e s e  b d s i c a  o c o m p o r t a m e n t o  e l a s t o p l d s t i c o  p e r f e i t o  p a r a  as 

a r m a d u r a s  l o n g i t u d i n a i s  e t r a n s v e r s a i s .  P o r t a n t o ,  n a s  a p l i -  

c a ç õ e s  n u r n 6 r i c a s  d o  c a p i t u l o  5 ,  a o  u s a r - s e  e s t a s  c u r v a s  d e  

i n t e r a ç ã o  c o m o  s u p e r f f c i e  d e  e s c o a m e n t o  d e  e l e r n e n t u s  d e  b a r r -  

d e  c o n c r e t o  a r m a d o ,  a c o n s t a n t e  d e  e n d u r e c i m e n t o  s e r á  t o m a d a  

i g u a l  a z e r o  ( H = O ) .  



,. C A R A C T E R ~ S T I C A S  DO PROGRAMA COHPUTACIONAL.  ALGORÍTMOS 

E M P R E G A D O S .  PROCEDIMENTOS E CRITERIOS U T I L I Z A D O S .  

4.1. Elemento Implementado 

É o e lemento  de g r e l h a  p l a n a  conforme o i t e m  2.1,  o u  

s e j a ,  cada barra p o s s u i  d o i s  nós  e três graus  de l i b e r d a d e  p o r  
# 

no (w, Bx, By). A s  funções de forma s ã o  lineares e o elemen- 

t o  é r e t o  e p r i s m á t i c o .  

O b t e n ç ã o  d a  M a t r i z  de R i g i d e z  d o  E l e m e n t o  

O s  c o e f i c i e n t e s  d a  m a t r i z  de r i g i d e z  e l á s t i c a  d e  um 

e l e m e n t o  de barra  s ã o  o b t i d o s  c o n s i d e r a n d o - s e  o m e s m o  engastado  

e m  s u a s  e x t r e m i d a d e s ,  i m p o n d o - s e ,  sucessivamente, d e s l o c a m e n t o s  

u n i t á r i o s  n a s  direções  correspondentes  a o s  graus de  l i b e r d a d e  

e m  cada  nó e c a l c u l a n d o - s e  a s  a ç õ e s  de e n g a s t a m e n t o  e m  cada 
1 6  c a s o  , -  

Desse modo, obtém-se para um e l e m e n t o  r e t o  d e  s e ç ã o  

t r a n s v e r s a l  constante  de g r e l h a  p l a n a ,  a m a t r i z  de  r i g i d e z  

e l á s t i c a  d e s c r i t a  a b a i x o ,  

s i m é t r i c a  



onde  - E é o rnódulo de e l a s t i c i d a d e  l o n g i t u d i n a l ,  - G o m ó d u l o  de 

e l a s t i c i d a d e  t r a n s v e r s a l ,  - I o momento d e  i n é r c i a  d a  s e ç ã o  

t r a n s v e r s a l  em r e ~ a ~ ã o  ao e i x o  l o c a l  - y ,  - J o momento de i n é r c i a  

a t o r ç ã o  da seção t r a n s v e r s a l  do e lemento  e + L o c o m p r i m e n t o  do 

e l e m e n t o .  

A matriz d e  r i g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a  é c a l c u l a d a  de 

acordo com as e q u a ç õ e s  ( 2 . 2 9 )  , ( 2 . 3 0 )  e (2.31) p a r a  um elemen- 

t o  que t e n h a  articulação n o  n8 - i ,  nó - j o u  e m  ambos ,  

respectivamente. 

4 . 3 .  c r i t é r i o  d e  ~ l a s t i f i c a ~ ã o  d o s  E l e m e n t o s  

N o  c a s o  dos elementos de  g r e l h a ,  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  

p l á s t i c o s  os nós cujos e s t a d o s  d e  t e n s õ e s  s a t i s f i z e r e m  a equa-  

ção ( 3 . 4 2 ) ,  i s t o  é,  quando o e s t a d o  d e  t e n s õ e s  d o  nÓ o c u p a r  n o  

e s p a ç o  de t e n s õ e s ,  um p o n t o  s o b r e  a s u p e r f f c i e  de e scoamen to .  

Confo rme  o i t e m  2 . 4 ,  o e l e m e n t o  s e r á  c o n s i d e r a d o :  

@ l ã s  t i c o ,  s e  n-o t i v e r  nenhum n8 plas ti f i c a d o ;  p a r c i a l m e n t e  7 p l a s t i f i c a d o ,  e t i v e r  um d o s  n ó s  p l a s t i f i c a d o ;  t o t a l m e n t e  

p l á s t i c o ,  qua o ambos  o s  nós e s t i v e r e m  p l a s t i f i c a d o s .  

A f i m  d e  melhora r  a e f i c i ê n c i a  c o m p u t a c i o n a l ,  d e f i -  

n i m o s  uma faix de p l a s t i f i c a ç ã o  que  c o n t é m  e s t a d o s  d e  t ensões  

próx imos  ao e s  a d o  d e  t e n s õ e s  que p l a s t i f i c a  o n o .  P o r t a n t o ,  

s e r ã o  c o n s i d e r  d o s  p l a ç t i f i c a d o s  os n ó s  c u j o s  n í v e i s  d e  tensões 

e s t i v e r e m  d e n t  o d e s t a  faixa d e  p l a s t i f i c a ç ã o ,  d e  tal forma que  

0 nó - i d e  um P ernento  k e s t a r á  p l a s t i f i c a d o  q u a n d o  s e  c u m p r i r  - 

o n d e  Fz ik, M X / .  e M ~ i k  s ã o  e s f o r ç o s  na e x t r e m i d a d e  - i do ele- 

mento k, 
+ 'pk e Mpk s ã o  o s  e s f o r ç o s  p l á s t i c o s  l i m i t e s  do 

e l e m e n t o  k e - é um valor que p o d e  s e r  e s c o l h i d o  em £ u n ç ã o  da 

p r e c i s ã o  e e f  i ê n c i a  d e s e j a d a s .  Um valor t í p i c o  u s a d o  é 

6 = 0 , O I .  



A s e g u i r  s e r á  f e i t a  uma d e s c r i ç ã o  d a  s e q u ê n c i a  g e r a l  

d o  p r o g r a m a  c o m p u t a c i o n a l .  O programa f o i  d e s e n v o l v i d o  de mo- 

d o  que ao f i m  d e  c a d a  e t a p a  d e  cargas tenhamos um o u  mais  nós 

da e s t r u t u r a  p l a s t i f  i cados .  A s e q ~ ê n c i a  u s a d a  é a s e g u i n t e :  

a )  Arbitra-se um v e t o r  de  c a r g a s  - PO com as compo- 

n e n t e s  a p l i c a d a s  nos nós e nas  d i r e ç õ e s  d e s e j a d a s .  A p r o p o r -  

$;o n u m é r i c a  a d o t a d a  e n t r e  as  d i v e r s a s  c o m p o n e n t e s  é m a n t i d a  

c o n s t a n t e  até o f i m  do c á l c u l o .  Para este carregamento r e s o l -  

ve-se  o p r o b l e m a  de  f o r m a  e l á s t i c a ,  o b t e n d o  o s  d e s l o c a m e n t o s  

n o d a i s  e os e s f o r ç o s  n a s  e x t r e m i d a d e s  dos e l e m e n t o s .  

O b) Determina-se um v a l o r  - r de tal forma que a 

m u l t i p l i c a ~ ã o  d e s t e  v a l o r  p e l o  s i s t e m a  de carga i n i c i a l  
P O  - 

d á  o p r i m e i r o  no plas ti f i c a d o .  P a r a  d e t e r m i n a r  o v a l o r  
o 

d e  L ,  a p l i c a m o s  a equação ( 3 . 4 5 ) .  

P a r t i n d o  d e  uma a n á l i s e  i n i c i a l  e l á s t i c a ,  de  o n d e  
O 

MXO 
O obtgm-se a s  farsas no n8 i do e l e m e n t o  k ( F z  - - ik' ik' Myik) 9 

a t i n g i r á - s e  o e s t a d o  d e  p l a s t i f i c a ç ã o  d o  n6  - i s e  multipli- 
o carmos o s - e s f o r ç o s ,  cargas e deslocamentos p o r  um valor r 
ik 

tal que 

D e s e n v o l v e n d o  e s t a  equação d e  29  grau p o d e - s e  o b t e r  

o v a l o r  de r': - 

Usa-se o s i n a l  positivo na r a i z  q u a d r a d a  p o i s  n ã u  



O 
interessam v a l o r e s  n e g a t i v o s  de r ik 

O 
Uma v e z  c a l c u l a d o  o s  v a l o r e s  de r p a r a  todos o s  

O 
ik 

e l e m e n t o s ,  d e t e r m i n a - s e  o menor d e l e s  r min 
que d a r á  o p r i -  

me i r o  nÓ p l a s  t i f i c a d o .  

c )  A t u a l i z a m - s e  o s  v e t o r e s  de  cargas n o d a i s ,  d e  d e s -  

l o c a m e n t o s  n o d a i s  e de  f o r ç a s  nas e x t r e m i d a d e s  d o s  e l e m e n t o s :  

1 O 
P = r  
++ 

p0 
min - 
O uL  = r 

& 

u0 
min - 

1 O 
F = r  F O  min - 

d )  Calcu la - se  a m a t r i z  d e  r i g i d e z  e l a s  t o p l á s  ti ca 

K@', - c o n f o r m e  item 2 . 4 ,  para elementos que t i v e r e m  algum nó 
p l a s t i f i c a d o .  E n t r e  e s t e s  se r ão  i n c l u í d o s  também o s  elernen- 

tos que satisfizerem a equação ( 4 . 2 ) .  

A m a t r i z  d e  r i g i d e z  e l a s t o p l ~ s t i c a  d o s  e l e m e n t o s  s e -  
* 

ra s e m p r e  a t u a l i z a d a  no i n z c i o  d e  cada e t a p a .  P a r a  i s t o ,  u t i -  

l i z a - s e .  o v e t o r  de fo r sa s  nas extremidades  d o s  e l e m e n t o s  acu- 

m u l a - d o s  até a e t a p a  a n t e r i o r .  

e )  O próximo p a s s o  é m o d i f i c a r  a m a t r i z  d e  r i g i d e z  

a l o b a l  d a  e s t r u t u r a .  Isso é feito r e t i r a n d o - s e  a contribuição Q 

c a r s e s p o n d e n t e  a e t a p a  a n t e r i o r ,  d e  cada e l e m e n t o  que j á  E S -  

t a v a  p l a s t i f i c a d o  o u  que s e  p l a s t i f i c o u  d u r a n t e  a e t a p a  a t u a l ,  

e a c r e s c e n t a n d o - s e  a nova c o n t r i b u i ç ã o  de cada e l e m e n t o  p l a s -  

t i f i c a d o  2 matriz de r i g i d e z  g l o b a l .  

£1  Resolve-se  o sistema 

o n d e  PO é o v e t o r  d e  cargas d e f i n i d o  em a ,  - - [K] é a m a t r i z  - 
d e  r i g i d e z  g l o b a l  o b t i d a  e m  e e A U  & o i n c r e m e n t o  d o  v c t o r  - - 
d e  d e s l o c a m e n t o s  n o d a i s ,  que o b t e m o s  como s o l u ç ã o  do s i s t e m a .  

Para a s o l u ç ã o  d e s t e  s i s t e m a  o p r o c e d i m e n t o  e s c o -  
- ,  



6 
I h i d o  foi o método d e  Gauss p a r a  b a n d a  s i m é t r i c a  . 

Calcula-se o determinante  da matriz de  r i g i d e z  g l o -  

bal na  e t a p a  a t u a l  comparando-o  com o v a l o r  da e t a p a  a n t e r i o r .  

S e  

d e t  [K]' = d e c  [K] 
R-1 

- - 

d e t  [K]' 5 O 
& 

a e s t r u t u r a  a p r e s e n t a  a c o n f i g u r a ç ã o  d e  mecanismo d e  c o l a p s o  

plástico, sendo que a equação ( 4 . 7 )  corresponde ao c o l a p s o  

parcial e a equação  ( 4 . 8 )  a o  c o l a p s o  t o t a l .  

g )  O b t i d o  o v e t o r  A U ,  d e t e r m i n a - s e  o incremento do - 
vetar de forças n a s  e x t r e m i d a d e s  d o s  elementos, i s t o  é 

para e l e m e n t o s  e l á s t i c o s ;  

AF = K~~ A U  para elementos p a r c i a l m e n t e  o u  t o t a l , -  - - * 

mente p l ~ s t i c o s .  

h) O p a s s o  d o  p r o g r a m a  6 a d e t e r m i n a ç ã o  d e  

um v a l o r  - r p a r a  o nó i do e lemento  k na e t a p a  R. E s t e  v a l o r  - - 
c a l c u l a d o  é o n e c e s s á r i o  para f a z e r  c o m  que as  forças n a  e x t r e  - 

m i d a d e  - i d o  e l e m e n t o  k em fase e l á s t i c a  a t i n j a  l i n e a r m e n t e ,  - 
n a  e t a p a  c o n s i d e r a d a ,  a s u p e r f í c i e  d e  e s c o a m e n t o  d o  material. 

Nes te  c a s o  a estrutura j á  e s t á  s u b m e t i d a  a um d e t e r -  

minado  e s  tado de carga. Se guizerrnos a t i n g i r  a p l a s t i f i c a ç ã o  

de um nÕ devemos  multiplicar o s  i n c r e m e n t o s  de e s f o r ç o s ,  car- 

gas  e d e s l o c a m e n t o s  por um v a l o r  r 
ik p a r a  que s e  cumpra 

a - i  a k-1  
+ r  AMx R , Fz i k  + r i k  AFzik 2 Mx 

( 1 + (  
ik ik ik) 



onde Fz e-i Hxe-l e são a s  e s f o r ç o s  e x i s t e n t e s  n o  nó e m  
ik' ik M y i k  

c o n s i d e r a q ã o  com os valores acumulados até a etapa a n t e r i o r ,  
J?. A F Z ~ ~ ,  AMx 

R II 
ik e LMyik s ã o  os  incrementos c a l c u l a d o s  na  e t a p a  

a t u a l  de a c o r d o  com o item " g "  e r u m  f a t o r  a ser  de te r rn i -  ik 
n a d o .  

R e s o l v e n d o  a equação ( 4 . 9 )  de 29  g r a u ,  podemos d e t e r  - 

m i n a r  

o n d e  o s  v a l o r e s  d e  A ,  3 e C s ã o  d a d o s  p e l a s  fórmulas: 

A s e g u i r ,  s e r á  a n a l i s a d o  o s i n a l  da r a i z  q u a d r a d a  na 

f z r m u l a  ( 4 . 1 0 )  

Sinal d e  A :  
---+- -- - 

D a  equação ( 4 . 1 1 )  c o n c l u i - s e  que 

Sinal de 8 :  ----- -- 
Lembrando o i t e m  2.2, tem-se q u e  a expressão - as L- i-} F é matematicamente e n v o l v i d a  no c r i t é r i o  de c a r g a ,  car- 

a F 
g a - n e u t r a  e d e s c a r g a .  Assim, d e s e n v o l v e n d o  e s t a  expressão  p a r a  

o nÓ i d o  e l e m e n t o  k na  e t a p a  E, com a s u p e r f í c i e  d e  e s c o a m e n t o  - - 
d a  equação  ( 4 . 2 1 ,  obtém-se: 

k 
fr 

I L: r;. 



T 
R- l 

2 M x i k  
R - l  

a r 
2 Fz 

ik 
S G N  Myik 

(A) {-- 9 
7 I -I 

Do produto  e s c a l a r  e n t r e  as equações ( 4 . 1 4 )  e (4.151, 

tem-se como r e s u l t a d o  a mesma expressão d a  equação ( 4 . 1 2 ) ,  l o -  

go c o n c l u i - s e  que 

P o r t a n t o ,  a sinal de B s e r á  

- em carga 

- e m  descarga  

Sinal de C :  ----- -- - 
Como o nó irá a t i n g i r  a s u p e r f í c i e  d e  carga n e s t a  

e t a p a ,  t e m - s e  

L o g o ,  o sinal de  C s e r á  

~ n a l i s a n d o  os s i n a i s  de A ,  B e C c o n c l u i - s e  q u e :  

t a n t o  em carga quanto e m  descarga, t e m - s e  



D e s t a  maneira, o v a l o r  de r ik 
é p o s i t i v o .  

i) D e  t o d o s  o s  v a l o r e s  d e  r c a l c u l a d o s  c o n f o r m e  ik 
o i t e m  " h " ,  e s c o l h e - s e  o menor d e l e s  denominado  r . O in- mi n 
crernento d e  c a r g a  r PO é necessário para l e v a r  o n ó  i do 

min - - 
e l e m e n t o  k a o  escoamento. - 

j )  Atualizam-se os  v e t o r e s  de cargas n o d a i s ,  d e  d e s -  

locamentos n o d a i s  e de f o r ç a s  nas  extremidades  dos elementos. 

p e  = + 
.." - p0 

rnin c 

R 
F = F  
+4 - + r AF' 

rnin - 
R 

U = U  
R - 1  

& -., + r AU' 
min - 

k) F a z - s e  a c o n t r o l e  d o s  nós j á  p l a s t i f i c a d o s .  O 

o b j e ' t i v n  d e s t e  passo  é v e r i f i c a r  s e  o s  nÕs p l a s t i f i c a d o s  até 

a e t a p a  a n t e r i o r  afastaram-se muito ( d e f i n i d o  de acordo com o 

acu ramen to  numérico d e s e j a d o )  da superfície d e  escoamento. 

Se algum n 8  p l a s t i f i c a d o  c u j o  e s t a d o  d e  t e n s õ e s  nao 

s a t i s f i z e r  a equação  a b a i x o  

p r o c e d e - s e  da s e g u i n t e  maneira: diminui-se o v a l o r  d e  r 
rnin 

c a l c u l a d o  e m  h ( n e s t e  p r o g r a m a  toma-se  - O r E m  s e -  

g u i d a ,  v o l t a - s e  ao item " j "  e repe te - se  o p r o c e s s o  até que to- 

d o s  o s  n ó s  p l a s t i f i c a d o s  s a t i s f a ç a m  a equação ( 4 . 1 8 ) ;  quando 

i s t o  a c o n t e c e r ,  passa - se  para o i t e m  s e g u i n t e .  



Para o s  elementos já p l a s t i f i c a d o s  c a l c u l a - s e  novas  

m a t r i z e s  de r i g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a  e com e s t a s ,  atualiza-se a 

m a t r i z  de rigidez g l o b a l .  

Voltamos ao i t e m  "d" e repetimos o processo  até a t i n  - 
gir a carga d e  c o l a p s o .  

4 * 5 .  Diagrama de Blaco d a  Programa C o m p u t a c i o n a l  

A s e g u i r  será  representado  o d e s e n v o l v i m e n t o  d o  

programa cornputacionsl  em forma de macro-diagrama d e  b l o c o s ,  

conforme a f i g u r a  ( 4 . 1 )  na página que segue .  D e t a l h e s  s o b r e  

a e n t r a d a  de dados são encontrados  no ~ p ê n d i c e  A .  



DADOS , . a 

~ e l c u l o  da carga  que ,pias t i f i c a  
a primeiro e l e m c n t a  e q .  ( 4  . 4 )  

1 I 

I 

' .  

c á l c u l o  da  m a t r i z  d e  rigidez ' elastoplas t i c a  dos elementos 
4 

, plas ti f i c a d o s  I 
-' 

Atualização d ?  matriz de 

C á l c u l o  dos incrpmentos de des -  1 
l o c a m e n t o s .  reacoes e f o r c a s  

.L 
~ á i c u i ~  do  f a t o r  rmi, 4ue i p , l a s t i f i c a  u m  ou mais  nos  
n e s t a  e t a p a  e q . ( C . L O )  

~ t u a l i e a ~ ã o  dos des locarnen  t o s ,  
reações e foisaç e q .  ( 4 : l l )  I 
v e r i < i c a ç ã o  d o s  nós p l a s e i f i c a -  
dos  nesta e tapa  e q . ( 4 . 2 )  

G 
A l g u m  r16 se a f a s t o u  muito da  
s u p e r f í c i e  de c a r g a  ? eq. ( 4 . 1 8 )  

min 
I H 

Algum nó retomou ã região 
e l e s t i c a ?  cq.(4.19) 

A @ a t r u t u r a  se c o n v e r t e u  num 
mecanismo? e q s .  ( 4 .  7 )  e ( b  . a )  

F I G U R A  4 . 1  
" .  



Nes te c a p í t u l o  p r o c u r a - s e  e s t a b e l e c e r  algumas cornpa- 
... 

r a ç o e s  d o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  através da i m p l e m e n t  a ç ã o  d o s  

p r o c e d i m e n t o s  d i s c u t i d o s  n o s  c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s .  

Algumas s o l u S Õ e s  s ã o  comparadas  com as o b t i d a s  p o r  

o u t r o s  a u t o r e s ,  outras c o n f r o n t a d a s  com r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n -  

t a i s .  

serão apresentados  também r e s u l t a d o s  d a  análise d e  

p r o b l e m a s  s i m p l e s ,  c o n s t i t u í d o s  p o r  um Ú n i c o  e l e m e n t o ,  q u e  £0- 

ram Ú t e i s  na i r n p l e m e n t a ç ã o  do endurec imento  i s ó t r o p o  no p r o g r a  

ma. O c o m p u t a d o r  u t i l i z a d o  f o i  o B U R R O U G K S  B6700. 

..., 
5.1. Exemplos com a U t i l i z a ç a o  de Apenas um E l e m e n t o  

O o b j e t i v o  dos e x e m p l o s  a s e g u i r  foi t e s t a r  o c o m p o r  

tamento ' d o  programa, para  p r o b l e m a s  com endurecimento i s Ó t r o -  

P O *  

Apresenta-se  e n t ã o ,  uma v i g a  em b a l a n ç o  s u b m e t i d a  a 

um momento  f l e t o r  em sua  extremidade l i v r e  (F IGURA 5 . 1 ) .  Desta 

m a n e i r a ,  t e m - s e  um e s t a d o  de f l exão pura, p o d e n d o - s e  p o r c a n t o ,  

d e t e r m i n a r  a curva  momento f l e t o r - r o t a ç ã o  na e x t r e m i d a d e  l i v r e  

d a  v i g a .  E s t a  curva deve c o i n c i d i r  com o modelo b i l i n e a r  da 

relação m o m e n t o - r o t a ç ã o  a d o t a d a  p a r a  o m a t e r i a l  com e n d u r e c i -  

mento i s 8 t r o p o .  Na F I G U R A  5.1 pode s e r  visto que h á  uma c o n -  

cordância m u i t o  boa. 

Os d a d o s  a p r e s e n t a d o s  para a a n á l i s e  n u m g z i c a  dos 

exemplos d e s t e  item fo ram r e t i r a d o s  d o  e x e m p l o  d o  i t e m  s e g u i n -  

te, com e x c e s s ã o  d a  c o n s t a n t e  de e n d u r e c i m e n t o .  P a r a  e s t e  

exemplo f o r a m :  c o n s t a n t e  de  endurecimento H = 1 0 ,  r i g i d e z  
2 

a E l e x ã o  e l á s t i c a  E 1  = 1381,35 KN.m , momento f l e t o r  d e  

p l a s t i f i c a ç ã o  MP = 7 6 , 8 2  KN.m, comprimento do e l e m e n t o  = l r n  

c o i n c r e m e n t o  de carga i g u a l  a 10. KN.m. 



F I G U R A  5.1 - Curva momento-rotação na e x t r e m i d a d e  li- 

vre  d a  viga em b a l a n ç o  s o b  f l e x ã o  p u r a .  

I50 

- L00 

E + cialo ds carga 
Z 76.0 - modelo bilfnear 
PC 
Y 

50 

4 1 

b 

Como segundo e x e m p l o ,  tem-se o mesmo e lemento ,  agora  

s u b m e t i d o  a um momento torsor  em sua  extremidade  l i v r e  ( F I G U R A  

5 . 2 ) ,  tendo-se ass im,  um e s t a d o  d e  t o r ç ã o  p u r a .  A p a r t i r  d a í ,  

dete-rmina-se  a curva momento torsor- torção na extremidade li- 

vre d a  v i g a  em balanço .  Esta curva deve c o i n c i d i r  com o mode- 

l a  b ' i l i n e a r  da re lação  torque-torção a d o t a d o  para o material 

com endurec imento  i s Ó t r o p o .  Na F I G U R A  5 . 2  pode s er  v i s t o  que 

h á  uma c o n c o r d â n c i a  muito b o a .  

i 

Os v a l o r e s  adotados para e s t e  exemplo foram: cons-  

O 2 4 6 I 1 O 12 

RotaqUo ma extremidade livre em rodknos 
ey .i03 

c a n t e  de e n d u r e c i m e n t o  B = 10, r i g i d e z  t o r s i o n a l  e l á s t i c a  
2 

G3 = 3 9 2 , 8 2  KN.m , momento t o r s o r  d e  p l a s t i f i c a ç ã o  

Tp = 13,56 KM.m, comprimento do e lemento  II = I m  e o i n c r e -  

m e n t o  d e  carga i g u a l  a 1 KN.m. 

Como t e rce i ro  exemplo, d i s c u t e - s e  a influência d a  

i n t e r a ç ã o  f l e x o - t o r ç ã o  no comportamento e l a s  t o p l á s  t ico da v i g a  

e m  balanço. A s s i m ,  aplicam-se um momento fletor e um momenta 

t o r s o r  na extremidade  l i v r e  d a  v i g a .  A d o t o u - s e  para e s t e  ca- 
2 2 s o ,  a s u p e r f í c i e  de  e scoamento  com a equafão rn2 r f = R , 

onde m = ~ y / M p  e t = MxlTp. Para a s u p e r f í c i e  de e s c o a -  

m e n t o  i n i c i a l  toma-se R = 1. 



Torçõo no exrttrimidode livre em rodionos 
Bx - 10- 

F I G U R A  5 . 2  - Curva torque-torção na extremidade  l i v r e  

da v i g a  em b a l a n ç o  s o b  t o r ç ã o  p u r a .  

As F I G U R A S  5 . 3 . a  e 5 - 3 . b  ind icam as  curvas momento 

f l e t o r - r o t a ç ã o  e torque-torção na extremidade  l i v r e  d a  v i g a ,  

o b t i d a s  d a  análise numérica u t i l i z a n d o  um incremento d e  carga 

p r o p o r c i o n a l  com My/Mx = 4 .  P o d e - s e  observar a não l i n e a r i -  

dade d e s t a s  curvas para as d e f o r m a ç o e s  e l a s t o p l ~ s t i c a s ,  o que 

é correta, uma vez  que a não l i n e a r i d a d e  da i n t e r a ç ã o  f l e x o -  

t o r ç ã o ,  d e f i n i d a  através d a  s u p e r f í c i e  de  escoamento ,  d e t c r m i -  

n a  a não  l i n e a r i d a d e  d a  matriz de r i g i d e z  e l a s t o p l ~ s t i c a  e 

conseqf lentemente  a não linearidade da relação entre esforços d e  

extremidade do elemento e d e £  ormações elas t o p  1 5 s  t i c a s  (FIGL'RA 5 . 4 ) .  

A s u p e r f l c i e  de escoamento f i c a  r e p r e s e n t a d a  p o r  u m  

círculo d e  raio R .  Pode-se v e r  n a  FIGURA 5 . 4  o movimento d a  - 
s u p e r f í c i e  de escoamento, expandindo-se u n i f o r m e m e n t e ,  d u r a n t e  

o p r o c e s s o  d e  carga ,  o que é c o n d i z e n t e  com o comportamento  da 

s u p e r f x c i e  de carga do m a t e r i a l  com endurecimento i s 6 t r o p o .  

O a  dados s ã o  os  mesmos dos exemplos  a n t e r i o r e s ,  sen- 

d o  o s  incrementos  d e  carga i g u a i s  a 1 KN.m e 0,25 K N . m ,  p a -  

ra o momento fletor e torsor ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  



Toacão na extremidade livre em rçrdionoa 
8% 1õ2 

F I G U R A  5 . 3  - C o m p o r t a m e n t o  e l a s t o p l á s  t i c o  d a  v i g a  

em b a l a n ç o  sob f lexo-torção. 

a) Curva momento-rotação na e x t r e m i -  

d a d e  l i v r e .  b) Curva t o r q u e - t o r ç ã o  

na e x t r e m i d a d e  l i v r e .  



Superfície de escoamento inicial 

F I G U R A  5 . 4  - Comportamento e l a s t o p l ~ s t i c o  com e n d u r e c i m e n t o  i s Ó t r o p o  das curvas  momento- 
r o t a ç ã o  e t o r q u e - t o r ç ã o ,  e da s u p e r f I c i e  de escoamento, durante o p r o c e s s o  
d e  c a r g a  p a r a  a v i g a  em b a l a n ç o  s o b  f l e x o - t o r ç ã o .  



5.2. %a Curva d e  Concreto  Armado com Diversas  ~ o n d i ~ õ e s  de 

C o n t o r n o  

O e x e m p l o  a ser c o n s i d e r a d o  agora é uma v i g a  curva 

de concre to  armado de s e ç ã o  t ransversa l  r e t a n g u l a r .  C o m  o com - 
p r i r n e n t o  de 2,9m, o â n g u l o  do vão d e  75 g r a u s  e o raio d e  

2 , Z l r n .  S u j e i t a  a uma carga concentrada a p l i c a d a  2 4  graus  

do apoio d i r e i t o  (FIGURA 5 . 5 ) .  

F I G U R A  5.5 - Geometxia  da v i g a  c u r v a .  

Urna v i g a  com e s t a s  caracterzsticas f o i  e n s a i a d a  p o r  

K A D A W Y  e t  a 1 3  para  as c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  a p r e s e n t a d a s  nu 

figura a b a i x o .  

C A S O  A CASO 8 

CASO O 

APOIADO E 1- n É s n i , . . l D o  i ronçio 

APOIO SIMPLES 

F I G U R A  5.6 - ~ o n d i ~ Õ e s  de c o n t o r n o  d a  v i g a  c u r v a .  



E s t e  a u t o r  obteve  a s  c a x g a s  Ú l t i m a s  e o s  c o r r e s p o n -  

d e n t e s  mecanismos d e  r u p t u r a ,  tanto analítica como exgerirnen- - 
t a l m e n t e .  Na a n á l i s e  t e ó r i c a  BADAWY assumiu que as s e ç o e s  

t r a n s v e r s a i s  d a  v i g a  tinham o comportamento r í g i d o - p l á s t i c o  e 

d u c t i l i d a d e  s u f i c i e n t e  a f l e x ã o ,  torSão e corte. U t i l i z o u  a 
e 

ap rox imaçao  do teorema do l i m i t e  i n f e r i o r ,  p a r a  o q u a l  a s  con- 

f i g u r a ç õ e s  d e  e q u i l í b r i o  e s t á t i c o  d o s  mecan i smos  de r u p t u r a  d a  

v i g a  c u r v a  s a t i s f a z i a m  o s  critérios d e  escoamento d e s c r i  t o s  

a b a i x o .  

2 2 
u p r i m e i r o  c r i t é r i o  c e m  a equação  m2 + t / ( I - v  ) = l  

e d e f i n e  um l i m i t e  s u p e r i o r  para a c a r g a  Gltima, d e  acordo com 

a referência 1 2 1 .  Enquanto que o s e g u n d o  critério, d e  e q u a -  
2 2 

m2 + t /(l-v) = 1 ,  d e f i n e  u m  l i m i t e  i n f e r i o r .  

De acordo com BADAWY, e s t e s  c r i t é r i o s  l e v a m  e m  c o n s i  - 

deração  a i n f l u ê n c i a  d o  e s f o r ç o  de c o r t e  na obtenção da c a r g a  
2 2 

Última através d o s  termos (1-v  ) e ( l - v )  . 
Nas expressões  acima m = My/Mp, t = Mx/Tp e 

v = F z / V p .  

Assume-se d a q u i  e m  d i a n t e  a s e g u i n t e  n o t a ç ã o :  Y . C * 1  

["Yiel d C r i t e r i o n " )  r e f e r e - s e  ao primeiro critério de e s  coamen- 

:o e .Y .C . 2  r e f e r e - s e  ao s e g u n d o .  Enquanto  que Y. C. 3 refere- 

s e  ao c r i t é r i o  d e  escoamento d e f i n i d o  no  c a p í t u l o  3 ,  d e  acordo 
- 2 2 

com a e q u a ç a o  3 . 4 2 ,  i s t o  é, m + t + v = 1. C a b e  l e m b r a r  

que e s t a  equação também d e f i n e  um limite i n t e r i o r  p a r a  a c a r g a  

u l t i m a ,  c o n f o r m e  o desenvolvimento t e ó r i c o  e x p o s  to no  c a p í  tu10 

3 .  A i n t e r p r e t a ç ã o  g e o m é t r i c a  d e s t a s  equações acima e s  tL< mos- 

t r a d a  na F I G U R A  5 . 7 .  

Para aplicarmos o n o s s o  programa e conferí-10 com o s  

r e s u l t a d o s  d e  BADAWY, assumimos a viga com c o m p o r t a m e n t o  e l a s  - 

t o p l á s t i c o  p e r f e i t o  com f o r ~ a  c o r t a n t e  d e  p l a s  t i £  i c a s ã o  

V p  = 151,Z K N ,  momento t o r ç o r  de p l a s  t i f i c a ç ã o  T p  = 1 3 , 5 6  

K N . m  e momento fletor de p l a s t i f i ~ a ~ ã o  Mp = 7 6 , 8 2  K N . r n ,  d a -  

d o s  n a  r e f e r ê n c i a  1 3 1 .  0s v a l o r e s  d a  r i g i d e z  a E l e x ã o  e l á s t i -  

c a  E1 = 1 3 8 1 , 3 5  K N . ~ ~  e d a  r i g i d e z  t o r s i o n a l  e l á s t i c a  
a 

GJ = 3 9 2 , 8 2  K N . ~ ~  foram c a l c u l a d o s  a partir da sesão transver- 

s a l  da viga de 15,2 x 30,5 cm, da r e s i s t ê n c i a  m é d i a  d o  c o n c r e t o  



4 - 2 
a compressao d e  30 ,O4 N/mm , de a c o r d o  com a r e f e r ê n c i a  13 1 ,  
e f a z e n d o  uso d o s  i t e n s  8.2.5  e 8 . 2 . 6  da NB-1/78. 

F I G U R A  5.7 - S u p e r f i c i e s  d e  e s c o a m e n t o s .  

Usando o p r o c e d i m e n t o  n u m é r i c o  d e s c r i t o  no c a p í t u l o  

4 ,  e u t i l i z a n d o  uma f a i x a  de p l a s t i f i c a ç ã o  de 12, u m  c o n t r o l e  

de p l a s t i f i c a ç ã o  d e  l,O5 e um i n c r e m e n t o  d e  carga i g u a l  a 1 KN, 

determinaram-se a s  cargas  Últimas que s ã o  comparadas com o s  

r e s u l t a d o s  d e  B A D A W Y ,  como s e  i n d i c a  no d e c o r r e r  d e s t e  e x e m p l o .  

N a t u r a l m e n t e ,  a adoção de e l e m e n t o s  retos n a  m o d e l a -  

gem de uma v i g a  curva i n t r o d u z  e r r o s  nos e s f o r ç o s  i n t e r n o s  e 

na sua r e d i s t r i b ~ i ~ ã o  d u r a n t e  o proces so  d e  p l a s t i f i c a ç ã o .  P a  - 

ra saber  c o m  quantos  elementos retos deveriamos d i s c r e t i z a r  a 

v i g a  curva ,  r e a l i z o u - s e  u m a  análise de c o n v e r g ê n c i a ,  c u j o s  re- 

s u l t a d o s  e s t ã o  i n d i c a d o s  na TABELA 1. 



TABELA I - Valores  d a  carga Última e m  KN - para a v i g a  c u r v a  d i s  - 

c r e t i z a d a  em 6,8  e 1 2  elementos r e t o s  e com a s  c o n -  

d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  d a  FIGURA 5.6, u s a n d o  o c r i t é r i o  

de  e s coamen to Y. C. 3 .  

* Diferença re la t iva  entre o valor da carga Gltima obt ida  com 6 e 12 
elemntos  . 

c o n d i ç õ e s  d e  
c o n t o r n o  

Caso A 

C a s o  B 

C a s o  C 

Caso D 

Conclu iu-se  da t a b e l a  a c i m a  que a c o n s i d e r a ç ã o  de um 

nÜmero maior d e  e l e m e n t o s  não afeta significativamente o r e s u l -  

t a d o  d a  c a r g a  Última e que a p a r t i r  d e  6 e l e m e n t o s  tem-se u m a  

p r e c i s ã o  r a z o á v e l .  A m a i o r  d i f e r e n ç a  e n t r e  os v a l o r e s  d a  ca r -  

ga Última para  6 e 2 2  e lementos f o i  de 3 , 4 L ,  para  a c o n d i ç ã o  

d e  c o n t o r n o  d o  Caço C. P o r t a n t o ,  assumiremos daqui e m  d i a n t e  

6 
e l e m e n t o s  

1 4 7 , 4  

1 4 7 , 5  

9 9 , 8  

7 9 , 8  

a discretização da v i g a  curva em 6 elementos r e t o s ,  c o n f o r m e  

m o s t r a  a FIGURA 5 . 8  a b a i x o .  

8 
e l e m e n t o s  

1 4 9 , 7  

148,O 

1 0 0 , 7  

7 9 , 4  

1 2  
e l e m e n t o s  

FIGURA 5 . 8  - ~ i s c r e t i z a ~ ã o  da v i g a  curva  e m  6 e l e m e n t o s  r e t o s  

A %  * 

1 5 0 , 2  

1 4 8 , 4  
- 

103,2 

8 1 , 8  

1 ,9  

0 , 6  

3 , 4  

2 , 5  



Na T A B E L A  2 compara-se o s  v a l o r e s  d a  carga última, 

o b t i d o s  a t r a v é s  da análise n u m é r i c a  e usando o c r i t é r i o  de e s -  

coamento Y.C.3, com o s  v a l o r e s  t e ó r i c o s ,  c a l c u l a d o s  a p a r t i r  

d o  c r i t é r i o  Y. C. 2, e e x p e r i m e n t a i s ,  ambos determinados p o r  

BADAWY. 

TABELA L - Valores da carga Última KN - p a r a  v i g a  curva d i s c r e  - 

t i z a d a  em 6 e l e m e n t o s  retos, com as c o n d i ç õ e s  d e  

c o n t o r n o  da F I G U R A  5 .6  e u s a n d o  o critério d e  e s -  

coamento Y . C . 3 .  C o m p a r a ç i o  com r e s u l t a d o s  t e Ó r i -  
3 

c o s  e exper imenta i s  . 

Levando  em cons ideração  que d i s c r e t i z a m o s  a v i g a  c u r  - 

v a  em e l e m e n t o s  r e t o s  e utilizamos o c r i t é r i o  d e  e s c o a m e n t o  

Y . C . 3  para o b t e r m o s  o s  valores da c a r g a  Última, p o d e - s e  a f i r -  

mar q u e  e s t e s  r e s u l t a d o s  são confiáveis, p o i s  comparando-os  

com o s  v a l o r e s  teõricos o b t i d o s  através d o  c r i t é r i o  Y . C . 2  ( T A -  

B E L A  2 )  o b t e v e - s e  uma boa  corre laSão e n t r e  e s t e s  v a l o r e s ,  o 

c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a ç ã o  e n c o n t r a d o  foi i g u a l  a 0 , 9 9 .  

A m é d i a  d e  erros e n t r e  o s  r e s u l t a d o s  da c a r g a  Gltima, 

determinados  através d a  a n á l i s e  numérica, e o s  v a l o r e s  e x p e r i -  

m e n t a i s  f o i  d e  1 9 , 4 % .  P o r t a n t o ,  podemos  c o n c l u i r  que d e  f a t o  

o c r i t é r i o  d e  escoamento Y . C .  3 também d e f i n e  um l i m i t e  infe- 

r i o r  para a c a r g a  Ú l t i m a .  

A % 

2 6  

25,2  

2 0 , 3  

5 , 9  ( 

Q u a n t o  a o s  mecan i smos  de c o l a p s o  p l ~ s t i c o  d e t e r m i n a -  

d o s  p e l o  n o s s o  p r o g r a m a ,  eles não c o r r e s p o n d e m  aos m e c a n i s m o s  

o b t i d o s ,  t e 8 r i c a  e e x p e r i m e n t a l m e n t e ,  p o r  B A D A W Y ,  pois d i s c r e -  

valor 
experimental 

- -  
185,9 

1 8 4 , 6  

120,l 

A % 
c o n d i ç õ e s  
de contorno 

] C a s o  D I 7 9 , 8  

6 
e l e m e n t o s ,  

Y . C . 3  

1 , 9  

v a l o r  
t e o r i c o  

Y . C . 2  

C a s o  8 

Caso C 

7 4 , 5  7 , 1  1 8 4 , 5  

1 4 7 , 5  

9 9 , 8  

1 3 5 , Z  

9 5 , 2  

9 

4 9 8  



tizamas a v i g a  curva em segmentos r e t o s .  Por exemplo,  um dos 

tipos de  mecanismos de r u p t u r a  p r e v i s t o  p e l a  teoria d e s t e  au- 

tor, i m p l i c a  na formação de articulações p l á s t i c a s  torção- 

c o r t e  nos pontos  de momento n u l o .  C o m  a v i g a  curva d i ç c r e t i -  

zada em segmentos  d e  reta, n ã o  é p o s s í v e l  determinarmos e s t e s  

p o n t o s .  E n t r e t a n t o ,  segundo N E A L ~  O ,  o fato de  não termos a 

l o c a l i z a ç ã o  correta  das art icu lações  p l á s t i c a s  nos mecanismos 

d e  ruptura ,  não necessariamente, provoca erros  importantes  na  

carga de c o l a p s o  p l á s t i c o .  

Mos i t e n s  s egu in te s ,  d i s c u t e - s e  a i n f l u ê n c i a  das c o n  - 
diçÕes d e  c o n t o r n o ,  do e s f o r ç o  de corte e das constantes pl%s- 

ticas n a  c a r g a  Última. 

5*2.1. ~ n f l u ê n c i a  das ~ o n d i ~ õ e s  d e  C o n t o r n o  na Carga C o l a p s o  

Neste i t e m ,  a n a l i s a - s e  a v i g a  curva  d i s c r e t i z a d a  e m  

6 e l e m e n t o s  retos  ( F I G U R A  5 . 8 ) ,  para  os  quatro casos d e  condi- 

fÕes  de  contorno ,  usando o c r i t é r i o  de escoamento Y.C.3. Ob- 

tiveram-se a s  c u r v a s  carga-deslocamento expressas  no g r á f i c o  

da figur a  abaixo. 

F I G U R A  5 . 9  - Curvas  carga-deslocamento da v i g a  c u r v a  d i s c r e -  
t i z a d a  em 6 e lementos  r e t o s .  Influência d a s  
condiGÕes de contornó.  



S o b r e  a i n f l u ê n c i a  das c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  na c a r -  

g a  d e  colapso, obse rva - se  nas  curvas d a  FIGURA 5 . 9 ,  que a 

f a l t a  d e  r e s t r i F ã o  a t o r ç ã o  na e x t r e m i d a d e  e s q u e r d a  d a  v i g a  

curva ( c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  do Caso B )  tem um e f e i t o  desp re -  

z í v e l  no v a l o r  d a  carga Última, o u  s e j a ,  enquanto que para  a 

c o n d i s ã o  d e  c o n t o r n o  do Caso A a carga cltima f o i  de 1 4 7 , 4  K N ,  

para o C a s o  3 e s t e  v a l o r  foi de  1 4 7 , 5  KN. O b s e r v a - s e  a i n d a  
-. 

que, n r e s t r i ç ã o  a flcxão ( C a s o  3 ,  P u = 1 4 7 , 5  KN, 

TABELA 1) é m a i s  e f e t i v a  que a r e s t r i ç ã o  ã t o r ç ã o  ( C a s o  C ,  

P = 9 9 , 8  KN, T A B E L A  1) no i n c r e m e n t o  da carga Última e no 
u 

d e c r e m e n t o  das  deformações, i s t o  é,  para o mesmo i n c r e m e n t o  de 

c a r g a ,  a s  v i g a s  com a s  condições de c o n t o r n o  d o s  C a s o s  A e B 

s e  d e f o r m a m  menos que as v i g a s  dos C a s o s  C e D ( F I G U R A  5 . 9 ) .  

E s t e s  c o m p o r t a m e n t o s  f o r a m  p r e v i s t o s  p e l a  teoria desenvolvida 

na r e f e r ê n c i a  2 e c o n f i r m a d o s  e x p e r i m e n t a l m e n t e  3 .  

5 . 2 . 2 .  ~nfluência do E s f o r ç o  de Corte na Carga de C o l a p s o  

Antes d e  analisar o e x e m p l o  que s e  s e g u e ,  i m p o r -  

t a n t e  fazer a s e g u i n t e  o b s e r v a ç ã o :  D u r a n t e  a a n á l i s e  numéri- 

c a ,  ao de t e rmina rmos  o i n c r e m e n t o  de c a r g a  necessário p a r a  

plastificar o p r i m e i r o ,  e p o s t e r i o r m e n t e ,  o u t r o s  n ó s  d a  estru- 

t u r a , ,  u t i l i z a n d o  o s  c r S t é r i o s  d e  escoamento Y . C .  1 e Y. C . 2 ,  

chega-se  a uma equação  d e  4 0  grau p a r a  a variável r ( f a t o r  
r n i  n 

d e  c a r g a ) ,  

Mas de acordo com as s e q u e n c i a s  b - e b - da item 4 . 4  

do c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  somente  podemos d e t e r m i n a r  e s t e  f a t o r  de 

c a r g a  para e q u a ç õ e s  d e  2 0  grau em r 
m i n  ' 

Para c o n t o r n a r  e s t e  problema, a r b i t r a r e m o s  v a l o r e s  
2 para  v = F z / V p  nas termos ( 1 - v )  e ( 1 - v ) *  d a s  e q u a ç ó e s  

d o s  c r i t é r i o s  de e s c o a m e n t o  Y .C .1  e Y . C . 2 ,  respectivamente. 

Este p r o c e d i m e n t o  é s u g e r i d o  na r e f e r ê n c i a  121. T o r n a n d o - a s ,  

d e s t e  m o d o ,  em equações  d e  20  g r a u  p a r a  a v a r i á v e l  r 
m i n  ' 

P o d e n d o - s e  p o r t a n t o ,  r e a l i z a r  a a n z l  i s e  numérica e m -  

p r e g a n d o  e s t e s  c r i t é r i o s  d e  escoamento. 



Desta maneira, a n a l i s a r e m o s  a v i g a  c u r v a  d i s c r e  tiza- 

da em 6 e l e m e n t o s  r e t o s  ( F I G U R A  5.8) com as cond ições  d e  c o n  - 

t o r n o  d a  F I G U R A  5 . 6 .  Usando os c r i t é r i o s  de escoamento  Y. C . 1  

Q Y.C.2, 

- 
Das c o n s t a n t e s  p l á s t i c a s  d a d a s  p a r a  a s e s a o  d a  v i g a  

c u r v a ,  t i r a - s e  o v a l o r  d e  Tp/Mp = 13,56 K N / 7 6 , 8 2  KN 0,18. 

~ a n t é m - s e  e s t e  v a l o r  f i x o  e f a z - s e  a análise para  o s  v a l o r e s  

de V = F Z / V I J = ~ ;  0,2; 0 , 4 ;  0,6; 0 , B ;  O , 9  e O , 9 9 .  O b t e n d o -  

s e  as c u r v a s  "fator de  carga de c o l a p s o  - v'' - p l o t a d a s  n o s  grá-  

ficos d a s  F I G U R A S  5.10 e 5.11. 

P o d e - s e  c o n c l u i r  dos g r á f i c o s  das r e f e r i d a s  f i g u r a s  

que : 

- O f a t o r  de carga Gltirna decresce  com o aumento  d o  

v a l o r  d e  v ;  - 

- O f a t o r  de c a r g a  Última o b t i d o  a p a r t i r  d o  c r i t é -  

rio de e scoamen to  Y . C . 2  d e c r e s c e  mais r a p i d a m e n t e  que o f a -  

t o r  d e  carga Ú l t i m a  determinado a t r a v é s  d a  s u p e r f i c i e  de e s c o a  - 

mento  Y . C . l ;  

- E s t e  fator t e n d e  a a n u l a r - s e  para v a l o r e s  d e  V - pró - 

ximos d e  1 , O .  

E s t a s  c o n c l u s õ e s  j á  eram p r e v i s t a s ,  p o i s  p e l a  inter- 

p r e t a s ã o  geométrica d o s  c r i t é r i o s  d e  escoamento da  FIGURA 5 . 7 ,  
A 

v e - s e  que, a m e d i d a  que o v a l o r  a r b i t r a d o  pa ra  - v ( p o r  e x e m p l o ,  

V = 0 , 7 )  c r e s c e ,  e s t a s  s u p e r f í c i e s  de e s c o a m e n t o  d e c r e s c e m .  

S e n d o  que a s u p e r f í c i e  Y . C . 2  decresce mai s  r a p i d a m e n t e  q u e  a 

s u p e r f í c i e  Y . C . 1 .  Quando o va lor  a r b i t r a d o  p a r a  - v a p r o x i m a - s -  

d e  I, e s t a s  s u p e r f í c i e s  tendem para a c u r v a  v = I ( i n t e r s e c -  

ção d e  Y . C a l  e Y.C.2 com o plano d e  f l e x ã o  e c o r t e ) ,  c o n s e -  

quen t emen te  o fator d e  c a r g a  Ú l t i m a  t e n d e  a zero. 

A s e g u i r ,  compara-se  os v a l o r e s  d a  c a r g a  Ú l t i m a ,  d e -  

terminados a p a r t i r  da a n á l i s e  n u m é r i c a  com Y.C.1 e Y . C . 2 ,  com 

o s  r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  o b t i d o s  p o r  BADAWY u s a n d o  o s  mesmos  c r i  

terios d e  e s c o a m e n t o .  



F I G l J R A  5 . 1 0  - C u r v a  f a t o r  de carga de colapso-v - para a v i g a  curva d i s c r e t i z a d a  e m  6 elemen- 

tos retos, U s a n d o  o s  c r i t é r i o s  d e  escoamento Y.C.1 e Y . C . 2 .  a )  Para a condi - 

ç ã o  d e  contorno do Caso A .  b )  Para a c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  do Caso B. 



F I G U R A  5.11 - Curva f a t o r  de carga d e  c o l a p s o - v  - p a r a  a v i g a  curva d i s c r e t i z a d a  e m  6 e lemen-  

tos retos. Usando  o ç  c r i t é r i o ç  d e  escoamen to  Y . C . 1  e Y . C . 2 .  a) Para a c o n d i  - 

ç ã o  d e  c o n t o r n o  d o  C a s o  C .  b )  P a r a  a c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  do C a ç o  D. 



Como n ã o  sabemos  para q u a l  v a l o r  d e  - v a s o l u ç ã o  con-  

verge, pois e s t e s  s ã o  a r b i t r a d o s ,  adotou -se  o s e g u i n t e  proce- 

d i m e n t o :  

- Com o s  valores  teór icos  c a l c u l a d o s  por BADAWY en- 

t r a - se  no e i x o  das  ordenadas  das curvas "fator d e  carga ú l t i -  

m a - ~ " ,  - na forma adimensional  (pico . r )  /Mp,  e para o c r i t é r i o  

de  e s c o a m e n t o  c o r r e s p o n d e n t e  determina-se  o v a l o r  de - v rio c i x o  

das a b s c i s s a s .  E s t e s  proced imentos  e s t ã o  m o s t r a d o s  nos g,rsfi- 

ç o s  das FIGURAS 5.10 e 5.11, 

- Com o v a l o r  de - v c a l c u l a - s e  a carga Última para a 

viga c u r v a  em q u e s t ã o  a t r a v é s  d a  a n á l i s e  numérica. 

Evidentemente ,  chega-se  a uma s o l u ç ã o  c o m  o valor d e  

v a r b i t r a d o  para o qual a mesma c o n v e r g e .  E s t e s  valores e s t ã o  - 
I i s t a d o s  na TABELA 3 .  

Este  exemplo serve  para d e m o n s t r a r  a v a l i d a d e  d o  p r o  - 

cedimento numérico,  d e s c r i t o  no c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  n a  determi- 

nação de cargas Últimas para e s t r u t u r a s  de  c o n c r e t o  armado.  

No c a s o  e s p e c í f i c o  de v i g a s  curvas, d i s c r e t i z a d a s  p o r  elemen- 

t o s  re to s  de g r e l h a  p l a n a ,  houve uma boa aproximação com os 

r e s u l t a d o s  t e á r i c o s  e experimentais. 

A limitação da análise numérica, para e s t e  e x e m p l o ,  

e s t á  no fato de n ã o  podermos a p l i c a r  o s  c r i t é r i o s  de escoamen-  

to Y . C  .L e Y.C.2 com o valor d e  V sendo uma v a r i á v e l .  - 



TABELA 3 - Valores  d a  carga Última em K N  para  a v i g a  c u r v a  d i s c r e t i z a d a  em 
-+ 

6 e l e m e n t o s  retos, com as cond ições  de c o n t o r n o  d a  F I G U R A  5.6 e 

usando os c r i t é r i o s  Y . C . 1  e Y . C . 2  com v a l o r e s  d e  - v a r b i t r a d o s .  

comparação com r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  e experimentais. 

* É o e r ro  entre os valores da carga Última obt ida  com o cri tério de escoamento 
Y.C. 1, através d a  análise numérica, e o r e su l t ado  experimntal.  

Condições 
de 

c o n t o r n o  

C a s o  A 

Caso B 

Casa C 

Caso D 

Y.C.2 

1 4 6 , 4  
( v = O ,  6 8 )  

136,l 
(v=O , 6 8 1  

9 4 , 9  
(v = 0 , 7 )  

74,7 
( v = O ,  7 3 )  

Valor 
t e ó r i c o  

Valor 
t e ó r i c o  A Z A % Y . C . 1  

1 4 4 , 6  184,5 
(V.= 0 - 8 )  184,9 0,22 

0 , 3 4  

0,51 

O, 31 

135,2 

95,2 

74,5 

V a l o r  
experimen- 
tal 

n x *  

1 8 5 , 7  

1 8 4 , 6  

120,l 

84,5 

---- 
175,3 

118,5 

95,9 

O ,  6 7 

0,32 

0 , 2 7  

5 , 3 6  

1,83 

-13,lS 

174,7 
(v=O, 7 8 )  

117,9 
(v=O ,85) 

9 5 , 6  
( V  = 0 , 9 )  



5 . 2 . 3 .  Influência d a s  Constantes ~ l á s  t i c a ç  ( r e l a ç ã o  Tp/Mp)  na 

Carga d e  Colapso  - 

A s e g u i r ,  a n a l i s a - s e  a v i g a  curva d i s c r e t i z a d a  e m  6 

e l e m e n t o s  r e t o s  e com a cond i ção  de c o n t o r n o  do Caso A .  Usando 

o s  c r i t é r i o s  d e  e s c o a m e n t o  Y . C . 1  e Y . C . 2  com o s  v a l o r e s  d e  - V 

i g u a i s  a zero e 0 , 8 .  Das c o n s t a n t e s  e l á s t i c a s  dadas p a r a  a s e -  
2 

d a  v i g a ,  t i r a - s e  o v a l o r  G J / E I  = 3 9 2 , 8 2  KN.m /1382,35 KN. 

m2 = 0 , 2 8 .  ~antêm-se e s t e  v a l o r  f i x o  e faz-se a a n á l i s e  p a r a  

o s  v a l o r e s  d e  Tp/Mp = 0 , 0 1 ;  0 , l ;  0,2; O , 4 ;  0,6 ;  0,8 e 

1 , O .  O b t e n d o - s e  as  c u r v a s  " f a t o r  d e  carga  d e  c o l a p s o  - ,Tp/Mpt'  

p l o t a d a s  no da f i g u r a  a b a i x o .  
..-.-h. - .  . .  -... " 4 -  , - . ,  

F I G U R A  5 .  I2 - Curva de carga de  c o l a p s o  - T p  /MP p a r a  a v i g a  

curva d i s c r e t i z a d a  em 6 e l e m e n t o s  retos, com 

a c o n d i ç ã o  de  c o n t o r n o  do Caso A ,  u s a n d o  o s  

c r i t e r i o s  d e  escoamentos  Y.C.l P Y . C . 2 .  
- .  



P o d e - s e  c o n c l u i r  d e s t e  g r á f i c o  que: 

- O fator de carga Gltirna cresce com o a u m e n t o  d a  r P  

l ação  ~ p / ~ p ;  
.., 2 

- Para a e q u a ~ a o  m2 + t = 1 ( Y . c . ~  = Y . C . 2  p a r a  

o valor de v - = O), o f a t o r  de  c a r g a  Última 1130 s e  a l t e r a  p a -  

r a  v a l o r e s  de Tp/Mp maiores que 0,6;  

- O f a t o r  d e  ca rga  Última d i m i n u i  q u a n d o  s e  l e v a  e m  

c o n t a  o e f e i t o  d o  e s f o r ç o  de c o r t e  no critério d e  e s c o a m e n t o .  

E s t e  d e c r é s c i m o  é em f u n ç ã o  d o  c r i t é r i o  d e  e s c o a m e n t o  a d o t a d o .  

P o r  e x e m p l o ,  para Tp/Mp = 0,18, têm-se o s  f a t o r e s  d e  c a r g a  

Última i g u a i s  a A = 5 , 7  c o n s i d e r a n d o  Y . C , 1  = Y . C . 2  (v = O ) ,  

1 = 5 , l  para Y . C . 1  { v ! =  0,8} e X = 2 , 9  c o m  Y . C  .2 (v=0,8) - 
- Para valores de r e l a ç ã o  T ~ / M P  ~ r ó x i r n o s  d e  zero, 

o fator de carga Ültima t e n d e  a a n u l a r - s e .  Isto e x p l i c a - s e ,  

d e v i d o  ao a c o p l a m e n t o  e n t r e  as r i g i d e z e s  a f l e x ã o  e t o r ç i o n a l  

em uma v i g a  c u r v a .  P o r t a n t o ,  q u a n d o  Tp/Mp t e n d e  a z e r o ,  

s i g n i f i c a  que estarnos d e s p r e z a n d o  a resistência t o r ç a o  da v i -  

ga, c o n s e q l i e n t e m e n t e ,  a r e s i s t ê n c i a  % flexão t a m b é m  f i c a  d e s -  

prezada, é como s e  a v i g a  não  t i v e s s e  r e s i s t e n c i a  a f l e x o - t o r -  
- 

çao. L o g o ,  o fator de c a r g a  última para e s t a  s i t u a ç ã o  s e  anu- 

l a .  - 

O c o m p o r t a m e n t o  d e s s a s  c u r v a s  f o i   revisto p e l a  t c o -  

r i a  desenvolvida na r e f e r ê n c i a  12 1 .  

5 . 2 . 4 ,  Comparação  com as  Curvas - Carga-Deslocamento O b t i d a s  

E x p e r i m e n t a l m e n t e  

Neste  i t e m ,  vamos c o m p a r a r  as curvas c a r g a - d e s l o c a -  

mento  determinadas a t r a v é s  da análise numérica d a  v i g a  c u r v a ,  

d i s c r e t i z a d a  em 6 e l e m e n t o s  r e t o s ,  para os q u a t r o  c a s o s  d e  

c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  d a  FIGURA 5 . 6 ,  com as c u r v a s  o b t i d a s  ex- 

p e r i m e n t a l m e n t e  p o r  BADAWY. Es tas  c u r v a s  es  t ã o  mostradas n a  

F I G U R A  5 . 1 3 .  Na a n á l i s e  numérica, u t i l i z o u - s e  o c r i t é r i o  d e  

e s c o a m e n t o  Y , C . 1  com o s  v a l o r e s  de v a r b i t r a d o s ,  para o s  q u a i s  - 
a solução r o n v e r g i u ,  conforme m o s t r a  a T A B E L A  3 .  



Deslocamento do no' sob a oarga ( m m l  

F I G U R A  5 . 1 3  - Curvas carga-deslocamento e x p e r i m e n t a i s  e numéricas. 



Da f i g u r a  anterior, o b s e r v a - s e  que em s e  t r a t a n d o  d e  

des  locarnentcs o n o s s o  programa não obtém resultados satisfatõ- 

r i o s .  E v i d e n t e m e n t e ,  a f o r t e  não l i n e a r i d a d e  física e geomg- 

t r i c a  do concreto armado, desde  o i n í c i o  d o  processo d e  f i s s u -  

raçao até a r u p t u r a ,  s o b  um e s t a d o  complexo d e  tensões, n e s t e  

caso, f l e x o - t o r ç ã o - c o r t e ;  não pode  ser r e t r a t a d o  c o r r e t a m e n t e  

através do m o d e l o  d e  barra, com não l i n e a r i d a d e  f í s i c a  puntual, 

a d o t a d o  p e l o  n o s s o  p r o g r a m a .  

Mesmo p o r q u e ,  a n ã o  l i n e a r i d a d e  f z s i c a  d o  concreto 

armado r e f e r e - s e  ao  c o m p o r t a m e n t o  d o  concreto e das armaduras 

separadamente, mas levando o e £  eito c o n j u n t o  n a  d e  t e r m i n a ç ã o  

d a  r i g i d e z  da s e ç ã o ,  e e s t a s  rigidezes d e g r a d a m - s e  d u r a n t e  o 

p r o c e s s o  d e  fissuração, o que não é l e v a d o  em c o n t a  na formula- 

ção do e l e m e n t o  de barra empregado n e s t e  programa. 

P o r  outro  lado, podemos  o b s e r v a r  q u e  a formulação  n u -  

mér ica  d e s t e  t r a b a l h o  o b t é m  resultados s a t i s f a t Ó r i o s  com r e l n -  

ção a carga Última, p a r a  e l e m e n t o s  de c o n c r e t o  a rmado  s o b  fLe- 

x ã o - t o  r ç ã o - c o r t e .  

5.3. G r e l h a  P l a n a  O r t o g o n a l  com Duas Vigas  Longitudinais e Duas 

V i g a s  T r a n s v e r s a i s  

Neste  e x e m p l o ,  t r a t a - s e  d e  uma g r e l h a  plana o r t o g o n a l  

composta d e  12 elementos, 12 nós, com apoios r e s t r i n g i n d o  o s  

deslocamentos v e r t i c a i s  e os giros d e  torção em s u a s  e x t r e m i d a -  

d e s ,  e com 4 cargas c o n c e n t r a d a s  a p l i c a d a s  em s e u s  n ó s  livres 

( F I G U R A  5 . 1 4  .a). O s  e l e m e n t o s  t ê m  o c o m p r i m e n t o  i g u a l  a 1 rn, 

s e ndo as p r o p r i e d a d e s  geométricas e f í s i c a s  i g u a i s  para  l o d o s  

eles. 

Assume-se a g r e l h a  com c o m p o r t a m e n t o  e l a s t o p l á s t i c o  
2 p e r f e i t o ,  com r i g i d e z  a f l e x ã o  e l á s t i c a  E1 = 10000 KN.m e 

2 r i g i d e z  t o r s i o n a l  e l á s t i c a  GJ = 1 0 0 0  KN.m . A s  c o n s t a n t e s  

p l á s t i c a s  d o s  e l e m e n t o s  s ã o ,  f o r ç a  c o r t a n t e  d e  pias t i f  i caçãa  

V p  = 200  K N ,  momento torsor de p l a s t i f i c a ç ã o  Mp = 10 K N . m  e 

o momento fletor de p l a s t i f i c a ç ã o  Mp = 1 0 0  KN.m. A f a i x a  d e  

p l a s t i f i c a ç ã o  a d o t a d a  f o i  de  12,  o c o n t r o l e  d e  p l a s t i f i c a ç ~ o  
- ,  



i g u a l  a 1,05 e o incremento  de carga i g u a l  a 1 K N .  

Em primeiro l u g a r ,  fez-se a a n á l i s e  e l a s t o p l á s t i c a  
2 

c o n s i d e r a n d o  a s u p e r f í c i e  de escoamento igual a m2 + t = 1, 

onde  m = My/Mp e t = M X / T P .  I s t o  é,  s e m  c o n s i d e r a r  a in- 

flugncia do e s f o r ç o  de c o r t e .  A r e l ação  e n t r e  as r i g i d e z e s  

torsional e a flexão e l á s t i c a s  d a  s e ç ã o  foi f i x a d o  com o s  va- 

l o r e s  d a d o s  ac ima ,  ou s e j a ,  G J / E I  = 0 , 1 ,  e n q u a n t o  q u e  a t a x a  

e n t r e  o s  m o m e n t o s  t o r s o r  e E l e t o r  d e  plastificação v a r i o u - s e  

para o s  s e g u i n t e s  v a l o r e s ;  T p / ~ p  = 0,01; 0 , l ;  0 ,2 ;  0 , 4 ;  

0 ,6 ;  0 ,8 e 1 , O .  Obtendo-se a curva "fator d e  carga d e  c o l a p -  

s o  - T p / M p W ,  e x p r e s s a  no g r á f i c o  da FIGURA 5.14.b. 

Observando-se e s t a  c u r v a ,  p o d e - s e  c o n c l u i r  que o fa- 

t o r  d e  carga de c o l a p s o  aumenta com o a c r é s c i m o  d a  t a x a  T P / M P .  

Quando  a r e l a ç ã o  Tp /Mp t e n d e  a zero, o f a t o r  d e  carga  d e  co -  

l a p s o  aproxima-se  do v a l o r  X = 1 , 2 ,  que  é o v a l o r  encontrado 
O 

quando se  faz a análise e l a s t o p l á s t i c a  d e s t a  g r e l h a  sob f l e x ã o  

p u r a  e d e s p r e z a n d o  a s u a  r i g i d e z .  t o r s i o n a l .  E x p l i c a - s e  esta 

observasão, d e v i d o  ao fato d a s  r i g i d e z e s  torsional e f l e x i o n a l  

se rem d e s a c o p l a d a s  em uma gre lha  o r t o g o n a l .  A s s i m ,  quando a 

r e l a ç ã o -  Tp/Ffp f o r  i g u a l  a zero, s i g n i f i c a  que d e s p r e z a r e m o s  a 

r i g i d e z  tors i o n a l  d a  g r e l h a ,  cons eql lentemente  estaremos assumin - 

do q u e  a m e s m a  tenha somente  r i g i d e z  a f l e x ã o *  

E s t a  c u r v a  foi comparada com o r e s u l t a d o  d e  uma anã-  

l i s e  n u m é r i c a  f e i t a  p o r  A S K A R I  ', mas d e v i d o  a omissão d e  a l -  

guns  d a d o s  n e s t a  r e f e x ê n c i a  b i b l i o g r á f i c a ,  não f o i  p o s s í v e l  

uma d i s c u s s ã o  s o b r e  o resultado d a  a n á l i s e  f e i t a  p o r  e s t e  a u -  

t o r .  S a b e - s e  e n t r e t a n t o ,  que e s s a  a n á l i s e  n u m é r i c a  f o i  f e i t a  

com b a s e  em programação l i n e a r ,  isto é,  t r a t a - s e  d e  um p r o b l c -  

m a  d e  a n á l i s e  l i m i t e  com a c o n d i ç ã o  de  escoamento l i n e a r i z a d a .  

E m  s e g u i d a ,  fez-se a a n á l i s e  e l a s t o ~ l á s  t i c a  l e v a n d o  

em c o n s i d e r a ç ã o  o efeito d o  e s f o r ç o  de c o r t e  a t r a v é s  d a  s u p e r -  
2 2 f i c i e  d e  escoamento  rn + t + v = 1, onde v = F z / V p .  M a n t e -  

v e - s e  a r e l a ç ã o  e n t r e  as r i g i d e z e s  t o r s i o n a l  e fiexional e l á s -  

t i c a s  igual a G J I E I  = 0 , 1  e v a r i o u - s e  a t a x a  Tp/Mp p a r a  o s  

mesmos v a l o r e s  dados anter iormente .  Para este c a s o ,  d e f i n i u -  

se a i n d a ,  a t a x a  entre  o e s f o r ç o  c o r t a n t e  de p l a s t i f i c a ç ã o  e 



# 

o momento f l e t o r  d e  p l a s t i f i c a ç ã o  como Vg . h / M p ,  o n d e  h - e 

ã a l t u r a  d a  s e ç ã o  transversal do e l e m e n t o *  

F I G U R A  5 . 1 4  - Comportamento elas t o p l á s t i c o  d e  uma g r e l h a  

plana. a)  Grelha plana ortogonal com duas  

v i g a s  longitudinais e duas v i g a s  transver- 

sais. b) Curva fa tor  d e  carga de c o l a p s o -  

Tp/Mp para as superfícies de e scoamen to  
2 2 

m 2 + t  = I  e r n + t 2 + v  = L .  



F e z - s e  e s t a  a n á l i s e  com a t a x a  Vp . h/Mp i g u a l  a 

0,6 e 0 , 9 .  Obtendo-se a s  curvas ''fator d e  carga  d e  c o l a p s o  - 

Tp/Mpl' p l o t a d a s  no g r á f i c o  da F I G U R A  5 . 1 4 . b .  

Da anãlise d e s t a s  curvas p o d e - s e  c o n c l u i r  que: 

- O f a t o r  de carga de c o l a p s o  aumenta com o acréscimo 

d a  taxa T p / M p .  Observe-se  que p a r a  TplMp 2 O,6 e V p . h l M ~  = 

= 0 , 6 .  o fator d e  carga manteve-se  c o n s t a n t e ;  

- O fator d e  c a r g a  d e  c o l a p s o  a u m e n t a  com o a c r é s c i m o  

d a  taxa Vp . h / ~ p .  

E da a n á l i s e  das t r ê s  cu rvas  em c o n j u n t o ,  c o n c l u i - s e  

que : 
2 

- O c r i t é r i o  d e  e s c o a m e n t o  m2 + t = 1 d e f i n e  um 

l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  a carga d e  c o l a p s o  da  g r e l h a  e m  e s t u d o ;  

2 
- O c r i t é r i o  de escoamento m + t 2  i V = 1 d e f i n e  

um limite i n f e r i o r  pa ra  a c a r g a  de c o l a p s o ,  pois a c o n s i d e r a -  

ção da farsa c o r t a n t e  d e  p l a s t i f i ~ a ~ ã o  f i n i t a ,  no c r i t é r i o  z c i -  

ma, d i m i n u i  o f a t o r  de carga de c o l a p s o ,  

F e z - s e  t a m b é m ,  uma a n á l i s e  e l a s  t o p l ã s  tica d a  grelha 

p l a n a  c o n s i d e r a n d o  s o m e n t e  a r i g i d e z  a f l e x ã o  e l ã s t i c a  e o mo- 

m e n t o  f l e l o r  de p l a s t i f i c a ç ã o ,  o u  s e j a ,  considerou-se a g r e l h a  

s o b  um e s t a d o  d e  f l e x ã o  p u r a .  Nes te  c a s o ,  a f o r ç a  c o r t a n t e  d e  

p l a ~ t i f i c a ~ ã o  tem um v a l o r  i n f i n i t o  e assume-se a r i g i d e z  tor- 

s i o n a l  e l á s t i c a  n u l a .  

O b t e v e - s e  um f a t o r  de c a r g a  de c o l a p s o  i g u a l  a 

h = P . t / ~ ~  = 1 , 2 ,  s e n d o  e s t e  v a l o r  i g u a l  ao o b t i d o  p o r  A S -  
O U 

K A R I '  para a m e s m a  a n á l i s e .  

No gráfico da F I G U R A  5 . 1 5 ,  comparam-se o s  v a l o r e s  d" 

Iator d e  c a r g a  de c o l a p s o  d e t e r m i n a d o s  a t r a v é s  d o s  c r i t é r i o s  
2 2 2 d e  escoamento m2 + c = 1 e rn + t i v = 1 com o v a l o r  

o b t i d o  p a r a  a g r e l h a  sob um estado d e  f l e x ã o  p u r a .  

D a  análise d a s  curvas  da F I G U R A  5 . 1 5 ,  c o n c l u i - s e  q u e :  

- Se c o n s i d e r a r m o s  que a g r e l h a  t e n h a  r i g i d e z  t o r ç i o -  

n a 1  e não l e v a r m o s  em c o n t a  o e f e i t o  do e s f o r s o  d e  c o r t e  no 
2 c r i t é r i o  de e s c o a m e n t o ,  i s t o  é, rn2 + t = 1, tem-se a c r é s c i -  



mos em r e l a s ã o  a carga de c o l a p s o  da g r e l h a  s o b  flexão pura; 

- Se a l é m  da r i g i d e z  torsional, c o n s i d e r a r m o s  o efei- 

to do e s f o r ç o  de c o r t e  no critério d e  e s c o a m e n t o ,  i s t o  é, 
2 2 

m + t + V = 1, tem-se decréscimos em r e l a ç ã o  a carga de c o -  

l a p s o  d a  g r e l h a  s o b  f l e x ã o  pura. E s t e s  d e c r é s c i m o s ,  o c o r r e m  
,.. 

o u  n a o ,  d e p e n d e n d o  dos  v a l o r e s  assumidos para a s  r e l a ç õ e s  

P o r  e x e m p l o ,  na F I G U R A  5 -15, para m 
2 

' + t  = l  e 

~ p / M p  = 1, tem-se um a c r é s c i m o  de 9 , 8 %  s o b r e  h = 1 , 2  ( f l e x ã o  
2 2 o 

p u r a ) .  E n q u a n t o  que para rn -+ t + v = 1, T p / M p  = 1 e 

Vp . h/Mp = 0,6,  t e m - s e  u m  d e c r é s c i m o  de 7 , 7 5 2  e m  r e l a ç ã o  a h . 
o 

E com Vp . ~ / M P  = 0,9,  o b t e v e - s e  o m e s m o  v a l o r  d a  c a r g a  Ú I  t i -  

ma p a r a  a flexão pura, isto & ,  X . 
O 

FIGURA 5 . 1 5  - Aumento o u  d e c r e m e n t o  no fator d e  c a r g a  d e  co -  

lapso, l evando em c o n t a  o efeito da torção 

do e s f o r ç o  de c o r t e ,  e m  r e l a ç ã o  ao f a t o r  

carga de c o l a p s o  para g r e l h a  sob flexão p u r a ,  
- . 
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Naturalmente, quando incluimos o efeito do esforço

d
. - . 2 2

e corte no cr~ter~o de escoamento m + t + v = 1, a força

cortante de plastificação passa a ter um valor finito. E qua~

do a relação Tp/Mp tende a zero, este critério tende à curva
2 . 1

.
m + v = 1, ~sto exp ~ca o fato de termos valores para o fator

de carga de colapso menores que À. Pois, na flexao pura,o

força cortante de plastificação é considerada infinita.

a

Agora, quanto ao fato de termos decréscimos em rela-

çao ao fator À para outros valores da relação Tp/Mp,o
se deve ao valor de Vp. h/Mp adotado para a analise.

isto

5.4. Um Elemento de Grelha Plana em Ângulo Reto

No exemplo a seguir, trata-se de um elemento ortogo-

nal de grelha plana composto de 3 elementos de barra, 4 nos,

::J1 com suas extremidades engastadas e submetido a uma carga con-

centrada em um de seus nós livres (FIGURA 5.l6.a).

As propriedades físicas e geométricas sao iguais para

to dos e 1e me n tos. Assume-se o elemento ortogonal com compor ta-

'[;~

mento elastoplastico perfeito, com rigidez a flexão elástica

EI ~ 388,08 KN.m2 e rigidez torsional elástica GJ = 297,92

K 2 - . -

N.m. As constantes plast~cas dos elementos sao, momento tor-

sor de plastificação Tp = 17,24 KN.m

plastificação Mp = 21,95 KN.m.

e o momento fletor de

Os dados acima estão de acordo com a referência ! 371 .

A faixa de plastificação adotada foi de

mento de carga igual a 1 KN.

1% e o lncre-

Adotou-se como superfície de escoamento a equaçao

m2 + t2 = 1, onde m = My/Mp e t = Mx/Tp. Inicialmente,

fez-se a analise com o controle de plastificação igual a 1,05,
. - 2 2

1 05 d
. .

d~sto e, m + t ~ , . Portanto, estamos a mitln o que os

esforços internos em uma articulação plástica exceda a condi-

çao de plastificação em 5%. Com este controle de plastifica-

-",",.~ çao obteve-se o mecanismo de colapso plástico na terceira

etapa, como mostra a FIGURA 5.l6.a.



O cond. 1 

cond. 2 

O cond. 3 

F I G U R A  5 . 1 6  - C o m p o r t a m e n t o  e l a s  t o p l á s  t i c o  d a  g r e  l h a  

p l a n a  o s t o g o n a l  com 3 e l e m e n t o s .  

a) Curva c a r g a - d e s l o c a m e n t o .  b )  P e r -  

f i l  dos e s f o r ç o s  i n t e r n o s  ao  l o n g o  do 

p r o c e s s o  de carga até a t i n g i r  o meca- 

nismo de c o l a p s o  p l á s t i c o .  



A c u r v a  carga-deslocamento foi o b t i d a  conforme mos-  

t r a  a F I G U R A  5.16.a. O r e s u l t a d o  do fator de carga de c o l a p s o  

f o i  d e  h = P . G/Mp = 4 , 9 5 8 .  U E D A ~ ~  o b t e v e  o v a l o r  d e  4 , 9 2 ,  
C 

U 

p o r e m ,  sem dar  informaçoes  a r e s p e i t o  do método d e  s o l u ç â o  ado- 

t a d o ,  sendo que a d i f e r e n ç a  r e l a t i v a  entre e s s e s  d o i s  v a l o r e s  

foi d e  0,8%, p o r t a n t o ,  houve uma boa aproximação e n t r e  o s  mes- 

m o  S. 

O p e r f i l  d o s  e s f o r ç o s  i n t e r n o s  dos n ó s ,  ao l o n g o  do 

processo d e  carga até a t i n g i r  o mecanismo de c o l a p s o  p l á s t i c o ,  

e s t á  m o s t r a d o  na F I G U R A  5.16.b. 

A d o t a n d o - s e  um c o n t r o l e  d e  plas t i f i c a ç ã o  i g u a l  a 1,01, 

encontramos o v a l o r  de  4 , 9 0 3  para a carga de  c o l a p s o  p l á s t i c o ,  

e n q u a n t o  que na referência 1371 e s t e  v a l o r  f o i  de 4,91. Para e ç -  

t e  c a s o ,  a d i f e r e n ç a  r e l a t i v a  entre  e s s e s  d o i s  v a l o r e s  f o i  d e  

0 , 1 4 2 .  

H O D G E 3 '  o b t e v e  para a carga de c o l a p s o  o v a l o r  de 4 , 9  

para a mesmo p r o b l e m a ,  mas usando como critério de escoamento 

um o c t Ó g n o  e q u i 2 á t e r o  i n s c r i t o  numa circunferência de raio 
2 i g u a l  a 1. Ou s e j a ,  i n s c r i t a  na curva m2 + t = 1. 

Neste exemplo,  observar  que a m e d i d a  que d i -  

minuimos o c o n t r o l e  da p l a s t i f  i cação ,  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  

apresentam-se mais aturados, e que houve uma boa aproximação 

com o s  r e s u l t a d o s  de s o l u ç õ e s  numéricas e a n a l g t i c a .  



Com b a s e  n o s  e s t u d o s  t e õ r i c o s  e nos exemplos c a l c u l a -  

dos e c o m p a r a d o s  a o  longo d e s t e  t r a b a l h o ,  e n v o l v e n d o  a análise 

e l a s t o p l á s t i c a  com pequenas deformações e m  v i g a s  c u r v a s  d e  con -  

c r e t o  armado e em g r e l h a s  p l a n a s  o r t o g o n a i s  , c o n s i d e r a n d o  ambas , 
c o m  c o m p o r t a m e n t o  e l a s t o p l á s t i c o  perfeito, chegou-se a v á r i a s  

c o n c l u s Õ e s .  D e n t r e  elas, d e s t a c o u - s e  três  d e  fundamental im- 

p o r t â n c i a .  A p r i m e i r a  r e f e r e n t e  a v a l i d a d e  d o  p r o c e d i m e n t o  nu- 

m é r i c o  e m p r e g a d o  neste t r a b a l h o  na d ~ t e r r n i n a ~ ã o  d a  c a r g a  d e  co-  

l a p s o  d e  v i g a s  c u r v a s  d e  concreto a r m a d o ,  d i s c r e t i z a d a  com e l e -  

mentos r e t o s  d e  g r e l h a  p l a n a .  A s e g u n d a ,  r e l a c i o n a d a  c o m  a d e -  

f i c i ê n c i a  d e s t e  m é t o d o  numérico na o b t e n ç ã o  d o s  d e s l o c a m e n t o s  

e m  e s t r u t u r a s  de c o n c r e t o  armado (viga c u r v a )  d e s d e  o p r o c e s s o  

de fissuração a t é  a r u p t u r a ,  s o b  um e s t a d o  c o m p l e x o  d e  t e n s õ e s  

(f lexão-torção-corte). A terceira, f o i  a b o a  a p r o x i m a ç ã o  com 

o s  r e s u l t a d o s  analíticos e n u m é r i c o s ,  e n c o n t r a d o s  n a  b i b l i o g r a -  

fia t é c n i c a  internacional, para  o s  exemplos d e  g r e l h a  p l a n a  or- 

t o g o n a l  a p r e s e n t a d o s  no  c a p í t u l o  a n t e r i o r .  

O p r o c e d i m e n t o  n u m é r i c o  a p r e s e n t a d o  n e s t e  t r a b a l h o  é 

uma e x t e n s ã o  d o  c o n h e c i d o  "método d a s  r ó t u l a s  p l á s t i c a s "  com 

as s e g u i n t e s  c a r a c t e r i s t i c a s :  

1) N a  f a s e  e l á s t i c a ,  a a n á l i s e  é e x a t a m e n t e  a mesma 

f e i t a  p e l o  m é t o d o  d a  r i g i d e z  d i r e t o 6 .  

2 )  A s  a r t i c u l a ç õ e s  plásticas o c o r r e m ,  quando a r e s u l -  

tante d o s  e s f o r ç o s  i n t e r n o s  em algum nó  da e s t r u t u r a  a t i n g e  u m a  

s u p e r f í c i e  de escoamento generalizada, que l e v a  em c o n t a  a in- 

t e r a ç ã o  e n t r e  o s  e s f o r ç o s  d e  c o r t e ,  momento f l e t o r  e momento 

t o r s o r .  

3)  D e p o i s  que o s  nós to rnaram-se  p l % s t i c o s ,  a r e s u l -  

c a n t e  d o s  e s f o r ç o s  i n t e r n o s  v a r i a  com o i n c r e m e n t o  d a  c a r g a ,  

m a s  s a t i s f a z e n d o  a condição de p l a s t i c i d a d e ,  e a m a t r i z  d e  r i -  

g i d e z  e l a s t o p l á s t i c a  d o  e l e m e n t o  s- d e t e r m i n a d a  d e  forma e x p l i -  

c i t a  como f u n ç ã o  d a  m a t r i z  de r i g i d e z  e l á s t i c a  e d a s  d e r i v a d a s  



parciais d a  s u p e r f í c i e  d e  escoamento e m  f u n ç ã o  d a s  f o r ç a s  de  

extremidades d o  elemento. 

4 )  Usa-se como s o l u ç ã o ,  o método i n c r e t n e n t a l  d a  ma- 

triz d e  r i g i d e z  t a n g e n t e .  

E s t a  a n á l i s e  numérica s u b s t i t u i  a a n á l i s e  l i m i t e  com 

v a n t a g e n s ,  principalmente em se t r a t a n d o  d e  e s t r u t u r a s  c o m p l e -  

x a s  onde a a n ã l i s e  p o r  meio d e  mecanismos c o m b i n a d o s  é b a s t a n -  

te t e d i o s a ,  e n a t u r a l m e n t e ,  não  l e v a  em consideração s i t u a ~ G e ç  

com endurecimento. 

N o  c a ç o  d e  o b t e n ç ã o  d a  carga Última, a d i s p o n i b i l i d a -  

d e  de um m é t o d o  m a t r i c i a l  g e r a l  é ;til, p o i s  s o l u ç Õ e s  a n a l í t i -  

c a s  f e c h a d a s  s ó  aparecem s e r  possíveis p a r a  e s t r u t u r a s  s i m p l e s  

e com hipóteses s i r n p l i f i c a t i v a s ,  isto é, m a t e r i a l  c o m  comporta- 

m e n t o  r í . g i d o - p l á s t i c o .  

E s t e  método p o d e  s e r  a p l i c a d o  a q u a l q u e r  t i p o  d e  e s -  

t r u t u r a  d e  b a r r a  desde que s e  d e f i n a  u m  critério de escoamento q u e  

l e v e  e m  c o n t a  a í n t e r a ç ã o  e n t r e  os  e s f o r ç o s  correspondentes a o s  

d i v e r s o s  g r a u s  d e  l i b e r d a d e  d o  elemento d e  b a r r a  considerado. 

A partir d o s  d i f e r e n t e s  e s t u d o s  a b o r d a d o s  no t r a n s -  

correr d e s  te t r a b a l h o ,  sugere - se  o s  s e g u i n t e s  t e m a s  como poç te- 

r i o r e s  t r a b a l h o s  de pesquisa: 

a) consideração d e  c r i t é r i o s  de escoamento que d e f i n a  

a i n t e r a ç ã o  e n t r e  flexão-torção-corte p a r a  v i g a s  d e  c o n c r e t o  

a r m a d o  com t a x a s  geom6 t r i c a s  d e  a r m a d u r a  q u e  correspondam,  r e s p e c -  

t i v a m e n t e ,  a v i g a s  p arc ia lmente  super-armadas  e completamente 

s u p e r - a r m a d a s  ; 

b} D e t e r m i n a r  a capac idade  d e  rotação e g i r o  de t o r -  

ç ã o  das v i g a s  d e  c o n c r e t o  armado s o b  flexão-torção-corte n a  

r u p t u r a  u t i l i z a n d o  o modelo  "Skew Bendingl '  e / o u  o modelo d a  

I?  T r e l i ç a  E s p a c i a l t '  conforme i n d i c a m  as r e f e r ê n c i a s  30 e 3 4 ,  

r e s p e c t i v a m e n t e ;  

c)  Refinar o c o n t r o l e  ( r e d u ç ã o  d a  r e s u l t a n t e  d o s  e s -  

f o r ç o s  n o d a i s  s u p e r f í c i e  de escoamento)  d o s  n ó s  p l a s t i f i c a d o s  

a t r a v é s  d o  ve  tor d e  d e s e q u i l í b r i o  u s a n d o  um p r o c e s s o  i t e r a t i v o  , 
c o n f o r m e  o indicado n o  c a p í t u l o  7;. páginas 2 4 9 - 2 5 7 ,  da r e f e r ê n -  



c i a  1 4 1 1 .  

Para m e l h o r a r  a r e s p o s t a  em deslocamentos d o  p r o c e d i -  

m e n t o  numérico a d o t a d o  neste t r a b a l h o ,  r e f e r i d o  ã e s t r u t u r a  d e  

c o n c r e t o  a r m a d a ,  têm-se a s e g u i n t e s  s u g e s t õ e s  : 

d )  L e v a r  em conta  a degradação  d a s  r i g i d e z e s  torsio- 

n a 1  e flexural d u r a n t e  o p r o c e s s o  d e  c a r g a ,  i n z c i o  d a  fissura- 

Cão até a r u p t u r a ,  dos elementos de  b a r r a  s o b  flexão-torção- 

c o r t e ;  

e )  N o  m o d e l o  n u m é r i c o ,  l e v a r  em c o n t a  a não  lineari- 

d a d e  g e o m é t r i c a .  
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Para a u t i l i z a ç ã o  do programa, deve-se  i n i c i a l m e n t e  

n u m e r a r  o s  nós d a  e s t r u t u r a  de  1 a MN (número  d e  n ó s ) ,  e o s  

e lementos  de I a NE (número de elementos). 

Deve-se e s t a b e l e c e r  um s is tema cartesiano de e i x o s  

X-Y-Z de  re ferênc ia  global, de forma que o plano  X-Y s e j a  o 

p l a n o  da e s t r u t u r a .  

Cada elemento t e m  seu sistema de e i x o s  de r e f e r ê n c i a  

x-y-z l o c a l ,  com origem no nó i n i c i a l  d o  mesmo, sendo o e i x o  x 

c o i n c i d e n t e  c o m  o e i x o  baricêntrico do e l e m e n t o .  

A s  coordenadas dos nós, a s  r e s t r i ç õ e s  n o d a i s  e in- 

c ó g n i t a s  p r e s c r i t a s ,  juntamente com o carregamento n o d a l  são 

d a d o s  em relação ao sistema de r e fe rênc ia  g l o b a l  enquanto que 

a s  p r o p r i e d a d e s  dos e l e m e n t o s  s ã o  dadas e m  relação ao sistema 

de  .referência local. As u n i d a d e s  d e s t a s  grandezas  s ã o  d a d a s  

d e  -acordo com o " S i s t e m a  I n t e r n a c i o n a l  d e  U n i d a d e s  S.1". 

A s e g u i r  descreveremos o manual de e n t r a d a  do p r o -  

grama. 

- .  ( c o n t i n u a )  

~Úmero de 
ordem 

1 

4 

~ Ú m e r o  de 
cartões 

1 

var iáve i s  

NN, NE, NLN, NBN, FLAPA 

NN-número de nós da e s t r u t u r a  

NE-número de  e l e m e n t o s  d a  
estrutura 

NLN-número de nós carregados  

NBN-número de nós r e s t r i n g i d o s  

F L A P A - f  aixa de  p las t i£  i c a g ã o  

Formato 

livre 

! 
1 



( c o n t  i n u a )  

~ Ú m e r o  de ~Úmero de variáveis 
ordem cartões 

2 NN N1, XX, YY 

N 1  - número do nó 

XX e YY-coordenada do nó N nas 1 
d i r e ç õ e s  d o s  e i x o s  x e 

y, respect ivamente  (cm) 

'i ME N1, J, K ,  XI, YI. EE, G G ,  QP, 

TP, MP, H A R D  

N l  - n ú m e r o  do e lemento  

J-nó i n i c i a l  

K-nÓ f i n a l  

XI-momento de i n é r c i a  a torção 
4 

(cm ) 

YL-momento d e  i n é r c i a  e m  r e l a -  
4 

ao e i x o  y local ( c m  ) 

E E - m Ó d u l o  d e  elasticidade lon- 
2 

g i t u d i n a l  ( N / c m  ) 

GG-m8dulo de  e l a s t i c i d a d e  trans - 
2 v e r s a l  ( N l c m  ) 

Q P - c o r t a n t e  d e  pias t i f i c a ç ã o  
(N) - 

TP-momento t o r s o r  d e  p 1 , a ç t i f i -  - 
caçao ( N )  

MP-momen to  f l e t o r  d e  p l a s t i f i -  
casão (N. cm) 

H A R D - c o n s  tante d e  endurecimen- 
to (adimens i o n a l )  

4 N BN NI, IZ, I R X ,  I R Y .  2 2 -  XRX, Y R Y  

1 - r e s t r i n g i d o  

O - livre 

N1 -número do nó r e s t r i n g i d o  

Formato 

1 i v r e  

l i v r e  

l i v r e  



~ Ú m e r o  de ~Úmro  de ~ a r i á v e  is Formato 
ordem car tÕe s 

IZ-res t r i ç ã o  ao deslocamento n a  
d i r e ç ã o  do e i x o  g l o b a l  Z 
(O ou 1) 

IRX-restriFão à rotação em r e l a  - 
ção  a o  e i x o  g l o b a l  X 
(O o u  1) 

~ ~ ~ - r e s t r i ~ ã o  a r o t a ç ã o  em r e l a  - 
ção  ao e i x o  g l o b a l  Y 
(O o u 1) 

ZZ-deslocamento p r e s c r i t o  na d i  - - 
r e ç a o  do e i x o  g l o b a l  Z 
E cm) 

~ ~ x - r o t a ~ ã o  p r e s c r i t a  em r e l a -  
ção a o  e i x o  g l o b a l  X 
( r a d i a n o s )  

~ ~ ~ - r o t a ~ ã o  p r e s c r i t a  e m  r e l a -  
ção a o  eixo g l o b a l  Y 
( r a d i a n o s )  

5 NLN FZ, F R X ,  F R Y  l i v r e  
N1 
N 1  - número  do nó c a r r e g a d o  

FZ-força a p l i c a d a  na d i r e ç ã o  d o  
e i x o  g l o b a l  Z (N) 

FRX-momento a p l i c a d o  na d i r e  $20 
do e i x o  g l o b a l  X {N,cm) 

FRY -momento a p l i c a d o  n a  d i r e ç ã o  
do e i x o  g l o b a l  Y (N.cm) 

A s  variáveis que começam com as l e t r a s  I, J ,  K ,  L, 

M e N s ã o  i n t e i r a s  e as demais s ã o  variáveis r e a i s .  

Em c a d a  e s t á g i o  de ca r r egamen to  o p r o g r a m a  f o r n e c e  

como r e s u l t a d o s  : 

- A e t a p a  em que o m e s m o  s e  e n c o n t r a ;  

- O d e t e r m i n a n t e  d a  matriz de r i g i d e z  g l o b a l ;  

- 0 f a t o r d e c a r g a C r  ) ;  
r n i  n 

- O ( s )  n á ( s )  que p l a s t i f i c o u - s e  (plascificaram-se) 

na e t a p a  a t u a l ;  



- 0 s  deslocamentos dos nós e a s  reações  n o d a i s  e m  

re laqão  ao s i s t e m a  de r e f e r ê n c i a  g l o b a l ;  

- As a ç õ e s  nas e x t r e m i d a d e s  d o s  e l e m e n t o s  r e f e r i d a s  

aos e i x o s  l o c a i s  dos  mesmos. 

A . 1 .  Exern~lo de ~ t i l i z a c ã o  do P r o a r a m a  

Como i l u s t r a ç ã o  serão a p r e s e n t a d o s  a q u i  o s  d a d o s  n e -  

c e s s ã r i o s  p a r a  a n á l i s e  da g r e l h a  a p r e s e n t a d a  na F I G U R A  A . 1 .  

s uperfícis d e  
Escoamento 

F I G U R A  A . 1  

De acordo com o manual  e x p o s t o  a n t e r i o r m e n t e ,  O S  

c a r t õ e s  d e  d a d o s  p a r a  este e x e m p l o  s a o :  



I ,  1, 2, I . ,  l., 3.88E+9, 2.98E+9, 1.OE+20, 1.72E36, 2.20E+6, 0 ,  

2, 2, 3 ,  I . ,  I . ,  3.88E+9, 2.98E+9, 1.OE+20, 1 . 7 2 E 1 4 ,  2 . 2 O E + 6 ,  0. 

3,  3 ,  4 ,  l., I . ,  3 . 8 8 3 + 9 ,  2 . 9 8 3 3 9 ,  I.OE+20, 1.72E+6, 2.20E+6, 0. 

1, 1, 1, 1, o., o * ,  o *  

4 , 1 , 1 , 1 , 0 . , 0 . , 0 *  

3 ,  -1000., o . ,  O. 


