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Esta 1.a Oficina de Matem~tica tem seu .desenvolvimento 
esquemati zado no quadro acima, qual se ja : dado um PROBLEMA do 
MUNDO REAL , através da determina~~o das CONSTAN TES E VARIAVEI S do 
problema e das EXPRESSGES ANALITICAS das RELAGGES FUNCIONAIS que 
e)~ 1 s tem entt·· e tais gt-andez as~ obtidas a p .:\l~ t i r dos dados e do 
c onhecimento cientifico que se di sp'be, a qLtest~o se tl~ansforma 
num PROBLEMA DO MUNDO MATEMATICO . Através das operaç~es 

matematicas que se efet u am sobre t ai s express bes,obtém-se a 
SLJLUÇr~10 t;IATEMf:~T I CP1. Pela I NTEF:PRET;;çAO das sol uçbes encontradas à 
luz d e:\ Ci"f.mcie:\ nes. qu.:d se in~~en~ o pro blemc:,, busca-sE~ a SOLUç:7~CJ 
do PROBLEMA DO MUNDO REAL, completando-se assim o diagrama acima . 

+ 
I 



Chr.•. •lkl '''':'it~: dE! Vi~f< J.AVEL .::~o si mbo l o cujos v.:.:d or·es podE·m trocar· 
.::uJ J. on•Jo de • . .t.ift -:':7\ d.:::.·t:ermi ncdê! si t.Lt<:H;'Zio·-·pr-t:.li:Jl ema. Aqu t':l t..~s val cwes 
que NAO se alteram em QUALQUER situaç~o. sào ditos CONSTANTES . 

simbolos 
ditas OB

C!UALQUER 

Nas C!ENCIAS EXPERIMENTAIS,as variàveis , isto é, os 
CUJ OS valores podem trocar no curso do experimento, s~o 
SERVAVE!S.Aqueles valores que NAO se alteram em 
e~q_.,e,-imen t.o sà'o ditos COI'~STAI'JTES e os que NAO se alte,~,:..m em um 
F·ART U:::UL?'\F e;: pE.~rj meni:o, chamados PARAI·lETHDS. 

A ideia de VARIAVEL é DISTINTA da idéia de INCOGNITA por 
e;.~etnpl o~ 

x e um numero do conjunto { 1,2 , 3,4,5} ( :-: é VARIAVEL ) 

( >: é INCOGNITA 

Chamc-:.·-·se dE· VAl::'.:HiVEL NUMERICA REAL a variável 
que assume valores num subconjunto de números reais . 
seguinte classificaçâo; 

ma·temáti c a 
Admite a 

CONTINUA :quando o dominio da variável real é um INTERVALO ou uma 
UNIAO DE INTERVALOS DE NUMEROS REAIS. 

üiScr.;;r:::Tf:~ .~quando o domi.rd.o da var-iável r·eal é um CONJUNTO ENUME
S:f~\.JEL_. 

REPRESENl'AÇAO GRAFICA DA VARIAVEL NUMERICA REAL 

1 2 :3 

RELAÇôES FUNCIONAIS 

D a d as duas v ariaveis x e y 1 chama-se de RELAÇAO FUNCIONAL 
.~ u. ::1 .1 q Lt ~:7..' r··· i) f~~ F:· t~~ 1 \] jj E~ l\1 C; I ~i ·=~ r1 t:.1- e fE ~' ~; .. ;:..~ s ..... ,. .::' t.- i ct v t~ i s • 

.... .. - ..... -- ·-· .... - -- - - ................ ·t· + ....... ·-· -- ·-· -·- -- -·· ·-· ··-+ 
variável RELAÇAO v.::,ri ávt:~l 

X :<----------------->! y 
{· ~- • •• •• • ••• _, ·-· · - • • • . ... , ·-· ··- ~H FUI\! C I 01\!f~L + --- -- -····-··---···-··---·- -- -·+ 



F=-uhtc.:oF..:s 

Dadas x c y variaveis cujos dominios sào X e Y 
respectivamente diz-se que y é FUNÇ~O de x se existe uma 
RELACAO FUNCIONAL entre os valores de x e y tal que, a cada valor 
de x (!NPUT) • corresponde um UNICO valor de y CDUTPUT). Se isso 
c•C:!::li'T(?. p2:\r"ê.i fCiüOS a~-:3 vz::tlor·r.·:s de:~~·: f.:.>m X, d:iz ··-·sr.:o que se ti.? m 

uma FUNCAO DEFINIDA EM X e QUE TOMA VALORES EM Y ou, m~is 

simplesmente ,uma FUNÇ~O DE X EM Y. 
Ma1s simplesmente ainda: uma FUNÇAO DE X EM Y é uma 

CORRESPONDENCIA que, a todo e qua lquer va l or x em X, ASSOCIA um 
UNICO valor y em Y. 

1·· ,._ -··· ·-· - ·-·· ·-· ·-· -- -· -~· -- ;- + .... -·- - -·-· - -··- -- --- -·-· ·-· + 
Flii\IÇ:AO üUTF'UT 

" " 
: -···-----------·---.. ->: . .,. 

·{- ·-- ·----· -- -· ·- -·-·-· -· -·· -- + ·f +·-----·-·-···-----·-+ 

(Compare o sentido da seta com aquele da relaGào funcional) 

I 
+·-··--·--·---· - - ·--·+ 

IhiPUT ? I 
/ I 

+-- - ----··-·---+ 
:Pat~a .todo e! + 
:qual quer· >: : I 

+----- - - ----·- ···+ 
/ OUT!='UT / l 

FUI'-.IÇAD +---·-·-------+ : 
----------->: existe e : + 
f: x- -·->Y : é único y !/ 

+-----------+ +-----------+ 
(Observe que uma func~o é uma relaç~o funcional UNIVOCA em y) 

Nas CIENCIAS EXPERIMENTAIS,x é o OBSERVAVEL cuj o s valores 
s~o CONTROLADOS pelo experimentador e y, o OBSERVAVEL MEDIDO a 
p a rtir dos valores atribuidos a x . 

Chamo-:\ ··-sE'~ d r:e FUI\IÇAO HEAL DE VARIAVEL REAL a ·funç'ào c ujos 
lNPUT e OUTPUT assumem val ores em SUBCONJUNTOS DE NUMEROS REAIS. 

Denominam-se de EXPRESSGES ANALITICAS as expr essbes 
mgtematicas constituid~s de variáveis e constantes cujos valores 
se podf.:'~m dt.:?ter·nd. f\ f'!!' por· rm:::·i o das eoper-.;H:;des do C2tl cu.l o. A 1 i si:. i:\ 
dE ta1s opera~des apl1cadas ao INPUT M para obter o OUTPUT y, 
da·~·· s~E: L' r,c~H: f:::.~ dE· Fl....,j>:CtE: i:=~ t~if't !(.:-1 .: 



{~T I V I D;:iDE·· I' !ODELC 
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+-··--··-· ····---- ·-· ··· -···-···· -······-· -····-········-···-·· -- -···-·-·· ·-·- · ·--··········-- ... -····--- - -·-·-···· ··- - · ·- ·- ... -···-·- -· --- -· - - -·-·-···--+ 
C=circulo (qualquer e fixo) no plano de raio 3 

P=Famflia dos polígonos regulares convexos inscritos em C 

+------------------------------------------------------------+ 
Tome as seguintes grandezas: 
+---------------------------------------------- ----------------+ 
lR=medida do raio do circulo 
ln=número de lados do poligono 
lL=medida do lado do poligono 
:a=àngulo oposto ao lado do poligono e determinado por dois 

raios <angulo central) 
+--------------------------------------------------------------+ 

Liste: 

+----------------------+ +---- -------------------------------+ 
: CONST (4NTES: lVARIAVEIS DISCRETAS: 

lVARIAVEIS E DOMINIOS: l VARIAVEIS CONTINUAS : 
+----------------------+ 

lVARIAVEL INDEPENDENTE ou INPUT: 

lVARIAVEL DEPENDENTE ou OUTPUT: 

+-----------------------------------+ 

Determ1ne as EXPRESSGES ANALITICAS das RELAÇOES FUNCIONAIS entre 
as variáveis do problema. Tais relaGbes sào FUNÇOES ? 

Obtenha o FLUXOGRAMA relativo às EXPRESSOES ANALITICAS das 
F.U I'~ÇGES. 



E::pressào Ana.lftica a=2-M·pi / n 

+·- ------__ .. _ -- --·-··-·---+ 
INF'UT 

+-------------+ 

+-----------+ NAO +-------·+ 
E n>= 3 ? :----->: FIM 

+--------·-·--+ 
;s 
: I 
-})"f 

+---------------+ 
:Tome (.) inverso 
:multiplicativo 
+---------------+ 

~ 
+------·-·-----·----+· 
l l•lul tipl i qLie 
:por b~pi 

-i--------------1-
• '-V 

+---------+ 
: oun=·uT a · : 

-1··---------+ 

' 

+-----·-+ 

Express~o Analitica 

+·-----··-·----- -·+ 
INPUT n 

+------------.. 
+--------------+ NAO +·--------+ 

E n>= 3 ? :------ >: FIM 
+-----------·---+ 

:s 
li 

... ~1'1 
+--------------+ 
:Tome o inverso: 
:multiplicativo: 
+----------- ---+ 

I 

....v 
+-·-----------·--+ 
:Multiplique 
: pOt- 2*pi 
+----------·-·-+ . 

~ 
+--------------+ 
!Tome o cosseno: 
+--------------+ . 

~ 

+----------------+ 
:Tome o simétrico: 
:aditivo 
+----------------+ 

+---·----------+ 
:Adicione 1 
+-·-------·----+ . 

w 
+--------------+ 
lE:-:tt~aia a raiz: 
: quadt~ada 
+--------------+ 

I 
, v 

+----------1· 

~--------------------+ 
'1"' · • 1 t· l· rJ ll~L· -· •·o...- <:·.;~. '/-::)', I I L . .J. I"' Lj '1:;: t·t I f\ · • '( .: ... I 

+------ --------------+ 
I 

w 
·}·~- _,,. __ ... __ , ___ •• . ·- ··- -- ---'t· 

OUTPUT L 
1• -· . ......... ... - ........ ........... -· .. 1· 



ATIVIDADES : E:·l Ct-'lDt\ UI<IA DAS SlTUAr.:;·oES ABAIXO : 
l.IDENTIFIQUE A S VAR lAVEIS E CUNSrANTES . 
2 . DE Ul·IA E XPRESSf!:IO f~NALITICA PARA AS FUi\içGES PEDIDAS. 
3 . CONSTRUA OS FLUXOGRAMAS DAS EXPRESSôES ANALITICAS DAS RELAçGES 
FUI·~ClOI·~AIS ENTRE r4S VARIA\IEIS DETER11INADAS EM 2 . 

SITUAÇAO 1 

s 
SITUAÇAO 2 
. • / 

SITUAÇAO 4 

')' 

SITUAÇAO 5 

' 
I 1/ , 

' '; 

,o 
~ 

~ < 41 i.: 

'" 

sas(x )=comprlmento da sombra s do bast~o mó
vel ~m fun~~o de sua dist~ncia horizontal x 
ao bast~o fixo m. 
DADOS : d • comprimento do bast~o fixo 

1 
d =compr imento do bast~o mOvel;d < d 

2 2 1 
RESPOSTA: s(xl=d /C d - d l * x 

2 1 2 

ll=h (:{)=altura de um bast~o móve l em 
,do comprimento x m. de sua sombra 
· DADOS:h =altura do poste de iluminaç'ào 

1 

funç'ào 

d =dist'áncia 
1 

horizontal do bast~o 

móvel ao poste de 
[RESPOSTA : h<xl=h •x/(d +x) 
I 1 1 

iluminac;'ào 

Q) 

') \0 
h=h<x>=altura da imagem fotográfica 
da pessoa em fun~~o de sua altura 
real x m. 
DADOS: d =distância horizontal da 

1 
pessoa à máquina fotográfica 
(diafragma> 

1 =distància hori zontal do 
1 

filme ao diafragma 

RESPOSTA:h(xl=l /d *X 
1 1 

d =d( xl=distância da origem ao ponto 
descrevendo o circulo da figura. 

2 
DADüS:equa~~o do ci'rculo: x + <y-2) 

2 
RESPOSTA: v<5.+4*'d-x ) ,se 2~y 

d (:<) ={ 

2 
v <5-4*v1 - >: ) ,se y~2 

P , com 

2 
1 

Pa 
a 

1 

a=a (x)=area da regi'ào sombreada em funç'ào da 
medida x do lado do poligono d a figura 
DADOS : b =base do triángulo isósceles 

l 
h =altura do triàngulo isósceles 

l 

RESPOSTA : a (x)= h /b * x 
1 1 

--h / b -!1-x 
1 

2 

tl i2 _::; >: 

2 
, se x ~b /2 

+ 2 *h * X - h ~b 12,se 
1 1 ! 



[:; 1 rut~ÇAD 6 
A cJ,, -m 
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S ITUAÇP<O 7 

SITUAÇj:':;O 8 

SITUAÇP<O 9 

SilUAÇ~O 10 

ST T'JAÇ~D 5 .i 

c 

/ ! 

1 =1 Cxl = largura de um córrego , medida sem 
atravessá-lo ,a parti r d e um ponto A até um 
ponto B na margem oposta , tomado perpendi c u
larmente a A, em funç~o do angulo x r d . entre 
o segmento AC e o segmento CB , onde C é o 
ponto onde se encontra o observador. 
DADOS :1 =distância entre A e a margem 

1 
d =di stância de A até C 

1 
RESPOSTA :lCxl = d * tg x- 1 

s=sCxl=comprimento 
fun~~o do ângulo x 
luminosa 
DADOS:h=altura do 

1 1 

da sombra do 
rd . de el eva~~o 

poste 

RESPOSTA:s<xl =h * cot<x > 

poste em 
da fonte 

h=hC x ) =altura de uma torre e m funç~o do 
ângulo x rd . medido pelo topógrafo 
DADOS:h altura da luneta 

1 
d distância horizontal da luneta à 

1 
torre 

RESPOSTA : h=hCxl=d * tg x + h 
1 1 

a=a< x l=ângulo subententido pela placa obser 
vada, em funç~o da distância hori zontal x do 
observador à placa 
DADOS :h=distà ncia vertical da parte inferior 
da placa aos ol hos do observador 

t=altura da placa 
2 

RESPOSTA:a<xl=arc tg(x*t /Cx +h*(t+hlll 

r=r<xl=raio do circulo inscrito no poligono 
regul ar convexo , e m funç~o do número x de 
lados do polígono 
DADOS : l=comprimento do lado do polígono 

RESPOSTA: r(x)=l/2 * ctg (n/xl 

r=rCxl =rai o do circulo ci rcunscrito ao poli
gano regular conve xo , e m funç~o do núme ro x 
de lados do polígono 
DADOS: !=c omprimento do lado do poligono 

RESPOSTA : r<x>=l/2 * csc Cn/xl 
2 



S lTUAÇAO 1'1 

A 

3 I I"UAçr:;o 15 
'1 

4 

"' j 4 

z 3 
4 

3 

" 
1 

'I 3 

3 
'I 

~ 

3 
4 

- L-. 'l 
~ 

n = n (a) =númer·o d e pontos de i ntersec:ção da r· e-· 
tê! e·· c:rJm o r:i. e~culcl C d a fígur·a 
DADOS : equaç~o cartesiana de r : y=Ctg al•x 

2 2 
equa~~o cartesiana de C: x +Cy-2> = 1 

RESPOSTA : O, se O~a<n/3 ou 2•n/3( a~n 
nCa) •{ 1, se a = n/3 ou a=2~~/3 

2 , se n/3<a< 2·~E-n/ 3 

d=dlxl=dist~ncia e ntre os "bi c os " dos pon
tetros do relógio, em funç~o do angulo x rd . 
ente~e eles 
DADOS:c =compri mento do ponteiro das horas 

1 
c =compri mento do ponteiro dos min u tos 

2 
2 2 

RESPOSTA:d lx>=vCc +c - 2•c *c *Cos x J 
1 2 1 2 

p•p<x l=posiç~c do ponto P, um funç~o do an
gulo x rd . , como na figura 
DADOS:c =comprimento do braço mec~nico DA 

1 
c =comprimento do braço mec~nico AP 

2 
O=ponto fi:< o 
A,P=pontos moveis 

RESPOSTA : plxl=c *cos 
1 

X + 
2 

v(c -c 
2 1 

2 2 
*Sen xl 

a> p~plnl=popul aç~o de uma cultura de bactérias 
em funç~o dO n~mero de periodos de geraçào T 
OADOS : T="peri odo de g erac;:ào"= tempo necessá
rio para que uma bac teria s e multiplique 

2 =taxa como que uma bactéria se 
mul ti plica a cada período T (duplica -sei 

p =popula<;~o inicial 
o 

n•T 
RESPOSTA: p (nl=p *2 

o 
bl p=pCnl=populac;:~o de uma cultura de bactérias 

e m funç~o do n~mero de períodos de g e rac;:ào T 
DADOS: T="periodo de ger aç,t\o "= tempo necessá
rio para que uma bactér i a se multiplique 

3 =taxa como que uma bactéri a se 
multipl ica a cada período T Ctriplica -se) 

p =popula<;~o inicial 
o 

RESPOSTA : plnl =p *3 
o 

cl p•p Cnl=popul a çâo de uma cul tura de bactériass 
em func;:~o do n~mero de periodos de gerac;:ào T 
DADOS : T="peri odo de ger·açào" = tempo necessá-
rio para que uma b ac térla s e multipl i que 

k=taxa como que uma bacté ria se
multiplica a cada perfodo T 

p =popula~à'o ini ci-:~1 

o 

RESPüSTA:plnl=p •k 
Cl 

( Loiva cardoso de Zeni J 



AS FUNÇOES LINEAR E AFIM . . ... . . . 

EXPERI~NCIA PRATICA 

TAREFA L 

OBJETIVO: 

Observar a variação da elongação A (acréscimo de 

comprimen~o) de uma mola em função de uma força F aplicada sobre 

ela. 

PROCEDIMENTO: 

a) Preparar o equipamen~o 

b) Colocar os pesos, um a um, na mola e ano~ar para 

cada um dos pesos a elongação corresponden~e da mola na ~abela 

abaixo: 

MASSA ELON. TOTAL VARXAÇAO NA VARIAÇAO NA RAZAO ENTRE 
PESO F (\1) A<cm> /F<N> 

ELONG. <l>.A.> FORÇA<lJ.F> VAR I AÇÕ.ES: ( g > A< em> 

1 10 0.5 0.1 5 -- -- --
2 

3 

4 

5 

20 

30" 

40 

50 

1 

1. 5 

2 

2.5 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

5 

5 

5 

5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.1 

0.1 

0.1 

0.1 

c) Compl e~ar a 3 ~ co! una da ~a bel a, considerando que 

F = ma • is~o é, a força F (medida em Ne~ons) aplicada sobre a 

mola é conseguida mul~iplicando a massa Cem kg) pela aceleração 

da gravidade Cem m/s2
) . Usar g ;:;: 10 m/s2

. 

d) Di vi di r os valores da elongação A pela r espec~i va 

força F' na ~abela. Comple~ar a · 4~ coluna. Que se pode observar? 

Es~e valor será denominado cons~an~e da mola. 

e) Comparar o valor da cons~an~e da mola encon~rado em 

seu grupo com o valor encon~rado pelos ou~ros grupos. 

f) Que se pode concluir? 

5 

5 

5 

5 

l>.A./lJ.F 



g)Complet-ar as out-ras colunas. Analisá-las. 

Not-a: Os valores encont-rados na t-abela podem ser 

dependendo dos pesos e da mola ut-ilizados. 

out-ros , 



TAREFA S,_ 

OBJETIVO: Construir e analisar gráfico. 

PROCEDIMENTO: 

a) Na tabela anterior. as variáveis utilizadas foram : 

a~) variável depen?ente: elongação 

a ) variável independente: pesos z 

b) Usando os dados da tabela anterior. construir o 

gráfico ACcm)•FCN). 

El ongaç ã.o <em> 

o,'l o.~ o,s 
Força <N> 

GRÁFICO DA ELONGAÇÃO SOFRI DA POR UMA MOLAEM FUNÇÃO DA FORÇA 

EXERCIDA SOBRE ELA. 

c) Completar. de acordo com o gráfico: 

A cada aumento no peso de 

em na elongação. 

N corresponde um aumento de 

d) Qual a forma do gráfico? 

e) Experimentalmente verificou-se que é 

constante. Como pode-se chegar a este valor através do gráfico? 

f) Como se pode relacionar o processo de descoberta da 

constante via gráfico e via tabela? 

g) Qual a equação desta reta? 

Def . 1 . - A função f:~ ~ ~ 

função linear. 

dada por y = ax (a ~ 0) chama-se 



Então: 

Quando duas grandezas X e y se 

linearmente por y = ax Ca ~ 0). a razão das variações 

constante e igual a .. a ... 

relacionam 
liy 

é 



TAREFA ~ 

Objetivo: 

Verificar a efetiva compreensão do concei~o através d a 

resolução de situações-problema. 

1- Abaixo são representados os gráficos que f ornece m os 

alongamentos, em em, de 3 molas, em função das forças, e m New~on. 

exercidas em suas e~remidades 

A( em) 

I'Y\olo. ?> 

I 
o,~ o,:>For ça C N) 

a) Qual é a mol a mais fraca Cou seja . aquela que se 

alonga mais facilmente)? Mola 3 

b) Qual é a lei de cada uma des~as funções? 

Mola 1: A = 40 N 

Mola 2: A = 60 N 

Mola 3: A = 80 N 

2- A uma tempera~ura fixa, a massa e o volume de uma substância 

estão relacionados: conhecido o valor de um deles. podemos 

determinar o valor do ou~ro. Abaixo são apresen~ados os gráficos 

da massa em função do volume para álcool e para ferro. ambos a 

~emperatura de O <;C. 

Nes~a ~empera~ura: 

a) Determinar a massa de 10cm3 de álcool e de 10cm3 de ferro~ 

Massa 10 cm3 [ álcool: 8 g 

Ferro: 80 g 



b) De~erminar o volume de 40 g de álcool e de 40 g de ~erro; 

Volume 40 g [ 
álcool: 50 cm3 

Ferro: 5 cm3 

c) De~erminar a lei das duas ~unções que ~i veram seus grá~icos 

apresen~ados. 

massaCg) 
eo 

Ferro: m = 8V 6::> 

Álcool: m = O. 8V 4o 

?.o 

De~. 2- Quando duas grandezas variáveis es~ão relacionadas por 

uma ~unção linear, dizemos que es~as grandezas são dire~amen~e 

proporcionais. 

En~ão podemos dizer que, den~ro de cer~os limi~es. 

* A ~orça exercida por uma mola é proporcional ao alongamen~o a 

ela aplicado. 

* A massa de uma subs~ância é proporcional ao seu volume. numa 

~empera~ura ~ixa. 

3 - Se duas grandezas são proporcionais. ~riplicando-se o valor 

de uma delas, o que ocorrerá com o valor da outra? 



TAREFA 1:...:_ 

OBJETIVO: 

Constatar a existência de grandezas que crescem Cou 

decrescem) simultaneamente . sem que sejam proporcionais. 

PROCEDIMENTO 

Supor que. ao realizar a t.ar e f a 1 • determinado grupo 

t.enha por distração iniciado a experiência já com a mola marcando 

3 em. Caso esta mola fosse idênt.ica a sua. após a colocação de um 

peso. qual seria a elongação correspondente? 

E após a colocação de dois pesos? 

b) Preencha a nova t.abela: 

MASSA E:LON.TOTAL VARIAÇÃO NA VARIAÇÃO NA RAZÃO ENTRE: p E:SOS F<N> A<cm> /F(Nl 
< D.A) FORÇA< D.F> VARIAÇÕES D-.4/Ó. ( g) A< em> E:LONO. 

-
1 

2 

3 

4 

5 

-
10 

20 

30 

40 

50 

c) 

3 

3.5 

4.0 

4.5 

5.0 

5.5 

Const.ruir 

-
0.1 

0.2 

0.3 

1

0.4 I 
0.5 

-
35 

20 

15 

12 

11 

o gráfico 

ELONGAÇÃO <em> 

s 
4 

3 

:2 

o.~ 0,'2. 

-
0.5 

0 . 5 

0 . 5 

0.5 

0.5 

ACcm)•FCN) 

o,~ 
FORÇA <N> 

-
-

0 . 1 

0.1 

0.1 

0.1 

d) Comparar est.e gráfico com o da t.arefa 1. Quais as 

principais semelhanças e diferenças? 

e) Qual a equação desta ret.a? y ; 5 x +3 

-
-

5 

5 

5 

5 



~) Es~a é uma ~unção linear? CVeri~icar se a~ende as 

condições impos~as da de~. 1 . ) Não 

Def . 2 - A ~unção f:~ ~dada por 

Ca ~ 0) chama-se função a~im. 

A razão das variações 

y = ax + b Ca e b cons~an~es, 

é cons~an~e. 



TAREF'A §.:_ 

OBJETIVO 

O mesmo da ~are~a 3. 

10~0 ·,w15 

20 

~5 :~s· 
o o 

(em m~ (em minutos) 

O abas~ecimen~o de combus~ivel para aviões é con~rolado 

e regis~rado por meio de um disposi~ivo provido de dois "relógios 

marcadores" um deles para o ~empo de abas~ecimen~o em minu~os; o 

outro para a quan~idade de combus~ivel ~rans~erida ao ~anque do 

avião, em hec~oli~ros. A cada 5 minu~os a par~ir do inicio do 

abas~ecimento Cminu~o zero), é regis~rada a quantidade de 

combus~ivel no ~anque. Des~e modo, obtém-se a seguinte ~abela: 

11 I I 
~empo em mi nu~ os 

I I I I I 
a par~ir do inicio o 5 10 15 20 (~) 

do abastecimen~o 

quan~idade de 
combus~ivel no ~anque 3 5 , 5 8 10,5 13 (v) 
Cem hec~oli~ros) 

a) Qual a quan~idade de combus~ivel no ~anque no inicio 

do reabastecimen~o? 3 hl 

b) Quan~os hec~oli~ros de combus~ivel são trans~eridos 

ao ~anque em 15 mi nu~os? Em 5 mi nu~os? Em 1 mi nu~ o? 

15 mi n -> 7. 5 hl 

5 mi n -> 2. 5 hl 

1 mi n --> O. 5 hl 



c) Esboçar um grá~ico do abastecimento . considerando a 

quantidade v de hectolitros no tanque como f unção do tempo t 

em minutos, a partir do inicio do abastecimento. 

VChl:~ 
~ >tCmin) 

d) Calcular a partir dos dados, qual a quantidade de 

hectolitros no tanque, 12 minutos após o 

abastecimento. g hl 

Comparar o resultado com o ponto do grá~ico cuja 

abscissa é t = 12. 

inicio do 

e) Eslabelecer uma f órmula Cuma sentença aberta) que 

exprima ·v como ~unção de l. y = 1/2 X + 3 

2 - O compri mento de um ~io de cobre pode variar de acordo com a 

variação da lemperalura. Experimenlalmenle pode- se verificar que, 

dentro de cerlos limites, esta é uma ~unção a~im. 

Assim um fio de cobre com 100 m de comprimento à 

lemperatura de O<?C , terá, à lemperatura de T<?C um comprimento L 

que, e m m. será da~o por: 

L= 0.0017T + 100 

Para lemperaturas de O<?C a 100<?C esta função pode ser 

assim apresentada: 

~= [0 • 1001 ~ ~ dada por y = 0.0017x + 100 

Então, qual será o aumento no comprimenlo do ~io quando 

a temperatura passar de O<?C a 20<?C? t:.c = 0.034 m 

Finalizando, 

Em 1660 o inglês Robert Hooke descobriu 

experimentalmenle que , dentro de certos limiles, tem-se que 

FC N) / AC em) = k • ou enlão. F = Ak. A conslanle k é , por esla 

razão, denominada "constante de elasticidade" da mola. 
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FUNÇõES PERióDICAS 

Os objeLivos das aLividades aqui proposLas são: 

ATIVIDADE I- inLroduzir as !unções periódicas com variável 

angular , a L r a vés da análise de ma Ler i al cone r eLo que envolve 

movimento oscilaLório; usar o conceito de velocidade angular para 

inLroduzir !unção periódica com variável Lempo; ~r aduzir 

grà!icamenLe di!erenLes siLuações de movimenLo oscila~ório. 

ATIVIDADE II - usar maLerial concreLo para cons~ruir o modelo 

matemá~ico senoidal adequado para situações periódicas harmônicas. 

ATIVIDADE III apresenLar o modelo senoidal generalizado para 

~r aduzir as diferent,es siLuações gráficas observadas 

ant,eriormen~e. 

ATIVIDADE IV - modelar maLemaLicament,e siLuações periódicas que 

ocorrem em diversas áreas do conhecimenLo. 

ATIVIDADE V modelar maLemaLicamenLe movimen~os no plano que 

envolvem periodos. 

ATIVIDADE I = CONSTRUÇÃO A PARTIR 00 CONCRETO. 

O art,efa~o abaixo consisLe num pis~ão que se move com 

a reLação de uma roda de raio R C=7,5 em). 

:. .· ;; }~-==- ' .·. . . 
. . . . ~ . . 



O ângulo de rot.ação ex varia pos:it.ivament.e no s:e nt.ido 

ant.~horário de rot.ação e causa uma elongação y no pist.ão, d e t.al 

modo que y =O corresponde a ex =O (conforme figura). 

O ângulo ex é a variável i ndependent.e e y é f'unção 

de ex. 

1) Expresse grafic~ment.e uma possi vel relação para y e ex, 

considerando ex em radianos e y em cent.i met.ros e supondo 

Cex=Oo9y=O 

2- S~ponha que a roda acima gire com velocidade angular const.ant.e 

de w rad/seg sendo w = 2fl'ftj, onde T é o t.empo necessário para um 

giro completo, ist.o é, T é o periodo. Suponha que o moviment.o se 

inicie no ponto correspondente a ~ = O e [t = O ~ ~ = O e y = oJ 

a) Faça o gráf'ico para y em f'unção do tempo quando 

w = 2rr rad/seg. Not.e que o periodo é T = 1 segundo. 



b) quando w = 

segundos. 

1l - 2- - rad Cseg) . Not-e que o per iodo é T = 4 

3 - Suponha que a alavanca que prende o pist-ão seja encurt-ada de 

modo que a posição de repouso passe do pont-o y = O para o pont-o 

y = 2 ist-o é [ t, =O~~= O e y = 2J. 

Faça o grá~ico para o caso w = 2n rad/seg 

4 - Suponha que já t e nham decorridos t, segundos de observação 
j. 

quando o pistão passou pelo ponto o. isto é [ t = O -+ ~ ~ O e 

y ~ 0) 

Faça o grá~ico para o caso w = 2 n rad/seg 

J Ao . 



ATIVIDADE I I : UM RECURSO DI DA TI CO PARA CONSTRUI R 6_ FUNÇÃO SENO 

O mat-erial usado nest-e moment-o consist-e numa peça de 

madeira na qual est-á colado um circulo de raio R cent-imet-ros 

Cf"ei Lo com auxilio de t-ransf'eridor) com t-axinhas marcando as 

F>xt-remidades dos ânou.l os cent-rais sobre o circulo de 15 em 15 

graus, a part-ir de uma origem O,Conde a = 0) e os pont-os 

correspondent-es aos ângulos, sobre o diâmet-ro. 

Acompanha est-a t-ábua alguns at-ilhos de borracha e uma 

régua f'lexivel (cart-olina) que mede R em e que represent-a a 

unidade de medida. Est-a régua est-á dividida em 10 part-es e 

cor-responde a 1 unidade raio, ist-o é, 1 radiano. 

Divide-se o disco em quadrant-es. 

Faz-se a convenção de sinais apropriada para o circulo 

Lrigonomét-rico. 

O est-udant-e, com um at-ilho enlaçando os pont-os C, A e B 

Cda figura). obt-em as medidas dos segmenLos usando a 

régua-unidade. Port-ant-o essas medidas são relat-ivas ao t-amanho do 

raio. Est-e é o moment-o de relacionar graus e radianos como medida 

de ângulos e relembrar o número n. 

Assim def'iné-se seno do arco OA como AB se OA é de I 

ou II Quadrant-e e - AB se OA é de III ou IV quadrant-e; o cosseno 

do Arco OA como CB se OA é de I ou IV quadrant-e e -C'B se OA é 

de II ou III quadrant-e. 



Pode-se elaborar ~abalas de medidas, cons~ruir os 

grá~icos (usando a mesma unidade de medida para os eixos x e y) 

para y = sen x e y = cos x . 

Usando uma re~a ver~ical passando por O e marcando com 

~axas os pon~os T da re~a que correspondem à exlensão do rai.o CA 

de~ine-se ~angen~e de OA como o valor de medida OT se OA é de I 

ou III quadran~e e -<Tirse OA é de II ou IV quadran~e. 

Veri~ica-se: OT = 

Com es~a 

""AEf" 

CB 

~ábua usando dois a~ilhos, podem ser 

veri~icadas as propriedades das ~unções ~rigonomé~ricas , ~ais 

como: 

sen Cx + n) = sen x 

sen &x T n/2) = cos x 

sen (-X) = - sen x 

sen Cn - x) = sen x 

e~ c 

Obs1: É impor~an~e usar a régua para dar as medidas em graus e 

radianos de diversos ângulos. 

É imprescindivel lembrar as relações de semelhança de 

~riãng~los para observar que as ~unções seno e cosseno es~ão bem 

de~inidas. is~o é, independem do raio do circulo. 

ATIVIDADE III - AS CARACTERíSTICAS DE UM MODELO SENOIDAL 

GENERALIZADO 

1 - Os modelos y = A • sen x 

a) Grá~ico de y = A • sen x 

e y = A sen Cw~) 



O per iodo da função 

sen Cx + 2rr) = sen x 

y = A * sen x é 2rr r a di anos • 

b) Suponha um movimen~o oscila~ório harmônico. 

pois 

Define-se w = 2n 
T 

como a velocidade angular, em r a di anos por 

unidade de ~empo, onde T é o periodo. 

y = sen w (~ + T) = sen Cw~ + wT) = sen Cw~ + 2rr) = sen w~ 

Gráfico: y = A • sen w ~ 

2 - Variação do gráfico e consequências na expressão ma~emá~ica: 

y = A sen w~ + M 

M+A 

I' 
I, 

- ~ .,- ·-

.,. t I 

- - . - ... 

MODELO SENOIDAL GENERALIZADO 



3 - Element-os: T = Per iodo 

mini mo. 

A = Amplitude 

w = Velocidade Angular = 

M = Nivel Médio = 

t. = Tempo inicial · 
1. 

• I. 

média 

2rr 
T 

ent-re valores máximo e 

da onda 

OBSERVAÇÃO: 

O movimento do pi st.ão aqui analisado foi úti 1 para 

motivar e dar uma visualização concreta para as funç<Ses 

periódicas, mas cabe salientar que a relação entre a e longação y 

e o ângulo a não é senoidal, do tipo acima. 

O movimento do pist.ão não é harmónico. Se acoplarmos ao 

material uma régua vemos que a elongação máxima de y é 

aproximadament.e +6 em e a minima é de aproximadament-e -9 em, 

quando esperávamos valores iguais a ±7,5 em. 

Pode-se mostrar usando a regra dos cossenos, que: 

-( z zl -(z z z I 
y = R • sen a + 1 - R - 1 - R cos a 

Repare que y( 0) = O; y( rr/2) ~ 6 e yC 3rr/2) ~ -9 

Cl é o comprimento da biela) 



A TI VI DADE I V - APLI CAÇ~ES 

1 - O nivel d e um rio duranLe o ano reLra Lado pel o grálico abaixo 

pode s er modelado por uma !unçã o senoidal. 

Paça isso. 

Calcule o nivel do rio no inicio de janeiro. no inicio 

de maio e no lim de maio. 

A pesca comercial. em Loneladas. no mesmo rio. Lambém 

pode s er expressa de lorma senoidal. Faça isso para calcular 

quanLas Lonel adas de peixe são pescados nos meses de maio. de 

novembro e de dezembro. 



Respostas: 

R = Nivel do rio 

M 

A 

T 

t.. 
1 

R: y = 

yC4) = 

yC5) = 

PESCA 

M 

A 

T 

l 
1 

= 

= 

= 

= 

= 

28,5 + 20,5 
2 

28,5 - 24,5 

12 

= 

= 4 

= 3 

4 sen (+ct.. -

4 sen rr/6 + 24,5 

4 sen rr/3 + 24,5 

600 + 1400 = 2 

400 

12 

= 6 

49 
2 

= 24.5 

3) J + 24,5 

= 26,5 m 

= 27,7 m 

1000 

y = 400 sen ( +ct..- 6)) + 1000 ou y = 400 sen rr/6Cl+6) +1000 = 1200 

yC 11) ~ 1200 y C 5) ~ 800 t..onel adas mét..r i c as 

yC12) ~ 1000 de peixe 



2 - No grafico ao lado é represen~ada 

a evolução da ~empera~ura em çC na 

cidade de São Francisco de Paula CRS) 

Analise o gráfico e iden~ifique os 

elemen~os: periodo. ampli~ude, nivel 

médio e ~empo inicial padrão. 

Dê uma expressão ma~emá~ica para 

~empera~ura T em função do ~empo ~ -

Respos~as: 

M= 
12 + 18 = 15 2 

A= 3 

T = 12 

~ = 9,5 ou C-2. 5) 
i. 

y = 3 sen ( ----=~-=~:::-- C~ + 2. 5) J + 15 

yC1) . = 3 ( 
l •rr J s:en - 1:-::::2,..-- + 15 

yC5) = 3 ( 
15rr ) sen 12 + 15 

S O N O 

Calcule a ~emperalura do final de janeiro e do final de 

maio. (Observe que ~ = O no inicio de janeiro) 

3 Nossa respiração é ciclica, com periodos al~ernados de 

expiração e inspiração. A dur ação de uma respiração comple~a é em 

~orno de 5 segundos para um adul~o em condições normais. 

Fisiologis~as mediram a velocidade do fluxo de ar . em 1/seg. 

A curva abaixo descreve es~a velocidade duran~e um ciclo 

respira~ório. 

-o,5 · - - -



Encon~re o modelo senoidal para es~e fenómeno. Calcule 

v(l) e vC3) e explique es~es resul~ados. 

R: v = O. 5 sen ._, ( 
2
5

rr ~ J 

vC1) = 0.5 sen 2rr 
5 

~ 0.47 l/seg vC3) = O. 5 sen 6rr 
----:

5
=-- =-o. 29 1 /seg 

4 - Duran~e a respiração . a pressão exercida pelo ar den~ro dos 

pulmões oscila periodicamen~e de acordo com a velocidade. Es~a 

pressão é medida com relação a uma d~da pressão a~mosférica . que 

pode ser arbi~rada como zero. A pressão versus 

represen~ada pelo gráfico abaixo. expresse essa 

ma~ema~icamen~e. 

( 
2rr 

R: P = sen -....,
5
=--- C~ - 2. 5) J = sen ( -2....,~=-- ~ - 1l J = 

( 
2rr = - sen --

5
=-- ~) 

~empo é 

relação 



5 - O grárico abaixo nos rornece a ~emperatura a temperatura y 

no decorrer de 2 dias de observação, em !unção do ~empo de 

observação ~. de tal modo que t = O às 6 horas da manhã do 1 <? 

dia . Calcule a ~empera~ura às 10h, às 12h e às 15h des~e dia. 

M= 250 
125 = 

2 

A = 75 

T= 12 

~ = o 
:1 

y = 2 sen ( 2rr ~) + 20 24 

10 h -> ~ = 4 yC4) ::::: 21,7 

12 h -> ~ = 6 yC6) ::::: 22 

15 h -> ~ = g yCQ) ::::: 21,4 

6 - A !unção y = cosC2rr ~) e seu gráfico 

y 



Faça o g r á lico da !unção y = sen (2rr CL + 1 / 4)) e v e r ilique a 

igualdade : cos C2rr t.) = sen ( 2rr Ct. + 1/4) J. ist.o é. 

c os x = sen ( x + + J 
Ist.o just.ilica nossa concent-ração em exerci cios . com 

modelo s enoidal. 

ATIVIDADE V: MOVIMENTOS QUE ENVOLVEM PER! ODOS 

Em problemas de movi ment.o. consideramos um pont-o P 

móvel cuja posição varia com o t-empo t. 

" P" descreve uma t.rajet.ória curvilinea. 

Modelar um moviment-o no plano é dar as equações 

x = ICt.) e y = gCt.) que expressam as coordenadas x e y de P 

no inst.ant.e t. E (a.b]. 

Se o moviment-o se dá no espaço t-emos as equações 

x = ICt.) . y = gCt.) e z = hCt.). 

Problema 1-

I ~ ..., 
/Y 

A Lua descreve uma t.rajet.ória prat.icament.e plana e 

circular. t-endo o cent-ro da Terra como cent-ro . raio 

R = 380 mil Km e periodo de 30 dias. aproximado. Modele o 

moviment-o. escolhendo um sist-ema relerencial cart-esiano com 

origem arbit-rária. 

Faça um esboço do grálico de x = ICt.) e y = gCt.) para 

t. ~ O. Posicione a Lua no 10<? dia e no 15<? dia. sobre sua órbi t.a. 
'f 



~ 
(t 

Respos'Las: 

c = 3.8 * 10!:5 c os a 

= 3.8 * 1 0!:5 sen a 

2rr rr 
a = 30 'L = ~ 'L 

~·· R .. 
:··~. · .. ~-. ~ 

.'· · ~~Ç/: 
'•. , .. ' . 

Problema 2-

"A medida que passa a'Lravés do hidrogênio liquido. o 

elé'Lron deixa um ras'Lro vi si vel. semelhan'Lê à 'Lrilha dê vapor 

dêixada no ar por avião a ja'Lo à grandê al'Lura" CPSSC - Fisica 

Vol 1). 

SUponha a 'Lrajê'Lória êspiral ao 

lado. do'Lada dê um sis'Lema 

referencial dado. 

Modele o movimen'Lo supondo que 

a velocidade angular é cons'Lan'Le w = 2rr r ad/seg e velocidade 

linear dê afas'Lamen'Lo do cen'Lro é cons'Lan'Lê v = 1cm/seg 

Faça um êsboço do gráfico de x = f('L) e y = gC'L) para 

'L ~ O. 

Posicione a par'Licula nos 'Lempos 0.25; 0.5; 0.75; e 1 

segundo sobre a 'Lraje'Lória. 

Respos'Las: x = R cos a = 'L * cos C2rr'L) 

y = R sen a = 'L • sen C2rr'L) 

I 



Problema 3-

As órbi~as dos· plane~as de nosso sis~ema são elip~icas 

~endo o sol como um dos focos. 

Suponha que uma par~icula em movimen~o sobre a elipse 

abaixo cujo eixo maior mede 3 e o eixo menor mede 2cm com 

velocidade angular cons~an~e w = 2n rad/seg 

Modele o movimen~o e faça os gráficos de x = f(t_) e 

y = gC~). 
~ 

Respos~as: 

X = a c os Ot = 3 c os C2n~) 

y = b sen Ot = 2 sen : C2n~) 

Problema 4 -

A excen~ricidade da órbi~a da Terra é mui~o pequena, de 

modo que pode ser considerada pra~icamen~e circul ar, em t-orno do 

Sol. Como a galáxia ~ambém se move no espaço, - est-a ór bi ~a 

descreve uma ~raje~ória helicoidal. 
1. 

Suponha uma part-icula movendo- se no espaço , 

descrevendo a ~raje~ória helicoidal de raio 

raio 2m, ao lado, com velocidade angular 

) cons~an~e 2 n rad/seg e ver~ical v = 4 m/s 

Modele o movimen~o . 



Projeção no plano xy 

'j 
Respost-as: 

X = 2 c os C 2nt.) 

y = 2 sen C 2nt.) 

z = 4 t. 
7 ... 

Localize, no desenho, a posição da part.icula após 1, 2, 

3 e 4 segundos. 

Problema 5: Suponha uma part.icula movendo-se no espaço, 

descrevendo a hélice cõnica esboçada abaixo. com velocidade 

angular constante w = 2n rad/seg , velocidade radial constante v 

= 1 m/seg e velocidade vertical constante v• = 4 m/seg. 



Modele o movimen~o. Loc alize nos desenhos, a posição da 

par~icul a após 1, 2, 3 e 4 segundos. 

Respostas ' { X = ~ c os C 2rr~) 

y = ~ sen C2rr~) 

z = 4 ~ 
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FUNÇOES ALGÉBRICAS 

OBJETIVOS E PROPOSTA DE TRABALHO 

Nos:s:o objet.ivo no que segue é a :resolução de pr-oblemas: 

envolvendo as: dit.as: !'unções: algébr-icas: que são funções: do t.ipo: 

a) Polinômio 

b) Raízes: 

c) Soma~ 

funções de 

difer-ença, 

a) e b) 

mult.iplicação ,di visão e composição das: 

Nos:s:o t.r-abalho est.á dividido em duas: par-t.es:, cada uma 

delas: com uma pr-opost.a bem definida, a saber-: 

PARTE A: Es:t.abelecer- :relação ent.r-e o t.ipo de c:res:ciment.o ou 

decr-es:ciment.o da função <s:e :rápido ou lent.o) e a for-ma de seu 

gr-áfico. Vis: ando is:t.o, os: pr-oblemas: es:t.ão or-ient.ados: da s:eguint.e 

for-ma: 

.a) Análise qualit.at.iva do cr-es:ciment.o ou decr-es:ciment.o da 

função. 

b) Esboço do gr-áfico 

c) Obt.enção de exp:res:s:ão anali t.ica par-a a !'unção. 

PARTE Obt.enção de 6t.imas: par-a 

s:it.uações:-p:roblema. Quer-emos: 

soluções 

t.:rabalhar- nes:t.es: pr-oblemas: 

cer-t.as: 

usando 

s:oment.e cont.eudos: mat.emát.icos: que fazem par-t.e dos: pr-ogr-amas de 29 

gr-au, e assim sendo as: soluções: 6t.imas: devem s:e:r det.er-minadas: sem 

o us:o do cálculo difer-encial. 

Por- isso, na medida do pos:s:i vel, os: pr-oblemas: for-am 

or-ient.ados: da seguint.e for-ma: 

a) :resolução em casos: "bas:t.ant.e simples:" 

b) int.uir- a pa:rt.i:r do "cas:o simples:" a solução 6t.ima do cas:o 

''complicado" 

c) obt.er- expr-essão anali t.ica da função que 

pr-oblema, esboçar- s:eu gr-áfico e localizar- o pont.o ót.imo. 

d) mos:t.r-ar- que a solução int.ui da é de t'at.o ót.ima 

modela o 

As soluções: dos: pr-oblemas:, seguindo o :rot.eir-o apr-es:ent.ado, 

es:t.ão no t'inal de cada uma das: secções:. 
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Part.icu.larment.e acr-edit.amos que a pr-opost.a de t.r-abalho 

aqui apr-esent.ada possa ser- implement-ada dent.r-o dos pr-o~r-amas: de 

mat.emát.ica de 2 9 ~r-au. Os pr-oblemas: enfat.izam conceit.os e idéias: 

mat.emát.icas:, e os as:pect.os comput.acionais: (cálculo, fór-mulas:, 

et.c .. ) sur~em como necessidade nat.ural e não como al~o impor-t.ant.e 

em si mesmo. 
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PARTE A 
TIPO DE CRESCIMENTO OU DECRESCIMENTO 

X 
FORMA DO GRAFICO 
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PROBLEMA I 

1~ PARTE 

~ dado um r-eser-vatório de :Cor-ma cúbica com caoacidade 

igual a V m 9 de água. Tem-se uma tor-neira enchendo este 
9 

reser-natório e vamos admitir- que a vazão de água é K m por-

minuto. Quer-emos estudar o comportamento do ni vel de água no 

decorrer do tempo. Para isto seja: 

T: tempo necessário para encher o reservatór-io (quem é T?) 

A: altura do reservatório (quem é A?) 

y = f(t) : altura do ni vel de água no instante t. 

a) Observando que a altura do ni vel da àgua no instante 

t é propor-cional à t, esboce o grá:Cico de y • f(t) 

b) Obtenha a expr-essão anali tica para :C 

c) Como é a velocidade com que sobe o ni vel da àgua? 

d) Faça num mesmo sistema de coordenadas os gráficos 

das alturas em função do tempo, para diversos valu.t•ct.: de k. 

Estabeleça relação entre os coeficientes angulares 

das retas gráficos e a vazão de k. 
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2 ~ PARTE 

a) Os ~rá.ficos abaixo correspondem a variação do ni vel 

de a~ua no decorrer do t.empo, no mesmo reservat.6rio cúbico acima. 

Det.ermine, qualit.at.ivament.e, como foi a ent.rada de 

á~ua em cada sit.uação; ist.o é, como é a velocidade com que sobe o 

ni vel de à~ua no decorrer do t.empo: 

A 

T T 

b) Para cada sit.uação esboce o ~ráfico da velocidade em 

funç ã o do t.empo. 
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PROBLEMA li 

1~ PARTE 

É dado um reservatório cônico com capacidade i~ual a 

Vm
9 

de á~ua. Tem-se uma torneira enchendo este reservatório e 

vamos: admitir que a vazão de 
9 

á~ua é K m por minuto. Queremos: 

estudar o comportamento do n1 vel de á~ua no decorrer do tempo. 

Para isto ~:eja: 

T: tempo necessário para encher o reservatório <quem é T?) 

A: altura do reservatório (quem é A?) 

R: raio do reservatório <quem é R?) 

y = f"(t.): alt.ura do nível de á~ua no ins:t.ant.e t.. 

l 
A 

1 
a) Observando que no inicio do processo o ni vel de á~ua 

sobe mais rapidamente que ao f"inal, esboce o ~ráf"ico de y = :f(t) 

b) Abaixo temos um corte lon~itu~nal no reservatório: 

B 

A 

b ) Usando semelhança de t..riân~ulos: obt.enha relação 
:f. 

entre R<t) e f"(t.). 

b ) Sabendo que o volume do cone de á~ua é: z 

V(t.) = _1_n 
3 

6 

z 
( R<t.)) • f"(t) 



e que por outro lado V<t) = 1•t <lembre-se que a vaz!:io é 1m9 /nún), 

obtenha expressão anali tica para f'. 

c) Como é a velocidade com que sobe o ni vel de água? 

Esboce o gráf'ico da velocidade em !'unção do tempo. 

2~ PARTE 

igual a k 

a) Considere no problema anterior a vazão de água 
9 m /min. .Num mesmo sistema de coordenadas represente 

os gráf'icos da altura do ni vel de água no decorrer do tempo, para 

diversos valores de k. 

b) Ainda no reservatório cônico é possi vel obter para 

altura do ni vel de á~;ua no decorrer do tempo o t;ráf'ico abaixo. 

Neste caso como é qualitativamente a vazão de água? 

Esboce o t;ráf'ico para a vazão no decorrer do tempo. 

-----·- -------

3~ PARTE 

Dado que os gráf'icos abaixo corres:pondem a altura do 

ni vel de água em !'unção do tempo, em reservatórios com mesma 

capacidade e altura, sendo a vazão de água constante e igual para 

todos, descreva quali ta ti v amente a f' o r ma dos reservatórios. 
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PROBLEMA III 

1 ç. PARTE 

Tem-se uma escada de 6 m de comprimento encostada em 

uma parede vertical. A extremidade inf'erior da escada começa a 

mover-se horizontalmente com velocidade constante de 

V = 1 m/min e a extremidade superior desliza na parede vertical. 

Queremos determinar qualitativamente como é a velocidade com que 

se move a extremidade superior da escada. 

Para isto seja: 

T: tempo necessário para a escada ating-ir a posição 

horizontal (quem é T?) 

y = f(t): altura em que se encontra a extremidade 

superior no instante t. 

a) Represente numa mesma fig-ura as di versas posições de 

escada nos: tempos O, 1, 2, 3, ... 

b) Esboce o g-ráfico de y a f(t) 

c) A partir da fig-ura abaixo e usando o Teorema de 

Pitág-oras obtenha expressão anali tica para y = f(t) e faça o seu 

g-rálico. 

x.U:.) 
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d) Como é a 

superior da escada no 

velocidade. 

2~ PARTE 

velocidade com que s:e move 

decorrer do t.empo? Esboce 

a ext-remidade 

o t;rá:fico da 

Tomando no problema ant-erior v = 2m/min e v a 0,5 m/min 

represent-e no mesmo sis:t.ema de coordenadas os: t;rá:ficos: da alt.ur-a 

da ext-remidade superior em :função do t.empo 
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PROBLEMA IV 

1 ~ PA~TF: ----- --· -- - - - ---

-- -------------
Q----~,~-~=-~-~---~~-----+--_j 

ç ------ ---- -- ...... _-... 

Na fi~ura acima 'temos; 

n plano 

B bast.ão de compriment-o d 

F foco luz à 10m de dist-ância do plano n 
r ret.a passando por F e perpendicular á n 

Dado que o bast.ão se afast.a do foco de luz ao longo da 

ret-a r 1 paralelament-e ao plano n: com velocidade de 1m/min, . 

queremos est.udar o comport.ament.o do 'tamanho da sombra no plano n 
no decorrer do 'tempo. 

Para is:t.o seja: 

T :'tempo necessário para o bast.ão ir de F a n <quem éT?) 

y = f(t.) compriment-o da sombra no ins:t.ant.e de 'tempo t. 

a) Analise o 'tamanho da sombra nos: inst.ant.es: de 'tempo 

T = 1, 2, 3, ... , e apart.ir disso esboce o ~rá:fico de y = f(t.) 

b) Dado que a dis:t.ância do bast.ão ao foco de luz no ins:t.ant.e t. é 

x(t.) = 1•t. (lembre que o bast.ão s:e afast.a com velocidade de 

1m/min), usando semelhança de t.riângulos na figura abaixo, 

obt.enha expressão anali t.ica para 1. 

F 

i o 
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c) Como é a velocidade com que diminui o tamanho da 

sombra no decorrer do tempo? Esboce o grá:fico da velocidade. 

2~ PARTE 

Considere o problema anterior modificado: 

a) O bastão esta fixo à 5m do plano n 
b) O :foco de luz s:e a:fas:ta do bastão ao longo da reta z' com 

velocidade de 1m/min. <Desconsidere a hip6tes:e do :foco de luz 

estar à 10m do plano rr) 

Estude o comportamento da sombra do bastão no decorrer 

do tempo, para isto usando o roteiro apresentado na 1 ~ parte. 
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PROBLEMA V 

1 ~ PARTE 

Um carro vem andando com velocidade const..ant..e i~ual a 

22 m/s:e~. Num dado ins:t..ant..e1 que vamos: considerar t.. • O 1 com a 

f"inalidade de realizar ult..rapassa~em começa a acelerar e após: 12 

se~undos at..in~e a velocidade de 34 m/s:e~. Admit..indo que a 

aceleração é const..ant..e queremos: analisar a dis:t..ância percorrida 

no decorrer do t..empo1 durant..e a ult..rapass:a~em1 a part..ir de t.. = O. 

Para ist..o seja: 

( o t 121 int..ervalo de t..empo 1 em s:e~undos:1 necessário 

para que ocorra a ult..rapass~em 

y = v(t..) velocidade no inst..ant..e de t..empo t.. 

expressa em m/s: 1 t.. E [Qt121t 

y = d(t.,) dist..ância percorrida no int..ervalo de t..empo 

[O 
t t..1t expressa em met..ros1 para t.. E (Q 

' 
121 

a) Esboce o ~ráf"ico da velocidade em f"unção do t..empo e 

obt..enha sua expressão anall t..ica. 

b) Analisando, int..uit..ivament..e, a dis:t..ância percorrida 

em int..ervalos de t..empo de mesmo t..amanho 

ult..rapass:a~em1 esboce o ~ráf"ico de y = d(t.,) 

c) Para obt..er expressão anal1 t..ica 

ao lon~o da 

da dis:t..ância 

começamos f"ixando um inst..ant..e de t..empo t.. e dividindo o int..ervalo 
o 

(01 t.. 1 em s:ubint..ervalos: de mesmo compriment..o1 compriment..o est..e 
o 

que vamos: repres:ent..ar por ~t..: 

(Qt ~t..1t [~t.., 2~t..l, ... , [t., - ~t.., t.. 1 
o o 

Se ~t.. é muit..o pequeno t..emos: que num int..ervalo ~enérico 

[t.., t..+~t..1, a dist..ância percorrida é apro>dmadament..e: v(t..) • ~t... 

Ist..o é d<t.. +~t..) -d(t..) e aprox:imadament..e v(t..) • ~t... 
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d(t, ) = 
o 

Por- out.:r-o lado: 

-d(Q)) + -d(t, 
o 

-ll.t,)) 
já que f"(Q) = O e par-celas acima se cancelam, :r-est.ando a di:r-eit.a 

da i€;Ualdade soment.e f"(t, ) 
o 

Apa:r-t.i:r- das inf"o:r-mações dadas acima e mais a inf"o:r-mação 

€;X'áf"ica abaixo, veja que f"(t,) a ár-ea sob o €;:I'á:f"ico de v no 
-- ----4 -. -

int.e:r-valo (Q, t, 
0

] tr 

lrU:) 

~tdt 

d) Obt.enha expr-essão analit.ica par-a d 

2~ PARTE 

Um car-r-o vem andando com velocidade const.ant.e i€;Ual a 

24 m/se€;. Num dado inst.ant.e, que vamos consider-ar- t, • O , com a 

:Cinalidade de par-ar- no acost.ament.o começa a desacele:r-a:r- e após 

12 se€;undos pá:r-a. Admint.indo que a desaceler-ação é const.ant.e, 

ist.o é, a velocidade est.a diminuindo unif"o:r-mement.e, analise a 

dist.ância per-cor-r-ida no int.e:r-valo de t.empo (Q , t.J, par-a 

t, e (Q , 12]. 

Use par-a ist.o o :r-ot.ei:r-o da 1 ~ pa:r-t.e. 
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3 ~ PARTE 

Dado que os: carros: de uma certa fábrica saem 

ajustados: de tal forma que no momento que os: freios: s:ão 

acionados: a velocidade começa a reduzir uniformemente numa taxa 

de 3 m/s:, por segundo (isto é 3 m/s:2
) 

a) Obtenha expressão anali tica para a distância percorx-ida 

durante a fi'e3,f;em até parar em função da velocidade que s:e 

encontra o carx-o no momento que os: fx-eios: são acionados:. 

b) Seja y • f(v) a função do i tem a). 

Faça o gx-áfico de f 

c) Se t é o tempo neces:s:ái'io para o carx-o parar a partix- do 

momento que os: fx-eios: foram acionados:, estando ele com velocidade 

v, obtenha t em função de v. 

d) Seja t = g(v) a função do item c) 

Faça o gx-áf"ico de ~ 

e) Conclua que: 

a distância pex-cox·x·ida 

dii'etamente px-opox-cional quadrado 

a 

velocidade 

encontra o carx-o quando os: fi'eios: são acionados. 

que se 

o tempo decori'ido entx-e os instantes de frea~em 

e a parada do carx-o é dix-etamente px-opox-cional ~ velocidade que 

se encontra o carx-o quando os: fx-eios: são acionados. 

TRABALHO ELABORADO POR: 

MARIA ALICE GRAVINA 
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PARTE A 
SOLUCOES DOS PROBLEMAS 

15 



PROBLEMA I 

1 ~ PARTE 

a) Sendo a altura do ni vel de ág-ua no instante t. 

proporcional à t, temos que o g-ráfico é uma reta passando pela 

orig-em. 

b) No instante t o volume de ág-ua é: 

v(t) = k t 

v(t) = a t 

(k = vazão) 

(a = área da base do reservatório) 

Assim k t = a • f(t) donde f(t) = _k_ t 
a 

c) Intuitivamente vemos que a velocidade é constante já 

que a vazão e a área da superfi cie do ni vel de ág-ua são 

constantes. 

De outra forma: 

num intervalo de tempo [t, t +.6.tl a velocidade média é 

= 
(k/a)(t +.ó.t) - (k/a) t 

.6.t = k 
-a-' e isto 

acontece num intervalo tão pequeno quanto se queira (pense em .6.t. 

s:e aproximando de zero). Assim é constante a velocidade com que 

s:obe o ni vel de ág-ua, e ig-ual a k/a m/seg-. 

d) 

Quando menor é a vazão, menor é a inclinação do 

s:eg-mento de reta que cor-responde a altura em ~unção do tempo. 
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2~?- PARTE 

! ~ Sit.uacão: Consider-e int.er-valos: de t.empo [t,, t.+Ãt.l ao lon~o do 

processo (is:t.o é, t.omar- di:Cer-ent.es t. e mesmo Ãt.). A var-iação do 

ni vel de á~ua num int.er-valo, :C<t.+Ãt.) - :C(t,), con:Cor-me nos: mos:t.ra 

o ~r-á:Cico abaixo, diminui a medida que o pr-ocesso avança: 

At 
Conclui-se que a velocidade com que sobe o ni vel de 

á~ua diminui ao lon~o do pr-ocesso. 

Fazendo análise similar- nas: demais s:it.uações 

concluimos: 

~ '?- Si t.uacão: A velocidade aument.a no decor-r-er- do processo 

~ ~ Sit.uacão: At.é a met.ade do pr-ocesso a velocidade diminui e 

depois: começa aument.ar-. 

4 ~ Sit.uação: A velocidade é gr-ande e cons:t.ant.e no inicio do 

processo, depois t.or-na-se pequena e cons:t.ant.e, e :Cinalment.e 

cons:t.ant.e num valor- int.er-mediár-io. 

Possi veis gr-á:Cicos das 

si t.uações: 

17 

velocidades nas 

T 

diversas: 

...---
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PROBLEMA II 

1 ~ PARTE 

A 
a) 

b ) Por semelhança de t.riângulos t.emos que 
i 

e port.ant.o R<t.) = ~ • f{t.) 

bz) V{t.) = + n ( + Jz f{t.)z * f{t.) e 

V<t.) = K t. < k é a vazão) 

f(t.) 
R<t.) 

Assim k t. = 1. n ( + J 2 

f(t.)
9 

donde f{t.) c 9~ -3- = 

c= I 3A
2 

k 

n R
2 

A 
=~ 

com 

c) Int.uit.ivament.e vemos que a velocidade com que sobe o 

ni vel de água diminui ao longo do processo. 

Se quizermos informação numérica sobre a velocidade 

devemos analisar a velocidade média no int.ervalo de t.empo 

[t., t.+l:U <e t.ant.o menor .bt. melhor é a informação). Ou seja, 

devemos analisar o comport.ament.o de: 

f'(t.+.bt.) - f(t.) 
.6.t. = 

9/ I 9~ 
c y t.+.bt. - c y t. 

.bt. 

ist.o para frações de t.empo .bt. cada vez menores. Es:t.a analise 

requer alguma t.éc nica, e o lei t.or int.e.res:s:ado pode obt.er res:post.a 

para is:t.o em livros de Cálculo Diferencial e Int.egral. 
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Esboço do g-ràf"ico da velocidade: 

2~ PARTE 

a) 
A 

b) A alt.ura sobe unif'ormement.e no decorrer do t.empo. 

Para que is:t.o acont.eça a vazão de ág-ua no inicio é pequena e 

deve ir aument.ando cada vez mais:. 

Esboço de um pos:si vel g-ráfico para a vezã:o: 
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3'!- PARTE 

1 '!- Situação: Resel'vatól'io cônico com vél'tice pal'a baixo. 

2 '!- Situação: Resel'vat6l'io cônico com vél'tice pal'a cima. 

3 '!I Situação: Res:el'vat6l'io com secção mediana menol' em l'elação à 

base e a tampa, pensando esta iguais. 

4 '!I Situação: Sobl'eposição de tl'es l'esel'vatól'ios: de mesma tol'ma 

com ál'eas: das bas:es: ditel'entes, sendo · o pl'imeil'o l'eS:el'vat6l'io o 

de base menol', o segundo de bas:e maiol', e o tel'ceil'o com base 

intel'mediál'ia. 
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PROBLEMA III 

1 ~ PARTE 

a) 

b)Em a) vemos: que em in-tervalos: de t.empo [t., t.+.6.t.l, de 

mesmo comprimen-to, conforme avançamos: no processo a ex-tremidade 

superior da escada percorre dis:t.âncias maiores:, is:t.o é, 

f"(t.+~t,) - :f"(t.) aument.a em valor absolut.o <Observe que y = f"(t.) 

decresce no decorrer do t.empo e port.ant.o a di:f"erença acima é 

ne~at.iva). 

Esboço do ~ráfico de f: 

c) Usando o "teorema de t.emos que 
2 2 

(x<t.) J + (:e<t.)) = 36. Mas x(t.) = 1•t. < já que a ex-tremidade 

inferior se desloca 1m/min), donde t.2 +(f(t.))2 = 36. 

Observe que <t., ::f"(t.)) est.á no circulo de cent.:ro <0,0) e 

:raio 6. Assim f(t.) = /36 - t.2 

pedaço de círculo. 

21 
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d) Do observado em b), vemos: int.uit.ivament.e que a 

velocidade com que s:e move a ext.:remidade s:upe:rio:r aument.a, em 

valor a.bs:olut.o, ao longo do processo. 

Se quisermos: iruo:rmação numérica sobre a velocidade 

devemos an.a.lis:az- a velocidade média no int.e:rvalo [t., t.+Ll.t.J <e 
t.ant.o menor Ll.t. melhor a iruo:rmação) ou seja, devemos analisar o 

compo:rt.ament.o de: 

f(t.+Ll.t.)- f(t,) 
At. = 

/36 - t. 

ist.o paz-a f':rações de t.empo cada vez menores. Es:t.a análise :requer 

alguma t.écnica e o leit.o:r int.e:res:s:ado pode obt.e:r est.a inf'o:rmação 

em livros de Cálculo Dif'e:rencial e Int.egral. 

2~ PARTE 

c<t.) = I 

Esboço do g:ráf'ico da velocidade, run. valor abs:olut.o: 

Paz-a v = 2m/min t.emos (2t.)2 + (f'(t.))2 = 36 e po:rt.ant.o 

2 I 
36 - 4t. 

Para v = 

, e seu g:ráf'ico é uma qu.art.a pa:rt.e de elipse 

0.5m/min t.emos = 36 e 

po:rt.ant.o f'("t..) = 
pa:rt.e da elipse. 

I 36 - o.2s-t..
2 

' e s:eu g:rá.Iico é uma qua:r"t..a 
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PROBLEMA IV 

1 ~ PARTE 

a) No inicio do processo a sombra é mui t.o grande e 

diminui no decorrer do t.empo, chegando ao t.amanho do bast.ão. 

Esboço do gráfico: 

b) Da semelhança de t-riângulos t.emos que 

e como x(t,) = 1 • t, t.emos que :f(t,) = 10 b • + 
:f(t,) 

b = 10 
x(t,) 

c) Temos que no inicio do processo a sombra dimunui 

rapidament-e, depois já ~o mais t.~o rápido, e quando o bast.~o 

est.á próximo do plano diminui muit.o devagar. 

Esboço do grá:fico da velocidade: 

Se queremos in:formação numérica sobre a derivada 

devemos analisar o quocient.e 
:f(t.+Llt.) - :f(t,) 

Ll.t. 
que nos dá a 

velocidade média no int.ervalo de t.empo (t,, t.+Llt.l. Est.a análise 

pode ser encont.rada em livros de Cálculo Di:ferencial e Int.egral. 
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2~ PARTE 

a) No inicio do processo a sombra é mui to ~r ande e 

diminui no decorrer do tempo aproximando-se do tamanho do bastão. 

Esboço do ~rá:f'ico: 

b) Por semelhança de triãn~ulos temos: conforme f'i~ura 

abaixo que 

. f'(t) 
x(t) +5 = 

b 
x(t) 

j á que x<t) m 1 • t 

e portanto f(t) = b 
x(t) +5 

x(t) 

L) 
1 

= b • t +5 
t 

c) Esboço do ~ráfico da velocidade~ em valor absoluto 
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PROBLEMA V 

1 ~ PARTE 

a) Como a velocidade aumenta uniformemente seu g-ráf'ico 

é o seg-mento de reta com pontos: extremos: <O, 22) e <12, 34) que 

t.em como equação y = t + 22. Assim v(t) = y +22 

Esboço do g-ráf'ico: 

b) A velocidade média em intervalos: de tempo, de mesmo 

t.amanho, ao long-o do processo, aumenta. Portanto a distância 

pe:r:-co:r:-rida em intervalos de tempo de mesmo tamanho, aumenta 

conforme a vançamos: no tempo. 

Esboço pa:r-a o g-ráf'ico da distância: 

c) Como d(t. ) = (d(~t) -d(Q)) +<d<kllt)-(d(~t) + ... 
o 

... + d(t. ) -d(t -~t)) 
o o 

e d(t +~t) -d(t) é ap:r:-oximadamente v(t) • ~t seg-ue que f'(t ) é 
o 

aproximadamente v<O>•~t + v<ll.t.)•ll.t+ v<2~t>•~t+ ... + v<t 
o 

-~t>•~t 

Na f'ig-ura vemos que cada uma dessas pa:r-celas corresponde a área 

de um retâng-ulo de base ~t e altu:r:-a v(t). Tomando-se ~t mais e 

mais: próximo de zero vemos que a área da reg-ião f'ormada pelos 

:r-etâng-ulos aproxima-se mais e mais da área do trapézio 
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determinado pelo grá:flco de v no 

i~ual a área sob o grá:t'ico de v no 

intervalo [O ~t ]. Assim d(t ) é 
o o 

intervalo W, t, ] 
o 

d) Usando a :t'órmula da área do trapézio, A = · ( bt : bz J h 

obtemos A = ( <t +22~ + 22 ) t, = + 22t.. Assim temos que 

d(t) 
t2 

= -2- + 22 t, 

2~ PARTE 

a) Como a velocidade reduz uni:t'ormemente seu grá:t'ico é 

o se~mento de reta <O, 24) e <12, 0) que tem como equação 

y = -2x +24. Assim v(t) = -2t +24 

b) A velocidade média em intervalos de tempo de mesmo 

t.amanho, ao longo do processo diminui. Portanto a distância 

percorrida em intervalos de tempo de mesmo ta.manhom diminui 1 
coruorma avançamos: no tempo. 

Esboço do grá:fico da distância: 

c) Raciocinando de maneira análoga ao que :foi :f e i to na 

1 ~ parte obtemos que d(t) = 
intervalo W, t]. Assim d(t) = 
d(t) = -t2 +24t 

área sobre o grá:fico de v no 

lJ portanto ( 
24 +<-

2
2t +24))• ~ e 
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3~ PARTE 

a) Seja v 
o 

a velocidade de um cert.o carro no inst.ant.e 

que os :Creias são acionados. Como a velocidade começa a reduzir 

uni:Cormement.e numa t.ax a de 3m/seg, por segundo, obt,emos: que a 

velocidade dest.e carro num dado ins:t.ant.e t. é v(t.) = v - 3t. e o 

carro para no inst.ant.e t. = 
v 

o 
-3-

o 

Como ant.eriorment.e obt.emos que a dist.ância percorrida 

at.é o inst.ant.e t. correspondent-e 

i nt.reval o [Q, t.l. 

2 v 
d( _o_)= 

3 

2 
v o 

- 3 -

Assim d(t.) 

2 2 
v v o o 

- 6- = - 6 -

a área sob de v no 

= v t. 
o 

e port.ant.o 

Assim a dis:t.ãnciéi percorrida durant-e a :Creagem em 

!"unção da velocidade que se encont-ra o carro no moment-o que os 
2 

v 
- 6-f"reios são acionados é f"(v) = 

b) 

c) Na part.e a obt.emos: t. 
v 

o 
= - 3- onde é o t.empo 

necessário para o carro parar e v é a velocidade que se encont-ra 
o 

o carro no moment-o em · que os :freios :foram acionados. Assim, 

g(v) = v 
-3-

d) 

j 
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PARTE 8 

PROBLEMAS DE MAXIMOS E MINIMOS 

2 8 



PROBLEMA I 
Tem-se n :r-ipas de madeira com 1 met.:r-o de comp:r-iment.o 

cada. Usando-se t.odas as :r-ipas, sem quebrar nenhuma, quer-se 

delimit.ar uma :r-eg-ião :r-et.ang-u.lar de t.al f"o:l'ma que a á:l'ea seja a 

maior possi vel. 

Vamos começar :r-esolvendo o problemas em casos 

part.iculares e a part.i:r- disso t.e:r-emos uma indicação de quem é a 

melho:l' solução no caso g-eral. 

1) Resolva o problema para N = 8 e N = 18, para ist.o 

:r-ep:r-esent.ant.o t.odas as :r-eg-iões possi veis: no papel quadriculado e 

calculando as :r-es:pect.ivas áreas. Quem é a :r-eg-ião :r-et.ang-u.lar ót.ima 

em cada caso? 

2) Se aument.amos: o valor de N o mét.odo usado em 1> é 

desanimador. Já t.emos uma f"o:l't.e indicação para a melho:l' solução, 

e é dist.o que vamos nos: convencer no que seg-ue: 

2.1> Observe que as condições: do problema est.abelecem 

relação f"uncional ent.:r-e as: variáveis: que :r-ep:r-esent.am as dimensões 

da :r-eg-ião ret.ang-ular. Est.abeleça est.a relação. 

2.2) Obt.enha a área da :r-eg-ião :r-et.ang-ula:r- em f"unção de um dos 

lados. 

2.3) Seja y = f"(x) a f"unção obt.ida em 2.2>, det.e:l'mine o 

domi nio de f". 

2.4) Deixando de lado por um moment.o o cont.ext.o 

Stll'g'iU f" 

g:l'áf"ico de 

consider-e sua 

f" Localize 

solução para o problema. 

va:l'iavel independent.e cont.i nua e 

g-:r-aficament.e o pont.o que dá a 

2.5) Resolva o pr-oblema para N = 600 e N = 830 

2.6) Conclua que: 

em que 

f"aça o 

me lho X' 

a) N deve se:l' número pa:l' para que o p:l'oblema t.enha solução 

b) Se N é divis:i vel po:l' 4 a melho:l' solução é :r-egião 

ret.angular que us:a N/4 :l'ipas em cadâ lado. 

c)Se N não é divisi vel po:l' 4 a melho:l' solução é a :l'egião 

ret.angular que usa nos lados respect.i v ament.e 
N 1 --,;r- -2- e _N_ + 1 4 -2- X'ipas. 
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PROBLEMA II 

Quer-se lazer um pomar em lorma ret.angular com N pés: de 

árvores:. As: árvores: devem ser plant.adas: à uma dist.ância de 1 

met.ro t.ant.o na horizont.al quant.o na vert.ical. Deseja-se minimizar 

a quant.idade de cerca necessária para delimit.ar est.e pomar. Como 

devemos: dimensioná -lo? 

Vamos começar resolvendo o 

part.iculares: e a part.ir dis:t.o t.eremos: uma 

melhor solução no caso geral. 

problema em casos 

indicação de quem é a 

a) Resolva o problema para N = 16 e N = 32 para ist.o, 

represent.ando t.odos os: pomares: possi veis no papel quadriculado e 

calculando os respect.ivos: perimet.ros. Quem é o pomar ót.imo em 

cada caso? 

b) Se aument.armos o valor de N o mét.odo usado em a) é 

desanimador. Já t.emos uma lort.e indicação par-a a melhor solução, 

e é dist.o que vamos: nos: convencer no que se~ue: 

b.1) Observe que as condições do problema est.abelecem 

relaçã o luncional ent.re as: variáveis que represent.am as: dimensões 

do pomar. Est.abeleça est.a relação. 

b .2) Obt.enha o per i met.ro P do pomar em !unção de um dos: 

lados, e de t.al lorma que P seja um quocient.e de dois: polinômios. 

b.3) Seja y = P(x) a !unção obt.ida em 2.2. 

Det.ermine o domi nio de P 

b.4) Deixando de lado por um moment.o o cont.ext.o em que 

surgiu P, considere sua variável independent-e cont.i nua. Queremos: 

esboçar o grálico de 1. Para is:t.o: 

1- Encont.re os zeros de P, ist.o é, os: x t.ais: 

que P(x) = O 
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2- Analise o comport.arnent.o de P nas proximidades: de 

valores: que não es:t.ão no donú. nio de P 

3- Analise o comport.ament.o de p quando o valor 

abs:olut.o de x é arbit.rariarnent.e grande. 

4- Usando as: iruormações acima esboce o gráfico de P. 

b.5) Localize graficament-e 

solução ót.ima para o problema. 

o pont.o (x 
o 

, P(x ) 
o 

que dá a 

A part.ir do 1 t.em a) podemos: int.uir que a solução ót.ima 

é quando x = ~ . Most.re que de f"at.o ela é ót.ima. o 

b.6) Resolva o problema para N = 400 e N a 600 

b .7) Levando em consideração que a solução ót.ima 

um número nat.ural, conclua como obt.ê-la no caso geral. 
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PROBLEMA III 

sua área 

80m
2 

de 

O cus~o de cons~rução de um ~anque é dado em ~unção de 

~o~al. Tem-se recursos para cons~ruir-se o ~anque com 

área. Es~ude a ~unção volume do ~anque e de~errrrine 

gr~icamen~e o pon~o que ~ornece o ~anque de volume máximo. 

Considere o ~anque ~echado e com base quadrada. 

Para is~o : 

a) Observe que a as condiç5es do problema de~e:r-mina 

relação ~uncional en~:r-e as variáve is que represen~am as dimensões 

do ~anque. Es~abeleça es~a :r-elação. 

b) Ob~enha o volume do ~anque em ~unção do comp:r-imen~o 

de uma das ares~as do ~anque. Faça is~o de ~al ~o:r-ma que a 

exp:r-essão anali ~ica da ~unção seja do ~ipo polinômio. 

c) Seja y a ~(x) a ~unção obtida em b) e tome para 

domi nio de ~ o conjunto dos núme ros 

gráfico de ~, para is~o: 

:r-eais. Queremos esboçar o 

c.1) Determine os ze:r-os de ~, is~o é, x tal que ~(x) == O 

c.Z) Analise o sinal de ~ nas proximidades dos ze:r-os. 

c.3) Reescreva a expressão anali tica de ~ colocando em 

evidência a maior potência de x, e use esta expressão para 

deterrrrinar o compor~amen~o de ~ quando o valor absolu~o de x é 

ar bi ~rariamen~e t;rande. 

c.4) Usando as iruo:r-maç5es acima esboce o t;rá~ico de ~ 

d)Localize g;:r-~icament.e o pon~o que nos dá a solução 

ó~ima do problema. 

Obse:r-vação: O valor numé:r-ico do pont.o ót.imo no problema 

acima é ob~ido ~acilmen~e com técnicas do cálculo di~erencial, 

cont.eúdo es~e não ~az part.e dos programas de 2 <? grau. 

Será que t.al con~eúdo não deveria ser inclui do no 2 <? 

t;rau? Sobre ist.o, leia o artigo "O Ensino do Cálculo no 2 <? Grau", 

de Geraldo A vila na RPM n <? 18. 
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PARTE B 

-SOLUCAO DOS PROBLEMAS 
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PROBLEMA I 

1) Para N = 8 obt.emos: para pos:si. veis re~iêSes: um 

r-et.ân~ulo 1 x 3 e um quadr-ado 

ót.ima. 

2 x 2, sendo o quadr-ado a solução 

Para n = 18 obtemos: para pos:s:i veis re~iêSes: ret.an~ular 

de dimensões 1 x 8, 2 x 7, 3 x6, 4 x 5 sendo o últ.imo deles o d e 

maior área, e es:t.e é o que mais se aproxima de um quadr-ado. 

2.1) Sendo · x = número de ripas usadas na horizont.al e 

y ca número de ripas usadas na vert.ical t.emos de 2x + 2y = n 

2.2) A<x> = K (N - 2x) 
2 

N 
2.3) No problema devemos: t.er 1 ~ x ~ -

2
- - 1 

2.4) y = A(x) é uma parábola volt.ada para baixo com 

vért.ice em x = N 
-4-

2.5) Se N = 600 a solução ót.ima é x = 150 

Se N = 830 a solução ót.ima é x = 207 

2.6) a) Sendo 2x +2y = N se~ue que N é par 

b) No vért.ice da parábola t.emos um pont.o de máximo 

para a ~unção á rea. Mas a coordenada x do vért.ice pode ser ou não 

um número int.eiro. Já sabemos: que X 
N = - 4- Assim se N é 

divisi vel por 4 t.emos que x é int.eiro e port.ant.o é a solução 

ót.ima. 
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c) Se N não é divis:i vel por 4 a solução ót.ima é o maior 

int.eiro mais: próximo da coordenada x do vért.ice. E es:t.e int.eiro é 
N 1 N + 1 

-4- - 2- ou - 4- -2-
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PROBLEMA li 

Por uma ques:t.ão de s:impli:ficação nos: cálculos: vamos: 

admi t.ir a quant.idade de met.ros: de cerca a s:er us:ado é igual a 

duas: vezes: o número de árvores: numa carreira horizont-al mais: duas: 

vezes: o número de árvores: numa carreira vert.ical. 

a) Se N = 16 as: disposições: pos:i veis: de árvore em forma 

ret.angular são 1x16, 2x8, 4x4, sendo a quant.idade de cerca 

n ecessária em cada caso, res:pect.ivament.e 34, 20, 16, e port.ant.o 

4x4 é a solução 6t.ima. 

Se N = 32 as: disposições: pos:s:i veis: de árvores: em forma 

ret.angul.ar s:ão 1x32, 2x16, 4 x8, sendo a quant.idade de cerca 

necessária em cada caso, res:pect.ivament.e 661 36, 24, e port.ant.o 

4x8 é a solução 6t.ima. Es:t.a solução é a que mais: s:e 

aproxima de um quadrado. 

b ) Sendo x a núme ro de árvores: na horizont-al e 
i 

y = número de árvores: na vert.ical t.emos: que x • y = N 

b ) Temos: que o per i met.ro é i g ual a duas: vezes: o n úmero z 
de árvores na ver-t.ical mais: duas vezes: o número de árvox-es: 

na horizont.al. 

Assim P<x> z::c 

conjunt.o 

b) 
9 

dos: 

b ) 
4 

2x +2 N 
ou 

X 

No problema 

x nat.urais: t.ais: 

s:eja P<x> = 2 

t.emos: que o 

que 1 ~ X~ N 

1 . A função P nunca s:e anula 

( x 2 + N ) X 

dominio de p e o 

2. Quando x s:e aproxima de zero com excesso t.emos: que 

P(x) aument.a s:em limit.açãos quando x s:e aoroxima de zero com 

falt.a t.emos: que P<x> é negat.ivo e diminui sem limit.ação. 

3. Sendo P(x) = 2 ( + N 
X 

) vemos: que quando x 

aument-a sem 

valor P<x> é 

limit.ação, P(x) t.ambém aument-a 

mui t.o parecido com 2x já que 

sem 
N 
X 

limit.ação e o 

es:t.a cada v e z 

mais: próximo de zero. E quando x é cada vez mais: n e gat.i v o, o 

mesmo acont.ece com P<x> sendo es:t.e valor, como ant.es:, parecido 

com 2x 
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4. 

/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

n 
b ) Vamos most.r-ar- que 

!S 

, 

~ P<x) qualquer- que 

s:eja x > O. De f"at.o: 

p(~)~ P(x) <-+ 2 ( ] ~ x.2 + N 
2 < ----- ) +-+ 

X 

2 N 

ver-ifica. 

2 2 ~ 
X ~ X + N +-+ X -2x -( N +N ;:: O 

o ' e est.a últ.ima igualdade sempr-e se 

b ) Par-a N = 400 a solução 6t.ima é x ::s ~ , ou seja, 
6 

é o pomar- 20x20. 

int.ei:r-o 

b ) Par-a N = 600 a solução 6t.ima é um dos valor-es; 
7 

o Maior- inteir-o menor- ou igual a~ ou o 

maior- ou igual a d et.e:r-mina-se o 

menor-

6t.imo 

calculando-se o per-i met.r-o nest.es dois valor-es e t.omando-se dent.r-e 

eles o que f"or-nece o menor- per-i met.r-o. 
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PROBLEMA III 

a) Seja x = comprimento da arest.a da base e seja 
2 y = alt.ura do t.anque. Temos: 2x +4xy = ao 

b) Como volume do t.a nque é area da base x alt.ura t.emos: 

c ) Temos V(x) a O quando x • O ou x ± 
1. 

c ) V muda de sinal a direi t.a e a esquerda dos zeros: 
2 

c ) Escrevendo v(x) = 
9 

1 
--4- x3 ( -a_o_2_ 

X 

vemos: que 

para x arbit.rariament.e t;rande em valor absolut-o o valor de V<x) é 

mui t.o -parecido com 

com -2 

c ) 
4 

9 
X -
2
- já que ao 

2 
X 

- 2 é mui t.o parecido 

d) O pont.o que dá a solução ó t.ima é o pont.o d e máximo 

no int-ervalo [Q, ~ ]. 

TRABALHO ELABORA DO POrt: 

MARIA ALICE GRAVINA 
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A FUNÇAO EXPONENCIAL DE VARIAVEL DI SCRETA 
Cct{STRUV:C t)) ~ao 'MA'TEl"Ãfi·co 
ATIVIDADE 1 
Observe a t<3.bela abai}:o :·· 

POPULAÇAO DOS ESTADOS UNIDOS 
~ ( adaptad o de New York Times Encyclopedic A lmana c -1970 ) 

+---------------------------------------------------------------+ 
!n:=enésima !t=tempo : P= p opul.:<.çi=:.o .: F'{t+At)/ P (t) 
~ col eta de dados: (anos) (milhões) 

+~---------------------------------------------~-----------------
0 1790 3,93 . : 1~351 1450 . . . 

1 ~ 1800 ~· , 31 1 '36346!::.1 .. . 

2 : 1 810 7 , 24 1 , 3314917 .. . 
------------------- --------------------------------------------' ..,.. 

·-' : 1820 1 '3350622 . .. 

4 : 1830 12 , 87. 1 , 326340 .. . 
-------- ----------- ------------ - ------- - ---- - ------ - -·----- -----

c: 
~· 1840 17 , 07 1 ' 3585237 . . • 

: ------------------------------------------------------------~--
6 :.· 1850 '23 ' 19 1 ' 3557567 .•. 

:----------~----------------------------------------------------
7 : 1860 31 , 44 

• 

7~----------------~---------------------------------------------+ 
Os dados apresentam al g uma (s) REGULARIDADE(s) ? Em caso positivo , 
I UENTI F IQUE-A (S) . 

~TIVIDADE 2 
~bserve a tabela aba~ xo: 

TEMPERATURA DA AGUA COLOCADA NUM RECIPIENTE FECHADO,OBTIDA 
~~~os AQUEC IMENTO ALGUNS GRAUS AC I MA DA TEMPERATURA AMBIENTE A=25° C 1 

~-----------------~----------------------------------------------------------- -r 
n= enésima :t==tempo : T=temper-atLn-a : T( t)-A : [ T(t+At )-AJ/[T(t)-A J r 

: :::o 1 e ta de dados : ( min) : \graus cen tíg.t- ados ) : 
~·-~------:---------------------------------------------------------------------1 

: o o 35 , 2 10,2 0,794117 . . . 
:-----------------------------------------------------------------------------1 

1 1 0 33 , i 8 . 1 0 ,802469 . .. : 
-----------------------------------------------------------------------------

~. 

..::. 2 0 O~ 769Z.::.O • • • I 
I 

: ---------------------------------~------------------------------------------~ 
3 30 . 30' o 5 ' o (l ~ 7 60000 . . . 

--------------·-·------- ---·--- -·------ ------------------------------------------·----· ( 
: ' 4 40 28~8 3 ,8 0 ;68410. . . : 
-----------------------------------------------------------------------------1 . r 

! ~. =,(} 2"7 .. 6 2 !- 6 
~-----------------------------------------·-----------------------------------+ 
Js dados aoresentam alguma(s l REGULARIDADE(s) ? Em caso afi rmativo 
IDENT IFIQUE- AfS) . 



{_.T J \I I í:of.1DE. ::::; - DE:3CR I Ç?~O DO l'iODELO I'I{HEI•lAT ICü 

As g;·-andezac_:; P €:-! T que aparE:c::em n,;:..s f~TIVIDADES 1 
respectivamente seguem o MODELO MATEMATICO : 

+-·----- ------- ---···-·--·-·--·--·-·---·--.. ---.. -··---+ 
y ( t +6 t ) I y \ t ) = C. 1 

cCJm t=t +n-n· .6.t , n =O 1 l., 2 , :~:,". : 
o 

~----------------------------+ 
onde y representa P e T ~ uma de cada vez. 

f'EOi~F.::t-1;.') = 
Se y satisfaz o modelo m2temati co +--------------------+ 

y(t.+ 6.U / y\t.) = c , : 
:com t=t. +n* 6. t e 

o 
: n =() ~ i 1$ :z , :2:, .. . .. . 

y (t ,) = y 
o o 

+--------------------+ 
para alguma constante c , ent~o y tem 
f ot- ma -1-------·-··--·----.. -·-·----------·------------+ • 

expressào analí tica da 
E reciprocament e. 

n 
y < t +·n ·M· --6. t ) :::: y ( n ) =---y ·li-c , 

o o 
:com n =0,1,2,3, . . 
+----------------------------+ 

PRQ'./{1 POF: I NDUÇAO : 

y < t ·i .. n-ll·.Q tJ 
\.1 

- yCt )= y =y *C 

y (t +nt16 t! 
o 

o (."') o 

- \i ( 1· -t·11 t ·, =r-*'' ( t 
f • - u # ·- ~-

o 

o 
= y *C 

o 
1 

n 

=y #C :: ')" 

Supo~dc q~e a tese vale para 
·véU 1d~ fJ~I~c;. r,·t·l. Com ef<:J. t:!:l: 

r-' .. mo5~remos que ela tambern 

Cl 

c.,. y '.t - c:~· v ·nc 
w 

_ .. y 1<·c 

o o :.:J 

y( t +6t )/y~ t ! = y ?: C / y 
o •.:J o \j 

n+ l 
_ .. ,I .,..c 

C:i 

o 
_ .. 

)/ 

D 

-· c 

o 

Supondo que a tese vale para n. mostremos que ela tambem sera 
\'dilCJC• pcr.t'"ii r; ·tl . C,Ot1\ 12 ·feitc;: 

n 

y ( '· -r. ..t- n ·~· 6. t ) + t ) / y \ ·t ~ n ;t :' ~ t. ; ·/ •. ( t ·• ( n + .l ) õ+ 6. t) 
C'.• 

'y ~ t 'i• I) '*' 6. t ! 

, .• 
~·· 

C! 

C} 



AliVIDADE 4 - IDENTIFICACAO DO MODELO HATERMAllCO 
Cons idere o modelo matematico 
+------------ - ------+ 

y <n +1) /y ( n ) ==c, ~----------- ------+ 

:com n=0,1 , 2,3, •.. 
rJ 

(-- - - ---) : y( n ) = c , 
iCOi!i n ::::\) , 1 , 2,;:_) , • . • 

y((l)=l +-----------------~ 

+------------- ------+ 
l . ld e ntifique : 

t · .. ······ ·-··· .. ··· ....... . -. ·- ·-.. -· ...... -- - ·- .. -· ...... + 

constcm tes : • . .•.• . : 
var i áveis : ... . .. . . : 

+-------------------+ 
2 . Def ine--se 
EXPüi'~ENC I A L. 

a funG~O d e I NPUT n e OUTPUT y c omo a FUNÇAO 
<DE VARIAVEL DISCRETA) DE BASE c. cuja express~o 

n 
analit ica e dada por y(n) - c . 

+--------- -------+ funç~o ·I·--· ·- .... - ... -- ........ -- - - - - - .. -·+ 
INPUT l EXPONENCIAL fJUTPUT 

n ~ ·-·---...-- ------- .. - .. : : y 
n 

lDE BASE c 
+----------------+ +--- -------- - ----+ 

3 . 0 INPUf n é dito o LOGARITMO do OUTPUT y NA BASE c e anotado 
por : +--------------+ 

n=J. og y 
c 

+-- --- --·-··--- _____ .. - -----+ 

(-\PLICAÇ'f:!,t] DO MODELO 1'1ATEI"IATICO AS DEMAI S CIEI\lCIAS 

I~T 1'-J 1 D(-\DE 1 
í4 " 1 ~~.i n i::~tu t~a J. d(:,:. df.·?Cocnposi c;: ·;,io '' dE· uma :,; ubsb~nci a ,,. é:\ di oc.~t i y .:;, 

diz que a raz ~o e ntre a quant 1 dade da sub s tanci a em cada instant e 
e a quant1dade do instante 3nterior e constante . Tome Q para a 

o 
quant 1da~e de subst~ncia no instante in1cial e c , para a constante. 

Oetermin ~ l lma express~o anal1 ~ 1ca par a a quantidade de 
::: utJ ~::i:. ,:;,n c 1 "'' ,,. ;:..o J. c1 :::'d:. i v<::>, [}::::~~·, \ n 1 , <:.wr c1 i": n ~"D .:•. o:: n ·~~ s :t m Z:i et .::<. p ,:.:, d r.:\ c o l t:~t a 
C.h=: J ,:.:~ .. :h:l·::; ,.- .::.::a .1. 1. <.: ::EP.J ~' .::.. .!. n T. E'l .. " ;::; J. t:.F :5 l" 0: r.~ ul ,,,~ .. ,:~:::;. 

SOLUCAO: 1 . FORMULACAO MA'fEMATICA DOS 8HDOS VERBAIS DO PROBLEMA: 

,.. (~ C'j •.J l (:._ ,.-~~:-:':O:: I• i:::t;lLJ I \i I~! L_ í:. p,: 
l'"t :! !!i :; t..l Hl l~ f.J S ' / i.~~.l C• r-F=:• ::5. t. 

o c: .. 

e ~ quan t 1dade do instante anter ic~ 
Ü\ P+.i.) /l}(n.' = c 

1·n·:.·6 t: + Át..• / C! ( t. ··•·r·, " b. -· , ·:::ç: 

Gi ( t ·+ 6 t . ) / C! ( t . I ::: ;:: , p :3.1'"D t::::1 

C.• i,'j 

.., ·:•.;J, 1 .. ~ .. -1<''1,.;.;-A '\" 
.lo.. u ·~ •,1 \. • •• ~ .. .... 



2 . DETERMINAÇAO DA RESPOSTA : 

Pelo TEOREMA anterior a express~o 

funci onal entre as variáveis Q e ~ é 
n 

i:."U"JC.<.J :i t:i Ci:l CIC:i 

di:<. ·For· m;~: 

Q(n)=QCt +n*At)=Q *c ~ para n=0,1,2,3 .••. .. 

RESPOSTA:Q(n) =Q *c 
o 

ATIVIDAD E :2 

o o 
n 

O desenvol~1mento das populaçbes na Biologia se processa, 
1111 c1 aJ. mE•nte, d<?. modo que a ,-a.z'ào entt'"E• <--'<S popul c3.Çbes ~ aval i a dc:1s 
em i ntervalos de tempo regulares e tomados sucessivamente, é 
constante, at~ que fatores limitantes de mei o a mbiente, a limen
te.~ç:'an , t?p l. dt'~mi as~ t=:tc . • ct)trtf2cem a al tet- .::<r esse c ornpor·tament o . 

Considere Jma populaç~o de bactérias que, ern condi çbes ideais 
cresce de modo que cada calula se divide em duas, num periodo de 
T minutos, dito uper-iodo de gerac;:~ó da bac1:éria". Por e:·:emplo , o 
per-iodO r de 91?.1-aÇi~HJ da bacter- ia· "escher~ichia-.coli 11 num meio 
nutr-ient[= é de 20 rninu tos.f-'1 "biomassa" N após c<:~da periodo T é o 
n\JmeJ- o de I:> ac-tf'~ t·- i C:\S e:-: i stent!?S, com N denotandrJ a b i amassa par-a 

o 1nstant e t=t . 
o 

o 

Deter~mi ne uma 
enesima etapa da 
"p t~r· i oc:lo d€~ qE.'r~aç·i::\o" 

do meio ambi en te. 

express~o analítica para N=N(n) , se n é a 
col eta de dados~ realizada ao final de cada 

fora da interf eréncia de fator es limitantes 

SOLUÇ~O: 1. FORMULAÇAO MATEMAT ICA DOS DADOS VERBAIS DO PROBLEMA: 

·• n e a •::?nt=sl ma 
a::!c cad::.. "pet··i.odo 

n assume 

etapa da coleta de dados, reali zada ao final 
de~ QE"~r··açâo"" EG!UIVALE A : 
os valores t , t +T~t +2*T,t +3*T, ..... 

o o o o 
":1 1- <=-·.z·ão (0ntrE· as pclpul a çbE·s, avali adas e m i ~-,t~?rval os de tempo 
r-egul aJ·-es e t.o.nt:"tclos. 3Ucessi vEHnente. é constante" EQU I V(-)l.E A: 

NC~ + Tli N<t) =c 

'' U1l"li::i popu.l :.H;: ar.) de bc:\Ct.e l~ i a;:; qUE! •1 E'~tn C!Jrl d i Çbi~S Í dt:~i-:Ü 5 C:l~E"~<::>Ce O e 

·i•:Xi o quf.= C:<:td é.'\ C:(-?lulc~ ::5(~ clivide em CÍU2\S, num pt.=:r-i.od o dt:~ T 
iill. l·,u ::.CJ::=. , d ito "f.H:!r·· iDclD elE) gE)J·-,:H;:-"acl di=". !Jactt'.=r·i 2t " " EC!U .IVP,LE F-~ : 

i '~ ~r. + 1) == 2·i<·l\l (n) 

Juntant1o--se 
[\I ( t: 

as informa~bes~ tem-se: 
·1·n*T··t·T> i Nt.t. +n·léT) ::: 2~ n :=O, t , ::: .1 ::::: ...... 

C• O 

.I :::;. fT.i •... • hl •. t: -1- /:::.. t. J / l\1 •: t ) :::::2 , p e:u··· '"· ·t: ~-= t:. + n ·i>i·,6;t ~ rv:O, .l ... :2 , :·~; •• • 
o 

2. DETERM INAÇAO DA RESPOSTA : 

!·~~·lc; rEDi~I:.:::-IA =.u-.terior ::~ e;~pr~essz~o =tna.l i1.:ic::; ~ia 

· t \_:n r.:tGrt-::d entt-e::• as va:-l~tYelS i\! e n é c.l<:: +otrma.~ 

hl \ n ) :::: t-·J ( t:. · ·•· ·n ~·!J. t) =:::N ·~·2 
n 

n =(.i , 1. , ,;2 , .3 ........ .. 
o o 

f: 6.t ''"r 



t~I"T IV IDADE :::;. 
E>tp<~:·i·-iéncJ.as em labor·at.ór·io rnast.l'" r.Hn quE~ sr-~ um COI"·po é c•.qufa-· 

cido a uma temperatura superior à temperatura ambiente(constante) , 
a diferença entre a temperatura do corpo e a temperatura ambiente 
em cada instante de mediçào é diretamente proporcional a essa di
ferença no instante anterior. Anote por A, a temperatura a que 
esta submetido um corpo , T a temperatura do corpo no instante 

o 
t=O e c, a constante de proporcionalidade . 

Determine uma express~o analítica para a temperatura T=T(n) 
do corpo em cada instante, onde n é a enésima etapa da coleta de 
d.:1cios, r··E·e"J.l i z ada. a i n·terval os regulares dé tempo" 

n 
RESPOSTA: T(n)= T *c + A 

o 

ATI\.IIDADE 4 
Experiéncias mostram que, administrada uma cert a quantidade 

Q de uma droga em um individuo, por via intravenosa,a quantidade 
o 

Q que permanece no sistema .circulatório em cada inst ante é 
diretamente proporcional á quantidade que existia no instante 
anterior. Tome c para a constante de proporcionalidade . 

Determine uma express~o analitica para Q=Q(n), onde n indica 
é a enesima etapa da coleta de dados, 
t·· egul an?s. 

RESPOSTA: Q(n)=Q *C 

o n 

,~ea.l i zad<:<. a 



UTlLlZACAO D0 MODELO MA"fENAllCO PARA OBlENCAO DE RESULTADOS 

A T l V llJr~rLol:::. 1 
Supor;h:\ quE~ todas .:.:;s qr·.::indezas <:tbc.·u ~: Cl sequem a "lei 

k 1>-t 
n.:>.tul~a l de 

cresc imento <ou decresc1mento> y(t) =y * 10 
(.J 

, com k>O<o\.1 k<O)" 

1 .Seja C mol es/ litro a concentra~ào inicial de uma droga 
o 

~cministrada em uma pessoa por via 
minutcs , a concentra~~o da droga se 
percentual da concentraç~o inicial 
hora ? Quanto tempo e necessária 
cancentra~~o inicial ? 

in t r avenosa.Suponha que, em 10 
reduz a 2/3 da inicial. A que 
se reduz a droga após meia 

p a r· a : se te1~ apenas 1/. da 

SeJ<.-1 C •: t:) .;:o, c:cmc:fm"l:l'"aÇ21.o da d t'"oga na cor r· e n te sangui nea , . t 
m1nutos apds .ser administrada. 

"Supon~-,.3 qLie tod.::-ts a<;:; gr· c1nde:.:: as aba i:{ o seguem a "1 e i 
k*t 

d e 

Cl~escimento(ou decrescimentoi .y(t)=y *10 
o 

, com k>O<ou k <O>"" 

C ( t) =C * l(r , com k<O (por que k<O?> 
C.l 

"Supclnha · que , E·m lt) ml. nut.os ')a conce11tr·açào da d r oga Sf:? ,~eduz a 
2!::::: da in i c i c:d" F::QLJ I V?~LE (.~ : C <1 O)= 2/:3·N-C 

a 
Juntando-se as informa~Oes: 

C< lü) =C -n·iü 

k 1 I lt) 
ISTO E: 10 =(2;3) 

t / J.:) 

OU SEJA: C (t)=C *(2/3) 

DETERM INAÇAO DAS RESPOSTAS: 

'' p, que per·cen l:.u.:. .. t d.:..'\ cc;n,::e nt!~ aç:·ao 1 n i c i a.l se r·edu::: 
,:;q:)C•s mt:u. a ;·i c:w :::- ? '' EOU!\/f-il_E ;.·: : 

Du al o v al or de C ~ 3Q ) , C? 

RESFOSrA ~ APROXIMADAMENTE 88 % 

" i:!uc::tnto t.c.::•m po i.': n.::.~:~.~sc;..:.:.~: - i CJ p:::H- :::.. '"o.õ~ tf'~ l'" .;:..pf2nc::o.s 1/. dé:i 
c cw. c cn t r· -~'·.:: ;:.:.G :i r·o:t :.: :l ::-.1 '' E.f~~u!. \<'r::1L.E ··• ~ 

Qual c valer ae t que resol ve a equac~o exponencial 
t /] (, 



2 . Cc;:npc:. st.CJS> d€c~ ·i: c)::; f ~;to s.qem corncJ um (J(.Jdr!t''(:JS>o ·fer·t i li z c.<nt~<:.-:: 

Jlara algas. Estes &gentes, colcc~dos em ceterg8n~es caseiros , tem 
s1do um cos responsaveis pele grande crescimento de algas em 
J.<:•.gos e t:ontes ;:j ,? .~gua quando ai l<~nçados . Supm;ha qLie existé.-illl 10 
plantas ae 3lgas presentes em certa area de um l a go no instante 
t==,:_,, e que L. horas mais tarde e>:istam 20 plantas . Estime · O nü
mero oe algas presentes em 8 horas . Estime o n~mero de algas 
presentes ao final de um dia (24 horas).Estime o tempo necessario 
para se ter a presenqa de 100 plantas . Há quantas horas passadas 
t"tavi a apenas Lima p 1 anta de alga no 1 age ? Em algum momento, nà'o 
havia algas no lago ? 

SOLUÇ~O :l. FORMULAç~O MATEMATICA DOS DADOS VERBAIS DO PROBLEMA : 
Seja Q(t) o mumero de algas presentes ni área do lago , ap6s t 
minutos . 

"SLtt)onhc.• qLie todas as gl~.:>.nde:Zé:\S abai:·:o segLtem a "lei 
k*t 

natur-al de 

crescimento(ou d ecr esc imento) y(t)=y *10 
o 

, com k >O <ou 1::<0)"" 

C! CU=O *10 
o 

, com k>O (por que ~>O?) 

"Supon1·1a 
lago no 

que existam 10 p lantas de algas presentes na àrea do 
instante t=O" EQUIVALE A: 

[2((11=0 =10 
o 

"2 t·lo!- a:: mais tarde e:<ist<:~m 20 plantas" EG!UIVALE A: 

k*2 
Q(2)=20 . ISTO E: 20=Q *10 

o 
1 .. .. 

Juntando-se as informa~des : 20=10•10 
t/2 

ISTO E: 10 = 2 

OU SEJ A: Q(t)=10*2 

2 .DETERMINAÇAO DAS RESPOSTAS: 

1/2 

" Estime~ o nUtn!? l~o de algas pt-esentes em 8 horas " EQUIVALE A: 
Qual o valor de QCB> ? 

RESPOSTA:Q(8l=160 

" E:t:im•~ o núllre r~D dE~ alç;as J:Wesent€~s ao -final de um dia <2-'l· 
rlorc!l.s)" EQUI\JPtLE A: 

Qual o valor de Q(24l ~ 

RESPOSTA=Q<24J=40960 

''Estirne o tempo necess;:\t-J.O pe..r.:; se tet~ a pr·esença de 100 plantas" 
EC!U 1 V A L. E r~ : 

t/2 
0u~l o v~lor de ~ que resolv~ a equa~~o exponenc1al 10=2 ? 
kESPOSlA: t~2 / 1og 2 

' ' H::' qL!antas 1-,or-a~.; passadas r·,.:>.vi a apenas uma pl ::~nta de alga niJ 
J ,;,q:J " t:::üUl\'~~L.E A : 

0uaJ o v&lor ce t 
RESPOSlA : t=-2 / 
''p .. •s:::adas " 

quE· n?sol ve a C?qua~~o E?::ponen·=i a1 
log 2. onde o sinal·-- responde 

J / 1 (1==2 -:.; 
pe1 i:! pal ê}.v•-- -~<. 

Ex1st~ valor de t que r esolve a equa~ào exponenci al 0=10*2 
F\ESi:·c;s·r,:1: t·~ACJ \não ocor·TF.! ~. ger·ac;i;;o c~>:pontan e!a t 1e .::.l q <';l!!ii . 



HTI Vl lJf.,DE L. 
Ccns1dere uma s u b s tància que 

l::·~·t 

"le1 a e decresc1mento y<t>=y *10 
o 

s e decompbe segundo a 

, C CJITI k < (1 " .. 

::4 /VIE! A--·VI Di~ d .:t ~:;ub!:;tanc i<:l e d!i:·f Hll d "' c o rno a quantidade de 
·tf:1tnpo T l'lfi· Cf.?S~õei!Y":i a piM"ii. ' " deco mpo s içã o de e>:atamente 1'1ETADE da 
SLtbstanci a . 

l . De uma expr ess~o anali t ica para T. 

2." Se wna subsb~mcia r· adioativa b;::m mEn a-vida de 1.800 anos, 
<:>.p l1S .:::o<:HJ anos t .od <:1 a !:;ubst·a t"oCl a ter· f> si do decomposta . " V OLt F ? 

5.~ mela-vi d a do elemento radio e de 1656 anos . S e uma 
a mestra de r ~dio p e s a agora 50 kg, quantas grama s restar~o da 
amostra d a qu1 a 100 anos ? Quanto tempo l evara para uma amostra 
de 5 0 k9 reduzir-se a 5 kg ? 

4.0 cobalto-60 , que e utilizado 
com càncer , tem meia-vJ.da de 5,26 a nos. 
da substància se, passados 10 anos, ela 

no tratame n to de p a cientes 
Qual a quantidade inicial 
e sta reduzida a 200 mg ? 

5.Se apos 25 anos, a ~uantidade de r ádio decresce p a r a 4,948 
g e, apos mais 25 anos , c a i para 4,896 g, quantas grama s estavam 
presentes no inicio de processo ? 

2 28 
6 . 0 radioisotopo R perde 9 ,8% de sua intensidade de 

a 
radiaç~o por ano . Se I e a intensidade original, qual o valor d a 

sua mei a.-vi d a ? 

7 . A me t a-vida da morfina é de 3 horas . Encontre a constante 
aegundo a qual se dá a sua eliminaç~o da corrente sanguinea. 

8.~ meia- vi d a da nicotina e de 2 heras. Depois de 6 boras de 
~ua ingest~o . q u e f raç à o dela permanece no s istema circu latório ? 

.t . r= ·-·l oq 2 / t:; 

2 . FALS~,pol~ v (3 6 v0) = y 14 
o 

<i • V = ?U(1*.2 
o 

s.aproxlmadamente 5 g 

6.f= -log 2 / log 0,902 

li . .1 /8 



st.JRGE ·o e 7 

Ai· IV IDADE 1. 
I 

Observe a tabe la abaixo : 
POPULAÇ~O DOS ESTADO~ UNIDOS 
(Ne w York Times En cyclopedic Almanac - 1970) 

+---------------- ---------------- - - --------------- - - ------------+ 
: t=te rnpo : F'=populaç~o : F'=P(t+A t)·-P'(t) ( ÁP/At)/F' 

( anos) (milhbes) 
+------------------------------------------------------------·--- : 

1 790 
:---------------------------------------------~-----------------: 

1800 . 5,31 (I~ 138 0 ~0351145 

·---------------------------------------------------------------· I • I 

1810 7 , 24 0 . 193 0,0363465 
:--------------------~------------------------------------------: 
: 1. 820 : 9 , 64·. : · 0 , 240 : 0 , 0331491 
:----------------------~---------------------------------------~ : 

1830 12 , 87 ~ I 

' 
(l , 323 0,0335062 

:---------------------------------------------------------------: 
1840 17~07 0 ~ 420 0,0326340 

:----------------------------------~---------------------------- : 
1850 ' . 

' 23~ 19 0~612 0,0358523 
·----------------------------------------------------------------· . ' 

1860 31,44 0.825 0 , 0355756 
+---------------------------------------------------------------+ 

Os dados apresentam alguma (s ) REGULARIDADE (s) ? Em caso posit ivo, 
IDENTI F IQUE-A(S) . 

ATIV IDADE 2 
Observe a tabela abaixo : 

TEMPERATURA DA AGUA COLOCADA NUM RECIPIENTE FECHADO,OBTIDA 
AF'OS AQUECIMENTO ALGUNS GRAUS ACIMA DA TEMPERATURA AMBI ENTE A~25° C 
+----------------------------------------------------------------------------- + 

n=enés ima 
coleta 

d e d ados 

t=tempo ! T=temperatura!A[T( t ) -AJ :cn. [T(t)-AJ/ A t } I [T(t)-AJ 
( rn in ) ·c ° C) 

+---·-------·------------·-----------·--------------------------------------------- + 
o (I -:2 ,1 - o , 0205882 .. . 

:----------------------------------------------~~----------------------------- : 
1 10 33 ,1 - 1 , 6 - 0 ,0197 530 . .. 

2 20 31 ~ 5 
' 

- 0 ,0230769 ... 
-----------------------------------------------~-----------------------------

30 30 ,0 - 1 , 2 -0,0240000 .. . 

4 40 28 , 8 - 0,031.5789 . . . 
: ------------------~---------------------------------------------------------- , 

5 50 27.6 
~----------------------------------------------------------------~-------------+ 
Os dados apresentam alguma(s) REGULARIDADE(s)? Em caso afirmativo 
lDENTIFIQUE- A( S) . 



Cüi"~Sl F;Ut.; AO DO I·IODELO I·JAT Ef··fAT 1 CC! 

tH f V I L!{:;0E 1 
~~s q r··andEza~,; 1: · t ·! r que <:lpcW€~c:t:=m n<•::.; .~T"l '·!I D ?1DEfj l f2 2 

respec.t.i vamente segue m o t10DELO 11ATEI'IATICO: 

~·----------------------------+ 
(Ó y I Ã t)/y\t> =c, 

: com t=t +n* t, n =O , 1 , 2, 3, •. : 
o 

+----------------------------+ 
onde y representa P e T, uma de cada vez . 

TEDHEI1Pt: 
Se y sati sfaz o modelo mate mático +--------------------+ 

: (Li y I b.. t ) ; y <t ) = c • 
:com t=t -+·n* 6. t e 

o 
: n =(, , l , 2, .3, • .. "' ... 

y<t )=y 
' o o 

1 

1 r +-------.------- -·-·--···-·+ 
pcõu- a ai guma constante c, ent~o y tem expressão anal :lti c a dcJ. 

forma +-------------------------------+. E rec iprocame n te . 
I t 

y(t -t·n·l! Á t) =y(n )=y *<1·+-cÂt) 
o o 

: c:om n=O , 1 , 2, :;;. , .• 

f1 ' 

' ' ' I . 
+-------------------------------+ 

PROVA POR I NDUÇAG: 

REDUZA AU TEOREMA ANTERIOR ESCREVENDO: 

( Á y/ 6. t:)!y (t) 

~iTI'v'!i.iADE 2 

Consider e o modelo matemático: 

+--------------------------------+ 
[ y < t +L t 1 - y < t ) j I L t. I y < t > = 1 

i com t.=n* L t e n=ü , l ,2, ~~ , •• • +-----------------+ 
:<---·-·>: y (r, '!(· Lt.)= (1 1·Àt ) 

y \ ( I) ""' :J. 
~--------- -----------------------~ 

Obser-ve a t. :~beJ. a que se segue , obtida 
ente:~ lo~· para valt.:•l''e!:: p c:;r· ti C:I.'.léH"es dL:::· n t:: d e 

:com n=:()., l , :2 1 ~~\ ., ..... : 

·-----------------+ 

a pat·ti r· 
.6- t 

do mocJ•.::-1 o 



·------- :----------------------------------------------------------------+ 
' 
' '---------------------------------------------------------------- · 
' 1+At : (1+At ) 2 : (.1.+Ll.t} 10 : (1+.6tl::o: ( 1+At)1°0: ( 1+~t ) 200 : (1+.h.t)lOOo; 

·------------------------------------------------------------------------+ 
1 2 4 1024 !1048576 !1 , 26*103°:1 , 60*1060 : 

--------------------------------------------------------------------------' ' 1/2 : . 57 .. 665 
---------------------------~--·-------------------~----------------------- : 

1 /10 1 ,1 1,21 2,5937 !6 ,7275 !1,37*104 !1,89t1o8 :2,46*104 1 

1 /20 1,05 

1 /100 1,01 ! 2 ,7048 ! 7,31 6 0 

1/200 1, 005! 1,01 1, 0511 ! 1 .1049 ! 1 , 6467 

. 
1/lOüG! i~ 001!_ 1,002 1,01 !1 , 02.02 :1;1051 :1 , 2213 !2,7169 

-------------------------------------------------------------------------+ 
E~:iste uma notáve l in forma~o na tabela ! (Tente descobri-la 

'l hando pc.ra a sua "diagonal principal") 
Com efeito: COPIE abaixo os valores ta is que n*A t = 1 
+-------------------------------------+ 
: ·Á t = 1 I n ( 1 + Á t ) n = ( 1 + 1 In ) n 

+------------:------------------- -----+ 
·------~-----·------------------------· . . ' 
------------·------------------------' J------------ '------------------------1 ' ' I 

~ ------------ · ------------------------· . . ' 
~------------·------------------------ · ' I I 

· ------------'------------------------· f 1 • I 

------------ ·------------------------. 
·------------·------------------------· I I ' 

"i • ____ ., __________ ! -------------------------4-
Cw:Se i-"v'ê ou e , à medida que n cresce ( o:.t que Á : se "i:.or·na 

:e<.Ge. v e::-: mer,:::Jt-) ~ os vai.otres d~? (1+Á t)n = ; 1+1/ n} r. cetém díqitcs 
guais na mes ma po5i c~o. Este proces so determina um único 
Li:TJer- o :ieci ma l l.nfi nl.·..: ·=~ ni:.w-f:Jer·iódico (isto é ~ Ltm n úmer-o 
r-rac.::. :Jr ra.l; a !-,otado oel e<. lEtra "e " 

+-·----------------------- ------+ 
2 = 2. 7~828 18=6 ... 

. --- ·- --------- ____________________ ,_ 



UI"'A 

Considere ·um capital de C
0 

cruze~ros aplicado a UDa taxa anual nom~na l 

de 100% t bastante irreal , porém facilitará nossos cálculos). Observe : 
~--------------------------------------------------------------------------+ 

MONTANTE : FREDUENCIA DA 
PtPL I CAÇr-';0 : --------------------------------------------------7~---: 

: ( Cr~F' I TAL I ZAÇPiO) !MONTANTE PARCIAL ; MONTANTE ANUAL! 
~--------------------------------------------------------------------------+ 
; anualme n te 
: ( 1 vez ao a no) 

;C0 +100X*C0 =C0 +100/100*C0 =C0 *(1+1) . . . . 

! -----------------------------------------------~------------------------- : 
:semestralmente !Ao final do 1. 0 s emestre : 
!(2 vezes ao ano) !C0+(100X/2)*C0~C0+50X*C0=C0 *(1+1/2) 

!Ao final do 2 . u semestre : 
!C0~(1+1/2) +100X/2*C0 *(1+1/2)= ~ ~ 
!C0 *C~+1/2) +112*C0*(1+1/2)=C0 *(1+1/2 ) ~ C0 *(1+1/2)L 

:-------------------------------------------------------------------------: 
:trimestralmente !Ao final do 1 . 0 trim~stre : 
:C4 vezes ao ano) !C0 +(100X/4)*C

0
=C

0
+25X*C0 =C

0
*(1+1/4) 

!Ao final do 2. 0 trimestre : 
!C0*(1+1/4)~100X/4*t0 *(1+1/4)= 
!C

0
*(1+1/4)..:. 

:Ao final do 3. 0 trimestre : 
:C0*(1+1/4)~+100XI4*C0*(1+1/4) 2= 
: c c* ( 1 + 1/4 ) ~· 
! Ao final do 4. 0 trimestre : 
!C0 *(1+1/4) 3 +100 XI4*Co*<1+1/4l3= 
:c0 *(1+1/4) 4 C0 *(1+1/4) 4 

. 
• I 

:---------------------------------------------------------------------~---: 
:mensalmente :Ao final do 1. 0 m@s : 
: ci2 vezes ao ano):C0 +100X/12*C0 =C

0
*(1+1/12) 

:Ao final do 2 . 0 mês : 
:c0*(1+1/~2)+100X/12*C0*(1+1/12)= 
!C

0
+1/12)..:... . 

I • • • • • • • • • • • • • • • c 

:Ao final do 12 . 0 mês : 
:c0*(1+1/12) 1~+100%/12*C0t(1+1/12)11= 
!C

0
*(1+1/12) 1 ..:... 

:-------------------------------------------------------------------------
;semanalmente :Ao final da l . a semana : 
;(52 vezes ao ano):C

0
+100X/52*C

0
=Cnl(l+l/52) 

:Ao final da 2. 2 -semana : 
!C0 *(1+1/52)~100%/~2*C01(1+1/~2)= :c0 *<1+1 /52 )..:. 

!Ao final da 52.a semana : 
•r *(1+1/~~) 51 +10n~;~?•r •' 1 Tl / c,,51= 
I ,__. Ct , ..... .4 C:. -. .• •-• r.~ "· ' ~ tf'· -·'C .,, •. ..... ,.;,. , . 
~~ ~(.+l /~?)~~ c *<1+1 / ~?)JL · "-o..,.. .1. · '"''·-~ o · ...... _" 

-·------------------------------------------------~------------------------ : 
:Ao final d o 1. 0 dia: 

a~~~C0+100X/3651C0=C0 * ( 1~1 /365 ) 

!Ao final do 365. 0 d ia : : 
7 6 4 76~ I C0 t.(l+l/365j~ ~10ú~/36~*C0*(1+1/~ó5 ) ~ · ~ c' 

:ç0 ~(1+1/36S } 365 !co•Cl•i/365 ) -6 ~: 
! - - - .... . .. . . - - . . - - . .. . - . - .. - • . . - . . l- - - - . - - - - . . 



Da t~beia anter1or· obtém-se os resultados do MONTANTE 
ACUMULADO C, AO FINAL DE UM ANO • A PARTI R OE UM CAPITAL INICIAL 
C , INvESTIDO A TAU~ NIJMll,tAL DE 100 :-. , Cül'i DIFERENTES FREQUENCIAS 

D 

DE APL I C;~i;AO ~C A F' J T ~'L I Z PtÇ'ÃOi : 
··----·-·-· ··· ., __ ,. __ ·--·---· ... ·- ..... - ... _______ , _____ ,_, ___ ----·~ ----1· 

: FREG!UENC 1 (:.1 DA 
: APLICAÇAü MONTANTE 
: <Ct~PI fAL.l IAÇ~O> 
·---------------------------------------+ 
: 1 vez ao ano C*\1+1 ) 

:---------------------------------------: 
2 

: 2 vezes ao ano 
:--------------------------------------- : 

4 

:4 vezes ao ano C*(1+1./4 ) 

:---------------------------------------: 
: 1. 2 vezes ao ano 
:---------------------------------------: 

52 
:52 vezes ao ano . C* ( 1+1/52) 

:--------------------------------------- : 
365 

:365 vezes ao ano 
:---------------------------------------: 
:n vezes ao ano 
+---------------------------------------+ 

A medida que n cresce, o MONTANTE ACUMULADO C aproxima-se 
do valor C *e . val or chamado de MONTANTE ACUMULADO AO FINAL DE UM 

o 
ANO , A fAXA DE 100% AO ANO , APLICADA CONTINUAMENTE. 

(~Tl'Vl DA.üE 1. 
Refl1ta sobre o segui nte enunciado: 

O 1101-.JTAI,lTE 14CUI·IULADO C, A PARTIR DE Ul'1 CAF'I'TAL 11\IICIAL C , 
o 

A TAXA NOMINAL DE lOO*r% AO ANO, APLICADA n VEZES AO ANO, AO 
FINAl_ DE Ul''l ANO e d ad<.1 por·: 

?1TI V I DAOE 2 

+----------------+ 

: C=C * < 1 +t- 111 ) 

o 

n 

+----------------+ 

Refl1ta 50bre o seguinte enunc iado : 
O l"flil H ANl E ACUI·1ULADO C , p, F'ART J. R DE Ut'Í C A F' I TAL 1 N I C H=tL C ~ 

o 
A TAX?', l 'fOt·lll\li;L DE l(l(H!r"/. AO ANO, APLICADA continuamente, AO FINAL 
DE UM ANO, e dado por: +----------·-·-+ 

: C=C. *e 
o 

-1-·-·-·------ ---.. ·-·+ 

AT] './J JJH!Jt:. 2,; 

ul: .. i .IJ. :::::\;'1Clc.: or:: do.t.~,; ;;::nu.nc: i<~dc;s ;;,nte!l-.l.r.JI~t~:a, f.H"OVe c.> segu i nt e 
'1 ~OS:E!1H: 

~J t·l() t .li,!:;iHE ;.\CUl' illL.t4iJU C, f:i p:-:;F:Tii.:.: DE UI"J CAPITAL It' iiC IAL C, 
o 

A fA~~ NUMi!~~L DE 100~r% AU ANO, APLlCAD~ contlnuamente, AO FINAL 
DE t ,;I'KJt), 1?2 d:uJL"l pc.H" : .; ............ -.......................... i .. 



(=lr'LICAÇ>itü üA FUNÇ~:.D EtX'j)ONH~CU-iL_ DE BASE e AS DElvi?-\IS CIEI'~CIAS 
PARA OBl"ENÇ~O DE RESULTADOS 

ATIVIDADE 1 
A quantidade de correspond~nci a que um funcionário 

Correios c l assif ica é uma funç~o do tempo de experiência 
funcionar1o . Estima-se que o funcionário apos t meses 

e }:peri éncia , 
hot-a . 

cons1ga clasif icar Q(t)=700-400*e 
-0,5*t 

cartas 

dos 
do 
de 

por 

1. Quantas cartas um funcionário recem admitido conseguirá 
classificar por hora ? 
2. Quantas cartas um funcionaria com 6 meses de trabalho 
classificar~ por hora? 
3. "A rnedi <ja qLIE o tempo passa , o ·funcionà1~:i.o tende a se tornai~ 
mais efic iente ''. V ou F ? Just1fique matematicame nte a resposta . 
4. A me did a que o tempo passa indefinidamente, qual o n~me
ro de cartas 5no máximo) classifi cará um funcionário ? 
5. Que t e mpo (aproximadamente) levará um funcionário 
classificar 400 cartas por hora ? E 700 cartas por hora ? 

par-a 

6. Compu·te o val 01~ { 6. [Q--700] I .C.t J } I · [Q-700], para 6.t arbi ·
trariamente pequenos . Interprete-o . 

F:ESPOST AS : 

1 . 300 car-tas 
-3 

2 . 700 - 400-ll-e cartas 

3 . Ver-dadeir-o , pois Q(t) e funç~o crescente com t. 

4. ao t--::;4 rX) tem-se Q( t)-- >700 

5 . · t= ( ··· log 0 , 75) / 0,::3 
o 

6 . -0,5 .. 
def ine e> 

e a ·t axa. 
tomado i:.'. 

A quantid.:>.de 1+(-0 , 5)*-Ó. t é o 2 . termo da equac;ã'o que 
modelo matemático do segundo TEOREMA do texto, isto é, 

d e variac;~o r-elativa da grandeza Q ao longo do tempo t , 
intervalos regulares íconstantes) de valor ~t . 

í-HI\IIDADE 2 
Os psicólogos acreditam que, quando e fornecido um conjunfo 

de +atos para um individuo memorizar, o nGmer-o de fatos lembrados 
pelo ind 1v1duo apos t minutos que eles ocorrem e dado por 

-k -H·t 
N(t)=A*(l-e ) , onde k é uma constante positiva e A e o n6mer-o 
de fatos r-elevantes ao individuo. 

~ - A medida que o tempo passa indefinidamente, qual o númer-o de 
~atos 1no max1mo) recordados pelo indivi duo ? 
2 . LompLite o valor- { Á[N-AJ í ~t } ; · [1\1-AJ para At arbitra 

. 1 

r1amente pequenos . Int e rpr-ete - o . 



RESPOST r:~s; 
1 . A=namera de fatos relevantes ao 1ndi v iduo 

o 
2 . - k 
def1ne o 
é a tc:ü<a 
tomado a 

A QLlantidade 1+(-k>*Ât e o 2. termo da eqLlar,ào qu.e 
model o matemático da segundo TEOREMA do texto, isto é, 

de varia4~0 relativa da grandeza Q ao longo do tempo t 
i nterv.::\1 os r·egLtl al~es (constc.,ntes) de val ar· 1:::. t. 

AT IV IDr~DE 3 
Um editor de livros acredita que, . quando os professores 

relacionam os livras-textos para seus ~ursos, é comum que a 
seler,~o se far,a entre as livras que possuem e , par essa razàc, 
envia cópias de livras novos gratuitamente aos professores . 
Estima que, se n milhares cópias de livros foram distribuidas 
entre os professares de uma comunidade, a .venda de um novo livro 

de Matemática será de aprox imadamente V<n>~ 

milhares de cópias. 

-0,2~·n 

1 . Quantas cópias o editor conseguirà vender se n~o forem 
distribuidas cópias entre as professores da comunid~de ? 
2 . Quantas copias espera o editor vender se distribuir 
copias entre os professsores ? 

1000 

do ~. Para o editor vender cerca de 10 milhares de cópias 
livro ,quantas cópias terá que distribuir entre os professores ? 
4 . Se a hipótese do editor for correta, qual a estimativa mais 
otimista quanto ao namero d e cópias vendidas ? 
5 . CompLrte o ve::d ot~ { ~ CV-·20J I ô n } I CV-20], pat-a .6. n at~ bi tra 
riamente peque nos . Interprete-o. 

RESPOSTAS: 

1. 5 milhares de cópias 
-0,2 

2 . 20 - 15*e 

3 . aprox imadamente 5*log (3/2) 
e 

4. 20 milhares de cópias 
o 

5 . - (>,2 . 
def1ne c• 
e <'!. ta>:a 
copias n 

{4 qLlantidade 1+<- 0,2HI· 6. t. e o 2 . termo da equar,~o que 
modelo matemático do segundo TEOREMA do tex to, isto é, 

de variar,~o relativa da grandeza V ao longo do ndmero de 
tomado a intet-valos regulat-es <constantes) de valor Á n. 

(Lo iva Cardoso de Zeni) 
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